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11. RESUMEN 

Se presentará en este trabajo la teoría necesaria con el fin de justificar la buena 

formulación local de los tres modelos de ecuaciones diferenciales parciales de 

evolución siguientes: 

( 1) {d,u(x,t)+d~u(x,t)+uP(x,t)éJ,u(x,t) =O 

u(x,O) = u0 (x) 

donde uEH,s>~ con xE JR.,t~O y pE ;z+. 

La ecuación de KdVg al igual que la ecuación de Korteweg-de Vries describe en una 

di~ensión espacial, la propagación de ondas de longitud de onda larga en medios 

dispersivos no lineales. 

Un objetivo en el presente trabajo consiste en demostrar la buena formulación local 

del problema de valor inicial en el sentido de Hadamard, cuando el dato inicial u0 

pertenece a los espacios de Sobolev Hs con s > 3 1 2 . A fin de probar la existencia y 

unicidad de solución local se utiliza el método de regularización parabólica y para 

probar la dependencia continua de la solución respecto del dato inicial son utilizados 

los estimados de Bona-Smith. 

{
a ,u(x, t) + a!u(x, t) + u 2 (x, t)d,u(x, t) =o 

(ll) u(x,O)=u
0
(x) 

donde u E lF ,s =-± con XE ~,t;::: O. 

Otro objetivo consiste en demostrar la buena formulación local del problema de valor 

inicial en el sentido de Hadamard, cuando el dato inicial u0 pertenece al espacio de 

Sobolev H y,; . A fin de probar la existencia y unicidad de solución local se utilizan los 

estimados lineales. 
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(111) 

d1U+d~u+dxG(u,v)-,ud~u =0, XE ~,t >0 

d1V-d~v+dxG( v,u )- ,ud~v =O 

U (X, 0) = U0 (X) 
v(x,O)=v0 (x) 

donde u, vEH ,s>~, G (u, v) = ~u 2 - uv- ~. 
. 2 2 

De manera similar, otro objetivo consiste en demostrar la buena formulación local 

del problema de valor inicial en el sentido de Hadamard, cuando los datos iniciales 

u0 , v0 pertenece a los espacios de Sobolev Hs con s > 312. Análogamente como en 

(1) a fin de probar la existencia y unicidad de solución local de (111) se utiliza el 

método de regularización parabólica y para probar la dependencia continua de la 

solución respecto de los datos iniciales son utilizados los estimados de Bona-Smith. 
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111. INTRODUCCIÓN 

Para un problema de valor inicial asociado con una ecuación en derivadas parciales 

de evolución, se tienen tres cuestiones fundamentales: existencia de soluciones, 

unicidad de solución y dependencia continua de la solución en los datos iniciales. 

Para discutir la existencia de soluciones es necesario especificar, no solamente la 

clase de funciones donde buscamos la solución, sino también en qué sentido las 

condiciones iniciales son satisfechas. Una vez garantizada la existencia de una 

solución, se debe garantizar también la unicidad de ésta y así mismo la 

dependencia de la solución en los datos iniciales. Debemos recordar que los datos 

de un problema físico son datos experimentales que necesariamente contienen 

errores de medida, es, por tanto, natural preguntarse si pequeñas variaciones en los 

datos conllevan pequeñas variaciones en la solución; es decir se debe garantizar 

que si la condición inicial sufre una pequeña variación, es natural esperar que la 

solución del problema de valor inicial también varía continuamente en alguna 

topología. Un problema de valor inicial para el cual se satisfacen la existencia, 

unicidad y dependencia continua en los datos iniciales es llamado problema bien 

formulado, en caso contrario se dice que el problema es mal formulado. 

La ecuación de Korteweg-de Vries modificada (KdVm) 

a,u(x, t) + a!u(x,t) + u2 (x, t)é) xu(x,t) =o 

Donde u es una función real con xE IR y t ~ O , es una ecuación en derivadas 

parciales que incluye efectos de no linealidad y dispersión a la vez. El primer 

término de la ecuación denota la evolución temporal de una perturbación u (se 

puede considerar como la elevación de la superficie del agua relativa a su posición 

de equilibrio), el segundo término es el dispersivo debido a la tercera derivada 
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parcial espacial de u y el tercer término es considerado el término no lineal debido 

a la multiplicación de u2 y la primera derivada parcial respecto al espacio dxu. Al 

igual que la ecuación de Korteweg-de Vries 

dtu(x,t) + d~u(x,t) + u(x, t)d xu(x,t) =o 

la ecuación de KdVm es un modelo que describe en una dimensión espacial, la 

propagación de ondas de longitud de onda larga en medios dispersivos no lineales. 

La propagación de ondas solitarias en la superficie del agua en canales poco 

profundos, es un ejemplo de medio dispersivo en el que se pueden hallar este tipo 

de ondas. En la física matemática representa el prototipo de un sistema no lineal 

completamente integrable. 

Kato en [11] y [13] demostró que el problema de valor inicial (PVI) asociado a la 

ecuación de KdV generalizada 

está bien formulado localmente en Hs para s > 31 2, para ello usó la teoría cuasi

lineal por él desarrollada. Por otro lado, Nunes demostró que el PV/ asociado a la 

ecuación de KdV con coeficientes variables 

está bien formulado localmente en Hs (IR) para s > 31 2. Para ello usó el método de 

Regularización Parabólica como en [ 6] para mostrar la existencia de soluciones y 

los estimados de Bona-Smith [3] para probar la dependencia continua de la solución 

respecto de los datos iniciales. 

El requisito s > 31 2 no es posible mejorarlo usando los métodos anteriores, pues 

una propiedad usada en los pasos críticos de las demostraciones de Kato y Nunes, 
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es la que caracteriza a los espacios de Sobolev Hs como un álgebra de Banach. Por 

ello, con el fin obtener mejores resultados ( s > 31 2 ), es necesario prescindir de tal 

prioridad o buscar un método que utiliza otras herramientas, como los estimados 

lineales utilizados en la ecuación (11), 

d
1
u(x, t) + d~.u(x, t) + u2 (x, t)d,u(x, t) =O 

Esto fue hecho por Kenig, Ponce y Vega [14], [15] y [ISA]. Ellos demostraron 

que el PVI asociado a la ecuación de KdVm es bien formulado localmente en Hs 

para s 2: 1 14 . Para ello usaron algunas propiedades de la integral oscilatoria 

definida por el PVI asociado con la ecuación KdVm lineal con el fin de obtener 

estimados lineales, que les permitieron utilizar el teorema de contracción y aplicar el 

método de punto fijo para resolver la ecuación integral equivalente al PVI asociado a 

la ecuación de KdVm. 

En el trabajo proponemos estudiar el método de regularización parabólica, los 

estimados de Bona-Smith y la teoría cuasi-lineal, y utilizarlos para demostrar la 

buena formulación local de los siguientes PVI 

y 

{
aJt(t) + a~u(t) + Up (t)a xu(t) = 0 

u(O) = u0 

d1U + d;u +dxG( u, V)- ,lld~u = 0, XE JR.,t > 0 

d1V-d~.V+dxG( v,u )- ,ud~v =O 

U (X, 0) = U0 (X) 
v(x,O) = v0 (x) 

Para ello nos planteamos el siguiente objetivo: Demostrar la buena formulación local 

de los PVI (1) y (111) asociado con las respectivas ecuaciones de KdVg en los 
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espacios de Sobolev clásicos H s (!!{)cuando s > 31 2. Para lograr el objetivo 

propuesto, dividimos nuestro trabajo en varias partes necesarias. En el apéndice, 

son presentados los conceptos y propiedades de algunos temas de análisis 

funcional e integración vectorial, transformada de Fourier, espacios de Sobolev del 

tipo L2
, semigrupos de operadores lineales y algunos estimados lineales, así como 

algunas desigualdades que serán utilizadas en el trabajo posterior. 

En el marco teórico estudiamos los PV/ asociados con la ecuación lineal 

regularizada, la ecuación no lineal y la ecuación de KdVg y KdV-B respectivamente 

( 4.1) y ( 4.6). Los principales resultados son los teoremas 4.6, 4.1 O, 4.11, 4.12, 6.8, 

6.9, 6.1 O, 6.13 y 6.14. Luego se estudia la dependencia continua de las ecuaciones 

de KdVg y KdV-B respectivamente; se justifica que ante la dificultad de probar la 

dependencia continua de la KdVg y KdV-B usando el método de regularización 

parabólica, usamos los estimados de Bona-Smith (ver apéndice 9.4); los cuales 

serán usados para estudiar que el comportamiento de la distancia de dos elementos 

cualquiera de una sucesión de soluciones, es controlado por el comportamiento de 

la distancia entre sus estimados de Bona-Smith respectivamente, quienes a su vez 

son controlados por el comportamiento de la distancia entre sus datos iniciales 

correspondientes como será visto en los teoremas 6.3, 6.5, 6.6, 6.13 y 6.14. 
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IV. MARCO TEÓRICO 

4.1. Problema lineal 

Con el fin de estudiar la existencia y unicidad de la solución del problema de 

valor inicial (PV/) asociado con la ecuación de Korteweg-de Vries 

generalizada (1) 

{
d

1
U(X,f) + d~U(X,f) + Up (X, f)dxU(X,f) = 0 

u(x,O) = u0 (x) 

Donde u es una función real con xE JR:.,t ~o y pEz+. 

(4.1) 

Consideramos en primer lugar el problema lineal determinado por ( 4.1) 

{a,u(x,t)+d~u(x,t) =o 
u(x,O)=u0 (x) 

Donde u es una función real con x E JR, t ~o. 

Definición 4.1. Definimos el operador -A por 

{

D(-A) = Hs+J, SE JR 

Au(x, t) = a;u(x, t) 

Así el problema lineal ( 4.2) puede escribirse de la forma 

{
a{u(x, t) + Au(x, t) =O; tE lR. 

u(x,O)=u0 (x) 

Sea el operador -A definido por (4.3), es claro que 

para cualquier u E Hs+} 
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Proposición 4.2. - A es lineal, tiene dominio denso, es m-disipativo y 

antiadjunto en Hs, para cualquier sE IR 

Demostración. Sea -A el operador, 

-A:Hs+3 <;;;,Hs -7Hs 

u~-d~u 

La linealidad del operador -A y la densidad son inmediatas. Además, si 

u E Hs+3 
, por definición de IHiw y la desigualdad IIAuiiH' = 11--d~uiiH' :::; iiuiiH,.) 

de donde -A u E Hs. Por lo tanto, Ran(-A) cHs cualquiera sea u E Hs+3
• 

Probaremos que -A es un m-disipativo en H. En efecto: 

1. -A es negativo. Sea u E Hs+3
, entonces 

(-Au,u) H' =( -a:u,u) H' =( -1)
3 

( -u,a:u) H' =-(u,a~u) H' =-(u,-Au)H, 

Luego ( -Au,u) w ~O 

2. -A es disipativo. En efecto, existe í1o >o, para todo vE Hs, existe 

uED(-A)=Hs+3 :u+AoAu=v. Tomemos Ao=l, entonces (l+A)u=v, esto 

es u+Au=v, aplicando la transformada de Fourier en ambos miembros 

de la igualdad y la definición del operador A, tenemos: 

Despejando ú(~) y aplicando transformada inversa de Fourier se tiene, 

u(~)=( v(~) Jv 
1-zf 
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Luego dado vE H' existe u=C~~3 J tal que u+ A u= v 

Además u E Hs, en efecto, 

Pues vE H' , luego u E Hs+J 

3. -A es antisimétrico en Hs. Para esto, basta probar que -A es 

antiadjunto en Hs. En efecto, sean u, vE Hs entonces 

-Au, VH, =( -O!u, v) H' =(d!u-v) H' A 

=( -1)
3 
(u, a~ ( -v)) H' =-(u, -O~ ( v)) H' 

=(u,d~(v))H, =(u,Av)H' 

Por lo tanto -A es antiadjunto en H' 

Teorema 4.3. El operador genera un semigrupo de contracciones 

{W(t)L ={e-,a~} sobre H' s2:0 , tal que 
'-0 t20 

Además, { W( t)} se extiende a un grupo de operadores unitarios en Hs y 
(20 

cualquiera sea u E H s , la función W (-)u: JR ~ Hs es la única solución del 

problema de valor inicial ( 4.2). 
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Demostración. La primera afirmación es consecuencia del teorema 9.63. 

Para demostrar ( 4.5), resolveremos el problema del valor inicial ( 4.2), 

tomando la transformada de Fourier en la variable espacial obteniendo, 

Definimos ~(-)(~)=e;~)'~(~) obteniendo (4.5) y por el teorema 9.68 se 

cumple la última afirmación del teorema. 

Este teorema nos permite observar que es imposible aplicar el teorema del 

punto fijo de Banach para resolver el problema de valor inicial (4.1 ). En 

efecto, al menos formalmente tenemos que el problema de valor inicial (4.1) 

es equivalente a, 

1 I/ u(t)=W(t)u0-- W(t-r)axup+ 1(r)dr 
p+l o 

en donde {W(t)} es el semigrupo de contracciones sobre Hs, s>312 
¡<:() 

generado por el operador m-disipativo -A y uPaxu. Si uEC([O,T]:H) 

mismo, la aplicación 

TransformaC([O,T]:H)en c([ü,T]:Hs-l)y no en c([ü,T]:Hs). como se 

necesita para aplicar el teorema de punto fijo. 
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Por lo expuesto anteriormente, en las próximas secciones introducimos el 

método de regularización parabólica, lo cual nos permite demostrar la 

existencia y unicidad de la solución del problema de valor inicial (4.1). 

4.2. Problema lineal regularizado 

En esta sección consideramos el problema lineal regularizado determinado 

por 

{

d1U ( x,t) + d~u ( x,t)- Jld;u ( x,t) =O 

U (X, 0) = U0 (X) 

Donde u= O(x,t), xE JR, t ~O, O< Ji<< l. 

Definición 4.4. Definamos el operador A por 
fJ 

De este modo, el problema lineal regularizado (2.6) puede escribirse de la 

forma 

{

d1u(x,t)+A.uu(x,t) =0, xE JR, t >0 

U (X, 0) = U0 (X) 

Proposición 4.5. El operador lineal -A.u: Hs+3 s;;;; Hs ---7 Hs es m-disipativo 

en Hs' S~ o. 

Demostración. Notemos que -A.uu = -a:u + Jlo~u = -Au + B.uu donde 
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Para probar que - A
11 

es m-disipativo, verificamos que es m-disipativo, el 

cual ya fue probado en la proposición 4.2, y además B es disipativo 
J1 

D( -A) e D(B~), en efecto: D( -A)= Hs+3 ~ Hs+2 = D( B~) 

Ahora probaremos que B
11 

es disipativo. En efecto, si u E Hs+z 

(B~,u,u)Hs+Z = fB;(;)u(;)d;= f,u~(;)u(;)d; 
lR lR 

=.uf (i;)2 u( ;)u( ;)d; =-,uf ;zlu( ;)12 d; <o 
lR lR 

Luego (s~,u,u) es negativo. 

Por el teorema de perturbación de generadores probaremos que para todo 

Donde o< a~ 1, fJ ~O. En efecto, sea u E Hs+ 2
, entonces 

2 ? 2 S ~--- . 1
2 

B u = 82u - = 2 82u = 2 1 + 2 82u d 11 ~ llw ll,u x IL, Ji 11 x IL, Ji J ( ~ ) x ( ~) ~ 
lR 

= ,u2 J( 1 + ~2 n(i~)2 u ( ~)12 d~ = ,u2 J(t + ~2 r ~41u ( ~)12 d~ 
lR lR 

:=;,u2[( 1 +~2r ~4(~2+ ;2 )!~~(~)( d~ 

~.u'(!(1+;')' ;'¡u(;)¡' d;+ [(1+;')' ;'¡u(;JI'd; J 

~.u'(! (1 + ;' r¡u;J' "(;JI' d; +! (1 + ;' r ¡u;J' u (;JI' d; J 

~.u'(!(1+;'ri~(;J¡' d;+ [(1+;'flá;(;JI' d; J 
= .u2 11a~u11:. + ,uz¡¡a,u¡¡~f' 
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Para todo u E Hs+z, 

Usando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg con p=q=r=2,n=l,J=l, 

1 
m=3 8=- C>O 

' 3' 

entonces 

usando la desigualdad de Young con c=l , tenemos 

De (4.5), (4.6) y (4.7) tenemos: 

s; J.L 2 11a~.ull:, + 2CJ.L2 11a;.u¡¡:, + 2CJ.L
2 iiuii:, 

= (1 + 2C)J.L 2 11a~uli:, + 2CJ.1
2 llull:, 

s; ( 1 + 2C) J.1
2 (lla~.u ( x, t )[, + llu ( x, t )11:-') 

s; e J.1
2 (lla~.ull:, + 2¡¡a;.ut, iiuiiw + iiull~r) 

= CJ.1
2 (lla~.ut, +iiuiiw f 

Luego, IIB~~uL, s; el' ¡¡a;.uiiH' +el' lluiiH' ' o < f.i << l. 

por lo tanto, iiB11uLS s; allAullw + Plluiiw , 

(4.6) 

(4.7) 

donde a= c¡t y os: as: 1; f3 =e¡¡ y fJ ~o, es decir, el operador -A¡t =-A+ B¡t 

es m-disipativo. 
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Teorema 4.6.Si f.1 >o el operador - A
11 

. es el generador de un semigrupo de 

contracciones { W.u ( t)} t<:o sobre H s, s ;::: o tal que 

(4.8) 

y cualquiera sea u0 E Hs (JR) la función W.u (-)u : ([O, +oo [ --7 Hs-3 (lR)) es la 

única solución del problema lineal regularizado en 

e ([O, +oo [: Hs (lR)) n e' (]o, +oo[: Hs-3 (IR)) 

Además, para cada t :2:: O se tiene W.u ( t) EL{ Hs (JR) ,Hs+r (JR)) para todo r :2:: O y 

~~~ ( t) ut,+, ~K,. 1 + ( 2~t r llullw (4.9) 

Demostración. La primera y tercera afirmación es consecuencia del 

teorema de Lumer-Phillips (teorema 9.63) y del teorema de existencia y 

solución para un problema lineal. Para demostrar (4.8) resolvemos el 

problema lineal regularizado tomando la transformada de Fourier en la 

variable espacial obteniendo 

á;t ( q) = -aTu ( q) + J.lái¡u ( q) = -(iq)3 u ( q)2 + f.1 (iq)2 u ( q) 

=iq3u(q)-,uq2u(q) =(iq3 -,uq2 )u(q) 

Luego integrando de O a t, u ( ;) = e(;ql-.uq')ru0 ( ~) 

Definimos ~ (·)( ~) = e(;q'-.u()ru0 ( ;). 

A continuación demostramos la afirmación ( 4.9). En efecto, sean r;::: o y 

UE Hs 
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llw,u(t)u(t)ll:m = JR(1+~zfrle(i(-p~')tú(~)~2 d~ 

= Im ( 1 + ~2 r ( 1 + ~2 r le(¡~3-p~')t ú ( ~)12 d ~ 

,; e(! e_,,,, 1• ( ~l'l(l + ~, )d~ + [~,,e,,,., H ~l'l(l +~' r d~ J 

,; c[!H ~l'l +( 1 + ~, r # + [~'·e_,,, .. ¡u ( ~l'l(l + ~, r d~ J 

Consideremos la desigualdad ~2re-2f1~21 -::;,~--1-=(!:_)r-1 -
(2e)' (,ut)' e (2,ut)' 

para todo ,u> o, t >o y r >o entonces 
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Notemos que toda solución de la ecuación KdVg regularizada en Hs con 

s ;? o es solución de la ecuación integral 

Para esto definimos la función g ( r) = W
11 
(t- r)u ( r) donde u( r) es la 

solución de KdVg y W
11 

(t) es el semigrupo generado por -Ap, (proposición 

4.5) 

Así, g(r)=e(t+r)(-AP), (r), 

Despejando a ,u ( x, t) de la ecuación KdVg resulta 

Luego, derivando respecto de r , se tiene 

.!!:._ g ( r) = e(t-r)( -Ap) -A u ( 1") + e(t-r)( -Ap) (-a3u ( r)- - 1- a _up+l ( r )J 
dr P "' p+l -' 

(1-r)(-Ap) 1 -::1 +l ( ) 
=-e --u uP r 

p+1 X 

Integrando de O a t se obtiene: 

( ) (o) - JI (t-r)(-A¡I) 1 -::1 p+l ( )d g t - g -- e --u _u r r 
0 p + 1 X 

Luego, u ( x,t) = g (t) = e-tApu (O)- re (I-T)(-Ap) -
1-a xup+l ( r) dr 

o p+1 
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4.3. Existencia y unicidad de solución local del problema regularizado 

En esta sección aplicamos el método de regularización parabólica para 

mostrar la existencia de la solución del problema de valor inicial asociado 

con la ecuación de Korteweg - de Vries generalizada regularizada ( 4.1 O) 

{

d
1
U ( X,t) + d:u( X,l) + UP ( X,t )dxu( X,t)- fld~U ( X,t) = Ü 

u(x,O)=u0 (x) 
( 4.10) 

Para el desarrollo de esta sección demostramos primero que existe una 

función uJI continua de [O,T
11
]en Hs, solución única de (4.10), luego 

demostramos que el intervalo de existencia de la solución del PVI 

regularizado es independiente de f.1 . 

Sea el problema de valor inicial (PVI) asociado con la ecuación de ( 4.1 0). 

Notemos que si u es solución de (4.10), entonces 

(4.10.1) 

Donde{~(t)L~0 es generado por el operador -A
11

, de la definición (4.4). 

A continuación mostramos que la ecuación ( 4.1 O) tiene solución única. Para 

esto aplicaremos el teorema de punto fijo de Banach. 

Supongamos que u
0 

E Hs y u
0

-:;:. O. Dado T ~O, definimos 

y una métrica en Xs (T)como 
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d (u, v) = sup iiu -vllw = iiu -viL, .. ' 
tE[O.Tj [ 0.1[ 

por lo tanto ( Xs ( T), d) es un espacio métrico completo. 

Sobre Xs (T) definimos la función <l>u, como 

y demostraremos algunas de sus propiedades. 

Proposición 4.7. Si,u>Oys>X,entonces<l>ueC([ü,T]:H')para cualquier T?.O. 

Demostración. Para cualquier T?. O: <l>u (t)E Hs, tE [O,T]. 

En efecto, para todo 'fE [ü,T], u E Hs entoncesup+l E Hs ,d xup+l E Hs' 

Supongamos que t0 E [O,T] y sea o~ t0 < t, demostraremos que <l>u es 

continua en [O,T]. 

Para esto, 
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+-
1 

11 rf ~ (t-r)d,.up+l ( r)djl 
p+1 Jfo ~~H' 

+-
1
- r ~~~ (t-r)aXup+l ( r)ll S dr 

p+ 1 Jt0 H 

El primer y tercer sumandos tienden a cero cuando t tiende a t; ya que 

{ W (t)} es un semigrupo fuertemente continuo. El segundo sumando 
f.J tE[O,T] 

tiende a cero como consecuencia del teorema de la convergencia dominada 

de Lebesgue. Por lo tanto <l>u es continua en r;. 

tal que <I>: Xs ( T
11

) ---7 Xs ( T
11

) es una contracción. 

Demostración. Se hará en dos etapas. 

Primera etapa: Probaremos que R( <I>) e Xs (~~)en efecto. Sea u E Xs ( r;), 

entonces 
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Realizando el cambio de variable 

r'=2!i(t-r) 

Se tiene, 

ll <l>U ( t)- W
11 

( t) u011:::; _!¿ f
2111 ~1 + 1 

d Up+l (t _.!.:._) dr' 
2!1 Jo r' x 2!1 w-' 

_ e l2p1R1 p+l( r'.) d , -- +-u t-- r 
2!1 ° r' 2!1 w-• 

R ( )p+l e 2¡11 r' =-r u t-- dr' 
2n Jo · · · 2n . 

¡- ¡- H' 

Como lim e!llluollp S r
2111 ~1 +.!dr =o' tenemos que dado c=l' existe ~->O+ H Jo r 

T~ E [O,T]: o< t < T~ entonces, 

Luego, 

Por lo tanto <I>u E Xs ( T) . 
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Segunda etapa: Sea tE Jo,r;];u,vEH5
• <I>es una contracción, es decir, 

dado u,vEXs(r;) demostraremos que d(<l>u,<l>v)~ad(u,v); O<a<l. En 

efecto, para todo tE [ Ü, T; J 

(4.11) 

~-1 JI 1+ / )jjax(up+1 (r)-vP+1 (r))jj_dr 
p+I 0 2f.l t-r w' 

.Donde, 

En la inecuación ( 4.11) tenemos 
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e 
Donde e=-p

p+l 

Pero io' 1 + ( 
1 

) dr tiende a cero si t tiende a o+ , en efecto: 
2fl t-t' 

1+ dr~ 1+ dr=t+ -iot 1 il [ 1 J t}t 
2fl(t-r) 0 ~2fl(t-r) fl 

entonces si t tiende a o+, J~ 1 + 
1 

dr tiende a cero para todo 
2fl(t-r) 

tE [ o,r~J. 

Por tanto, ll<t>u(t)-<l>v(t)IIH' ~ ad (u, v); O< a< 1 

Teorema 4.9. Si f.l>O y u0 EH,s>~ entonces existen :Z: =:z:(lluoiiH' ,s;fl)Y 
2 

una función uf.l E e([ O, :z: J: Hs) solución única del problema lineal 

regularizado. 

Demostración. Por el teorema de contracción, existe un único uf.l e Xs (T) 

Demostraremos la unicidad en e ([O, Tf.l J: Hs) 
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Sean uP, vP E e([ O,TP]: Hs) soluciones de la ecuación integral (4.1 0.1 ). Para 

tE [O, T] cualquiera tenemos, 

~~J' 1+ / )¡¡ax(u;+'(T)-v;+'(T))ii. dT 
p + 1 O 2J.1 f- T H'-' 

~ ~J' 1 + 1 llup+I ( T)-vp+I ( T)ll dT 
p+1 ° 2p(t-T) P P H'-' 

p 

desde que up+I -vp+I =(u -v )""' uP-1v1 tenemos 
p p p p L...J p p ' 

)=0 

usando el teorema 9.39 en la norma de la suma, tenemos, 

acotando cada uno de los factores de la suma, tenemos 
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llu (t)-v (t)jj <~f' 1+ (
1 

)jju,(r)-v,(r)jj S f-m¡-jm~dr 
P P H' - p + 1 Jo 2j.L t- r ,. ,.. H ~ 

Luego 

=K ( t) sup jju P ( r)- v P ( r )jjw 
TE[ü,t] 

Siendo K(t)= K1 NP(J.Lt+.J2iii)una función no negativa, continua y 
J.L 

estrictamente creciente, entonces, 

Por el teorema del valor intermedio, existe un único TI} E ]O, +oc] tal que 

K(r{ll)=ty para todo tE Jo,r{llJ se cumple que K(t)<K(r{ll)=t. Por lo 

tanto, dado tE Jo, T(tJ J cualquiera, 
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entonces, 

sup llu 11 ( r) - v 11 ( r )L, :::;; sup (_!_ sup llu 11 ( r) - v 11 ( r )iiw J 
re[o.r(llJ re[o.r(')] 2 re[o.r(')] 

Si f-.1J = ~ se terminó la demostración. 

definimos T(2
) = mín{2T(1

) T } entonces y(Il < T(2
). Sea 

' p ' 

Luego, 
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Por tanto, para todo tE [y('), y(l) J 

Vemos que, y(2J:::; 2Y('J y K (t- y(!J):::; K ( y(l)- y(!J) ~K ( y(lJ- y(ll):::;; K (r(l)) 

Luego, 

:::;; ~ lluoll:, (,uy(ll + ~2,uY('l) =K (y(!))=~ 

Luego, en [y(!l,y(l)J. se tiene jju,ll(t)-v,ll(t)jjw :::;:1- sup, jju,ll(t)-v,ll(t)t,• 
re[ o.r(-) J 

concluimos la demostración. 

Si r!2l <~, construimos una sucesión y("l estrictamente creciente y 

acotada tal que O< y(n) < ~, para todo n E N: y(n+I) = mín{ 2Y(n); ~}, se 

cumple para n =l. Asumimos que se cumple para n = h es decir, 

u,ll (t) = vP (t), VtE [Y" ,Y"+' ],hE N. 

28 



Desde que {r("l} es una sucesión estrictamente creciente, acotada en el 
nel\1 

compacto [O, T
11 
J, existe supremo de T (n l , es decir sup y(" l = lim y(" l = T

11
• 

neZ+ n~oo 

Teorema 4.10. Sean Ji> o y u0 e Hs con s >-t. La función u
11 

del teorema 

4.9 satisface u/1 E e([ O,T/1]: Hs+r)' para todo r~O. 

Demostración. Veremos que u/1 E e([ O,~,J,Hs+r)' para todo rE [0,1[. 

Para esto, demostraremos que u
11

: [ O,T
11 
J -7 Hs+r. En efecto, sabemos que, 

Donde W ( ·) u0 : [O, T
11 
J -7 Hs+r es continua. Entonces, probaremos solamente 

la continuidad para G(t) = J~w (t-r)axup+l (r)dr 
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~ K,·+l rot 1 + 1 +1 iiup+l (r)ii dr 
j, ( ( ))' H' 2fl t-'i 

it 
1 

11 llp+l ~K 1+ u r dr 
r+l o (2fl(t-r)r+l ( ) w 

Haciendo el cambio 2fl ( t- r) = r' y tomando sup llu ( t )iiHs =m, tenemos 
[O,T,u] 

la integral impropia converge si r + 1 < 1, entonces G (t) e Hs+•. 
2 

En segundo lugar, probaremos que uf.l: [ O,Tf.l J --7 Hs+r es continua. 

En efecto, sea he JR+ tal que t,t+ he [ O,Tf.l J. 
Luego, 

usando propiedades convenientes de la integral tenemos, 
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IIG (t + h)-G (t )IIH .• ' = IIJ~ (w (t + h- r)- W (t- r) )oxup+l ( r)dr+ t" W (t+ h- r)O,up+l ( r) driL .. , 

usando la desigualdad triangular para la norma y la propiedad de mayor con 

la integral de una norma, tenemos, 

IIG ( t + h)- e ( t )t ... :::; J~ llw ( t- r + h)- w ( t- r) a X u p+l ( r )t.+,d r 

+ f+"llw (t + h- r)oxup+l ( r)jL,.,dr 

usando el teorema 4.6 en cada una de las integrales, tenemos, 

Jt+h 1 11 1 11 +C,. 1+ r+l o_,.up+ (r) ,_
1
dT 

1 (2.u(t+h-r)) H 

Haciendo el cambio indicado en la segunda integral y acotando tenemos, 
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~K hft 1+ 1 (W(h)-W(O)Ja up+'(-r) d-r 
r 0 ( ( ))r+l h x 2j.1 t- 'f w-1 

Luego, 

IIG(t+h)-G(t)ll,., $hK,J; 1+ ( ( 
1 f' (W(h)~W(O)JaxuP+1 (-r) d-r 

2j.1 t- 'f) w-1 

Por lo tanto G es continua para h ~ o+ 

Análogamente se prueba que G es continua para h ~ o+ . Sea hE JR.- tal que 

Luego, 

¡¡a (t + h)- G ( t )llw"' = IIJ~+h w ( t + h- -r) a,.up+l ( -r)d-r- f~ W( t- -r)d.Jlp+l ( -r)d-riL+, 

Habiendo usado las propiedades convenientes de integración y la 

desigualdad triangular de la norma, tenemos, 

32 



ft jjw(t-r)o up+l (r)jj dr 
t+h X ¡.¡s+! 

de manera similar como se procedió antes, tenemos: 
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i_, 1 
11 11 +e 1+ (J up+I r+t+h dr 2 0 [ ( )]r+l X ( ) H-'+'-2f.1 -h-r 

Por tanto G es continua para h ---t o-. Finalmente u 
11 

es continua en [O, Tfl J. 

Usando el procedimiento anterior se prueba que GE e([ O,~ J,ss+lr) y por 

tanto u Ji E e ([O, TJl J 'ss+lr) . Por inducción se demuestra que para cada 

Este resultado será fundamental para demostrar que el intervalo de 

existencia de la solución del sistema regularizado es independiente de f.1 

como veremos en el teorema 4.11. 

Teorema 4.11. Sean 11 >o y f.lo e H s, s > t entonces la función u 
11 

del 

teorema 4.9 satisfaceuP E e([ O,Tfl]: Hs )n e1 
([ O,Tfl]: Hs-3

) 

y es la solución única de (4.10). Además, para todo r::::-:0 
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Demostración. Veamos la existencia de una solución. Del teorema 4.9 y de 

Para t >O en Hs-3 
• Para J1 > O , consideramos 

Para 05.t<T
11 

y h>O,t+hE[O,T.u] se sigue, 

en la última igualdad se ha usado el teorema de valor medio para integrales 

en el intervalo [t,t+h]C11 E [t,t+h] con C11 E [t,t+h] 
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como- A 
11 

es el generador del semigrupo { WP ( t)} ,~0 tenemos 

además, e, E [t,t + h] y si h ~o+ entonces e, ~ t, por tanto 

h <O, t +hE [ 0,~ J. Haciendo un cambio de variable k= -h > O , se sigue 

Como-A
11 

es el generador del semigrupo {wJI (t)},~0 tenemos 
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Además Dk e [t- k,t] y si k ---7 o+ entonces Dk ---7 t, por tanto 

Luego, 

Así tenemos, 

ap(t) = a:c(t) = a~G(t) 

y 

Luego, d1U11 (t) = -A11 u11 (t)- p ~ l dxu:+' (t) (4.12) 

Por lo tanto, uP: [ O,T
11 
J ---7 Hs+r satisface la ecuación (4.10). 

es continua en [O, T
11 
J . En efecto, de la ecuación ( 4.12) basta demostrar 

que - A
11 

es un operador lineal acotado para decir que es continuo (lo 

mismo para a, ). Luego demostramos que d1u11 
: [ 0,'1; J ---7 H'-3

• 

En efecto, sea te [ 0,~, J 
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11 11 

1 
11 p+lll =u +--u 

Ji H' 1 Ji 1-t'-2 p+ 

Por lo tanto UJl E e1 ([o, TJl J: Hs-3
). 

Finalmente probaremos que u 
11 

es la solución única del problema lineal 

regularizado. 

Sea V E e ([o, TJl J: Hs) n e' ([O, TJl J: Hs-3
) otra solución del problema lineal 

regularizado, entonces la función v satisface ( 4.12), es decir, 

1 = -W11 (t -r)A11v( r)- p+ 
1 

W
11 

(t -r)axvp+I ( r)+ W(t -r) A
11
v( r) 

=--
1-w (t-r)a .vp+l (r) 

p+1 JI X 

Integrando de O a t a ambos miembros de la igualdad 
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Observemos que vEC([o,~J:Hs)nc([o,~J:!r-3 ) es soh.Jción de la ecuación 

integral y por la unicidad del teorema 4.9 deducimos que v = u
11 

en [ O,Tfl J. 
A continuación demostraremos un resultado que será útil para probar la 

existencia de solución local del problema de ·valor inicial ( 4.1 ). 

Teorema 4.12. Sean 11 > o , u0 E H s, s > t y sea u 
11 

la solución del problema 

lineal regularizado. Entonces existe T = T(lluoiiH' ,s) >O tal que u
11 

se puede 

extender a [O,T]. Además existe pE c([ü,T] :IR.)tal que 

{
llu f1 ( t )ll~r ::; p ( t) , O ::; t ::; T 

sup p(t)::; C(lluallw ,s,T) 

Donde p satisface 

{
p'(t) = 2Cs/'~ (t) 

p(O) = lluollw 

,t::;T 

(4.13) 

(4.14) 

También, si u
0 

E Hs+r para r;:::o , entonces para ca.da 11 >o se tiene 

donde e(.,.,.) es creciente en cada argumento. 
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Demostración. Sea u 
11 

E e ([O, T;, J : Hs) n e' ([O, T
11 
J : Hs-3

) la solución del 

problema lineal regularizado dado por el teorema 4.11. T enemas, 

de iiujl (t)ll:.- =a, (u Ji (t),ujl (t)) H' 

= (acu11 (t),u11 (t)) H' +(u11 (t),d 1U 11 (t)) H' 

= 2(u11 (t),-A11u11 (t)--
1-axu;+l (t)) 

p+l H' 

= 2( (u, (t), -A,u, (t )),.- P~ 1 (u, (t),a,u;" (t l) w J 

El generador -A
11 

es m-disipativo, sabemos que (u
11 

(t),-A
11
u; (t)) w::; O 

Por la desigualdad de Kato, tenemos 

= 4es llu~~ll::2 

Consideremos j3 (p) = 2Csp Ef ( t) entonces 
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Al resolver la última igualdad, según la teoría de ecuaciones diferenciales 

ordinarias, la solución maximal viene dada por, a~llu11 (t)ll~, = 2P(IIu11 11~,) o 

(p+2) 
equivalentemente p- 2 d p = 2C

5
dt 

integrando y considerando la condición inicial p(O) =lluoll:,, obtenemos 

definida en el intervalo [ o,f[ con T= 1 
. 

pCs lluoll:, 

Por lo tanto, llu11 (t)ll~, ~ p(t), Vt E [ O,T11 ] n[ O,f[ 

Así, para JL > o , u" se puede extender al intervalo [O, T] , donde 

TE [O, T
11

] n [O, f[ . Para todo JL > O se tiene 

pero, dado que la expresión lluoll:, 
21

P es creciente en tE [O,T] 
( t- 2CspTIIuoll:,) 
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por tanto, 

Así, para Ji >o , u se puede extender si fuera necesario a un intervalo 
¡i 

[O,T]. Esto prueba (4.13). Además, si r~O podemos concluir 

lo que completa la demostración. 

4.4. ESTIMADOS LINEALES 

Ahora se hará mención de algunos resultados, necesarios para justificar la 

buena formulación de (11). 

Teorema 4.13. Si u E L2 entonces 

¡¡axw ( ·) ull ~ 2 ::; C llull¿2 
LXLf X 

(4.15.1) 

y IID:oxW(·)uL~L2 ::;c¡¡D;uL2 , se~ 
X f X 

(4.15.2) 

• 1/4 

Teorema 4.14. Si u EH entonces IIW(t)uiiL!L
7 

::;cllD!14ulL; (4.15.3) 

Teorema 4.15. Sea u E L2 entonces 

(4.15.4) 

(4.15.5) 
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4.5. TEORÍA DEL PROBLEMA DE KORTEWEG- DE VRIES - BURGER 

La formulación del problema está dado por: 

d1U +d~u +dxG( u, v)- ¡id~u =O, XE R,t >O 

d1V-d>+dxG( v,u )- ¡id~v =O 

u(x,O) =u0 (x) 

v(x,O)=v0 (x) 

Donde, G(u,v)=~u 2 -uv-~, puede escribirse como: 
2 2 

{a~~+ AJI-~ +a(~)= o 
u(O)=uo 

(4.15.6) 

(4.16) 

Los principales resultados que sustentan la buena formulación local de (111) 

son los teoremas 4.22, 4.24 y 4.28. En el teorema 4.22, valiéndonos del 

teorema del punto fijo de Banach, se resuelve el problema de la existencia 

de solución de la ecuación integral asociada a 4.15.1 y mediante un 

argumento usado por Kato y Fujita se logra probar la unicidad de dicha 

solución. El teorema 6.14 lo que hace es refrendar la sospecha de que la 

solución de la ecuación integral es también es solución del problema 

(4.15.6) y además, consolida la unicidad de tal solución. El primer objetivo 

del trabajo se alcanza con el teorema 6.14, al establecerse que la solución 

del problema (4.15.6) depende continuamente del dato inicial, cuando éste 

es tomado en H' con s > ~. 
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4.6. EL PROBLEMA LINEAL ASOCIADO 

El primer paso para probar la buena formulación de un problema de valor 

inicial es estudiar el problema lineal. En este sentido, la teoría de 

semigrupos nos provee de un resultado fundamental que nos conduce a 

probar el teorema 4.19, que como veremos nos da información sobre la 

regularidad de la solución. 

El problema de valor inicial 

{

alu +d~u- Jld;u =o, XE IR,t >o 
atv-d~v- Jld;v =o 
u (x,O) = u0 (x), v(x,O) = v0 ( x) 

Asociado con la KdV-B tiene la forma vectorial 

donde 

{a~~+_A,u~(t~=o, xE IR,t>o 

u(O) = uo 

Definimos ahora el operador A
11 

como sigue 

- (U0) y uo = Va 

{ 

D (A ,u) = Hs+3
, s ;::: O 

A,u~ = (a~u- Jld;.u, -a!v- ¡.L();.v ), ~ = (u, v) E Hs+3
• 

(4.17) 

(4.18) 

Empezamos mostrando que -A es disipativo maximal (proposiciones 
" 

4.16. y 4.17.), pues junto al hecho queHs+3 ~ Hs se logra establecer que 

- A
11 

genera un semigrupo de contracciones (proposición 9.63, Lumer-

Phillips, ver apéndice). 
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Proposición 4.16. El operador -A jJ es di si pativo en H s, s :2: o. 

Proposición 4.17. El operador -A JI es disipativo maximal en Hs, s :2: o. 

Lema 4.18. Para todo J.1 > o, t :2: o y r :2: O, se cumple 

j:2r -2q2
jJt < 2-r r -r ( )_,. '='e _ re J.Lt . (4.19) 

Teorema 4.19. Si J.1 >o, el operador -A
11 

es el generador de un semigrupo 

de contracciones { ~ ( t)} t?.o en Hs, s ~ O, tal que 

(4.20) 

donde ~ ( t) son los multiplicadores de Fourier definidos por 

con (4.21) 

y para cada t ~O se tiene que W
11 

(t)E L(Hs ,Hs+,.) con 

11 -11 
1 

11-11 W t uo ~K. 1 + uo 11() H'+' ' (2J.Ltr H' 
(4.22) 

para todo r ~O y ~o E Hs. 

Además, cualquiera sea ~o E Hs la función 

~(.)~o :IR~ -7H5 

es la única solución del problema de valor inicial (4.18) en 
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4.7. ECUACIÓN INTEGRAL ASOCIADA 

Si ~ = (u, v) es solución de (4.17) y definimos Y( r) = ~ (t-r)~( r), donde 

{ Wf.l (t)} es el semigrupo generado por -A del teorema 4.19. 
t~O P 

Derivando el segundo miembro respecto de [0,-+oo[,Hs se obtiene 

d -(- ) -Y( r) = -Wf.l (t-r)G u( r) , 
dr 

(4.23) 

Luego integrando desde O hasta t, se tiene 

Y(t)- 1(0) =-J~ W11 (t- r)G (~ ( r) )dr, 

asimismo, como Y(O) = ~ (t)~o y Y(t) =~(t), 

entonces queda claro que ~es solución de la ecuación integral 

(4.24) 

Por lo tanto, toda solución de (4.17) es solución de (111). 

- 3 -
Para u o E Hs con s >-, uo =f:. O y T ~ o, definimos el conjunto 

2 

y lo dotamos de la métrica 

d ( ~, ~) = sup 11~ ( t) - ~ ( t )11 , , para ~'~E es ( T). 
OSr:f,T H 

con lo que (es ( T), d) resulta ser un espacio métrico completo. 

Ahora, para ~o E Hs fijo y Ji> o, definamos la aplicación 

B:es (T) ~es (T) (4.25) 
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Por e~ ( t) = W
11 

( t) ~o - L W11 ( t - r) G ( ~ ( r)) d r, tE (O,T], 

cualquiera sea ~E e
5 

( T). 

Para ver que la aplicación e está bien definida, notemos que 

i. Si ~oEH5 entonces ~(t)~oEH5 , aconsecuenciadelteorema4.19. 

ii. Si ~ = (u, v)E Hs, resulta que G(~( r) )E Hs-1
; pues G( u, v) y G( v,u) 

habitan en Hs, ya que Hs es un álgebra de Banach para s > _!_. 
2 

Además, sustituyendo s por s-1 y haciendo r=1 en el teorema 4.19, conduce 

a mostrar que W
11 

(t)E L(Hs-l ,Hs);así W.u (t-r)G(~( r) )E Hs y de ahí que 

Por lo tanto, B~(t)E Hs cualquiera sea tE [O,T]. 

Proposición 4.20. Sea p >o y ~o E Hs, s> }-i'. Para cualquier T >o, si 

~E es (T) se cumple que e~ E c([ü,T],Hs). 

tal que la aplicación 8: es ( T.u) ~es ( T.u) es una contracción. 

Teorema 4.22. Si p > o - 3/ Y U o E Hs, S > ¡ 2 , entonces existen 

solución de la ecuación integral (3.11 ). 
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Teorema 4.23. Sean f1 >o y ~o E Hs ,s >,%.La función u Ji obtenida en el 

teorema 4.22. satisface ~f./ E e([ O,T.u],Hs+r) para todo r;;::: O. 
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V. MATERIALES Y MÉTODOS 

5.1. MATERIALES 

Los materiales utilizados en el presente trabajo de investigación son: 

1.- Material bibliográfico de bibliotecas visitadas. 

2.- Revistas especializadas. 

3.- Información especializada por internet. 

4.- Los programas para editar MathType 5.0 y Word 2010. 

5.- Una computadora Corel 2 Dúo. 

5.2. MÉTODOS 

El método utilizado en el presente trabajo de investigación es el 

demostrativo inferencia!. 

De acuerdo a la naturaleza del trabajo, por ser de índole demostrativo, no 

es necesaria técnica estadística alguna. 
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VI. RESULTADOS 

6.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIÓN LOCAL DE LA KdVg (1) 

Demostraremos en el siguiente teorema la existencia y unicidad de la 

solución de la ecuación ( 4.1 ). 

Teorema 6.1. Sea u0 E H' y s > t entonces existen T = r(!luollw ,s) y una 

u E c([o,r],Hs )nc1 ([o,r],Hs-3
) solución única de (4.1) y 

· {llu ( t )11:, :::; p ( t), O :::; t :::; T 

sup p(t):::; c(!luoiL, ,s,T) 
[O,Tj 

donde p satisface 

{
p'(t) = 2Cs/'if- (t); 

P (O)= lluoll:, 
t>O 

(6.1) 

y C(.,.,.) es creciente en cada uno de sus argumentos. Además si 

u
0 

E Hs+r (IR) con r >O, entonces 

(6.2) 

Demostración. Si para J.1 >o, cada u .u es solución de (4.1 O) con dato inicial 

u0 dado por los teoremas 4.1 O y 4.11 en [o, T], afirmamos que existe u tal 

que u(t)= Iinpt.u(t) enL2 (JR) converge uniformemente en tE [O,T]. Para 
u-->0 

esto, probaremos que { u.ul.u>o es una familia de Cauchy; en efecto, sean 

JI, v > o cualesquiera y uv la solución de ( 4.1 0), con dato inicial uv (o)= u (o), 

esto es, 

so 



{

atuv (t)+a~u" (t)-va;uv (t)+u: (t)axuv (t) =O 
(6.4) 

uv (O)= u0 

Sean A
11 

(t) = a~u(t)- ,ua;u(t) =(a~- ,ua; )u(t)yF (u (t)) = uP (t)dxu (t) 

entonces 

a,u
11 

(t)+A
11 

(t)u
11 

(t)+F(u
11 

(t)) =O 

d1Uv (t)+ Av (t)uv (t)+ F(uv (t)) =O 

Sumando y restando A" (t)uv (t) en (6.5) 

(6.5) 

(6.6) 

restando de la ecuación (6.7) la ecuación (6.6) y tomando en cuenta que 

u" (0)-uv (O)= O, tenemos: 

¡a, (u, ~)-u,{~)+ A, (u,(t)-u, {t))+( A,- A,, )u, {t)+ F(u, {t))-F(u, {t)) ~o 

u 11 (o) uv (o) - o 

Si u(t)=u"(t)-uv(t) entonces u(t)satisface 

¡
a1u(t)+ A"u(t)+( A"-~ )u,, (t) + F( u11 (t) )- F( u" (t)) =O 

u(O) =o 

Donde, A"u(t) =(a~.- .uanu(t), 
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( AJJ -A,) uv ( t) = a~uv ( t)- Jla~uv ( t)- a:.u,, ( t) + va~uv ( t) 

= vd_~uv ( t)- Jla;u,, ( t) 

=(va;- Jlanuv (t) 

= (V- Jl) a;uv ( t) 

Luego para tE [o, T] tenemos 

a~llu(t)ll:2 =2(u,a1u)L, 

= 2 (u ( t), AJJu ( t)- ( AJJ -A,) uv ( t)- F (u JJ ( t)) + F ( uv ( t))) L2 

= 2 (u ( t)' AJJu ( t)) ¿2 - 2 (u ( t)' ( AJJ - A,, ) uv ( t)) ¿2 

+ 2 (u ( t) , F ( uv ( t)) - F (u JJ ( t))) L' 

::; -2 (u ( t), ( AJJ -A,,) uv ( t)) L2 + 2 (u ( t), F ( uv ( t))- F (u JJ ( t))) L2 

Además, 

a e llu ( t )11:2 ::; 21( u ( t), (A" -A,) uv ( t)) L21 + 21( u ( t), F ( uv ( t))- F (u JJ ( t))) L21 

A continuación acotaremos cada uno de los productos internos del segundo 

miembro. 

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, 
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l(u(t ),( A11 - ~, )uv (t) t 1 = i(u(t) ,(v- f-1 )a:uv (t)) L'l 

= lv- f-lli(aF(t),a,uv (t))L,¡ s lv- f-llllaxu(t)IIL'IIaxuv (t)t, 

s lv- f-11 c¡¡u( t )ilw lluv (t )ilw = lv- f-11 c¡¡u" ( t)- uv ( t )llw lluv (t )llw 

(6.8) 

donde en la penúltima desigualdad utilizamos ( 4.14) y e= e (lluo llw 'S' T). 

También, F( uv (t))-F( u
11 

(t)) =u: (t)d_,uv (t) -u; (t)axu11 (t) 

Luego, usando la fórmula de integración por partes, aplicando la 

desigualdad de Cauchy-Schwarz y el teorema de inmersión de Sobolev, 

obtenemos, 

- (- ( ) 1 a ( ) ~ p- j j ) - u t ,- x u., -u
11 

L..Ju,, u11 
p+1 ~o ~ 

= / u(t),-
1
-a,u(t) 'fu;,-1u~) 

\ p + 1 j=O L' 

- 1 J -( ) \ a - ( ) ~ p- j j) - - IR U t , xll t L..J Uv U J1 

p +} j=O L' 

es decir, l(;(t),(Fuv(t))-(Fu11 (t))tls Cs llu11 (t)-uv (t)ll:, (6.9) 
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Por tanto, de (6. 7), (6.8) y (6.9) se tiene, a r 11~[ ::; e lv- .ui +es~~~~~:, 

Aplicando la desigualdad de Gronwall, obtenemos, 11~11:,::; e¡v- .uiTé,r 

Así obtenemos que u(t) = w-lim u.u (t) enHs uniformemente en tE [ü,T]. (6.10) 
.u--•ft 

Por el teorema de representación de Riez-Fréchet, para todo f: Hs ~IR. 

lineal y acotado, ::l!l/fE Hs que cumplef(~) =(~,1/f) w, luego por la densidad de 

H 2s en Hs , para cada&>Oexiste '!{EH tal quell'lf,-lfi!IH' <E. 

Sean ,u, v >O y u.u,uv como antes, y en (4.14) con C = c(lluoiiH' ,s,T), tenemos 

Así, (6.11) 
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Entonces para todo E> O, lim (u JI ( t)- u" ( t), lf/f) , =O para cada tE [O, T] de 
JI~V H 

(4028), proposición 905 y (4016) obtenemos (4027)0 

Además de (4027) sigue que UE cw([o,r],Hs), por la proposición (903) y la 

desigualdad 

lluP[, ~p(t) 

sup 
p(t) ~ c(lluollw ,s,T) 

[O.Tj 

por lo que u (t) satisface (4014)0 

Probaremos que u(t)satisface el problema (3015) coeot. tE [O,T] enHs-3
0 

(6.12) 

Entonces, de ( 4027) y porque la función, 

o :HsxHs ~Hs 

(u,v) f-7uv 

es débilmente continua cuando s >~,sigue que 

=-Au(t)-F(u(t))=E(u(t)) 

(6ol3) 

Uniformemente en tE [O,T] o Del teorema 4011 y de (4029) tenemos 
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Integrando desde t 1 hasta t, con O::::; t 1
::::; t::::; T, obtenemos 

(6.14) 

ComouE Cw([O,T],Hs), de (4.27) y (4.28), la función 

-E(u(.)): [O,T] --7 Hs-3 

Es débilmente continua. Como las funciones débilmente continuas son 

medibles (corolario 9.9) y por lo tanto integrables en el sentido de Bochner 

3 
(proposición 9.11)~ de (4.28), AJ.IEL(Hs,Hs-3 )con s>-, y el teorema de 

2 

convergencia dominada (corolario 9.12) tenemos que 

= r~(w-lim-[-AJ.IuJ.I (r)-F(uJ.I (r))])dr j¡ p--->0+ 

= r [-AJ.Iu J.l ( T) - F (u ( T))] d T 

= f-E(u(r))dr 

Tomando en (4.27) el límite débil cuando fl--7 o+, obtenemos 

u(t)-u(t 1)= f,-E(u(r))drenHs-3, para t 1,tE [O,T] 

Entonces u E AC([O,T],Hs-3
) y satisface (4.1) c.e.t. tE [O,T] 
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Probaremos la unicidad en Cw ([O,T],Hs) nAc([ü,T],Hs-3
) 

En efecto, si u, ve Cw((ü,T),Hs)nAc((ü,T),Hs-3
) satisfacen (4.1) c.e.t. en 

el intervalo [o, T] , definimos u =u- v tal que satisface 

usando integración por partes obtenemos 

a 1 llu ( t )¡¡:, = a 1 (u ( t), u ( t)) L' = 2 (u ( t), a 1U ( t)) L' 

-2(-() 1 :'1 -f. p-j j) 2(-() :'13-) - u t ,--uxu~u v - u t ,uxu L' 

p + 1 )=0 L' 

= 2(u2 (t),--1-axfup-JvJ) 
p + 1 )=0 L' 
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Como ü E H S y a Ji E H s-
3 la desigualdad de Cauchy - Schwarz, el teorema 

de inmersión de Sobolev y la desigualdad triangular, implican que 

::; Cllü(t)ll:, c.e.t. tE (ü,T) 

Así, 

(6.15) 

Integrando (6.15) de O a t tenemos 

de donde, utilizando la desigualdad de Gronwall, sigue que 

=0 

Luego, 

u(t)=v(t) en L2 (lR) c.e.t. tE [O,T] 

Sea ahora cualquier lf/ E S (JR) entonces 

(u(t),lf/)H,. =(u(t)-v(t),lf/)H, para r~O 
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= (r (u (t)- v(t)),J'"~)L, 

Luego la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica 

ComoS(lR) es denso en H,. obtenemos u(t)=v(t) en H,. para tE [ü,T]en 

particular, es válido si r = s y r = s - 3, y en consecuencia la unicidad en la 

Para completar la demostración de existencia debemos probar que 

En efecto, en primer lugar veamos que u es continua a la derecha de O en 

Hs. Como UE cw([o,T],Hs) es inmediato que 

w-limu(t) =u0 en Hs 
t-4!+ 

(6.16) 

y de (4.1 0.1 ), lim supJJu (t )JJH' :::; lim sup p+ (t) = lill} p+ (t) = p+ (O)= lluollw 
t-70+ t-70+ . t-70 

Así, (6.17) 

y la afirmación sigue de (6.16), (6.17) y por la (proposición 9.3) 

Por lo tanto es continua a la derecha de O. 
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En segundo lugar demostraremos que u es continua por la derecha en 

En efecto, definimos, v(x,t) =u(x,t0 +t) 

Entonces VE Cw]O,T-to[,Hs nAc(]o,T-to[,Hs-3
) y satisface (4.1) 

{ o 1v(t)+o~v(t)+ p~l a~+'v(t)=O c.e.t. tE ]O,T-t0 [ 

v (0) =u (t0 ) 

v(t) es única y continua por la derecha a cero, es decir, u es continua a la 

derecha de t0 . 

En tercer lugar demostraremos que u es continua a la izquierda en 

t0 E ]ü,T]. En efecto, definimos w(x,t)=u(-x,t0 ,t) con tE [O,t0 ], 

{o 1 w(t)+o~w(t)+ p~l a;,+'w(t)- ,uo;w(x,t) = 0 c.e.t. lE [0,t0 ] 

w(O) =u (t0 ) 

w(t) es solución única y continua por la derecha de O, es decir, es continua 

a la izquierda de t0 • 

Por lo tanto uEC([ü,T],H) y como satisface (4.10) entonces UE e ([o,T],Hs-3
) 

Sabemos que, llu11 (t)ll:"+'::; p(t) para tE [ü,T]. Luego, 
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debido a que O< t ~ T < r· tenemos 

O 1 1 <1 < 1_::::; _¡-

[1- pCstlluoll~, ]P [1- pCJiiuoll~, ]P 

Luego, llup (t)IIH'+' ~ c(iiuoiiH' ,s,T)iiuoiiH'+' ' 

como consecuencia de las propiedades de convergencia débil y el supremo, 

concluimos 

De esta manera queda demostrado el teorema. 

6.2. Problema de valor inicial asociado a la ecuación de KdVg: 

Dependencia continua de la solución respecto del dato inicial 

6.2.1. Dependencia continua de la solución del problema 

regularizado respecto del dato inicial 

Después de ver la existencia y unicidad de solución del problema (4.10), a 

continuación estudiaremos el teorema (6.1) en el cual se garantiza la 

dependencia continua de la solución respecto del dato inicial, es decir, que 

pequeñas variaciones en los datos, conllevan pequeñas variaciones en la 

solución. 

61 



Teorema 6.2. Sea f.l>O,u 0 EHscon s>f y u,uec([O,T],Hs) solución 

única de 

{
a tu ( x,t) +uP ( x, t)dxu ( x,t) + a~.U ( x,t)- ,ua;u ( x,t) =O, pEz+ 

U ,u (X, 0) = U0 (X) 

que satisface 

{

llu,u(t)ll:, ~p(t), O~t~T 
sup p(t) ~ c(lluollw 's, r) 
(O.T] 

Si {u0 ,nLeN convergente a u0 E Hs y {u,u,ntiEN sucesión de soluciones de la 

ecuación (KdVg-r) con u,u.n(O)=un.o y u,u."eC([O,T,,]:Hs) para cada n~l. 

Entonces, para cualquier TE ]o, T] existe n0 E N tal que si n :?: N
0 

No se 

cumple que u Ji.ll está definida en [O, T" J y 

limsupjju,u,n (t)-u,u (t)jj , =O 
n-->~ (O,Tj H 

Demostración. Sea TE ]O,T] cualquiera. Para cada ne N 

donde Pn satisface, 

{
P;, (t) = 2C, [;, (t) J"'; tE [ O,T,:[ 

P" (O) =lluo.nt, 

Y r,; = 111 11' , T,, E Jo, r,;[ 
pCs U0.11 H' 

Por lo tanto, uJi·" para n:?: N 0 se extiende a [ o,r] satisfaciendo 
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En efecto, previamente demostraremos que su_p Pn (t)::; c(T,s,lluo."ll , ) 
[o.r] H 

tenemos que 

luego para cada n E N 

1 ( ) = lluo.nllw < lluo.nllw . 0 < -T < T y* (6.18) Pn t J.- J.' <t- - < 

[ l_pCJIIuo.nll:, ]r [l_pCsflluo.nll:, ]r 
H' 

desde que u0 ,n -?u0 (por hipótesis), es decir, lluo.n -u0 11w <e, se sigue que 

Entonces 

iluo.n t, -lluo llw ::; lluo.n - Uo t, < E 

lluo.n t, < e+ iluo llw 

De (6.18) y (6.19) se sigue, 

tomando supremo en [ o,r] 
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ya que lluallw ,Csp y t: son constantes. 

.. 

Para n?.No, definimos u(t)=u,u,n(t)-u,u(t),tE[o,r] yobservamosque 

Además 

1 
o,u.u(t)+o~u.u(t)+ p+loxu:_:1 (t)-,uo~u.u(t)=O (6.21) 

Restando (6.20) de (6.21 ), obtenemos 

a, ( u,ll,n (t)-u,u (t)) +o: ( u,ll,ll (t) -u .u (t)) + p~ 1 ax (u:.:! (t) -u:+! (t))- ,u()~ ( u,u,n (t) -u¡t (t)) =o 

desde que u(t) = u,u,n (t)-u,u (t), tenemos 

atu(t) +-
1
-'ax [u(t) fu;~! (t )u~ (t)]+a~.u(t)- ,ua;u(t) =o 

p+ 1 j=O 

atu(t) = --
1
-ax [u(t) fu:.~! (t)u~ (t)J-a~u( t) + f.id;u(t) 

p+ 1 j=O 

Así, al liu(t)li:, = 2(u(t),a1u(t))H, 

~ 2[ ( u(t),- P~ 1 d,U(t)t,u;;! (t)u~ (t)) "' -(u(t),a;u(t)) w ]+(U(t),,ud~U(t)t 

= 2\u(t),- ~ 
1 
ap (t) tu:~! (t)u~ (t)) + 2(u(t) ,,ud~u(t )) H' 

p ]-0 l-1' 
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=-
2
-/ d)7(t),u(t) fu;~! (t)u~ (t)) . -2J1(dxu(t),dxu(t))H, 

p+ 1\ }=0 H' 

=-
2-/ axu(t),u(t) fu;~! (t)u~ (t)) -2jillaxu(t)l1~-l' 

p+ 1\ }=0 H' 

por la desigualdad triangular 

debido a que uJ-I,n y uJ-1 son soluciones de (4.10) y satisfacen (6.1) 

2CC 
donde C=-5 

• 

p+l 

Por la desigualdad de Cauchy con (Teorema 9.43), tenemos, 

Tomando se tiene 

integrando de O a t, tenemos 
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y usando la desigualdad de Gronwall, tenemos 

Así, 

por lo tanto, 

El propósito de haber involucrado a f.1 es para que finalmente sea 

considerado como JI ~ o+ lo cual nos dio buenos resultados y pudimos 

probar la existencia y unicidad de solución local de la (4.1 O); pero al probar 

la dependencia continua el valor de cJI ~ +oo cuando JI ~ o+ , lo cual hace 

imposible concluir la dependencia continua de la solución. 

6.2.2. Dependencia continua del problema KdVg respecto del dato 

inicial 

En esta sección usamos los estimados de Bona-Smith presentados en el . 

teorema 6.2 para probar la dependencia continua de la solución local 

respecto del dato inicial. 

Teorema 6.3. Sean s > t, O~ g <E< 1 y uo,J,uo,c E H= aproximaciones de 

Bona-Smith de u0 • Si ug y u" son soluciones de (6.1) con datos iniciales 
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uo.s y u0., respectivamente, entonces para cada TE [o,r], existe 

e= c(iiuollw ,s,r) >o tal que 

Donde o~ v <t 

Demostración. Probaremos este teorema en tres etapas. En la primera 

etapa demostraremos, en caso sea necesario u8 y u, pueden extenderse al 

intervalo [O, r]. En efecto, del teorema 6.2, tenemos 

y 

Si T8 ,T, < T de la definición de Ps y Pe del teorema 6.1, tenemos 

y 

P8 (t) $ c(lluo.ollw ,s,T8 ) $ C(liuoliw ,s,T,) 

Pe (t) $ c(lluo.cllw ,s,Tc) $ C(liuoiiH' ,s,T,) 

Luego, de (6.23), u, y u e ya pueden extenderse a [ o,r] 

En la segunda etapa vamos a probar dos desigualdades 

llw( t )IIL2 $ c(lluollw ,s, r) C 5 

I!Dsw(t)!i:1 ~~~Dsw(0)[1 +Cst:(;,:~) +CJ~IIw(r)ll:, dr 

(6.22) 

(6.23) 

Donde w(t)=u
12
(t)-u 8 (t). En efecto.w(O)=u0,e-uo.J, tomando en cuenta 

las desigualdades de (6.23) tenemos 
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:'1 :~3 1 :'1 p+l - o 
U 1U" +u .U" +-u .U. -

e > ' p+1 > ' 
(6.24) 

y (6.25) 

Restando (6.25) de (6.24) 

a,w(t)+a~w(t)+-1-ax ( ut1 -ur1
) =o (6.26) 

p+1 

Reemplazando (6.27) en (6.26) obtenemos, 

luego 

al liw(t)li:2 = 2( w(t), al w(t)t2 

= -2( w(t),a:w(t))¡} -2(w(t),-1 ax[f( -l)k+l (pk
1
)u:+l-kwk]) 

p+ 1 k=l ¿2 
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=-L dxw(t),(-1t+l k u:+l-kwk 2 p+l ( (p+l) ) 
p + 1 k=l L2 

=-L vldxw(t),( -1)k+l k u:+l-k 2 p+l ( (p+l) ) 
p + 1 k=l L2 

Considerando que wkdxw=-
1
-a,wk+l, tenemos 

k+1 . 

~ p~I ~Ckl)(k~ 1 )11wk+l (t)IL llaxu:+l-kt-

:::;-2 f(p"kl)(-1 )suyjwk+l (t)jllw(t)ll:~lla,u:+l-kiL~ 
p + 1 k=l k + 1 [ O,T J 

=CPIHI~2 

Por consiguiente, al llw( t )11:2 :::; llvt11~2 e p 

Luego, integrando de O a t, 
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J~jjw( r)[ dr = I CP.jjw( r)jj
2 
dr 

de dondejjw(t)jj:, -llw(ü)jj:, = J~ cp·llw(r)jj
2 
dr 

ojjw(t)jj:, =jjw(o)jj:, + J~cp·llw(r)jj
2 

dr 

Aplicando la desigualdad de Gronwall 

llw(t)ll:2 ~llw(ü)ll:z e9 ~llw(ü)ll:z ec/i 

= clluo.c -u0,511:2 ~ c(lluo.c -uoll¿2 +lluo.o -uoll¿2 t 
~ c(lluo.c -uoll:, +2lluo.c -uot lluo.o -uot +lluo,o -uoll:,) 

Utilizando (9.18) con O< t5 <e 

llw ( t )jj:, ~ C ( C,2 
E

2s lluo 11:, + 2C,2 
E

2s gs lluo 11:. + C,2 g2s lluo 11:, ) 

= e ( e2s + 2es gs + gzs) lluo ¡¡:, 

= e (es + gs ) 
2

lluo 11:, ' 

Como 8 <E, llw(t)ll:2 ~ Ct:
2

s lluoll:, = Ce
2

s 

Por lo tanto, 

Donde Ces una constante que depende de lluollw ,s y T, como puede verse 

Ahora demostraremos 
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Tenemos 

al IIDsw(t)[ = 2(Dsw(t),a!Dsw(t)) L' = 2(Dsw(t),Dsalw(t)) L' 

~ 2(D'w(t),D' [ -a;w- P~ 1 a,(~( -1)"' ('k};"-'w' )]),, 

considerando que (nsw,Dsd~w) L2 =0 según la proposición 4.2, tenemos, 

Llamamos, 

y JI= (nsw,Ds()x.V+1
) Lz 

Desarrollando /: 
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jij =I(Dsw,Ds (axutl-k .wk )+ Ds (u:+l-k .ax wk )) ¿21 

~ I(Dsw,Ds (d,.utl-k .wk )ti+I(Dsw,Ds (u ti-k .axwk ))¿21 

~ I(Dsw,[Dsd,.u:+t-k Jwk +a,utt-k .Dswk J ¿11+1(Dsw,Ds ( utl-k .a, wk )J ¿11 

~ I(Dsw,[ Dsaxutl-k J Wk J ¿11+1\Dsw,axutl-k .Dswk J ¿11 

+I(D5 w,Ds (utl-k.d,.wk)JL2 1 

Desarrollando A: 

B = I(Dsw a up+l-k Dswk) 1 y 
' x e · ¿'!. 

jAj ~ IIDsw,L II[Ds ,axutl-k JwkL 

~es llwllw (llaxutl-kwkt, llwllw +lla,u:+l-kty+l llwllw) 

~es II~IH' llaxu:+l-kt, li~IHr +ii~IH' llaxu:+l-kty+lli~IH'-1 

=es II~IH' llucll~:~~k ll~lHr +es II~IH' lluEII~:~~k axutl-k II~IH'-1 

Desarrollando A1, usando el teorema 6.2 y la proposición 9.37, se obtiene 

Donde 8E]O,l[,r=(l-8)0+8s,O~r~s, luego O=rls 

A ~e jj,.l! c-(p+t-k)cs(t-rls) jjvtljrls 
1 s vv¡H' IH' 
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=e 11 lll+y/s s-y-(p+l-k) 
s w w e 

Escribimos r=r+k-p donde rE ]112+p-k,+=[n]s-1+p-k,s+p-k[ 

Usando la proposición 9.49 en el tercer miembro de la última desigualdad, 

donde v=s-r-1 

Desarrollando A2, usando interpolación de Hr+ 2 entre L2 y Hs proposición 

Entonces, usando el estimado (9.14) y reemplazando en A2, tenemos 

Donde 8E]O,l(,y+2=(1-0)0+0s,O:s;y+2:s;s, luego B= r; 2 

A :::; e ,,,.J, . es(I-O)(p+l-k) ,,,.J, ·-
2 s vv¡ W vv¡ H' 1 

< e 11" JI s(s-r-
2
)(p+l-k) (11 11 11 11 ) - S vv¡ H' e UC w-1 + U§ w-1 

Escribimos - (p-k)(s-
2)+r d d J 1 b [n] s 1 b s b[ Y- p+l-k , on e rE 2a- ,+oo ¿- ,-;:¡- ,a= p+\-k y 

b=(p+k)(s-2) 

donde v = s- r -l 
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Desarrollando 8: 

I(Dsw,axu:+I-k .Dswk) L'l ~ IIDswt llaxu;+'-k .Dswkt 

~¡¡ns~L jjaxu:+l-kllc jjnswkt 

~ II~IH' Cs lluell::l-k 11~1:, ~es 11~1:.~ 

~es (llwll:, llwt~) ~es llwll:. (llue llw + lluollw tk 

~ Cs llwll:. ~ Cs (llwll:, +e;~:) 

Desarrollando C: 

j( Dsw,Ds ( u;+'-k .a x wk) )I.2 1 = I(Dsw,[ Ds ,u;+'-k .Jaxwk- u:+I-k .Ds (a x wk) )I.2 1 

~ j(Dsw,[ Ds ,u;+'-k Jaxwk )L,, +j(Dsw,u;+'-k .Ds (axwk )t 1 

Llamando e, =1\Dsw,[Ds,u:+'-k]axwk)L,, y e2 =I(Dsw,u;+'-k.Ds(arwk))L,, 

Desarrollando C( 

¡e,¡= IIDswt,li[Ds ,u:+I-k ]axwkt, 

~ e!lwllw (lluell::'-k !la,wk\L.-~ +lluell::'-k 1\arwk!lw.-~) 

~e llwllw (lluc 11::!-k llwll;1 , + llu< 11::1-k llwll;r) ~e llwllw ( 2Eo llwll~,) 

=e¡¡~¡:~' = ell~l~r 11~1;1~1 

~e¡¡~¡:, (lluellw +llusllw )"-] ~ e¡¡~¡H' ( 2co t-I 
donde v=s-r-1 
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Desarrollando Ci 

e
2 
= (D5 w, wP Ds (oxw)) L2 = ( wP D5 w,Ds (oxw)) L2 

~ llox ( wP Dsw )jL jjnswt = llwP ( Dsw )L, llwllw 

~ jjwPIIH~ jjDswL llwllw ~ llwll:, llwllw+1 llwllw 

~ llwll:, ( C sE-I) llwllw =es llwll::1 

=es llwll~' llwll:, =es llwll~, (lluci!H' + llu811w r-l 

~es llwll~r ( 2E0 r-l ~es llwll~, ~es (llwll~, +E;~:) 

Por lo tanto, !I! ~ ses (llwl!:, + e2
svl p+v) (6.30) 

Resolviendo //, tenemos 

JI= I(Dsw,Ds()xwp+l) L'l = (Dsw,(p + 1 )Ds ( w"ox W )) L' 

= (p + 1 )[ (Dsw,[ Ds, w" ]a xw) L
2 
+ (Dsw, wP Ds (oxw)) L' J 

Tomando, D
1 
=(Dsw,[Dswp]a,-w)L, y D2 =(Dsw,wPDs(oxw))Lz 

Desarrollando Dt: 

D1 =(D5 w,[DS. wPJa,-w)L2 ~IID5 wjjL2 11[ns, w"]a,-wjL 

~ llwllw (llw"jL, !lo xwl!w-1 + llw"L, l!o x wllw-1 ) ~ llwllw ( 211w11:: 1

) 
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Desarrollando 02: 

~a, ( wP Dsw) L' IIDswt, = llwP ( Dsw )L llwiiH' 

~ llwPIIH' IIDswiiH' ll~lw ~ 11~1:., ll~lw•' II~IH' ~ llwll:, (esE_, )llwllw 

=es ll~iC1 
=es 11~1:, 11~1:. =es ll~er (lluciiH' +lluallw r-l 

~es~~~~:, ( 2&0 r-l ~es~~~~:, ~es (llwll~~, +E;~:) 
Por lo tanto, JI~ es (llwll:, +E;::) 

Entonces, sustituyendo (/) y (//) en (6.29) 

11 11
2 2e [ P (p+l) ( · 2 2.,. ) ( 2 2.,. )] a/ Dsw(t) ¿2 ~ p+l ~ k 5 IHIH' +épH +2 II~IHs +ép+< 

dondev=s-r-1 Integrando de O a t, tenemos 
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En la tercera y última etapa probaremos 

Aplicando la desigualdad de Gronwall en el último miembro de las 

desigualdades, tenemos 

( .ill. 11 11 )
2 

e r ::; e e'* + u -u e '·1' 
s.p O,.e O.J H' 

Luego, 

y considerando el supremos sobre t, tenemos 

Teorema 6.4. Sean u, y u las soluciones del problema (4.1) en [ o,r] con 

datos iniciales u
0

.1' y u0 para &<1 como en el teorema 9.69. Entonces 
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Demostración. Por el teorema 6.2 y el teorema 6.1, {u E} oo es de Cauchy 

en c([o,:T],Hs),luegoexiste vEc([o,r],Hs)y v(ü)=lf/ talque 

Probaremos que satisface la ecuación integral asociada con el problema 

(4.1 ). 

ya que u E es solución de la (4.1) con u e (O)= u0 .E 

Tenemos que, 

!~ w ( f) U 0,E ( f) = w ( f) !~ UO,t: ( f) = w ( f) U 0 ( f) (6.31) 

Pues W ( t) es un operador unitario fuertemente continuo y acotado sobre 

H~ y u
0

_, converge a u
0 

cuando E ~ o+ 

es decir, 

(6.32) 

Para rE [ü,t] 

Luego, 

lim
0

+ W(t-r)dxu:+I ( r) = W(t-r)d,.vp+I ( r) 
E-'> 

(6.33) 
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Para rE (O,t]. Esto es como consecuencia de (6.32) y que 

W(t-r)E L(Hs-l ). Veamos que w(t -r)axu:+1 
( r) es acotada en Hs-l. 

En efecto, 

=g(r) 

Como lluc(r)ll::
1 

es una función integrable sobre [O,T], luego 

(6.34) 

tenemos que, v(t) = lim uc 
c-10+ 

= lim [w(t)uo,c (t) --
1
- f' W(t-r)axu:+1 

( r)dr] 
c--->o+ p+ 1 Jo 

= lifl1 [ w (t )uO,E (t)] --
1
-[ lim r w (t -'f)d xutl ( r)dr] 

E--->0 . p + 1 C--->Ú+ Ú 

utilizando (6.31 ), (6.32), (6.33), (6.34) y el teorema de convergencia 

dominada de Lebesgue, sigue que, 

1 r~ v(t)=W(t)u0 (t)- p+
1

J
0
W(t-r)axvp+I(r)dr 

con la igualdad en Hs-l . Entonces v satisface el problema (6.1 ), y por la 

unicidad probada en el teorema 6.1 tenemos que u = v , además 

u (O) = v (O) = 1f1 entonces 1f1 = u0 
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Teorema 6.5. Sean e> O, s > t y lim u0 _
11 
= u0 en Hs. Entonces, dado 

11~-too 

TE ]O,T[ existe N0 = N0 (r) tal que las soluciones uc" y u¡; del problema 

(4.1) en [ o,:TJ con datos iniciales uo.e," y uo.e respectivamente, están 

definidas en [ o,r] si n;::::: N
0 

además cada vez que n;::::: N 0 se cumple 

(6.35) 

Demostración. Dado que u¡; cumple las condiciones del teorema 6.2 puede 

ser definida en [O, r]. satisface (6.14) y (6.15). Demostremos que lo 

mismo sucede con u 
é.ll 

Consideremos 

(6.36) 

del teorema 6.3, existe tal que 

(6.37) 

entonces 

(6.38) 

de la definición de p'·"' la desigualdad (6.38) y teorema 6.2, para n > N0 (r) 

tenemos, 
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Así, (P,,n (t))1 ~ Pr (t), tE [ o,r] (6.39) 

Pues de (6.36), obtenemos 

esta última desigualdad es consecuencia de la elección de T en teorema 

4.13. 

Para n ~ N0 (r) se tiene, 

(6.40) 

luego del teorema 6.1, si n ~ N 0 (r) entonces u c." puede ser definida en 

[o, r] y satisface 

(6.41) 

veamos ahora que (6.28) se cumple. En efecto, recordemos (6.16), (6.17) y 

(6.18) y que, w(t) =u, (t)- u,_n (t ), w( O)= u0_,- u0_,,n 
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por lo tanto, a, liw(t)ll:, ~ cp liw(t)ll:,' (6.42) 

integrando de O a t, llw(t)[ -llw(ü)[::; cPJJw(r)ll:,dr, 

Entonces, llw(t)ll:, ::; llw(ü)ll:, + Cp JJw( r)ll:,dr (6.43) 

Usando la desigualdad de Gronwall en (6.39), se obtiene 

entonces obtenemos 

Además, sabiendo que w( O)= u0.<- u0 .<.n y del resultado obtenido en el 

teorema 6.3, se tiene 

Integrando de O a t 

IID 5 w(t)[ -IIDsw(ü)ll:, ::; es J~ (llw( r)ll:, +E;~: )dr 

i!Dsw(t)l!:, ::;IID 5 w(ü)[ +C5 J~(IIw(r)ll:, +E~)dr 
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Sumando a ambos miembros l!w( t )11:2 , se obtiene 

es decir, 

liw(t)jj:. ~jjw(t)jj:, +IIDsw(ü)ll:, +esJ~(jjw(r)jj:, +E;~·:)dr 

=llw(t)l!:, +iiDsw(o)il:, +estE;:: +esJ~IIw(r)ll:. dr 

~esjjw(ü)ll:, +IIDsw(ü)li:, +estE;:; +esJJw(r)¡¡:, dr 

~Csllw(o)ll:. +esllw(ü)ll:. +esTE;:; +esJJw(r)ll~r dr 

~es (llwoll:. +E;,~';.)+ es J~llw( r)ll:. dr 

~es (llwollw +E~:; r + esf]w( r)it .. dr 

Luego, liw(t )11:. ~es (llwollw +E;:,. r +es J~liw( r)ll:. dr, 

usando la desigualdad de Gronwall, tenemos 

de donde suplluc (t) -u,.n (t)llw ~e (lluo,c -Uo.c.nllw +E;:,) para tE [ Ü,T] 
[o.r J 

Teorema 6.6. Sean u0 E Hs con s > t y u E e([ O,T],Hs) la solución del 

problema de valor inicial ( 4.1) que satisface el teorema 413. Si { u0."} ~~~~ es 
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una sucesión en Hs convergente a u0 en Hs y {u"},"'' una sucesión en 

e ([o,~.], Hs) de soluciones de ( 4.1) con un (o)= uO,n. Entonces para todo 

TE ]O,T[ existe N0 = N0 (r) tal que para n 2: N 0 está definida en [ o,r] y 

(6.44) 

Demostración. Como los estimados para llu" ( t )IIH' son los mismos que 

para lluc." (t)llw, la existencia de N0 = N0 (r) tal que n 2: N0 implica que está 

definida en [ o,r], según como el teorema 6.3, sea eE ]0,1[, entonces 

tenemos, 

11 11 ( ·"' 11 11 ) su u t -u t < e e~ + u -u _F o.n ( ) E,n ( ) H' - O,o,n O,c,n Hs 
[o,r] 

pero tenemos que lim
0
• uo.c.n = uo.c.n en Hs, uniformemente en n. Luego, 

E-7 

limsupllun(t)-uc.n(t)ll, =sup(limllun(t)-uc.n(t)ll ,)=supllun(t)-un(t)ll, =0 
E->0+ [ -] H [ -] E->0+ H [ -] H O.T O.T O,T 

es decir, lifl1 su_p llun ( t)- uc.n ( t )11 s =O 
e->O [o.r] H 

uniformemente en n. Entonces para n 2: N 0 se tiene que 
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Del teorema 6.5 sigue que, 

tomando el límite cuando E~ o+ a ambos miembros de la desigualdad, 

llun (t)-u(t)llw s }~~ (llun (t) -uc.n (t)jj 11 , +es ( é':, +jjuo.c.n -uo.cllw )+lluc (t)-u (t)llw) 

= llu" (t) -u" (t)ll~~· +es lluo.n -uoL. +llu (t)-u (t)llw 

Luego, 

Considerando el supremo en tE [O, r] 

y tomando límite cuando n --H-oo 

Por lo tanto, 

lim supjju" (t)-u(t)jj , =O. 
n-->+<>0 [ o.r] H 
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6.3. Buena colocación local para el problema de valor inicial 

asociado a la ecuación de Korteweg - de Vries modificada (11) 

6.3.1. Buena colocación local del PVI asociado a la KdVm (11) en 

Definición 6.7. Sea A el generador de un semigrupo {W(t)L~o. Sea 

u0 EH . La solución Si ueC [-T,T]:H de (6.45) es llamada "solución 
114 ( o I/4J 

mild" del problema de valor inicial no homogéneo (11). 

La ecuación integral u ( t) = W ( t) u0 ( t)- J ~ W ( t- T )u 2 
( T) d_ru ( T) d T (6.45) 

o 114 ' 114 

está bien colocada localmente en H ; si para todo u0 EH existe T >O y 

una única solución de (6.45) tal que para (x,t)e ~x[-T,T]. 

( 

o I/4J 11 

ueC [-T,T]:H nQE1, 

donde E. son espacios de Banach. Además, la función flujo definida por 
1 

0114 ( 0114] 11 

F:H ~C [-T,T]:H nQE1, 

es continua. 

Teorema 6.8. Consideremos el PVI (11). Entonces para cada H 114
, existe 

T=T(IID!14u0 IIL;)>o y una solución mild única u(t) de (11) que satisface 
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uEC([-T,T]:H114
), (6.2) 

¡¡v;14
d xulln" < 00

, (6.3) 
X ] 

llaxut,,Ll'" < oo, (6.4) 

IID!/4uiiL~L\'' < oo, (6.5) 

llujL~0 < oo, (6.6) 

Además, para cualquier T'E ]O,T[ existe una vecindad V de u0 en H 114 tal 

que la función F:u0 ~~(t) de V en el espacio definido por (6.2)- (6.6) con 

T' en lugar de T, es lipschitziana. 

Demostración. Sea T >O fijo, que definiremos después. Definimos el 

( 

o 1/4) 4 
espacio de Banach Yr = C [ -T,T]: H nQE1 

donde Ej son espacios de Banach definidos por (6.3)- (6.6), con la norma 

!!ullrr = 1~~X.4 11ull(r.J) ' 

donde llull(r.o) =!!u !le ¡/• = IID~l4uiiL7L~ ' (6.7) 

llull(7",1) =lid xuliL~"4' 2 ' 
(6.8) 

llull(r.2) = !ID:14uiiL~L~' ' (6.9) 

llull(r,3) = !ID!14
dxu!lr;Li ' (6.10) 

llull(r.4) = iluiiL:!L7 ' (6.11) 

Dado a > o, que definiremos después, definidos en el espacio de Banach 
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con la métrica inducida por la norma 

d (u, v) = lliu- viiiY, · 

Probaremos que debido a los estimados ( 4.15.1 ), ( 4.15.2), ( 4.15.3), 

o 1/4 

(4.15.4), (4.15.5), si u0 EH entonces para cualquier T >O, W(t)u0 E Yr con 

ll!w(t)uolllr, independiente de T. En efecto: 

Usando las propiedades de grupo de operadores unitarios tenemos: 

~ C~~D~/4uot;. 
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Definamos sobre Yr el operador integral 

lf/
110 

(V )(t) = W (t)u 0 - J~ W (t- r)( V 2dxV )( r)dr (6.12) 

Del PVI lineal no homogéneo 

{

a tu +d~ +v2dxV =o 

u(x,O) = u0 (x). 
(6.13) 

Antes de continuar con la demostración del teorema, necesitamos probar el 

siguiente lema. 

Lema 6.9. (6.14) 

Demostración. Usando el lema 9.72 con f = v 2 ,g = 'dxv,p = q = 2,a =a,= 1/4, 

p 1,20/9,q, =10,p2 =20,q2 =5/2, deducimos lo siguiente: 

es decir, 

En primer lugar desarrollamos el primer sumando, para esto usamos el 

lema 9.73 con F(v) =v2 ,p1 =4,p2 =5,q1 =oo,q2 =10. 

Desarrollando el segundo sumando, para esto usamos el lema 9.70, con 

f 2 114a =V ,g =D.. XV. 
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Luego, desarrollamos el tercer sumando, para esto usamos el lema 9.71 

con respecto a T y a x respectivamente. 

Finalmente reemplazando en la expresión (6.15) tenemos: 

De esta manera queda demostrado el lema. 
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Continuando con la demostración del teorema, primero demostraremos que 

lf/
110 

está bien definida, es decir, R ( lf/
110

) e Y; para algún 

En efecto, demostraremos que lf/
110 

es continua en t;. 

Luego, lllf/
110 

(v)(t)-lf/
110 

(v)(t0 )11¡j114 ::;jjW(t)u0 -W(t0 )u0 jj~~~· 

+ f~o jj(w (t0 - r)- W (t- r) )( v2d,v )( r)jjJ¡'~·dr 

Cuando t ~ t; el primer sumando converge a cero por la continuidad de la 

aplicación W(·)u; lo mismo sucede en el segundo sumando por la misma 
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razón y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. El último 

sumando converge a cero cuando t ~ r;. Esto nos demuestra la continuidad 

a la derecha de t. La continuidad a la izquierda de l 0 , y de ahí la continuidad 

en l 0 , sigue de manera análoga. 

Usando las propiedades del grupo { W ( t) L~o, los estimados ( 4.15.1 ), 

(4.15.2), (4.15.3), (4.15.4) y (4.15.5) tenemos: 

JJD~4~," (v)JJ~~ =IID~14W(t)( u0 - J~ W(-r)( v2d.,v)( r)dr)ll4 

=llw(t)D;14
( u0 - J~ W( -r)( v2oxv)( r)dr)t 

=IID~14 ( u0 - J~ W( -r)( v2oxv)( r)drl_;, 

Tomando supremo en te [-T,T],se tiene 

Luego, 
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= llaxW(t )(u0 - J~ W(-r)( v
2
dxv )( r)dr )t"

0
'

2 

= IIDxW(t)H( u0 - J~ W(-r)( v2dxv)( r)dr)llr~0012 

~ IIHD~14 
( u0 - J~ W( -r)( v

2
dxv )( r)dr )llr; 

~ 11D~14 ( u0 - J~ W( -r)( v2d,v )( r) dr )to
4

!
2 

IIV/uo (V )11(1¡.
2

) = IID.~14 Vfuo (V )ILS,L\" 

= IID!14W (t)(u0 - J~ W ( -r)( v2dxv )( r) dr )L,L\~ 
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=IID;''d,W(t)( "o -1 W( --r)( v'd,v)( r)dr)ll<:
4 

=llaP)'w( t)( "o-J;w( -r)( v'd,v)( r)dr)II<:Ll 

=¡¡a ,w( t) D)' ("o-J; w( --r) ( v'd, v) ( r) drl;
4 

~c11D~14 
( u0 - J~ W( -r)( v2oxv)( r)dr)L 

X 

11\f/ "o (V )11 = 11\f/ "o (V t, e 
(TI.4) .\ 7 

= llw ( t) ( u 0 - J: w ( t - r) ( v
2o x v) ( r) d r )IIL' L~ 

,,. T 

= llw ( t) (U O - J: W ( -1") (V 2 
0 x V) ( 1") d 1" )jL Lr 

:5 C 11 D ;
1 4 (u 0 - J: W ( -1") (V 2 

d, V) ( 1") d 1" )iL 

Usando la desigualdad de Minkowski, resulta que: 
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:S: e IID:14 uoiiL' +e J:IID~14W ( -r )( v2
0,v )( r )L dr 

.1 .\ 

5: e IID~14 UoiL +e rr lln: 14
W ( -r)( v 2

0,v )( T t,dr 
·' ·' 

Usando la desigualdad de Cauchy- Schwarz y el teorema 6.3, se tiene, 

5: e IID~/ 4uoiiL; + CT112 111vlll~. (6.16) 

Eligiendo a= 2cllD!14uoll 2 
LX 

(6.17) 

y y; satisface (6.18) 

a a3 

Entonces lllf/ ( v )ii :::; - + -, :::; a. 
un Yr, 2 8a-
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En segundo lugar demostraremos que lf/,, :Y; ~Y; es una contracción 
o 

IID;14 
{ lf/110 ( v) -lf/110 (~) l, = iiD:14 J~ W ( -r)( v2oxv- ~ 2ox ~)( r) drL 

X X 

Tomando el supremo en te [-T,T],se tiene 

Luego, 
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~~~"o (V)- ~"o (~ )II(T.I) = 11() x ( ~1111 ( v)- ~110 ( ~) )t"Ll" 

=lla,Jw(t-r)(v2d,v-~2a,~)(r)drll, , 
O L~.oLy-

~e IID~/ 4 J~ W ( -r)( v2
dx v- ~2d, ~)( r)driiL; 

~e rTIID~' 4w ( -r)( v 2
axv- ~ 2ax ~) ( r)t dr 
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~¡¡a xW (t) D!'
4 J~ W ( -r)( v2

axv- ~2ax ~)( r) drlln' 
X 1 

= IID!'4ax I W (t -r)( v2axv- ~2a x ~)( r)drlln' 
X T 

~¡¡a xW (t )D;
14 J~ W ( -T) ( v

2
ax v- ~2ax ~ )( T) drlln' 

X 1 
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IIV'u0 (v)-V'u0 {~)II(T,4 ) =11Vfu0 (v)-V/,0 (~l;L; =IIJ~W(t-r)(v2dxV-~2dx~)(r)drtL; 

= llw (t) f~ W ( -r){ V2dxv- ~2dx ~)( r)driLL; 

~ cjjaxw (t)D:14 f~ W ( -r){ v2dx v- ~2 d., ~)( r)drlln' 
X 1 

Usando la desigualdad de Cauchy- Schwarz y el lema 6.9. resulta, 

~ CT
112 (lln:14V2 dxvlL~Ll + jjn~14 ~2a x ~tL~ J ~ CT

112 
(111v111:r + 111~111:~) 

= CT
112 

[ (lllvllk + III~IIL ) ( lllvlll~¡ + 111~111:, -lllvlllr¡ lll~lllr¡)] ~ CT
112 e ( lllviii~T + 111~11( ) lllv- ~lllr, 

~ 2crl/2a21ilv-~IIL. 
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Entonces la elección de a y T en (6.17) y (6.18) nos muestra que lf/
110 

es una 

contracción, pues 

Entonces por el teorema de punto fijo de Banach, existe vE Yr" única 

solución lf/,,
0 

( v) = v, es decir 

(6.19) 

Finalmente demostraremos que para T'E [ -T,T] el flujo 

o 1/4 

F:V eH ~Y:T, 
"o 

en una vecindad v es una función lipschitziana, es decir, se cumple 
"o 

En efecto, usando argumentos similares al anterior, se deduce que 

T'E[-T,T], 
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5 
Esto muestra que existe K=- C >O tal que 

4 

Por lo tanto, la solución v(-)E Y; de la ecuación integral (6.19) es una 

solución mild única del PVI (11). Ahora, extendemos este resultado de 

unicidad al espacio de Banach Y¡~. 

Supongamos que vE Y71 para r; E [-T,T] es otra solución mild del PVI (11) 

con el mismo dato inicial. El argumento usado anteriormente muestra que 

para algún T1 E [-T,T],Ifl;
10 

está bien definida y es una contracción en Y~ 

para algún T; < f,, luego para T; < T tenemos 

es decir, para todo tE[-T,T],v(t)=~(t). De esta manera resulta la unicidad 

de la solución mild en el espacio Yr,. 
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Ahora supongamos que vE Y12 para T2 >T., y y; E [ -T,T] es solución mild del 

PVI (11) con el mismo dato inicial. Del mismo modo, se muestra que para 

contracción en Y;,. Luego para T2 < T tenemos 

es decir, para todo tE[-J;,J;],v(t)=~(t). De esta manera resulta la 

unicidad de la solución mild en el espacio Yr,. 

Volviendo a aplicar este proceso, un número finito de veces, el resultado 

puede ser extendido a todo el intervalo [ -T, T]. Esto implica la unicidad de 

la solución en Yr. 

6.4. Buena formulación local de la ecuación de KdV-B (111) en Hs, s > ~ 
2 

Ahora haremos un estudio de la buena formulación local de la 

ecuación (111). 

6.4.1 Existencia y unicidad 

Teorema 6.10. Sean 11 >o y ~o E Hs ,s >,%,entonces la función u JI del 

teorema 4.22 satisface 

Y es la única solución de (3.18). Además, para todo r ~O 
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Demostración: Veamos la existencia de la solución. Del teorema 4.19 y la 

teoría de semigrupos se tiene, 

Para t > O en H s-
3

• Para f.1 > O, consideramos 

(6.20) 

Para o~ t < rjl y h >O tal que t+hE Jo,r,~~] se sigue, 

= ~ J; ( W,~~ ( h)- 1) WJI ( t- r )G ( ~ 11 ( r)) d r 

Donde en la última igualdad se ha usado que ~ ( h)-1 es un operador 

lineal y el teorema de valor medio para integrales de Bochner en el intervalo 

[ t, t + h) con c11 E [ t, t + h). 

Como - AJI es el generador del semigrupo { ~~ ( t)} ,~0 tenemos 
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Además, sigue de e" E [ t ,t + h] que si h ~ o+ entonces c11 ~ t, por tanto 

lill1 W11 ( t + h - e11 ) G ( ~" ( e11 ) ) = W11 (o) G ( ~ 11 ( t)) = G ( ~ 11 ( t)) o 

h-70 

Así, obtenemos 

Análogamente, para h <O conseguimos 

Para ello es suficiente tomar s = -h >O y considerar 

- M(t)-M(t-s) a; M ( t) = lirn o 

s-70+ S 

=-A~~~~~ (t)- G (~~~ (t) )o 

Luego, como ~~~Ee([o,T11 ],Hs) satisface (111) y dado que 

- A
11 
E L ( Hs, H s-

3
) y -G (~~~)E e ([O, T

11
], Hs-l) ~e ([O, T

11
], Hs-3

), sigue 
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Para la unicidad, sea 

otra solución de (111), entonces la función ~ satisface 

d,~(t)+A1,~(t)+G(~(t))=O, 05:t5:T
11 

(6.21) 

en Hs-3.Aplicando a continuación ~(t-r)a ~(t)y usando (6.21) para 

o ~ t ~ T
11

, obtenemos 

a Tw ( t - r) ~ ( r) = W11 ( t - r) a T ~ ( r) + W11 ( t - r) A11 ~ ( r) 

= W
11 

(t -r)[ -A11 ~( r)- G(~(t))] + W11 (t- r) A11 ~( r) = -W11 (t- r) G(~( r) ). 

Integrando desde O hasta t y teniendo en cuenta qi.Je ~(O) =~o, tenemos 

(6.22) 

en Hs-3
• Entonces del teorema 4.19 obtenemos, como en la demostración 

del teorema 4.23, que el segundo miembro de (6.22) está en Hs. Por lo 

tanto, 

Es solución de la ecuación integral. Entonces la unicidad establecida en el 

teorema 4.22 implica que ~ =; 11 en [O, T
11 
J completando la demostración de 

unicidad. 

La última afirmación sigue inmediatamente del teorema 4.23. 
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6.4.2. Dependencia continua de la solución 

Se demostrará que la solución ~.u del problema asociado al 

sistema depende continuamente del dato inicial ~E H s; es decir, se 

mostrará que la aplicación ~E Hs ~~.u E c([ü,T]: Hs) es continua. 

Lema 6.11. Sean M,N>0,/3>0 y aE[0,2[.Entonces, para 77>0 existe 

(6.23) 

2fJ 2-a(a)2~a Donde r=- y c(7J)=-- - . 
2-a 2 21] 

Lema 6.12. (Desigualdad de Gronwall) Sean kEE([a,b]),k~O y 

f,gEC([a,b]) talesque f(t)~g(t)+J>(r)f(r)dr, a~t~b, 

Entonces f(t)::;g(t)+fk(r)exp[J:k(s)ds]g(r)dr, a::;t::;b. 

En particular, si g ( t) = e es constante se tiene que 

f ( t) ::; e exp [E k (S) ds l a ::; t ::; b 

Si adicionalmente k( r) =K es constante se cumple 

f ( t) ::; C exp [K ( t - a) J, a ::; t ::; b 

Teorema 6.13. SeanJI>OY ~oEH5 COns>jiy u¡t la solución del problema 

de valor inicial ( 4.18) encontrada en el teorema 4.24. Entonces, existe 

106 



T = r(ll~ot_, ,s) >O tal que ~ 11 se puede extender al intervalo [O,T]. 

Además, existe pE c([O,T],IR) tal que 

donde p satisface 

{11~ JI ( t )IL ~ p ( t) ' o ~ t ~ T 

sup p(t) ~ c(ll~oll , ,s,T) 
[O.T] H 

{

p'(t) = 2Csp1 (t), f >O 

p(O) =~~~o[, 

(6.24) 

(6.25) 

Demostración: Consideremos ~f.l = (u, v) y o s; t s; T
11 

dado en el teorema 

solución de (4.18) dada por el teorema 4.24. se tiene 

al 11~JI11:, = 2(~JI, al ~JI) H' = 2(~JI, -AJI~JI- G(~JI)) H' 

= 2(~J1, -AJI~JI) H' + 2(~JI' -G (~JI)) H' 

De la prueba que -AJI es disipativo en Hs se tiene (~ 11 ,-AJI~JI) H' ~O, 

Teniendo en cuenta que G(~JI )=(axG(u,v),axG(v,u)), 

3 J v2 

con G (u, v) =-u-- uv --, entonces 
2 2 
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= 3(u,ua,.u)s -(u,a,. (uv))s -(u, vdxv)s 

+3(v, vdxv)s -(v,a,. (uv))s -(v,udxu)s 

Usando el conmutador [ J', f Jg = J' (fg)- fJ' g, se tiene 

(6.27) 

(u, vdxv)s = (Pu,[P, v Ja,.vt +(Pu, vJ'd,.v) L', (6.28) 

y 

(u,dx (uv))s = (u,udxv)s +(u, vdxu)s 

= ( Pu,J' ( ud xv )),}+(u, vdxu )s 

= ( Pu,[ ;s ,u J a XV) L' + ( Pu,uPa xv) L' +(u, vdxu )S 

= (Pv,[P ,u]d,.u +uPdxu )L, 

=(Pv,[P,u ]a,.u)L, +(Pv,uPd,.u)L, 
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(v,d., (uv))s = (v,udxv)s +(v, vd.,.u)s 

= (v,ud.,.v)s + (Pv,P ( vd xu ))L, 

= (v,udxv)s +(Pv,[ P, v ]axu) L' + (Pv, vPdxu )L,. 

Reemplazando (6.28), (6.29), (6.30) y (6.31) en (6.27) se tiene 

E= 3(u,udxu)s +3(v, vd.,.v)s -(u, vaxu)s -(v,ud,.v)s -(Pu,[P, v]axv) L' 

-(Pu,[P,u]axv)L, -(Pv,[P,u ]axut -(Pv,[P,v]axut -(Pu,vPd,.v)L, 

-(Pu,uJ5 dxv)L, -(Pv,uJsaxut, -(Pv,vJ'dxu)L, 

(6.31) 

(6.32) 

Asociando factores en el producto interno (.,t2, usando integración por 

partes y la conmutatividad de la derivada con el potencial de Bessel; los 

cuatro últimos términos de (6.32) se pueden simplificar como sigue 

-(Pu,vPdxvt -(Pu,uPdxv)L, -(Pv,uPdxu)L, -(Pv,vPdxu)L, 

=(ax(vPu),Pvt -(Pu,uPd.,v)L, +(ax(uPv),Pu)L, -(Pv,vaJsut 

=((axv)Pu,Pv\, +(vPaxu,Pv)L, -(Pu,uPd.,.v)L, 

+((axu )Pv,Pu) L' + (uPaxv,Pu) L' -( Pv, vPdxu) L' 

Por tanto, reemplazando (6.33) en (6.32) se tiene 
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(6.34) 

A continuación estimaremos el segundo miembro de (6.34 ). Usando la 

desigualdad debida a T. Kato, con t=s, la regularidad de ~ 11 y el teorema 

de inmersión de Sobolev se tiene 

l\u,uaxu)sl ~es ¡¡axulls-lllule ~es llull~ ~es 11~Jl11:, (6.35) 

l\v, Vdxv)sl ~es lloxviL-lllvll~ ~es llvll~ ~es II~Jlll:, (6.36) 

l\u, vaxu)sl ~es (llaxvlls-llluli: +llaxvlls-lllule) ~es 11~Jl11:, (6.37) 

l\v,uaxv)J ~es (llaxuiL-~IIvll~ +llaxuiL llvle) ~e, 11~Jl11:, (6.38) 

Combinando la desigualdad de Cauchy-Sschwarz, el estimado del 

conmutador, la regularidad de la solución ~ 11 y el teorema de inmersión de 

Sobolev, obtenemos: 
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I(Pu,[P, v ]axv)L21 ~IIPuiiL2 11[P, v ]a,.vll
1
} 

~es llulls (lla,.vt-llp-taxvt2 +IIPviiLzllaxviiL-) 

~ es llulls (!la x vlls-t 11a x vlls-t + llviL ¡¡a,. viL-1 ) 

~es ll~f/11~,' (6.39) 

I(Pu,[P,u ]a,.v)L21 ~IIPullrz II[P,u ]axv!Lz 

~es llulls (lla,.ullc llp-laxv!Lz +IIPvL llaxuiiL-) 

~ es llulls (lla,.uiL 11ax viL-~ + llviL 11a xulls-l) 

~es II~PIC' (6.40) 

l(Pv,[P,u ]axu)Lzl ~IIPvllrz II[P,u ]axu!Lz 

~es lluiL (llaxut-IIP-laxulirz +IIPuiiL211a,.ullc) 

~es lluiL (lla xulls-l llaxulls-l + llulls llaxuiL-l) 

~es II~Pt,' 

111 -

(6.41) 



1( Pv,[P, v ]axu) L21 ~ IIPviiL211[P, v ]axull¡} 

~es llvlls (llaxvt~ llp-'axvt2 +IIPuiL llaxvt~) 

~ es llvlls (llax viL_, ¡¡a,ulls-1 + llulls ¡¡a, vL,) 

~es II~#IC, (6.42) 

Además, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la regularidad de la 

solución ~JI y la proposición de acotación de normas, con r=O y t=s-1 

resulta 

i((axv)Pu,Pv)L21 ~ll[(a,v)Pu JIL211[Pv ]jL 

~es llaxvlls-lii[Pu JIL211[Pv JIL 

~ es llviL 11[ u lll[ V l = es 11~ # 11~, 

i((oxu )Pv,Pu) L21 ~ 11[ (O,u )Pv JIL 11[ Pu JIL 

~es lloxut, 11[ Pv JIL 11[ u l 

~ es IHs 11[ u t = es 11~ # IC 

Por lo tanto, de (6.35)- (6.44) en (6.26) resulta 
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donde 

Consideremos p~ ( t) = ll~o 11~, , definida 
1-tcs lluoL, en el intervalo[ o,r*[ con 

T' = e, IILL , la solución maximal del problema de valor inicial 

{

p'(t) = 2~(p(t)), t >o 

p(o)=ll~oll: 
(6.46) 

Entonces de (6.45), (6.46) y de la teoría de ecuaciones diferenciales 

ordinarias, tenemos que, 

Así, para Jl >o, u
11 

se puede extender (si fuera necesario) a un intervalo 

[O,T].Esto prueba (6.24) como se quería. 

Teorema 6.14. Sean p>O y ~EHs con s>,% y ~"EC([o,T]:Hs)la 

solución del problema de valor inicial ( 4.18) como en el teorema 4.27. Si 

{ ~"} es una sucesión en Hs convergente a ~en Hs y {ü 11 .n} es una 
n2:1 n2:1 

sucesión de soluciones de (4.18) con ~p,n(0)=9n y ~p.nEC([O,J;,]:Hs). 

Entonces para todo TE ]0, T[ se cumple que para n suficientemente grande 

~ jJ .11 está definida en [o, r] y 
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limsupll~11.u(t)-~11 (t)ll .. =0 
n->=[o.r] H 

Demostración: Del Teorema 4.27, tenemos que para todo n 

(6.47) 

donde p" satisface 

para Te ]O,T[ consideremos é'=c(r,II~IH') >0 tal que 

Entonces existe N0 = N0 (e) tal que ~~~" - ~~~w < e para n ~ N 0 • De la 

definición de p" tenemos para n ~ N 0 , 

p1(t)= II~~~L. 
11 

1-2Cs ~~~ 11 t, f 
< II~L. 
- 1-2Cs (ll~~~llw +e )r 
= Pr (t), tE [ o,r] 

Pues 
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2Cs ~~~~~L, t ~ 2Cs (ll~~~t, +c)t 
~2cs(II~~~L, +c)r 
=2Csrii~L, 
<1 

donde la última desigualdad sigue de la elección de T. De este modo, 

tenemos 

(6.48) 

Así, ~J.l-" (t) puede ser extendida a [ o,T] satisfaciendo (6.47). 

Consideremos ahora 

~J.l,n =(u11 ,V11 ) 

luego w, y w2 satisfacen 

(6.49) 
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Por otro lado, de la definición de producto interno en Hs, la igualdad 

(z,d~z)s =O e integración por partes se tiene 

. 
=-(W¡,dx[(3u+3U11 -V-V11 )W¡ -(u+v+U11 +v,Jw2])s -2JL(dxw,,dxW¡)s 

-( w2,dx [(3v+3v11 -u-u" )w2 -(u+v+un +v11 )w,J)s -2JL(dxw2,dxw2)s 

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la desigualdad triangular y el 

hecho que Hs es un álgebra de Banach, se sigue que 
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(6.51) 

(6.52) 

(6.53) 

(6.54) 

Por lo tanto, usando las desigualdades (6.51 ), (6.52), (6.53) y (6.54) en 

(6.50) se tiene 

a, ll;(t)IL ~es Ft, lla~t, -2JLIIa~l:, 

~ 7711~1:, + ~~ lla~lw-2JLIIa;[,, 

y para deducir la última desigualdad se ha utilizado la desigualdad 6.23, con 

El. . d cz t" 1g1en o 77 = - se 1ene 
8fL 
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Y al integrar de O a t 

Luego, aplicando la desigualdad de Gronwall, tenemos 

.Es decir, 

Tomando supremo sobre [ o,T] y aplicando límite queda completa la 

demostración. 
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VIl. DISCUSIÓN 

Como consecuencia de la utilización principal del teorema del punto fijo, la 

teoría de semigrupo de operadores, los estimados lineales y el estudio de los 

espacios de Sobolev, los cuales se exponen en este trabajo, podemos 

concluir que: 

7.1. Se demostró la existencia y unicidad de solución de las ecuaciones 

de KdV lineal regularizado (1) y (111). 

7 .2. Que en base a la solución de la ecuación de KdV regularizado es 

posible probar la existencia y unicidad de las ecuaciones de KdV lineal no 

regularizado (1) y (111). 

7.3. Que como consecuencia de probar la existencia y unicidad de las 

ecuaciones de KdV lineal no regularizado (1) y (111), se hace posible probar la 

existencia y unicidad de la ecuación KdV generalizada y de la ecuación KdV

Burger. 

7.4. Que ante la imposibilidad de probar la dependencia continua de la 

solución por técnicas clásicas y haciendo un buen uso de los estimados de 

Bona - Smith, hacen posible probar la dependencia continua de la solución 

de la ecuación KdV generalizada y de la ecuación KdV-Burger. 

7.5. Que esta única solución de la ecuación de la KdV generalizada y de 

la ecuación KdV-Burger tiene dos grandes limitaciones; que su tiempo de 

vida se restringe a un intervalo finito y que los espacios de Sobolev ~a los 

cuales pertenece es sólo si s>3/2. Ver Kato en [11] y [13]. 
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7.6. Que es posible incluir otras condiciones y considerar teorías 

adicionales para hacer que el tiempo de vida sea mayor e inclusive hacerlo 

infinito; asimismo con la teoría de los estimados lineales romper la barrera de 

s>3/2 y así conseguir que la solución pertenezca a espacios de Sobolev más 

grandes. Ver Kenig, Ponce y Vega en [14], [15] y [15A]. 

7.7. Se demostró la existencia y unicidad de solución de las ecuaciones 

de KdV modificada (11) y asimismo se pudo probar la dependencia continua 

de la solución, ante la imposibilidad de técnicas clásicas, haciendo un buen 

uso del teorema del punto fijo y los estimados lineales; todo ello en un 

espacio de Sobolev mucho más grande, a saber si s=1/4. 
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IX. APÉNDICE 

En este capítulo presentamos los conceptos y resultados que fueron 

utilizados en los capítulos anteriores. Las demostraciones serán omitidas, sin 

embargo una referencia será dada para cada una de ellas. 

9.1. TEMAS DE ANÁLISIS FUNCIONAL E INTEGRACIÓN VECTORIAL 

Teorema 9.1. (Punto Fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico completo 

y sea f: X -7 X una contracción, es decir, existe k e [O, 1 [ tal que 

d(f(x),f(y)) ~ kd(x,y) para cada x,yE X. Entonces, existe un único punto 

Sean X un espacio normado y {x"},eN una sucesión en X. Decimos que x" 

converge fuertemente a x en X , se escribe 1ím .x;, = x en X, si lím llx" - ~~ =O. 
11-+k:<l n-++-oo x 

También decimos que la sucesión x" converge débilmente a x en X, se 

escribe OJ-lím X
11 

=x en X, si para todo fE X' se cumple que 
11--+f<>o 

lím .f(x
11

) = .f(x). 
11---7-\<>0 

Proposición 9.2. Sean Xun espacio de Banach y {xll},eN una sucesión en 

X. Entonces, 

i) Si lím x" = x en X, entonces OJ- lím X
11 

= x en X 
11-H<» 11~-1<» 

en X. 
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Proposición 9.3. Sean X e Y espacios de Banach tales que X ~Y, y 

consideramos xE X y una sucesión {x"} "'eX, Si m-lím X
11 
=x en X, 

ne 1 '<:1 , -+t-<>o 

entonces m- lím x" = x en Y. 
11--+1<» 

Definición 9.4. Se dice que un espacio de Banach X es uniformemente 

convexo si para todo e > O existe o> O tal que 

Los espacios de Hilbert son uniformemente convexos, así como los espacios 

If(Q)paral<p<oo.Por el contrario L(Q), L"'(O), C(Q)(Qcompacto en el último 

caso) no son uniformemente convexos. 

Proposición 9.5. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo. Si 

{ xJ "' es una sucesión en X tal que OJ--límx,, =x en X y lím supllx~~ll ::::;; llxll , 
llE'" 11--;.¡oo n-->f<>o X X 

entonces lím x" = x. 
11--+1<» 

Definición 9.6. Sea X un espacio de Banach. Una función valor vectorial 

definida sobre I clR es una aplicación f: 1 e IR~ X 

1. Decimos que f es fuertemente continua en l0 si limllf(t)- f(t0 )llx =O. 
t-H11 

2. Decimos que.f es débilmente continua en l0 si liml(f',f(t)-.f(t0 ))1 =0 
· t---tt0 

para todo .f'E X'. 

3. Decimos que .f es uniformemente continua en I, si para todo e >O existe 
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FUNCIONES MEDIBLES 

En esta sección consideremos un intervalo abierto 1 ~IR. y un espacio de 

Banach X equipado con la norma 11 ·llx 

Definición 9. 7. Una función u: 1 ~X es "fuertemente medible" o "medible" 

simplemente si existe E e 1 de medida cero y una sucesión de funciones 

{ u,JnEN en C0 (1,X) tal que 

lím u" (t) = u(t) , para todo tE 1\ E 
11--H-oo 

Sigue fácilmente de la definición que sí la función vectorial u: 1 ~X es 

medible, entonces la función real llullx :1 -7~ también es medible. Si 

u : 1 ~X es medible y si Y es un espacio de Banach tal que X~ Y, 

entonces u : 1 ~Y es medible. 

Recordemos que un espacio métrico X es llamado separable si e~iste un 

subconjunto De X numerable y denso. 

Proposición 9.8. (Teorema de Pettis). Una función u: 1 ~X es medible si y 

solamente si u es débilmente medible (i.e. para todo x'E X', la función 

t -7(x',u(t)) es medible) y existe E el de medida cero tal que u(l \E) es 

separable. 

Corolario 9.9. Si u: 1 ~X es una función débilmente continua, entonces u 

es medible. 
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FUNCIONES INTEGRABLES 

Definición 9.10. Una función medible u: 1---7 X es integrable en 1 si existe 

una sucesión {u"},!EN en C0 (l,X) tal que 

~~~J,JJu"(t)-u(t)t dt =O 

Si u: 1---7 X es integrable, entonces existe x(u)E X tal que para toda 

sucesión {u,} /lEN en C0(l,X) que verifica (1.1), tenemos que 

limJ U
11 
(t)dt = x(u) 

11----+x> 1 ' 

en la topología fuerte de X. 

El elemento x(u)E X es llamado la integral de u sobre 1, y escribimos 

!(u)= J, u= J, u(t)dt 

Si 1 = (a,b), también escribimosx(u) = J: u= J: u(t)dt 

Como para las funciones con valores reales, es conveniente escribir 

Proposición 9.11. (Teorema de Bochner). Si u: 1 ---7 X medible, entonces u 

es integrable si y solamente si !iuOJJx :1 -7lR es integrable. 

Además, tenemosJJiu(t)dtllx ~ J,llu(t)llxdt. 

El teorema de Bochner permite tratar las funciones integrables con valores 

vectoriales como se trata las funciones integrables con valores reales. Es 
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suficiente, en general, aplicar los teoremas de convergencia usuales para 

lluOIIx . Por ejemplo, podemos establecer fácilmente el siguiente resultado. 

Corolario 9.12. (Teorema de la convergencia dominada). Sean{u,J,IEN una 

sucesión de funciones integrables de I en X, v: I -7JR una función integrable 

yu:I-7X. 

Asumamos que 

i) iiun {t)jjx :s; v(t) , para casi todo tE I y todo n E N 

ii) U
11
(t) -7u(t) para casi todo tE J. Entonces u es integrable y 

f u(t)dt = lim J U
11 
(t)dt 

1 11--7<><> 1 

Para pE [l,oo[, denotamos por I!'(J,X) el conjunto de (clases de) funciones 

medibles u: 1 --7 X tales que la función t f-7jju(t)jix pertenece a I!' (1). Para 

u E 1! (1,X) definimos 

, si 1::;; p < oo 

inf {e: lluCt)llx ::;; e c. e. t. 1} ' Sl p = 00 

Cuando no hay peligro de confusión, denotamos 11 · lll!'u,xJ por 11 · IIL"UJ ó 11 · t 
Los espacios J! (1, X) tienen muchas de las propiedades de los espacios 

I!' (1) = 1! (l,R), son esencialmente las mismas pruebas. 
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Proposición 9.13.EI espacioZ.:(I,X)con la norma llt1, es un espacio de 

Banach, si pE[l,cx{. Cuando l~p<oo el espacioD(I,X) es denso en J!(I,X). 

Definición 9.14. Sea 1 ~ p ~ oo. Denotamos wtp(I,X) el conjunto de (clases 

de) funciones fE I!(I,X) tales que /'E I!(I,X) en el sentido de D(I,X). 

Para fE wl.p (1, X) denotamos ll.~lw.p = ll.f1L, +II!'IIL" 

Proposición 9.15. (W·P (1, X),jl·llw·P) es un espacio de Banach. 

Teorema 9.16. Sea 1 ~ p ~ oo y .fE J!(I,X). Luego las propiedades siguientes 

son equivalentes: 

ii) existe gE J!(l,X) tal que, para casi todos t, t0 E 1, se tiene 

f(t) = f(to)+ r g(s)ds 
lo 

iii) existe gE I!(l,X), x0 E X, t0 E !tales que 

f(t) = x0 +J1 

g(s)ds para casi todo tE! 
lo 

iv) ¡es absolutamente continua, derivable c.e.t. en 1 y .f' (en el sentido casi 

por todas partes) está en J!(I,X) 

v) ¡es débilmente absoluta continua, débilmente derivable casi por todas 

partes y .f' (en el sentido casi por todas partes) está en J!(l,X). 
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9.2. TEMAS DE ANÁLISIS ARMÓNICO . 

En esta sección presentamos la transformada de Fourier en E~), las 

distribuciones temperadas y los espacios de Sobolev del tipoL2 (IR). 

LA TRANSFORMADA DE FOURIER 

Definición 9.17. Sea u E t(IR). La función ú definida por 

es llamada transformada de Fourier de u. Definimos la transformada inversa 

de Fourier por 

En algunos libros la Transformada de Fourier es definida sin el factor 11 .J21i 

en la integral. 

Otra variación es la definición sin el signo "menos" en el exponente, es decir 

Esos detalles no cambian la teoría de la transformada de Fourier. 

En vez de ú la notación F{u(x)}también se puede usar. La última es 

conveniente si en lugar de la letra u queremos usar la expresión que 

describa a la función, por ejemplo, F {e +1}. 

La relación entre la operación de diferenciación y la transformada de Fourier, 

viene dada en la siguiente proposición. 
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Proposición 9.18. Sea fE E (]R.) y g la derivada de f con respecto a su 

variable en la norma de L' (R) , entonces g( e;) = i; 7 (e;) donde, 

Observemos que si u E E (R) y Dmu es la derivada de orden m de u con 

respecto de x en la norma de E(R), entonces~(;)= U4) 111 u(;). 

El teorema se puede extender a derivadas de orden superior sin entrar en 

~ 

detalles, la fórmula general es (P(D)u(;) = P(i;)u(;) 

donde Pes un polinomio de una variable y P(D) representa al operador 

diferencial asociado al polinomio P . 

Teorema 9.19. Sea/E E(R). Entonces, 

1. f--.:; 7 define una transformación lineal de 1! (R) sobre L= (R) con 

"' 2. f es continua 

3. Í(;) -.:;Ocuandoj~ -:;+oc 

Del teorema 8.19 se concluye que la transformada de Fourier es un operador 

lineal continuo de 1! (R) en C= (R). 

Además de las operaciones de espacio vectorial, 1! (R) tiene un producto 

que lo convierte en un álgebra de Banach. Esta operación es la convolución, 

y se define como sigue: 
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Definición 9.20. Si u, vE t (IR), definimos la convolución por 

(U * V) (X) = ~ f U (X - t) V ( t) dt, 
v2Jr IR 

XE (JR) 

La convolución es conmutativa y asociativa. Además tiene las siguientes 

propiedades. 

Proposición 9.21. 

1. (Desigualdad de Young). Si UE l!'(IR),O:::;; p:::;; coy VE L1(IR)' entonces 

2. (Desigualdad de Young Generalizada). SiuEl!'(IR)yvELq(IR)con 

Ahora discutiremos la extensión de la transformada de Fourier. 

El teorema anterior muestra que F: C0 (1R) ~ L 2 (ffi.) es continua. Como la 

aplicación es lineal, tiene una extensión única a una aplicación lineal de 

L2 (IR)en sí mismo. Esta extensión será llamada la transformada de Fourier 

en L2 (IR). 

Definición 9.23. Sean u E L2 (IR) y {u"} nEN una sucesión en C0 (IR) convergente 

a u en L2 (IR), es decir lim llu -u~~ll2 =O. La transformada de Fourier de u se 
n->+oo L 

define por u = lim u/1 
n~+oo 

donde el límite es con respecto a la norma en L2(IR) 
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El teorema 9.22 asegura que el límite existe y es independiente de una 

elección particular de la sucesión aproximadamente a u . 

Si u E E(IR)nL2(IR), entonces la transformada de Fourier definida por (9.2) y 

la definida por (9.3) son iguales así, usaremos el mismo símbolo para 

denotar ambas transformadas. 

Teorema 9.24. (Igualdad de Plancherel). Si u E L2 (IR) , entonces u E L2 (IR) y 

Teorema 9.25. (Transformada de Fourier en L2 
). Sea u E L2(IR). Entonces 

donde la convergencia es respecto a la norma en L\IR). 

Un operador lineal <1>: L2 (IR) ~ L2 (IR) que es una isometría y que es 

sobreyectiva es llamado un operador unitario en L2 (IR). Como consecuencia 

del teorema 9.24, la transformada de Fourier es una isometría. Más aún 

tenemos que es sobreyectiva. 

Teorema 9.26. La función F:L2 (IR) ~L2 (IR)definido por F(u) =u es un 

operador unitario en L2(IR). 

Teorema 9.27. (Inversión de la transformada de Fourier). Sea u E L2 (IR). 

donde la convergencia es con respecto a la norma en L2 (IR). 
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DISTRIBUCIONES TEMPERADAS 

Introducimos en esta sección una clase de funciones generalizadas en el 

espacio de Schwartz. Para este propósito, primero necesitamos la siguiente 

familia de seminormas. 

Para cada ( a,fJ)e (N)
2 
denotamos la seminormail·llca.P) definida como 

Ahora podemos definir el espacio de Schwartz S(lR.), como el espacio de las 

funciones C~ (IR) de rápido decrecimiento, es decir, 

S(IR.) = {u E e~ (IR): llullca.jJ) < 00 para todo a,fJ E N} 

Asíc;(IR)<:tS(IR). La topología en S(IR.) es dada por la familia de 

semi normas ll·llca.p). Además, S(JR.) con esta topología es metrizable. Una 

distancia conveniente es dada por 

d(u,v)= L T(a+P) jju-vjj(a+P) 
a.jJEN 1 + jju- vjj(a+P) 

Se debe observar que esta distancia no proviene de una norma. Observemos 

que S(IR.) en relación a la métrica definida anteriormente es un espacio 

métrico completo. 

Definición 9.28. La sucesión {u,},EN e S(IR)converge a u e S(IR) si para 

todo a, fJ E N se verifica que jju, - uii(a.P) ~O cuando n -H-oo 

La relación entre la transformada de Fourier y el espacio de funciones S(lR'.) 

está descrita en el siguiente resultado. 
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Teorema 9.29. La aplicación u~ues un isomorfismo de S(JE.)en sí mismo. 

Así, S(JE.)aparece naturalmente asociado a la transformada de Fourier. Por 

dualidad podemos definir las distribuciones temperadas S'(IR.). 

Definición 9.30. Decimos que T: S(IR.) -?IR. define una distribución 

temperada, es decir, TE S'(IR.) si 

1. T es lineal, 

2. Tes continua, esto es u" --7 u en S(JE.) entonces Tu" -?Tu en IR.. 

De este modo el espacio de las distribuciones temperadas, S'(IR.) es dual 

topológico de S(IR) provisto de la topología dada en la definición 9.30. 

Es fácil ver que toda función acotada u define una distribución temperada Tu 

donde, Tu(v) = fiRu(x)v(x), 'vfvE S(IR.) 

Esta identidad permite establecer que los espacios I! (IR.) con 1 :::; p :::; oo 

están contenidos en S'(IR.) continuamente. 

Dado TE S'(IR.), su transformada de Fourier puede ser definida de forma 

natural. 

Definición 9.31. La transformada de Fourier directa e inversa de TE S'(IR.) 

son definidas respectivamente como 

f,, ( v) = ( f,, , v) = ( T: , v) = Tu ( v) , v E S (IR) 

y 
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Observemos que para u E E(IR) y vE S(JR), tenemos 

Tu (v) =~, (~) = JRu( ~)~(~)d~ = f~ ~( ~)v(~)d~ = ~ (v) 

Por lo tanto, para u E L1 (IR)nL2 (IR)tenemos que f,, = T,;. Así, la definición 

9.27 es consistente con la teoría de la transformada de Fourier desarrollada 

en la sección anterior. 

La topología en S'(IR) es descrita en la siguiente forma. 

Definición 9.32. Sea {T,.},IEN una sucesión en S'(IR). Luego T,, ~o en S'(IR) 

cuando n ---¿+<>o si para todo u E S (IR) tenemos, 

T,, (u)~ O cuando n ---¿+oo 

Como consecuencia de las definiciones 9.30 y 9.31 tenemos la siguiente 

extensión del teorema 9.29. 

Proposición 9.33. La aplicación F:S'(IR)~S'(IR)es un isomorfismo de 

S'(IR) en sí mismo. 

Proposición 9.34. Sea /E S(IR). Entonces ¡{al E S(IR.), para todo aE N y 

(f(a)f(;)=(i;)" }(;), ;EIR 

ESPACIOS DE SOBOLEV Hs (IR) 

En esta sección presentaremos brevemente a los espacios de Sobolev 

Hs (IR.) del tipo L2(IR). Ellos miden la diferenciabilidad de funciones en L2 (IR) 

y son una herramienta fundamental en el estudio de las ecuaciones en 

derivadas parciales. 
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Definición 9.35. Para sE lR sea J s : S ' ( lR ) --7 S ' ( lR ) definido por 

Pu ( ~) = ( 1 + ~2 t 2 u ( ~), Llamamos a P el potencial de Bessel de orden s. 

Para todosEJR,J':S'(lR)-7S'(lR)es una aplicación lineal, continua y 

biyectiva. Además, p+' = p J' y ( p ( = J-s 

Definición 9.36. Sea sE IR . Se define el espacio de Sobolev de orden s, 

denotado por Hs (IR.) como 

Hs (JR) ={ÚE S'(lR) :FuE L2 (lR)}, 

con la norma JJ·JJH, definida comoJJuJJH, =I!Pu!IL2 
De la definición de espacios de Sobolev deducimos las siguientes 

propiedades. 

Proposición 9.37. 

1. Si o :::; s < s ',entonces Hs' e Hs, con la inclusión continua y densa. 

Además, H~ = n Hs es denso en Hs cualquiera sea S E IR . 
SE IR 

2. Hs es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno definido por 

3. Para todo sE lR, el espacio de Schwartz S (IR:) es denso en Hs (JR) 

4. Si sE lR, para cualesquiera u, vE Hs (IR.), tenemos (u, v) H' =- (u, v) w , 

es decir (u, v)Hs es real. 

Esta notación se lee: interpolación de Hs entre Hs, y Hsz . 
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El siguiente teorema permite relacionar "derivadas débiles" en L2 (IR) con 

derivadas en el sentido clásico. 

Teorema 9.38. (Teorema de Inmersión de Sobolev). Sis>ll2+k, kE7l/, 

entonces Hs (IR) está contenido continuamente en el espacio e: (IR) de las 

funciones con k derivadas continuas que se anulan en el infinito, y 

Teorema 9.39. Si s > 112, entoncesHs (IR) es un álgebra conmutativa con 

respecto a la multiplicación de funciones, es decir, uvE Hs (IR) si u, vE Hs (IR) 

y 

(9.1) 

Además, si {u" LEN y { vu} nEN son sucesiones débilmente convergentes a u y 

ven Hs (IR) respectivamente, entonces w- lim u"v" = uv. 
11----t+oo 

Es importante hacer notar que tenemos una desigualdad más fuerte que la 

descrita en (9.1 ). 

Esto es si s > 1 1 2 entonces para todo rE [ 11 2, s[, 

Estimados más finos muestran que, 

lluvllw ::; es (llut, llvllc +llullc llvllw) siempre que u, VE Hs con S ~o 
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Proposición 9.40. Para todo k E N y para todo sE JR., a k es un operador 

acotado sobre Hs hacia Hs-k. Además, 

De la desigualdad de la última proposición es claro que, 

Hemos visto que Hs con s > 112 es un espacio de Hilbert cuyos elementos 

son funciones continuas. 

Proposición 9.41. Para todo kE N y para todo u, vE Hsse cumple que 

Teorema 9.42. (Desigualdad de Gronwa/1). Sean k E E ([ a,b]), k'?:. O y 

f,gE e([ a,b]) tales que f (t) ~ g (t) + I k ( r) f ( r)dr, a~ t ~ b, entonces, 

f(t) ~ g(t) + {k( r)exp(J: k(s )ds )g( r)dr, a~ t ~ b 

si g(t) = g es constante se tiene que, f(t) ~ g exp(f~ k( r)dr ), a~ t ~ b 

Teorema 9.43. Si a,b >o son dados, entonces para todo e> O se cumple la 

desigualdad de Young, ab~caP +C(c)bq 

Donde, 
e( e)= (cprqlp 

q 

En particular, si p = q = 2 se cumple la desigualdad dé Cauchy con e, 
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Teorema 9.44. (Desigualdad de Gagliardo- Nirenberg). Sean 1 ~ p,q,r ~ oo 

y sean j, m dos números enteros, o~ J < m . Si 

_!_ = j +a(.!..- m) +(1-a), 
p n r n q 

Para algún aE[~,l], (a<l si r>l y m-J-~=o} entonces existeC(n,m,j,a,q,r) 

Teorema 9.45. Sean.f,gES(IR) reales, s>312 y t2=1. Entonces existe 

Teorema 9.46. Si.f,gES(IR), s>l y r>l/2, entonces existeC=C(s,r) tal 

que 

Teorema 9.47. Sean .f,gE S(IR), s >o, o< p < oo, entonces 

La desigualdad (9.4) también se cumple si p 1 = p4 = oo y p 2 = p3 = p 
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_!_=~+l-B donde O~ B ~ 1 entonces existe C= C(s0 ,s"B,p0 ,p1) >0 tal que 
P Po p, 

(9.5) 

Además, si t/JE Hs, s >,% tenemos 

(9.6) 

Por último tenemos la siguiente desigualdad algebraica que es consecuencia 

de la convexidad de la función logaritmo en ]0, -too[. 

Proposición 9.49. Si o < a < 2 y f3>0 entonces dado r¡ > o y tomando 

9.3. SEMIGRUPO DE OPERADORES 

Definición 9.50. Sean X e Y espacios normados y {I;JIIEN una sucesión de 

operadores lineales en L(X,Y). 

1. Decimos que 7;, converge ·Uniformemente a TEL(X,Y) si 

}~liT,,- T11L(X.Y) = 0. 

2. Decimos que la sucesión 7;, converge fuertemente a TEL(X,Y) si 

}~iiT,,x-T~IL(x.r) = 0 para todo XE X. 
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Definición 9.51. Un semigrupo de operadores lineales acotados sobre un 

espacio Banach X es una familia { W ( t)} 1~0 tal que 

i) Para cada t 2: o, el operador W(t)e L(X), 

ii) El operador W (O) es el operador identidad sobre X, 

iii) para cualesquierat,s 2: O, se cumple W(s+t) = W(s)+W(t) y 

iv) para todo xe X fijo, la aplicación W (-) : [O, oo[ ~X es continua, es decir, 

lim W ( t) x = W ( t0 ) x 
t~to 

Las condiciones i) y iii) de la definición 9.51 dan la estructura de semigrupo a 

la familia {W(t)} 1~0 , asegura que el semigrupo es conmutativo y tiene un 

elemento identidad W(O). Si además cumple con la condición iv) se le 

denomina semigrupo fuertemente continuo. Por la definición 9.50 los 

"semigrupos fuertemente continuos de operadores lineales acotados sobre 

un espacio de Banach X" serán en adelante llamados simplemente 

"semigrupos sobre X". 

Teorema 9.52. Sea {W(t)t~o un semigrupo sobre X. Entonces existen 

w 2: o y e 2: 1 tales que 

(9.7) 

Cuando un semigrupo sobre X satisface (9.7),decimos es de tipo( C, w). 

143 



Definición 9.53. El generador de un semigrupo {W(t)}1~0 sobre X es la 

aplicación A: D( A) e X --7 X definida por 

D (A) = {x E X : lim _w---'(~t )_x_-_x 
t--.o• t 

existe 

(9.8) 

A ( x) = a:W(t )xl,=o 

Es inmediato de la definición 9.53 queD(A) es un subespacio vectorial de 

X y A es un operador lineal no acotado. 

Teorema 9.54. Si A es el generador de un semigrupo sobre X, entonces 

D( A) es un subespacio denso en X y A es un operador lineal cerrado. 

Veamos enseguida algunas propiedades importantes del generador de un 

semigrupo. 

Proposición 9.55. Si A es el generador de un semigrupo {W(t)L~o sobre X, 

entonces para todo xED(A) tenemos que W(t)xED(A) para todot~O,es 

decirW(t)D(A)~D(A), para todo t:2:0 y 

a,W(t)x = AW(t)x = W(t)Ax (9.9) 

Además, para t :2: s :2: O y xE D( A) 

W ( t) x- W ( s) x = J: W ( r) Axdr = J: A W ( r )xdr (9.10) 

Nuestro objetivo es aplicar la teoría de semigrupos para estudiar el problema 

de Cauchy de la forma (9.16) donde el operador A no depende de t ,así el 
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siguiente teorema presenta condiciones que garantizan la existencia de 

solución para este problema. 

Teorema 9.56. Sea X un espacio de Banach. Si A: D( A) e X~ X es el 

generador del semigrupo{W(t)L~o sobre X, entonces para todou0 E D(A) la 

función u:[O,-too[ ~D(A),definida poru(t)=W(t)u0 ,es la única solución del 

problema de Cauchy lineal 

{

d
1
u(t) = Au(t),t ~O 

u ( 0) = u0 E D (A) 

Además, u E e([ o, -too[: D( A)) n e1 ([o, -too[: x). 

(9.11) 

Un problema fundamental en la teoría de semigrupos de operadores lineales 

fuertemente continuos es la caracterización del generador infinitesimal de un 

semigrupo. 

Existen varias de tales caracterizaciones: el teorema de Hille y Yosida para 

los semigrupos de contracción y el teorema de Hille, Yosida y Phillips que 

caracteriza a los semigrupos de tipo (e, w). 

Otra caracterización presente en este trabajo es debido a Lumer y Phillips 

([25], teorema 6.3), quienes demostraron que el generador de un semigrupo 

de contracción es un operador disipativo maximal (o m-disipativo) en un 

espacio de Banach, y es lo que nos interesará en este trabajo. 

Definición 9.57. Un operador A en el espacio de Banach X es llamado 

disipativo si para todo A.>O y para cada uED(A) se cumple 
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La disipatividad de A implica la inyectividad del operador 1-AA: D( A)~ X 

En efecto, si u e Nu(1 -AA), 

ll~lx ~11(1-M)~ix =ü 

implica que .Mt(1-M)={O}. 

Definición 9.58. Un operador A en el espacio de Banach X se denomina m

disipativo si, 

1. El operador A es disipativo. 

2. Para todo A>O, paratodoxeX,existeuED(A) talque u-AAu=x 

La definición de m-disipatividad implica obviamente la sobreyectividad del 

operador 1-AA. Concluimos pues, si A es un operador m-disipativo 

entonces el operador I- AA. es biyectivo. Esto nos dice que cualquiera sea 

xe X, la ecuación ( I- /lA) u= x tiene solución única en IX._ A). Si denotamos 

ux tal solución, por la disipatividad de A, tenemos 

(9.12) 

Como el operador 1-.íLA:IX._A)~X es lineal y biyectivo, entonces existe el 

operador (1-AAf' :X ~D(A). Este operador tiene una propiedad 

importante, que no necesariamente la tienen los operadores A y 1-M; ella 

es la continuidad. En efecto 
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Según ha sido visto en (9.17) 

Teorema 9.59. Si A es un operador disipativo en el espacio de Banach X, 

las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1. El operador A es m-disipativo en X, y 

2. Existe Ao>Ü,paratodo XEXexiste uED(A) talque U-AoAu=x 

En adelante H denotará un espacio de Hilbert, con producto interno (·, ·)H. 

Proposición 9.60. El operador A es disipativo en H si y sólo si (Au,u)H $0, 

para todo u e H. 

Proposición 9.61. Si A es un operador m-disipativo en el espacio de 

HilbertH, entonces D(A) es denso en H. 

Teorema 9.62. Sea A operador lineal en el espacio de HilbertH, luego 

1.- Si A es autoadjunto y negativo, es decir, (Au,u)H $O para todo u E D(A), 

entonces A es m-disipativo. 

2.- Si D(A)=H, G(A)~G(A*) y A es negativo, entonces A es m-disipativo si 

y sólo si A es autoadjunto. 

3.- Si. D(A) es denso en H, entonces A y -A son m-disipativos si y sólo si A 

es antiadjunto. 

Phillips caracterizó el generador de un semigrupo de contracciones sobre un 

espacio de Hilbert, como un operador m-disipativo. Posteriormente Lumer y 

Phillips ([25], Teorema 5.3) extendieron este resultado al caso general de un 

semigrupo de contracciones sobre un espacio de Banach. 
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Teorema 9.63. (Lumer-Phillips). El operador A: D(A) e X~ X es generador 

de un semigrupode contracciones en el espacio de Banach X si y solamente 

si X es m-disipativo en X y D( A) es denso en X. 

Proposición 9.64. Si A: D(A) ex~ x es un operador m-disipativo y 

antisimétrico en el espacio de Hilbert X , entonces A es antiadjunto en X. 

Teorema 9.65. (Perturbación de generadores de semigrupos de 

contracción). Sean Ay B operadores lineales en el espacio de Banach X: Si 

A es m-disipativo, B es disipativo, D(A) e D(B) y para cada xe D( A) se 

cumple ll&ilx ~ ai!Axilx + Pll~lx en donde O :s; a :s; 1 y f3? O, entonces A+B es m-

disipativo. 

Definición 9.66. Un grupo fuertemente continuo de operadores lineales 

acotados sobre un espacio de BanachX es una familia {W(t)},EIR tal que 

i) Para todo te JR: W(t)e L(X), 

ii) W(O) = 1, el operador identidad sobre X. 

iii) Para todo s,teJR.:W(s+t)=W(s)W(t), y 

iv) Para cada xe X fijo, W Ox: JR ~X es continua. 

v) Para todo xe X y para todo te lR: iiW(t)xllx = llxllx 

Definición 9.67. El generador de un grupo de operadores unitarios {W(t)},EIR 

sobre X es la aplicación A: D(A) e X~ X definida por 

) { lim W(t)x-x . } 
D(A = xe X: eXIste 

t--'Jio t 
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Teorema 9.68. Sean X e Y espacios de Hilbert. Si A:Yk;X ~X es un 

operador m-disipativo y antiadjunto en X, entonces el semigrupo{W(t)}
1

<!
0 

generado por A se extiende a un grupo de operadores unitarios {W(t)}
1
eJR. 

Además, para todo u0 E Y la función u: IR~ Y definida poru(t) = W(t)u0 es la 

única solución del PV/Iineal 

{

d1u(t) = Au(t), 

u(O) = u0 

Además, u E C(IR: Y) n C1 (IR: X). 

9.4. ESTIMADOS DE BONA-SMITH 

tE ffi. 

Los estimados de Bona-Smith serán usados para estudiar que el 

comportamiento de la distancia de dos elementos cualquiera de una 

sucesión de soluciones, es controlado por el comportamiento de la distancia 

entre sus estimados de Bona-Smith respectivamente, quienes a su vez son 

controlados por el comportamiento de la distancia. entre sus datos iniciales 

correspondientes, como es visto en los teoremas 6.3, 6.5 y 6.6. 

En esta sección se considera uo.c.n y u0.c las aproximaciones de Bona-Smith 

asociadas a u0.c y u0 , respectivamente, y las soluciones uc.n y u e del 

problema (4.1) con datos iniciales y respectivamente. 
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Teorema 9.69. Sea l]E e;(~), O:s;l](x) :::;1 tal que sop(17) e [ -1,1] y 

Para cada é > O cualquiera y u0 e Hs (~), s >O definimos 

(9.13) 

Entonces Uo,c E H~ = n Hs y para o< é:::;; 1 existe e= e (S' 0",1]) >o tal que 
s<:O 

lluo.c L'+" ~ Ce-a iiuo llw ' 

lluo.c -Uollw+a ~Ce-a iiuoiiH' 

ylirnu0_c =u0 enHs. Además, si lirnu0_" =u0 en Hs entonces 
E~ ~~ 

limllu -u 11 =O clo O,n,c O,n H' 

uniformemente en N . 

Demostración. Usando (9.13), tenemos 

lluo,c ¡¡;{"" = JR ( 1 + ;z r<T luo,c ( q)J
2 

d q 

= JR(l+q2fcrj1J(.sq)u0.E(q)j2 dq 

= JR (1 + ;z r iuo ( q)j2 (1 + q2 r j1J(cq)¡z dq 

(9.14) 

(9.15) 

(9.16) 

~ sup[(l + ;2 r 117( c;)12]1 ( 1 + ;2 fluo ( ;)12 d; 
~~ R 

haciendo A, = .sq , tenemos 
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luego 

Por consiguiente 

Del mismo modo 

lluo,e -U o ll:,.a = f~ ( 1 + ~2 f" luo.e ( ~)- Ú0 ( ~)~
2 
d ~ 

= f~(1+~2 f"I7J(e~)ú0 (~)-ú0 (~)1
2 

d~ 

Por consiguiente . 

= f~ (1 + ~2 f"luo ( ~)(1-17 (e~))j 2 

d~ 

= f~ ( 1 + ~2 f" luo ( ~)1211-IJ ( e~)r d ~ 

= f~ (1 +~2 r+<T II-77( é~)'2'(1 +~2 rlluo ( ~t d~ 

~~~f[(l+qzf"jl-lJ(eq)jz f~(l+qzrluo(q)l2 dq J 

Por otro lado, si entonces 
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(9.18) 



lluo,c- Uoii:H" = JR (1 + ;
2 

flúo,c ( ;) - Uo ( ;)j
2 
d; 

= JR (1 + ; 2 r 11- r¡ ( e;)I21Uo ( ;)1
2 
d; 

. sabemos que, 

1im ( 1 - r¡ (e~)) = 1 - r¡ (O) = 1 - 1 = O 
c--.o• 

además, 

de aquí, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue 

es decir, 

(9.19) 

Finalmente, demostraremos que si Iimu0.c =u0 en Hs entonces 
n-->~ 

1imllu -u 11 =0 c-->0• O.n,c O.c H'' 

uniformemente en n E N. 

En efecto 
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llu -u 11 = llu -u +u -u +u -u 11 O,n,E O,n H' O,n,E O,c O,E O O O.n H·' 

Para n >N suficientemente grande y para e> O suficientemente pequeño, 

afirmamos para todo e > o ' existe e> o tal que si o< t-e< e 

Entonces, lluo,n.< - u0_n t, :::; 1! 13 +.e 13 +.e 13 = 1! • 

Por consiguiente, lim
0

+ lluo.n.< - u0_n t. =O uniformemente. 
E~ 

9.5. ALGUNOS ESTIMADOS PREVIOS 

Demostración: Usando el teorema de Fubini, tenemos 

Por lo tanto, ll!ll~~0 = II!II~L; . 
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Demostración: Usando la definición de norma en L:.L~,aplicando la 

desigualdad de Holder en la variable t con ]=, 1[ y en la variable x con ]1, =[ 

respectivamente tenemos: 

::;; (s: sup 1! ( x, t )1 2 dx) (sup r lg ( x, t )1 2 dt) 
[-T,T] xelR T 

Lema 9.72. (Regla de Leibniz para derivadas fraccionarias). Sea 

1 1 1 1 1 1 
-=-+- y -=-+-.Entonces 
p pl p2 q ql q2 

Además, para a 1 =O el valor q1 = = es elegido. 

154 



Lema 9.73. (Regla de la cadena para derivadas fraccionarias). Sea ae ]0,1[ 

1 1 1 1 1 1 
-=-+- y -=-+-. 
p P1 P2 q ql q2 

Entonces 

9.6 TERMINOLOGÍA 

X,Y espacios de Banach. 

X',Y'espacios duales de los espacios de BanachX e Y. 

L(X,Y) espacio de operadores lineales acotados de X en Y. 

L(X)=L(X,X). 

c([ü,T] :X)espacio de las funciones continuas de [O,T] en X. 

c([ü,J1:x)espacio de funciones continuamente diferenciables de [o,IJ en X. 

D(A) dominio del operador lineal. 

R(A) rango del operador lineal. 

u(~)= ~ f e-i~xu(x)dxtransformada de Fourier de u . 
..,¡2Jr R 

~(x) = ~ J éxu(~)d~transformada inversa de Fourier de u . 
..,¡2Jr R 
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Ck (l~) espacio de las funciones continuamente diferenciables hasta el orden 

ksobre R 

e= (IR)= n Ck (IR) espacio de las funciones infinitamente diferenciables en IR. 
k?:O 

e; (R) espacio de las funciones de clase ck con soporte compacto. 

c(IR)espacio de las funciones u de clase cktales que u y sus derivadas 

hasta el orden k tienden a cero en el infinito. 

S(JR)espacio de schwartz en IR. 

s '(JR) espacio de las distribuciones temperadas en R 

I! (1~) espacio de Lebesgue en IR de orden p, 1 ~ p < oo. 

( 
- )1/p 

lluiiLP = J~ iu(x)IP dx , norma de u en I! (~). 

L=(~) espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas en IR. 

llullc = sup{lu(x)l} norma de u en L= (IR). 
XEIR 

----.. S 

f =(I-a;y12 potencial de Bessel de orden -s, Pu(q)=(l+lql
2

) 2ú(q). 

S -----

¡y =(--d;)2 potencial de Riesz de orden -s, Dsu(;)=l;ls ú(;). 

Hs = J-s L2 (~)espacio de Sobolev de orden s con base en L2 (IR). 

(u, v)L2 = J: u(x)v(x)dx, producto interno de u y ven L2 (IR). 

(u, v) H' = ( Pu, Pv) L2, producto interno de u y ven Hs (IR). 
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11· llw = jjP 1, norma en Hs (JR). 

[A,B]=AB-BAconmutadorde A y B. 

C0(/,X)espacio de las funciones continuas de soporte compacto definidas de 

len X. 

AC(I,X) espacio de las funciones absolutamente continuas definidas de 1 en 

X. 

D(I, X) espacio de las funciones e~ con soporte compacto definidas de 1 en 

X. 
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X. ANEXOS 

1 0.1. MATRIZ DE CONSISTENCIA 

TÍTULO: INTRODUCCIÓN AL ESTUDIO DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE EVOLUCIÓN EN 
ESPACIOS DE SOBOLEV. 

PROBLEMAS 
1. Problema general 
¿Es posible conseguir una 
presentación del estudio cualitativo 
de algunas ecuaciones 
diferenciales parciales de 
evolución usando como 
herramientas: La transformada de 
Fourier, los espacios de Sobolev 
del tipo L2 (R), la interpolación de 
operadores, los estimados lineales 
y los estimados de Bona-Smith? 

Problemas específicos 
1. ¿ Es posible presentar 
elementos del análisis funcional, 
integración vectorial, la 
transformada de Fourier y los 
espacios de SobolevH 5 (R)? 
2. ¿Es posible presentar el 
método de regularización 
parabólica a ser usado en el PLr y 
PnLr y en las ecuaciones KdVg y 
KdV-B? 
3. ¿Es posible presentar los 
estimados de Bona-Smith para 
probar la dependencia continua de 
las ecuaciones KdVg y KdV-B? 
4. ¿Es posible presentar 
algunos estimados lineales en el 
estudio de la ecuación de KdVm 

1 

en H4? 

OBJETIVOS 
1. Objetivo general 
Presentar un estudio cualitativo 
de carácter introductorio de 
algunas ecuaciones diferenciales 
parciales de evolución usando 
como herramientas la 
transformada de Fourier de 
funciones en espacios de 
Sobolev, como por ejemplo la 
ecuación de KdVg en H 5 ,s >~de 

2 
1 

la KdVm en H4y de la KdV-B en 
Hs 3 

,S> 2· 
Objetivos específicos 
1. Presentar elementos del 
análisis funcional, integración 
vectorial, la transformada de 
Fourier y los espacios de 
SobolevW (R). 
2. Presentar el método dé 
regularización parabólica a ser 
usado en el PLr y PnLr, útil en 
las ecuaciones KdVg y KdV-8. 
3. Presentar los estimados de 
Bona-Smith para probar la 
dependencia continua de las 
ecuaciones KdVg y KdV-B. 
4. Presentar algunos 
estimados lineales en el estudio 

1 

de la ecuación de KdVm en H4 . 
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HIPOTESIS 
1. Hipótesisgeneral 
En las teorías de 
ecuaciones diferenciales 
parciales existen 
diversos modelos de 
Problemas de valor 
inicial; presentamos la 
ecuación de KdVg en 

3 
H5 ,s >-,de la KdVm en 

2 
1 

H4y de la KdV-B en 
Hs 3 

,S >2. 
Hipótesis específicas 
1. Presentar un 
estudio cualitativo de la 
ecuación de KdV 
generalizada en 
Hs 3 

,S >2. 
2. Presentar un 
estudio cualitativo de la 
ecuación de KdV 

1 

modificada en H4. 
3. Presentar un 
estudio cualitativo de la 
ecuación de KdV-Burger 

Hs 3 en ,s > 2. 

VARIABLES 1 METODOLOGIA 
1. Variable 

independiente 

Las teorías del Análisis 
Funcional: La 
transformada de 
Fourier, los espacios 
de Sobolev del tipo 
L2 (R), la interpolación 
de operadores, los 
estimados lineales y 
los estimados de 
Bona-Smith. 

2. Variable 
dependiente 

Estudio cualitativo de 
algunas ecuaciones 
diferenciales parciales 
de evolución, como por 
ejemplo: la ecuación 
de KdVg en H 5 ,s > ~ 

2 
1 

de la KdVm en H4y de 

la KdV-B en W,s > ~-
2 

Metodología 
cualitativa con 
enfoque documental 


