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RESUMEN 

MÉTODO DE MÁXIMO DESCENSO USANDO RETRACCIONES EN 

VARIEDADES RIEMANNIANAS 

Ever Frank:lin Cruzado Quispe 

Diciembre - 2014 

Asesor: Lic. Absalón Castillo Valdivieso 

Título obtenido: Licenciado en Matemática 

En el presente trabajo mostraremos un algoritmo de búsqueda lineal para el método 

de máximo descenso en variedades riemannianas usando retracciones. Específica

mente estudiamos la búsqueda lineal de Armijo para llegar a un punto mínimo de 

una función objetivo dada. También estudiaremos la convergencia y velocidad de 

convergencia del método de máximo descenso para esta búsqueda lineal. Luego 

aplicamos el método estudiado para minimizar el cociente de Rayleigh sobre la es

fera unitaria y para minimizar. la función de Brockett sobre la variedad de Stiefel, 

de los cuales mostramos e implementamos su algoritmo en MATLAB, siendo este 

nuestro objetivo principal. Además presentaremos los resultados numéricos obteni

dos en MATLAB. 

Palabras Claves: Optimización en variedades, variedades riemannianas, retraccio

nes, método de máximo descenso. 
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ABSTRACT 

METHOD OF STEEPEST DESCENT USING RETRACTIONS IN 

RlEMANNIAN MANIFOLDS 

Ever Franldin Cruzado Quispe 

Decernber - 2014 

Adviser: Lic. Absalón Castillo Valdivieso 

Degree obtained: Licentiate in Mathernatics 

In this work~ we will develop a algorithrn of line search for the rnethod of steepest 

descent using retractions in riernannian rnanifolds. In specific we will study the Ar

rnijo line search for obtain a mínimum point of a given cost function. Also we will 

study the convergence and speed of convergence of the rnethod of steepest descent 

for this line search. Then we apply the studied rnethod for rninirnize the Rayleígh 

quotient on the sphere and for rninirníze the brockett function on the Stíefel mani

fold, of wich we show and irnplernent your algorithrn en MATLAB, being this our 

rnain objective. Else we will present the numerical results obtained in MATLAB. 

Palabras Claves: Optirnization on rnanifolds, riernannian manifolds, retractions, 

steepest descent rnethod. 
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, 
CAPITULO! 

, 
PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION 

1 ~ Identificación del problema 

El modelo general que representa a un problema de optimización es el siguiente: 

1 
:: f(x) 

X E X~ JRn 

(1.1) 

donde, f : JRn - 1R es la función objetivo, X es el conjunto de restricciones del 

problema (1.1) y x E X es la variable que debe ser determinada. Si en el problema 

(1.1) no se tiene ninguna restricción para x, es decir X = lRn, el modelo se llama 

"Problema de Optimización sin Restricciones". 

El modelo ( L 1) se puede generalizar para otros espacios como los espacios de Ba

nach, Hilbert y también para variedades riemannianas; si el modelo (1.1) lo genera

lizamos para variedades riemannianas obtendrémos el siguiente modelo: 

1 
min f(x) 

s.a 

XEM 

(1.2) 

donde, f es una función definida en una variedad riemanniana M, es decir, 

.f: M___.. 1R. 

Para resolver el modelo (1.1) existen muchos métodos iterativos uno de ellos es el 

método de máximo descenso el cual genera una sucesión de puntos xk dado por: 

donde dk es la dirección de descenso, es decir, una dirección que cumple 

V f(xkY dk < O, para el método de máximo descenso dk = -\1 f(xk), puesto 

que esta dirección negativa del gradiente me dá el mayor decréscimo y )..k es la 

longitud de paso, el cual se determinará por la regla de Armijo o por resolver un 
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subproblema de minimización llamado búsqueda lineal, es por eso que este tipo de 

métodos se denomina algoritmos de búsqueda lineal. 

Si el método de máximo descenso se generaliza para resolver el problema (1.2), se 

denominará método de máximo descenso en variedades riemannianas, pero ahora 

la sucesión de puntos X k que se genera para llegar al óptimo, esta dado por: 

Xk+l =Rxk(tkr¡k), 

donde 'flk E T.-r;kM (TxkM es el espacio tangente a la variedad M en el punto xk), 

tk es un escalar para el cual se hará una búsqueda de Armijo para determinarlo y R 

es una aplicación llamada retracción, esta aplicación se define como una aplicación 

suave del fibrado tangente sobre la variedad, es decir, R: T M -7 M; además y si 

denotamos por Rx la restricción de R a TxM se debe cumplir que: 

111 Rx(Ox) = x, donde Ox denota el elemento cero de TxM. 

11 Con la identificación canónica To,TxM ~ TxM, Rx satisface 

DRx(Ox) = idT.,M, donde, idT.,M denota la aplicación identidad sobre TxM. 

Finalmente, una vez estudiado el método de máximo descenso en variedades rie

mannianas, surge la interrogante, ¿será posible implementar en MATLAB dicho 

método de manera análoga como en el espacio euclidiano?. En ese sentido el presen

te proyecto está destinado a estudiar la aplicación retracción para así poder aplicarlo 

al método de máximo descenso sobre variedades riemannianas, así como también 

estudiar la convergencia, velocidad de convergencia del método y finalmente se pre

sentará la implementación del método para algunos problemas particulares; para lo 

cual usaremos algunas herramientas de la geometría riemanniana. 

2. Formulación del problema 

Se pretende resolver y analizar las siguientes interrogantes: 

l. ¿Será posible aplicar el método de máximo descenso usando retracciones, 

para resolver problemas de optimización en variedades riemannianas? 
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2. ¿Será posible implementar el método de máximo descenso usando retraccio

nes en variedades riemannianas usando MATLAB? 

3. Objetivos de la investigación 

Objetivo general 

Estudiar las propiedades de convergencia del método de máximo descenso usando 

retracciones en variedades Iiemannianas, plantear su algoritmo e implentarlo en 

MAI'LAB. 

Objetivos específicos 

l. Estudiar la aplicación retracción y determinarlo para algunas variedades par

ticulares. 

2. Estudiar la extensión del método de máximo descenso usando retracciones en 

variedades riemannianas. 

3. Minimizar el cociente de Rayleigh sobre la esfera unitaria. 

4. Minimizar la función de Brocket sobre la variedad de Stiefel. 

4.. Justificación 

Nuestra justificación para realizar este estudio radica en que los algoritmos de bús

queda lineal, utilizan una dirección de descenso, esto se convierte en algunos casos 

en un proceso un tanto tedioso al implementar el algoritmo. Es por eso que esta

mos interesados, no solo en estudiar el método de máximo descenso en variedades 

riemannianas, su convergencia y velocidad de convergencia sino que implementa

remos su algoritmo en MATLAB de manera que sea un procedimiento numérico 

eficiente en la solución de problemas de optimización. 
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5o Importancia 

En la actualidad la Optimización Matemática es de gran interés puesto que es apli

cado a muchos problemas reales de las ciencias e ingenierías tales como: Análisis 

estadístico, minería de datos, beneficio de una empresa, costo de producción de un 

determinado producto, entre otros. Así la importancia de la investigación radica en 

estudiar la generalización del método de máximo descenso para resolver problemas 

de optimización no necesariamente en el espacio euclidiano; en particular genera

lizaremos dicho método usando retracciones para variedades riemannianas, para tal 

fin debemos tener conocimientos básicos de geometría riemanniana, en especifico 

de las variedades riemannianas. 
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CAPÍTULO U 

MARCO TEÓRICO 

1. Preliminares 

En esta sección se presentará la simbología y notaciones a usar a lo largo de to

do el trabajo, así como también, conceptos básicos de la teoría de variedades que 

serán utilizados en la siguiente sección como la base teórica para el desarrollo de 

nuestro método y lo complementaremos dando algunos ejemplos para su mejor en

tendimiento. Algunos de estos resultados solo serán referenciados ya que el material 

bibliográfico es extenso. 

1.1. Simbología y notaciones 

En este trabajo consideraremos las siguientes terminologías: 

M, N: variedades. 

x, y: puntos sobre una variedad. 

e;, rJ, (, x: vectores tangentes. 

c;x, rJx, (x, xx: vectores tangentes en el punto x. 

7./J, r.p: cartas. 

A, B: matrices cuadradas. 

vV, X, Y, Z: matrices. 

W, X, Y, Z: subespacios lineales. 

1.2. Nociones básicas de la teoría de variedades 

Una variedad d-dimensional puede ser definido como un conjunto M cubierto con 

una colección de pedazos coordenados, llamados cartas, que identifican ciertos sub

conjuntos de M con subconjuntos abiertos de lRd. La definición abstracta de una 

variedad esta basado en los conceptos de cartas y atlas; por tanto definiremos pri

mero estos términos. 
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Definición 1.1 (Carta). Sea M un conjunto, un carta d-dimensional del conjunto 

M, es una biyeccíón <p de un conjunto U de M sobre un subconjunto abierto de 

lR d, es decir, 

<p : U e M -----). S e ]Rd 

x ,_ <p(x) 

d 
M IR 

<p 

Figura 2.1: Carta 

Notación: Una carta se denota por (U, <p) y si no hay riesgo de confusión solo se 

escribe <p. 

Observación 1.1. Dado una carta (U, <p) y x E U, los elementos de <p(x) E lRd son 

llamadas las coordenadas de x en la carta (U, <p ). 

Definición 1.2 (Atlas). Un atlas C00 de M en lRd es una colección de cartas 

{ (Ua, tpa) : a E J} del conjunto M tal que: 

l. Uua =M, 
aEI 

2. Para cualquier par a, f3 E I con Ua n Uf3 i= 0, los conjuntos <pa(Ua n Uf3) y 

<pp(U0 n Uf3) son conjuntos abiertos en JFtd y el cambio de coordenadas 

es suave con una inversa suave (es decir, es un difeomoifismo). 

Dos atlas A 1 y A2 son equivalentes o compatibles si A1 uA2 es un atlas, en otras pa

labras para cada carta (U, <p) enA2, el conjunto de cartas A1 u {(U, <p)} es también 

un atlas. 
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..................... 

]Rd 

cpfi(Ua. nUfi) • • -----•• 
,~'#.,. '··~ 

.. ~~ : 
. 

• .. ... # 

.............. ;_ ...... .,..,. .. "' 
cpfi(Ufi) 

Figura 2.2: Cartas y cambio de coordenadas. 

Dado un atlas A, llamaremos A+ el conjunto de todas las cartas (U, c.p) tal que 

A u {(U, c.p)} es también un atlas; el atlas A+ es llamado atlas maximal o completo 

generado por el atlas A. 

A un atlas, esto es una colección de cartas { (Ua, 'Pa)} que cumple la condición 1 y 2 

de la definición 1.2 y además es maximal, se le denomina estructura diferenciable. 

Definición 1.3 (Variedad diferenciable ). Una variedad diferenciable 

(d-dimensional) es un par (M, A+), donde M es un conjunto y A+ es un 

atlas maximal de M en Rd, tal que la topología inducida por A+ es de Hausdoif.f 

y segundo contable. 

Observaciones 1.2. 

• Un atlas maximal de un conjunto M que induce una topología de Hausdorff 

y segundo contable es llamada una estructura de variedad sobre M. 

• Dado una variedad (M, A+), un atlas del conjunto M cuyo atlas maximal 

es A+ es llamado un atlas de la variedad (M, A+); una carta del conjunto 
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M que pertenece a A+ es llamado una carta de la variedad (M, A+) y su 

dominio es un dominio coordenado de la variedad. 

a Dado una carta 1.p sobre M, la aplicación inversa i.p-1 es llamada una para

metrización local de M. Una familia de parametrizaciones locales es equi

valente a una familia de cartas. 

1.3. Topología de una variedad 

Antes de estudiar la topología de una variedad veamos algunas definiciones genera

les sobre topología. 

Definición 1.4 (Topología). Una topología sobre un conjunto X es una colección 

1 de subconjuntos de X, llamados conjuntos abiertos tal que: 

(I) X 1\ 4> E í. 

(n) La unión de elementos de cualquier subcolección de 1 está en T. 

(m) La intersección de elementos de cualquier subcolecciónfinita de 1 está en T. 

Un espacio topológico es un par (X, 1) donde X es un conjunto y 1 es una topología 

en X. 

Sea X un espacio topológico. Un subconjunto A de X se dice cerrado si el conjunto 

X A:= {x E X: x f/: A} es abierto. 

Sea X un espacio topológico, X es Th accesible o Frechet si para cualquier par de 

puntos distintos x e y de X, existe un conjunto abierto que contiene a x y no a y. 

X es T2 o Hausdorff si cualquier par de puntos distintos de X tienen vecindades 

disjuntas. 

Una base para una topología en un conjunto X es una colección B de subconjuntos 

de X tal que: 

I) Cada x E X pertenece a al menos un elemento de B. 

n) Si x E (E1 n E 2) con E1, B2 E B, entonces existe E3 E B tal que 

x E B3 s;;;; B 1 n B2. 
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Un espacio topológico X es llamado segundo contable si tiene una base contable 

para su topología. 

Ya visto estas definiciones vamos a estudiar la topología de una variedad. 

Como toda topología tiene una base, la base de la topología de un conjunto M 

esta formado por la colección de dominios coordenados especificados por un atlas 

maximal A+ de un conjunto M y llamaremos a esta topología, topología del atlas 

de M inducida por A. 

En la topología del atlas un subconjunto V de M es abierto si y solo si para alguna 

carta (U, r.p) en A+, r.p(V n U) es uu subconjunto abierto en JRd. Equivalentemente 

un subconjunto V de .1'-1 es abierto si y solo si para cada x E V, existe una carta 

(U, cp) en A+ tal que x E U e V. 

Una topología de uu atlas siempre satisface el axioma de separación T1, pero no 

todas las topologías de un atlas son de Hausdorff (T2) pues dos puntos distintos no 

necesariamente tienen entornos distintos. 

Para una variedad (M, A¡..) llamaremos topología de la variedad M a la topología 

del atlas de M inducida por A. 

A continuación a modo de ejemplo probaremos que los espacios vectoriales son 

variedades lineales. 

Ejemplo 1.1 (Espacios vectoriales como variedades). Sea e un espacio vectorial 

d-dimensional. Entonces dado una base (ei)i=l, ... ,d de e, la función 

X¡ 

x ~ ,P(x) 

d 

tal que x = ¿ x.¡ei es una carta del conjunto e. Todas las cartas constroidas de este 
i=l 

modo forman una estroctura diferenciable (atlas maximal) del conjunto e, el cual 

dota a e una estructura de variedad. Así cada espacio vectorial es una variedad 

lineal en una forma natural. 
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Prueba. Construyamos una estructura de variedad diferenciable en cualquier espa

cio vectorial real de dim d, para lo cual consideremos la base e (e1 , ... ,ea) una 

base cualquiera de E y consideremos la aplicación 

d 

donde x = 2.: xiei. Ahora veamos que esta aplicación es una carta del conjunto E. 
i=l 

En efecto: 

I) 7j;
1 

es inyectiva pues [si, x
1 

l [ YI 

7/Jl (x) 7/JI (y) =* : : 

xa Yd 

# Xi Yi Vi = 1, ... , d # X = y 

n) 7J;1 es sobreyectiva 

Por demostrar que: V z E ]Rd , 3x E E / 7j;1 ( x) z 

como z E 1Rd 

Como 'I{J1 es inyectiva y sobreyectiva por tanto 7j;1 es biyectíva y por tanto es una 

carta que define una estructura diferenciable en el conjunto f. 

Ahora tenemos que probar que la estructura diferencíable es independiente de la 

base elegida, para esto tomemos otra base distinta e = (e¡, ... 'ea) y consideremos 

la aplicación 

XI 

Xd 

donde x (x1e.í + ... + xdid); de manera análoga a la anterior se prueba que esta 

aplicación también es una carta de E que define una estructura diferenciable. Aho

ra como el cambio de base esta dado por eí = I; aijej , i, j E {1, ... , d}, entonces 
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el cambio de cartas estará determinado por, 1/J2 o 1/J}1 
: JRd ----> JRd, definido como 

1/J2o'I/J}1(r¡, ... , rd) = CL: riai¡, ... , L..>iltid),.i {1, · · · , d}. Puesto que cada compo

nente de tf;2 o'I/J}1 es de clase C 00
, se tiene que los atlas { 1/J2 } y { 1/J1 } son compatibles, 

por tanto definen una estructura diferenciable llamada estructura díferenciable es-

tándar de espacio vectorial real. 

Definición 1.5 (Producto de variedades). Sea M 1 y JV1 2 dos variedades de dimen

sión d1 y d2 respectivamente. El conjunto JV1 1 x M 2 es definido como el conjunto 

de pares (x1, x2), donde x1 E M1 y X2 E M2, es decir, 

se llama producto de variedades. 

Sí (U1, IPI) y (U2 , ¡p2 ) son cartas de la variedadM 1 y M 2 respectivamente, entonces 

la aplicación 

IPI x IP2 : ui x u2 _____. JRdl x JRd2 

(x1; X2) ~ (IPI X Cf'2)(xi, X2) (rpi(x¡), Cf'2(x2)) 

es una carta para el conjunto M 1 x JV1 2 • Todas las cartas así obtenidas forman tm 

atlas para el conjunto M 1 x M 2 . Con la estructura diferenciable definida por este 

atlas, MI x M 2 es llamada la variedad producto. Su topología es equivalente a la 

topología producto. 

1.4. Funciones diferenciables 

Sea F una función de una variedad MI de dimensión di en otra variedad M 2 de 

dimensión d2. Sea x un punto de M 1. Eligiendo cartas rp1 y rp2 alrededor de x y 

F ( x) respectivamente, la función F alrededor de x puede ser estudiado por medio 

de las cartas, obteniendo la función 

(2.1) 

llamada una representación coordenada de F. 
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F 

Figura 2.3: Funciones diferenciables 

Decimos que Fes diferenciable o suave en x si Fes de clase 0 00 en ¡p1(x). Una 

función F: M 1 ~ M 2 se dice suave, si es suave en cada punto de su dominio. 

Definición 1.6 (Difeomorfismo (suave)). Un difeommjismo F: M 1 ~ M 2 es una 

biyección tal que F y su inversa F~1 son suaves. 

1.4.1. Inmersiones y submersiones 

El concepto de inmersiones y submersiones harán posible para definir subvariedades 

y variedades cociente de forma concisa. 

Sea F: M 1 ~ M 2 una función diferenciable de una variedad M 1 de dimensión 

d1 en otra variedad M 2 de dimensión d2 • Dado un punto x de M 1, el rango de F 

en x es la dimensión del rango de 

donde Fes una representación coordenada (2.1) de F alrededor de x, y D F(r..p1 (x)) 

denota el diferencial de F en r..p 1 ( x). 

La función F es llamada una inmersión si su rango es igual a d1 en cada punto 

de su dominio ( d1 ~ d2). Si su rango es igual a d2 en cada punto de su dominio 

(d1 :;:?; d2), entonces esto es llamado una submersión. 
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Un punto y E M 2 se llama valor regular de F si el rango de F es d2 en cada punto 

X E (y). 

Ejemplo 1.2 (Ejemplo de inmersión). Para cada n ~ m tenemos que 

lRn lRm x lRn-m, entonces la aplicación inclusión inducida, definida por 

r >--+ in(r) = (r, O) 

es una inmersión. En efecto: 

La matriz jacobiana de la inclusión es de la forma 

y tiene rango m. Por lo tanto in es una inmersión. 

Ejemplo 1.3 (Ejemplo de submersión). Para cada m ~ n tenemos que 

lRm lRn x lRm-n, entonces la aplicación proyección inducida, definida por 

es una submersión. En efecto: 

La matrizjacobiana de pr1 es: 

que tiene rango n. Por lo tanto pr1 es una submersión. 

1.5. Subvariedades regulares 

Un conjunto X puede admitir muchas estructuras de variedad. Sin embargo si el 

conjunto X es un subconjunto de una variedad (J\.1, A+), entonces admite a lo más 

una estructura de variedad. 

Sea (M, A+) y (N,B+) dos variedades tal que N e M. La variedad (N,B+) 

es llamada una subvariedad inmersa de (M, A+) si la aplicación inclusión 

i: N-+ M definida como i(x) = x es una inmersión. 
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Sea (N,B+) una subvariedad de (M,A+). Ya que M y N son variedades son 

también espacios topológicos con la topología de la variedad. Si la topología de 

la variedad N coincide con la topología del subespacio inducido por el espacio 

topológico M, entonces N es llamada una snbvariedad regular, una subvariedad 

incrustada, encajada o simplemente una subvariedad de la variedad M. 

Proposición 1.1. Sea N un subconjunto de una variedad M. Entonces N admite 

a lo más una estructura diferenciable que lo hace una subvariedad regular. (Ver 

BOOTHBY WM (1986), [9], pag. 77.) 

Nota 1.1. En la proposición anterior; la variedad M es llamada el espacio en

cajante y si dicho espacio es el espacio 1Rnxp o un subconjunto abierto de 1Rnxp, 

decimos que N es una subvariedad matricial. 

Proposición 1.2 (Teorema de submersión). Sea F : M 1 ~ M 2 una aplicación 

suave entre dos variedades de dimensión d1 y d2, d1 > d2, y sea "y" un punto de 

M 2• Si y es un valor regular de F (es decir, el rango de Fes igual a~ en cada 

punto de p-1(y)) entonces (y) es una subvariedad regular cerrada de M 1, y 

dim(F-1(y)) = d1 d2 . (Ver BOOTHBYWM (1986), [9],pag. 80.) 

Proposición 1.3 (Teorema de subinmersión). Sea F : M 1 ~ M 2 una aplicación 

suave entre dos variedades de dimensión d1 y d2 y sea y un punto de F(M 1 ). Si F 

tiene rango constante k < d1 en una vecindad de F-1(y), entonces p-1(y) es una 

subvariedad regular cerrada de M 1 de dimensión d1 k. (Ver BOOTHBY WM 

(1986), [9}, pp. 79.) 

1.5.1. La variedad de Stiefel 

Denotemos como St(p, n), p ~ n al conjunto de todas las matrices ortonormales es 

decir, 

St(p, n) :={X E 1Rnxp: xrx lp}, (2.2) 

donde IP es la matriz identidad de orden px p. El conjunto St(p, n) (con su estructura 

de subvariedad que se discutirá luego) es llamado la variedad de Stiefel (ortogonal 

o compacta). 
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A continuación veremos que St(p, n) es una subvariedad regular de la variedad 

JRnxp. En efecto: 

Claramente de la definición de St(p, n) es un subconjunto del conjunto JRnxp; ade

más el conjunto JRnxp admite una estructura de variedad lineal. Ahora consideremos 

la función 

F: JRnxp --+ Ssim(P) 

X ~ F(X) = XT X - lp, 

donde Ssim (p) denota el conjunto de todas las matrices simétricas de orden 

p x p. También se puede ver que Ssim (p) es un espacio vectorial, pues como, 

JRPXP probaremos que aA + bB E Ssim(p), para todo A, B E Ssim(P) 

y a, b E K, veamos: 

BE Ssim(P) =* B = BT =* bB bBT 

entonces: aA + bB = aAT + bBT = (aA)T + (bB)T = (aA + bB)T 

por tanto, aA + bB E Ssim(p) y así Ssim(p) es un espacio vectoriaL 

También: St(p, n) = p-1(0p) pues: 

{X E JRnxp : f(X) XT X lp = Op} 

{X E JRnxp: xT X= Ip} St(p, n) 

Ahora para aplicar el teorema de submersíón nos falta probar que Op es un valor 

regular, es decir, debemos probar que F es una submersión en cada punto X de 

p-1 (0p) = St(p, n); en efecto: 

El hecho que el dominio de Fes un espacio vectorial nos libra de tener que trabajar 

con cartas, solo necesitamos mostrar que: 

Para todo Z E Ssim(P), 3Z E JRnxp, tal que D F(X)[Z] = Z; veamos: 

ahora sea: Z 1 ~ . 
2xz, entonces, 

D F(X)[~XZ] 1 ~T T 1 T "' " "'T "' - Z X X + -X X Z = Z pues XT X = 1 y Z Z, 
2 2 ' p 
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por lo tanto, 3 Z = ~X Z tal que D F(X)[Z] Z, esto quiere decir que el rango 

de la función D F(X)[·J es igual a Ssim(p); por tanto el rango de Fes igual a la 

dimensión de Ssim(P) en cada punto de St(p, n). Luego por el teorema de submer

sión se tiene que el conjunto St(p, n) definido en (2.2) es una subvariedad regular 

Ahora para obtener la dimensión de St(p, n), sabemos que el espacio vectorial 

Ssim (p) tiene dimensión !P(P+ 1), puesto que una matriz simétrica es completamen

te determinada por su parte triangular superior y también sabemos que la dimensión 

de 1Rnxp es np; por lo tanto por la proposición 1.2 tenemos que: 

dim St(p, n) = np 
1 
2p(p + 1). 

Puesto que St(p, n) es una subvariedad regular de IRnxp, su topología es la topología 

del subconjunto inducido por IRnxp. 

Observaciones 1.3. 

1!!! Para p = 1, la variedad de Stiefel St(p, n) se reduce a la esfera unitaria sn-l 

• Para p n, la variedad de Stiefel St(p, n) se convierte en el grupo ortogonal 

On donde su dimensión es 4n(n 1). 

1.6. Vectores tangentes y aplicaciones diferenciables 

Existen muchos métodos para generalizar la noción de una derivada direccional 

D f(x)['q] l
, f(x + try) j(x) Im __:_ __ c__ _ __;_ 

t-+0 t 
(2.3) 

de una función real j definida sobre una variedad. Uno de estos métodos para ge

neralizar la derivada direccional es reemplazar t ~----'" ( x + try) por una curva suave 

¡sobre M por medio de x (es decir, ¡(O) = x); por medio de esto se obtiene una 

derivada direccional bien definida d(f~"Yit))) 1 . Así tenemos una operación denota-
t=O 

da por ,:Y(O), que toma una función j, definida localmente en una vecindad de x, y 

devuelve el número real d(f(y(t))) 1 . 

dt t=O 
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1.6.1. Vectores tangentes 

Sea M una variedad. Una aplicación suave¡ : 1R --4 M definida port._ ¡(t) se 

denomina una curva en M. La idea de definir una derivada ¡' ( t) como 

¡' (t) := lím ¡(t + r) ¡(t) 
T-+0 T 

(2.4) 

requiere de una estructura de espacio vectorial para calcular la diferencia 

¡(t + r) - ¡(t), pues puede no estar definido en alguna variedad no lineal. Sin 

embargo dado una función real suave f sobre M, la función f o¡ : t ._ f(¡(t)) 

es una función de 1R a 1R con una derivada clásica bien definida. Esto será mejor 

explicado en la siguiente definición. 

Definición 1.7. Sea x un punto en M, sea¡ una curva por medio de x en t O, y 

denotemos.;; x (M) al conjunto de fUnciones reales suaves definidas en una vecindad 

de x. La aplicación i'(O) definida por 

')'(O) : .;;x(M) --4 1R 

.f ._ i'(O)f. d(f~¡?))) Lo (2.5) 

es llamado el vector tangente a la curva ¡ en t = O. 

Nota 1.2. Cuando M es un espacio vectorial E, la aplicación i'(O) y la derivada 

¡'(O) := lím ~(¡(t) ¡(O)) cumplen la siguiente relación 
t-+0 t 

i'J D](¡(O))[r'(o)] 

para todas las fimciones] definidas en una vecindad U de ¡(O) en E y donde f 

denota la restricción de f a U n M. 

A continuación definiremos formalmente la noción de vector tangente. 

Definición 1.8 (Vector tangente). Un vector tangente ~x a una variedad en un pun

to x es una aplicación de .;;x(M) a 1R tal que existe una curva¡ sobre M con 

¡(O)= x, satisfaciendo 

~xf = i'(O)j = d(f(¡(t))) 1 

dt t=O 

para todo fE ~x(M). El punto X es llamado la base del vector tangente ex. 
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Dado un vector tangente f;, a M en x, existen infinitas curvas 1 que realizan f;, (es 

decir, 1'(0) = f;,). Estas curvas pueden ser caracterizadas en coordenadas locales en 

la siguiente proposición. 

Proposición 1.4. Dos curvas rl y 12 por medio de un punto x en t = O (es decir, 

ri (O) = x 12 (O)) satisface '"YI (O) i2 (O) si y solo si, dado una carta (U, <p) con 

x E U, se cumple que 

Prueba. Siendo (U, <p) una carta, entonces, 

x H ¡p(x) = (¡p1(x), ... , I.Pn(x)) 

Luego tenemos que cada I.Pi E ~x(A1), para todo i = 1, ... , n pues, 

I.Pi: u - JR 

X H I.Pi(X) 

Ahora si: i1 (O) i2(0) 

=? d(¡p(11(t))) j = d(¡p(r2(t))) 1 

dt t=O dt t=O 

Recíprocamente; siendo (U, ¡p) una carta entonces <p :U ___,. JRn es una biyección. 

Ahora dado algún fE ~x(M) (arbitrario) tenemos: 

24 



aplicando la regla de la cadena se tiene, 

"i'l(O)f [(!o <p-l)(<p(¡¡(O)))]' d(<p~~(t))) lt=O 

[(!o <p-l)(<p('y2(0)))]' d(<p~~(t))) lt=O 

d((J o <p-l )(<p('y2(t)))) 1 

dt t=O 

. d{f(J~(t))) lt=O 

··12(0)! 

Como fes arbitraria, entonces i1(0)j = i2(0)j, para todo fE .;yx(M) 

Porlo tanto: i1(0) i2(0). 

Definición 1.9. El espacio tangente a M en x, denotado por TxM, es el conjunto 

de todos los vectores tangentes a M en x, es decir, 

TxM = { ~ : ~ es un vector tangente a M en x} 

Proposición 1.5. El espacio tangente TxM admite una estructura de espacio vec

torial. 

Prueba. Dado i1(0), i2(0) E Tx(M) y a, bE IR definimos 

Debemos probar que: a"¡1 (O) + bi2 (0) E TxM, esto implica que debemos probar la 

existencia de una curva¡ tal que )'{O) = ai1 (O) + bi2(0). 

En efecto: 

Consideremos la carta (U, <p) con x E U y definimos la siguiente curva 

¡(t) = <p-1(a<p(¡1(t)) + b<p(¡2(t))), 

entonces, 

<p(¡(t)) = a<p(¡1(t)) + b<p(¡2(t)) (2.6) 
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Luego: 

'Y(O)f= d(f('y(t))) 1 , Vf E ~x(M) (arbitraria). 
dt t=O 

= d((f o IP-l )(~P('r(t)))) 1 

dt t=O 

=[U o IP-l)C~Ph'(o)))r {a d(~Ph'l(t))) j + b d(~Pb2(t))) 1 } 

d t t=O dt t=O 

=a d(f(¡1(t))) 1 + b d(f("l2(t))) 1 

dt t=O ·dt ~o 

= a('y¡(O)f) + b(¡2(0)f) 

donde la cuarta igualdad se obtiene por la ecuación (2.6) y la séptima igualdad se 

obtiene puesto que en la sexta igualdad se cumple que ¡(O) ¡1 (O) = ¡2 (O). 

Luego, como f es arbitraria, entonces se tiene que: 
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1.6.2. Vectores tangentes a un espacio vectorial 

Sea t: un espacio vectorial y sea x un punto de t:. Un vector tangente E, a t: en x es 

una aplicación 

E, : ~x(E) ---7 IR 

f ~ [,f = d(f(¡(t))) 1 , 

dt t=O 

donde¡ : (-e, e) ---7 t: es una curva con 1(0) = x. Definiendo 1' (O) E t: como en 

(2.4) tenemos que 

fJ = D f(x)[r' (O)] 

Para mostrar esta igualdad usaremos la siguiente definición: Si f es una función 

real en un espacio euclidiano t:, entonces dado x E t:, definimos grad f ( x) como el 

único elemento de t: que satisface 

(grad f(x), h) = D f(x)[h], 'Vh E t: 

En efecto: 

= D f(x)[¡' (O)] 

Además¡' (O) no depende de la curva 'Y que realiza E,. Esto define una correspon

dencia canónica lineal biyectiva 

F : . TxE _,. t: 

~ ~ F(~) = ¡' (0), 

la cual identifica a Tx& con t:, es decir: 

(2.7) 
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Para probar lo anterior usaremos el teorema de las transformaciones lineales que 

dice: Si A y B son espacios vectoriales y T : A -)o B una transformación lineal 
A 

entonces N uc(T) ::::::: Im(T) 

En efecto: 

Como F es una correspondencia lineal biyectíva y TxE y E son espacios vectoriales, 

además F biyectiva, entonces, por teorema de álgebra lineal tenemos: 

F inyectíva => Nuc(F) = {O} 

F sobreyectiva => Im( F) = E 

Luego: 

TxE 
Nuc(F) 

Por lo tanto, TxE :::::: E. 

1.6.3. Fibrado tangente 

Dado una variedad M, sea TM el conjunto de todos los vectores tangentes a M: 

TM:= UTxM-
xeM 

Puesto que cada ( E TM esta en uno y solo un espacio tangente TxM, se deduce 

que M es un cociente de T M con proyección natural, 

1r: TM -)o M 

e E TxM 1--'> 1r( () X 

El conjunto T M admite una estructura de variedad llamada :fibrado tangente de M. 

1.6.4. Campos vectoriales 

Un campo vectorial ( sobre una váriedad M es una función suave de M al fibra

do tangente T M que asigna a cada punto x E M un vector tangente (x E TxM, 

28 



es decir, 

f: M~ TM 

X f-+ f(x) =ex E TxM 

Dado un campo vectorial e sobre M y una función real (suave) fE ~(M), denote

mos por e! a la función real sobre M definida por 

(~f)(x) := f.x(f) 

para todo x E M. La aplicación de dos campos vectoriales y la multiplicación de 

un campo vectorial por una función f E ~(M) son definidas como: 

(f~)x f(xKc, 

(~ + ()x .- ex + (x, Vx E M. 

Las operaciones anteriores preservan la suavidad. Denotamos por x(M) al conjun

to de campos vectoriales suaves dotados con las operaciones anteriores. 

Sea (U, l.fJ) una carta de la variedad M. El campo vectorial Ei sobre U definida por 

es llamado el í-ésimo campo vectorial coordenado de (U, 1.fJ). Estos campos vecto

riales coordenados son suaves, y cada campo vectorial e admite la descomposición 

sobre U. 

1.6.5. Diferencial de una aplicación 

Sea F : M ~ N una aplicación suave entre dos variedades M y N. Sea f.x un 

vector tangente en un punto x de M. La aplicación 

DF(x): TxM ~ TF(x)N 

e ~--+ D F(x)[f.] 

es una aplicación lineal llamada ,la diferencial (función diferencial o derivada) de F 

enx. 
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Notas 1.3. 

DF(x) 

F -----

T N DF(x)['] 
F(x) 

Figura 2.4: Aplicación diferencial de F en x 

l. La aplicación D F(x)[.;x] de 'JP(x)(N) a R definida por 

(D F(x)[.;])¡ :=.;(!o F) (2.8) 

es un vector tangente a N en F(x). El vector tangente D F(x)[.;x] es reali

zado por F o ¡, donde ¡ es alguna curva que realiza ex· 

2. Si M y N son variedades lineales, entonces con la identificación 

TxM ~M y TyN ~N, D F(x) se reduce a su definición clásica 

D F(x)[ex] = lím F(x + t.;x) F(x) 
t-.0 t (2.9) 

1.6.6. Vectores tangentes a subvariedades regulares 

Sea M una subvariedad regular de un espacio vectorial E y sea ¡ una curva en M, 

con ¡(O) = x. Definir 

¡'(O) := lím ¡(t) -¡(O), 
t->0 t 

donde la expresión ¡(t) -¡(O) está bien definida puesto que ¡(t) E E, para todo t. 

Así se sigue que¡' (O) definida anteriormente es un elemento de TJ;E ~ E. Ya que 

¡es una curva en M, también induce un vector tangente )'(O) E Ta;M. 
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~ 
1 

Figura 2.5: Curvas y vectores tangentes sobre la esfera sn-l 

También, "/ (O) y ,:Y (O) están relacionados de la siguiente manera: Si 1 es una función 

real en una vecindad U de x en t: y f denota la restricción de 1 a U n M, entonces 

tenemos 

')t(O).f :t f(¡(t))it=O = :t 7(1'(t))jt=O = D 1(x)[¡' (0)]. (2.10) 

Esto produce una identificación natural de TxM con el conjunto 

{¡'(O):¡ es una curva en M, ¡(O) x}, (2.11) 

el cual es un subespacio lineal del espacio vectorial Txt: ~ t:. 

En vista de la identificación de TxM con (2.11), se escribirá ,:Y(t), ¡' (t) y :t ¡(t) 

intercambiablemente y también se usará la igualdad 

TxM Nuc(F(x)) (2.12) 

para denotar la identificación de TxM con (2.11 ). 

Cuando M es definida como un conjunto nivel de una función de rango constante 

F : t: ,_,. JRn, tenemos 

TxM = Nuc(D F(x)), (2.13) 

esto quiere decir que el vector tangente a M en x corresponde a los vectores ~ que 

satisfacen D F(x)[~] =O 
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Ejemplo 1.4 (Espacio tangente a una esfera). Sea la curva X : (-E,E) - sn-] 

definida como t ~----'> x( t) en la esfera unitaria sn-l que pasa por x0 en t O (es 

decir, x(O) = Xo). Ya que x(t) E sn-1 para todo t, tenemos 

xT(t).x(t) = 1, V t. 

Diferenciando esta ecuación con respecto a t obtenemos: 

==? xT(t)x(t) = 0 ==? xT(O)x(O) = 0 

==? X (O) E V = { z E R n : x¡f z O} 

entonces, 

T sn-1 e V xo -

Ahora sea z E V xfi' z = O. Luego consideremos la curva 

X: (-E, E) - sn-1 

t ~----'> x(t) 

Luego: 

(xo + tz) 

llxo + tz!l 

, z 
X (t) = w z; pues como Z E sn-l 

==? .i(O) z ==? z = x(O) E Txosn-1 

entonces, 

Por tanto de (2.14) y (2.15) tenemos: 

llzil = 1 

el cual es el conjunto de todas los vectores ortogonales a x en Rn. 

(2.14) 

(2.15) 
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Figura 2.6: Espacio tangente sobre la esfera sn-l 

Ejemplo 1.5 (Variedad de Stiefel ortogonal). 

Recordemos que St(p,n) = {X E ]RnXp : xrx = Ip}· Usaremos la igualdad 

(2.12) para hallar Tx St(p, n). Para esto consideremos la .función 

F .. ]RnXp S ( ) --"' sim P 

X ~ F(x) xrx. 

Luego 

Probaremos que Ip es un valor regular de F, para esto probaremos que: Para todo 

Z E Ssim(P), E lRnxp, tal que D F(X)[Z] = Z. En efecto: 

DF(x)[Z] (F'(x),z) =(X +Xr,z) 

(X,Z) + (Xr,z) = zrx +Xrz. 

Ahora, sea Z = ! X Z, entonces, 

D F(X)[(l/2)XZ] 

Así el rango de F es igual a la tfimensión de Ssim (p ), para todo Z E dom F, 

en particular el rango de F es igual a la dimensión de Ssim (p) para todo 
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Z E p-l(Ip), por tanto Ip es un valor regular de F. 

Por lo tanto: 

1.7. Métrica riemanniana, distancia y gradientes 

Los vectores tangentes sobre variedades generaliza la noción de una derivada di

reccional. Para caracterizar que dirección de movimiento de x produce el mejor 

incremento en f, adicionalmente necesitamos una noción de longitud que aplica a 

vectores tangentes. Esto es hecho por dotar a cada espacio tangente T.-cM con un 

producto interno (-, ·)x, es decir, una forma bilineal, simétrica y definida positiva. 

El producto interno (, · \ induce una norma, 

sobre TxM. La dirección de mayor ascenso es dado por 

arg max D f(x)[~x] 
(;ET:~:M:I!Exll=l 

Una variedad cuyos espacios tangentes con un producto interno variando suavemen

te es llamado una variedad riemanniana. El producto interno variando suavemente 

es llamado la métrica riemanniana. Se usarán las siguientes notaciones para de

notar el producto interno de dos elementos ~x y (r: de TxM 

Estrictamente hablando, una variedad riemanniana es un par (M, g), donde M es 

una variedad y g es una métrica riemanniana sobre M. 

Nota 1.4. Un espacio vectorial dotado con un producto interno es una variedad 

riemanniana particular llamada espacio euclidiano. 

Sea (U, cp) una carta de una variedad riemanniana (M, g) Las componentes de g 

en la carta son dados por 
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donde, Eí denota el í-ésimo campo vectorial coordenado (ver sección 1.6.4). Así, 

para los campos vectoriales .; = ~í .;í Eí y .; = ~í eí Ei, tenemos 

g(.;,() = <e,T]> ¿9íjeí(j. 
í,j 

Note que las componentes 9iJ son funciones reales sobre U <:::;: M. Podemos tam

bién definir las funciones reales 9ij o i.p-1 sobre 'P(U) <:::;: JRd; usamos la misma 

notación para ambos. También usamos la notación G : x ._.. Gx para las funcio

nes matriciales, tal que los elementos (i,j) de Gx son 9iJix. Si denotamos por 

(:x = Di.p(i.p-1 (x))[~x] y (x = Di.p(rp-1 (x))[(x], con x = rp(x), la representación 

de .;x y (x en la carta, entonces tenemos, en notación matricial, 

(2.16) 

Se puede ver que G es una matriz simétrica y definida positiva en cada punto. 

La longitud de una curva¡: [a, b] .-M sobre una variedad riemanniana (M, g) 

es definida por 

L(7) = J: yfg('Y(t),"f(t))dt. 

La distancia riemanniana sobre una variedad riemanniana conectada (M, g) es 

dist : M x M .- 1R 

(x, y) ._.. díst(x, y) inf L(¡), 
r 

donde, r es el conjunto de todas las curvas en M uniendo puntos x e y. 

Asumiendo que M es de Hausdorff, se tiene que la distancia riemanniana define 

una métrica (ver BARRET O'NEILL (1983), [5]), es decir, 

l. dist(x, y) ~O, con dist(x, y) O ~ x y (definida positiva). 

2. dist(x, y) = dist(y, x) (simetría). 

3. dist(x, z) + dist(z, y) ~ dist(x, y) (desigualdad triangular). 

Dado un campo escalar suave f sobre una variedad riemanniana M, el gradiente de 

f en x denotado por grad f ( x), es definido como el único elemento de TxM que 

satisface 

<gradf(x),Ü:v D f(x)[.;], V.; E TxM. (2.17) 
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La expresión coordenada del grad f tiene la siguiente notación matricial, 

(2.18) 

donde, G es la función matricial definida en (2.16) y Orad denota el gradiente eu~ 

clidiano en JR.d, 

En realidad de (2.16) y (2.18), tenemos que 

El gradiente de una función·tiene las siguientes propiedades notables de máximo 

ascenso: 

11 La dirección de grad f ( x) es la dirección de máximo ascenso de f en x: 

gradf(x) 

!lgrad f( x) 11 

arg max D f(x)[~] 
~ET.,.M:IIf,,li=l 

11 La norma de grad f ( x) da la máxima pendiente de f en x: 

[ 
gradf(x) ] 

llgrad f(x)ll = D f(x) jjgrad f(x)ll 

Las dos propiedades son muy importantes en el ámbito de los métodos de optimi-

zación. 

1. 7.1. Subvariedades riemannianas 

Sea M una sub variedad regular de una variedad riemanniana M· desde que cada 

espacio tangente TxM puede ser considerado como un subespacio de TxM, la mé

trica riemanniana g de M induce una métrica riemanniana g sobre M de acuerdo a 
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donde e y ( del lado derecho de la igualdad son vistos como elementos de TxM. 

Esto torna a M en una variedad riemanniana de 

El complemento ortogonal de TxM en TxM es llamado el espacio normal a M en 

x y es denotado por (TxM)_t_: 

Algún elemento e E T:uM puede ser únicamente descompuesto en la suma de un 

elemento de T:uM y un elemento de (TxM)_t_: 

donde, Px denota la proyección ortogonal sobre TxM y Pf denota la proyección 

ortogonal sobre (TxM)_t_. 

Ejemplo 1.6. La esfera unitaria sn-l es considerada una subvariedad riemannia

na de lRn, el producto interno es heredado del producto interno estándar en lRn y 

es dado por 

(e, r¡) := e r¡ (2.19) 

El espacio normal es 

(T~ cm-l)_L { lR} wo xa: a E , 

y las proyecciones son dadas por 

para X E sn-l. 

Observación 1.4. Sea 7 unq función objetivo definida sobre una variedad rieman

niana M y denotemos por f la restricción de 7 a la subvariedad riemanniana M. 

El gradiente de f es igual a la proyección del gradiente de 7 sobre TxM. 

grad f(x) = P-v g¡·ad 7(x). (2.20) 
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En realidad, Px grad J ( x) pertenece a TxM y la ecuación (2.17) es satisfecha, 

puesto que, V( E TxM tenemos: 

(Pxgrad](x),() = (grad](x)- P;- grad](x),() 

(grad](x), () = D](x)[(] = D f(x)[(] 

2. Método de máximo descenso usando retracciones 

en variedades riema.nnianas 

En esta sección estudiaremos el método de máximo descenso en variedades rieman-

nianas para resolver un problema de optimización de la forma: 

donde fes una función definida en una variedad riemanniana M. 

El método de máximo descenso genera una sucesión de puntos o fórmula de actua

lización 

done rJk E TxkM (TxkM es el espacio tangente a la variedad M en el punto x~c), tk 

es un escalar para el cual se hará una búsqueda de Armijo para determinarlo y R es 

una aplicación llamada retracción, la cual estudiaremos a continuación. 

2.1. Retracciones 

Una retracción sobre una variedad M es una aplicación suave R del fibrado tangente 

T M sobre M, y si denotamos por Rx la restricción de R a TxM, tendremos: 

Rx: TxM -+ M 

t;" ~ Rx(t;"), 

Entonces, debe cumplir las siguientes propiedades: 
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(I) Rx(Ox) x, donde Üx denota el elemento cero de TxM. 

(II) Con la identificación canónica To.,TxM ~ TcM, Rx satisface 

(2.21) 

donde idT.,M denota la aplicación identidad sobre TxM. 

Respecto a la condición (2.21) notemos que, puesto que Rx es una aplicación de 

TvM a M enviando Üx a x, de esto se sigue que D Rx(Ox) es una aplicación de 

T0,(TxM) a TxM (ver sección 1.6.5). Ya que TxM es un espacio vectorial, existe 

una identificación natural Tox (TxM) ~ TxM (ver sección 1.6.2). A la condición 

D Rx(Ox) = idT,.M se llama la condición de rigidez local, que preserva gradientes 

enx. 

Figura 2.7: Retracción 

Nota 2.1. Dado una función real f sobre una variedad M dotada con una retrae-
"' ~ 

ción R, denotemos la función f como f = f o R; para x M denotemos por 

~ 

fx f 0 Rx (2.22) 

~ ~ 

a la restricción de f a TxM. Note que fx es una función real sobre un espacio 

vectorial. Por la condición de rigidez local (2.21), tenemos (con la identificación 

canónica (2.7)) D h(Ox) D f(x). Si M es dotada con una métrica riemanniana 
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<Y así TxM con un producto interno), tenemos 

grad h(Ox) = grad f(x) (2.23) 

A continuación haremos uso de muchas estructuras (subvariedades regulares) y ob

jetos matemáticos (coordenadas locales, proyecciones, factorizaciones) que pueden 

ser aprovechadas para definir retracciones. 

2.1.1. Retracciones sobre subvariedades regulares 

Sea M una subvariedad regular de un espacio vectorial E. Recordemos que TxM 

puede ser visto como un subespacio lineal de Tx& (ver sección 1.6.6) el cual puede 

ser identificado con E (ver sección 1.6.2). Esto nos permite ligeramente abusar de 

notación, para considerar la suma x+~ de un punto x de M, visto como un elemento 

de E, y un vector tangente ~ E TxM, visto como un elemento de Tx& ~ [.. En este 

sentido es conveniente definir una retracción de la siguiente manera. Dado x E M 

y~ E TxM, calcular Rx(~) como: 

l. Movimiento a lo largo de ~para obtener el punto x + ~ en el espacio encajante 

lineal. 

2. Proyectando el punto x + ~ sobre la variedad M. 

El asunto ahora es definir una proyección que tome el procedimiento en una retrac

ción bien definida y que sea computacionalmente eficiente, para esto nos basaremos 

en la descomposición de matrices tales como la descomposición que incluye la fac

torización Q R y la descomposición polar. El propósito de esta sección es desarrollar 

la teoría de retracciones basadas en descomposición. 

Sea M una variedad regular de un espacio vectorial E y sea N una variedad abs

tracta tal que dim(M) + dim(N) = dim(&). Suponer que existe un difeomorfismo 

1J: M X N ~ [.* 

(F, G) >-4 cjJ(F, G) 
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donde E* es un subconjunto abierto de E (así E* es una subvariedad abierta de E), 

con un elemento neutral I E N satisfaciendo 

</>(F, I) = F, pE M. 

Proposición 2.1. Bajo las suposiciones dadas anteriormente sobre cp, la aplicación 

donde, 1f1 :M x N_,. M definida como 1f1(F, G) Pes la proyección sobre la 

primera componente; define una retracción sobre M. 

Prueba. Puesto que E* es abierto, se sigue que X + t; E* para todo t; en algún 

entorno de Ox, ahora como </> es difeomorfismo, entonces cp-1 esta definido sobre 

todo el espacio E,.. (es decir, dom(cp-1 ) = E*), ahora como 7f1 o </>-1 : E* _,. M 

entonces se tiene que Rx(() está definido para todo t; en un entorno del origen de 

TxM. 

Veamos que la aplicación R es suave; como cp es difeomorfismo entonces cp y 

c/J-1 son diferenciables, y se sabe que la proyección es diferenciable, por tanto 

Rx(() := </>1 (</>-1(X + t;)) es diferenciable y por tanto también es continua. 

Ahora probemos las condiciones (I) y (ll) de la definición de retracción. 

(1) Por demostar que: Rx(Ox) X, en efecto: 

(u) Propiedad de rigidez local, para esto notemos que V t; E TxM, tenemos, 

También: 

D1 c~J(X,I)[t:] = ( o<t>~i I) ,e) (1,0 = t: 

D </>(X, I)[(e, O)] (grad </>(X,!), (e, O)) 

(grad X, (e, O)) 

((1, O),((, O)) 

e 
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Por tanto: 

Dt1J(X, !)[~] D 4J(X, !)[(~,O)] = ~ 

Ahora ya qne: 1r1 o 4J-1 (4J(F, !)) = F, se tiene que, para todo~ E TxM, 

pues D X[~]= (gradX,~) = (1,0 f Entonces: 

~ = D(1r1 o 4J-1)(4J(X, J))[Dt4>(X, I)[~]] 

D(1r1 o 4J- 1 )(X)[~] = D Rx(Ox)[~] 

=> D Rx(Ox) = idr:xM· 

Por lo tanto, Rx es una retracción. 11 

Ejemplo 2.1 (Retracción sobre el grupo ortogonal). Sea /vt = On St( n, n) el 

grupo ortogonal. La descomposición QR de una matriz A E lR~xn es la descompo

sición de A como A =QR, donde Q pertenece a On y R E Ssup+ ( n) (el conjunto de 

todas las matrices triangulares superiores con elementos de la diagonal estricta

mente positivos). Luego la inversa de la descomposición QR es la aplicación 

4J: On X Ssup+(n) 

(Q,R) ,__ QR. 

Ahora denotemos por qf := 1r1 o 4>-1 a la aplicación que envia una matriz al fac

tor Q de su descomposición QR. La aplicación qf puede ser calculada usando la 

ortonormalización de Gram-Schmidt. 

Verifiquemos que 4> satisface todas las suposiciones de la Proposición 2.1. En 

efecto: 

La matriz identidad será el elemento neutral pues 4>( Q, !) = Q I = Q, para todo 

Q E On, además por la existencia y unicidad de la descomposición se tiene que 4> es 

biyectiva, también como 4> es la restricción de una función suave (producto de ma

trices) entonces 4> es suave. Véamos que 4>-1 es también suave, para esto notemos 

que la matriz Q es obtenida por el proceso de Gram-Schmidt, el cual es C00 sobre 
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el corifunto de matrices de rango completo. Ahora como la segunda componente R 

es obtenida como Q-1 !11, se deduce q;-1 es C00
• En conclusión las suposiciones de 

la Proposición 2.1 se cumplen, por lo tanto una retracción para el grupo ortogonal 

será, 

Rx(Xn) . qf(X + xn) = qf(X(J + n)) = x qf(J + n). 

Ejemplo 2.2 (Retracción sobre la variedad de Stíefel). Considerar la variedad de 

Stiefel St(p, n) = {X E Rnxp : XTX = JP}, tal como en el caso del grupo 

ortogonal, la retracción será, 

donde qf(A) denota elfactorQ de la descomposición de A E R~xp; como A= QR, 

donde Q E St(p, n) y R es· una matriz triangular superior de orden p x p con 

elementos de su diagonal estrictamente positivos. 

Ejemplo 2.3 (Retracción sobre la esfera sn-1). 

Sean M= y N= {x E R: x > 0}, y considerar la aplicación 

4;: MxN ~ 

(x, r) ~--> xr. 

Es sencillo de verificar que 1; es un difeomorfismo; luego por la Proposición 2.1 se 

obtiene la retracción 
x+~ 

Rx(~) = llx +~!1' 
definida para todo~ E Txsn-1. El punto Rx(~) es el punto de sn-1 que minimiza 

la distancia a x + f 

2.2. Método del máximo descenso 

Este método de búsqueda lineal sobre variedades riemannianas está basado en la 

fórmula de actualización 

donde T]k está en Tx.,M, tk es un escalar y Rxk es una aplicación retracción. Para ob

tener los resultados de convergencia estudiaremos algunas restricciones que deben 

ser impuestas a T/k y tk. 
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Definición 2.1 (Sucesión relacionada con el gradiente). Dado una función objetivo 

f sobre una variedad riemanniana M, una sucesión {1Jk}, 1Jk E TxkM, es rela

cionada al gradiente si, para alguna subsucesión {X k} kEIC de {X k} que converge 

a un punto no crítico de f, la subsucesión correspondiente { 1Jk}kETC es acotada y 

satisface 

límsup (gradf(xk),1Jk) <O 
k->CIJ, kEIC 

Definición 2.2 (Punto de Armijo). Dado una función objetivo f sobre una variedad 

riemanniana M con retracción R. un punto x E M, un vector tangente T) E TxM, 

y escalares a> O, {3, O" E (0, 1), el vector de Armijo es 1JA = tA1] = {3ma1J, donde 

m es el menor entero no negativo tal que 

El real tA es el tamaño de paso de Armijo. 

A continuación proponemos el algoritmo 1 que describe una búsqueda lineal 

acelerada. 

Algoritmo 1 Búsqueda lineal acelerada 
Entrada: Una variedad riemanniana M, una función objetivo f continua

mente diferenciable sobre M, una retracción R de T M a M, escalares 

a> O; e, {3, O" E (0, 1) y una iteración inicial x0 E M. 

Salida: Sucesión de iteraciones { xk}. 

1: para k= O, 1, 2, ... hacer 

2: Escoger 1Jk E TxkM tal que la sucesión {1Jkh=o,1, ... es relacionada al gra

diente. 

3: Seleccionar Xk+l tal que 

donde, t~ es el tamaño de paso de Armijo para a, {3, O" y 1Jk dados. 

4: fin de para 

(2.24) 
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El algoritmo 1 esta dado de manera general pues se pueden acoplar muchos métodos 

de interés mientras satisfagan ciertas propiedades fundamentales de convergencia. 

En particular la elección de Xk+l = Rxk (ttr¡k) en el paso 3 del algoritmo 1 satisface 

(2.24), pero esta elección no es única, por ejemplo la elección de Xk+l = Rxk ( t'[;r¡k), 

donde t'k = argmillt .f(Rxk(tr¡k)), también satisface (2.24), esta elección es cono

cida como búsqueda lineal exacta. 

2.3. Análisis de convergencia 

Primero definiremos las nociones de convergencia y puntos límite sobre variedades, 

luego daremos un resultado de convergencia global para el algoritmo l. 

2.3.1. Convergencia sobre variedades 

La noción de convergencia sobre variedades es la generalización del caso en 1Rn, 

veamos. 

Definición 2.3. Una sucesión infinita {x,.:}k=O,I, ... de puntos de una variedad 

M se dice que es convergente si existe una carta (U, '1/J) de M, un punto 

x* E U, y k > O tal que xk esta en U para todo k ~ K y tal que la sucesión 

{'1/J(xk)}k=K,K+l, ... converge a '1/J(x*). 

El punto 'lj;-1 (límk-.oo'I/J(xk)) es llamado el límite de la sucesión convergente 

{X k h=O,l, ... · Cada sucesión convergente de una variedad (Hausdorff) tiene uno y 

solo un punto límite. Esto se justifica dado que la variedad es de Hausdorff y se sa

be que en un espacio de Hausdorff toda sucesión convergente tiene un límite único. 

(Para una demostración de lo mencionado, ver SEYMOUR LIPSCHUTZ (1965), 

[21], pag. 145.) 

Nota 2.2. Una definición equivalente y más concisa de convergencia es la siguien

te: Una sucesión sobre una variedad es convergente si esta es convergente en la 

topología de la variedad, es decir, existe un punto x* tal que cada entorno de x* 

contiene todos los términos de la sucesión, excepto un número finito. 
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Definición 2.4. Dado una sucesión {xkh=o,I, ... decimos que x es un punto de acu

mulación o punto límite de la sucesión, si existe una subsucesión {xikh=o,I, ... que 

converge a x. El conjunto de puntos de acumulación de una sucesión es llamada el 

conjunto límite de la sucesión. 

2.3.2. Convergencia de los métodos de búsqueda lineal 

A continuación daremos un resultado de convergencia para el método de búsqueda 

lineal definido en el algoritmo 1, el cual es una generalización de la teoría clásica 

en 1Rn. 

Teorema 2.1. Sea { xk} una sucesión infinita de iteraciones generada por el algo

ritmo l. Entonces cada punto de acumulación de { xk} es un punto crítico de la 

fo.nción objetivo f. 

Demostración. 

Procederemos la prueba por contradicción, supongamos que existe una subsucesión 

{xkhEK convergiendo a x* con grad f(x*) =1= O. Puesto que {f(xk)} es no creciente, 

se deduce que la sucesión {f(xk)} converge a f(x*). Así f(xk)- f(xk+I) tiende a 

cero. Ahora por construcción del algoritmo tenemos, 

donde ak1]k es el vector de Armijo. Puesto que {77k} es gradiente relacionado, se 

tiene que {o:khEK --+ O. De esto se deduce que para todo k más grande que algún 

k, ak < a, lo cual significa que ak = ¡3mz¡; para algún m ~ 1 y esto implica que el 

tamaño de paso previamente intentado ¡3m-l-z¡; ak/!3 no satisface la condición de 

Armijo. En otras palabras, 

Denotando por, 

(2.25) 
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La desigualdad anterior es igual a, 

"" donde fes definida como en (2.3). Luego por el teorema del valor medio se tiene 

(2.26) 

donde t pertenece al intervalo [0, ak]. Puesto que { a:k}kEIC O y como rJk es gra-

diente relacionado, por tanto acotado, se tiene que { ak}kEJC- O. Además, como iJk 

tiene norma unitaria y su base xk converge sobre el conjunto de índices JC, se tiene 

que { TJk} kEJC está incluido en algún subconjunto compacto del fibrado tangente T M, 

y por lo tanto existe un conjunto de índices íC ~ JC tal que { iJk} keK. - i]* para algún 

i]* E Tx*M con lli7*11 l. Ahora tomamos límite en (2.26) sobre íC. Como la métri

ca riemanniana es continua (por definición), y fE el, y grad fxk(O) grad f(xk), 

se obtiene, 

y puesto que O < ()" < 1, se tiene que (grad f(x*), iJ*)x* ;;::::. O. De otro lado, de el 

hecho que { TJk} es gradiente relacionado, obtenemos que (grad f ( x *), i]*) < O, lo 

cual es una contradicción. 

Corolario 2.1. Sea {xk} una sucesión infinita de iteraciones generada por el al

goritmo l. Suponer que el conjunto de nivel .C = {x E M : f(x) ~ f(xo)} es 

compacto (el cual se cumple en particular cuando el mismo M es compacto). En-

tonces lírn llgrad f(xk) 1! O. 
k->CJJ 

Demostración. Por contradicción, supongamos lo contrario. Entonces existe una 

subsucesión {xk}kEJC y é > O tal que llgrad f(xk)il > é para todo k E JC. Como f 

es no creciente sobre {xk}, se tiene que xk E .C para todo k. También como .Ces 

compacto, {xk}keJC tiene un punto de acumulación x* en .C. Por la continuidad de 

grad j, tenemos que llgrad f(x*)li ~ c-; es decir, x* no es un punto crítico, lo cual 

contradice al teorema 2 .l. 
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2.4. Estabilidad de puntos fijos 

El Teorema 2.1 afirma que solo los puntos críticos de una función objetivo J pueden 

ser puntos de acumulación de las sucesiones { xk} generadas por el algoritmo l. 

Este resultado nos da información útil sobre el comportamiento del algoritmo 1, 

pero no nos especifica si dichos puntos de acumulación son minimizadores locales, 

maximizadores locales o puntos silla. 

Nota 2.3. En la práctica, si un punto inicial x0 es cuidadosamente escogido, el 

algoritmo 1 genera sucesiones cuyos puntos de acumulación son mínimos locales de 

la función objetivo. Para sostener dicha observación haremos el siguiente análisis 

de estabilidad de puntos críticos. 

Definiciones 2.5. 

l. Sea F una aplicación de M a M. Un punto x* E M es un punto fijo de F si 

F(x*) = x*. Denotemos como p(n) al resultado den aplicaciones de en 

x, es decir, 

p(l)(x) F(x), p(i+l)(x) = F(F(i)(x)), i = 1, 2, .... 

2. Un punto fijo x* de F es un punto estable de si, para cada vecindad U de 

x*, existe una vecindad V de x* tal que, para todo x E V y para todo entero 

positivo n, se cumple que p(n)(x) E U. 

3. El punto fijo x* es asintóticamente estable si este es estable y además 

lím p(n) ( x) = x* para todo x suficientemente cerca a x*. 
n-+co 

4. El punto fijo x* es inestable si este no es estable; en otras palabras, existe un 

entorno U de x* tal que, para todo entorno V de x*, existe un punto x E V tal 

que p(n)(x) ti U para algún n. 

5. Decimos que Fes una aplicación descenso para una función objetivo J si, 

j(F(x)) ~ f(x), Vx E M. 
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Teorema 2.2 (Puntos fijos inestables). Sea F: M--.. M una aplicación descenso 

para una función objetivo suave f y suponer que para cada x E M, todos los puntos 

de acumulación de {F(k)(x)}k=l,2, ... son puntos críticos de f. Sea x* un punto fijo 

de F (así x* es un punto crítico de f). Suponer que x* no es un mínimo local de f; 

además suponer que existe una vecindad compacta U de x* donde, para cada punto 

crítico y de F en U, se tiene que f(y) = .f(x*). Entonces x* es un punto inestable 

para F. 

Demostración. 

Como x* no es un mínimo local de j, entonces para cada vecindad V de x*, 

existe un punto y E V, tal que f(y) < f(x*). Ahora consideremos la sucesión 

Yk Fk(y). Luego con el propósito de establecer una contradicción, supongamos 

que Yk es estable, es decir, Yk E U para todo k. Entonces, por compacidad {Yk} tiene 

un punto de acumulación z E U. Por suposición, z es un punto crítico de f, por 

tanto f(z) f(x*). Además, como Fes una aplicación descenso, se tiene que 

pero como, Fk(y) 

contradicción. 

Yk __,. z, entonces, f(z) ~ f(y) < f(x*), lo cual es una 

11 

Ahora daremos un resultado de estabilidad. 

Teorema 2.3 (Teorema de captura). Sea F : M __,. M una aplicación descenso pa

ra una función objetivo suave f y suponer que, para cada x E M, todos los puntos 

de acumulación de { Fk( x)} k=I,2, ... son puntos críticos de f. Sea x* un minimizador 

local y un punto crítico aislado de f; también suponer que dist(F(x), x) tiende a 

cero conforme x tiende a x*. Entonces x* es un punto asintóticamente estable de F. 

Demostración. Sea U una vecindad de x*. Como x* es un minimizador local ais

lado de f, existe una bola cerrada 
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tal que Be:(x*) e U y J(x) > f(x*) para todo x E Be(x*)- {x*}. Por la condición 

sobre dist(F(x),x), existe 8 > O tal que, para todo x E B8(x*), F(x) E Be(x*). 

Sea o: el mínimo de f sobre el conjunto compacto Be(x*)- B8(x*). Sea 

Este conjunto esta incluido en B5(x*). Por tanto, para cada x E V, se cumple que 

F(x) E Be(x*), y también se cumple que j(F(x)) ~ f(x) < o: puesto que Fes 

una aplicación descenso. Luego se tiene que F ( x) E V para todo x E V, por tanto 

p(n)(x) E V e U para todo x V y para todo n. Esto muestra la estabilidad. 

Además, como por suposición x* es el único punto critico de f en V, se tiene que 

lím p(n) (x) x ... para todo x E V, lo cual muestra la estabilidad asintótica. 11 
n-.oo 

2.5. Rapidez de convergencia 

Hemos visto que, bajo ciertas suposiciones adecuadas, si la primera iteración del 

algoritmo 1 esta suficientemente cerca a un minimizador local aislado x* de f, 

entonces las sucesiones generadas { xk} converge a x*. En esta sección estudiaremos 

cuán rápido dicha sucesión converge a x*. 

2.5.1. Orden de convergencia 

Una sucesión { xk}k=O,l, ... de puntos de JRn se dice que converge linealmente a un 

punto x* si existe una constante e E (0, 1) y tm entero K ;;::: O tal que, para todo 

k ;;::: K, se cumple llxk+l- x*!l ~ e !ixk- x*ll- Para generalizar esta noción a va

riedades se puede hacer usando cartas y afirmamos que una sucesión { xkh=o,1, .•. de 

puntos de una variedad M converge linealmente a un punto x* E M si, dado una 

carta (U, 7/J) con x E U, la sucesión {'ljJ(xk) }k=O,l, ... converge linealmente a 7/J(x*); 

desafortunadamente esta noción no es independiente de la carta usada. (Para ver un 

ejemplo de la no independencia de la carta, ver P.-A ABSIL, R. MAHONY, R. SE

PULCHRE (2008), [1], pag. 69.) Sin embargo si M es una variedad riemanniana, 

entonces la distancia riemanniana inducida nos hará posible defmir la convergencia 

lineal de la siguiente manera. 
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Definición 2.6 (Convergencia lineal). Sea M una variedad riemanniana y deno

temos como dist la distancia riemanniana sobre M. Decimos que una sucesión 

{xkh=o,1, ... converge linealmente a un punto x* E M si existe una constante 

e E (0, 1) y un entero K~ O tal que, para todo k~ K, se cumple que 

(2.27) 

El límite 

1
' dist(xk+l, x*) 
nnsup . 

k-•oo dist(xk, x*) 

es llamado el factor de convergencia lineal de la sucesión. Un algoritmo iterativo 

sobre M se dice que converge linealmente localmente a un punto x* si existe una 

vecindad U de x* y una constante e E (0, 1) tal que, para cada punto inicial x 0 E U, 

la sucesión {xk} generada por el algoritmo satisface (2.27). 

Nota 2.4. Una sucesión convergente { xk} sobre una variedad riemanniana M con

verge linealmente a x* con constante e si y solo sí 

para todo k suficientemente grande, donde R es cualquier retracción sobre M y 11·11 

denota la norma sobre Tx* M definida por la métrica riemanniana. 

Definición 2. 7. Sea M una variedad y sea {X k} k=o,1,. .. una sucesión sobre M que 

converge a x*. Sea (U, '1J) una carta de M con x E U. Si 

lím II'1J(xk+l '1J(x*))ll = 0 
k-+oo ii'1J(xk)- '1J(x*)ll ' 

entonces { xk} se dice que converge superlinealmente a x*. Si existen constantes 

p > O, e ~ O, y k ~ O tal que, para todo k ~ K, se cumple que 

(2.28) 

entonces {xk} se dice que converge a x* con orden al menos p. Un algoritmo ite

rativo sobre una variedad M se dice que converge localmente a un punto x* con 

orden al menos psi e.:dste una carta (U, 'IÍJ) en x* y una constante e > O tal que, pa

ra cada punto inicial xo E U, la sucesión { xk} generada por el algoritmo satisface 

(2.28). Sí p = 2, se dice que la convergencia es cuadrática, y cúbica si p = 3. 
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2.6. Tasa de convergencia de los métodos de búsqueda lineal 

A continuación daremos una convergencia asintótica para el algoritmo 1 cuando 

rJk es elegido como - grad f(xk), sin ninguna otra suposición sobre como Xk+l es 

elegido. 

El resultado involucra al menor y al mayor de los auto valores del Hessiano de f en 

un punto crítico x*. Para poder hablar de los autovalores del Hessiano en un punto 

critico daremos los siguientes resultados. 

Lema 2.1. Sea f : lRn -4 lRy x* E lRn tal que D f(x*) =O. Sea F : lRn -4 lRn y 

y* E lR,n tal que F(y*) x* y que la matriz Jacobiana de F en y*, 

es ortogonal (es decir, .fJ,(y*)JF(Y*) I). Sea II la matriz Hessiana de f en x*; 

es decir, Ilij = iMJjf(x*): Sea fila matriz Hessiana de f o F en y*. Entonces 

A(H) A(H); es decir, el espectro de II y de fi son los mismos. 

Prueba. 

fiii = i]¡JJi(f o F)(y*) 

_¿ BeiAf(F(y*))iJiF1\y*)iJiFk(y*) + _¿ iJd(F(y*))iJi()iFk(y*). 
~ k 

Como X* es un punto crítico de f, se obtiene que od(F(y*)) = O. Por tanto tene

mos en notación matricial 

Esto muestra que H y Il tienen el mismo espectro, porque están relacionados por 

una tranfonnación de similaridad. 
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Corolario 2.2. Sea f una función objetivo sobre una variedad riemanniana (M, g) 

y sea x* M un punto crítico de f, es decir, grad f ( x*) = O. Sea (U, 1/J) cualquier 

carta tal que x* E U y que la representación de 9x* en la carta es la identidad, es 

decir, 9ij tiij en x*. Entonces el espectro de la matriz Hessiana de f o 1/J-1 en 

1/J(x*) no depende de la elección de 1/J. 

Teorema 2.4. Sea {xk} una sucesión infinita de iteraciones generadas por el 

algoritmo 1 con rJk := - gradf(xk), que converge a un punto x*. (Por el 

Teorema 2.1, x* es un punto crítico de f.) Sea AH,min y AH,máx el menor 

y el mayor de los autovalores de la Hessiana de f en x*. Supongamos que 

>.H,mfn > O (así x* es un minimizador local de f). Entonces, dado r en el inter

valo (r*, 1) con r* 1 - mín(2da>.H,mín, 4o-(1 - o-)/3 ~;:::), existe un entero 

K;:?:'; O tal que 

(2.29) 

para todo k;:?:'; K, donde e es el parámetro en el algoritmo l. 

Demostración. 

Sea (U, 't/J) una carta de una variedad M con x* E U. Usamos la notación 

(x - grad f ( x). Las expresiones coordenadas son denotadas con un sombre

ro, por ejemplo, x := 1/J(x), Ú = 1/J(U), ](x) := f(x), (x := D'ljJ(x)[(x], 

Rx(() 1./J(Rx(()). También denotemos como Yx al gradiente Euclidiano de J 
en x, es decir, Yx := (o1](x), · · · , ad](x)f. Denotemos como G:~; a la represen

tación matricial de la métrica riemanniana en las coordenadas, y denotemos como 

He* a la matriz Hessiana de j en x*. Sin pérdida de generalidad, asumirnos que 

x* = O y que G3;* = I es la identidad matriciaL El mayor trabajo es obtener, en 

una iteración actual x, una cota superior adecuada sobre f(Rx(tA(x)), donde tA es 

el paso de Armijo (entonces tA(x es el punto de Armijo). La condición de Armijo 

es 

f(Rx(tA(x)) ~ f(x)- a-<(x, tA(x) 

~ f(x) a-tA ((x, (x). (2.30) 
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Primero damos una cota inferior sobre((¡;, (x) en términos de f(x). Recordemos 

de (2.18) que (a.: a;,1ya.:, del cual se obtiene que 

ya que hemos asumido que G0 es la identidad. Se deduce de Ya.: H0x + O(x2) y 

fx j(O) + ~:i;T H0x + O(x3) que, dado e E (0, AH,mín), 

i(x) A 1 T 1 A3 1 1 2 
f(O) = -2Ya.: H¡; Yx + O(x ) ~ -2 >. , _ ~ I!Ya.:ll , 

H,mm e 
(2.32) 

se cumple para todo x suficientemente cerca a O. De (2.31) y (2.32), concluimos 

que, dado e E (0, AH,mín), 

f(x) (2.33) 

lo cual es la cota inferior deseada sobre ((x, (a} Usando (2.33) en (2.30) se obtiene 

Ahora encontraremos una cota inferior sobre el paso de Annijo tA. Usamos la no

tación 

/a.:, u(t) J(Í4(tu)) 

y 

hx(t) = f(Rx( -t(x)). 

observar que hx(t) =la.:,-(;, (t) y que hx(O) = - ((x, (x) = i'a:,-(
111 
(0), de donde se 

deduce que la condición de Annijo (2.30) se interpreta como 

(2.35) 

Queremos encontrar una cota inferior sobre tA. De la expansión de Taylor de hx con 

el residuo en forma de Lagrange (ver [1], Apéndice A6), se deduce que las t' sen 

el cual el lado derecho y el lado izquierdo de (2.35) son iguales, satisface 
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donde TE (0, t). En vista de la definición del punto de Armíjo, concluimos que 

A , (- -2,8(1- u)hx(O)) t ~mm a, .. 
má.xre(O,a) hx ( T) 

(2.36) 

Sea Bó := {x: !lxll <o} y M:= sup i'x,u(t). 
:í':EB~ ,lluii=l,tE(O,all (;, 11) 

Entonces, má.xr-E(O,a) hx(T) :;:;;; M ll(:~:jj
2

. Se puede notar también que 

i'x,u(O) = uT Hou :;:;;; >.H,má:x l!u!l2
, así que M - AH,máx cuando o - O. 

Finalmente, note que 

Usando estos resultados en (2.36) se obtiene que, dado E: > O, 

tA ~ mín (a, -2'-,B-'-( 
1---u-'-) ) 

AH,máx +e 

se cumple para todo x suficientemente cerca a x*. 

(2.37) 

Ahora podemos combinar (2.37) y (2.34) para obtener una cota superior adecuada 

sobre f(Rx(tA(x)): 

(2.38) 

con 

C1 = 1 , (- 2,8(1 u)) u mm a, ).. 2(>.H,mín 
H,máx +E: 

e:). 

Finalmente, la cota (2.38) junto con la cota (2.24) impuestas sobre el valor de f en 

la siguiente iteración, se obtiene 

f(xk+I)- f(x*) f(xk+I) f(xk) + f(xk) f(x*) 

:;:;;; -c(f(xk)- f(Rxk(tt(xJ)) + f(xk)- f(x*) 

(1 c)(f(xk)- f(x*)) + c(f(Rxk(tt(xk))- f(x*)) 

:;:;;; (1 -e+ ee1)(f(xk)- f(x*)) 

(e1 + (1- c1)(1- e))(f(xk)- f(x*)), 

donde e E (0, 1) es la constante en la cota.(2.24). • 
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3.. Aplicaciones del método de máximo descenso 

usando retracciones en variedades riemannianas 

3.1. Minimización del cociente de Rayleigb sobre la esfera uni

taria 

En esta sección, como aplicación del método estudiado, implementaremos el Algo

ritmo 1, para el cociente de Rayleigh sobre la esfera, dado por 

f: sn-l ~ 1R 
(2.39) 

x r-¡. f(x) 

donde la matriz A es simétrica (A Ar) pero no necesariamente definida positiva. 

También se mostrarán los resultados numéricos obtenidos por el algoritmo imple

mentado en MATLAB, pero para tal objetivo primero daremos algunos resultados 

importantes que nos servirán para comprobar la eficiencia del método. Denotaremos 

por A1 al menor auto valor de A y por v1 a un auto vector unitario asociado a A1. 

3.1.1. Función objetivo y cálculo del gradiente 

Consideremos la función 

f: JRn ~ IR. 

x ¡.-¡. f(x) = xT Ax 

cuya restricción a la esfera unitaria sn-l es la función (2.39). 

Vemos a sn-l como una subvariedadriemanniana del espacio euclidiano JRn deno

tado con la métrica riemanniana canónica 

Dado X E sn-l, tenemos 

Df(x)[(] = (T Ax + xT A(= 2(T Ax 
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para todo ( E TxR ~ Rn, del cual se deduce usando la definición del gradiente 

(2.17) que 

grad](x) 2Ax. 

El espacio tangente a sn-I, visto como un subespacio de TxRn ~ Rn, es 

El espacio nonnal es 

Las proyecciones ortogonales sobre el espacio tangente y normal son 

De la identidad (2.20), relacionada al gradiente sobre una subvariedad se tiene que 

gradf(x) = 2Px(Ax) = 2(Ax- xxT Ax) (2.40) 

Las fórmulas obtenidas se resumirán en la siguiente tabla . 

. Variedad (sn-1) Espacio encajante (Rn) 

función objetivo f(x) = XT Ax, X E sn-l f(x) = XT Ax, x E Rn 

métrica métrica inducida 9(e,() = er( 

espacio tangente e E Rn: xTe =o Rn 

espacio normal e E Rn: e= ax 0 
proyección sobre el Px{ (J- XXT)e identidad 

espacio tangente 

gradiente gradf(x) = Pxgrad](x) gradf(x) 2Ax 

retracción . Rx(() qf(x + () Rx(() x+( 

Tabla 2.1: Cociente de Rayleigh sobre la esfera unitaria 
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3.1.2. Puntos críticos del cociente de Rayleigh 

Para analizar el algoritmo basado en la función objetivo dada por el cociente de 

Rayleigh sobre la esfera, lo primero que haremos es caracterizar a los puntos 

críticos. 

Proposición 3.1. Sea A = AT una matriz simétrica de orden n x n. Un vector 

unitario x E IRn es un autovector de A si y solo si es un punto crítico del cociente 

de Rayleigh (2.39). 

Prueba. Si x es un autovectorunitario de A (es decir, llxll = 1), entonces Ax AX 

para algún escalar A, luego multiplicando por xT a la izquierda se obtiene 

así se tiene 

AX (xT Ax)x =*" Ax = x(xT Ax) =*" Ax- xxT Ax =O, 

luego de (2.40), grad f ( x) = O. Por tanto x es un punto crítico del cociente de 

Rayleigh (2.39). 

Recíprocamente, sea x un punto crítico de (2.39), es decir, grad f ( x) O con 

X E sn-l. Luego de la expresión de gradf(x) (2.40), se deduce que X debe sa

tisfacer 

Ax = x(xT Ax) =*" Ax = (xT Ax)x, 

como A = xT Ax E IR, entonces A es un escalar que cumple Ax = AX. Por tanto x 

es un autovector de A. 11 

Proposición 3.2. Sea A= AT una matriz simétrica con autovalores A1 ~ · · · ~ An 

y los autovectores ortonormales V¡, ... , Vn asociados a A1 , ... , An respectivamente. 

Entonces 

(I) son minimizadores locales y globales del cociente de Rayleigh (2.39); si 

el autovalor ).¡ es simple, entonces ±v1 son solo minimizadores. 

(n) ±vn son maximizadores locales y globales de (2.39); si el autovalor An es 

simple, entonces ±vn son solo maximizadores. 
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(III) ±vq correspondientes a los autovalores interiores (i.e., .\2 , ... , An-J son pun

tos silla de (2.39). 

Prueba. El ítem (I) se deduce de la proposición 2.1.1 de [ 1]. El ítem (II) se deduce 

de la misma proposición por reemplazar A por y se nota que cambia máximo 

con mínimo y los autovectores de más a la izquierda con los autovectores de más 

a la derecha. Para el ítem (III), sea Vq un autovector correspondiente a un autovalor 

interior Aq y considerar la curva 

/: JR -->- JRn 
vq + tv1 

t f-l> ¡(t) = JJvq + tv1JI' 

por simples cálculos se puede mostrar que 

Así mismo, para la curva 

tenernos 

De esto se deduce que vq es un punto silla del cociente de Rayleigh f. 11 

De la Proposición 3.1 y del análisis de convergencia de los métodos de búsqueda 

lineal (Teorema 2.1) se deduce que todos los métodos dentro de la clase del Algorit

mo 1 producen iteraciones que converge al conjunto de autovectores de A. Además 

por la Proposición 3.1 y ya que estarnos considerando métodos de descenso, se de-

duce que si .\1 es simple, la convergencia es estable a 

otros autovectores. 

e inestable a todos los 

De aquí en adelante consideraremos para los ejemplos del Algoritmo 1 a T/k corno 
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Es claro que esta elección de la dirección de búsqueda es el gradiente relacionado. 

Luego tomaremos una retracción; una elección razonable es 

( ) 
X+~ 

Rx ~ = Jlx + ~11' (2.41) 

donde IH denota la norma euclidiana en IRn, además !IYII := VifY. 

3.1.3. Búsqueda lineal de Armijo 

Ya visto los resultados anteriores, ahora ya tenemos todo lo necesario para aplicar 

el método, dado en el Algoritmo 1, para resolver el problema de minimizar el 

cociente de Rayleigh sobre la esfera sn-l. El algoritmo que se obtiene para este 

ejemplo es el siguiente. 

Algoritmo 2 Búsqueda lineal de Armijo para el cociente de Rayleigh sobre sn-t 

Entrada: Una matriz simétrica A, escalares a> O, {3, O' E (0, 1) y un punto inicial 

x 0 E IRn tal que llxoll l. 

Salida: Sucesión de iteraciones {xk}· 

1: para k= O, 1, 2, ... hacer 

2: Calcularr¡k = -2(Axk xkxrAxk). 

3: Encontrar el menor entero m;;::: O tal que 

f(Rx¡,(a{3mr¡k)) ~ f(xk)- O''li.pmr¡I 1Jk, 

con f definida en (2.3 9) y R definida en (2 .41 ). 

4: Usar la fórmula de actualización 

5: fin de para 

3.1.4. Implementación del Algoritmo 2 en MATLAB 

A continuación se presentará el algoritmo en código Matlab que resuelve el proble

ma de minimizar el cociente de Ray1eígh sobre la esfera unitaria. 
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fprintf( '\t\t Algoritmo de máximo descenso usando 

retracciones en variedades· riemannianas \n '); 

fprl.ntf( '\t\t =================================\n\n')· ' , 

Y=input ( '\n Ingrese un vector Y: '); 

%debe ser un vector columna de componentes 

fprintf( '\n la norma N de Y es: ') 

N=norm(Y) 

fprintf( '\n El vector unitario X de Y es: '); 

X=Y 1 norm (Y) 

A=input ( '\n Ingrese una matriz simétrica A: ') 

%debe ser una matriz de orden i * i 

alpha =1; 

sigma=0.1; 

beta=0.5; 

epsilon=0.00001; %error de aproximación permitido 

Nmax=100; 

%esto es el número máximo de iteraciones que se realizarán 

k=1; 

testArmijo =O; 

fprintf( '\n El punto inicial x(i) es: %d' ,X) 

% i varia de 1 hasta el número de componentes que tenga X 

while k<=Nmax, 

fp r in t f ( '\ n \ n ================ '); 

fprintf('\n Iteración N°: %d' ,k) 

fprintf( '\n ================\n ' ) . 
' 

fprintf( '\n El punto x(i) para esta iteración es 

gradf=2*(A*X-X*X' *A*X) 

Normadf=norm( gradf) 

if Normadf >= epsilon 

m=O; 

%d' ,X) 
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end 

eta=-2*(A*X--X*X'*A*X); %dirección de búsqueda 

R=(X+eta )/ norm(X+eta); %esta es la retracción tomada 

fnuevo=R' *A*R ; 

dif=factual-fnuevo 

t =1; 

test=sigma*heta '* eta 

testArmij o=testArmij o+ 1; 

while dif < test , 

m= m+l 

testArmij o=testArmij o+ 1; 

t=beta "m* alpha; %tamaño de paso de Armijo 

r=(X+t * eta )/ norm(X+t * eta) 

%la retracción se va actualizando en cada iteración 

dif=factual-r '*AH 

test=sigma*t*eta '*eta 

end 

X=(X+t * eta) 1 norm (X+t * eta) 

%fórmula de actualización para cada iteración 

fprintf( '\n Nuevo punto x(i) es=: %d' ,X) 

k=k+l; 

el se 

fprintf( '\n criterio de error satisfecho Normagradiente=: 

% d', Normadf) 

fprintf('\n el punto óptimo x(i) aproximado es:% d',X) 

fprintf ( '\n el valor óptimo aproximado es:% d', factual) 

fprintf( '\n Número de iteraciones es:% d' ,k-1) 

fprintf( '\n Número de test de Armijo:% d', testArmijo) 

k=1000000; 

end 

if k >999999 
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fprintf( '\n Resolvimos el problema: %d') 

el se 

fprintf( '\n : Número de iteraciones excedido a %d' ,k-1) 

fprintf ( '\n Número de test de Armijo: %d', testArmijo) 

end 

A continuación se presentarán los resultados computacionales de aplicar el algo

ritmo implementado para resolver el problema de minimizar (2.39) para el caso 

particular 

A~[~~], 
es decir 

mín/(x) ~ xT [: :] x 

Para los datos de entrada necesarios en el algoritmo 2 son considerados a 0.1, 

(3 = 0.5, a = 1 y como punto inicial tomaremos a [ 0.6 0.8 ]T que es el vector 

unitario obtenido de [ 3 4]T. Con estos datos los resultados computacionales son 

los presentados en la siguiente tabla. 

X k Iteración Punto Óptimo Valor Óptimo llgrad f(xk)ll 

X o 1 (0.600000, 0.800000) 6.160000 3.760000 

X¡ 2 (-0.618911, 0.785461) -3.478254 1.366731 

X2 3 (-0.683516, 0.729935) -3.522032 0.341732 

XJ 4 (-0.667774, 0.744364) -3.524748 0.087431 

X4 5 (-0.671831, 0.740704) -3.524925 0.022401 

xs 6 (-0.670794, 0.741644) -3.524937 0.005740 

X6 7 (-0.671060, 0.741403) -3.524938 0.001471 

X7 8 (-0.670991, 0.741465) -3.524938 3.7685e-004 

Xg 9 (-0.671009, 0.741449) -3.524938 9.6562e-005 

Xg 10 (-0.671004, 0.741453) -3.524938 2.4743e-005 

X !O 11 (-0.671006, 0.741452) -3.524938 6.3399e-006 

Tabla 2.2: Resultados númericos de minimizar el cociente de Rayleigh 
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Para ver que estos resultados estan de acuerdo con los resultados teóricos dados 

anteriormente primeramente determinemos los autovalores de A 

det(A- Al) ~ det [ 
2 

5 
.>. 

1 
~ .>.] (2- .>.)(1 .>.)- 25 O 

=? A2 - 3A- 23 = o 
Entonces los autovalores son: A1 = -3.5249 y A2 = 6.5249. 

Luego para A1 tenemos que 

[
5.5249 5 ] . A- A.1I 

5 4.5249 

Ahora si 

(v¡, v2) E Nuc(A- Al) =? [5.5249 5 ] [vi] [O] 
5 4.5249 V2 0 

=? { 5.5249vl + 5v2 

5v1 + 4.5249v2 

o 
o 

=? 0.5249vl + 0.4751v2 =O, 

entonces el autoespacio de A asociado a A1 es 

Luego por la Proposición 3.2 se debe cumplir que el punto óptimo obtenido 

x* (-0.671006,0.741452) debe pertenecer al autoespacío de A asociado a )11, 

veamos: 

0.5249( -0.671006) + 0.4751(0.741452) = 0.000053 ~o, 

vemos que la ecuación del autoespacio al ser evaluada en el punto óptimo obtenido 

por el Matlab se aproxima a cero; esto sucede ya que dicho punto es solo una apro

ximación al óptimo real, puesto que hemos considerado un error de aproximación 

de E = 0.00001. 

De esta manera podemos concluir que el punto x* = ( -0.671006, O. 7 41452) es un 

autovector asociado a .\1 y es el óptimo para el ejemplo considerado, verificando así 

la Proposición 3 .2. 
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3.2. Minimización de la función de Brockett sobre la variedad 

de Stiefel 

Ahora minimizaremos una función objetivo definida como una suma ponderada 

.L;i J-liX~)AX(í) de cocientes de Rayleigh sobre la esfera bajo la restricción de orto

gonalidad x~)X(i) = liii· 

3.2.1. Función objetivo y dirección de Búsqueda 

La función objetivo admite la siguiente expresión en forma matricial: 

f : St(p, n) - 1R 

X ,____.. tr(XT AXN), 
(2.42) 

donde N = diag(p1 , ... , J-lp), con O ::::; p 1 ::::; ... ::::; J-lp, y St(p, n) denota la variedad 

de Stiefel ortogonal 

Como en la sección 1.5.1, vimos a St(p, n) como una subvariedad regular del espa

cio euclidiano lRnxp. El espacio tangente es (ver ejemplo 1.5) 

TxSt(p,n) = {Z E 1Rnxp: xrz + zTx =O} 

Además se considera a St(p, n) como una subvariedad riemanniana de 1Rnxp dotada 

con el producto interno canónico 

También el espacio normal a St(p, n) en un punto X es 

(TxSt(p,n)l {XS:ST S}. 

La proyección ortogonal Px sobre Tx St(p, n) es dado por 
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donde sim( M) : = ~ (M+ }\fT) y asim( M) = ~ (M- MT) denotan la parte simétrica 

y la parte antisimétrica de la descomposición de M en un ténnino simétrico y un 

antisimétrico. 

Considerar la función 

J : JRnxp ..._ JR 

X ._ tr(XT AXN), 

así se tiene que f = 11st(p,n)' Luego tenemos 

D f(X)[Z] = 2tr(zT AXN), 

así 
gradf(X) = 2AXN 

y 

gradf(X) Pxgrad](X) 

2AXN 2Xsim(XT AXN) 

2AXN -XXT AXN -XNXT AX. 

Ahora nos falta elegir una retracción, para lo cual elegiremos la retracción propuesta 

en el ejemplo 2.2, es decir, 

Rx(f.) qf(X +f.). 

Todas las fórmulas dadas se resumirán en la siguiente tabla. 

función objetivo 

métrica 

espacio tangente 

espacio normal 

proyección sobre el 

espacio tangente 

gradiente 

retracción 

Variedad ( sn-I) 

tr(XT AXN), XTX Ip 

métrica inducida 

Z E Rnxp: sim(XTZ) =O 

Z E JRnXp : Z = X S, ST = S 

PxZ Z- Xsim(XTZ) 

gradj(x) Pxgrad f(X) 

Rx(~) = qf(X + Z) 

Espacio encajante (JRn) 

tr( XTAX N), X E Rnxp 

(Z1, Z2) tr(Zf Z2) 

0 

identidad 

gradf(x) 2AXN 

Rx(Z) =X+ Z 

Tabla 2.3: Función de Brockett sobre la variedad de Stiefel 
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3.2.2. Implementación del algoritmo que minimiza la función de Brockett so

bre la variedad de Stiefel 

format long 

fprintf( '\ t\ t Algoritmo de máximo descenso usando 

retracciones en variedades riemannianas \n '); 

f p r i n t f ( '\ t \ t =================================\n \ n ' ) ; 

fprintf( '\ t \ t Minimización de la función de Brockett 

sobre la variedad de Stiefel \n '); 

fprintf( '\t\t 

.!V:f=input ( '\n Ingrese una matriz M: ') 

%debe ser una matriz de orden n*P 

[Q,R]=qr( M)% es la descomposición QR de M 

A=input ( '\n Ingrese una matriz simétrica A: ') 

%debe ser una matriz de orden 1Hn 

X= Q; 

n,); 

%es la matriz ortogonal que se usará como punto inicial 

u=input ( '\n Ingrese un vector u tal que O<= u_l <= ... <=u_p: ') 

%debe ser un vector de orden hp tal que O<= u_l <= ... <=u_p 

N=diag (u) 

alpha=1; 

sigma=O.l; 

beta=0.5; 

epsilon =0.00001; %indica el error de aproximación permitido 

Nmax=IOO; 

%indica el número máximo de iteraciones que se realizarán 

k=l; 

testArmijo=O; 

fprintf('\nEI punto inicial x(i) es: %d',X) 

% i varia de 1 hasta el N° de entradas que tenga la matriz X 

while k<=Nmax, 

fprintf ( '\n \n ================'); 
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f p ri n t f ( ' \ n I t e r a e i ó n N° : % d ' , k ) 

fprintf('\n '); 

fprintf( '\n El punto X(i) para esta iteración es 

gradf=2*(A*X*N)-(X*X'*A*X*N)-(X*N*X'*A*X) 

Normadf=norm( gradf) 

if Normadf >= epsilon 

m=O; 

factual~trace(X'*A*X*N) 

e t a=-2*(A*X*N)- (X*X' *A*X*N)- (X*N*X' *A*X) ; 

%esta es la dirección de búsqueda 

[S,T]=qr(X+eta ); 

Re=S %esta es la re tracción tomada 

fnuevo=trace (Re' *A*RMN) 

dif=factual-fnuevo 

t =1; 

test=sigma*t*eta '*eta 

testArmij o=testArmij o+ 1; 

while dif < test , 

m= m+l 

testArmij o=testArmijo +1; 

t=beta "m*alpha; 

o/o d' ,X) 

o/o este viene a ser el tamaño de paso de Armijo 

[W, Z]= qr (X+t *e ta) 

r=W 

o/o la retracción se va actualizando en cada iteración 

dif=factual-trace (r '*AH*N) 

test=sigma*t*eta '* eta 

end 

[W, qr(X+t*eta ); 

X=W 

%esta es la fórmula de actualización para cada iteración 
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end 

fprintf( '\n Nuevo punto x(i) es 

k=k+l; 

el se 

%d' ,X) 

fprintf( '\n criterio de error satisfecho Normagradiente 

% d' , Normadf) 

fprintf('\n el punto óptimo x(i) aproximado es: %d',X) 

fprintf ( '\n el valor óptimo aproximado es:% d', factual) 

fprintf( '\n Número de iteraciones es: %d' ,k-1) 

fprintf('\n Número de test de Armijo: %d',testArmijo) 

fprintf ( '\n el punto óptimo es: ') 

k=lOOOOOO; 

end 

if k >999999 

fprintf( '\n Resolvimos el problema: %d') 

el se 

end 

fprintf( '\n : Número de iteraciones excedido a %d' ,k-1) 

fprintf('\n Número de test de Armijo: %d',testArmijo) 

A continuación se presentarán los resultados computacionales que se obtienen al 

aplicar el algoritmo implementado para resolver el problema de minimizar 

f : St(p, n) ---+ 1R 

X 1--l> tr(XT AXN), 

para 

A~[~ ~] yN~ [~ ~] 
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Xic N° iter. Punto Óptimo Valor Ópt. Jjgrad f(x~c)Jj 

X o 1 [ 0.8 06] 31.920000 1.440000 
0.6 -0.8 

[ -4.421817e 01 -8.969255e 01 
X1 2 30.586574 Ll89812 

-8.969255e - 01 4.421817e 01 

1.743662e 01 9.846809e - 01 
X2 3 30.091211 0.515085 

9.846809e 01 -1.743662e- 01 

-6.276994e - 02 -9.980280e - 01 
xs 4 30.011820 0.187938 

-9.980280e- 01 6.276994e - 02 

2.229207 e - 02 9.997515e - 01 
X4 5 30.001491 0.066860 

9.997515e 01 -2.229207e 02 

-7.902974e 03 -9.999688e 01 
xs 6 30.000187 0.023708 

-9.999688e- 01 7.902974e 03 

2.801143e 03 9.999961e - 01 
X6 7 30.000024 0.008403 

9.999961e 01 -2.801143e- 03 

-9.928140e - 04 -9.999995e - 01 
X7 8 30.000003 0.002978 

-9.999995e - 01 9.928140e 04 

3.518836e 04 9.999999e- 01 
xs 9 30.000000 0.001056 

9.999999e - 01 -3.518836e - 04 

-1.247183e- 04 -l.OOOOOOe + 00] 
Xg 10 30.000000 3.741548e-004 

-l.OOOOOOe + 00 1.247183e- 04 

4.420394e 05 LOOOOOOe + 00 
xw 11 30.000000 1.326118e-004 

l.OOOOOOe + 00 -4.420394e 05 

-1.566722e - 05 -l.OOOOOOe + 00 
Xn 12 30.000000 4.700166e-005 

-l.OOOOOOe + 00 1.566722e - 05 

5.552938e 06 l.OOOOOOe + 00 
X12 13 30.000000 1.665881 e-005 

l.OOOOOOe + 00 -5.552938e 06 

Tabla 2.4: Resultados numéricos de minimizar la función de Brockett 

70 



CAPÍTULO III 

VARIABLES E HIPÓTESIS 

lo Variable de la investigación 

xk+l = Rxk (tk1Jk)i donde 1Jk E Txk E TxkM, tk es un escalar y Res la aplicación 

Retracción. 

2. Operacionalización de variables 

Variable Definición 

conceptual 

Xk+l = Sucesión de pun-

Rx,. (tk1]k) tos Xk que gene-

ra el método de 

máximo descenso 

en variedades rie-

mannianas usan-

do retracciones. 

Definición 

operacional 

Fórmula de itera-

ción, la cual re-

quiere de un pun-

to inicial para ge-

nerar todas las de-

más iteraciones. 
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Dimensiones Indicadores 

- Implemen- - Interpretar el algo-

tar el algorit-

m o 

ritmo propuesto. 

- Programar el algo

ritmo en MATLAB. 

- Determinar todos 

los parámetros re

queridos en la fór

mula de iteración. 

- Ejecutar el - Escoger un punto 

algoritmo inicial xo. 

- Dar un error de 

aproximación. 

- Determinar el ópti-

roo. 



3. Hipótesis general e hipótesis específica 

Hipótesis general 

Conociendo los métodos clásicos de búsqueda lineal generalizado a variedades rie

mannianas, en específico el método de máximo descenso usando retracciones de 

los cuales conocemos su convergencia y velocidad de convergencia, el algoritmo de 

dicho método se puede implementar en el software MATLAB de manera que se ob

tenga resultados muy cercanos al valor óptimo, y así se pueda aplicar para resolver 

problemas de optimización de la vida real usando dicho software. 

Hipótesis específica 

Para implementar el algoritmo de nuestro método en estudio es necesario saber 

determinar la retracción de la variedad sobre la cual trabajamos, por tanto nosotros 

nos enfocarnos en variedades matriciales de las cuales hallamos su retracción. 
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CAPÍTULO IV 

METODOLOGÍA 

1. Tipo de investigación 

El estudio de la investigación es de carácter teórico-aplicativo. En el desarrollo del 

trabajo si se obtiene los resultados deseados, esto será un nuevo aporte científico, 

muy significativo en optimización en la búsqueda de algoritmos más eficientes tan

to teórica como computacionalmente, para la solución de problemas prácticos que 

surgen en diversas áreas de las ciencias e ingeniería, y en lo posible que sirva como 

una motivación para que se siga investigando en esta área de la matemática y se 

desarrollen nuevos métodos basados en la búsqueda lineal. 

2. Diseño de la investigación 

Durante el desarrollo del proyecto utilizamos un método inductivo-deductivo, es 

decir, generalizamos a variedades las definiciones, teoremas, y corolarios de resul

tados clásicos de optimización y a la vez particularizamos los resultados obtenidos 

aplicándolos a algunos ejemplos específicos para los cuales implementamos su al

goritmo. 

Para tal objetivo en la primera parte presentamos la teoría básica de variedades di

ferenciables, de las cuales se estudia su topología, su diferenciabilidad entre otras 

propiedades y se da algunos ejemplos para un mejor entendimiento, entre ellos es

tudiamos la variedad de Stiefel y la esfera unitaria que los utilizaremos en las apli

caciones del método y por último se dió una introducción a las variedades rieman

manas. 

En un segundo paso, definimos la aplicacion retracción, el cuál es un paso clave 

para estudiar el método de máximo descenso, probamos que la sucesión generada 

por el método, usando la regla de búsqueda generalizada de Armijo, converge a un 
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punto crítico de la :función objetivo y también se estudió la convergencia y velocidad 

de convergencia del método. 

Por último, aplicamos el método de máximo descenso para minimizar el cociente 

de Rayleigh sobre la esfera unitaria y también para minimizar la función de Brocket 

sobre la variedad de Stiefel de los cuales implementamos el algoritmo y :finahnente 

se presenta los resultados numéricos obtenidos en MATLAB. 

3. Población y muestra 

Por ser nuestro trabajo teórico-aplicativo, no se estudia ninguna población, sin em

bargo, nuestro trabajo se encuentra dentro del universo de los métodos de optimiza

ción en variedades riemannianas. 

4. Técnicas e instrumentos de recolección de datos 

Para la realización de nuestro trabajo de tesis se revisó bibliografía especializada y 

recopilación de información obtenida vía intemet relacionada al tema de interés. 

5. Procedimiento de recolección de datos 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó procedimientos de re

colección de datos más que la revisión de bibliografía (libros, páginas web, papers, 

etc.) 

6. Procesamiento estadístico y análisis de datos 

Por la característica del trabajo no se realizó ningún análisis estadístico. 
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CAPÍTULO V 

RESULTADOS 
Los resultados que se obtuvieron en el siguiente trabajo son los siguientes: 

m Introducimos la noción de una retracción R en un punto x denotado por Rx, 

definida como: 

Rx:TxM~M 

~ ~ Rx(~), 

lo cual es un paso clave para estudiar el método de máximo descenso sobre 

variedades riemannianas usando dicha aplicación. 

• Introducimos el método de máximo descenso usando retracciones en varie

dades riemannianas y probamos que todos los puntos de acumulación de la 

sucesión de iteraciones generada por el algoritmo dado es un punto crítico de 

la función objetivo, siendo este hecho de suma importancia para analizar la 

convergencia. 

• También dimos un resultado de convergencia para el algoritmo dado en el 

trabajo, dicho resultado involucra al menor y al mayor autovalor del Hessiano 

en un punto crítico. 

• Aplicamos el método desarrollado para minimizar el cociente de Rayleigh 

sobre la esfera unitaria y también para minimizar la función de Brocket so

bre la variedad de Stiefel e implementamos sus respectivos algoritmos en 

MATLAB. 
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CAPÍTULO VI 

DISCUSIÓN DE RESULTADOS 
11 Los resultados de convergencia, para el método de máximo descenso dado en 

este trabajo son una generalización del método clásico de máximo descenso 

en el espacio euclidiano y se obtienen gracias al análisis de estabilidad de 

puntos fijos, puesto que solo se usa información de primer orden sobre la 

función objetivo. 

11 Los aportes dados en la investigación, nos motivan a desarrollar nuevos méto

dos de optimización que usen una búsqueda lineal para determinar su tamaño 

de paso. 

• Una interrogante que deja este trabajo es cuán eficiente es el método al ser 

aplicado a problemas de la vida cotidiana, es por eso que este trabajo debe 

servir como motivación a encontrar problemas reales en diversas áreas de 

ciencias en ingenierías, que sean desarrollados por el método estudiado. 

• Los resultados numéricos obtenidos en MATLAB fueron verificados teori

camente y observamos que los resultados coincidían, por lo tanto, podemos 

decir que nuestro algoritmo esta correctamente implementado. 
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CAPÍTULO VII 

CONCLUSIONES 
Al finalizar el trabajo se llegaron a las siguientes conclusiones: 

11 Si usamos el método de máximo descenso, desarrollado en este trabajo, para 

resolver problemas de optimización sobre variedades riemannianas, tendre

mos la seguridad que si cumple ciertas condiciones adecuadas en la primera 

iteración, estaremos lo suficientemente próximo al óptimo. 

• Los métodos de búsqueda lineal en optimización son importantes para deter

minar la longitud de paso, en cada iteración, de alguna dirección seleccionada. 

Con respecto al método estudiado en este trabajo podemos decir que es de vi

tal importancia una adecuada selección del tamaño de paso del método para 

así obtener algoritmos eficientes. 

• Para un estudio más profundo de los algoritmos de búsqueda lineal sobre 

variedades riemannianas, entre ellos nuestro método estudiado, es necesario 

tener conocimientos de diferentes áreas de la mátematica, como por ejemplo 

de la Geometría Riemanniana, Álgebra Matricial Computacional, Ánalisis en 

Espacios Euclidianos y Álgebra Lineal. 

111 U san do el método de máximo descenso con retracciones y una búsqueda li

neal se obtuvo la convergencia del método hacia un punto crítico de la función 

objetivo, donde la función objetivo es una función diferenciable no necesaria

mente convexa. 
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, 
CAPITULO VIII 

RECOMENDACIONES 
• Dentro de un proyecto de investigación como este, siempre se desea que haya 

una mejora continua del mismo, como por ejemplo hacer la implementación 

en otro lengnaje de programación como C-H-. También se puede implementar 

los mismos ejemplos de nuestro trabajo usando otro método en variedades 

riemannianas y comparar los resultados para determinar que método es mas 

eficiente. Por lo tanto se recomienda a futuros estudiantes que tengan interés 

en investigar, desarrollen los puntos mencionados. 

lii Nuestro método de optimización estudiado no es el único método que utili

zan una búsqueda lineal para llegar al óptimo, también existen otros métodos 

como el método de Newton, Método Cuasínewtón y método de Regiones de 

Confianza; por lo tanto se recomienda a los lectores interesados en revisar 

ABSIL P.-A., MAHONY R. and SEPULCHRE R. (2008), [1 ], pues allí en-

contrarán una teoría amplia y muy detallada acerca de los métodos mencio

nados. 
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ANEXOS 
• Matriz de consistencia 

Problema Objetivos llipótesis Metodologia Población 

Determinación del problema Objetivo General llipótesis General Tipo de Invemgación Por ser 

El modelo general que representa a un Estudiar las propieda- Conociendo los La investigación es de tipo nuestro 

problema de optimización es: 

{ 

:: f(x) (l) 

XE X s;; lRn 

El modelo (l) se puede generalizar para 

otros espacios más generales, por ejem

plo si generalizamos para variedades ob-

tendrémos el modelo: 

{ 

min f(x) 

s.a 

xEM 

(2) 

donde, f es una función definida en una 

variedad M. 

Para resolver el modelo (1) existen mu

chos métodos uno de ellos es el método 

de máximo descenso el cual genera la 

sucesión de puntos x k dado por: 

Xk+l =X¡, + Akdk, 

Si el método de máximo descenso se ge

neraliza para resolver el problema (2), se 

denominará método de máximo deseen

so en variedades, y generará la siguiente 

sucesión de puntos x k dado por: 

Xk+l = Rxk (tf¡;'!'Jk), 

donde, '1'/k E T::ckM, tk es un escalar y 

R es una aplicación llamada retracción. 

Formulación del problema 

Se pretende resolver las siguien

tes interrogantes: 

l. ¿Será posible aplicar el método de 

máximo descenso, para resolver el pro-

blema(2)? 

2. ¿Será posible implementar el 

método estudiado en MATLAB? 

des de convergencia 

del método de máxi

mo descenso usando 

retracciones en varie

dades riemannianas, 

plantear su algoritmo 

métodos clásicos 

de búsqueda lineal 

generalizado 

a variedades 

riemallJlianas, el 

algoritmo de dicho 

teórico-aplicativa. 

Método 

la metodologia usada es de 

tipo inductivo-deductivo. 

Diseño 

En la primera parte presenta-

trabajo 

netamente 

abstracto, 

no existe 

población 

que estadiar, 

e implentarlo en método se puede remos la teoría básica de va- sin embargo, 

MATLAB. 

Objetivos Específi-

cos 

1) Estudiar la aplica

ción retracción y de-

implementar en el 

software MATLAB 

de manera que se 

obtenga resultados 

muy cercanos al 

riedades diferenciables, de 

las cuales se estudia su to

pología, su diferenciabilid3d 

entre otras propiedades y 

luego se da una introducción 

nuestro 

estudio se 

encuentra 

inmerso 

dentro de 

terminarlo para algu- valor óptimo. a las variedades riemannia- los méto-

nas variedades parti- Hipótesis específi- nas. dos de optí-

culares. ca En un segundo paso, defi- mízaeion 

2) Estudiar la Para implemen-

extensión del método tar el algoritmo 

de máximo descenso de nuestro méto-

usando retracciones do en estudio es 

en variedades necesario saber 

ricmannianas. determinar la re-

3) Minimizar el co- tracción de la va-

dente de Rayleigh so- riedad sobre la 

bre la esfera unitaria. cual trabajamos, 

4) Minimizar la fun- por tanto noso-

ción de Broeket sobre tros nos enfoca-

la variedad de Stiefel. mos en varieda-

nimos la aplicación retrae- en varieda-

ción, el cuál es un paso cla- des rieman-

ve para estadiar el método nianas. 

de máximo descenso, tam-

bién se estudió la convergen-

cia y velocidad de conver-

gencia del método. 

Por último, aplicamos 

el método de máximo 

descenso para mínimí

zar ~emplos específicos 

de los cuales implemen-

des matriciales tamos su algoritmo y 

de las cuales ünalmente se presenta 

hallamos su retrae- los resultados numéri-

ción. eos obtenidos en MATLAB. 
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• Mapa conceptual del trabajo 

Nociones 
básicas de 
variedades 

Variedades 
Riemannianas 

Método de máximo descenso 
usando retracciones en 
variedades riemannianas 

Convergencia 
del método 

Método de 

Resultados 
computacionales 

Resultados 
computacionales 

83 


