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RESUMEN 

EL MÉTODO DE MÁXIMO DESCENSO PARA FUNCIONES 

CUASI-CONVEXAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS 

Elsa Marisa Quispe Cárdenas 

Enero- 2008 

Asesor: DSc. Erik Alex Papa Quiroz 

Titulo Obtenido: Licenciado en Matemática 

En este trabajo, probamos la convergencia global del método del máximo descenso con 

búsqueda generalizada de Armijo para resolver problemas de minimización con fun

ciones objetivo cuasi-convexas definidas en una variedad riemanniana completa con 

curvatura seccional no negativa. Resultados de convergencia obtenidos en espacios 

euclidianos, llegan a ser casos particulares de este desarrollo. Además, introducimos 

una clase de métricas diagonales en la variedad IR~+ y estudiamos sus propiedades 

geométricas, como son: geodésicas, curvatura, distancias riemannianas, etc. 

Palabras Claves: 

Variedad riemanniana. 

Método de máximo descenso. 

Funciones cuasi-convexa. 

Convergencia global. 
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ABSTRACT 

STEEPEST DESCENT METHOD FOR QUASICONVEX FUNCTION 

RIEMANNIAN MANIFOLDS 

Elsa Marisa Quispe Cárdenas 

Enero- 2008 

Adviser: DSc. Erik Alex Papa Quiroz. 

Obtained Degree: Mathematician. 

In this work, we proof the full convergence of the steepest descent method whit a 

generalized Armijo search to solve minimization problems whit quasiconvex objetive 

functions defined on complete riemanniana manifolds whit nonnegative sectional cur

vature. Previous convergence results obtained in euclidian spaces are particular case 

of our approach. Moreover, we introduce a class of diagonal metrics on IR~+ and 

study its geometrical properties as: geodesics, sectional curvature, riemannian dis

tances. 

Keyboards: 

Riemannian manifolds. 

Steepest descent method. 

Quasiconvex functions. 

Full convergence. 
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Introducción 

Fué N. I. Lobachevski quien se atrevió a darnos la posibilidad de la existencia de una 

geometría no euclidiana [1], proponiendo nuevas ideas, relacionando la geometría con 

la realidad material, el método, el alcance y sus aplicaciones. A raíz de estas nuevas 

ideas, los matemáticos estudian diversos espacios, además del euclidiano, entre ellos 

los espacios de Lobachevski [1], los proyectivos, de infinitas dimensiones, los riema

nnianos, topológicos entre otros. La utilización de la geometría riemanniana [1] es 

una de las mayores aplicaciones que se observa en Física, recordemos que fué Eins

tein quién en 1915 aplicó las ideas de la geometría de Riemann a la teoría de la 

gravitación universal que origina consecuentemente las diferentes aplicaciones de este 

tipo de geometrías en diversos campos de la ciencia y en la actualidad de mucho exito 

en Optimización, como iremos viendo. La relación entre los métodos de Optimización 

Matemática y lageometria riemanniana data por lo menos del año 1972, con el trabajo 

desarrollado por LUENBERGER[15], donde usando el método de descenso geodésico 

obtiene la tasa de convergencia del método del gradiente proyectado para el problema 

de minf(x), sujeto a h(x) =O, donde f: JRn-+ IR, h: JRn-+ JRm, n >m. Esta 

línea de investigación tuvo continuidad con GABAY[10] en el año de 1982 donde, del 

punto de vista de esta teoría, estudia el método de gradiente reducido, generaliza 

los métodos de Cuasi-Newton obteniendo convergencia superlineal. También hace un 

análisis computacional mostrando que la teoría y la práctica interrelacionadas pueden 

dar buenos resultados. 

El método de máximo descenso, estudiado por Cauchy en 1847, es uno de los métodos 

más antiguos y conocidos en la literatura para resolver problemas de optimización con 

funciones objetivo continuamente diferenciables. Sin embargo para una función arbi

traria los resultados de convergencia no son muy fuertes ya que la convergencia global, 
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como también la existencia de puntos de acumulación no son garantizados. Solamente 

podemos asegurar que cualquier punto de acumulación, si existe, es un punto crítico 

del problema. La situación es muy diferente cuando la función objetivo es convexa, 

porque asumiendo solamente que el conjunto de soluciones óptimas es no vacío, el 

método de máximo descenso con búsqueda de ARMIJ0[2] y con una regularización 

proximal converge a un punto óptimo. Este método en variedades riemannianas, con

siderando un problema de optimización con función objetivo arbitraria, fue estudiado 

por UDRISTE[22], SMITH[21] y RAPCSÁK[20], obteniendo los mismos resultados 

clásicos de convergencia. Para el caso convexo en estas variedades con curvatura sec

cional no negativa, la convergencia global usando la regla de búsqueda de Armijo, 

pasos fijos y una regularización proximal, fue generalizada por da CRUZ NETO et. 

al.[6] y para funciones cuasi-convexas solámente en espacios euclidianos, por KIWIEL 

y MURTY[12]. Esta tesis, esta orientada a extender los resultados de Kiwiel y Murty 

en variedades riemannianas completas y con curvatura seccional no negativa. 

En el Capítulo 1, resumimos algunos símbolos y notaciones previas al desarrollo de 

conceptos que iremos usando en el todo el trabajo. En el Capítulo 2, presentamos 

elementos básicos de la geometría riemanniana BOOTHBY[3], do CARM0[7], [8], 

LAGES[13],[14] y su relación con la Optimización OLIVEIRA[17], damos ejemplos 

de las métricas más conocidas y estudiamos una clase particular de métricas rie

mannianas diagonales, definidas en el ortante positivo IR~+ y el hipercubo abierto 

(0, l)n, espacios naturales donde se definen los problemas de optimización, obteniendo 

propiedades geométricas importantes como curvatura cero, ecuaciones secillas para 

hallar geodésicas y condiciones suficientes para garantizar que la variedad riema

nniana sea completa. En el Capítulo 3 presentamos el problema de optimización 

sobre una v~riedad riemanniana y desarrollamos sus condiciones de optimalidad, 

caracterizamos los puntos de mínimo, luego estudiamos la clase de funciones con

vexas y cuasi-convexas. Finalmente en el Capítulo 4, desarrollamos el método de 

máximo descenso, y analizamos la convergencia del método para resolver el problema 

de minimización usando funciones objetivo cuasi-convexas. Probamos que la sucesión 

generada por el método, usando la regla de búsqueda generalizada de Armijo, con

verge a un punto crítico de la función, mostrando la importancia del uso de métricas 
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diagonales que faciliten el análisis de un problema de optimización en variedades rie

mannianas. Nuestro resultado extiende la convergencia del método, del caso convexo 

para el caso cuasi-convexo generando el artículo [19] publicado por la revista: Journal 

of Mathematical Analysis and Applications (USA). 
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Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo haremos un resumen de los resultados básicos necesários al desarrollo 

de los subsiguientes capítulos. Las demostraciones serán, en princípio, todas ellas 

referenciadas. 

1.1 Símbolos y Notaciones 

A lo largo de este trabajo, usaremos la siguiente simbología: 

(0, 1)n = (0, 1) X (0, 1) X ... X (0, 1). 

IR~ = {X = (xl, X2, ... , Xn) E IRn : Xi > o, i = 1, 2, .. , n}. 

IR~+= {x = (x1,x2, ... ,xn) E IRn: .Ti 2: O, i = 1,2, .. ,n}. 

Dados x,y E IRn, (x,y) = L:~=lxiy( producto interno euclideano en IRn. 

CP(D) = {f : D -+ IR : f es diferenciable de orden p } es el conjunto de funciones 

p veces diferenciables en un domínio abierto D. Si p = oo, entonces C00 (D) es el 

conjunto de funciones infinitamente diferenciables. 

M : variedad diferenciable. 

TPM : es el espacio tangente a J\1[ en el punto p. 

7t : es el conjunto de campos de vectores X E TPM. 

\7 : es la conexión afin del conjunto de campo de vectores H. 

X (p) : es un campo vectorial aplicado en el punto p. 

grad f ( x) : es el gradiente de f en el sentido de la derivada covariante. 

Hf : es la matriz Hessiana de f. 
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l. 2 Definiciones Básicas 

Definición 1.2.1 Sea F : U e IRn -+ IRm una función diferenciable definida en un 

abierto U. Definimos la diferencial de F en el punto q E U como una aplicación 

definida de la siguiente manera, dFq ( v) = {3' (O) con v E IRn, donde {3 = F o a para 

algún a: (-e, e)-+ U tal que a(O) = q y a'(O) = v. Así: 

dFq ( v) = (3' (O) = :t ( F oa) ( t) 1 t=O. 

Se puede probar facilmente (ver do CARM0[7] pp. 127-128) que la diferencial es una 

aplicación lineal que no depende de la curva a tal que a(O) = q, además, si: 

la diferencial en el punto q, en las bases canónicas es: 

dFq = 

oFm (q) 
OXn 

Definición 1.2.2 Sea F : U e IRn -+ IRm una función diferenciable definida en un 

abierto U. Diremos que p E U es punto crítico, si la diferencial de F en el punto p, 

dFp : IRn -+ IRm no es sobreyectiva. La imágem F(p), donde p es punto crítico es 

llamado valor crítico. Un punto de IRm que no es valor crítico se llama valor regular 

de F, esto es, a E F(U) es valor regular si dFa: es sobreyectiva para todo x E F- 1 (a). 

Por un resultado de álgebra lineal obtenemos una equivalencia para la sobreyectividad 

de la diferencial dFx: 

Para todo x E F- 1 (a), dFx es sobreyectiva si y solamente si, el rango (dFx) =m::=; n. 

Así: a E F(U) es valor regular si, y solamente si, el rango (dFx) = m, para todo 

X E p-l(a). 

En particular si m= 1 tal que a E F(U) es valor regular si, y solamente si, V F(x) =f O 

para todo x E F- 1 (a). 
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Definición 1.2.3 Dado un conjunto M, un subconjunto r de partes de M, se dice 

una topología en M si: 

1. 0 E f y fE M; 

2. Si A, B E r entonces A n B E f; 

3. Si (Ai)iEl es una familia de elementos de r, entonces uiEI Ai E r. 

El par (M, r) se dice espacio topológico, los elementos de r son llamados abiertos del 

espacio topológico (f, M). 
'• 

Definición 1.2.4 {Espacios de Hausdorff). Sea M un espacio topológico, diremos 

que M es un espacio de H ausdorff, si para C'IJ,alquier par de elementos distintos en 

M, se tienen abiertos disjuntos de dichos elementos. 

Definición 1.2.5 Sea M un conjunto, una métrica es una aplicación d : 1\;f x M ----> IR 

tal que para todo x, y E M se satisfacen las siguientes condiciones: 

d1 : d(x, y) ~ O, d(x, y) =O si y sólo si x =y; 

d2 : d(x, y)= d(y, x); 

d3 : d(x, z) :S d(x, y)+ d(y, z). 

El par (M, d) se llama espacio métrico. 

Definición 1.2.6 Una sucesión {xm} en un espacio métrico M se llama de Cauchy 

cuando para todo E > O dado, existe n0 E IN tal que para todo m, n > n0 , se tiene 

d(xm, Xn) < E. 

Definición 1.2. 7 El espacio métrico (M, d) es completo cuando toda sucesión de 

Cauchy en M es convergente. 

Definición 1.2.8 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Una sucesión {yk}, k ~ O, 

de X es cuasi-Fejér convergente al conjunto U e X, si para cada u E U existe una 
+oo 

sucesión {Ek} ~IR tal que Ek ~O, L Ek < +oo y d2(yk+l, u) :S d2 (yk, u)+ Ek-
k=O 

6 



Teorema 1.2.1 En un espacio métrico completo (X, d), si {yk} es cuasi-Fejér con

vergente para un conjunto U ~ X, entonces {yk} es limitada. Si además, un punto 

de acumulación y de {yk} per-tence a U. Entonces {yk} converge y lim yk = y. 
k-+oo 

Demostración. Análogo a BURACHIK[4]. • 
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Capítulo 2 

Elementos de Geometría 

Riemanniana 

2.1 Introducción 

Las nociones de geometría riemanniana fueron introducidas por G. Riemann un 10 de 

Junio de 1854 a travéz de una disertación titulada: Sobre las hipótesis que están en los 

fundamentos de la geometría. En él afirma que toda colección continua de fenómenos 

homogéneos puede considerarse como un espacio. Estas ideas dieron origen a lo que 

hoy conocemos como geometría riemanniana, para ser más precisos, el tópico de la 

geometría diferencial que consiste en el estudio de las variedades diferenciales y si en 

estas variedades se introduce una particular forma de medir longitudes de curva, en

tonces estaremos hablando de variedades riemannianas, en esta geometría confluyen 

las ramas de la matemática, como son el álgebra, análisis, topología y la geometría, 

su abordaje dependera del problema a estudiarse. Es así que, en éste capítulo pre

sentamos los conceptos principales de estas ideas que usaremos a lo largo de esta 

tesis, como son: variedades diferenciables, aplicaciones diferenciables entre varieda

des diferenciables y los espacios tangentes a estas variedades, también definiremos 

métrica riemanniana, geodésica, curvatura, gradiente y Hessiano de funciones o ma

triz Hessiana de una función, en una variedad riemanniana. En lo que concierne a 

métricas, presentamos una clase de métricas riemannianas diagonales, herramientas 

que nos permiten obtener propiedades interesantes para desarrollar nuevos algoritmos 

8 



en Optimización, esto es, que sobre una variedad riemanniana se puede derivar un 

campo vectorial tangente a lo largo de una curva, a través de la llamada derivada 

covariante a lo largo de curvas que depende de la métrica. Formalizaremos estos 

resultados en las siguientes secciones. 

2.2 Variedades diferenciables 

Una variedad diferenciable, a groso modo, es un espacio topológico (no necesariamente 

vectorial) semejante localmente al espacio euclidiano IRn cuja relación tiene el soporte 

de la diferenciabilidad. En esta sección presentamos estas ideas y daremos algunos 

ejemplos de variedades diferenciables relacionadas con problemas de Optimización. 

Para una demostración rigurosa de los resultados aquí presentados, referenciamos a 

Manfredo do CARMO[S], ELON LAGES[13] y [14], BOOTHBY[3], HICKS[ll]. 

En todo este capítulo, el término diferenciable de una función o aplicación significará 

que es infinitamente diferenciable. 

Definición 2.2.1 (Superficie regular de IRn ). Un subconjunto S e IRn, es una super

ficie regular de IRn de dimensión k :::; n si para cada p E S existe una vecindad V de p 

en IRn, un subconjunto abierto U e IRk y una aplicación sobreyectiva X : U ~ S n V 

tal que: 

1. X es diferenciable en U. 

2. X es homeomorfismo. 

3. Para todo q E U, dXq : IRk ~ IRn es inyectiva, donde dXq es la diferencial de 

X en el punto q. 

Véase un gráfico de la definición de superficie regular en JR3
. 

u~~i---~' 
y V 

)-->Z 

Figura l. Superficie regular 
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Para cada p E S, la aplicación X : U -----+ V n S es llamada parametrización de S en 

p, o sistema de coordenadas locales en p. V n S es llamada vecindad coordenada 

de p. 

Proposición 2.2.1 Sea U un subconjunto abierto de IRn y F : U ------+ IRm una 

función diferenciable en U con valor regular a E JRm, entonces F-1 (a) es una super

ficie regular de dimensión n - m. 

Corolario 2.2.1 Sea U un subconjunto abierto de IR11 y f : U ------+ IR una función 

diferenciable tal que (\7 J)(x) ::f O, para todo x E f- 1 (a). Entonces S= f- 1 (a) es una 

superficie regular. 

La Proposición 2.2.1 permite mostrar una familia de superfícies regulares útiles en el 

contexto de la Optimización Matemática. 

Ejemplo 2.2.1 Consideremos los problemas de Optimización Lineal: 

(P)min CTX (D)max bT).. 

s.a Ax = b 

X 2 0. S 2 0. 

donde: x,s, e E IRn; ).., b E IRm y A E IRmxn es de rango m< n. El problema (P) 

es llamado primal y ( D) el dual de ( P). 

1. Restricciones estrictas primales. Si S = { x E JR":f_+ : Ax = b} es el 

conjunto de las restricciones estrictas del problema ( P), definiendo la función 

F: JR":f_+ -----+ IRm, por F(x) = Ax- b se tiene qv,e dFx =A, para todo x E JR":f-+· 

Por tener la matriz A rango m y aplicando la Proposición 2. 2.1 tenemos que 

F-1 (0) =S es una superfície regular de dimensión n-m. 

2. Restricciones estrictas duales. Si S= {(A, s) E JRmxJR~+: AT)..+s =e} es 

el conjunto de las restricciones estrictas del problema ( D), definiendo la función 

F : JRm X JR":f_+ ------+ IRn, por: 
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Se tiene dF(>-,s) = [AT J] con rango n, para todo (.A, s) E IRm x IR~+· Aplicando 

la Proposición 2. 2.1, p-l (O) = S es una superfície regular de dimensión m. 

Ejemplo 2.2.2 Consideremos el problema en Optimización no Lineal: 

min f(x) 

s.a h(x) =O 

xEU 

donde U es un abierto de IRn, f : U -+ IR y h : U ---+ IRm son funciones dadas. 

Si h es diferenciable y su matriz J acobiana en el punto x, Jh ( x) tiene rango m en~ 

tonces, el conjunto { x E U : h( x) = O} es una superficie regular. Como casos 

particulares tenemos que los conjuntos { x E IRn : h( x) = O} y { x E IRn : h( x) = 

O y x > O} son superficies regulares. 

Una propiedad importante de las superficies regulares, es que ella no depende del 

cambio de parámetros, es decir, cualquier otra parametrización de la superficie en un 

punto p E S sigue manteniendo las propiedades diferenciables. Este resultado nos 

servirá para generalizar la definición de superficie regular a variedad diferenciable. 

Definición 2.2.2 (Cambio de parámetros). Sean X ---+ S y Y---+ S dos parametriza

ciones de S en el punto p tales que 

W = X(U) n Y(V) =/= 4;. 

La aplicación y- 1oX : x-1(W) ---+ y-1(W) es llamada cambio de parámetros. 

Proposición 2.2.2 Sea S una superficie regular de IRn de dimensión k. El cambio 

de parámetros y-1oX: x-1(W) ---+ y-1(W) es un difeomorfismo. 

La noción de variedad diferenciable que definimos a seguir es necesaria para poder 

extender los métodos del cálculo diferencial a espacios más generales. Como veremos 

posteriormente, una superficie regular será un claro ejemplo de variedad diferenciable. 
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Definición 2.2.3 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable de dimensión 

n es un conjunto M y una familia de aplicaciones inyectivas Xa : U a -----+ M, ex E 1 

(conjunto de parámetros), definidos en abiertos Ua de IRn en M tales que se cumplen 

las siguientes condiciones: 

1. M= U Xa(Ua). 
a El 

2. Para todo par Xa, Xp con Xa(Ua) n Xp(Up) = W =/=- 0, los conjuntos Xa - 1 (W) 

y Xp - 1(W) son abiertos en IRn y las aplicaciones Xp - 1 o Xa : Xa - 1 (W) -----+ 

Xp - 1 (W) son diferenciables. 

El par (Ua, Xa) con p E Xa(Ua) es llamado una parametrización. Una familia 

{(U a, Xa)} satisfaciendo los items 1 y 2 es llamada estructura diferenciable de M. 

Así, la variedad es un conjunto JI![ con una estructura diferenciable. 

Una estructura diferenciable en una variedad diferenciable M induce de forma natural 

una topología en M definido por: 

A e M es abierto en M si para todo ex E J, Xa - 1 (A n Xa(Ua)) es abierto en 

Observemos que la topología es definida de tal modo que los conjuntos Xa(Ua) son 

abiertos y las aplicaciones Xa son continuas. 

Debido a la Proposición 2.2.2 podemos enunciar, el siguiente resultado. 

Proposición 2.2.3 Toda superficie regular de IRn de dimensión k es una variedad 

diferenciable de la misma dimensión. 

Definición 2.2.4 (Variedad de Hausdorff de base numerable). Una variedad difer

enciable M, es llamada variedad de H ausdorff si, M con la topología dada, es un 

espacio de H ausdorff. 

La variedad diferenciable M tiene base numerable si ella puede ser cubierta por 

una cantidad numerable de vecindades coordenadas, esto es, si existe una suceción 

{Xn(Un)}, n E IN, de vecindades coordenadas tal que: M= U Xn(Un)· 
nEN 

En todo este capítulo asumiremos que la variedad diferenciable M es de Hausdorff y 

de base numerable. 
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2.3 Aplicaciones diferenciables entre variedades 

Definición 2.3.1 Sea f : U e lvf ----+ IR, donde U es un subconjunto abierto de la 

variedad diferenciable M. Diremos que f es diferenciable en p E U, si para alguna 

parametrización Xo: : Uo: e IRn ----+ M, con p E Xo:(Uo:) e U, la función compuesta 

Jo X o: : U o: e IRn ----+ IR es diferenciable en X,; 1 (p). S e dice que f es diferenciable 

en U si es diferenciable en todo punto de U. 

Figura 2. f es diferenciable en U. 

Una consecuencia inmediata del item 2 de la Definición 2.2.3 es que, la diferenciabili

dad de una función de valores reales definida sobre una variedad diferenciable M no 

depende de la elección de la parametrización. En efecto, sea Xp : Up e IRn -+ M, 

otra parametrización tal que, pE Xp(Up) e U. Podemos expresar: 

Como f o Xo: es diferenciable por definición y X,; 1 o Xp es diferenciable por ser cambio 

de parámetros, entonces f o Xp es también diferenciable. 

Definición 2.3.2 Una curva sobre una variedad difereciable M es una función 'Y : 

I -+ M donde I = ( -é, e). Diremos que 'Y es diferenciable en t0 E I si para alguna 

parametrización Xo: : Uo: e IRn -+ Af con 'Y(to) E Xo:(Uo:), la función compuesta 

f3 = X,; 1o"f :I-+ Uo: es diferenciable en t0 , donde 1(1) e Xo:(Uo:)· Si 'Y es diferenciable 

en todo t E I, diremos que 'Y es diferenciable en I. 
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(3 = x,;-1 o 1 

Figura 3. 1 es diferenciable en t E J. 

La definición de diferenciabilidad puede ser extendida para aplicaciones entre varie

dades. 

Definición 2.3.3 Sean M 1 y M 2 variedades diferenciables de dimensión m y n res

pectivamente. Una aplicación cp : M 1 --+ M 2 es diferenciable en p E V, si dados: 

parametrización de M1 en p y: 

parametrización de M2 en cp(p) con cp(X1 (U1 )) e X2(U2), la aplicación X2-
1 o cp o 

X1 : U1 e IRn --+ IRrn es dijerenciable en X1-
1 (p). Esta última aplicación es llamada 

expresión de cp en las parametrizaciones x1 y x2. cp es diferenciable en un abierto de 

M1 si es diferencible en todos los puntos del abierto. 

Análogamente al caso de funciones de valores reales, se muestra que la definición no 

depende de las parametrizaciones elejidas. 

Observación 2.3.1 Una consecuencia de la Definición 2.3.3 es que, si X : U--+ M 

es una parametrización de M en el punto p entonces x-1 : X(U) e M --+ IRn es 

diferenciable. 

Definición 2.3.4 (Difeomorfismo entre variedades diferenciables). Sea cp : M 1 --+ 

M 2 una aplicación diferenciable entre dos variedades diferenciables. Decimos que cp 
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es difeomorfismo si r.p es bijetiva y r.p- 1 es diferenciable. r.p es difeomorfismo local en 

pE M 1 , si existen vecindades U de p y V de r.p(p) tal que r.p: U-+ V es difeomorfismo. 

Observación 2.3.2 De la observación 2. 3.1, concluimos que cualquier parametriza 

ción X: U e IRn-+ X(U) e M, es un difeomorfismo. Por esta razón, muchas veces 

para facilitar la notación se identifica X (U) = U. 

2.4 Espacio tangente a una variedad diferenciable 

Las consideraciones a seguir motivan la definición que extiende a variedades diferen

ciables la noción de vector tangente. Para superficies de JR3
, un vector tangente en 

un punto p de la superficie es definida como el "vector velocidad" en JR3 de una curva 

de la superficie pasando por p. Como en variedades diferenciables no disponemos 

del soporte de un espacio ambiente, precisamos de una propriedad característica del 

vector tangente que substituya la noción de velocidad. 

Recordemos algunas formalidades en superficies regulares. 

Sea e> O suficientemente pequeño y una curva 'Y: (-E, e) -+ IRn tal que: 

'Y( t) = ('Yl ( t), ... , 'Yn ( t)), 

con 'Y(O) = p y 'Y'(ü) = ('Y~(O), ... ,"f~(O)) =vE IRn. Sea además una función f: 

IRn -+ IR diferenciable definida en una vecindad de p. Podemos restringir f a la 

curva 'Y y calcular la derivada direccional de f en la dirección de v E IRn: 

d(Jd; 'Y) (t(, ~~~~(?(O))~~' (OJ ~ (~ 'Y;(o) ( a~J J r 
Por tanto la derivada direccional en la dirección de v es un operador sobre funciones 

diferenciables que depende unicamente de v y esta es la propiedad característica que 

usaremos para definir un vector tangente en variedades. 

Definición 2.4.1 (Vector tangente en un punto de una variedad diferenciable). Sea 

M una variedad diferenciable. Consideremos una curva diferenciable 

'Y: (-c,c)-+ M, 
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donde 'Y(O) = p y sea Dp = {f : JI/[ -----+ IR : f es diferenciable en p}. Definimos el 

vector tangente a la curva 'Y en t = O como la función 1' (O) : Dp ---> IR dada por: 

'Y'(O)f _ 1'(0)(J) = d(J 
0 

'Y) (t)l , j E DP. 
. dt t=O 

Un vector tangente en p es el vector tangente en t = O de alguna curva 'Y : ( -é, e) ---> 

M con 'Y(O) =p. 

Si M es una superficie regular de dimensión k :::; n, esto es M e IRn, definimos el 

vector tangente en el punto p como el vector velocidad en IRn, esto es, 

'Y
1 (o) = ('Y~ (o) ' 'Y~ (o) ' ... ' 'Y~ (o) ) . 

Definición 2.4.2 (Espacio tangente a una variedad diferenciable). El espacio tan

gente a una variedad M en un punto p representado por TpM, es el conjunto de todos 

los vectores tangentes a M en p. Así, TpM = { v E IRm : v es un vector tangente en 

p }. 

Observación 2.4.1 Si para una parametrüación X : U e IRn ---> M con p = X(O) 

y q E U, podemos restringir la .función f E Dp y la curva 'Y : (-E:, e) ---> M en esta 

parametrización;· 

foX(q) = f(X(q)) = f(q) = f(q1, ... , Qn) 

{identificación: f o X - f). 

Podemos escribir también, 

x-1 o 'Y(t) = (q1(t), ... , Qn(t)). 

Por definición tenemos: 

1, (O)j = d(J o 'Y) (t) 1 = d(J o X o x-1 
o 'Y) (t) 1 

dt t=O dt t=O 

entonces: 
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Así, 

1' (o) = t q~ (o). ( 
8
rJ ) ( 2.1) 

i=l q2 o 
es la expresión del vector tangente a ¡ en p con relación a la parametrización X. 

Observación 2.4.2 Para una curva coordenada en U, (3i(xi) = (0, ... , Xi, ... , 0), se 

tiene que la composición X o (3i = ri es una curva coordenada sobre M y de la 

ecuación anterior, ,;, (O) = (a~) o. Se sigue que (a~) o es el vector tangente a la curva 

coordenada ri(t). 

Observación 2.4.3 De la elección de una parametrización obtenemos n "vectores" 

( ( 8~)P, i = 1, ... , n) en TpM que generan, por {2.1), los vectores en TPM. 

Observación 2.4.4 Sea M una variedad diferenciable, el fibrado tangente de M es 

definido por: 

TM = {(p,v); pE M/ vE TpM}. 

T M puede ser unido de uma estructura diferenciable transformandose así en una 

variedad diferenciable (ver do CARM0(7}, pag. 15 para su demostración). 

En los siguientes resultados presentamos ejemplos de espacios tangentes. 

Proposición 2.4.1 El espacio tangente de una variedad diferenciable que es un sub

conjunto abierto de !Rn es el propio !Rn. 

Como consecuencia de esta proposición se tiene: 

b). Si M= {(A, s) E !Rm x !Rn: s > 0}, entonces TpM = JRm+n. 

Proposición 2.4.2 Sea M = F- 1(a) una variedad de dimensión n-m, donde la 

aplicación F : U e !Rn ---+ !Rm es una función diferenciable, U es abierto y a es un 

valor regular de F, entonces: TpJI.1 = Tp(F- 1(a)) = Ker(dFP). 

Ejemplo 2.4.1 Si M= {x E IR~+: Ax = b}, donde A E !Rmxn tiene rango m< n, 

entonces: 

TpM = KerA = {6x E !Rn: A6x = 0}. 
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En efecto, la función que define M es F : IR~+ '-----' IRm tal que F(x) = Ax- b, la 

diferencial de F en el punto p E M es dFp = A, luego aplicando la Proposición 2.4.2 

obtenemos el resultado. 

Ejemplo 2.4.2 Sea h : U e IRn '-----' IRm una función diferenciable con Jacobiano 

Jh(x) = dhx con rango m. Consideremps la variedad M= h-1(x) = {x E U, h(x) = 

0}, entonces: 

Corolario 2.4.1 Sea D e IRn un conjunto abierto y f : D ---+ IR una función 

diferenciable tal que \lf(x) -1- O, para todo x E f- 1 (a) vimos que, M= f- 1(a) es una 

variedad diferenciable. Entonces para cada p E M, 

Proposición 2.4.3 Sean M 1 y M 2 dos variedades diferenciables de dimensión n y m 

respectivamente y sea cp : M1 '-----' M2 una aplicación diferenciable. Para cada p E M1 

y cada v E TpM1 , escojamos una curva diferenciable a: (-E, E) '-----' M con a(O) = p, 

a'(O) = v. Definiendo (3 = cp o a, la aplicación: 

dada por dcpp(v) = (3'(0) es una aplicación lineal que no depende de la elección de a. 

Esta aplicación es llamada la diferencial de cp en p. 

Proposición 2.4.4 Sea M1 y M2 dos variedades diferenciables. Si cp : M1 '-----' M2 es 

un difeomorfismo, entonces dcpp : TpM1 '-----' Tr.p(p)l\12 es un isomorfismo. 

2. 5 Métricas riemannianas en variedades diferen

ciables 

Las métricas en un espacio son muy importantes porque nos permiten medir dis

tancias, calcular errores, longitudes de curvas, etc. Cuando tenemos una curva 
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parametrizada en IRn, ry( t) = (11 ( t), ry2 ( t), ... , 'Yn ( t)) donde t pertenece a algun in

tervalo I de IR, la longitud de arco de la curva generada por ry(t) es medida por: 

f( ry) = jllv(t) lldt 

donde v(t) = (ry~(t),ry~(t), ... ,ry~(t)) y 11,11 representa la norma euclideana. Así, la 

longitud de la curva depende de la norma del vector velocidad definido por la métrica 

usual en IRn. Ahora, si nuestro espacio es una variedad diferenciable M y tenemos 

definida una curva en ella, entonces la longitud de arco de la curva será obtenida por 

la medida realizada en el vector perteneciente al espacio tangente en cada punto. 

Necesitamos entonces definir una métrica en el espacio tangente TPM para cada pE 

M. Recordemos que además del producto interno clásico: 

(v, w)P = L viwi, 
i 

podemos definir otro producto interno: 

< v, w >p= L 9i]viwi = (Gv, w), 
i,j 

donde G = (gij) es una matriz simétrica definida positiva. Esta definición aparece de 

modo natural al realizar un cambio de coordenadas. En efecto, sean x = (x1 , x2 , ... , xn) 

y z = (z1, z2, ... , Zn) tal que x(t) = x(z(t)), esto es, 

entonces: 

dx n (ox· oz) -d 
2 = L ~ 

2 
~ 1 

, para todo i = 1, 2, ... , n. 
t j=l uz1 ut 

D t d X _ ( X X X) Z _ ( Z Z Z) d d X _ IÉE.i Z _ ~ eno an o v - v1 , v2 , ... , vn y v - v1 , v2 , ... , vn , on e vi - dt y vi - dt , 

tememos: 

Como: 
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entonces: 

conmutando sumandos: 

Haciendo un cambio k por i e i por k obtenemos: 

Definiendo gij = ( i: ~ax .· ~ax .·) se tiene finalmente que: 
k=l ZJ z, 

n 

(vx,vx) =11 vx 11 2= L gijvfvj = (Gvz,vz). 
i,j=l 

Queda claro que un cambio en el sistema de coordenadas no altera las métricas. En 

efecto, si v = G1 \ 2w tenemos que: 

Métrica riemanniana. 

Definición 2.5.1 Sea S una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana es 

una aplicación que asocia a cada pE M un funcional (, )P 

de modo que se cumplen las siguientes condiciones: 

1. (, )P es un producto interno (bilineal, simétrica y definida positiva) para cada 

pE M. 

2. (, )p varía diferenciablemente en el siguiente sentido: Si X : U e IRn -----+ M 

es um sistema de coordenadas en torno de p, con X(x1 , x2 , x3 , .... , Xn) = q E 

X(U) y 8~; (q) = dXq(O, O, ... , O, 1, O, ... , O, 0), entonces la función: gij : U-----+ IR 

definida por 

es diferenciable. 
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Las funciones gij son llamadas expresiones de la métrica riemanniana en el sistema 

coordenado X y la matriz G = (gij) es la representación de la métrica riemanniana. 

Como X es un difeomorfismo (Observación 2.3.2) se tiene que dXq : IRn --+ TqM es 

un isomorfismo (Proposición 2.4.4) y así la matriz G = (gij) es invertible. Por tanto, 

toda métrica riemanniana tiene su matriz de representación invertible. 

Definición 2.5.2 (Variedad riemanniana). Una variedad diferenciable para la cual 

se define una métrica riemanniana se denomina una variedad riemanniana. 

Ejemplo 2.5.1 Sea M = IRn,. defina la parametrización X : IRn ~ IRn tal que 

Definamos la métrica: 

Sea q E IRn entonces: 

y así, gij.: U ---+ IR definidas por: 

gij (X) = ( [)~. (X), [)~ . (X) \ 
t . J 1 X 

son diferenciables en IRn. 

Luego M = IRn, con la expresión de la métrica G = Id, es una variedad riemanniana, 

esto es, el espacio euclidiano es un ejemplo particular de variedad riemanniana. 

Ejemplo 2.5.2 Sea M la variedad definida por el siguiente conjunto: 

Usamos la parametrización identidad, además TpM = JR2
, con p = (p1 ,p2 ) E 111. 

Definimos la aplicación: 

tal que: 
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Sea q = (q1 , q2 ) E M, entonces 

~[) (q) = dXqei = ei, para todo i = 1, 2. 
UXi 

Luego: gij : M -----+ IR definidas por: 

son diferenciables en M. Por lo tanto, M es una variedad riemanniana con la ex

presión de la métrica: 
1 

G(p) = -(Jd)2x2· 
P2 

Esta métrica es conocida como métrica de Lobatchevsky o Poincairé. 

Los siguientes dos ejemplos son también variedades riemannianas para las métricas G 

según se definen, los cuales se demuestran bajo el mismo procedimiento que los dos 

ultimas ejemplos anteriores. 

Ejemplo 2.5.3 Si l\1 =IR~+ y el funcional (, Jp : TpiR~+ x TpiR~+ -----+IR tal que: 

donde: 

entonces: 

Ejemplo 2.5.4 Sea la variedad riemanniana (IR2
, G(x)), con (u, v)P 

donde: 

es la métrica riemanniana dada por Udriste. 
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2.6 ·Campos de vectores, conexiones afines y deriva 

da covariante 

Introducimos los campos de vectores en los espacios tangentes a las variedades riema

nnianas. En Optimización Matemática ellos representan las direcciones, a partir de 

un punto dado, para algún algoritmo iterativo propuesto. Observando la trayectoria 

continua del algoritmo, esta tendrá sus características, como curvatura, que depen

den obviamente de las características del campo. Surge así la necesidad de definir 

conceptos correspondientes al de derivada de funciones. 

Definición 2.6.1 (Campo de vectores en una variedad diferenciable). Un campo de 

vectores X en una variedad diferenciable M es una correspondencia que a cada punto 

p E M asocia un vector X (p) E TPM. 

Considerando una parametrización X : U e IFC -----+ 114 es posible escribir: 

donde cada ai : M-----+ IR es una función en M y {( 8~JP} es una base asociada a X, 

1 :S i :S n. Diremos que X es diferenciable si, y solamente sí, las funciones ai son 

diferenciables para alguna parametrización. 

Es útil pensar en campos vectoriales como aplicacione$ X : D -------t F definidas por 

donde D es el conjunto de las funciones diferenciables sobre M y F es el conjunto 

de las funciones sobre M. 

Como estamos interesados en trayectorias en M, consideraremos los campos restritos 

a una curva. 

Definición 2.6.2 (Campo de vectores a lo largo de curvas). Un campo vectorial V a 

lo largo de una curva a : I -------t M es una aplicación que a cada a(t) E M asocia un 

vector tangente V(t) E Ta(t)M. Se dise que V es diferenciable si para cada función 

diferenciable f en D, la función V ( t) f es una función diferenciable en I. 

Sea X un campo definido en M, el campo X a lo largo de a será denotado V(t) = 
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X (a ( t)) y diremos que V es inducido por X. 

El campo vectorial dX(x-loa)(t) [(X- 1 o a)'(t)] 

llamado campo velocidad o tangente de a. 

Conexiones Afines. 

d(Xox-loa)(t) denotado por da es 
dt dt ' 

Denotemos T M como el conjunto de espacios tangentes definidos en M. 

Sea H = H(M) ={X: M---> TM: paracadap E M,X(p) E TpM, y X E C00
} el 

conjunto de campo de vectores y D = D(M) = {f: M---> IR: fE C00
} el conjunto 

de funciones reales de clase coo. 

Definición 2.6.3 Una conexión afin es una aplicación V' : H x H ---> H donde a 

cada par de campos (X, Y) se asocia otro campo V' x Y tal que para todo X, Y, Z EH, 

y f, g E D verifique: 

1. 'Vux+gY)z = f'VxZ + g'VyZ; 

2. 'Vx(Y + Z) = 'VxY + 'VxZ; 

3. 'VxfY=f'VxY+X(f)Y, donde X(!)= it
1
ai(.) 8J;;.). 

Considerando una curva diferenciable en M a : I ---> M, denotaremos el conjunto de 

campo de vectores a lo largo de esta curva como Ha. 

Proposición 2.6.1 Sea M una variedad diferenciable con una conexión afin \7. En

tonces existe una única aplicación 1ft, donde a cada V E Ha se asocia otro campo 

en Ha, denotado por ~~, tal que para todo V, W E Ha y f : I ---> IR una función 

diferenciable en I se cunplen: 

a. !ft(V + W) = ~~ + ~~· 

b. !ft(JV) = ~~V+ f~~. 

c. Si V(t) = Y(a(t)), donde Y EH, entonces ~~ =V' da Y. 
dt 

1ft es llamada Derivada Covariante. 

Observación 2.6.1 La Proposición 2.6.1 muestra que la elección de una conexión 

afin de M da origen a una única derivada covariante para cada campo vectorial a lo 

largo de una curva. 
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Observación 2.6.2 Al realizar la demostración de esta Proposición, encontramos 

una caracterización de la derivada covariante para una cierta parametrización X, de 

acuerdo con: 

DV = t dvJ X + t vjdxi\lxX. 
dt j=l dt J i,j=l dt 

7 

J 

Observación 2.6.3 La noción de conexión afin, ofrece una manera de derivar campo 

de vectores a lo largo de curvas. Así, en particular para el campo vectorial V = ~~ 

tenemos: 

D (da) 
dt dt ' 

que llamaremos aceleración de una curva a en M. 

Expresión de la conexión afin relativa a coordenadas locales. 

Suponga que los campos de vectores X, Y E 7-i sean representados en una cierta 

vecindad local X : U e Rn ----+ 111, de algún punto p, por: 

donde (a 1 OXi) representan los vectores de la base del sistema de coordenadas locales. 

Por simplicidad de notación expresaremos: 

Entonces tenemos. 

i=l i=l 

Según las propiedades de la definición de la conexión afin: 

VxY ~ V¿x,x, [ ~y;X; l ~ ~>' [vx, ( ~ Y;X;) l 
~X; [~(Y;Vx,X;)l +~X;[~(:~ X;) l· 

Observe que V xiXJ E 7-i, pudiendo por tanto ser también representado atravéz de 

una base local, esto es: 
n 

VxiXj = L: r7jxk (2.2) 
k=l 

que, substituyendo en la ecuación anterior, se obtiene: 
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Definición 2.6.4 (Símbolos de Christoffel). Los símbolos de Christoffel, o coefi

cientes de la conexión a fin \7 en U, son las funciones ( diferenciables): 

definidas por (2.2). 

Expresión de la derivada covariante en términos de coordenadas locales y 

de los símbolos de Christoffel. 

Sea X: U-+ M un sistema de coordenadas locales en torno de pE M. Un resultado 

obtenido al demostrar la Proposición 2.6.1 es: 

DV = ~ dv.i X· ~ v.idxi\7 X· 
dt ¿ dt J + .¿ dt X, J' 

J=l t,J=l 

y usando 
n 

\7 x;X.i = 2:= rz7xk, 
k=l 

tenemos 

Así: 

DV = t (dvk + t v.i dxi rk.) X k 
dt k=l dt i,j=l dt t) 

(2.3) 

es la expresión de la derivada covariante en te érminos de coordenadas locales y de 

los símbolos de Christoffel. 

Geodésicas y Campos paralelos. 

La derivada covariante permite definir el transporte paralelo a lo largo de curvas que 

dependen de la métrica, osea, que cambiando la métrica, cambia en general la manera 

de derivar campos vectoriales, en particular nos permite conocer geodésicas, curvas 
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cuyo vector tangente es paralelo o derivada covariante nula. Si a : [a, b] ~ M es una 

curva, tal que a(a) =y a(b) = q, el transporte paralelo es Pa(t) : TpM ~ TqM un 

isomorfismo lineal tal que Pa(t) ( v) = V(b) que es el único transporte paralelo a lo 

largo de a. 

Con la métrica euclidiana la geodésica es el segmento de recta entre dos puntos p y q 

cualquiera que caracteriza la trayectoria de menor longitud que los une. 

Si a : [a, b] ~ !Rn es una curva diferenciable pasando por: p = a( a) yq = a(b), 

siendo el campo ~~ asociado fisicamente a la velocidad, tenemos la aceleración ft ( ~~) 
en cada punto a(t) con la propiedad de a ser geodésica dada por 

d da 
dt ( dt) =o. 

La extensión de esta noción a variedades exigirá apenas que la componente tangencial 

de la derivada sea nula. 

Geodésicas. 

Definición 2.6.5 Una curva parametrizada a : I -----> M es una geodésica si el campo 

tangente ~~ verifica: 

Campos paralelos. 

Dado M una variedad diferenciable, una conexión afin \7 y un campo V a lo largo 

de una curva diferenciable a: I ~ M, V es denominado campo paralelo si ~Y =O, 

para todo t E J. 

Así, si a es una geodésica, entonces ~~ es paralelo. 

Ecuaciones geodésicas. 

De la expresión (2.3), un campo paralelo V es determinado por las ecuaciones 

o, equivalentemente, 

k= 1, ... , n. 
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Cuando se trata de una geodésica a ( t) = ( a 1 ( t), ... , an ( t)), se tiene vi = d~i , entonces 

esta última ecuación se transforma en 

k= l, ... ,n 

o 

d
2
ak ~ rk dai daj =o 

dt2 + _L.... t.] dt dt ' 
t,.]=l 

k= 1, ... ,n (2.4) 

el cual es un sistema de n ecuaciones diferenciales de 2do. orden, que posee solución 

única en algun intervalo I = [a, b], verificando x(O) = a(O) = p y ~~(O)= a'(O) = v . 

Conexión afin en variedades riemannianas. 

Definición 2.6.6 Sea M una variedad diferenciable con una conexión afin \7 y una 

métrica riemanniana ( , ) . Se dice que \7 es compatible con la métrica ( , ) si para 

todo par de campos de vectores V y W a lo largo de la curva diferenciable a : I ---+ M 

se tiene: 

(2.5) 

Proposición 2.6.2 Si la conexión afin \7 es compatible con ( , ) y V, W son campos 

paralelos a lo largo de una curva diferenciable a : I ---+ M entonces, (V, lV) es 

constante. 

En particular si a ( t) = ( a 1 ( t), ... , an ( t)) es una geodésica, ( ~~, ~~) es constante. 

Proposición 2.6.3 Sea M una variedad riemanniana. Una conexión afin \7 es 

compatible con el (, ) si, y solamente si: 

X(Y, Z) = ('VxY, Z) +(Y, 'VxZ),para todo X, Y, Z E 7-í. 

Definición 2.6. 7 Una conexión afin \7 en una variedad diferenciable M es llamada 

simétrica si: 

\7 x Y - \7 y X = [X, Y], 

donde [X, Y] = XY - Y X. 

Observaciones: 
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l. En un sistema de coordenadas (U, X) la simetría de la conexión afín implica 

que V' _2_ 88. = V' _L 88. 
8xi XJ 8xj X1, 

En efecto, para todo f E D, 

2. En consecuencia se tiene que: 

n 

()2 f 
---=0. axjaxi 

V' x;Xj- V' Xjxi = ¿(r7j- r;i)Xk =o. 
k=l 

Debido a la independencia lineal de {Xk} obtenemos: 

La reciproca es inmediata. 

El teorema a seguir garantiza la existencia y unicidad de una conexión simétrica y 

compatible con la métrica en una variedad riemanniana. 

Teorema 2.6.1 (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M, existe una única 

conexión afin V' en M satisfaciendo las condiciones: 

a) V' es simétrica. 

b) V' es compatible con la métrica riemanniana. 

(Esta conexión es denominada conexión riemanniana). 

Relación entre la métrica riemanniana y los símbolos de Christoffel. 

Dado un sistema de coordenadas (U, X), las funciones conocidas como símbolos de 
n 

Christoffel r~j : u --+ IR definen los coeficientes de conexión V' X;Xj = L r77Xk. Se 
k . 

muestra que 

rm { 1 ~ a a a } km 
ij = -2 ~ -;:¡-9jk + -¡:;-9ki- -¡:;-9ij g ' 

k UXi UXj UXk 
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donde 9ij = (a~i, a~) son elementos de la matriz G(x) y gij los elementos de su 

inversa e-l (x) respectivamente. 

En efecto, tomemos ,a. = Xi, ,a. = Xj y -JL =X k. Usando el resultado siguiente: 
UXt UXJ · UXk 

1 
(Z, \i'yX) = 2{X(Y, Z)+Y(Z, X) -Z(X, Y)- ([X, Z], Y)- ([Y, Z], X)- ([X, Y], Z)} 

(2.6) 

tenemos: 

n 
Como \7 xjXi = \7 xiXJ = \7 xiXJ = 2.: rLXI y usando a linealidad del producto 

1=1 

interno, se tiene: 

y así: 
~ 1 1{ 8 . 8 8 
¿ rij9kl = -

2 
--;:;-9jk + --;:;-9ki- --;:;-9ij}· 

l=l UXi UXj UXk 

Denotando bk = Ha~i9jk+ a~i9ki- a~k9ij}, k= 1, 2, ... , n obtenemos un sistema lineal 

Gy = b con y = (ftj, qj, ... , f0) y b = (b1 , b2, ... , bn)· Como G(x) es invertible (ver 

definición de métrica riemanniana) entonces y= c-1b. Así tenemos: 

frn = ~ ~ mkb 
?.J 2 ¿9 k· 

k=l 

Finalmente sustituyendo el valor de bk en la expresión anterior se tiene: 

rm 1 ~ { a a a } km 
ij = -2 ¿ . --;:;- 9jk + --;::;-- 9ki - --;::;-- 9ij g . 

k=l UXi UXj UXk 
(2.7) 

Ejemplo 2.6.1 Sea la variedad Tiemanniana M= IR~+' con la métTica dada por 

para funciones hi :IR++ ~IR++ diferenciables. La inversa de la matriz G(x) es: 
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1. Obtención de los símbolos de Christoffel. 

Recordemos que la relación de la métrica con los símbolos de Christoffel está 

dado por la ecuación (2. 7). 

Cuando k =1-m tenemos que gmk =O, así la expresión es reducida a: 

rm 1 { a a a } mm 
ij = 2 axi9im + axj9mi- axm 9ij g . 

Consideramos dos casos: 

a) Si i = j 

r~ = -2
1 

{;::¡a .9im + ;::¡a .9mi- ;:::¡a 9ii} gmm. 
uX2 uX2 uXrn 

Para m= i 

Para m =1- i 

r~ =o. 

b) Si i =1- j 

rm 1 { a a } mm 
ij = 2 axi9im + axj9mi 9 · 

Para m = i entonces, m =1- j y: 

Para m = j entonces, m =1- i y: 

Para m =1- i y m =1- j entonces, 

rz; =O. 

De ambos casos tenemos: 

(2.8) 

que es la expresión de los Símbolos de Christo ffel en relación a la métrica G ( x). 

Como aplicaciones tenemos: 
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• Si hi(xi) = 1, entonces, G(x) = 1. Luego: fZJ =O, Vi, j, m= 1, ... , n . 

• Si hi(xi) = Xi entonces, G(x) = x-2
. Luego: rz; =- ;,oimOij· 

• Si hi(xi) = xi~ entonces, G(x) = x-r. Luego: f7j· = -~;ioimoiJ· 

• Se hi(xi) = si-;r xi~' Si E IR++ entonces, G(x) = sr x-r. Luego rz; 
_rl..o. o . 

2 Xi 2m 2J. 

2. Obtención de la derivada covariante. 

Vimos que la relación de la derivada covariante con respecto a los símbolos de 

Christoffel es dada por la ecuación {2.3). Sustituyendo la expresión {2.8) en 

{2.3) obtenemos: 

En particular: 

que es la propia derivada usual. 

-=2: ---v2_?. Xi. DV n (dvi 1 dx) 
dt i=l dt . Xi dt 

3. Determinación de la ecuación geodésica: S ea p = (p1 , p2 , ... , Pn) E IR~+ y v = 

(vi, v2, ... , vn) E TpiR~+ = IRn con 

donde a(O) = p y d~~o) = v, 1 alguún intervalo abierto de IR. Substituyendo los 

símbolos de Christoffel (2.8) en la ecuación {2.4) obtenemos: 

d
2
ai __ 1_8(hi(ai))(dai)2 = w· = 1 

d 2 h ( ) 8 d O, v'l ' ... , n t i ai ai t 
(2.9) 
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i = 1, ... ,n 

i = 1, ... ,n. 

La ecuación diferencial {2.9) es equivalente a resolver: 

dai - = h·(a·)a· dt 1, ?. 1,) 

para alguna constante ai, que también es equivalente a resolver la integral: 

i = 1,2, ... ,n 

para algunas constantes ai y bi en IR. 

Entonces, la única geodésica a(t) de IR~+' con métrica G(p), pasando por el 

punto a(O) = p, en la dirección a'(O) = v, es obtenida resolviendo el siguiente 

problema: 

/ ( hitai) )dai = ait + bi 

donde ai y bi son constantes reales tales que: 

En particular: 

ai(O) =Pi, 

a~(O) =vi, 

i = 1, ... ,n (2.10) 

i = 1, ... ,n. 

i = 1, ... ,n. 

• Si hi(ai) = 1 tenemos que G(p) = I y considerando las condiciones ini

ciales de ( 2.1 O) encontramos la expresión de la curva geodésica: 

i = 1, ... ,n. 

Esto es, las geodésicas son curvas a : IR -----+ IR~+ definidas por: 

Observemos que la geodésica a( t) está definida para valores de t tal que 

vit +Pi> O. 

• Si h(ai) = ai entonces, G(x) = x-2 considerando las condiciones iniciales 

de (2.1 O), las curvas geodésicas son funciones exponenciales: 

a(t) = (p1exp (~~t) ,p2exp (~:t), ... ,pnexp (~:t)). 
Vemos que dados cualquier p E IR~+ y v E IRn, la geodésica a ( t) está 

definida para todo t E IR. 
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Ejemplo 2.6.2 Consideremos la variedad riemanniana C0 = (0, 1)n con la métrica 

dada por: 

para funciones hi : (0, 1) ----+ (0, 1) diferenciables. Así, la única geodésica a(t) de C0, 

con métrica G(p), pasando por el punto a(O) = p, en la direción a'(O) =vE TpCo = 

IRn, es obtenida resolviendo la siguiente ecuación: 

donde ai y bi son constantes reales tales que: 

ai(O) =Pi, 

a;,(O) =Vi, 

i = 1, ... ,n, 

i = 1, ... ,n. 

i = 1, ... ,n. 

a(t) = (a1(t), a2(t), ... , an(t)), 

considerando las condiciones iniciales de ( 2.1 O), son: 

1 ( 2 ) . ai(t) = ;arccot -rrcsc (rrpi)vit+cot(rrpi) paratodo, z = 1,2 ... ,n. 

Observamos que dados cualquier p E C0 y v E IRn, la geodésica a( t) está 

definida para todo t E IR. 

considerando las condiciones iniciales de (2.1 O), son: 

a,(t) ~ ~ { 1 + tgh G p,(l v~ p;) t + arccoth(2p; - 1))} para todo, i ~ 1, 2 ... , n. 

donde tanh(z) = ::~:=: es la función tangente hiperbólica. 

Observamos que dados cualesquiera p E C0 y v E IRn, la geodésica a(t) está 

definida para todo t E IR. 

34 



2. 7 Curvatura de una variedad riemanniana 

En esta sección, presentamos la definición de curvatura de una variedad riemanniana 

que, intuitivamente, mide cuanto ella se aleja de ser euclidiana. Del punto de vista 

de las aplicaciones esta sección muestra esencialmente que las variedades IR~+ y C0 
con la métrica dada por G(x) = diag Ch¡(~¡)) 2 , (h2 (~ 2 )) 2 , .•. , (hn(~n)) 2 ) para cuaquier 

función diferenciable hi : IR++ ~IR++ y hi : (0, l)n ~ IR++ respectivamnte, tiene 

curvatura cero. 

Definición 2.7.1 (Aplicación curvatura). Sea A(H, H) el conjunto de aplicaciones 

de H en H y V la conexión afin en una variedad riemanniana M, dada por el teorema 

de Le vi- Civita. 

Una curvatura K de una variedad riemanniana M es una correspondencia 

K : H X H ~ A(H, H) 

definida por: 

K(X, Y)Z = \7y\7xZ- Vx\lyZ + V¡x,YJZ. 

Observación 2.7.1 Si la variedad M = IRn, entonces K(X, Y)Z = O, para todo 

X, Y, Z E H. En efecto, basta indicar Z = (z1 , z2 , ... , zn) las componentes del campo 

Z en las coordenadas naturales de IRn y la conexión definida por: 

Observación 2.7.2 Si consideramos un sistema de coordenadas (U, X) en torno del 

punto p y {Xi}, i = 1, 2, ... , n es una base de Tplvf obtenemos: 

Observación 2.7.3 La curvatura K es antisimétrica. En efecto, 

K(X, Y)Z + K(Y, X)Z = V¡x,YJZ + V¡y,x]Z, para todo Z E H. 

Como [X, Y]= -[Y, X], entonces: 

K(X, Y)Z + K(Y, X)Z =O, para todo Z EH, 

y así, 

K(X, Y)= -K(Y, X). 
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Proposición 2.7.1 La curvatura K de una variedad riemanniana es trilineal, en el 

siguiente sentido: 

a. K es bilineal en 1-{ x 7-l, esto es, 

b. Para todo par X, Y E 7-l, el operador curvatura K(X, Y) : 1-{ ~ 1-{ es lineal, 

esto es, 

K(X, Y)(Z + W) = K(X, Y)Z + K(X, Y)W, 

K(X, Y)(! Z) = f K(X, Y)Z, 

donde f E D(M) y Z, W E 7-l. 

Proposición 2.7.2 Sea (U, X) un sistema de coordenadas en torno de pE M y {Xi} 

una base de TpM en este sistema de coordenadas. Entonces: 

n 

K(Xi, X1)Xk = ¿ Kf.ikxz, 
l=l 

donde las componentes Kf1k son dadas por: 

n n 

Kj.ik = x.ir¡k- xir;k + ¿ rfkr;s- ¿ r;krL. 
s=l s=l 

Observación 2. 7.4 Si en las coordenadas (U, X) escribimos: X 
n n 
¿ v.i X1, Z = ¿ wk Xk, por la linealidad de K tenemos: 

.i=l k=l 

n 
~ l i .i k K(X, Y)Z = L... Ki.iku v w X 1. 

i,j,k,l=l 

n . 
2: U

2 Xi, Y
i=l 

Ejemplo 2.7.1 Sea M= IR~+ ó M= C0 con estructura de variedad riemanniana 

representada por la matriz G(x) = diag((h1(;l)) 2 ' (h2(;2))2 ' ... , (h,(;,)) 2 ). Ya vimos que 

sus símbolos de Christoffel son: 
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n . n . n k 
Si en las coordenadas (U, X) escribimos: X= ¿ u 2Xi, Y= ¿ v1 X.i, Z = 2: w Xk, 

i=l j=l k=l 

de la tri-linealidad de K tenemos: 

n 

K(X, Y)Z = L uiv.iwk K(Xi, X.7)Xk. 
i,,j,k=l 

Por definición de curvatura: 

como la conexión es de Levi Civita se tiene [Xi, X 7] =O. Así, 

Si i = j, entonces K(Xi, X.7)Xk =O. 

Supongamos que i #- j, entonces 

n 

V xiXk = L r{kxi. 
j=l 

Sustituyendo los símbolos de Christoffel tenemos: 

luego tomando V xj se tiene: 

por definición de conexión a fin V x (JY) = fV x Y+ X (f) Y donde X (f) = i&l ai (.) %!i, 

entonces tenemos: 

Usando (2.11} y dado que i #- j, el primero y segundo término de la suma anterior, 

es igual a cero. Por tanto: 

Análogamente, 
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De ambos resultados se tiene: 

Así K(X, Y)Z =O. Luego las variedades riemannianas IR~+ y C0 con métrica G(x) 

tienen curvatura cero. En particular, con las métricas I, x-r, para IR~+ y cosec4 (1rx), 

x-ru- x)-r para C(J, son variedades de curvatura cero. 

Curvatura Secciona!. 

Intimamente relacionado con el operador curvatura K está la curvatura seccional (o 

riemanniana) que definiremos a seguir. 

Sea M una variedad riemanniana y CJ un subespacio bidimensional de TpM. Definimos 

la forma cuadrática como Q : CJ -+ IR tal que: 

Q(x, y) = (x, x) (y, y) - (x, y) 2
. 

Geométricamente jQ(x, y) representa el área del paralelogramo definido por x e y. 

Proposición 2.7.3 Sea CJ e TPJ..I[ un subespacio bidimensional y x, y E CJ, dos vec

tores linealmente independientes. Entonces, 

}~( ) = (J((x,y)x,y) 
'x,y Q(x,y) ' 

no depende de la elección de los vectores x y y. 

Definición 2. 7.2 (Curvatura Seccional). Dado un punto p E M y CJ e TPJ../f. El 

número K(x, y) = K(CJ), donde {x, y} es una base de CJ, es llamado "Curvatura 

Seccional de M". 

Si K ( x, y) :::; O para todo x, y E CJ entonces, la curvatura seccional de la variedad 

riemanniana es no positiva. 

Si K(x, y) ~ O para todo .T, y E CJ entonces, la curvatura secciona! de la variedad 

riemanniana es no negativa. 
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2.8 Gradiente y Hessiana en una variedad riema-

. 
nn1ana 

Sea M una variedad riemanniana y f : M ---+ IR una función diferenciable. Dado 

p E M sabemos que la diferencial de f en el punto p es un funcional lineal definido 

en TpM, entonces por el teorema de representación de Riesz existe un único elemento 

denotado por 'il M f(p) E Tpl\1 tal que para todo v E TpM se tiene 

(2.12) 

y 

esto es, la aplicación diferencial se puede caracterizar por la aplicación de producto 

interno. Así podemos definir un campo vectorial grad f : M ---+ T M, como 

grad f (p) = 'il M f (p) · 

La expresión (2.12) puede ser escrita como: 

dfp(X(p)) = (gradf(p),X(p)),paratodo X EH, 

y así también podemos definir una aplicación df : H ---+ M* = .C(M, IR), donde 

.C(M, IR) es el conjunto de funciones en M en IR, tal que: 

df(X) = (grad f, X). 

Además, dfp(X(p)) = ft(f o ¡)lt=O para alguna curva¡ : I ---+ M con ¡(O) = p y 

¡'(O)= X(p), luego tenemos que dfp(X(p)) = itl ¡~(O) g~ (p) = X(f)(p), por tanto 

df(X) = (grad f, X) = X(f). 

Así llegamos a la siguiente definición. 

Definición 2.8.1 El gradiente de una función diferenciable f : M ---+ IR es un 

campo vectorial grad f : M ---+ T 111 metricamente equivalente a la diferencial, esto 

es, 

dfp(X(p)) = (grad f(p), X(p)) = X(p)f, para todo X E H. 
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Observación 2.8.1 Sea M e IRn v.na variedad riemanniana con la métrica definida 

por (v, w)x = vTG(x)w donde G(x) es una matriz simétrica definida positiva. Se 

puede caracterizar el campo gradiente como: 

gradf(q) = c-1 (q)f'(q), 

donde c-1 (q) = (gij(q)) es la matriz inversa de G(q) y f' = (%!
1

, .•. , ;:!,) es el vector 

de derivadas parciales de la función f o X. En efecto, 

Ejemplo 2.8.1 Sea la variedad riemanniana IRn con la métrica euclidiana G = I, 

entonces grad f ( x) = f' ( x) (el gradiente usual). 

Ejemplo 2.8.2 Sea la variedad riemanniana IR~+ con la expresión de la métrica 

para funciones hi : IR++ ----t IR++ 

En particular: 

grad f(x)f(x) = X 2 f'(x), 

donde denotamos X= diag(x1 , ... , Xn)· 

,. 
2. Sihi(xi) = x[, r -=/:- 2 entonces: 

grad f(x)f(x) = xr f'(x). 

Ejemplo 2.8.3 Sea la variedad riemanniana C0 = (0, l)n con la expresión de la 

métrica dada por G(x) = csc 4 (1rx) = diag(csc 4 (x 1 ), ... , csc 4 (xn)), entonces 

gradf(x)f(x) = sen 4 (1rx)j'(x), 

donde sen(X) = diag(sen(x1 ), ... , sen(xn)). 
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Definición 2.8.2 Sea M una variedad riemanniana y p E M. Decimos que p es 

punto crítico si grad f (p) = O. 

Definición 2.8.3 (Hessiana de una función). Sea f : M ~ IR una función de 

clase Ck, k 2:: 2. La H essiana de f, denotada por H f, es definida como la derivada 

covariante del campo gradiente, esto es, 

D 
Hf = dt (grad f). 

Así, la Hessiana en el punto p, en la dirección de v E TpM es: 

D 
Hl(v) = dt (gradf) (p) = \lvgradf (p). 

A partir del concepto de Hessiana podemos definir las aplicaciones Ht : TpM ~ 

TpM y H f : M ~ .C(T M, T M) donde .C(T M, T M) es el conjunto de aplicaciones 

lineales de TM en TM y Hf(p) = Ht E .C(TPM, TpM). 

Proposición 2.8.1 Para cada pE M, el operador Ht : TpM ~ TpM es lineal y 

autoadjunto, esto es, (H¡(v), w)P = (v, Ht(w))p-

De la Proposición anterior, para cada p E M podemos introducir una forma cuadrática 

q1 : TpM x TpM ~ IR definida por: 

Más generalmente, podemos definir la aplicación qf : 1{ x 1{ ~ .C(lvf, IR) dada por: 

qf(X, Y)= (\lxgrad f, Y). (2.13) 

La función definida en (2.13) tiene la desventaja de depender del conocimiento de la 

métrica y de la conexión, cuando sabemos que la métrica determina una conexión 

afin (Teorema de Levi Civita), por tanto la proposición siguiente es importante para 

poder obtener una caracterización adecuada. 

Proposición 2.8.2 Para todo X, Y E 1{ 

qf(X, Y)= (XY- \lxY)f = (YX- \lyX)f. 
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Observación 2.8.2 En un sistema de coordenadas (X, U) en terminas de la base 

{X k} tenemos: 

qf(Xt, Xj) = (xixj- t f0Xm) f, 
m=l 

esto es: 

(2.14) 

Ejemplo 2.8.4 Sea la variedad riemanniana IRn con métrica G(x) = I; como vimos 

anteriormente, los símbolos de Christoffel son fij = O, para todo i, j, m = 1..., n, 

entonces la matriz H essiana es la H essiana usual H f (p) = f" (p). 

Ejemplo 2.8.5 Sea la variedad riemanniana IR~+ con la métrica 9ij 

Sabemos que los símbolos de Christoffel son: 

entonces: 

Si m i=- j entonces OimOij = O, luego se tiene: 

Así, H{ = ( qf (Xi)(Xj)) es la matriz que representa la Hessiana de la función f. 
Aún podemos dar una representación matricial 

H{ = f"(x) + G(x)~(G(x) -2
1 
)'F'(x), 

donde: 

F'(x) = diag (8f(x) 8f(x) ... 8f(x)). 
8x¡ ' 8xz ' ' 8xn 

En particular: 
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l. Si hi(xi) = 1 entonces Hl = f"(x) la matriz Hessiana usual. 

2. Si hi(xi) = Xi entonces Hf = f"(x) + x~ 1:F'(x). 

3. Si hi(xi) = xf, r #- 2, entonces: Hf = f"(x) + ~X~ 1 :F'(x). 

Corolario 2.8.1 Si pE M es v,n punto crítico de f y X, Y E 1-l, entonces: 

Hl(X(p), Y(p)) = X(p)Y(p)f. 

Demostración. Hi(X(p), Y(p)) = X(p)(Y(p).f)- (\lx(p)Y(p),grad .f(p)), y como 

grad .f(p) = O, se sigue el Corolario. • 

De este corolario, se deduce que si p E M es un punto crítico de f entonces la matriz 

Hessiana de f, calculada en este punto, coincide con la matriz Hessiana usual. 

2.9 Variedades completas 

Todos los algoritmos desarrollados en Optimización, en la perspectiva de la geometría 

riemanniana, necesitan de la hipótesis de variedad completa, que en términos simples 

significa que la geodésica, contenida en ella, está definida para todos los valores de 

t E IR. El Teorema de Hopf y Rinow de gran importancia y utilidad en las aplicaciones 

el cual enunciaremos porteriormente, dice: Dados dos puntos cualquiera de la variedad 

completa existe siempre una geodésica que minimiza la longitud de arco entre todas 

las curvas regulares por partes que unen tales puntos. 

Una pregunta natural sería, si se podría desarrollar métodos geodésicos donde la 

hipótesis de variedad completa sea más suave, por ejemplo, introduzir una medida 

en la variedad a partir del producto interno del espacio tangente donde la geodésica 

esté definida en casi todos los puntos y los puntos donde la geodésica no sea definida, 

pertenezca a un conjunto de medida nula. 

Restringiendonos a las variedades completas, desarrollamos esta teoría de manera 

resümida. 

Definición 2.9.1 Una variedad riemanniana lvf es llamada (geodésicamente) com

pleta si para todo p E 1\II, las geodésicas qv,e parten de p estan definidas para todos 

los valores del parámetro t E R. 
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Ejemplo 2.9.1 IRn con la métrica euclidiana G(x) = I, es (geodesicamente) com

pleta, pues dado un punto cualquiera x E M y una dirección arbitraria v E TxM, 

vimos que la i-ésima componente de la geodésica que cumple las condiciones iniciales 

ai(O) = xi y a~(O) =vi, para todo i = 1, ... , n, es dado por: ai(t) = xi + tvi, para todo 

i = 1, 2, ... , n, lo que está definida para todo tE IR. 

Ejemplo 2.9.2 IR~+ con la métrica G(x) = x-2 es (geodésicamente) completa, pues 

dado un punto cualquiera x E M y una dirección cualquiera v E TxM, vimos que la 

i-ésima componente de la geodésica cumpliendo las condiciones iniciales ai(O) = Xi 

y a~(O) = vi, para todo i = 1, ... , n es : ai(t) = xiexp(;;t) la cual está definido para 

todo tE IR. 

Ejemplo 2.9.3 C0 = (0, 1)n con la métrica dada por 

es ( geodesicamente) completa pues dado un punto arbitrário x E M y una dirección 

cualquiera v E TxM, vimos que la i-ésima componente de la geodésica cumpliendo las 

condiciones iniciales ai(O) = Xi y a~(O) =vi, para todo i = 1, ... , n es: 

para todo i = 1, 2 ... , n. 

En adelante consideramos que la variedad riemanniana estudiada tiene la propriedad 

de conexidad, esto es, para cualquier par de puntos p, q de M existe una curva difer

enciable contenida en M,¡: [a, b] :----+ 1\!I, tal que ¡(a)= p y ¡(b) = q. 

Definición 2.9.2 Dados dos puntos p y q en M, la distancia riemanniana de p a q 

en la variedad, denotada por d(x, y), es definida por 

d(p,q) = Inf1b llr'(t)iidt 
'Y . a 

(2.15) 

donde"(: [a, b] ----+M es una curva diferenciable tal que ¡(a)= p y ¡(b) = q. 

Proposición 2.9.1 Con la distancia geodésica (2.15) M es un espacio métrico. 
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Teorema 2.9.1 (Hopf-Rinow) Sea M una variedad riemanniana y sea p E M. Las 

siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) Limitados y cerrados son compactos. 

b) M es completo como espacios métrico. 

e) M es geodesicamente completa. 

d) Para todo q E M existe una geodésica uniendo p y q con: 

d(p, q) = I~f .lb llr'(t)lldt, 

esto es, el mínimo de {2.15) es obtenida por una geodésica. 

Ejemplo 2.9.4 Sea la variedad riemanniana IR~+ con expresión de la métrica G(x) = 

x-2
• Dados p y q en IR~+, existe una única geodésica uniendo p a q. En efecto, sea 

'Yi(t) = Piexp(~;t) y ai(t) = Piexp(~:t) las i-ésimas componentes que satisfazen las 

condiciones iniciales: 

Se puede verificar que vi = wi para todo i = 1, ... , n. En efecto, tomando el valor 

t = to tenemos que para todo i = 1, ... , n: qi = piexp(v;to) = Piexp(w;to) dividiendo por 
p, p, 

Pi, tomando logaritmo y multiplicando por pi/t0 tenemos vi = Wi y así 'Yi(t) = ai(t) 

para todo t E IR. Además: 

a). Debido a que qi = Piexp('f:¡) entonces vi= Piln(f;;_). 

b) 'Y~(t) - :!!1. entonces (-y;(tl) = l..ln2('1i) así: 
· -y;(t) - p; -y;(t) to p; 

1 

d(p, q) = f II'Y'(t}lldt = { ~ [tn (!:)] '}' 
Ejemplo 2.9.5 Sea la variedad riemanniana C0 = (0, 1) con la expresión de la 

métrica riemanniana G(x) = csc4 (1rx). Dados p y q en C0, existe una única geodésica 

que une p y q. Además tenemos: 
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a). qi = '"'(i(to) = ~arccot ( -7rcsc2 (npi)vito + ctg(7rPi)), para todo i = 1, ... , n, en

tonces 

Substituyendo el valor de vi y elevando al 

cuadrado tenemos: 

( 
1I ( t) ) 

2 
2 1 { }2 

. 2 ( ( )) = ai = 22 cot(1rqi)- cot(1rpi) 
sen K/i t 7r t0 

usando estos hechos tenemos: 

¡to 1 {. n } ~ 
d(p,q) ~lo llr'(t)iidt =;: ~[cot(1rqi)- cot(1rpi)j2 

Teorema 2.9.2 Ley de cosenos. Sea M una variedad riemanniana completa con 

curvatura secciona! no negativa, en un triángulo geodésico normalizado tal que ¡ 1 , ¡ 2 , 

¡ 3 segmento de geodésicas minimizantes. Vale la desigualdad 

(2.16) 

donde o: = arg(r~(O).- ¡~(!3 )), a = L(¡1), b = L(¡3 ), e = L(¡2), L, longitud de 

geodésica 
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Capítulo 3 

El Problema de Optimización y sus 

Condiciones de Optimalidad 

Diversos fenómemos naturales son estudiados a través de modelos matemáticos, en es

pecial por modelos presentados por un problema de optimización el cual mostraremos 

más adelante. En estos modelos, es necesario garantizar inicialmente las condiciones 

para la existencia y caracterización de puntos óptimos, para luego desarrollar un al

goritmo adecuado que resuelva algunos modelos matemáticos de optimización, en tal 

sentido, definimos el conjunto sobre el cual estamos trabajando, es decir conoceremos 

lo que és una variedad convexa y en ella estudiamos una clase particular de funciones 

llamadas convexas y cuasi-convexas. 

Para el desarrollo de este Capítulo, iniciamos con algunas definiciones elementales, 

que serán de gran utilidad al resolver un problema de optimización. 

Definición 3.0.3 (Mínimo: global, local, estricto). Sea M una variedad nema

nniana completa y f : M ----+ IR una función. 

1. x E M es un mínimo global de f si, f(x) :::; f(x), para todo x E M. 

2. x E M es un mínimo local de f si, existe 6 > O tal que: 

f(x) :::; f(x), para todo x E B(x, 6), 

donde B(x, 6) = {x E M, d(x, x) < 6}. 
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3. x E M es mínimo local estricto si, existe O > O tal que f ( x) < f ( x), para todo 

x =/= x, X E B(x, 0). 

El problema de interés será resolver el siguiente modelo: 

min f(x) 

xEM 
(3.1) 

que significa encontrar los mínimos globale de una función f sobre M, y es denominado 

"Problema de Minimización", sujeta generalmente a algunas restricciones sobre su 

dominio. 

El modelo (3.1) resuelve también el "Problema de Maximización". 

max f(x) 

xEM 

para ello basta definir f(x) = -g(x). 

3.1 Existencia de puntos de mínimo global 

Definición 3.1.1 Una función f : M -----+ IR es denominada semicontinua inferior 

en x E M, si para toda sucesión { xk} de Jl.1 convergente a x se tiene que: 

lim inf f ( xk) ~ f ( x). 
k->oo 

Si f es semicontinua inferior para todo x E M, entonces decimos que f es semicon

tinua inferior en M. 

El siguiente Teorema garantiza la existencia de un punto de mínimo global para el 

problema (3.1). 

Teorema 3.1.1 (Weierstrass) Considere el problema (3.1), si f: M-----+ IR es semi

continua inferior y M es compacto, entonces existe un punto de mínimo global de 

f. 

Demostración. Mostraremos inicialmente que f es limitada inferiormente, esto es, 

existe a E IR tal que: 

a :S f(x), para todo x E M. 
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Por contradicción, supongamos que f no es limitada inferiormente, entonces existe 

una sucesión { xk} e M tal que: 

(3.2) 

Dado que M es compacto, entonces existe una subsucesión { xki} e { xk} tal que: 

lim xki = x 
j-++oo ' 

por la semicontinuidad inferior de f tenemos: 

lo que contradice a (3.2), por lo tanto f es limitada inferiormente en !vf. De aquí 

existe f* E IR tal que f* = inf{f(x) : x E M}. Por propiedad de ínfimo, existe una 

sucesión { xk} e M tal que: 

Por la compacidad de M, existe x y { xki} e { xk} tal que limj-+oo xki = x E M. 

Nuevamente, por la semicontinuidad inferior de f 

Como {f(xk)} converge a f*, la subsucesión {f(xki)} converge a f* obteniendo que 

f* ~ f(x), 

así, x es un punto de mínimo global de f en M. • 

3.2 Caracterización de puntos de mínimo local 

Presentamos en esta Sección las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad 

local para el problema (3.1). 

Teorema 3.2.1 (Condición necesaria de primer orden). Sea f : M ---+ IR de clase 

C 1
. Si x* es un punto de mínimo local, entonces grad j(x*) =O. 
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Demostración. Tomemos v E Tx· .!11[ y una curva geodésica 'Y : IR ---> M con 

condiciones 'Y(O) = x* y 'Y'(O) = v. Definamos la aplicación h : IR ---> IR tal que 

h( t) = f ("!( t)). Como x* es punto de mínimo local para f, entonces existe 6 > O tal 

que 

h(O) = f(x*) ::; f('Y(O)) = h(t), 

para todo tE ( -6, 6) lo que implica que en t =O tenemos un punto de mínimo local 

de h. Por la condición necesaria de primer orden en IR se tiene 

h'(O) = (grad f(x*), v) =O. 

Tomando en particular v = grad f(x*) tenemos que grad f(x*) =O. • 

Teorema 3.2.2 (Condición necesaria de segundo orden). Sea f : M ---> IR de clase 

C 2
• Si x* es punto de mínimo local, entonces (v, H1 .. v) ~O, V vE Tx•M. 

Demostración. Sea vE Tx·M, y 'Y: IR---> M una geodésica con 'Y( O) = x*, 'Y'(O) = v. 

Definimos h: IR---> IR tal que h(t) = f('Y(t)). Del Teorema 3.2.1, en t =O tenemos un 

punto de mínimo local de h, entonces por la condición necesaria de segundo orden: 

h'(O) =O, luego h"(O) ~ O. 

Veamos: 

h'(t) = (gradf('Y(t)),'Y'(t)) 

h"(t) = ft (gradf('Y(t)), 'Y'(t)) 

= (ft(grad f('Y(t))), 'Y'(t)) + (grad f('Y(t)), ft('Y'(t))) 

= ( H~(t)'Y' ( t), 'Y' ( t)) 

= (V, H 1·. V)) = ( H {.V, V)) ~ 0. • 

Teorema 3.2.3 (Condición suficiente de segundo orden). Sea f : M -----*IR de clase 

C2 . Si x* E M que satisface: 

a) grad f(x*) =O. 

b) H{. definida positiva. 

Entonces, x* es un punto de mínimo local estricto de f. 
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Demostración. Por contradicción. Supongamos que x* no es punto de mínimo local 

estricto, entonces existe una subsucesión { xk} E B ( x*, t) / { x*} tal que: 

(3.3) 

Sea la geodésica riünimal '"'/k: [0, 1] -t IR tal que '"Yk(O) = x*, '"Yk(l) = xk, '"'!~(O)= vk 

y d(x*.xk) = llexpx*xkll· Definimos h : IR -t IR tal que h(t) = (!o '"'!k)(t) y por el 

desarrollo de Taylor de segundo orden de h en O : 

h( t) ~ h(O) + th' (O) + ~t2 h" (D) + O(lt 1'), donde, l~ e~;~~') ~ O, 

esto es, 

Evaluando en t = 1 

f(xk) = f(x*) + ~ \ vk, H{.vk) + B(d2 (x*, xk)) (3.4) 

. B(d2 (x*, xk) 
donde: hm d2( k) =O. 

d-->O x*, x 
Definamos zk = ~~~~ 11 , la sucesión { zn} es limitada, entonces existe una subsucesión 

{zki} e {zk} tal que {zki} -t z. Substituyendo en (3.4) k por kj, tenemos: 

f(xki) = f(x*) + ~ \vkj,H{.vkj) +B(d2 (x*,xkj)) (3.5) 

. B(d2 (x*,xki) 
donde: hm d2 ( k ) =O. 

d-->O x*, x 1 

De la relación (3.3) y tomando límite en (3.5) cuando j -too, obtenemos: 

lo que contradice la hipótesis b) del Teorema 3.2.3. Por tanto, x* es un punto de 

mínimo local estricto. • 

3.3 Elementos del análisis convexo 

La teoría del análisis convexo en variedades riemannianas fueron estudiadas por 

RAPCSÁK [20] y UDRISTE [22]. Rapsáck considera una variedad diferenciable con 
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métrica induzida de IRn, obteniendo caracterizaciones de primer y segundo orden. 

UDRISTE consideró el estudio sobre una variedad riemanniana abstracta generali

zando (independientemente) la teoría de convexidad. 

A partir de estos trabajos el estudio del análisis convexo con aplicación a la teoría de 

Optimización se ha profundizado, véase por ejemplo da CRUZ NETO et. al. [5] y [6], 

FERREIRA y OLIVEIRA[9] quienes consideran en sus estudios, una variedad riema

nniana completa con curvatura seccional no negativa, bajo esta misma perspectiva, 

desarrollamos básicamente el análisis convexo sobre una variedad riemanniana. 

En esta Sección damos algunas nociones de los elementos del análisis convexo y con 

esta misma perspectiva definimos funciones convexas y cuasi-convexas en una varie

dad riemanniana. 

3.3.1 Convexidad en una variedad riemanniana 

Existen diversos puntos de vista en la geometría riemannianna para generalizar el 

concepto de convexidad de IRn, los más importantes son los que presentamos en las 

siguientes definiciones. 

Definición 3.3.1 Sea M una variedad riemanniana completa, se dice que A e M 

es totalmente convexo, si para cualquier par de puntos p y q de A (no necesariamente 

distintos), las geodésicas que unen dichos puntos, estan integramente contenidos en 

A. 

Ejemplo 3.3.1 Si M= IRn con la métrica identidad G(x) = I, cualquier conjunto 

convexo en el sentido clásico es totalmente convexo. 

Ejemplo 3.3.2 Si pE M y existe una relación geodésica no trivial en p, es decir una 

geodésica: "!: [a, b] ----+M tal que "!(a) = p = "f(b) con "!(t) =/= p para algun tE [0, 1], 

entonces el conjunto A = {p} no es totalmente convexo. Se deduce de esto que en 

general conjuntos unitarios no son totalmente convexos. 

Definición 3.3.2 Decimos que A e M es convexo si para todo par de puntos p y q 

de A existe una geodésica minimal que une p y q contenido en A. 

Ejemplo 3.3.3 El propio 111 y los conjuntos unitarios son conjuntos convexos. 
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Definición 3.3.3 f : M --t IR es llamada función convexa si su restricción a 

cualquier geodésica de M es una función convexa en IR, es decir, si "( : IR --t M es 

una geodésica entonces: 

fory:IR--tiR 

es convexa. 

Teorema 3.3.1 f : M --t R es convexa si, y solamente si, para todo segmento de 

geodésica 'Y : [a, b] --t M y para cualquier >. E [0, 1] se verifica 

f('Y((1- >.)a+ >.b)) ::; (1- >.)f('Y(a)) + >.f(ry(b)). 

Demostración. Siendo f convexa, demostraremos que: 

f('Y((1- >.)a+ >.b)) ::; (1- >.)f('Y(a)) + >.f('Y(b)) 

Sea h: IR --t IR tal que h(t) = f('Y(t)). Para a, bE [a, b] y>. E [O, 1] se tiene 

h((1- >.)a+ >.b) ::; (1- >.)h(a) + >.h(b). 

Deaquí se tiene (3.6). 

Recíprocamente, sea t = (1- >.)a+ >.b con>. E [0, 1] entonces: 

f o ry(t) = f('Y((1- >.)a+ >.b)) 

:S f('Y((1- >.)a)+ f(ry(>.b) 

= (1- >.)f(ry(a)) + J.f('Y(b)) 

::; (1- >.)f o ry(a) + >.f o ry(b). • 

(3.6) 

Observación 3.3.1 La Definición 3.3.3 es la gener~lización natural de la definición 

clásica de función convexa em 1\1[ = IRn con la métrica usual. En efecto, dados p y q 

la geodésica 'Y : [0, 1] --t M, que los une es: 

ry(>.) = p + >.(q- p) = (1- >.)p + >.q. 

Luego, del Teorema 3.3.1 tenemos: 

f(ry(>.)) = f((1- >.)p + Aq) :S (1- >.)f(p) + Af(q) 

f((1- >.)p + >.q) = f('Y(>.)) = f((1- >.)(0) + >.(1)) :S (1- >.)f('Y(O)) + J.f('Y(1)) 

= (1- >.)f(p) + Af(p). 
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Para ex E IR, definimos el conjunto de nivel Ma = {x E M; f(x) S ex}. 

Teorema 3.3.2 Si f : M-------+ IR es convexa, entonces Ma es totalmente convexo. 

Demostración. Sea p, q E J..l[a y la geodésica 'Y : [a, b] -------+ M tal que 'Y( a) = p y 

"!(b) = q. 

Probaremos que 'Y(t) E Ma, para todo tE [a, b]. 

En efecto, sea t = (1- >.)a+ >.b para algun ). E [O, 1], como f es convexa y por el 

Teorema 3.3.1 se tiene 

f("!(t)) = f("!(l- >.)a+ >.b) S (1- >.)f("!(a)) + >.j("!(b)) 

= (1- >.)j(p) + >.j(q) 

S (1 ->.)ex+ >.ex = ex. 

Así f("!(t)) S ex, por tanto 'Y(t) E Ma. • 

Teorema 3.3.3 f : M -------+ IR, es convexa en p si y solo si, para cualquier geodésica 

'Y : IR -------+ M con "!(0) = p vale la desigualdad 

f("!(t))- f(p) 2:: t (grad f(p), 1'(0)). (3.7) 

Demostración. Definimos una aplicación h: IR-------+ IR tal que h(t) = J("!(t)), hes 

convexa en O desde que f es convexa en p y así se tiene: 

h(t)- h(O) 2:: th'(O), 

luego, 

J("!(t))- f(p) 2:: (grad f(p), 1'(0)). 

Recíprocamente, si f("!(t))- f(p) 2:: (grad f(p), 'Y'(O)), esto es, 

h(t)- h(O) 2:: th'(O), 

entonces h es convexa en O y por tanto f es convexa en p. • 

Teorema 3.3.4 Si f : M -------+ IR es convexa, entonces todo punto crítico de f es un 

punto de mínimo global de f. 
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Demostración. Sea x E M, debido al Teorema de Hopf-Rinow consideramos una 

geodésica 'Y: IR---+ M tal que "!(0) = x y "f(b) =y, como fes convexa y del Teorema 

3.3.3 

f('Y(b))- f('Y(O)) :2: b (grad f('Y(O)), 1'(0)), 

esto es, 

f('Y(b))- f(x) :2: b (grad f(x), 1'(0)). 

Como grad f ( x) = O entonces f (y) :2: f ( x), para todo y E M. Por tanto x es punto 

de mínimo global de f. • 

Teorema 3.3.5 Sea f : M ---+ IR de clase C2
, f es convexa si, y solamente si, para 

todo pE M la Hesiana de f en p 

es semidefnida positiva. 

Demostración. Sea vE TpM y pE M y la geodésica 'Y: IR---+ M tal que "!(0) = p 

y 1'(0) = v. 

Definiendo h: IR---+ IR tal que h(t) = f('Y(t)) sabemos que hes convexa y de clase 

C2
. Del análisis convexo clásico, tenemos que esto es equivalente a h"(t) :2: O, se tiene 

y 

Reciprocamente, si 

h'(t) = (grad f('Y(t)), 1'(t)) 

h"(O) = \ v, H/v) :2: O. 

1 v Hf v) >O 
\ ' p - ' 

entonces f es convexo. En efecto, definiendo h : IR ---+ IR convexa, entonces se tiene 

h = f o 'Y es convexa. • 
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3.3.2 Funciones cuasi-convexas y pseudoconvexas 

Definición 3.3.4 Sea M una variedad riemanniana completa y f : M -----+ IR una 

función real. f es llamada cuasi-convexa en M si para todo x, y E M, t E [0, 1], se 

cumple 

f(r(t)) S max{f(x), f(y )}, 

para toda curva geodésica 'Y: [0, 1] -----+ M, tal que "!(0) = x y "!(1) =y. 

Teorema 3.3.6 Sea f : M -----> IR una función diferenciable y cuasi-convexa en una 

variedad riemanniana completa M y sea x, y E M. Si f(x) ::; f(y) entonces: 

(grad f(y), 'Y'(O)) ::; O, 

donde grad f es el gradiente de f y 'Y es la curva geodésica tal que 'Y (O) = y y 'Y ( 1) = x. 

Demostración. Sea la geodésica 'Y : [0, 1] -----+ M tal que "!(0) = y y "!(1) = x. 

Definimos h : IR-----+ IR tal que h(t) =Jo 'Y(t), usando la aproximación de Taylor de 

primer orden de h en t = O tenemos: 

h(t) = h(O) + th'(O) + B(t), 

donde: lim B(t). Entonces tenemos: 
t--->0 t 

J(r(t)) = j(r(O)) + t (grad j(r(O)), 'Y'(O)) + B(l ti), 

como fes cuasi-convexa y f(x) ::; f(y) tenemos: 

t(gradf(y),"f'(O)), 

dividiendo por t y tomando límite cuando t -----> O se tiene (grad f (y), 'Y' (O)) ::; O. • 

Definición 3.3.5 Una función diferenciable J : M -----> IR es pseudoconvexa si, para 

todo par de puntos distintos x, y E M y toda curva geodésica que une x a y (¡(O) = x 

y "!(1) =y) tenemos: 

(gradf(x),"f'(O)) 2: O, entonces f(y) 2: f(x). 
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Teorema 3.3.7 Sea f : M -------+ IR una función d'~ferenciable y pseudoconvexa. En

tonces, x* es un mínimo global de f si, solamente si, grad f(x*) =O. 

Demostración. Sea la geodésica ¡ : IR+ -----+ M tal que ¡(O) = x* y definimos 

h : IR -----+ IR con h = f o ¡. Por el desarrollo de Taylor de primer orden de h en O, 

h(t) = h(O) + th'(O) + B(i ti), 

donde lim e(iitii) = o, entonces tenemos: 
t-oo t 

f(r(t)) = f(x*) + t (grad f(x*), ¡'(O))+ B(i ti). 

Como x* es mínimo global entonces f(x*) ::::; f(y), en particular para y = ¡(t) en-

ton ces, 

f(y) - f(x*) = t (grad f(x*), ¡'(O)) + B(i ti), 

luego, 

t(gradf(x*),¡'(O)) +B(iti) ~O, 

que en el límite cuando t-----+ O, (gradf(x*),¡'(O)) ~O, finalmente tomando 

¡'(O)= -gradf(x*), 

se tiene grad f(x*) = O. El recíproco es inmediato basta usar la definición de f ser 

pseudoconvexa. • 

57 



Capítulo 4 

Método del Máximo Descenso 

En este último capítulo estudiaremos el método de máximo descenso llamado también 

método del gradiente, buscaremos extender la convergencia global del método uti

lizando la regla de Armijo generalizado. Para este fin vamos a considerar el problema 

de Optimización no lineal 

min f(x) 
xEM 

( 4.1) 

donde, f : IRn -----+ IR es una función de clase C 1 y M una variedad riemanniana 

completa. 

El método del máximo descenso genera una sucesión de puntos { xk} dados por: 

( 4.2) 

( 4.3) 

donde expxk es una aplicación exponencial en el punto xk, tk es un parámetro positivo, 

- grad f ( x) es el gradiente de f. En el caso de tener M = IRn (el espacio euclidiano) 

tenemos que ( 4.3) es equivalente a: 

Así, el método de máximo descenso en variedades riemannianas generaliza el método 

clásico de máximo descenso en IRn, véase idealmente sobre una superficie de JR3 un 

esquema del funcionamiento iterativo del método del gradiente generalizado: 
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,,. ... ·-- .... ~ , ... ... ~xr:k 
.... -- - ) .... 

- _ -gradf(xk) ', 
a(O) = xk - _ 

Figura 4. Esquema del proceso iterativo del método de máximo descenso sobre una 

variedad M. 

Existen diferentes maneras de escoger el parámetro tk generando consecuentemente 

diversos submétodos los cuales para su aplicación, dependerá exclusivamente de su 

complejidad computacional, reglas que mostramos a seguir. 

Método A: Gradiente con búsqueda exacta 

l. Dado xk, calcule el grad f ( xk) sobre el plano tangente Txk M. 

2. Determine la geodésica 1(t), t 2: O, de M que verifique 1(0) = xk y 1'(0) 

-grad f(xk). 

3. Minimize f('l(t)), t 2: O, obteniendo tk y defina: 

Método B: Gradiente con Regla de Armijo 

2. Determine la geodésica 1(t), t 2: O, de M que verifique 1(0) = xk y 1'(0) 

-grad f(xk). 

3. Hacer: 

donde ik es el menor entero positivo tal que: 
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Definición 4.0.6 Una función f : M -------+ IR es llamada gradiente Lipschitziana con 

constante r si para todo p, q E M y 1 : [0, a] -------+ M la geodésica con 1(0) = p y 

1( a) = q se verifica: 

llgradf("!(t))- P-r(t)grad.f(p)ll:::; fL(t), 

para todo tE [0, a], donde P-y(t) es el transporte paralelo de 1(0) = p a 1(t). 

Método C: Gradiente con Pasos fijos 

l. Dado xk calcule el grad f(xk) en TxkM. 

2. Determine la geodésica 1(tk), tk ~ O, de M que verifique 1(0) = xk y 1'(0) = 

-grad f(xk) 

3. Dados 61 > O y 62 > O tales que, 

donde res la constante de Lipschitz asociada al campo gradiente de j, escoger 

4.1 Convergencia para el caso cuasi-convexo 

Estamos interesados en resolver el siguiente problema de optimización: 

(p) min .f ( x) 
xEM 

donde M es una variedad riemanniana conexa, completa de dimensión finita y f : 

M ---t IR es una función continuamente diferenciable y cuasi-convexa. 

Hipótesis Al. 

El conjunto de puntos óptimos globales del problema (p), denotado por X*, es no 

vacío. 

Denotamos el valor óptimo de (p) por f*. Ahora, definamos el siguiente conjunto 
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El siguiente Lema es un resultado de gran interés el cual será usado para probar que 

la sucesión, generada el método de máximo descenso es cuasi-Fejér convergente a U. 

Lema 4.1.1 Sea f : M ---+ IR una función continuamente diferenciable y cuasi

convexa en una variedad riemanniana conexa, completa y de dimensión finita con 

curvatura secciona[ no negativa, entonces 

para todo x E U y todo tk > O. 

Demostración. Sea x E U arbitrário. Sea también "Yl : [0, h] ---+ M la geodésica 

minimal que une xk y x con "Y(O) = xk, 1/"Y'(O)II = 1 y 12 : [0, 1]---+ M una geodésica 

que une xk y xk+1 , esto es !'2 (0) = xk, !'2 (1) = xk+1 con "Y~(O) = -tkgradf(xk). Por 

propiedad de homogeneidad de las geodésicas, 12 es reparametrizada tal que 

Del Teorema 2.9.2 tenemos: 

Como fes cuasi-convexa y f(x) :::;; f(xk), del Teorema 3.3.6 obtenemos que 

Usando este resultado en la desigualdad anterior obtenemos el resultado deseado. • 

4.1.1 Método con búsqueda de Armijo generalizado 

En 1966 LARRY ARMIJ0[2], publica su trabajo: "Minimization of functions having 

lipschitz continuous firts partial derivatives", en el que demuestra la convergencia 

del método del gradiente, a partir de entonces sus resultados son utilizados conve

nientemente en la búsqueda de mejoras o extensiones teóricas computacionales. Para 
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nuestro objetivo, desarrollamos el método del gradiente sobre variedades riemannia

nas utilizando la regla de Armijo generalizado. 

En esta Subsección probamos la convergencia global de este método para el caso 

cuasi-convexo. Estos resultados son una generalización de KIWIEL y MURTY[12] 

para variedades riemannianas y extiende resultados previos de convergencia obtenidos 

hasta este momento, para el caso convexo por BURACHIK et al.[4] y CRUZ NETO 

et aL[6]. 

El método del máximo descenso con regla de Armijo genera una sucesión de puntos 

{ xk} dados por ( 4.2)-( 4.3) donde se satisfacen las siguientes hipótesis: 

Hipótesis A2. 

Sea rp : IR+ ---+ IR+ una función tal que: 

A2.1 Existe a E (0, 1), Ta >O, tal que Vt E (0, Ta] : rp(t) :S: at, 

A2.2 Existe j3 > o, Tf3 E (0, +oo], tal que Vt E (0, Tf3) n IR: rp(t) ~ j3t2
' 

A2.4 Existe 'Y > 1, T-y > O, tal que Vk : tk ~ T1 o 

[existe tk E [tk,"ftk]: f(expxk(-tkgradf(xk))) ~ f(xk)- rp(tk)iigradf(xk)l/ 2
]. 

Observación 4.1.1 Observemos que la hipótesis A2 es satisfecha por la regla de 

Armijo para estos valores: rp(t) = at, j3 =a, ')' = 2 y Ta = Tf3 = T1 = l. 

Observación 4.1.2 La hipótesis A2 tambiém es satisfecha por el método del gradi

ente con pasos fijos introduzida en BURACHIK(4) y generalizada para variedades 

riemannianas en da CRUZ NET0{6). En efecto, en las referencias mencionadas la 

regla para obtener tk es la siguiente: 

Dados 61 y 62 tal que 61f + 62 < 1, donde r es la constante de Lipschitz asociada al 

grad f, escoger 

tk E (61, ~(1- 62)). 

Definiendo rp( t) = j3t2
, con j3 = 2 (i~~2 ), T1 = 61, Tf3 

arbitrario y Ta = a/ /3, garantizamos la hipótesis A2. 
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Proposición 4.1.1 Sea f : M ---+ lR una función continuamente diferenciable y 

cuasz-convexa. Suponga que las hipótesis Al y A2 son satisfechas. Entonces la 

sucesión { xk} generada por el método del gradiente con regla de Armijo generalizada 

es cuasi-Fejér convergente a U. 

Demostración. De las hipótesis A2.2 y A2.3 tenemos 

(4.4) 

Esto implica que 
+oo f(xo) f* L t%iigradf(xk)W:::; - < +oo. 
k=O j3 · 

Del Lema 4.1.1 y la Definición 1.2.8 tenemos el resultado. • 

Teorema 4.1.2 Sea f : M ---+ lR una función continuamente diferenciable y cuasi

convexa. Suponga que las hipótesis Al y A2 son satisfechas. Entonces la sucesión 

{xk} generada por el método del gradiente con regla de Armijo generalizado converge. 

Además, converge para un punto estacionário (un punto x tal que grad f(x) = 0). 

Demostración. De la Proposición4.1.1, {xk} es cuasi-Fejér convergente en U, por 

tanto {xk} es limitado por el Teorema 1.2.1. Entonces existen x y una subsucesión 

{ xki} de { xk} que converge para x. De la continuidad de f obtenemos 

Debido a que {f(xk)} es una sucesión no creciente, ver ( 4.4), con una subsucesión 

que converge para f(x), toda la sucesión converge para f(x) y así 

f(x) :::; f(xk), para todo k E IN. 

Esto implica que x E U. Ahora, del Teorema 1.2.1, concluimos que { xk} converge 

para x.Finalmente, probaremos que gradf(x) =O. Por contradicción, supongamos 

que gradf(x) =f. O . 

. Claramente, tenemos que gradf(xk) ---+ gradf(x) =f. O y f(xk) ---+ f(x). Ahora, de 

(4.4), se cumple que 

lim tk =O. 
k->+oo 

(4.5) 
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Por otro lado, usando A2.4 y A2.1, tenemos, para k suficientemente grande, 

Además, del teorema del valor medio, para cada k, existe tic E [O, lk] tal que 

donde P7k,o,tj. es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica 'Yk tal que 'Yk(O) = xk 

y 'Y~( O) = -grad f(xk). Ahora, (4.5) y A2.4 implican que limk--++oo tic =O. Haciendo 

k --+ +oo en la desigualdad anterior y tomando en cuenta la continuidad de grad f, 

exp y el transporte paralelo, tenemos que 1 :=:;: a, lo que contradice A2.1. Por tanto, 

grad f(x) =O. • 

Como consecuencia inmediata del teorema anterior y del Teorema 3.3.7 tenemos el 

siguiente resultado. 

Corolario 4.1.1 Sea f: M --+ IR una función continuamente diferenciable y pseu

doconvexa. Entonces, con las hipótesis Al y A2, la sucesión { xk} converge para un 

punto de mínimo global del problema (p). 

Ejemplo 4.1.1 Sea la función j(x1,x2) = (lnx1)2 + (lnx2)2. cuya simulación se ve 

en las figuras 5, 6 y 7 a escala multiplicada por 1 O. 

25 

:.· ,. 

20 

15 

10 

5 

o 

oso 

Figura 5. Gráfico de la función f. 
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Figura 6. Gráfico de la función f después de una rotación . 
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Figura 7. Vista frontal del gráfico de f 

Esta función f es claramente no convexa en IR? con la métrica usual, sin embargo al 

hacer uso de la métrica G(p) = diag (1/(Pi) 2
) con i = 1, 2., la función en cuestión se 
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Esta función f es claramente no convexa en JR2 con la métrica usual, sin embargo al 

hacer uso de la métrica G (p) = diag ( 1/ (Pi) 2 ) con i = 1, 2., la función en cuestión se 

transforma en convexa sobre la variedad IR'¡+, dado que su Hessiano es semi definida 

positiva, a saber, 

H{ = [ ~ ll 
Su ecuación geodésica es 

'!!..it 
ry(t) = PiexpP; , i = 1, 2 

y las iteraciones del método de máximo descenso son: 
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Discusiones 

' En este trabajo la hipótesis de curvatura no negativa es esencial para obtener la 

convergencia global del método a un punto crítico para funciones cuasi-convexas con

tinuamente diferenciables. Así, para espacios donde la curvatura es negativa, como 

por ejemplo los espacios de Lobachevsky, no sabemos si nuestro algoritmo converge 

o no (globalmente). Esto nos lleva a formular la siguiente interrogante: ¿Podrá ob

tenerse la convergencia global del método sin usar hipótesis sobre la curvatura de la 

variedad riemanniana?. 
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Conclusiones 

l. El resultado más importante de esta Tesis, es que extendemos la teoría de 

convergencia global del método de máximo descenso para la clase de funciones 

cuasi-convexas definidas sobre variedades riemannianas de curvatura secciona! 

no negativa. Así el campo de aplicaciones del método es ampliado para diversos 

problemas de optimización no convexa donde sus restricciones pueden ser vistos 

como una variedad riemanniana completa de curvatura secciona! no negativa y 

lafunción objetivo sea cuasi-convexa en esta variedad. 

2. Mediante la introduccón de una métrica diagonal riemanniana sobre el ortante 

positivo IR~+ damos caracterizaciones para el gradiente y Hessiana de una 

función en esta variedad. En particular, presentamos condiciones para que 

funciones no convexas en el sentido usual se transformen en convexas en la va

riedad riemanniana IR~+ con dicha métrica, mostramos esta afirmación con un 

ejemplo novedoso. 

3. La interrogante surgida en las Discusiones, motiva a un estudio más profundo 

del método sin usar hipótesis sobre la curvatura de la variedad riemanniana. 
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