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RESUMEN

Una version didactica de la Teoria de
Carathéodory en el campo de las ecuaciones
diferenciales ordinarias y aplicaciones

MARIO SAUL TIZA DOMINGUEZ

Abril - 2009

Asesor: Dr. José Rail Luyo Sanchez

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica

Sean I un intervalo de R y D un subconjunto de R”. Para una funcién f de
I x D en R™ es posible introducir condiciones sencillas de enunciar que cumplen
ciertas propiedades razonables, afin de garantizar la existencia de la solucién para
un Problema de Cauchy: z’=f(t,z), con z(ty) =xo. En este trabajo se presenta
de manera didictica los aspectos mds importantes de la teoria desarrollada por
Carathéodory en el campo de las ecuaciones diferenciales ordinarias, en la resolucion
de este tipo de problemas. Los mismos que generalizan los resultados dados hasta
ese entonces, tanto por G. Peano y E, Picard. Convirtiendose en un instrumento
valioso en muchos campos de la ingenieria Mecénica, Eléctrica, Civil, etc. Para
tal efecto, se introduce primero las definiciones y nociones bésicas en el drea de
las ecuaciones diferenciales ordinarias, asi como también los principales resultados
relacionados con la teoria de la medida y el analisis funcional. Estos son los previos
necesarios para luego enunciar el concepto de solucién débil, asi como también lo que
significa que una funcién cumpla las condiciones de Carathéodory. Posteriormente
se desarrollard los dos teoremas principales de este trabajo, como son el teorema de
existencia y unicidad de soluciones y el teorema de prolongamiento de soluciones,
para luego mostrar algunas aplicaciones usando los resultados obtendidos.

Palabras Claves:

Problema de Cauchy, Solucién Débil, Condiciones de Carathéodory, Prolongamiento
de soluciones.
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ABSTRACT

A didactic version of the Theory of
Carathéodory in the field of the equations
ordinary differentials and applications

MARIO SAUL TIZA DOMINGUEZ

April - 2009

Adviser: Dr. José Raiil Luyo Sénchez

Obtained Degree: Mathematician

If I an interval of R and D a subset of R™. For a function f of 7 x D in R" is
possible to introduce conditions simple to enunciate that they fulfill certain proper-
ties reasonable, compatible to guarantee the existence of the solution for a Problem
of Cauchy: z' = f(t, ), with z(ts) =zo. In this work one appears of didactic way
the most important aspects of the theory developed by Carathéodory in the field of
the equations ordinary differentials, in the resolution of this kind of problems. Such
which they generalize the results given until that then, as much by G. Peano and
E. Picard. Becoming a valuable instrument in many fields of Mechanical, Electrical,
Civil engineering, etc. For such effect, se introduces first definitions and notions
basic in the area of the equations ordinary differentials, as well as the main results
related to the theory of the measure and the functional analysis. These are previous
the necessary ones soon to enunciate the concept of weak solution, as well as what
means that a function fulfills the conditions of Carathéodory. Later it will be de-
veloped both main theorems of this work, as they are the theorem of existence and
uniqueness of solutions and the theorem of prolongation of solutions, soon to show
to some applications using the obtained results.

Keywords:

Problem of Cauchy, Weak Solution, Conditions of Carathéodory, Prolongation of
solutions.
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Introduccion

El estudio de las ecuaciones diferenciales comienza con el desarrollo del calculo
diferencial e integral, llevado a cabo por Newton y Leibniz en el siglo X VII, reveldndo-
se como una de las herramientas principales para el estudio analitico de los modelos
provenientes de la fisica. Paulatinamente ha ido desempefiando un papel preponde-
rante en la ingenierfa, las ciencias naturales, la economia y otras disciplinas.

El estudio de la existencia de la solucidn de una ecuacién diferencial, habia em-
pezado a tomar preponderancia, sin embargo la cada vez mayor complejidad de los
problemas, sumada a la importancia de establecer ideas generales, ya caracteristicas
en el andlisis matematico del siglo XIX, abrié puertas para el estudio de la existen-
cia de las soluciones no necesariamente explicitas. Aqui, ya era imposible partir del
convencimiento intuitivo de la existencia de soluciones generales, las cuales resta-
ban sélo encontrar por el método més favorable posible. Era necesario demostrar
la existencia de las soluciones partiendo de los elementos conocidos. A comienzos
del siglo XIX surgieron las primeras demostraciones de los teoremas de existencia,
tan caracteristicos para el analisis contemporédneo. Estos pertenecen bdsicamente a
Augustin Louis Cauchy. Dichos resultados fueron demostrados para las ecuaciones
diferenciales teniendo en cuenta las condiciones del estado inicial, esto es, para los
problemas actualmente conocidos como problemas de Cauchy. Dada la ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden 2z’ = f(t, ), demostré la existencia y unici-
dad de su solucién, con condiciones iniciales dadas por t = tp; £ = xg, y donde f
y 0f/0x son continuas. Esta demostracién de Cauchy la perfeccioné en 1844 su
discipulo F.Moigno [8], la condicién de Lipschitz, fue introducida por este 1ltimo en
1876. Enseguida J. Peano demostré que el problema tenia por lo menos una solucién
para esto uso una combinacién del método de aproximacién de Euler-Cauchy y del
“teorema de Arzela-Ascoli [1]. Finalmente, Picard en el afio 1890 desarrollé la idea
de Cauchy y demostré via la convergencia de las aproximaciones sucesivas, que el
problema posefa una solucion. ~

Para el siglo XX las demostraciones de los teoremas de existencia se convirtieron
en parte inseparable de muchas investigaciones teéricas, entraron en la norma del
rigor matemadtico. Pero es a comienzos de ese siglo, con la teoria de la medida, es-
tablecida por Lebesgue en 1902 y también llamada medida de Lebesgue, que se abre
un mar mas amplio de oportunidades, en la que es posible definir un concepto de
solucién mds natural, que difiere al establecido por Newton, refiriéndose a la misma



en la literatura como solucién clésica (o solucién fuerte), a las llamadas soluciones en
el sentido de Carathéodory (o soluciones débiles). Partiendo siempre de que muchos
de los problemas reales hasta ese tiempo planteados, estaban fuertemente limitados
por la condiciones que debia satisfacer la funcién f, en el problema de Cauchy. En
una de sus comunicaciones Carathéodory, extiende no solo el concepto de solucién
dado por Newton sino que también, logra probar la existencia de la solucién de un
problema de Cauchy para una funcién f con menos regularidad que la establecida
por Picard, en su trabajo titulado: “About a generalization of Picard’s theorem”,
publicado en 1920 por Prussian Academy of Sciences. !

El trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo, presentamos los principales resultados sobre existencia,
unicidad y prolongamiento de soluciones clasicas para un Problema de Cauchy. Asi
también, las demostraciones pertinentes de algunas generalizaciones de resultados
vélidos para una dimensién. Y ademads, abarca el estudio de las principales herra-
mientas de la teorfa de la medida e integracién de Lebesgue y del andlisis funcional.
Estos resultados, en conjunto, seran usados a lo largo de todo el trabajo.

En el segundo capitulo, se presentara de manera clara, concisa y directa, los as-
pectos mas importantes de los aporte en el campo de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden, realizado por Carathéodory, es decir, el concepto de solucién
débil o solucién en el sentido de Carathéodory, las condiciones de Carathéodory y
los resultados de existencia, unicidad y prolongamiento de soluciones.

En el tercer capftulo, estudiaremos la existencia de la solucién de dos problemas
reales, como lo son: la existencia de la solucién para una ecuacién de linea de trans-
misién (un problema relacionado ingenieria eléctrica) y asimismo para una ecuacién
de una viga (un problema relacionado con la ingenieria civil) .

Esperamos con este trabajo brindar una mayor difusién del aporte realizado por
Carathéodory, en el area de las ecuaciones diferenciales ordinarias y asi también
desarrollar sus resultados a manera de que sea més entendible para todo lector.

lEn este texto se presenta los aspectos mds importantes de la teorfa desarrollada por
Carathéodory, “Theory of ordinary differential equations”, Coddington, Earl A. y Levin-
son, Norman. Mc Graw Hill, 1955.



Capitulo 1

Preliminares

El propésito de este capitulo es presentar algunas definiciones y resultados del
andlisis real, de las ecuaciones diferenciales ordinarias y del andlisis funcional que
serdn usados a lo largo del trabajo. Las justificaciones tedricas pueden encontrarse
en los textos a los cuales se hace referencia.

1.1 Continuidad y convergencia de funciones

Definicién 1.1 Una funcién f : X — R", definida en un conjunto X C R™, se
dice que es continua en el punto ¢ € X cuando, para cada € > 0 dado, se puede
obtener un § > 0 tal que si z € X y ||z — a]| < & implica que ||f(z) — f(a)|| < e
En lenguaje simbdlico esto es equivalente a:

Ve>0, =68 >0/ zeX,||z—ada| <d=|f(z)- fla)] <e

Se dice que f : X — R" es una funcién continua en X si, y sélo si es continua en a,
para todo a € X.

Observacién 1.1 Sea z = (21,22, - ..,2%,) € R®, se definen las siguientes normas

n

Soak, Nalls=X l=l, ke = max |z

=] i=1

)l =

llamadas: la norma euclidiana, la norma de la suma y la norma del méximo, respec-
tivamente. Ademds, para todo x € R", se tiene que

lzlleo < 2l < l2lls < n- fl 2lloo

Definicién 1.2 Sea z = (21,%2,...,%,) €R®, e i=1,2,...,n. La funcién

IL:R" =R
z +— I(z) =z,

es llamada i—ésima Proyeccién canédnica.



Proposicién 1.1 Los II; : R® — R son funcionales lineales acotados.
(a) Ii(az +y) = oIli(z) + O;(y); Vz,y e R",Va eR.
(0) [Ti(z)| < ll=ll; V= € R™.
Ver Elon Lages [10], pg. 5.

Una funcién f : X — R", definida en un conjunto X C R™, asocia a cada
punto z € X su imagen f(z) = (fi(z), fo(z),..., fa(z)). Las funciones reales
fi,foy.o o, fn i X — R, asi definidas, se llaman funciones coordenadas de f. Se
escribe entonces f = (f1, fa,- -+, fn)-

Teorema 1.1 Una funcién f : X — R™, donde X C R™, es continua en el punto
a € X si, y s6lo si, cada una de sus funciones coordenadas f; = Il;of : X — R es
continua en e] punto a.

Ver Elon Lages [10], pag. 25.

Definicién 1.3 Sea X CR™, denotamos por C(X) := C(X,R") el espacio de las
funciones f : X — R", continuas en X.

Definicién 1.4 Sea f : X — R"™ una funcién definida en un conjunto X C R™.
Se dice que f es uniformemente continua cuando, para cada ¢ > 0 dado, se puede
obtener un § >0 talquesi z,y € X y ||z — y|| < 4, entonces || f(z) — f(y)|| < e

De la definicién anterior se tiene, que toda funcién f uniformemente continua en
X es continua también en X.

Teorema 1.2 Una funcién f : X — R", donde X C R™, es uniformemente con-
tinua en X si, y sdlo si, cada una de sus funciones coordenadas f; =IL;of : X - R
son también uniformemente continuas en X.

Ver Elon Lages [10], pag. 28.

Proposicién 1.2 Si K C R™ escompactoy f : K — R es continua en K, entonces
f es uniformente continua en K.

Ver Elon Lages [10], pag 47.

Definicién 1.5 Se dice que una sucesién de funciones f; : X — R", k€ N definidas
en un conjunto X CR™, converge puntualmente para una funcién f : X — R™ cuando,
para cualquier € > 0 dado, se puede obtener, para cada z € X un ky=ko(z,€) € N
tal que si k >k, entonces || fr(z) — f(z)]] <e.

Teorema 1.3 Una sucesién de funciones f : X — R*, k€ N definidas en un
conjunto X C R™, converge puntualmente para una funcién f : X — R” si, y sélo
si, para cada i = 1,...,n, se tiene limy_,, fri(z) = fi(z) puntualmente en X,

donde fi = (fer,---, fen) ¥ = (f1r,---, f)-
Ver Rolci Cipolatti [6], pdg. 133.



Definicién 1.6 Se dice que una sucesién de funciones fr, : X — R”®, k€ N definidas
en un conjunto X C R™, converge uniformemente para una funcién f : X — R®
cuando, para cualquier € > 0 dado, se puede obtener kg € N tal que si k > ko,
entonces || fi(z) — f(z)|| < €, para todo z € X.

Teorema 1.4 Una sucesién de funciones fr : X — R™, k € N definidas en un
conjunto X C R™, converge uniformemente para una funcién f: X — R” si, y sélo
si, para cada 7 = 1,...,n, se tiene limg_. frz = f; uniformemente en X, donde

k= foen) Y F=(f1y-00 fa)

Ver Rolci Cipolatti 6], pag. 135.

Teorema 1.5 Si (fy)nen €s una sucesién que converge uniformemente a fen X y
todos las (fn)nen Son continuas en X , entonces f es continua en X.

Ver Rolci Cipolatti [6], pdg. 136.

Definicién 1.7 Un subconjunto H C C(X) se dice equicontinuo en el punto zy € X
cuando, dado arbitrariamente € > 0, existe § > 0 talquesiz € X,y [|[z—zo|lgm < 4,
entonces ||f(z) — f(zo)|lr» < € cualquiera que sea f € H. Asi mismo, se dice que
(fn)nen €5 una sucesién equicontinua en el punto zo € X, cuando el subconjunto
H C C(X) formado por {f1, fa,.. -, fa,-- -} €s equicontinuo en el punto xy.

Un subconjunto H C C(X) se llama equicontinuo, cuando H es equicontinuo en
todos los puntos zg € X. Andlogamente, se dice que (f,)nen €8 una sucesién
equicontinua, cuando es equicontinua en todos los puntos zo € X.

Definicién 1.8 Sea H C C(X) se dice uniformemente limitado cuando existe ¢>0
tal que ||f(z)ll < ¢ para todo f& H y todo z € X. Asf también, una sucesién
(fa)nen se dice uniformemente limitado cuando el conjunto {fi, fa,..., fa,---} €8
uniformemente limitado.

Observacién 1.2 Sea f € C(K), donde K C R™ compacto. Definimos una norma
en C(K), de la forma

|fI = max||f(2)]],

la cual es llamada la norma del méximo asociada al espacio C(K).

Teorema 1.6 (Arzelad-Ascoli) Sea K CR compacto. Toda sucesién equicontinua
y uniformemente limitada de funciones fi, : K — R", k€ N posee una subsucesién
uniformemente convergente para una funcién f € C(K) en la norma de C(K).

Ver Rolci Cipolatti [6], pag. 156.



Lema 1.1 Sea 2 C R™ abierto y limitado. Sea {Q, },en una familia de subconjuntos
de R", de la forma:

Q={zeQ:dz,R"-Q)> i—, l|z}]] < v}, donde v €N,
se cumple que:

(a) El conjunto de los 2, para cada v € N son abiertos y limitados de R™.

(b) Se tiene que Q, C Q,.41, para cada v € N.

(¢) G Q, =Q.

=1

Demostracién. (a) Dado z € Q,, con v € N, fijo y arbitrario. Veamos que B(z, §)
esta contenida en (2, donde

§=min{v —||z}|, d(z,R" —-Q) — %}

Sea y € B(z,d), cualesquiera, por las propiedades de distancia y por la definicién
de 4 se tiene que:

d(z, R" — Q) — d(y, R" — Q) < d(z,y) < § < d(z,R"* — Q) — %

gl = |zl < dz,y) <6 <v—| =,

1
luego d(y,R™ — §2) > -y llyll < v, por lo tanto B(z,d) estd contenida en €2, es
decir €2, es abierto para todo v € N.

(b) Sea z € Q, fijo y arbitrario, entonces existe una sucesién (Zp)men C
satisfaciendo la condicién que para cualquier € > 0 dado, existe un ng € N tal que

m > ng implica d(z,,z) < €.

Afirmaciéon z € Q.

En efecto. Supongamos que z ¢ 2, entonces d(z, R"® — Q) = 0, luego
d(Tm, R" — Q) = | d(z,R" — Q) — d(zpm, R* — Q)] < d(zn, z),

dado que (Zm)men C 2, tenemos

% < (2, R — Q) < d(m, 7),

, Obtenemos una contradiccién, por lo tanto z € 1.

considerando € = 1
v+1



De la afirmacién anterior, d(z, R™ — Q) > 0, entonces

-3; (@, R = Q) < d@m, R — Q) — d(z, R" — Q) < d(5m, ),

tomando limite, cuando m — oo, tenemos

1

v+

T < d(z,R* - Q),
y ademds como || z,,|| < v, entonces || z|| < v+ 1, as{ concluimos que z € 43

(¢) Sea y € R, fijo, arbitrario, entonces d(y,R™ — Q) > 0, por la propiedad de
arquimediana, existe un v € N tal que d(y, R” — Q)v > 1. Ahora en virtud de que §2
es un conjunto limitado, existe un k € N tal que || y|| < k. Tomando ny = max{v, k},
tenemos y € (1,,. Para el otro contenido, observese que para cada v € N, se tiene
que Q, C £, luego {72, 2, C Q. De las dos consideraciones anteriores, se concluye
el resultado. W

1.2 Medida e Integraciéon

A continuacién se presentardan algunas definiciones y resultados de la teoria de
medida e integracién de Lebesgue. Que serdn de mucha utilidad para generalizar el
concepto de funcién real medible e integrable, para funciones vectoriales de variable
real.

Definicién 1.9

(a) Una coleccién ¥ de subconjuntos de R™ se dice que es un o-dlgebra en R™, si
3 tiene las siguientes propiedades:

(i) R™ e %.
(ii) Si A€ X, entonces A°={zr € R™: 2z € R™\ A} € %.
(791) Si A= Ujil A; ysi Aj € E, para todo j € N, entonces A € X.

(b) Si L es un o-dlgebra en R™, entonces se dice que el par (R™, ), es un espacio
medible, y a los elementos de o se les llama conjuntos medibles en R™.

A partir de las propiedades (1)—(i7) de la definicién 1.9 (a) se deducen inmedia-
tamente los siguientes hechos: :

(fv) 0 €X.
(v) SiA; € X, para cada j € N, entonces ()i, 4; € &.
(vi) 8iA,B€ X, entonces A \B=ANB°eX.



Definicién 1.10

(a) Se llama medida a una funcién p, definida en un g-dlgebra ¥ con valores en
[0, +00] ¥ que es numerablemente aditiva. Esto significa que si {A;};en €s una.
coleccién numerablemente disjunta de elementos de ¥, entonces

p(JA) =) uldy), st AjNnA=0j#k
j=1 j=1
Para evitar casos triviales, supondremos que p(A)< 0o para al menos un A€3.

(b) Se llama espacio de medida a la terna (R", %, 1), donde (R, X) es un espa-
cio medible en el que hay definida una medida u sobre la o—algebra de sus
conjuntos medibles.

Proposicion 1.3 Sea (R*, X, i) un espacio de medida. Entonces
(a) u(0) =0.
(b) Si A,B € X, con A C B, entonces u(A) < u(B).

(c) Si Aj € L, paracada j € N y A; C Ay C As,- -+, entonces
u(lJ 49) = im (4
j=1

Ver Walter Rudin [18], pag. 18.

Teorema 1.7 Sea (R", L, u) un espacio de medida, luego se cumplen las siguientes
propiedades:

(a) Todo conjunto abierto en R™ pertenece a 3.
(b)) SACB,BeX,y u(B)=0, entonces A€ L y u(A) =0.

(¢) Sea (R,3,v) un espacio de medida. Si A € X, entonces A = II2, 4;, con
A; € § y reciprocamente. Ademds tenemos que u(A) = II™,v(A4;). En
particular, si A = {z € R™ : a; < z; < b;, } con j = 1,...,m, entonces
AeZy p(A) =1L (b; — a;).

(d) La medida y es invariante por traslacién, es decir si x € R™ y A € I, entonces
t+A={z+y:yc A} €Ty u(z+ A) = n(A).

Ver Walter Rudin [18], pdg. 57.

Los elementos de X son denominados subconjuntos Lebesgue medibles de R™; u
es llamada la medida de Lebesgue en R”. Paraun A € ¥, u(A) es la medida de A o
el volumen de A. La medida de Lebesgue es una generalizacién natural del concepto
de volumen en R3. En R! y R? el término longitud y 4rea son més apropiados que
el de volumen.



Definicién 1.11 Se dice que un conjunto A C R” tiene medida nula cuando para
cualquier € > 0 dado, es posible hallar una familia numerable de bolas abiertas
{Bx}ren que satisfacen las siguientes condiciones:

oo
(a) AC UB"’ esto es, { B hken €s un recubrimiento de A.
k=1

® S u(B)<e.
ke=1

En estas condiciones denotaremos la medida nula de A como p(A) =0.

Observacion 1.3

(@) Si BC ACR™y u(B) =0, entonces cualquier condicién que se cumpla en
cada punto del conjunto A\B es llamada a cumplirse casi siempre (c.s.) en A.

(b) Una coleccién T de subconjuntos de un conjunto X se dice que es una topologia
en X si tiene las tres propiedades siguientes:

(i) 8, X er.
(#) Si Vi, Vs €7, entonces VNV, € 7.
(¢63) Si{V)}, es una coleccién arbitraria de elementos de 7 (finito, numerable

. o no numerable), entonces U, V € 7.

A los elementos de 7 se les denomina abiertos en X y al par (X, 7) espacio
topolédgico. Ejemplos de conjuntos que se les puede dotar de una estructura
topoldgica son: R, R = [~00,4+00], R* y R", entre otros.

Definicién 1.12 Sean (R™, ) un espacio medible, (X, 7) un espacio topoldgico y
una funcién f: A — X, con A € 2. Se dice que f es medible si el conjunto

fFUABY)={rcA: f(z) € E} e X

para todo F € 7.

Teorema 1.8 Sean (R™, Y) y (R, p) espacios medibles. Dado X € L, Y € p,
si f:X — R" es medible, con f(X) CY y g:Y — R? es continua, entonces
go f: X — RP es medible.

Demostracién. Sea E C R? abierto, fijo y arbitrario, entonces g~*(E) es abierto
en Y, luego existe A abierto en R” tal que g7*(E) =Y N A y de la linealidad de la
imagen inversa de f, tenemos f~log ! (E) = f 1Y) N f~YA) = X n f~1(A), asi
flog™Y(E) € X, por tanto g o f es medible. W



Teorema 1.9 Sea (R™, X)) un espacio medible con X € 3. Una funcién f : X — R?
es medible si, y sélo si, cada una de sus funciones coordenadas f; = Il;of : X — R
son medible.

Demostracion. De la continuidad de las funciones proyeccién II; : R — R para
cada i = 1,2,...,n y aplicando el Teorema 1.8, se tiene que las funciones coorde-
nadas f; = II; o f son medibles para cadai=1,2,...,n.

Reciprocamente, sea B un conjunto abierto cualesquiera en R”,
fiB)={zeX: fx)e B} = {zeX: filz) € B} =) (B),
=1 i=1

donde B =112, B;, con B; conjuntos abiertos en R.

Como para todo i = 1,2,...,n, los funciones f; son medibles, y dado que la
interseccién finita de conjuntos medibles es medible, entonces f~!(B) € ¥ para
cualquier B abierto en R”, luego f es medible. W

Corolario 1.1 Sean (R™, ) un espacio medible y ¢ un nimero real arbitrario. Si
f,9: X - R(oR), con X € %, entonces se tiene lo siguiente:

(a) Sify g son medibles, entonces cf, |f|, f+ g, fg son también medibles.

(b) Si f es continua en X, entonces f es medible en X.
Ver Walter Rudin (18], pag. 11.

Teorema 1.10 Si f, : X — R es medible, para cada n € N. Definimos g = sup f,,
n>1

h = limsup f,, entonces g y h son medibles.

OO

Ver Walter Rudin [18], pag. 16.

Corolario 1.2 El limite de toda sucesién puntualmente convergente de funciones
medibles (con imagen en R o R) es una funcién medible.

Ver Walter Rudin [18}, pag. 16.

Observacién 1.4 Sea f : A — R(o R), donde A C R™ no vacio, se define las
funciones f* y f~ en A por: ft = sup{f,0}, f~ = sup{—f,0} = —inf{f, 0}, asi
definidas f* y f~ son no negativas. La funcién f* es llamada la parte positiva de f
y [~ es llamada la parte negativa de f. Es claroque f = f*— f~y |fl=f"+ f~,
y se sigue de estas identidades que

L1 _ 1
pregilen) v 1 =50
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Definicién 1.13 Sea (R™, ¥) un espacio medible, X € X. Sis: X — [0,00) es una
funcién simple medible de la forma:
n
§ = Z an Aj»
=1
donde A; = {z € X : s5(z) = a;} y si E € X, definimos la integral de una funcién
simple no negativa como:

/ s(@)dz =Y a; p(4; N E). (1.1)
E =
Sip: E — [0,00] es medible y E € %, definimos la integral de una funcién medible
no negativa como:

/ () dz = sup / o(z) dx, (1.2)

E E

donde el supremo se toma sobre todas las funciones simples medibles s tales que
0 < s(z) < p(x) para todo z € E. El miembro de la izquierda de (1.2) se llama la
integral de Lebesgue de ¢ sobre E, con respecto a la medida de Lebesgue. Es un
ndmero en [0, 0o]

Definicién 1.14 Sea (R™,X) un espacio medible. Definimos {*(X), como la coleccién
de todas las funciones medibles f : X — R", con X € X, para las que

/}; 1£(z)|dz < o.

Obsérvese que | f| es medible, desde que f es medible, por el Corolario 1.1; asf
pues, la integral anterior esta bien definida. Los elementos de I}(X) se denominan
funciones integrables Lebesgue. El significado del exponente 1 aparecerd en cierta
forma en la seccién 1.5. Para un mejor anélisis del mismo ver [18], capitulos 1y 3.

Definicién 1.15 Sea (R™,X) un espacio medible y f : X — R, con X € I,
definimos la integral de f como: ‘

| f@z= [ )i /X f(z)ds

desde que por lo menos una integral de la derecha sea finita. Si las dos partes
positiva y negativa fT, f~ de f tienen integral finita en este caso, se dice que f es
Lebesgue integrable en X.

Sea (R™, ¥J) un espacio medible, con X € ¥. Una funcién medible f : X — R™, es
Lebesgue integrable, si y sélo si, cada una de sus funciones coordenadas f; : X — R
son Lebesgue integrables, y se tiene:

| @iz = ([ p@ds, [ fuwyis,.... [ futwyie)

A la coleccién de todas funciones integrables f : X — R”, lo denotaremos por
L(X) := L(X,R™).

11



Proposicién 1.4 Si f y ¢ son funciones medibles en X € %, se tiene que

(a) Si f es limitada en X y u(X) < oo, entonces f € L(X).

(b) Sia< f(x) < bparatodoz € X ysi u(X) < oo, entonces
() < [ fa)do < bu(X)
X

(¢) Sif,g€ L(X)y f(z) < g(z) para todo = € X, entonces

/X fl@)dz < fx g(x) dz.

(d) Sif,g€L(X),yc€eR, entoncescf+ge L(X)y
/};(cf-{-g)(x)dx:cfx f(z) da:-{—/X g(z) dz.

(e) Si fe€ L(X), entonces || fll € L(X) ¥y

” /X f(z) dfv]] < /}; | ()| dz.

(f) SifeL(X)yAcCX, entonces f € L(A); si ademés f(z) > 0 para todo
"z € X, entonces

[A f(@)do < fx f(z) da.

(9) Sif,g€ L(X)y f(z) = g(z) para todo z € X\A donde u(A) = 0, entonces

/X f(z)dz = /X o) da.

(k) SifeL(X)ysi [, f(z)dr =0 paratodo A C X, entonces f(z) =0 cs.
en X

(¢) Sea f € L(X) y | g| < f, entonces g € L(X).

Ver Walter Rudin [18], pdg. 43.

Proposicién 1.5 Sea u € L(I), donde I = (a,b) un intervalo en R. Entonces
para cada € > 0 existe un § > 0 talquesi F C (a,b) esmedibley u(E) < § se tiene

| [pu(t)dt| < e. Es decir, que es posible tomar [, u(t)dﬁ arbitrariamente préximo
de cero, desde que se tome u(E) suficientemente préximo de cero, E variando en
una familia de subconjuntos medibles en (a, b).

Ver L.A Medeiros y E. A de Mello [12], pag. 80.
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Teorema 1.11 (Teorema de la Convergencia Dominada) Sea X CR" medible
¥ {fn}nen una sucesién de funciones medibles convergiendo puntualmente en X. Si
existe una funcién g € L(X) tal que | fo(z)] < g(z) para todo n y todo z € X,

entonces
n-I—g%I—loo L fn(ﬂ?)dﬂ} - /X ( ngllloo fn(fﬂ)) dz.

Ver L.A Medeiros y E. A de Mello [12], pg. 43.

Definicién 1.16 Sea u € L(a,b). La funcién F(z) = / u(s)ds+c¢, conc € R es
denominada la integral indefinida de la funcién u. !
Lema 1.2 Seac € R*, o € L1(0,T) con a(t) > 0c.s. en (0,7) y w € C([0,T]) con
w > 0. Si ,
w(t) < c+/ a(s)w(s)ds, Yt € [0,T), (1.3)
0

entonces

w(t) < cexp (/:a(s) ds), Vte[0,7]

La prueba de este resultado, sera desarrollado en la seccién 1.5.

1.3 Funciones absolutamente continuas

A continuacién se presentaran algunas definiciones y resultados relacionados con las
funciones absolutamente continuas. Que serdan de mucha utilidad para generalizar
el concepto de solucion de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden.

Definicién 1.17 Sea {g,b] C R un intervalo. Una funcién f : [a,0] — R™ es
absolutamente continua en [a, b], cuando para cualquier € >0, existe é >0 de modo
que para toda colecci6n finita (a1,b1), (az,b2),. . - ,(@m,br) con m € N de subintervalos
de [a,b] dos a dos disjuntos satisfaciendo la condicién

Z(bk — (Zk) < (5,
k==1

se tiene necesariamente,

> 1F(be) — flaw)l < e

k=1

De la definicién anterior, si f es una funcién absolutamente continua en [a,b] ¥
(a1,b1) es un subintervalo de [a, b], satisfaciendo la condicién que b, —a; < §, se tiene
|£(b1) — fa1)|| < €, luego toda funcién absolutamente continua es uniformemente
continua, v por ende es continua.

13



Observacion 1.5 La parte neurdlgica del cdlculo infinitesimal reposa en el teorema
fundamental del Célculo. Por tanto cabe preguntarse cuales son las funciones f en
las que este teorema se cumple. Es decir, las funciones que satisfacen la ecuacion:

b
£(6) - f(a) = f F(#)dt. (1.4)

Es claro de (1.4) que la funcién f debe ser derivable y que su derivada f’, no sélo
debe estar definida en el intervalo [a, b], sino que ademds, debe ser integrable para
garantizar la existencia de la integral. Sin embargo, el espectro de las funciones que
satisfacen (1.4), se va a reducir a una clase de funciones, con menos restricciones;
donde f es derivable, en casi todo punto, con derivada integrable y tal que (1.4)
se cumpla, equivalentemente, que f sea una funcién absolutamente continua. (Ver
Teorema. 1.14)

Proposicién 1.6 Una funcién f : [a,b] — R" es absolutamente continua en [a, b]
si, y sélo si, cada una de sus funciones coordenadas f; = H;of : [a,b] — R son
también absolutamente continuas en [a, b].

Demostracion. Dado € > 0 existe en virtud de que f es absolutamente continua
en [a, b], un nimero § > 0 de modo que para toda coleccién finita de subintervalos
de [a, b], dos a dos disjuntos, de la forma:

(a‘lz b1)1 (0,2, 62)7 ey (am: bm):

tal que > o (b — ag) < 6, implica que > o || f(bx) — flax)|| < €, luego
Z \fi(be) — fi(ax)] <€, paratodo i=1,...,n.
k=1

Por lo tanto, para cada ¢ = 1,...,n las funciones f; resultan ser absolutamente
continuas.

Reciprocamente. Sean las funciones f; : [a,b] — R absolutamente continuas en
la,b], para cada ¢ = 1,...,n. Dado (¢/n) > 0 existen 6;,ds,...,8, > 0 tales que
para toda coleccién finita de subintervalos de [a, b] dos a dos disjuntos, de la forma
(a1,b1), (ag,bs),..., (am,bm), tal que

S (b —a) <6, mplica Y |fibr) — filax)] < -:f;
k=1 k=1

para cada i =1,...,n, donde § = lgug | 8;]. Considerando la norma de la suma en
<i<n

R", tenemos que:

1 £(b) — flax)lls = Z |fi(bx) — filax)l,

==l
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para cada k = 1,...,m, luego

Zuﬂbk) f(amsﬁZ(thz(bk) fla]) = Z(foi(bk)—ﬁ(ak)t),

de la ecuacién anterior y de la Observacién 1.1, tenemos

DO IFB) = fladll < D NF(be) = flan)lhs <e.
k=1 P

Por lo tanto, la funcién f resulta ser absolutamente continua en [a,b]. W

Proposicién 1.7 Sean las funciones g :[a,b] = R™ y h : [b, c] > R", absolutamente
continuas en los intervalos [a,b] y [b, ¢] respectivamente, con g(b) = h(b), entonces
la funcién real ¢ definida de la siguiente forma:

g(t), t€[a,b

o(t) = |
h(t), t€lb,

es una funcién absolutamente continua en [a, c].

Demostraciéon. Dado € > 0, existe en virtud de que g es absolutamente continua en
[a, b], un ndmero real §; > 0 de modo que para toda coleccién finita de subintervalos

de [a, b], dos a dos disjuntos, de la forma: (a},b1), (ah, bs), ..., (d,, bn), tal que
m m €
S (b —cf) <81, implica > || () ~ a(al] < . (15)
k=1 k=1

Andlogamente desde que h es absolutamente continua en [b, ¢, existe un nimero
real §; > 0 de modo que para toda coleccién finita de subintervalos de [b, ¢], dos a
dos disjuntos, de la forma: (b}, ¢}), (%, ¢) - .., (b, c.), tal que

Z(cj,c —by) < 09, implica Z | h(ch) — h{B)II < = (1.6)
k=1 k=1
Consideremos una coleccién finita (ai,¢), (ag, ), .- ., (ap,¢p) de subintervalos

de [a, ¢], dos a dos disjuntos, fija y arbitraria, satisfaciendo la condicién

p

Z(Ck ~ax) <4,

k=1
donde §=min{d;, 62}. Veamos que Y & _. || ¢(ck) — w(ar)|| <e. Si existiese un %y fijo

en 1 < iy < p tal que a;, < b < ¢;,. De la coleccién finita de subintervalos de [a, ],
considerada anteriormente, adicionamos un intervalo mads, partiendo el intervalo
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(@, i) en el punto b, es decir tenemos una nueva coleccién de subintervalos de
[a, ¢] disjuntos dos a dos de la siguiente manera:

(a‘lycl)a (a'27 62)3 LRI (a"ioa b): (b7 c’io)? ey (a‘p: CP)'
De (1.5) y (1.6), tenemos que

o=+ (b=0i) < 6 < 61, implica 3 [l g(ew)—gau)l+1 o(5)—g(a)l < 5
k=1 k=1
Yy

(Cio—=b)+ Y _ (cx—ax) < 6 < &, implica | h(ciy)—h®)I+ > || hlck)—hlar)l| < %

k=do-+1 k=ig+1

sumando los dos terminos a la derecha, tenemos

Y~ l(en) = ool + 1199 = slas )+ 1 (ei) = O + 3 T1Ae) = hlaw] <&

agrupando los extremos y aplicando la desigualdad triangular, desde que g(b) = h(b),
para los terminos centrales, se obtiene que

lo(cin) = plai)ll + D llpler) — elar)ll < e

ktig

por lo tanto Y b_; lle(er) — w(ax)|| < €, siempre que Y & _,(ck — ax) < &, entonces ¢
es una funcién absolutamente continua en [a,c]. B

Definicién 1.18 Se dice primitiva de una funcién u : (a,b) — R a toda funcién
v : [a,b] — R derivable c.s. en (a,b) tal que v/(z) = u(z) c.s. en (a,b).

Teorema 1.12 (Lebesgue) Si u : [a,b] — R es una funcién monétona, entonces
u es derivable casi siempre en [a, b].

Ver L.A Medeiros y E. A de Mello {12}, pg. 105.

Funciones de variacion Limitada

Definicién 1.19 Una funcién u: [a,b] — R, es de variacién limitada si existe una
constante positiva ¢ tal que para toda descomposicién del intervalo [a,b] por los
puntos a =25 < 1 < ... < Tp = b se tiene:

n—1

> lu(zeer) — ulaw)| < e

k=0
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Proposicién 1.8 Una funcién u : [a,b] — R es de variacién limitada si, y sélo si, la
funcién u puede expresarse como diferencia de dos funciones monétonas crecientes
en [a, b].

Ver L.A Medeiros y E. A de Mello [12}, pdg. 109.

Observaciéon 1.6 Se deduce inmediatamente del Teorema 1.12, que toda funcién
de variacion limitada es derivable casi siempre.

Proposicién 1.9 Si u € L(a,b), entonces las integrales indefinidas de u son fun-
ciones continuas en [a,b] y derivables casi siempre en {a, bj.

Demostracion. Sea v(z) = [ u(s)ds+c. La contimidad de v es una consecuencia
de la Proposicién 1.5. De estd manera por la observaciéon 1.6, basta probar que v es
de variacién limitada, para eso, descomponemos arbitrariamente el intervalo [a, b]
por los puntos a =zp < z; < ... < z, = b, luego:

n-1

2 [v(@rs1) — v(zk)] = 2—: l / " u(s)ds|,
k=0 Y%k

k=0
n—1 Thot 1 5
< lu(s)lds= | |u(s)|ds,
> ] o) / )lds

tomando ¢ = f;[u(s)lds, y de la Proposicién 1.8, resulta que v es derivable casi
siempre en [a,b]. W

Teorema 1.13 (Lebesgue) Siu € L(a, b), entonces v(z) = [ u(s)ds es derivable
casi siempre en [a,b] v v'(z) = u(x) casi siempre en [a, b].

Ver L.A Medeiros v E. A de Mello [12], pdg. 110.

Proposicién 1.10 Sea u € L(a,b), entonces las integrales indefinidas de u son
funciones absolutamente continuas.

Demostracién. Definimos la funcién v(z) = [ u(s)ds + ¢, como la integral inde-
finida de u y (a1,b1), (ag,b2), -..,(an,bn) subintervalos de [a,b] dos a dos disjuntos,
entonces

S o) —vlal =1 [ uto)is,
k=1 vk

l
k=1 =1

<>

k=1 Y Ok

by

[u(s)|ds = [E fu(s) ds,

17



donde E = | J;_, (ax, bx). De la Proposicién 1.5, se tiene que

f |u(s)|ds — 0 cuando wu(F)—0
E

luego, dado € > 0 existe § > 0 tal que si wu(F) < 4, entonces [, |u(s)|ds < e.
Observese que u(E) = Y ¢, (b — as), esté prueba la proposicién. B

Proposiciéon 1.11 Toda funcién absolutamente continua es de variacién limitada.
Ver L.A Medeiros y E. A de Mello {12], pag. 114.

Observacion 1.7 Como consecuencia de la proposicién anterior, se concluye que
toda funcién absolutamente continua es derivable casi siempre en [a, b].

Ejemplo 1 Existen funciones uniformemente continuas que no son absolutamente
continuas. Por ejemplo la funcién:

v

i <
23:), Sigo<z<l1

z cos(
flz) =
0, Si z=0

es continua en el intervalo [0,1] y por lo tanto uniformemente continua, pero no

es de variacién limitada. Para demostrar esta afirmacién, consideremos el conjunto
{zr: 0 <k <m}, donde 2o = 0 y zx = k/m entonces

Z | flzx) — flae-1)| = Z—l- — 0o cuando n — 00
k=1 =k

Luego f no es de variacién limitada, por lo tanto no es absolutamente continua.

Teorema 1.14 (Lebesgue) La derivada u de una funcién v, absolutamente con-
tinua en [a, b], es integrable en [a,b] y para cada z € [a,b] se tiene

v(z) = /w u(s)ds + v(a),

es decir, toda funcién absolutamente continua es una integral indefinida de su
derivada.

Ver L.A Medeiros y E. A de Mello [12], pag. 116.

Corolario 1.3 Una funcién v es integral indefinida de su derivada, si y sélo si v es
absolutamente continua.

Ver L.A Medeiros y E. A de Mello [12], pag. 116.
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1.4 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

A lo largo de esta seccién, para n > 1 consideramos R™*! como el conjunto de pares
ordenados (f,z) tal que ¢t es un nimero real (variable temporal) y z € R"™ es un
vector (variable espacial), es decir

R =R xR"={(t,z);t€ Ry z ¢ R"}.

Definicién 1.20 Sean Q C R™! abierto y f : Q — R™ una funcién continua en .

1. Una Ecuacién Diferencial Ordinaria (E.D.Q) de primer orden asociada a f, es
una expresion del tipo

7 = f(t,z). (1.7)
2. Una solucién clasica de la E.D.O (1.7) es una funcién diferenciable p: I —-R",

donde I es un intervalo no degenerado de R, tal que

(a) (t,p(t)) € Q, para todo t € I.

(b) ¢'(t) = f(t,0(t)), para todo t € I. Si t es un extremo del intervalo, la
derivada es la derivada lateral respectiva.

Observacién 1.8 Si f = (fi, fo,..-, fo) 1 Q = R*y o = (01,02, ..., 0n) : I = RY,
entonces ¢ es una solucion de la E.D.O (1.7), si y sélo si cada ¢; es diferenciable en
I, con (t,p(t)) € Q, paratodotely

Wi(t) - fl (ta QOl(t), @DZ(‘t)s SRR (pn(t))

Pr(t) = fult, p1(2), a2(t), - .., alt))

para todo t € I. Por estd razén se dice que la ecuacién diferencial “vectorial” (1.7)
es equivalente a el sistema de ecuaciones diferenciales escalares '

x;:fi(taxla:}:Z"'azﬂ)a izl:"'an

Definicién 1.21 Sean Q C R™! abierto, f : @ — R" una funcién continua en Q y
(to, fL’()) € Q.

1. El Problema de Valor Inicial (P.V.I) o Problema de Cauchy asociado a f, es
dado por: :

33(?50) =Z0.
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2. Una solucién clésica del P.V.I (1.11) es una funcién diferenciable ¢ : I — R,
donde I es un intervalo no degenerado de R, tal que

(a) (t,0(t)) € Q, paratodot €l yty €l
(b) ©'(t) = f(t,0(t)), para todo t € I.
(c) plto) = zg

Proposicién 1.12 Sea Q@ C R abierto, f : € — R" una funcién continua y
(to, zo) € 2. Resolver el P.V.I

o = f(t, )

A iE(to) = Ig-.

es equivalente a resolver la ecuacién integral
1
o(t) = 20 + / F(s,5(s))ds, t € I. (1.10)
ta

Ver Sotomayor, Jorge. [19], pag. 6.

1.4.1 Existenciay Unicidad de Soluciones

En la presente subseccién, consideramos la siguiente norma de R**! =R x R™:

| (8, 2)} = max{] ¢], || 2|}
donde | t| es el valor absoluto de t € Ry || z|| es la norma de z € R™.

Definicién 1.22 Sean U C R™™! abierto y f: U — R" una funcién continua en U
y (t(}, IE()) eU.

1. El Problema de Valor Inicial (P.V.I) o Problema de Cauchy asociado a f, es
dado por:

¥ = f(t, z)

2(to) = 70, (1.11)

2. Una solucién clésica del P.V.I (1.11) es una funcién diferenciable ¢ : I — R™,
donde [ es un intervalo no degenerado de R, tal que

(a) (t,o(t)) €U, paratodot el yty e l.
(b) ¢'(t) = f(t,0(t)), para todo t € I.

(e) o(to) = zo
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Observacién 1.9 La ecuacién (1.11) admite la siguiente interpretacién geométrica.
La funcién f define en U un campo de direcciones. Esto es, asociada a cada punto
(t,z) la recta:

lt,z): ( —z= f(t,z)(7 —t),

de “pendiente” f(t,x) que pasa por (¢,z). La ecuacién (1.11) establece el problema
de hallar (si existe) las curvas pasando por (f, Zg) cuyas rectas tangentes en cada
punto coincidan con las dadas por el campo de direcciones.
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P S
- ~
- ~
P \
,,,,,,,,,,,, - A
Pt N =T \
o ut',z) \
z A l(t! Z) = 3
’ i}
z ‘ ., '
/ #,2") ‘l
I |
[ ¥ i
! i l§
H !
. 3
T
i (t,) K
1 i/
: - ,
i /
s\ ;
. vy
~ PRl i R | e
___________ Ed a_‘%§‘~ ,,)
~~~~~~~~~~~~~ -
o
4 t R

Figura 1.1: Interpretacién geométrica de un P.V.L

Definicién 1.23 Sean U C R™! abierto y f : U — R™ una funcién.

1. Decimos que f es Lipschitz con respecto a la segunda variable en U si, y sélo
si, existe una constante k£ > 0 tal que

1t 2) - ft.y)l| < kllz—yl, paratodo (¢t z),(ty)enU.

2. Decimos que f es localmente Lipschitz con respecto a la segunda variable
en U si, y sélo si, para cualquier (tg,z¢) € U, existen a,b > 0 tales que
I, (to) x By(wo) € U y la restriccion f|r,(0)xBs(zo) © La(to) X Byp(zo) — R™ es
Lipschitz con respecto a la segunda variable en I,{(tg) X By(zo)-
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Observacién 1.10

1.- Si f: U — R" es Lipschitz con respecto a las segunda variable, entonces el
conjunto

W f(t,z)— f(t
|z -yl
es acotado superiormente. El supremo de este conjunto es llamado constante
de Lipschitz de f con respecto a la segunda variable y serd denotada por
Lip2(f), v se sigue que

1) = fE )l < Lipa(f) |l —yll,  paratodo (¢ ), (t,y) en U.

2- Si f: U — R" es localmente Lipschitz con respecto a las segunda variable,
entonces la constante de Lipschitz de f|r,(1)xB,@e) depende de la vecindad
Ja(t()) X Bb(.’l,'o).

3.- Decimos que f es diferenciable con respecto a la segunda variable en el punto
(to, xo) € U si, y s6lo si, f(to, ) es diferenciable en zg.

4.- Decimos que f es diferenciable con respecto a la sequnda variable en U, si, y
sélo si, f es diferenciable con respecto a la segunda variable en (t,z), para
todo (t,z) e U.

5.- Decimos que f : U — R"™ es de clase C' en U con respecto a la segunda
variable si, y sélo si f es diferenciable con respecto a la segunda variable en U
y la funcién matricial 0o f : U — R™ ™ es continua en U.

Lema 1.3 (Lema de Contraccién) Sean (X, d) un espacio métrico completo y
F : X — X una contraccién, esto es, d(f(z), f(y)) < Kd(z,y), 0 < K < 1, entonces
existe un Unico punto fijo p, por F, esto es F(p) = p. Més atn, p es un atractor
de F, esto es, F™(x) — p, cuando n — oo, para todo z € X. F*(z) es definido por
F(F™1(z)).

Ver Sotomayor, Jorge. [19], pag. 12.
Corolario 1.4 Sea X un espacio métrico completo. Si F': X — X es continua v,
para algin m, F™ es una contraccién, entonces existe un tinico punto p fijo por F.

Ma4s aun, p es un atractor de F.

Ver Sotomayor, Jorge. [19], pag. 13.

El siguiente teorema nos permite garantizar la existencia y unicidad local de la
solucién de una E.D.O de la forma establecida en (1.11).
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Teorema 1.15 (Picard - Lindelsf) Si f : I,[to] x Bylwe] € R x R®™ — R™ es una
funcién continua y Lipschitz con respecto a la segunda variable, entonces existe una

tinica solucion del P.V.I: '~ o)
= f{l,z

’ 1.12
| $(t0) = Iy. ( )

la cual estd definida en el intervalo I,[t] € R, en donde o = min{a, —b—} y N >
max{ || f(t,z)l; (t,2) € Lfto] x By|zo]}-

<
“ s
x
\ +
\ .
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s s 1
. ' i
N ' '
. : '
To . ’ [V
P . 4
/ \ / 7
/ / ,
/ £ /
- e L’ )
v
: :
H '
: v
'

\ 4

o—a to—a ty fo+o to+a R

Figura 1.2: Interpretacién geométrica del Teorema de Picard - Lindel6f.

Demostraciéon. De la Proposicién 1.12, concluimos que resolver el P.V.I (1.12) es
equivalente a resolver la ecuacién integral

t
z(t) = g +/ f(s,z(s))ds, teI. (1.13)
to
Consideremos el conjunto X = C(1,[%o], Bp[zo]), con la métrica del mdximo, es decir

d(¢r, ¢a) = max || 1(2) — S2(2)-

tGIa[toi

En estas condiciones X se torna un espacio métrico completo. Para ¢ € X, definimos
el camino '
F, ¢ - Ia[ to] — R"

b o Fyt) =0+ / #(s, $(s))ds.

Y
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Claramente Fj es un camino continuo, ademés

1)~ = [ 16 otoas] < [ 150l

< N|t—1to] < Na < b, para todo t € I,[to]
es decir Fy(t) € Bylzo|, para todo t € I,[%,]. Concluimos que
Fy € X = C(L.[to], Bylzo)), Ve X
De esta manera, podemos definir la funcién

F: X —- X
¥ = F(¢)=

La continuidad de F'y la existencia de un k € N tal que F** es una contraccién. Se
obtiene, de la siguiente desigualdad,

| Fg0)(0) — FHg) (o)) < 222U Nt = tol d(¢1,¢2), VtE€ I, VEEN, (1.14)
- k!

cuya demostracion estd dada por induccidn, para cada par de funciones ¢q, ¢ € X.
Luego

max | o)) - R0 < 220

telalto T o d(¢1, ), VEkEN,

es decir

L’tpz (f )

d( (¢ ) ﬁ}}((/) )) < kd(¢11¢2)7 vk € N;

haciendo k£ = 1 en (1.14), se tiene que F' es continua. Por otro lado, sabemos que
iy La(f)od® [Lipa(f)a]®
D ==

n—00 k! k!

k = kqy en (1.14), se deduce que F* es una contraccién. Por el Corolario 1.4, existe

un dnico @ € X tal que F(¢g) = ¢o, luego

=0, luego existe un ky € N tal que < 1. Haciendo

do(t) = F(po) = zo + t f(s, do(s))ds,

asi, @o : In[to] — Bslxs) es la tinica solucién de (1.13). W

Observaciéon 1.11 Ni la continuidad ni la lipschitzianidad con respecto a la se-
gunda variable de f son condiciones necesarias para la existencia o la unicidad de
la solucién del P.V.I, Por ejemplo, la funcién
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—Q§+4L Sit£0
f(tm) =
0, Si ¢ =0

es discontinua en el eje vertical 2 = 0. La solucién general de la ecuacién o’ = f(¢, )
se calcula facilmente, y es igual a:

. C
z(t) = + =,

por lo tanto, el problema de valor inicial para la ecuacién =z’ = f(¢,z) con las
condicién inicial z(0) = 0 tiene la solucién tnica z(t) = t*. Nétese, sin embargo,
que si la condicién inicial es y(0) = yo # 0, entonces el problema P.V.I no tiene
solucién, ya que la tinica solucién de la ecuacién diferencial en t = 0 es z(t) = 2.

Corolario 1.5 (Teorema de Existencia y Unicidad) Sea U C R™*! abierto y
f: U — R" funcién continua y de clase C! en U con respecto a la segunda variable,
entonces para cualquier (tg,zo) € U, el P.V.I

o’ = f(t,z)

93(1}0) = Zy-.

admite una tnica solucién la cual esta definida en una vecindad de .

Ver Benazic, Renato. [17], pdg. 327.

Proposicion 1.13 Sea f continua y Lipschitz con respecto a la segunda variable
en U = [a,b] x R*!| entonces, para cada (tg,z¢) € U existe una tnica solucién de

¥ = f(t,z)

z(to) = zg.
en I = [a,b].
Ver Sotomayor, Jorge. [19], pdg. 15.

Teorema 1.16 (Cauchy - Peano) Si f : I,(ty) x By(zo) CR x R* —» R" es una
funcién continua, entonces existe por lo menos una solucién del P.V.I:

' = f(t, )

.fﬁ‘(t()) = Xy-

la cual estd definida en el intervalo (1) € R, en donde 0 < a = min{a, %} y
N > max{ || f(t, 2)[l; (t,z) € La(to) x By(zo)}-

Ver Benazic, Renato. [17], pag. 328.
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Corolario 1.6 Sea U C R"*! abierto y f : U — R™ funcién continua, entonces
para cualquier (tg,zo) € U, el P.V.I

= f(i, x)

| z(to) = mo.
admite por lo menos una solucién.
Ver Benazic, Renato. [17], pdg. 330.

Observacion 1.12 Es facil convencerse de que la continuidad de f en U no garan-
tiza la unicidad (ni siquiera local) del P.V.I con datos iniciales en U. Un ejemplo
muy sencillo es el de la ecuacién

7' = 32%/3, (1.15)

para la cual f(t,z) = 32%3 es continua en U = R2. El teorema de Peanc garantiza

por tanto la existencia de por lo menos una solucién del problema de valor inicial
asociado a la ecuacién (1.15) para cualquier dato inicial (o, o). Estableciendo la
condicién inicial x(tg) = 0, tenemos que dicho P.V.I, no tiene solucién tmnica, ni
siquiera localmente, pues las funciones z(t) = 0y z(t) = (t —t5)* son dos soluciones
de dicho problema que no coinciden en ningln intervalo abierto centrado en tg.

1.4.2 Soluciones Maximales

Definicién 1.24 Sean U € R**! abierto, f: U — R™, (tg,2¢) € U y consideremos
el PV.I:

| 2’ = f(t,z)
.’}J(to) = Zy.

(1.16)

Una solucién ¢ : Iy — R de (2.2) es llamada solucidn mazimal si, y sblo si,
toda solucién 1 : I — R” del P.V.I (2.2) tal que Iy C I 'y 9|1, = @ implica que
I = I. En este caso I, es llamado intervalo mazimal.

Observacion 1.13 Una solucién es llamado maximal si, y sdlo si, no admite ex-
tensiones que también sean soluciones del P.V.1.

Proposicién 1.14 Sean U C R™*! abierto, f : U — R™, una funcién continua tal
que para cualquier (tg,z¢) € U, el P.V.I.

f(;) {i}f) (1.17)

admite una unica solucién definida en un intervalo abierto I = I(tg, zp). Se cumple

1- Si¢ : I — R™, 9y : I, — R” son ambas soluciones de (1.17), entonces

7'/}1 !1‘1072 = '2;1’2 lIlﬂIQ .
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2.- El P.V.I (1.17) admite una tnica solucién maximal @a = @p(to, To) definida
en el intervalo abierto Iy = In(to, To).

Ver Benazic, Renato. [17], pdg. 331.
Corolario 1.7 Sea U CR""! abiertoy f : U —R", entonces para todo (tg, 79) €U,

el PV.L

z' = f(t, )

z(to) = xo.
admite una tnica solucién maximal ¢ur = @y, z9) definida en el intervalo abierto
IM = I;V[(to, IC()).

Ver Benazic, Renato. [17], pdg. 332.

Denotaremos respectivamente por w_(tg, Zo) v w4 (%9, Zo) al extremo inferior y al
superior del intervalo maximal I(¢o, Zo), es decir
I]‘/l(taa 1,'0) :]&)_. (t()y $0), w+(t0: :EO)[

cuando no haya lugar a confunsién con respecto a las condiciones iniciales, escribire-
mos simplemente Iy =|w_w,[-

La principal propiedad geométrica de las soluciones maximales de los sistemas
no auténomos, es dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.17 Sea U C R™*! abierto y f : U — R™ una funcién continua. Sea ¢
solucién maximal de la E.D.O:

' = f(t,z)
definida en el intervalo maximal Ij; =|w_,w,[ y denotaremos por

g jw_,w [~ U

a la funcién gréafico de ¢, es decir g(t) = (¢,9(t)). Siwy € R (resp. w_ € R),
entonces para todo K C U compacto, existen W, (resp. W_) vecindad abierta de
wy (resp. w_) tal que t € W, NIy (resp. t € W_N I4), entonces g(t) ¢ K.

Ver Benazic, Renato. [17], pdg. 333.

Observacién 1.14 Consideremos el P.V.1
_ 2t—z
T t—g

a:?

x(0) = 1.

donde f estd definido en U = R?\{z = t}. es claro que, tanto f como la derivada
parcial de f con respecto a las segunda variable son continuas en U. Por lo tanto f es
continua y localmente Lipschitziana en U. Como la EDO es homogénea, se resuelve
con el cambio de variable z(t) = tu(t). Resolviéndo la ecuacién e imponiendo la
condicién inicial 2(0) = 1, se obtiene como solucién z(t) = t++/1 — t2. Esta es pues
la solucién maximal que esta definida en I = (—1;+1).
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1.5 Espacios Funcionales

En esta seccion y en la siguiente se presenta integramente algunas definiciones y
resultados del anélisis funcional, que servirdn como base del Capitulo 3, de este
trabajo. El desarrollo de estd seccién puede encontrarse bésicamente en [1], [23] v

(9.

Sea 2 C R™ abierto, limitado. Se define por /() al conjunto de todas las
funciones medibles u : Q@ — R tal que | u(z)|P es integrable en el sentido de Lebesgue,
es decir

P)={u:Q— R/u es medible y /Qlu(:c)j?dx < oo}

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un nimero real por
una funcién, [P(2) se torna un R - espacio vectorial y la aplicacién | .|, definida por

ol = [ lu@lrda)? s er@),
es una seminorma en [P(£2).

Se dice que v = v casi siempre (c.s.) en £ si y sdlo si existe M C Q tal que
u(z) =v(z) Ve € QO\M y med(M) = 0.

Para obtener una norma en [?(£2), se define una relacién de equivalencia en IP(£2),

mediante
u=wvsiysolosiu=uvcs enfd

Denotaremos por LP({) el espacio cociente

P(Q)={u: () — R: u es medible y /Q]u(zc)]"’d:c < oo}

0,0 = 22 () wem@),

el cual es un espacio de Banach con la norma definida por
= ([ Ju@Pde s we (@),
Q
cuando p = 2, L*(2) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(0, ) = /Q wzw(@)dz;  wv e LX),

su norma inducida sera denotada por

Juf = Julz = ( /Q (@) Pdn) s w e LHQ),
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si p = 0o, L®(2) es el conjunto de todas las funciones medibles definidas en 2,
esencialmente acotadas en €2 es decir

L) ={u:Q—R: u es medible y 3d >0/ |u(z)| <d c.s en Q}.
Definimos el supremo esencial como

[t]oo = supess |u(z)| = inf{d > 0; |u(z)] <d csen 2},
xeN

con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un ntmero real por
una funcién, L*() se torna un R-espacio vectorial y define una norma.

Se representa por L7 .(22), 1 < p < oo el espacio vectorial de las funciones
medibles u : @ — R, tal que |u(z)|? es integrable en el sentido de Lebesgue sobre
cada compacto k C ).

Sea u : 2 — R una funcién real. Se define el soporte de u como la clausura en 2
del conjunto {z € @/ u(z) # 0} y lo denotaremos por supp(u).

Sea a= (a1, @, ..., ) € R", defininimos |a| =31 | a; y representamos por D*
el operador derivacién de orden |/, de la forma

Hlel

D% =
Or19t.0x9% ... Oz,

cuando a = (0,0,...,0) definiremos D% = u

Se denota por C§°(Q2) el espacio vectorial de todas las funciones con soporte
compacto en {1 que posean derivadas continuas de todos los érdenes en 2.

El espacio de las funciones de prueba

Se representa por D(£2) el espacio de las funciones de prueba en , formado por
todas las funciones infinitamente diferenciables en {2 y con soporte compacto en £2,
(C§°(2)) provisto de la siguiente nocién de convergencia:

(@n)nen en D(Q) converge para ¢, cuando la sucesién (@, — @)nen converge para
cero, esto es:

(¢) supp(pn — @) C K, donde K es un compacto fijo de 2.

(i) Para cada o« € N, la sucesién (D*(p, —¢)), _ converge uniformemente para

cero en {).

neN
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El espacio de las distribuciones

Se representa por D'(§2), el espacio de las distribuciones sobre (2, esto es, el
espacio vectorial formado por todas las aplicaciones lineales continuas (en el sentido
de la convergencia definida sobre D(Q)) de D(£2) en R. Es decir una distribucién
es una aplicacion

T:D() — R
¢ — T(p),
tal que
(1) T(oapr + agpe) = anT (1) + T (pa); Vai, a2 €R, Vi, € D(Q).

(1) T es continua, estoes, si (¢r)ren C D(§) converge para ¢ en D(§1), entonces
(T(¢r))ken converge para T'(p) en R.

Consideremos el espacio vectorial de todas las distribuciones sobre 2. En este
espacio una sucesién (Ty)ren converge para Ty denotaremos por T, — T si, y
sélo si, la sucesion (T3 (¢))reny converge para -T'(¢) en R, para todo ¢ € D().

El valor de la distribucién T" en ¢ se representa por (T, ) (dualidad entre D'(§2)
y D(Q)). Siu e L}, () definimos la aplicacién

T.: DY) — R
o — (Tup) = ] w(2)p(z) dz

asi definido T,, € D’(£2). Asi mismo T, estd univocamente determinada por u; por
esta razén se identifica u con la distribucién 7,,. Luego L} .(Q) C D/(Q).

Derivada Distribucional

Sea T € D'(Q2) y a = (o, s, ...,0,) un multi-indice. Se denomina la derivada
de orden |a| de T' a la distribucién D*T" definida por

(DT, ) == (=1)*(T, D%); Vo € D).

Se sigue de la definicién que cada distribucién 7" sobre §2 posee derivadas de todos
los érdenes. Asi las funciones de L} ,.(Q2) poseen derivadas de todos los érdenes en
el sentido de las distribuciones.
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Sean V vy W dos espacios de Banach con V C W como subespacio vectorial.
Diremos que V esta inmerso continuamente en W y denotaremos por V — W siy
s6lo si existe ¢ > 0 tal que |ulw < cluly, Vu € V.

Producto de funciones por distribuciones

Si p € C®(Q2) para cada ¢ € D(2) se tiene pp € D(2) y si limy, 00 0y, = 0 en
D(Q) esto implica lim, e po, = 0 en D(Q) (se sigue de la férmula de Leibniz para
funciones). Cuando T es una distribucién sobre (2, se define el producto pT' como
la forma lineal definida en D(£2) del siguiente modo:

(pT, ) = (T, pp), paratodo p € D(Q),

se sigue que pT" es una distribucién sobre 2.

| Espacios de Sobolev

Para todom € N, p € [1, 00), se define el espacio de Sobolev W™P(Q)), el espacio
de Banach de todas las funciones u € LP((2), tal que para todo , con 0 < || < m,
D*u € LP(Q2), siendo D*u la derivada en el sentido de las distribuciones. Para cada
u € W™P(Q), denotaremos la norma de u por:

fullm,p = Z / {Dau(x)lpdx %.

| ol<m

Se define el espacio Wy™(£2) como siendo el cerrado de D(2) en W™P(Q2). Para
p = 2, se denota W™2(Q) = H™(Q2), con m € N, formado por las funciones reales
u € L2(Q) tales que D% € L?(Q2), para todo o, con 0 < |a| < m. Cuando m = 0,
HY(Q) es identificado con L*(Q). H™()) es un espacio de Hilbert con el producto
interno
((uy0))m / D%u(x) D%(x) dz

lal<m

= (3 / DPu@) da)

el <m

y la norma

Si m; > m > 0, tenemos las siguientes inmersiones continuas
H™(Q) — H™(Q) — Lz(Q).

Por HJ*(€) se representa el cerrado de D(Q2) en H™(Q2), con T regular, se
demuestra que HJ'(?) esta constituido por las funciones de H™(Q2) tales que los
trazos de las funciones y las derivadas normales de todos los ordenes menores que
m se anulan en I'. El dual topolégico de HJ'(Q?) sera representado por H™™((2).
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Espacios LF(0,T;V)

Sean 0 < T < ooy V un espacio de Banach, una funcién « :J0,7[— V es
llamada medible en ]0,¢[, si la funcién real ¢ — {(f,u(t))yxv es medible Lebesgue
en |0, T[ para todo f € V', donde V' es el dual topoldgico de V' y (., .)v'xv denota
la dualidad entre V' y V. En este caso decimos que ¢ es una funcién medible en el
sentido de Bochner.

Una funcién w :]0,T[— V, es llamada integrable en sentido de Bochner en
10, 7], si u es medible en 0,7 y la funcién real ¢t — ||u(t)||lv es integrable seglin
Lebesgue en ]0,7]. En este caso la integral de esta funcién es un vector tal que:

for u(t)dt € V y esta caracterizado por la siguiente propiedad.

(f,/O u(t) dt>V’><V:/Q {fru®)) . dt; Ve V.

Dado V un espacio de Banach, T'> 0 un ntmero real y 1 < p < oo representa-
remos por LP(0,T;V) el espacio de Banach de las funciones u : (0, T)—V tal que u
es medible y ||u(t)||v € LP(0,T), provisto con la norma

lullrervy = (/O. Hu()||% di)%.

Se indica por L (0, T; V"), al dual topoldgico de LP(0,T;V), 1 < p < oo, siendo V”
el dual de V y p’ el conjugado de p. Cuando p= 2y V es un espacio de Hilbert, el
espacio L2(0,T;V) es un espacio de Hilbert, provisto del producto interno

T
(w, v)r20mv) = / (u(t), v(t)v dt.
0
Cuando p = 00, se tiene el espacio de Banach L*>(0,T; V), formado por las funciones

u: (0,7) — V medibles y esencialmente limitadas, esto es,

sup ess |ju(t)|ly < oo,
te(0,1)

provisto de la norma
l|u||Loorvy = sup ess ||u(t)|lv-
te(0,T
Distribuciones Vectoriales

Se indica por D'(0,T; V) el espacio de las distribuciones vectoriales sobre (0, T),
con valores en V, esto es, el espacio de las aplicaciones lineales y continuas de

D(0,T) en V.
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Si u es un vector de LP(0,T;V), 1 < p < oo, entonces asociaremos a % una
distribucién T, definida por

(Tu,go)_——/o u(s)v(s)ds, @€ D(0,T),

donde la integral es entendida como la integral de Bochner en V. Se prueba que T,
est4 univocamente definida por u, luego, si identificamos « con T, se tiene

IP(0,T;V) C D'(0,T; V).

Derivacién en D'(0,T;V)

Dado v € D'(0,7; X), se define la derivada distribucional (en el sentido de las

. . . e, O™
distribuciones) de orden m de u como siendo una distribucién e u‘™, por

(@™, @) = (=)™ {u, ™)

m [T O
= (=1) ; u(t) Sim (t)dt, paratodo ¢ € D(0,T).

En particular todo elemento u € LP(0,T; V') posee derivada de todos los érdenes
en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre (0, T).

Sea V' un espacio de Banach, representamos con C([0,T]; V) el espacio de las
funciones que son continuas de [0,7] en V.

Convergencia en L?(0,T;V)

Sea V un espacio de Banach y (ug)ken una sucesién en V. Decimos que (ug)ken
converge fuerte en V si existe u € V tal que |juy — u|{y — 0 cuando k& — oo. En tal
caso denotaremos por u; — u.

Decimos que (u)ren converge débil en V' si existe u € V tal que
(frur)vixy — (fiw)yixv; VeV,

en este caso denotaremos por u; — u.

Sea (ug)rew una sucesién en LP(0,T;V) y u € LP(0,T;V), se dice que (ug)ren
converge débilmente a u en LP(0,T;V) si:

(f, we) Lao, vy eorvy = (Fy ) Laorviyxeomyy; ¥ F € L0, T, V'),
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donde % + 3 = 1, esté significa que

T T
/0 ), ) vy dt — /0 ), u®))vexv dt; ¥ f € T30, T; V).

Sea V un espacio de Banach, siendo V' su dual topolégico, dotamos a V* de la
norma

[[fllvr = sup [(f,u)l.

Hullv<1
Diremos que una sucesién (ux)ren de V7’ converge débil estrella a w en V' y
denotaremos por uy — u si, y sélo si, {(ux,w) — (u,w), para todo w € V. Asi
up — u en L0, T; V') si, v sélo si,

{Uk, W) Lo,V YXLMO,T3V) — (s W) Loo 0,73V )X L) (0,75V)

para todo w € L*(0,7; V), es decir

/OT<uk(t)3w(t)>V’XV dt — /OT(u(t),w(t})V,xv dt.

Proposicién 1.15 Sea Q CR* con L>0,1<p § g < co. Entonces
LHQ) = IP(Q) y [ulp < [ulg(n() 5
Ver Adams, Robert [1].
Lema 1.4 (Riesz-Frechet) Sea X un espacio de Hilbert, para cada f € X', existe
un tnico vy € X tal que (f, w)xxx = (v, W) xxx.

Ver Adams, Robert [1].

Teorema 1.18 (Teorema de Representacién de Riesz para LP())) Sea

1 1
l<p<oo,1<g<oocon };w% p =1y T €[LP(Q)]. Entonces existe v € LI({2)
tal que para todo u € LF(£2);

Tu) = /Q w(@)(z) d,
ademds |v|g = !Tl[Lp(Q)]f. Ast [LP(Q)] =2 L4(Q)

Ver Adams, Robert [1].
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Teorema 1.19 (Teorema de Representacién de Riesz para L'(2)) Sea
T € [LY(Q)], entonces existe v € L*°(f2) tal que para todo u € L'(Q);

T(u) = / w(z)v(z) dz,
Q
y |'Uloo == lTl{Ll(Q)]v‘. ASi [Ll(Q)]' &= LOO(Q)
Ver Adams, Robert [1].
Lema 1.5 (Du Bois Raymond) Sea u € L} _(Q) tal que f{f u(z)v(z)dz = 0,
para todo ¢ € D(Q). Entonces u(z) =0 c.s. en .

Ver Adams, Robert [1].

Por definicién, para m = 1, la norma en H*(Q) es

Jfully = ( | Du(z)|? da)?. (1.18)

La forma bilineal (.,.), : H}(Q) x H}(Q) — R definida por

“ Ou Ov
(u, )4 —/Q ; oz, o, dz ~/Q Vu(z) Vo(z) dz = (Vu, Vo)
define un producto interno en HX(2), e induce una norma que denotaremos por | . |,.

[ul?2 = (u,u)s = (Vu, Vu) = |Vu|? (1.19)

Proposicién 1.16 Sea @ C R" abierto y acotado con frontera I' bien regular,
entonces las normas definidas en (1.18) y (1.19) son equivalentes en Hj(2)

Demostracién. De (1.19) tenemos |ul? = |Vu|? < |ul? + |Vu|? = || u)|?, entonces
lule < fulls (1.20)

y por la desigualdad de Poincaré ||u||? = |uf? +|Vu|? < ¢2|Vu|>+|Vul?, por lo tanto
[l < e1|Vul?, luego
1
lully < cfluls (1.21)

1
de (1.21) y (1.20)se tiene que |ul. < ||ulls < ¢f|uls, es decir son equivalentes. MW
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Por definicién, para m = 2, la norma en H2(Q) es

ulls = (3 / | Dou()? dz) (1.22)

<2

La forma bilineal ((.,.)) : H3()) x HZ(Q2) — R definida por

((u,v)) = /Q Au(z) Av(z) dz = (Au, Av)

define un producto interno en HZ(£2), que induce una norma que denotaremos

por || ||
ulf? = ((u, ) = (Au, Au) = [Auf. (1.23)

Proposicién 1.17 Sea 2 C R" abierto y acotado con frontera I' bien regular,
entonces las normas definidas en (1.22) y (1.23) son equivalentes en HJ(2)

Ver Medeiros, L. A. y E. A. de Mello. [12].

Consideremos el espacio Hj({2) N H*(Q), notemos que
Hy(Q) N H*(Q) = {u € H*(Q); ulpr =0},

entonces la forma bilineal! ((.,.)) : H}{(Q) N H*(Q) x H3(Q) N H*(Q) — R definida
por

((u,v)) = /ﬂ Au(z) Av(z) dz = (Au, Av) (1.24)

define un producto interno en Hg ()N H2(), que induce una norma que denotare-
mos por || . |-

Hull* = ((u,u)) = (Au, Au) = |Aul? (1.‘25)

Ahora consideremos el espacio HZ(2) N H4(2), notemos que
HYO) N Q) = {u € I ulp = 5 =0}

Entonces la forma bilineal (((.,.))) : (HZ() N H*(Q) x (HZ(Q) N HY(N)) — R
definida por

(. ))) = /Q A?u(z) A2u(z) do = (A%u, A%)

define un producto interno en H3(2) N H*(2), que induce una norma que deno-
taremos por ||].]]].

[l = (((u, w))) = (A%, A%u) = [A%uf?

1El producto interno y la norma en HZ(Q) es la que hereda de H}(Q2) N H2(Q).
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Lema 1.6 Siu e L'(0,T;X), donde X es un espacio de Banach real, y
/OT u(s)p(s)ds =0, para todow € D(0,T),
entonces v = 0 en L!(0,7; X), es decir u(¢) = 0 casi siempre en (0,7)
Ver Zeidler, Eberhard [23].

Lema 1.7 (Lions) Sea (u;,)men una sucesién de funciones de L4(f2), 1 < ¢ < oo.
Supongamos que ||u,l], < ¢, para todo m € Ny u,,, — u casi siempre en 2, entonces
tenemos

(a) wm — u, fuerte en LP(Q2), para todo 1 <p < q.
(b) wm — u, débil en LI(2),
Ver Zeidler, Eberhard [23].

Lema 1.8 Sea X un espacio de Banach real cuyo dual se representa por X’'. Si
u,h € L}0,7T; X) las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Siwu es casi siempre igual a la primitiva de g, esto es

£
u(t) =&+ / h(s)ds, £ € X, independiente de ¢
0

(b) Para cada ¢ € D(0,T), se tiene
/0 u(s)¢'(s)ds = _fa h(s)p(s)ds,

(c) Para cada 2’ € X'
d :
2 @) 2)xrx = (R(), ) xxx
en el sentido de las distribuciones sobre (0, 7).

Ver Zeidler, Eberhard [23].

Proposicién 1.18 Sean X, Y dos espacios de Banach. Si la inmersion X C Y
es continua. Entonces la inmersién LP(0,T; X) C L9(0,T;Y’) es también continua,
para todo 1 < g <p < 0.

Ver Zeidler, Eberhard [23].

Proposicién 1.19 Sea X un espacio de Banach. El espacio dual de LP(0,7; X) es
1 1
isomorfo al espacio L(0,T; X’) donde ’ +§ =1; 1<p,g< o0

Ver Zeidler, Eberhard [23].
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Lema 1.9 Siu,w € L2(0,T;V), v, w € L*(0,T;V"), V — H — V’ inmersiones
continuas y densas, entonces

d

Z (), w®))a = (1), w(®))vuv + (ult), W'y

Ver Temam, Roger [20].

Lema 1.10 Sea V, H espacios de Hilbert, tal que V «— H inmersién continua. Si
we LP(0,T;V)y o € LF(0,T;H), 1 <p < 00,T > 0, entonces u € C([0,T]; H)

Ver Lions-Magenes [11].

Proposicién 1.20 Sea (uz)wenw una sucesién en V), si converge fuerte entonces
converge débil para el mismo limite.

Ver Brezis, Haim [3]

Lema 1.11 (Lions-Aubin) Se considera By, B, B; espacios de Banach, By y By
reflexivos, By — B < B; con inmersiones continuas y By — B con inmersién
compacta. Sea -

WI0,T] = {u € LP(0,T; By), o’ € LP(0,T; By)}
donde 1 < pg, p; < 00, con la norma definida por
Hellwior = lJulleo0,1:80) + |10/l o1 0,7:84),
entonces W[0,T] es un espacio de Banach reflexivo e inmerso compactamente en
LP(0,T; B).

Ver Lions-Magenes [11].

Lema 1.12 (Temam) Sean V y H espacios de Hilbert, con V— H inmersién con-
tinua y densa. Sea A € L(V,V’) isomorfismo, A : D(A) C H — H, A autoadjunto,
(Au,v) = a(u, v), para todo u,v € V, siendo una forma bilineal, continua y coerciva.
Sea T' > 0 y w una funcién vectorial tal que w € L?(0,T;V), w' € L*(0,T;H) y
w” + Aw € L?(0,T; H), entonces se tiene

= s W OF +w®IP}: en D0, )

(#) we C[0,T;V),w € C([0,T}; H)

(1) (W"(t) + Aw(t), w'(t))

Ver Temam, Roger [20].
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Lema 1.13 (Desigualdad de Gronwall) Sea ¢ € L*=(0,7), 8 € L*(0,T), con
B(t) > 0, o(t) > 0y k > 0 constante. Si

¢
o(t) < k/ B(s)p(s)ds, para todo t € [0,T],
0
entonces se tiene

(t) < kexp(/; B(s)ds), para cada t € (0,T).

Ver Carroll, Robert [4].

Teorema 1.20 Sea (a,b) C R limitado, u € LP(a,b), 1 < p < oo, u € LF(a,b),
entonces / u'(#)dt = u(x) — ula), paratodo z € (a,b)

@

Ver Kesavan [9].

Definiciéon 1.25 Sea £ un espacio normado, I un intervalo de R. Un operador
w:]— FE es continuo en ty € [ si

lim |u(t) — u(to)| , =

t—ig

El operador « es continua, si es continua en todo ¢ € 1.

Definiciéon 1.26 Sea F un espacio normado, 7 un intervalo de R. Un operador
u: 1 — F es derivable en ty € [ si existe w € F tal que

!u(i) u(to)

— w‘E::O.

t—»ig

En este caso denotamos w = u'(ty).

Lema 1.14 Sea T > 0, o € L'(0,T) y f € L*(0,T), con f > 0 casi siempre en
(0,7). Asumimos que w € W(0,T) satisfaciendo w > O en [0,T] ¥

Eg_;_ < alt)w(t) + f(t), c.s. en (0,T), (1.26)

entonces se tiene
w(t) < exp (/: a(s) ds)w(()) + fgt exp (/: a(o) da)f(s) ds, YVt € [0,T].

Demostracién. Sea

z(s) = exp (ﬁ /: afo) dcr)w(s) e W (0,7, (1.27)
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derivando, se tiene que

2 (s) < exp ( -~ /;a(cr) do)f(s) c.s. en (0,7),

integrando de 0 a t, se tiene que
T s
z(t) < w(0) +/ exp ( ~ / a(o) do)f(s) ds,
0 0

reemplazando en (1.27), se tiene el resultado. W

Ahora estamos en condiciones de probar el Lema 1.2. Sea

o) = c+/; a(s)w(s) ds,
entonces ¢ € WH1(0,T) v por (1.3),
¢'(t) = a(thw(t) < a(t)é(t),

del Lema 1.14, considerando f = 0, tenemos
£
o(t) < ¢(0) exp (/ a(s) ds).
0

Siendo ¢(0) = ¢y w < ¢, tenemos el resultade.

1.6 Formas Bilineales y Operadores no limitados

Se considera los espacios de Hilbert reales V, H cuyos productos internos y normas
seran denotadas, respectivamente, por ((, )), || - ||y (; ), | - |, tales que V — H con
inmersién continua y densa. Sea a(u,v) una forma bilineal continua en V' x V.

Se puede asociar la forma bilineal a(-,-) al operador A € L(V, V') tal que

a(u,v) = {Au, v)y/xy, para todo u,v € V.

Se observa que D(A) = {u € V,Au € H}, luego D(A) es un subespacio de
Hy A: D(A) — H definida de tal modo que a(u,v) = (Au,v)yixy = (Au,v)
Vu € D(A), Vv € V. En este contexto se dice que A esta definido por la terna
{V, H,a(u,v)}.
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Si a(u, v) es coerciva, entonces:
(i) Para cada f € H,3'u € D(A) tal que Au = f.
(i) D(A) es denso en H, y A es un operador cerrado.

Cuando V C H y a(-, -) es coercivo, entonces A es un operador no limitado de H.

1.6.1 Propiedades espectrales del Operador A

Cuando V € H y a(-,-) es una forma bilineal, continua, simetrica y coerciva, en-
tonces A : V — V' es autoadjunto, esto es (Au,v) = (u, Av), Yu,v € V, A: D(A) —
H es no limitada y biyectiva, de esta forma A~! es también autoadjunto.

Si restringimos a partir de ahora, el caso en que la inmersién de V en H es
compacta, A~! puede ser considerada como un operador compacto, autoadjunto de
H y se puede utilizar el Teorema Espectral para operadores compactos autoad-
juntos en espacios de Hilbert, ver Milla Miranda [15], que garantiza la existen-
cia de una familia {w;};en de autovectores de A~', ortonormal y completa en H,
A w; = pyw;, V5 € N, donde la sucesién {u;} en es decreciente y converge a cero
cuando j tiende al infinito.

Es claro que w; € D(A), para todo j € N

1
A?Uj = )\j’I.Uj,Vj € N, donde Aj = !—1,_

j
Aj — 00, cuando j — 00, (0< A3 < A < ...)

La familia {w;};en es orgonal en V), si tomamos a(:, -) como producto interno de V.
(wj,w;) = 85, (Simbolo de Kronecker)
((ws, wy)) = alws, wy) = (Awiwy) = Xidy;.

1.6.2 Potencia de A

Cuando a:V x V — R es simetrico y coercivo, entonces A es un operador autoad-
junto, cerrado, positivo y no limitado de H, luego de la teorfa espectral para estos
operadores nos permite definir potencias A° de A para s € R. Ver Milla Miranda [15].

Se tiene entonces para cada s > 0, A° un operador autoadjunto no limitado de
H con dominio D(A®) denso en H, A® tambien es estrictamente positivo e inyectivo.
D(A®) es también un espacio de Hilbert con el siguiente producto interno y norma:

(u, V) pasy = (A%u, A%), Yu,v € D(A®)
(1.28)
ulpasy = {(u, u) peasy }7*
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Se puede observar tambien que A® : D(A®) — H es un isomorfismo. Se define
D(A~®) como el dual del espacio D(A4®%) para s > 0. De manera anéloga, D(A™%)
puede ser dotada con el producto interno y norma definido en (1.28), donde s es
sustituido por —s. Se obtienen entonces una familia de espacios {D(A®) }ser decre-
cientes, esto es

D(A&) bt D(Asz), V51,80 € R, 87 > 89

donde cada espacio es denso en el siguiente y la inmersién es continua y compacta.

También se tiene que A% 72 es un isomorfismo de D(A4A®) en D(A®), para todo
81, 82 € R, 81 > s5. Se puede verificar también que si A es un operador asociado por
la terna {V, H, a(u,v)}, a(-, ) forma bilineal continua simétrica y coerciva, entonces
V = D(AY?). Ademés de eso en el caso particular en que s = k € N, se tiene

DAY ={ueV;A™u eV, m=1,2,....,k—1y A*uc H}

utilizando la base espectral de A, se puede obtener la siguiente caracterizacién de
los espacios D(A®).

DAY ={ue H;Z)\?S(u, w;)? < o00,} sl §>0
j=1
Para cada s € R, el producto interno y la norma de D(A®) ya definido anteriormente,
también puede ser visto como

(u,v) pasy = Z A2 (u, wi) (v, wy). (1.29)
[ulpeasy = (Z)\?’s(u, wy) (v, wj). (1.30)

Para cada u € D(A®), se puede escribir

o0
ASy = Z)\;&fs(u, wi)w;, sER (1.31)
=1

Se tiene entonces que la sucesién {w;}jen de autovalores de A1, pertenecen a D(A*).
Ademss los {w;}jen s una sucesién ortogonal en D(A®),s > 0. Utilizando (1.31),
se obtiene la siguiente desigualdad:

|[Aup® > A|AY?ul?, Vu € D(A)
[Aul? > X2|ul?, Yu € D(A),

3

Como AY? es autoadjunto, se tiene también

|AY20)? = (Au,u) < |Aullu|, Yu € D(A).
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Aplicacion: A?

Sea V = H3{(Q), H = L*(Q), espacios de Hilbert y a{u,v) = [, AuAvdz,, forma
bilineal continua, tomada también como un producto interno de HZ({2). Se veri-
fica que el operador A asociado a la terna {V, H,((, ))} es A = A% Como Q es
abierto limitado con frontera bien regular, utilizando resultados de regularidad se
muestra que D(A?%) = {u € H3(Q), A% € L2(Q)} = HZ(Q) N H4Q). Ademss de
eso D((A2)Y/?) = D(—A) = HZ(Q), luego se puede obtener el siguiente esquema:
D(A?) < D(—A) — L?(Q), con inmersiones densas, continuas y compactas con los
productos internos y normas definidas en (1.28).

Sean V y H dos espacios de Hilbert reales, con sus respectivas estructuras de
Hilbert {V,(., v, |l Ilv} v {H. (. )m ]l lg}. SiV — H, con V denso en H
(VH e _ g ). Por dualidad, si identificamos H con su dual H’, por el Teorema
de representacién de Riesz, se tiene que V C H = H' C V' donde cada espacio es
denso en el siguiente, y las inmersiones son continuas.

Teorema 1.21 (Espectral) Sean V' y H dos espacios de hilbert, con sus respecti-
vas estructuras de Hilbert {V, (., Jv, |l lIv} v {H,(, )m, || |z} tal que V C H con
inmersion continua, compacta vy densa. Si A : V — V' es el operador definido por
la tripleta {V, H; ((., )}, ¥ {(Au, v)vrxy = ((u,v)) Yu € D(A), entonces

(1) Existe un sistema ortonormal completo (w;)sen en H formado por los vectores
propios del operador A.

(¢7) Los valores propios A;, asociados a los w;, forman una sucesién no decreciente
0 <A < Agyoo, <A, <0, tal que A; — o0 cuando 7 — o0, ¥ se cumple la
relacién

((wizv)) = <A'wz'>9>V’xV == /\i('wz’, ’U) YoeV

Ver Milla Miranda [15].
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales ordinarias
en el sentido de Carathéodory

2.1 Definiciones y propiedades generales

Definicién 2.1 (Solucién Débil) Sea f : U — R", con U € R xR". Una solucién
débil o en el sentido de Carathéodory (o simplemente solucién) de

dz

—(_i—t— = f(tu iIJ), (2'1)

es una funcién absolutamente continua ¢ : I — R" definida en cierto intervalo no
trivial I, satisfaciendo las siguientes condiciones:

(@) Glp)={(te@)/tel} CU
(i7) @'(t) = f(t,9(t)), para casitodot € I.

Repérese en el hecho de que la continuidad absoluta de una funcién ¢ garantiza
la existencia de ¢’ c.s. en I, por la Observacién 1.7, luego (i) tiene sentido.

Una solucién en el sentido de carathéodory de

{ ¢’ = f(t,x) (2.2)

.Z'(tg) = Zy.

es una solucién ¢ de (2.1) tal que £, estd en su dominio de definicién y ademas se
cumpla que ¢(ty) = zo.

Observacién 2.1 Hay un orden natural entre las soluciones de (2.1); una solucién
es mayor que otra si es una extensién suya. Normalmente estamos interesados en
soluciones en un intervalo tan grande como sea posible, a los que llamamos intervalos
maximales.
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Ejemplo 2 La funcién definida por z = +/9 — ¢? es una solucién de

t
T =——,

T (2.3)
z(1) = 2v/2.

Sin embargo, es claro que si deseamos que la funcién sea real y la derivada 2’ exista
debemos restringir z al dominio —3 < t < 3; esto es, debemos excluir t = —3
y t = 3. As{ podemos decir que z = v/ 9 —¢? es una solucién de (2.3) sobre el
intervalo —3 < ¢t < 3. Otros dominios podrian también tomarse. Por ejemplo, las
funciones definidas por z = V9 —12,0 <t < 3,02 = vV9—2,0 < t < 2 son
también soluciones de (2.3).

Definicién 2.2 Sean U C R™! abierto, f : U — R", (ty,20) € U y consideremos
el PVI, (2.2)

{ 2 = f(t,)

CC(fg) = Tyg.

Una solucién ¢y @ Iy — R™ de (2.2) es llamada solucion mazimal si, y solo si,
toda solucién v : [ — R” del P.V.I (2.2) tal que Iy € I y ¥|1,, = @u implica que
Iy = I. En este caso I es llamado intervalo mazimal.

Es decir, I es un intervalo maximal de definicién de s cuando @y no puede
extenderse a una solucién definida en un intervalo mayor.

Proposicién 2.1 Sean U C R xR™ abierto, f: U — R™ una funcién y (ty, z¢) € U.
Cualquier solucion de

{f=f&@

z(ty) = xp.

definida en un intervalo abierto I = [I(ty, o), puede extenderse a una solucién
definida en un intervalo maximal.

Demostracién. Sea g la solucién de (2.2), definida en el intervalo I. Consideremos
el conjunto:

R= {w : Iy — R™; I, es abierto y v satisface el P.V.I (2.2) tal que wlI = go}

Por hipétesis R # . Sea {x;}icr todos los elementos del conjunto R, un conjunto
de soluciones totalmente ordenado en el sentido establecido por la Observacién 2.1,
con cada z; definido en un intervalo ;. Definamos el conjunto Iy como la unién de
todos ellos, es decir
Iy := Ty (to, o) = U Ty,
$el
claramente I es un intervalo abierto y ty € Iyy.

Veamos la siguiente afirmacién, que es de mucha utilidad para la prueba de estd
proposicién.
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Afirmacién 1 Dado cualquier compacto J C I, existe un cierto intervalo I;, tal
que J C I;,. En efecto, esto es claro, ya que si a = min(J), b := max(.J), entonces
a se encuentra en un cierto I; y b en un cierto I;. Como la familia de intervalos
es totalmente ordenada, uno de ellos (supongamos I;) contiene al otro (I;), asi que
a,b € I;, luego J C [a,b] C I;.

En particular esta afirmacién prueba que I, es un intervalo, pues si I3, contiene
a dos puntos extremos, contiene a todos los intermedios.

Definamos ¢as : Iy — R™ de la siguiente forma: 4 (t) := x;(¢) para cualquier
i € ' tal que t € I;, ( desde que para cualquier ¢ € I, siempre existe un I; con la
condicién de que t € I;) ya que las soluciones se extienden unas a otras, se tiene la
buena definicién. Ademés, tenemos que:

s (¢, 9m(t)) € U, para todo t € Iy por definicién, pues 9y, siempre coincide con
algtn z; que es solucion.

s 1) es absolutamente continua en compactos, desde que en cualquier subinter-
valo compacto coincide con un cierto z; por la propia definicién.

% 1y cumple la ecuacién en casi todo punto de I; también porque coincide en
compactos con un cierto z;.

Esto prueba que %), es una solucién maximal en Ins, desde que I es un intervalo
maximal. W

Obsérvese que existe una solucién en un intervalo maximal que extiende a una

dada, pero no tiene por qué ser unica, y si existen varias no tienen por qué estar
definidas en el mismo intervalo.

Ejemplo 3 Consideremos el siguiente P.V.I :

= 3$2/‘3’
{ z(1) = 0. (24)

las funciones ¢(t) = 0 y #(t) = (¢ — 1)?, son soluciones maximales diferentes del
P.V.I (2.4), pero definidas en un mismo intervalo maximal Iy = R.

Ejemplo 4 Consideremos el siguiente P.V.I

o = -1+ Vit + 8z
= : ,

(2.5)
x(—4) = —-2.

las funciones @(t) = ¢+ 2 y 9(t) = —4t*, son soluciones maximales diferentes del
P.V.I (2.5), definidas respectivamente en [—4, 00) y R.
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Ejemplo 5 Sea el P.V.I:

{ 2’ = 6t(z — 1)%/3, (26)

z(1) = 1.

Para determinar las soluciones de la ecuacién diferencial, aplicamos el método de
separacion de variables, luego

1

(z— D3 =824C,
z(t) =1+ +C)°

Los valores positivos de la constante C' proporcionan las curvas solucién que estan
por encima de la recta x = 1, mientras que los valores negativos producen aquellos
que la atraviesan por debajo de la recta. El valor C = 0 conduce a la solucién
z(t) = 1+1°, pero ningtin valor de C proporciona la solucién z(t) = 1, que se perdié
cuando las variables fueron separadas. Observe que las dos soluciones diferentes
z(t) = 1y z(t) = 1 + (#* — 1)? satisfacen la condicién inicial z(1) = 1. En realidad,
la curva z = 1 consiste de los puntos en donde la solucién no es tinica y donde la
funcién f(t, z) = 6t(z — 1)*/® no es diferenciable.

2.2 Definicion de unicidad de la solucién

Se podria pensar que el concepto de unicidad de solucién de una ecuacién diferencial
no debe necesitar definicién: la solucién de una ecuacién diferencial es tinica cuando
solo hay una. Aunque esencialmente es asi, se requiere precisar esto un poco més
pues no queremos considerar como distintas aquellas soluciones que son la misma
funcién definida en intervalos distintos. De lo contrario, cualquier ecuacién con
solucién tendria varias soluciones y el concepto no seria muy 1util. Entonces, se
necesita un concepto ligeramente distinto de unicidad:

Definicién 2.3 (Unicidad de la solucién de un P.V.I) Sean U C R x R",
f: U — R" una funcién y (t,29) € U. Decimos que la solucién del problema de
valor inicial (2.2) es unica cuando cualesquiera dos soluciones de (2.2) coinciden en
la interseccidén de sus dominios de definicién.

En el caso de que la solucién de (2.1) sea tnica, la extensién a un intervalo
maximal de definicién de la solucién de cada P.V.I también lo es. En este caso
la solucién general estd naturalmente definida en el intervalo maximal para cada
condicién inicial (g, z).

Observacién 2.2 Es claro que el P.V.I (2.6) no admite una tnica solucién, desde
que para cualquier condicién inicial definida en algin punto de la recta z = 1, admite
dos soluciones.
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2.3 Existencia y unicidad de soluciones débiles

Salvo que se especifique expresamente lo contrario, a lo largo de estd seccidén usare-
mos en R™ la, norma del maximo. A manera de simplificar la notacién consideraremos
la siguiente notacién || z|| = || z||e = max | z;|, para z = (z1,...,z,) € R™

1= 13

sevey

2.3.1 Condiciones de Carathéodory

i Cudles son las condiciones minimas sobre f para que la ecuacién =’ = f(¢, z) tenga
solucién? Las siguientes no son las minimas, pero son unas condiciones sencillas de
enunciar que cumplen ciertas propiedades razonables, como se verad a continuacién.
Demostraremos después que satisfaciendo f estas condiciones, es suficiente para que
exista una solucién.

Definicién 2.4 (Condiciones de Carathéodory) Se dice que f: I x D — R"
satisface las condiciones de Carathéodory sobre I x D si:

(i) f es medible con respecto a ¢ para cada x € D fijo.
(#4) f es continua con respecto a x para cada t € I fijo.

(144) Para cada compacto K en I x D existe una funcién real mg : I — R Lebesgue
integrable tal que

| F(t,2)|| < mi(t), Y(tz)€K.

Decimos que f cumple las condiciones de Carathéodory globalmente si cumple
las condiciones de Carathéodory y ademaés my, puede escogerse independientermente
de K esto es, existe m € L([)

| f&tz)|| <m), VY(z)elxD.

Las condiciones de Carathéodory son suficientes para asegurar que, dada una
funcién continua z, la funcién f(¢, z(t)) es localmente integrable (es decir que es
integrable en un cierto intervalo de R). Esto es de hecho necesario para que la
ecuacién ¢’ = f(t,z) pueda tener solucién en el sentido de la definicién . Veamos
en los siguientes lemas, la comprobacién de dicha afirmacién.

Lema 2.1 Sea I un intervalo real acotado y H : I x I — R una funcién tal que:

t +— H(t s) es medible para todo s € I fijo
s +~ H(t,s) es continua para casi todo ¢t € I fijo.

Entonces, la funcién A : I — R, con h(t) := H(t,t) es medible.
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Demostracion. Dado n € N fijo, arbitrario. Definimos la funcién h, : I — R

cOomo:
P

n

—1 .p—1
H2—), sl -<t<P@p=1,...,n
hn (t) — v n

H(1,1), sit=1
que es medible porque H es medible en ¢ para cada s fijo. La sucesién de funciones
h,, converge puntualmente en casi todo punto a la funcién ¢ — H(t,t) (converge en
todo punto # para el que H(t,-) es continua), luego dicha funcién es medible. M

Lema 2.2 Sean U C RxR™ un subconjunto cualesquieray f : U — R™, una funcion
que satisface las condiciones de Carathéodory en U. Si x : I — R es continua y
(t,z(t)) € U para todo t € I, entonces la funcién h : I — R™, con h(t) := f(¢, z(t))
es localmente integrable.

Demostracion. Veamos el caso en que f : U — R, pues de manera particular esto
se aplica a cada componente de f, y por lo tanto al caso general (ver Teorema 1.9).
Consideremos entonces que n = 1. La funcién

H: IxI —- R
(t,s) = H(,s):= f(t,x(s)),

estd en las condiciones del Lema 2.1, luego h es medible. Ademaés, dado un com-
pacto J C I, consideremos el compacto K = J x z(J) y la funcién integrable my
proporcionada por las condiciones de Carathéodory, entonces

|h(t)| = | < f(t, ()] < mu(t), paratodo t € J,

luego h es integrable en J. M

Consideremos el rectangulo R, definido por
R={({z)eR"™; |t—t] <a, |z —zollc < b, a>0,b>0}, (2.7)

donde (%o, zo) es un punto fijo R+,

Observacién 2.3 Haciendo U =R y I = I, donde I, = [t; — a,to + a], y en las
condiciones del Lema 2.2, obtenemos que la funcién h(t) = f(t,x(t)) es integrable
en I, pues el intervalo I es un conjunto compacto.

La siguiente proposicién, establece una equivalencia entre la existencia de una
solucién débil del P.V.1. (2.2) y la existencia de una solucién de la ecuacién integral:

¢
p(t) = xo +[ f(s,¢(s))ds, para todo t € I.
to '
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Proposicién 2.2 (Equivalencia de la ecuacién integral). Sea U CR x R" y
f: U — R", una funcién que satisface las condiciones de Carathéodory en U. Una
funcién x : I — R" definida en un intervalo no trivial I es una solucién de (2.2) si, y
sélo si, « es continua, (£, z(t)) € U para todo t € I y = cumple la siguiente ecuacién
integral:

¢
z(t) =z +/ f(s,z(s))ds, para todo t € I,
ty

Demostracién. Si z es solucién, por definicién es continua y (¢, z(t)) € U para
todo ¢ € I, la ecuacién integral se obtiene integrando en los dos miembros y usando
el Teorema 1.14 { Teorema Fundamental del Célculo, en el contexto de la integral
de Lebesgue).

Reciprocamente, sea x : I — R™ una funcién continua tal que (¢, z(t)) € U para
todot € I. Por el Lema 2.2 la funcién s — f(s,z(s)) es localmente integrable, luego
la ecuacién integral tiene sentido. Si z es solucién de la ecuacién integral, por el
Teorema 1.13, entonces x es absolutamente continua y 2'(t) = f(¢, z(t)) casi siempre
en I; ademds z cumple la condicién inicial, luego es solucién del P.V.1. (2.2). W

2.3.2 Existencia y Unicidad

Teorema 2.1 (Carathéodory) Con R C R™"*! el rectdngulo definido en (2.7) y
f:R — R"™ una funcién, que satisface las condiciones de Carathéodory sobre R,
entonces existe una funcién ¢ que es una solucién débil de (2.1) en algin subintervalo
[t —to] < B, de [to — a, 0 + a], con @ > 0 satisfaciendo la condicién inicial

p(to) = zo- (2.8)

Ademas si existe una funcién lebesgue integrable ¢ : [tg — 5,0 + 8] — R tal que
para todo t € [to — (3,0 + (] y para todo (t,z), (t,y) € R tal que ||z — 2o]| < b, ¥y
Ny —woll <8, con ||yo — zo|] < b se tiene

F @ 2) — fE o)l < gl z — vl (2.9)

entonces la solucién en [tg — §,ty + 0] es tinica.

Demostracién. Por la condicién (i#) de la definicién 2.4, para cada conjunto
compacto, en particular para R, existe una funcién real mg(t) integrable a la que
denotaremos solamente por m(t), tal que

Ifta)l <m®), Vo) eR (2.10)

Para facilitar la prueba del teorema, consideremos el caso cuando t > tg; la situacién
es similar cuando t < #,.
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Definamos
O’ tg—a <t <ty

M(t) = (2.11)

A
/m(s)ds, to<t<ty+a
to

es claro que la funcién real M estd bien definida, pues m es una funcién real Lebesgue
integrable, en el intervalo [tp — a,tp + a.

Observacion 2.4 Para simplificar, diremos que una funcién es integrable, si estd
es integrable en el sentido de Lebesgue, salvo especificacién explicita.

A continuaciéon y con el objetivo de facilitar la prueba del teorema, se de-
mostraran un conjunto de resultados organizados en los siguientes dos lemas.

Lema 2.3 La funcién M definida en (2.11) es uniformemente continua, derivable
c.s. y creciente en el intervalo [ty — a, o -+ al.

Demostraciéon. Como M(t) = 0, en el intervalo [ty — a, to], entonces es continua y
derivable en ese intervalo. De la Proposicion 1.9, la integral indefinida de m resulta
ser continua y derivable c.s. en [to,tp + a], entonces M es continua y derivable
c.s. en ese intervalo. Ahora es claro que la funcién M es continua en el punto t,
como limy .+ M(t) = lim, ;- M(t) = M(ty) = 0, por lo tanto M es continua,
més ain es uniformemente continua en {tp — a, %o + a] y ademéas M es derivable c.s
en [to — a,to + a]. Del Teorema 1.13, M'(t) = m(t) c.s en [ty — a,ty + a], por la
condicién (413) de la definicién 2.4 m(t) > 0, entonces M'(¢) > 0 c.s en [tg—a, to+al,
de donde tenemos que M es creciente c.s en [to — a,to + a], dado que M es una
funcién continua, se tiene que M es creciente en todo el intervalo. W

Lema 2.4 Existe § > 0, con 0 < § < a tal que
donde M es la funcién definida en (2.11).

Demostraciéon. Consideremos una funcién real g definida por g(t) = fti m(s)ds
donde t € [tg — a,ty + a], de la Proposicién 1.5 se tiene que g es continua en 5, por
lo tanto, para todo € > ( ( en particular para € = b) existe § > 0 tal que, para todo
t € [to — a,to + a] satisfaciendo |¢ — to| < J tenemos | g(t) — g(to)] < b. Dado que
R es un cuerpo arquimediano, para a'y § > 0, existe ng € N tal que 0 < fg < Q.
Definiendo g = ;%, tenemos que tg+ 3 € [to—a,to+a] y |(to— ) —to| < I, entonces
de la continuidad de la funcién g, se tiene que .

to+f3
| mis)as| = 1) = gtto)l <

D .

Mty + ) =

lo cual concluye la demostracién. B
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Retomemos nuevamente la prueba del Teorema de 2.1, no sin dejar de mencionar
la importancia de los dos lemas anteriores para su demostracién, como se podra
observar a medida que esta concluya.

A continuacién, apoyandonos en los lemas anteriores y de (2.12), definiremos una
sucesién de funciones (¢;);jen la cual probaremos que converge a una solucién débil
de (2.1) en el intervalo [tg, to+ /5], satisfaciendo (2.8), lo cual concluiria practicamente
con una de las partes de toda la demostracién.

Sea 3 > 0 para el cual el Lema 2.4 es valido. Dado que M es creciente en
[to — @, to + a], tenemos que

(t, w0 = M(t)) € R, para todo t € [to, to + f], (2.12)

donde: M (t) = (M(t),M(),...,M(t)) € R*. Y definamos la siguiente sucesién de
funciones (¢;);en, por

( p
o, toStStg‘F"T
J

0;i(t) =1 (2.13)

rt—8
L Zg -+ /;0 f(S, (pj(S))dS, to + '?‘ < t_‘s t() -+ ,8

probaremos primeramente que para j fijo y arbitrario en N, la funcién ¢; estd bien
definida en [tg, to + f], es continua y ademds satisface la siguiente desigualdad

|05 (8) — zol] < M(t — g), para todo t € [ty,to + ]

A manera de ilustracién veamos la buena, definicién para los casos en que 7, toma
el valor de 1y 2, tenemos

Claramente ¢,(t) = zo para todo t € [tg,to + 8]. Veamos para el caso en que
Jj =2, que @5 esta bien definida

(a) Parat € [to,to + £}, ©a(t) = 0.
(b) Por (a) teriemos qiié ||a(t) — Zo|] < b para todo ¢ € [to, to + £].
(¢) Para t € (¢ + g,to + (], como s € [tg,t — g] , entonces

s B

fo<s<t—= <tg+ =,
0 >o X 2_0 9

luego estamos en las condiciones de (a), asi ¢o(s) = zg estd bien definido, y por (b)
tenemos que (s, @2(s)) estd en R. Por tanto la integral que define ¢2(t) estd bien
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definida. Ademés, para t € (¢y + *g, to + f], se tiene
i—8 -4
st = all =11 [ s ealdsll < [ mis)ds = ba(e = 5) <.

De (b) y de la desigualdad anterior, tenemos

[p2(t) — zof| < b, para todo t € [tg, tp + []-

Ahora veamos, que ¢ es continua en [to, to+0]. En efecto, de (a) se obtiene que
@9 €s continua en [tg,to+ g—] De la definicién de ¢ en el intervalo (f+ ‘g, to + A,
del Lema 2.1 y de la Proposicién 1.9; @2 es continua en ese intervalo. Queda por
probar que o es continua en el punto to + g, veamos:

lim () = lim =z = =z,
t—(to+5)~ t—(to+5)~
-
lim  s(t)= lim 25+ lim f(8,4(8)) ds
t—=(to+5)* t—(to+5)* t—(to+§)+ Jio

to+8-4
=Ty + f f(s,02(s)) ds = =,
1

]
por lo tanto s, es continua en [tg, o + ﬁ]

En general para ¢; (J fijo y arbitrario), (Ver la Figura 2.1) dividimos el intervalo
[to, to + O] en j subintervalos mediante los puntos de divisién:

‘50<t0+(%)ﬁ<to+(}2?)ﬁ<"'<to+(j—;—1)f9<to+ﬂ-

Definamos la funcién ¢; en el intervalo [tg,tp + ‘;!] mediante la expresién (2.13);.

La funcién ¢; es continua en este intervalo debido a que ¢;(t) = zo en [to, to + ?],
ademas

llj(t) — zoll < b, para todo t € [tg,to + -jﬁ:]

Sea t tal que tg + l? <t <tsg+ 23_;3 ,entonces sityg < s <t— i’f‘ resulta que
toSSSt“——ﬁ:Sts-f"é,
J J
de modo que los puntos (8,(3)) estdn en R. Por lo tanto, tenemos que la expresién

-8
f;) 7 f(s,p;(s)) ds estd bien definida y luego es correcto definir ¢;(¢) mediante la

éxpresion (2.13)q en €l intervale (& + % to + -23@], siendo @; eontimia en ése intervalo,
por la Proposicién 1.9, para cada coordenada.
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Figura 2.1: Para cada j € N, la funcién ¢; estd definida de manera inductiva en
todo el intervalo [tg, o + 3.

En seguida analizaremos el comportamiento de ¢; en el punto £, + -ﬁi

lim ()= lim 2=z,
t—(to+2)~ t—s(to+2)~

lim ¢;(¢)= lim [3:0 + /jw? F(s,0i(s)) ds],

{10+ )+ (it 2)*
3-8
lim ;(t)= lim zy+ lim f(s,05(s))ds,
t~(do+2)t t—(to+2)+ to(to+ )+t

e
fim, g0 w0t [ fs,ey(s))ds =,

t—(to+£)+ Tt

entonces  lim (t) = lim ().
L §)_wg( ) H(twg)—s—%( )
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Por lo tanto, la funcién ¢; es continua en [to, to+ %’?-] De (2.10), si to%—? <t< t0+%’.§,
se tiene '

lips(8) = ol = {] 7 e es s < [ " oy ds = Mt o)

Observacion 2.5 Del Lema 2.4 y del hecho que la funcién M es creciente, se tiene

Mt~ g?) < M{to+B8) < b

por lo que concluimos que

llg;(t) — zol| < b, paratodo t € [to, 5+ (J‘%)ﬁ]

Sea k € Ntal que 1 < k < j ; supongamos que ; a sido definida en [tg; to+ (%);3]
por la expresién (2.13) como una funcién continua satisfaciendo la condicién:

Heoi(t) — )] < M(t— 3{—3-) < b, paratodo t € [tg, 2 + (%)5}

Pretendemos ahora definir la funién @; en el siguiente intervalo, esté es, en el
intervalo (g + (—";:),3,250 + (%ﬂ)ﬁ]

Sea t € (to+ (’“)/3, to+ (m)ﬁ] entonces para tales valores de ¢, sitg < s <t — ff»
resulta que t5 < s < t5 + ( )3. De la hlpotes1s inductiva, podemos afirmar que

(8,4(s)) estd en R, luego la integral j;o f(s, (pj(s)) ds esta bien definida, por el
Lema 2.1 y podemos definir ¢; en el intervalo (¢g + ( )8, to + (k’*l)ﬁ] mediante la

expresién (2.13)s, siendo la funcién ¢, continua en el mterva,lo {tg,tg + (k“)[)’] la
demostracion de este resultado es andlogo al que se realizo, para el caso 7 = 2,
haciendo uso de la Proposicién 1:9;

Resta probar, que

l0;(£) — o] < Mt — f,-) <b, para todo £ € 1o+ (5 Ev6 to+ (f”ii)ﬁ]

haciendo uso de la hipétesis inductiva, de (2.10) y dado que la funcién M es creciente,
tenemos el resultado

t——~ t“‘?‘
s ) — zol] < / (o, ps(sllds < L m(s)ds:M(t—-—f,-)gb.
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Asi aplicando un argumento de induccién se prueba que la funcién ¢; (5 fijo y
arbitrario), estd bien definida en [tg, %y + f], siendo continua en dicho intervalo y
verificandose ademas que

los(t) — zol| < M(t g—) < b, paratodo t € [to, o+ f]. (2.14)

Ahora estamos en condiciones de demostrar que la sucesién de funciones ¢; todas
ellas definidas en el intervalo [ty, g + ], converge a una solucién débil del problema
(2.1) en ese intervalo y que ademés satisface la condicién inicial (2.8).

De la desigualdad (2.14) se sigue que la sucesién de funciones (¢;) ey son uni-
formemente limitadas, veamos seguidamente que es una sucesién equicontinua. Sean
t1,ts fijos y arbitrarios en el intervalo [to, %y + 5] se tiene, evaluando t = ¢; y #3 en
(2.14) y aplicando la desigualdad triangular, que

ls(t) — wslt)ll < 1Mt — ?) Mty — -’f:)t. (2.15)

Por el Lema 2.3, M es uniformemente continua en [t; — @, tp + af, entonces para
cada € > 0 existe un § = &(e) > 0, tal que para todo t},th € [ty — a,ip + a]
satisfaciendo |t} — t5] < 0 tenemos |[M(#) — M(#5)| < ¢, en particular para ¢ =
t, — ?3 Vo =1y — ? tenemos en (2.15), que para todo € > 0 y para todo ¢; se tiene
los(t1) — @;(ta)] < € siempre que |t; — #5| < 0, se sigue por definicién que (;)jen
es una sucesiéon equicontinua en [ig, fo + F]. Ahora por el Teorema de Arzela-Ascoli,
Teorema 1.6, se tiene que existe una subsucesion (¢, Jren de (¢;)jen y una funcién
@ : [to, to + B] — R™ continua, tal que

@, (t) — (1), uniformemente en [to, to + f]. (2.16)
tomando limite a (2.14) por (2.16), tenemos que

| o(t) —z0]| < b, para todo ¢ € [to, to + f]. (2.17)

De (2.10) y (2.14), ||, ;. )] < m(t), para todo t € [to,to + O], ¥y por la
condicién (ii) de la definicién 2.4, f(t, ¢, (t)) — f(t, (1)) para cada t € [to, 1o + 5]
De (2.17), del Lema 2.1 y del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,
se tiene

/ f(s,9j.(s))ds — f f(s,0(s))ds, para cada t € [to,to + ] (2.18)
o ty

Sea t € ({g+ 3%750 + A} fijo y arbitrario, de (2.13), tenemos
s

(P.?L(t) = Ty +[ * f(S, @jk(S))dS,

to
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o lo que es lo mismo

; f(s,95.(3)) ds. (2.19)

=i

04, (t) = To + /t f(s,¢4.(s)) ds —

parat € (ty + f;,tg + 8], como s € (t — ;%,t), entonces to < s < to + 3, luego de
(2.14), se tiene que

Hes.(8) — zol] < b, para todo s € [tg, 1o+ 0],
y considerando (2.10), tenemos
NF (s, @5, (N < m(s), para todo s € [Ty, Lo + 5] (2.20)

integrando de ¢t — 3% a t y de la Proposicién 1.4, obtenemos que

tomando limite cuando k — oo, en (2.19), considerando (2.18) y (2.21), se tiene

[, fennal< [ ieools [ mods @

o(t) = 2o + t f(s,(s))ds, paratodo t € [to,te+ 3], (2.22)
to

satisfaciendo la desigualdad (2.17).

De manera analoga, para el caso cuando ¢ < tg, obtenemos una funcién continua
1) definida en [ty — S, tg], de la forma

t
’w(t) = g -+ / f(S, ?,b(s))ds, para todo t € [to - ﬁ, to] (223)
to
satisfaciendo la siguiente desigualdad

lh(t) — zo} < b, paratodo t € [tg — B, ty)- (2.24)

De la Proposiciones 1.6 y 1.10, tenemos que ¢ v 1 son absolutamente continuas, en
los intervalos [tg, to + 3] ¥ [to — B, to] respectivamente.

Definamos

o={ W RIESh 229
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probaremos que la funcién @ es una solucién débil de (2.1) en el intervalo [to—f3, to+/]
y ademés satisface la condicién (2.8).

De la Proposicién 1.7, la funcién ¢ es absolutamemente continua en el intervalo
[to — B,to + 0], de (2.17) y (2.24), tenemos

|p(t) — zo| < b, para todo t € [to — B,to + 0] (2.26)
apoyandonos en el Lema 2.3 y por el Teorema 1.9 obtenemos que
@)= f(t,8(t)), cs. en [tog—F,to+ 1G]
Asf $ es una solucién débil de problema (2.3.1) en todo el intervalo [to — 8, to + 5] v

por ser continua, p(tg) = zo, con lo cual garantizamos la existencia de por lo menos
una solucién para el problema.

Unicidad

A continuacién veremos que s6lo existe una solucién, que resuelve el problema
(2.1), satisfaciendo la condicién inicial (2.8).

Por el resultado anterior, dados (f, o) ¥ (to,%) € R, y como por el Lema 2.4
el valor de 7 depende solamente de %y, existen dos funciones ¢, % que son soluciones
del problema (2.3.1), en el intervalo [to — 8,0 + A, satisfaciendo respectivamente
las condiciones iniciales, siguientes

#(to) =20y  ¥(to) = %o

Asi también tenemos que

$(t) = zo + /t f(s,¢(s))ds, para todo t € [to — 3, %0 + /]

(t) = yo + [t f(s,¥(s))ds, paratodo t € [to — B,to + ],
o
de estas dos ecuaciones, se tiene que
6(0) = 0 = o+ [ [1(5,606) = S b6, Vi € to— Buta+
usando la condicién dada en la ecuacion (2.9), se sigue que

lo(t) — »(@] < [lzo — ol + /tﬂ 9(s)llé(s) — ¥ (s)llds, Vt € [to? B, to + Bl
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Del Lema 1.2, obtenemos
166) = 90l < lls—oll xp | (5}, Ve € lta— Brto +

como j:; g(s)ds < ;Ow g(s)ds, conseguimos acotar el termino a derecha por una

constante, a la que denotamos por k, entonces
llo(t) — ()] < El|lwo — woll, Yt € [to — B, t0 + f] (2:27)

por lo tanto ¢ y 1% dependen continuamente de los datos iniciales. En particular, si
To = Yo; se tiene de (2.27) que ¢(t) = 9 (¢), para todo t € [ty — B, %0 + ], luego, la
soliicion débil es Unica. Esto completa la demostracion del teorerma.

Ejemplo 6 Consideremos la ecuacién diferencial unidimensional, definida de la
siguiente forma:

o 1, sit<0
w(t) =
2, 8s1t>0

() t, sit <0
e(t) =
2t, sit >0

la funcion

es la dnica solucién débil tal que ¢(0) = 0. Claramente no es una solucién clésica
para el problema en una vecindad de t = 0.

Ejemplo 7 Consideremos el siguiente problema de valor inicial:

2/(t) = f(t,2),
z(1/2) = e'/®

donde:

0, si(t,x)e([0,1]NQ)x[~1,1]

f(ts :L’) -
b, si (6,%) € ([0,1] NT) x [~1,1]

para garantizar la existencia de la solucién para el PVI, probaremos que f satisface
l§s Condic_iones de Carathépdory en R = [0,1] x [-1,1], luego por el Teorema de
Carathéodory existe solucién por lo menos en una vecindad de ¢ = 1/2.
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(1) Veamos que f es medible con respecto a ¢ para cada z € [—1, 1] fijo.
Sea © =: zp € [—1, 1], fijo y arbitrario, luego

0, sit€[0,1]NQ

fao (8) =1 f(E, 20) :{ txg, site[0,1]NI

para probar que f;, es una funcién medible en [0, 1], es suficiente probar que
para cada a € R el conjunto f;'(] — 00, a]) es medible.

(a) Sea a < z; fijo y arbitrario, luego

(*) Si 0 < a < o, entonces

fol— o0, a]) = [0, —5—] U ([—3-, 1] NQ), es un conjunto miedible.
0 0
(*) Sia £ 0 < z, entonces
0, sia<0
fol(] —o0,a]) =¢ . ) , es un conjunto medible.
' [0,1]NQ, sia=0 .

(*) Sia < 74 < 0, entonces
fol(l — o0, a]) = 0, es un conjunto medible.
(b) Sea a > z; fijo y arbitrario, luego
(*) Si a > x4 > 0, entonces

Fol(] — 00, a]) = [0,1], es un conjunto medible.

(*) Sia > 0> =z, entonces

fii'(] = 00,a]) = [0, 1], es un conjunto medible.

(*) 810 > a > =z, entonces

Fii(] = co,a)) = [f, 1] N1, es un conjuito medible.
0
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(ii) Veamos que f es continua con respecto a x'pasra, cada t € [0,1] fijo.
Sea t =: tg € [0, 1], fijo, luego

0, si(te,x) € ([0,1]NQ) % [-1,1]
fio (@) =t f(to, 2) :{

tox, si (tO,X) & ([O, 1] ﬂ]I) X [-'—1? 1]

claramente f;, es continua en [—1, 1] para cada regla de correspondencia.

(iii) Veamos que para cada K eén R existe una funcién real mg : [0,1] — R
Lebesgue integrable tal que
| f&, )l <mi(t), V(tz)eK
desde que |f(¢,z)] < 1 para todo (t,z) € R, haciendo mg = I la funcién
identidad, se obtiene el resultado.

para calcular la solucién del problema es necesario aplicar el método de variables
separables, en la parte cuya medida de la variable temporal es diferente de cero, ie

dz

)=t

g =t
luego la solucién es z(t) = e casi siempre en [0, 1].

Corolario 2.1 Sean I un intervalo abierto de R y D un subconjunto abierto de R™.
Si una funcién f satisface las condiciones de Carathéodory sobre I x D, entonces
para cualquier (to, o) € I X D, el problema (2.1) posee una solucién débil ¢, sobre
algin intervalo |t — to| < 8, 8 > 0, satisfaciendo la condicién inicial ¢(tg) = zy.

Demostracién. Sea (ty, zo) un punto en I x D fijo y arbitrario, por ser I x D ¢ R™"*!
abierto, existe § > 0 tal que B({(to,%0),0) C I x D.

Definamos

bo| On

b

Ro = {(t,2) € R/ |t —tal < 5 v |2~ 2ol <

claramente Rs C B((tg,%0),d) C I x D, por lo tanto f satisface las condiciones de
Carathéodory también sobre Rs. Luego, estamos en las condiciones del Teorema
2.1, tomando R = Ry, entonces existe una solucién ¢ de (2.1) débil sobre algin
intervalo [ty — 5, to + (] con § > 0 satisfaciendo la condicién inicial (2.8). W

Definicién 2.5 Sea I; un intervalo de R. Si ¢ es una solucién débil de (2.1) sobre
el intervalo I'y T C I, entonces se dice que ¢ tiene un prolongamiento hasta I, si
existe ; tal que ; es una solucién de (2.1) sobre I y ©1(t) = ¢(t) para todo t € I.
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Observacién 2.6 Sea una funcién real y : (a,b) — R"™, donde (a,b) es un inter-
valo no degenerado de R. Denotamos por u(a + 0) (respectivamente p(b — 0)) el
limite de p(t) cuando ¢ tiende por la derecha a a (respectivamente el limite de p(t)
cuando ¢ tiende por la izquierda a b) si existe, y se escribe u(a + 0) = lim;_,,+ p(t)
(respectivamente p(b— 0) = limy_5— p(t)).

El siguiente teorema, tiene como objetivo, prolongar el conjunto en el cual se en-
cuentra la solucién para un problema de valor inicial, sin perder la condicién de ser
solucién del problema.

2.3.3 Prolongacién de soluciones

Teorema 2.2 Sea I x D C R™! abierto, limitado y conexo, f una funcién que
satisface las dos primeras condiciones de Carathéodory sobre I x D dadas en la
definicién 2.4 y ¢ una solucién débil de (2.1) sobre el intervalo abierto (a,b) C I.
Si existe una funcién real integrable m : T — R tal que ||f(¢,2)|| < m(t), para todo
(t,z) € I x D, entonces

(i) Existen p(a+0)y @b - 0).

(i1) Si (b, (b—0)) € I x D entonces ¢ puede ser prolongada hasta (a, b+ f] para
algtin 8 > 0. Andlogamente, si (a,¢(a+0)) € I x D entonces ¢ puede ser
prolongada hasta [a — (', b) para algin §' > 0.

(i) Se puede prolongar ¢ hasta un intervalo (y,w) tal que
(7, 2(y+0)), (w,pw—0)) € HI x D) (8(I x D) frontera de I x D)
donde 7 es la prolongacién de  hasta el intervalo (v, w)

(iv) Si f puede extenderse a I X D sin que f pierda sus propiedades, entonces ¢
puede ser prolongada hasta un intervalo [y, w] tal que

(7, 2(y+0)), (w, p(w — 0)) € (I x D) (0(I x D) frontera de I x D)

donde % es la prolongacién de ¢ hasta el intervalo [y, w]
Demostracion.
() Definimos

M(#) = / “m(s)ds,  a<t<bh, (2.28)

dado que por hipétesis | ab m(t)dt < oo, la funcién M esta bien definida. Ahora de
la Proposicion 1.9 y del hecho de que M estd definida en un conjunto compacto,
resulta que M es una funcién uniformemente continua.
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Sea (to,xo) € I X D,con tg € (a,b). Como ¢ es una solucién débil de (2.1),
considerando ¢(ty) =xo, de la Proposicién 2.2 se tiene que

o(t) = zo + /: f(s,p(s))ds, paratodo t € (a,b). (2.29)

Dado que {|f(t, z)|| < m(t), para todo (t,z) € Ix D, y considerando t,t; € (a, b)
fijos, arbitrarios, de (2.28) y (2.29) obtenemos que

o) — (el = || [ 7o) as] < hate - bace, 230

como M es uniformemente continua, entonces de (2.30) se tiene que ¢ es uniforme-
mente continua, por lo tanto, dado que a (respectivamente b ) es un punto de acu-
mulacién a la derecha (respectivamente a la izquierda ) del intervalo (a, b), resulta
que existe @(a + 0) (respectivamente ¢(b — 0)).

(i1) Definimos
: e(t), t € (a,b)
o(t) = (2.31)

por (i), tenemos que @ estd bien definida. Probemos primeramente que @ prolonga
a  hasta el intervalo (a, b], est6 es equivalente dada la Proposicién 2.2, a demostrar
que
t "
&(t) = zo +/ f(s,8(s))ds, para todo t € (a,b)], (2.32)
1o
siendo £y y 2o como en la parte (7). La igualdad es verdadera para t € (a,b) por

(2.29), resta por verificar que se cumple también para ¢ = b, veamos

b€ be

fs,8(s)) ds = zo + 61_11(% f(s,0(s))ds

ty to

zo + /b f(s,¢(s))ds = 2o + lim
to e~—0t
= o + lim [p(b —¢) ~ ¢(to)] = (b~ 0) = &(b).

Siendo (b, p(b—0)) € I x D entonces, por el Corolario 2.1 se sigue que el problema
de valor inicial

= 1,
o) (2.33)

tiene una solucién (¢}, en particular en un intervalo [b, b+ 3] para algin 3 > 0.
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Definimos la funcién real $(t) como

( &), t € (a,b]
P(t) = (2.34)
(), te (b,b+ 0]
la cual estd bien definida por (2.31) y (2.33).

Afirmacién 2 La funcién §5 definida en (‘234) proionga a la funcién @ hasta el
intervalo (a,b+ ]

En efecto. Por la Poposicién 2.2, sera suficiente probar que

o(t) =z + /tt f(s,3(s))ds, paratodo t € (a,b+ ] (2.35)

la igualdad es verdadera para t € (a,b], por (2.32). Sib <t < b+ 3 se tiene

ot b
B(t) = (t) = p(b - 0) + / F(5,0(s)) ds = 0 + / f(s,3(s)) ds +

¢ b
+L f(s,%(s))ds = o +L £(s,3(s)) ds.

asf de la Afirmacién 1, §(t) es un prolongamiento de ¢(t) en el intervalo (a,b + £],
Anélogamente se demuetra para el extremo a.

(i12) Demostraremos este resultado para el extremo b, andlogamente se demues-
tra para el extremo a.

Se tiene de la parte () que (b — 0) existe y dado que (t,¢(t)) € I x D para
todo t € (a,b), entonces tenemos que (b, (b —0)) € I x D, luego

(b,p(b—0))€edIxD) o (beb-0))elxD,

para el caso en que (b, (b~ 0)) € (I x D), considerando la prolongacién de ¢
como si misma en el intervalo (a, b), para el extremo b tenemos el resultado. Veamos
el caso en el cual (b, (b —0)) € I x D, por (ii) ¢ puede ser prolongada hasta un
intervalo de la forma (a,b + ], 8 > 0, por la funcién real .

Sea U C I x D compacto, conexo, cuyo initerior & diférénte del vacio tal que
(t,p(t)) € U, paratodo te€ (a,b+ 0],

tal subconjunto de I x D que satisface esas condiciones existe pues en particular
consideraremos a U como la reunién de las bolas con centro en cada (¢, p(t)) € I xD
y radio G; > 0. Sea [c, d] la proyeccién de U sobre el eje t, como I es abierto podemos
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Figura 2.2: Proyeccién del conjunto U sobre el eje t.

afirmar que existe 7 > 0 tal que I contenga al intervalo [¢ — 7, d + 7], como se puede
(2.36)

observar en la Figura 2.2.

Definimos la funcién real N como
£
N@#) = / m(s)ds, paratodo t € le—7,d+ 7],
o7

la cual estd bien definida, pues m es integrable en cualquier intervalo contenido en
(2.37)

I. Dado que I x D es abierto, existen p > 0, ¢ > 0 tal que cualquier rectangulo

Reoyo = { (t,2) € R [t — 50| < p, [l& — yolleo < g}

con (8y, yy) recorriendo U, estd contenido en I x D.
Prolongamos la solucién débil ¢ de (2.3.1) al intervalo (a, b+ 8], ahora pretende-
mos prolongar ¢, a partir de b+ 4, uniéndolo con su extremo inmediato anterior,

hasta un intervalo (a, by) tal que (by, B(by)) ¢ U.
Para gllo debemos probar que €s posible, hablar deé existencia para una condicién

inicial (sg,yo) en el rectdngulo Rg y,. Por la Proposicién 1.5 la funcién real N es
continua en el intervalo [¢c — 7, d + 7], de modo que para € = { existe § > 0 tal que

(R ]

slt—so| <6, t,80€[c—T,d+ 'r]‘, entonces
ING) = Nl =1 [ iils) ds] <

de donde ¢ > 0 satisface una condicién similar a la del Lema 2.4 para la demostracién
del Teorema 2.1, por la cual concluimos que para cualquier Ry, ,, siempre existe una
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solucién g, 4, del problema (2.3.1) satisfaciendo la condicién inicial @g, 4 (S0) = Yo
en el intervalo [sg, sp + &]. De esto se sigue por la compacidad de U, que podemos
prolongar ¢ hasta un intervalo (a, by) tal que (by,®(by)) ¢ U, donde P es una
prolongacién de ¢ hasta el intervalo (a, by).(ver la figura 2.3)

z

A

<

.
g R PRy £ SRS

N 1 ; i .
o T 4 a b bo dby d+T t

Figura 2.3: Prolongacién de ¢ hasta el intervalo (a, by).

Del Lema 1.1, existe una sucesién de conjuntos (i,?;,z)meN abiertos de I x D tales

que
o0

U Vin = I x D,V,, es compacto y Vi C Vm+1, m = ,1’2’ -
me=1
Supongamos que (t,p(t)) € Vo, t € (a,b), entonces de manera andloga a lo
realizado para el subconjunto U de I x D, prolongamos ¢ hasta un intervalo (@ bmg)
tal que (byg, @(bmgy) & Vg, donde la prolongacién @ de ¢ 1o es la misma que para

U.

Observacion 2.7 Con el objetivo de no recargar la notacién, consideraremos a @
como la prolongacién de ¢ para cualquier (V,,,)pmen con m > my.

Ahora, st (bpg, P(bimg)) € Ving, entonces prolongamos ¢, partiendo del extremo
inmediato anterior de la ultima prolongacién y la extendemos nuevamente hasta
alcanzar un intervalo (a, by, ) tal que (b, B(bmy)) € Vomg, v asi sucesivamente, de
estd forma conseguimos una sucesién (bmj )jen no decreciente de nimeros reales. Sea
W = SuP;ey b, entonces es claro que ¢ tiene un prolongamiento hasta (a,w), y porla
construccién de w, (w, p(w—0)) no pertenece a I x D, donde (w, B(w—0)) € (I x D).

(1v) Consideremos la demostracién sélo para el extremo b, de manera andloga se
demuestra para el extremo a. Por la parte (i), existe B(w — 0) y por la parte (i),
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(w,p(w —0)) € 8(I x D). Si definimos @(w) como F{w — 0), entonces de manera
ansloga a la primera parte de (i), se tiene:

¢
P(t) = zg +/ f(s,@(s))ds, paratodo t € (a,w)
to
lo cual prueba la parte (iv). W

Corolario 2.2 Sea D = [0,T] x B, T > 0 finito, B = {z € R";||z]|oc < b}, b >0y
una funcién real f satisfaciendo las condiciones del Teorema 2.2 . Sea ¢ una solucién

débil de
z = f(t7 l‘)
z(0) =g, x| < b

supongamos que en cualquier intervalo I de la recta donde ¢ esta definida, se tiene
lo(t)] < M para todo t € I, M independiente de I y M < b. Entonces  tiene un
prolongamiento hasta [0, 7.

Demostracién. Por el Teorema 2.2, la funcién real ¢ tiene un prolongamiento
hasta un intervalo [0, w] tal que (w, B(w)) € 8D. Por la naturaleza del conjunto D,
se tiene que

(w,p(w)) €Ty ={(t,z) e D;|z| =50t <T} o T'y={(T,z) € D;|z| < b}.

T
Iy
b
C T
0 ST t
b o

Figura 2.4: El borde de la gréafica de @.

Por hipétesis |@(t)| < M, para todo ¢ € I, donde I es cualquier intervalo en el
cual ¢ estd definida, por la continuidad de la extensién y se tiene que [@(¢)] < M,
para todo t € [0, w], dado que |¢(t)| < b, entonces (w, p(w)) € Iy, luego w = T, lo
que prueba el corolario. W ‘ A
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Capitulo 3

Aplicaciones

3.1 La ecuacidon de la cuerda vibrante

El modelo matematico que describe las vibraciones transversales de una cuerda
elastica constituida de un material uniforme en un intervalo de tiempo [0, 7], T' > 0,
y de longitud L sujeta en los extremos del intervalo [0,L],L > 0 y sometida a
una fuerza externa f, es llamada ecuacién de la cuerda no homogénea, la cual es
modelada por el problema de valor inicial y de frontera, siguiente

(0~ 2k 0,2) = 0,2), (ba) € (0.7) % (0,D)
u(0,7) = uo(z), = € [0, L]

Oou
55(0, z) = wu(x), z& [0,L]

L u(t,0) =u(t,L) =0, t € [0,7]
donde ¢ es una constante positiva.

El problema de valor inicial frontera (3.1), posee solucién dada por la férmula
de D’Alembert en el sentido cldsico, bajo ciertas condiciones de compatibilidad,
para ug,u1 y f, asi como condiciones de regularidad. Garantizar la existencia de
la solucién de (3.1), para datos iniciales o de frontera, sin el grado de derivabilidad
necesarios; inclusive, podemos considerar el caso en que ug, #; 0 f sean discontinuos
o no derivables en uno o mas puntos de su dominio, como en la Figura 3.1, supone
considerar, una nueva definicién de solucién para este problema, de tal manera que
podarios considerar condiciones mienos reguldres para tales furiciones.

Observacion 3.1 Consideremos las siguientes notaciones

, Ou , 0% u 8u
= — Up = o\ Uy =
o T Ox?

ot v T
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u1

Figura 3.1: Las funciones ug y uy, no satisfacen las condiciones de regularidad, que
permitan garantizar la existencia de la solucién para el problema (3.1) en el sentido
cldsico.

Definicién 3.1 (Solucién Fuerte) Se dice que u : [0,T]x [0,L] — R es una
solucién fuerte del problema (8.1) si se tiene que

u € L*(0,T; He (0, L) N H*(0, L)) (3.2)
o € L™(0,T; HX (0, L)) (3.3)
u” € L*(0,T; L*(0, L)) (3.4)

y ademdas

U — Pug, = f, c.s. en(0,T) x (0, L)

u(0) =uy y v'(0)=wuy. en(0,L) (3.5)

Teorema 3.1 (Existencia y Unicidad) Sean ug, u; y f, funciones tales que
uo € Hy (0, L)N H?(0, L), uy € H3(0, L) y f € L*((0,T) x (0, L)), entonces existe una

tinica funcién w : [0,77 x [0, L] — R, solucién fuerte del problema (3.1).

Demostracion. Para la prueba de este teorema, serd utilizado el método de
Galerkin, para obtener un sistema aproximado de dimensién finita relacionado con
el problema (3.1), para el cual conseguiremos garantizar la existencia de su solucién
via el Teorema 2.1, para luego realizar estimativas a priori sobre las ya existentes
soluciones aproximadas con la finalidad de tomar el limite de estas soluciones, y

garantizar asi la existencia de la solucién para el problema original.
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3.1.1 Problema Aproximado

El Teorema 1.21, garantiza la existencia de una sucesién (w;);eny de autovectores
del operador A, donde A = £ A : D(A) c L%(0,L) — L*(0, L), con dominio

D(A) = H0, L) N H%(0, L), la cual constituye una base hilbertiana de L%*(0, L),
% = Ajw; paracada j € N, donde la sucesién (A;); ey es no decreciente con Ay > 0.
Representemos por V,, C H(0,L) N H?*(0, L), el subespacio |w;,ws,ws, . .., Wn],
generado por los m primeros vectores de la base. El problema aproximado consiste

en hallar -
U (t) = Bjm(t)w; € Vi, (3.6)

para cada m € N, siendo los h;,, determinados por la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria,

[ (i (0),0)

9 Um (0) = ugm, = Z;.n:l(uo,q)j)wj 2 uo en H(}(O,L)ﬂ H¥0,L) (3.7

),v) = (f(t),v), paratodo v € Vp,

U, (0) = = D051 (tn, wj)wj ——uy en HY0,L)

Utilizaremos el Teorema de @arathéodory 2.1 para garantizar la existencia de la
solucién del problema (3.7) sobre el intervalo [0,t,,], 0 < t,, < T

En efecto. Si v =w, € V,, en (3.7)1, tenemos
L 2
(0 ) — 2

de (3.6), considerando la definicién 1.26 para la variable t y la derivada en el sentido
“débil para la variable x, se tiene

(t), w,) = (f(t),w,), para v fijo , arbitrario, (3.8)

m

Un(t) = D W)y,

=1

u,, o ™ Pw
6332 (t) = 63;2 (Z hjm(t)wj) - Z h.?m(t)*a——zi
j=1 j=1

luego reemplazando en (3.8), obtenemos

waww—zzww%wu>wwm,
g=1 .

dado que dw;
dz?

= A\jw; para cada j € N, se tiene que
By () — S Xhum(8) = (f(2), wy)-
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Definiendo ¢, (t) = h.,,(t), podemos establecer el sistema

{ K, (t) = qum(t), v=1,...,m.

Gis(t) = ENhom () + (f(),0,),  v=1,...,m.

que podemos escribir como

r h’im (t) 7 i Jim (t) i [ 0 ]
Bon® | _ | awm® || 0
Qim (t) CzAl‘h’lm(t) (f (i) ) wl) ’
@ ] L Awn® ] L @), wm)

esto es
TR T 0 - 001 s 0T h® T T 0 1
him;l(zi) _ 0 v 0 0 - 1 hmn;(t) N 0
N (1) Ay oo 00 - 0 qim(t) (f(t),w1)
@) 1 L0 s A 0 o 0] L gum(®) 1 L (D), wm)
Definiendo
T him(t) T i 0 T T 9 ... 0 1 ---07
Fo(2) 0 0 i 0 0.1
Ymt = i s = m P 3
= gy | €O=| G | Y= &0 - 0 00
[ Gun(t) | (J(t)wm) | 0 A 00

asi tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Y7 (£) = Hpn(t, Yin(t) = 0. Yo (t) + £(E). (3.9)
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Del problema (3.7) obtendremos la condicién inicial para (3.9)

1.- Evaluando en ¢ = 0, la ecuacién (3.6) y de (3.7), tenemos
U (0) = 2211 him(O)w; ¥y ugm = Z?:l (o, w5 )y

de donde tenemos ki, (0) = (ug,w;); 1S 7S m.

2.- Derivando en funcién de ¢ y evaluando en ¢t = 0 (3.6), y de (3.7), tenemos
U (0) = 2270 W (Q)w; Y tiam = 3070, (ta, wy)w;

de donde concluimos que h},(0) = (u1,w;) ; 1S 7 S m. Luego tenemos

i hl‘m((}) ] i (ug,wi) T
| ann(©) | | (w0 |

Asi tenemos el siguiente sistema

Y (8) = Hy(t, V(1) = 6. Y (t) + £(2).
(3.10)
Yn(0) = Yorm.

A continuacién probaremos, que el problema (3.10) estd en las condiciones del
Teorema de Carathéodory 2.1 en D, siendo D = [0, T] x B; donde

B={yeR™: |yl <bb>0,Ye € B}

La primera condicién a verificar es que Hy;,(t;Y:,) es medible en t para cada Yy,
fijo, dado que 4,,Y,, no dependen de t resulta ser una funcién constante, luego es
medible. Resta probar que & es medible en ¢, por hipétesis f € L*((0,7) x (0, L)),
entonces f € L*(0,T; L*(0, L}), luego la funcién t — (f(i),w;) es medible, para todo
1 <7 <m, luego por el Teorema 1.9, tenemos el resultado.

Mostremos ahora que la segunda condicién es satisfecha, esto es que la funcién
H,.(t,Yy,) es continua en Y, para cada ¢ fijo. Fijando la variable ¢, tenemos que
H,,(t,Ye,) €8 lineal y contitiio en Yy, luego el resiiltado.
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Como ultima y tercera condicién, debemos probar que, para cada compacto
U € D, existe una funcién real de variable real integrable 1y tal que

|Hp(t, Yiu)| < ¥p(t), paratodo (¢,Y) € U.

pretendemos limitar | Hp,(¢,Yy,)|, a fin de considerar a su cota superior como nuestra
funcién 1y. Sea entonces (t,Y,,) € U, como U es compacto, existe Ky > 0 tal que
\him! < ku, |gim] < ky, para todo 1 < j < m, entonces 6,,Y,, es limitada. Resta
probar que [[£(%)]] es limitada para todo (t,Y;,) € U. Dado que f € L?(0,T, L*(0, L))
y lw;| = 1 para todo j € N, de la desigualdad de Cauchy Schwarz tenemos

€D < ImlfH)] < &,

donde &£ > 0y es una cota para el segundo término de la desigualdad . Considerando
a 1y como la funcién constante que limita a |H,, (¢, Y;»)|, tenemos el resultado.

Como las condiciones del Teorema de Carathéodory son satisfechas en D, por
la funcién H,,, se tiene que para cada m, el sistema (3.10), posee solucién local en
el intervalo [0,t,], tm < T. Resuelto el problema (3.10) obtenemos las funciones
him(t),j =1,...,m, y por consiguiente las funciones u,,(t) definidas en (3.6), que
satisfacen el problema aproximado (3.7).

3.1.2 Estimativas a Priori
Primera Estimativa

La estimativa a seguir permitird prolongar la solucién del problema aproximado
(3.7) a todo el intervalo [0, T]. Para esto nuevamente trabajaremos con el problema
(3.10), y apoyéndonos en el Corolario 2.2, probaremos que es posible prolongar la
funcién Y, hacia todo el intervalo [0, T] y por consiguiente las funciones y,, pueden
ser prolongadas hacia ese intervalo, para cada m € N. Para ello debemos probar
que Y;, es limitada por una constante independiente de ¢t y de m.

Tomemos v = 2ul,(t) € V,, en la ecuacion aproximada (3.7);, entonces tenemos
para todo t, 0 <t <t

(i (£), 203, (8)) + €t (£), 200 (£)) = (F (1), 200, (1)),
luego

O + lum(@)12) = (7). 26 (0),

integrando de 0 a t, con ¢ < ¢,,, resulta que

[, DI + Pt = [, (0) + lum O + ] (F(s), 2n(s))ds,
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aplicando la desigualdad de Schwarz, en la integral a derecha, tenemos

[t (1 + € ()] < J (0 + €[ (0) 7 + 2 /0 t [f(Mlupa(s)lds. — (3.11)

De (3.7)2 v (3.7)3, se tiene que wuy,, — u; fuerte en H}(0,L), HZ(0, L) — L*(0, L),
Ui — u; fuerte en L2(0, L), luego [uin|* — |u;]?; andlogamente se prueba que
[uom|? — |uol?, luego las sucesiones (|Uom|+)men ¥ ([%1m))men son limitadas. De la
desigualdad 2ab < a? + b?, se concluye que

2 / 1F(5) () ds < [ 1£(s)/ds + / () s,
dado que f € L*(0,T; L*(0, L)), de (3.11) se tiene

i
I, ()]? + cglum(t){2 <d+ / Iu;n(s)[‘?ds, (3.12)
Jo
de la cual se obtiene

lul, ()]* < d+ /Ot [l (s)]%ds, (3.13)

aplicando el Lema 1.2, tenemos que
ju. (t)|* < constante independiente de m y t, (3.14)
de (3.13) y (3.14) se obtiene la siguiente desigualdad
[ty (8)1* + [ (8) 2 < M, (3.15)
donde M es una constante positiva independiente de m y ¢.

Siendo um(t) = 371 hym{t)w; , up,(t) = 3°71, gym(t)w;, reemplazando en (3.15),
obtenemos

m ™
D Al + D @a(t) < M,

por dato la sucesion de los (A;)jen €s no decreciente, de modo que A; > A; para
todo 7 € N luego

in We
Yo < S (02, () + @2, (1) € — o ——
¥ (O < 30508+ 6(®) < o
por el Corolario 2.2, obtenemos que la solucién del problema (3.10) tiene un pro-
longamiento hasta el intervalo [0, T}, luego la solucién u,, del problema aproximado

posee también un prolongamiento hasta ese intervalo, para cada m.
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De (3.15), concluimos también que

(4! )men es limitada en L*(0,T%; L2(0, L)),

(3.16)
(Um)men es limitada en L*(0,T; H%(O, L)).
Segunda Estimativa
Tomando v = —2 ; ; (t), en (3.7); tenemos
82 4 82 7 62 / 2,7
(1), ~2 5 m (1)) — A s), -2 T 1) = (7 (8), ~2 e 9)
agrupando los terminos a derecha, tenemos
, 0
L@ + @I} = (70), ~22 ),
integrando de 0 a ¢ obtenemos
2 "
[ (O + AP = [ (0) 2 + Ellum(0)] / (f(s), —255"(5))ds,

de las ecuaciones (3.7)s y (3.7)s tenemos que (Uom Jmen ¥ (W1m )men, convergen fuerte
en H}(0,L) N H?(0,L) y H3(0, L) respectivamente, por lo tanto las sucesiones son
limitadas en sus respectivos espacios

2, .1

O + llum @I < a+ [ (561,27 )

siguiendo un argumento similar al efectuado para obtener (3.12), se tiene

s + (A < e+ [ um(8)]Pds,

luego, aplicando el Lema 1.2, se obtiene
(m)men es limitada en L®(0,7T; H}(0, L) A H?(0, L))

(8‘;;,;1 Ymen €8 limitada en L°(0, T: L*(0, L))
(3.17)

(ul, )men es limitada en L*°(0,T; HA(0, L))

(u? Ymen €8 limitada en L0, T; L0, L)).
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Luego (3.17) nos garantiza la existencia de una subsucesion de (Up,)men, que sera
denotada con el mismo indice tal que

Uy — u débil * en L0, T; H3(0, L) 0 H2(0, L)) (3.18)
P+ - 9
g Uea débil * en L*(0,T; L*(0, L)) (3.19)
ul, > débil * en L0, T; H 0, L)) (3.20)
ult 5" débil * en L°°(0,T; L*(0, L)) (3.21)

3.1.3 Pasaje al limite de soluciones aproximadas

Multiplicando la ecuacién aproximada (3.7); por § € D(0,T) e integrando sobre
(0,7) tenemos

T
/ (! (), 0)0()dt — & [ (‘92“‘*‘%) )0()dt = / (F),0)0(0)dt,  (3.22)

para cada v € V;,. De la convergencia (3.19), equivale a decir que para todo w €
LY0,T; L*(0, L)) se tiene

/ (82””‘@) (8))dt — / (), W), Vo € L(0,T; I2(0, L)

en particular si w = v8,v € L*0,L),0 € D(0,T), entonces

/ (82“”*@ 9(t)dt—+ / (0 (t), 0)0(E)dt, (3.23)

para cada v € L2(0,L) y 8 € D(0,T). De la convergencia dada en (3.21), se tiene

/ (. (), w(t))dt — / (u(t), w(t))dt, Yw € L}(0,T; (0, L))

en particular si w = v,v € L*(0,L),0 € D(0, T) entonces

/ (i 6),)0(E)dt — / (" (8), v)6(t)dt, (3.24)

para cada v € L*(0,L) y 8 € D(0,T).
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Tomando limite cuando m — oo en la ecuacién (3.22), y usando las convergencias
(3.23) y (3.24), tenemos que

/ (W (8), V)0(E)dt — ¢ / (% 0), 0)8(t)dt / (F(8), 0)0(8)dt, Vv € Vi, (3.25)

dado que los espacios V;,, son densos en L*(0, L), la igualdad de (3.25) se da en todo
v € L?(0, L), por lo tanto en particular para cualquier v € D(0, L), tenemos

/ f W(t, 7)o(2)0(t)dedt — ¢ / / T (1, 2)o(x)0(t)dudt =

_ /0 ) /0 "t 2)o(@)0(8)dad,

para todo v € D(0,L), @ € D(0,T). Por la densidad de las sumas finitas de
productos v8,v € D(0,L) y 8 € D(0,T) en D((0,T) x (0, L)), obtenemos

/ / w!(t, 2)(t, z)dzdt — ¢ / / o (t, 2)p(t, o)dudt =

= /0 ' /ﬁ ot adedt, Vo D((0,7) x (0, L))
luego
/OT /OL [u(t, ) — czgg(t,x) — f(t,2)|9(t, z)dzdt, vip € D((0,T) x (0, L))

por el Lema de Du Bois Raymond, tenemos:

9
#H 6

’U,—"C

= f, casisiempre en (0,7) x (0,L) (3.26)

3.1.4 Verificaciéon de los Datos iniciales
(1) u(0) = uo

Como u € L*(0,T; HY0,L) y ' € L?(0,T; H3(0, L) del Lema 1.10, entonces
u € C([0,T); H}(0, L)) luego tiene sentido u(0).
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Sea v € L*0,L) y 0 € CY[0,T];R) con #(T) = 0 y 6(0) = 1, entonces
w = 6v € L}(0,T; L*0, L) luego de (3.18) obtenemos '

fe ' /0 L(uin(t),ﬁ(t)v)dtm /{; ' /0 L(u’(g),g(t)@)dt}

/@T/(JL(u;l(t),U)f?(t)dt—mm—% /QT /QL(U'(t),’v)O(t)dt,

mes o

también tenemos

/0 ' fo L(um(t)sg'(t)v)dtm /O g /0 [’(u(t)sgf(t)v) g,

f ’ / L(um(t),v)Q'(t)dtm / " / L(B(M)g,(t) &,

entonces

/: /O L%[(um(t),vw(t)]dtm /0 ' f(, L%[(u@,v)a(@]dﬁ,

(un(T),0)0(T) = (un(0),2)8(0) ——= (u(T), v)d(T) — (u(0), v)8(0)
asi tenemos
(un(0),v) ———y (u(0),v), Yo € L¥(0,L) ‘ (3.27)

Por otro lado 4,(0) = ugm — ug fuerte en HE(0, L) N H?(0, L), entonces fuerte
L?(0, L), consecuentemente débil en L*(0, L) es decir

Upm e Uo débil en LZ(O, L)

implica que
(tiom» V) = (uo,v), Vv € L*(0,L) (3.28)
Por (3.27) y (3.28) y por la unicidad del limite sé tieiis
(u(0),v) = (ug,v), Vv e L*(0,L),

entonces u(0) = ug.
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(#1) u'(0) = uq

Como u' € L*(0,T; H}(0,L) y u" € L*0,T; L*(0, L), entonces v’ € C([0, T]; L*(0, L))
luego tiene sentido u/(0). .

Sea v € HY0,L) y 8 € CH[0,T];R) con 6(T) = 0 y 6(0) = 1, entonces w =
6v € L1(0,T; L*(0, L). Multiplicando (3.7); por 6 e integrando por partes de 0 a T’

obtenemos

f (W (8), 0)0)dt + ¢ / (um(t), ))0()dt = f (F(8), v)0(t)dt,

‘desarrollando los terminos a derecha, tenemos

T T
(4o (T), 0)B(T) — (ui (0), 0)6(0) — f (u(£), 00 (B)dt + 2 ] (um (), 0))0(t)dt =

- [ ww.vewa,

luego

(o (0),) — / (it (£), 0)0' ()t + ] ((um(t), 0))6()dt = ] (F(£), )0 (@)t

32

desde que ({(um(t),v)) = —( 92

= (t),v), tomando limite cuando m — oo, de (3.23)

y (3.24) resulta

—(un, v) — /ﬂ (u’(t},v)&”(t)dt~—<:2/0 (haa(t), )0()dt = /0 (F(1), 0)0()d.  (3.29)

De (3.26) u” — Puy, = f, casi Siempre en (0,7T) x (0, L), entonces

/0 "), 0)p()dE — & fo " n(0), 0)0(8)dE = /0 060 e e HI0,L)

integrando por partes, considerando que 6(7") =0 y 6(0) = 1, tenemos

~@0,0) [ 60,000~ & [ i, 0 = [ (10,000, (330)
comparando (3.20) y (3.30) tenemos

(w,) = (W(O),0), Vo € 22(0, ),

entonces u'(0) = u;.
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3.1.5 Unicidad

Supongamos que existen dos soluciones fuertes u y % del problema (31) Sea,
w = u—1, es claro que w € L*°(0,T; H(0,L)NH%(0,L)), w' € L=(0,T; H}(0, L))
y w” € L=(0,T; L%(0, L)) y adem4s satisface la ecuacién

4

2
W't %) — czg—;;(t,x) 0, V(t,2) € (0,T) x (0, )

J (3.31)

w(0,2) = 0, %;—(O,x) =0, Vz e [0, L]

L w(t,0)=w(t,L)=0,vte [0,T]

efectuando el producto interno de (3.31); con 2w/(%), tenemos

(w"(t) — Pwge(), 20/ (1)) =0

aplicando la linealidad del producto interno y la definicién de la norma en H}(0, L)
("(8), 20/ (1)) + E(w(t), 20/ (). = 0
del Lema 1.9, se tiene que
ar .
7 W OP + ] =0
integrando de 0 at < Ty teniendo en cuenta que w(0,z) =0y w'(0,z) = 0, se tiene
[w' ()2 + Fw(t)]? =0, para todo ¢ € [0, 7]
luego

lw(t)| =0, paratodot € [0,T]

entonces w(t) = 0, para todo ¢ € [0, 7] en Hy(0, L). Del Lema 1.10, concluimos que
v=4tuen [0,7]. W
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3.2 Linea de transmision

Una linea de transmision es una estructura material utilizada para dirigir la
transmision de energia en forma de ondas electromagnéticas, comprendiendo el todo
o una parte de la distancia entre dos lugares que se comunican.

Consideremos una linea de transmisién de dos hﬂos, cuyo diagrama estd dado en
la Figura 3.2, donde Iy y Vp representan, respectivamente, la intensidad de corriente
y la tensién en el punto de emisién, e Ig y Vg, las correspondientes en el punto de
recepcién. I(z,t) v V(z,t) representan la intensidad de corriente y la tensién en un
punto = de la linea de transmisién, en el instante ¢. Para derivar a las ecuaciones

I Ix0 5, .
M) Y
N/ Nt
FS A
V. Vix,h Ve
) )
NS ./
Estacion | Estacion
transmisora | receptora
: i —
0 X X

Figura 3.2: Linea de transmisién de dos hilos

diferenciales que deben satisfacer, vamos a analizar lo que pasa en un pequefio
estiramiento de la linea, entre el punto x y x + Az. Comencemos trabajando en un
modelo de circuito eléctrico en este estiramiento, y a seguir, explicaremos los varios
parametros ahi indicados.

Los conductores que constituyen la linea de transmision estdn hechos de metal y
tienen, por tanto, una cierta resistencia, en serie. Vamos a suponer que el conductor
sea uniforme, y por tanto, que la resistencia por unidad de longitud es constante.
La designamos por R, que es dada, por ejemplo, en ohm/Kilometro. La ley de Ohm
dice que la caida detensién en un estiramiento de longitud Az y RAzI(z,t).

Uila cierta inductancia, én serie, y fambién producida én él conductor, por 1a
razon siguiente: la ley de Ampere dice que campos magnéticos en torno a el con-
ductor son creados por la corriente eléctrica; la ley de Faraday dice que variaciones
en ese campo inducen una fuerza electromotriz retroactiva en el conductor. Vamos

a suponer que esta inductancia, designada por L, sea constante por unidad de lon-
gitud; ella es dada en henry/kilometro, por ejemplo. La caida de tensién, en un
estiramiento de la longitud A z, es dada por LAz 9I(z,t)/0t.
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Un par de conductores actian , de cierto modo, como un capacitador, y asimismo
un cierta capacitancia, en paralelo, debe aparecer. A la misma, la designamos
por C, y suponemos que es constante por unidad de comprimiento; ella es dada
en fa,raday/ Kilometros, por ejemplo. La corriente, a través del capacitador, es

CAzdV(z,t)/0t.

Hz,t) LAz RAz I{z+ Az,t)
— = W — —
A X
: CAz
V(w,t) GAz T Viz <+ Az,t)

i i

1 !

1 i

i ]

* |

i

! Az ;I_'

A

Figura 3.3: Pequefio estiramiento de la linea, entre el punto z y z + Az.

Finalmente, en la practica, no es posible aislar completamente los dos conduc-
tores. Por lo que, se desenvuelve en una cierta conductancia G, en paralelo, la cual
suponemos es constante por unidad de longitud. La conductancia es una especie de
inversa de la resistencia. Luego G puede ser dada en mho/kilometros. La corriente
a través de esa conductancia es GAz V(z,1).

Ahora, vamos a las ecuaciones. La primera ley de kirchhoff que establece que
la suma algébraica de las fuerzas electromotrices en circuitos cerrados es cero. Asi
para un ¢ fijo, arbitrario, ternemos

V(z,t) — RAzI(z,t) — LAx—Qg—%lﬁ ~V(z+Az,t)=0,
de donde se sigue
Vie+Az,t)—V(z,t) 01(z,t)
s -——Rl(sc,t)—-L-———-———at ,
y pasando al limite, cuando Az — 0, tenemos:
ov ol
e = —RI- L@t’ (3.32)
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La segunda ley de Kirchhoff dice que la suma de las corrientes que llegan en un
nudo del cirucito eléctrico es igual a la suma de las corrientes del nudo relacionado.
Aplicando, esa ley a el circuito de la figura 3.3, tenemos

xV(a:%—As:;t).

Hz+Azx,t)=I(z,t)— GAzV(z+ Az,t) — CA 57

Dividiendo ambos miembros por A z y pasando al limite cuando A z — 0, obtenemos

oI v
5-=—GV ~Co, (3.33)

Utilizando (3.32) y (3.33) llegamos a la ecuacién
Ve = RGV + (RC + LG)V, + LCVy. (3.34)
Iz = RGI + (RC + LG)I; + LCIy. (3.35)

Una ecuacién de esa forma es conocida como la ecuacidn del telégrafo y fue
Oliver Heaviside quien desarrollé este modelo matematico de linea de transmision,
el cual describe la variacién instantanea de la tensién y corriente sléctrica a lo largo
de un conductor. La misma, fue desarrollada para las lineas de transmisién de co-
municaciones, como los hilos telegrificos y los conductores de radiofrecuencia; sin
embargo, también es aplicable en su totalidad al disefio de las lineas de transmisién
de potencia.

Un caso especial, es cuando el valor de V| V;, I e I; pueden ser despreciados en
presencia de Vi, y es lamado Linea de transmision de alta-frecuencia. Consecuente-
mente, de (3.34) y (3.35), se tiene que

Vee = LCVy e I@,=LCIy,

que son las ecuaciones de la cuerda vibrante, que fueron estudiadas en la seccién
anterior.
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3.3 Una ecuacién de viga

Un modelo matematico para el movimiento transversal de una barra extendida de
longitud L cuyos extremos estan sujetos a una distancia fija es la ecuacién:

Pu *u L o2y,

a2 T g T (At : 8—5( t) de )(_é‘xZ) 0, (3.36)

que fue propuesta por Woinowsky - Krieger [22] donde & es una constante positiva,
B es una constante no necesariamente positiva y el termino no lineal representa el
cambio de la tensién de la barra devido a su flexibilidad. También el modelo (3.36)
fue estudiado por Ball [2] y otros; Menzala [14] estudia (3.36) con z € R" y la no
linealidad del tipo

(6o + M( fR Vaf da)(~ )],

donde: M es una funcién real M (s) > mo > 0 para todo s > 0, V es el operador
gradiente vy A es el laplaciano.

En este seccion estudiaremos la existencia, de la solucién para el problema

/

U + AP+ M(t,/ |VulPdz)(—Au) +u; =0 , en Q= Q x (0,T)

{ u(z,0) = up(z) 5 w(z,0) =uy(x) , en (3.37)

u(z,t) = %—:(aﬂt} =0, Z=00x(0,T)

¥

donde: 2 es un abierto limitado de R™, con frontera 952 bien regular, T' > 0, n la
normal unitaria exterior a 2, M es una funcién real. Este problema fue estudiado
por Jose Q. Pinedo [16], con algunas variaciones, estableciendo la formulacién del
problema (3.37) del siguiente modo:

W+ Au+ M(t, / Vultde)(~Au) + o’ = 0
(3.38)

U(O) = Ug , u"(O) = Uj

donde u’' = Z—?, A = A? es el operador asociado a la terna {HZ(Q), L*(Q), a(u,v)}

y a(u,v) es una forma bilineal definida en los preliminares.

Representaremos H = L?(Q), V = HZ(2), V' = H2Q, son espacios de Hilbert,
con sus respectivos productos internos y normas definidas en los preliminares. Ademads
de eso, identificamos H con su dual H' obteniendose un esquema de inmersién
continua y compacta: V «— H — V',
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En este seccién, M es una funcién real que satisface la siguiente hipétesis.

(M € C'([0,00) x [0,00)) ¥ ¥(t,0) € ([0, 00) x [0,00))
(H1){ ¥ para 7 tal que 0 < 7 < A/ se tiene que Mi(t, o) > —r

, aM(tcr) -
Y T =0

En H1 se considera a A; como el primer valor propio del problema espectral siguiente:

A%w = dw
(PE) 5
wlp = 5‘%"-[1 =0

Definicién 3.2 Para ug € HZ() N HY ), w1 € HEZQ) y M satisface la
hipétesis (H1). Definimos la solucién fuerte del problema (3.37) a la funcién
w € L®(0,T; H3(1) 0 H4({))) que satisface.

u” + A%+ M(t, f |Vu|?de)(~Au) +1' =0 csen Q

uw(0) =ug ; ¥(0) =y

A manera de aplicacién, se presentara la demostracién del teorema de existencia
y prolongamiento de la solucion, para el problema aproximado. El lector interesado
en la demostracién completa del teorema, puede consultar el siguiente texto [16].

Teorema 3.2 (Existencia y Unicidad) Sean uo € HF() N H*(Q), w, € HE(Q)
v supongase que la hipitesis (I—Il) es satisfecha. entonces existe una unica funcién
u: [0,T] x @ — R, solucién fuerte del problema (3.37) tal que

we L0, T; H3(Q) N HY(Q)) (3.39)
w'e L=(0,T; HZ()) (3.40)
€ L=(0,T; L*(2)) (3.41)

u” + APu+ M(t, / {Vul®dz)(—Au) +u =0, casi siempre en Q (3.42)
y u{0)=1ug; ¥'(0) = (3.43)

Demostracion: Como ya hemos mencionado, sera utizado el método de Galerkin,
que se basa en las siguientes etapas: construcccién de soluciones aproximadas en
" espacios de dimensién finita, obtencién de estimativas a priori sobre las soluciones
aproximadas y, finalmente, el paso al limite de estas soluciones aproximadas.
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3.3.1 Problema Aproximado

Se considera la sucesién (w;); en formada por los autovectores del operador A = A?,
A € L(HEQ), Hy*(Q), A : D(A) c () — L*(). Como ya vimos en
los preliminares, (wj_)j en  es una base Hilbertiana de Hg(Q) . Se representa

por Vi, C H3(Q), el subespacio [wy,ws,ws, ...,wr,)], generado por los m primeros
vectores de la base. El problema aproximado consiste en hallar.

Unm(t) = Z him(t)w; € Vn | (3.44)

para cada m € N, siendo los hj,, determinados de modo que:

[ (u(£),0) + ((ttma(t), ) + M, Jum (8) 2) (~ Bt (£), 0) + (1 (£), ) = O

Um(0) = ugy, = }:;’;1 ajw; € Vi — ug fuerte en H2(Q) N HY(Q)) (3.45)
U (0) = tm = Y 1oy Biw; € Vi — w1 fuerte en HZ(Q)

Para todo v € V,,,. El problema (3.45) posee solucién sobre [0,ty), 0 <t, <T
por medio del Teorema de Caratheodory.

En efecto.

Si v =w, €V}, en (3.45);, con v — fijo, arbitrario. Tenemos

(um (2), w3) 4+ ((ua(t), wy)) + Mt | (8)12) (= A (1), wi) + (up, (2), i) = 0; (3.46)

de (3.44) se tiene

m ‘ m
() = D (B, () = D B (D,
j=1

=1
ademas

At (t) = Z—\-(Z hjm(t)wy) = Z him (t) Aw,

A2up(t) = hjm(t)A%w;,
j=1
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luego reemplazando en (3.46), obtenemos
> it MmO (W, w) + (7 Aym(Bwy, wi)) + 2250 R (8) (w5, w,)
Mt | 2200 hym (w9 (= 2255 hjm(t) Awyswy) = 0

como la sucesién (w;); (autovectores del operador A?) es ortonormal en L*(Q) y
((u,v)) = (A%u,v) para u,v € D(A), tenemos

By () + (A2 (30T hym (B)w;), wp) + M (8, | 3270 Bym (w13 (= 2071 hjm (1) (Awy, wy))
R (E) =0

esto es
P (8) + P (£) Ay + M (4, ] 32521 Py (£)w512) (= 22710 g (8)(Awy, ) + B () =

Para cada v = 1,...,m. Definimos gj, = hj,, obteniendose una reduccién de la
expresién anterior.

G () + Pom (@) A + M (8| 32500 Aym (D)w; [2)(— 22520 him (1) (Awy, wp)) + Gum (t) = 0

Asimismo podemos establecer el sistema

{ (t) = qum(t)
G () = —hum (A0 + M(t, ] 3270 By (8)w;12) (G0 R () (Awj, ) — @um(2),

Para cada v =1, ..., m., que podemos escribir como

a1 [ am® 1 [ 0]
i@ || ) 0

Gn® | T | =km@®N | 7| —am@® | T
L ® ] L @ ] | —gam(®) |

_ 0 -

0
T METET (w0 Ay (D)(Awj,w1))

Mt |0 Ay w512) (01 By (£ (A, wm) |
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esto es

[ M@ ] [ O
Pom(@) | _ | O
ql’lm(t) _Al

L () ] L O

+

Definiendo
- B (6) T
| Bt
Yult) = |
i qmﬂ;(t) |
y
E(Yn(?) =

Mt | 350 hym(@)ws [ (305 g (8) (Awy, 01))

0

M(t, | 320 hym(B)ws | 2) (3202 Prym (8)(Aw;, wy))

| Mt | 3500 Py (Bws 1 2)(

0 7 [ him(t) T
L o)
O QIm(t)
1 ] | rml®) |

| M T him ()2 (T i) (Bws wm)) |

0 1 0

0 0 1

0o -1 - 0
—An 0 -1 |

g1 Pim () (Awj, wrm)) |

Entonces escribiremos Y, (t) = 65, Y (t) + £(You(t)). Definiendose

Hm(t, Ym) = 5mYm + ‘f(ym)’

tenemos
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w; .
—2<)jen es una sucesion ortonormal completa en HG(9).

VA

En efecto. Sean i.j € N

Observacién 3.2 (

i) Considerando el producto interno en HZ(£2) definido por la bilineal, tenemos
que

((wy,wi)) = a(wj,wi) = (Awy, Dw;) = (Awj, wi),
= Aj(wj, ws) = Ajdys,
luego ((ws,ws)) = As, por lo tanto [lwsl] = v/,
ii) Sea v € HZ(Q), tenemos que
(v, wi)) = (Av, Aw;) = (v, A%w;) = \i(v, W),

luego ((v,w;)) = Ai(v,w;). Por tanto si v € HE(Q) v (v,w;) = 0, para todo
i € N resulta qe v = 0 en L*(Q).

p . . . Wy .y
Aside 1) y i1) se sigue que (———/\—) jen €S una sucesion ortonormal completa en el

I e J
espacio de Hilbert HZ(€2).

W
Observacién 3.3 (S\i)iéN es una sucesion ortonormal completa en HZ(£2) N H(2).
i

En efecto. Considereremos el producto interno y la norma en HEZ(2) N H*(£2),
denotadas de Ia forma ({(.,.))) ¥ |||-ll| respectivamente. Tomando 7,7 € N, fijos y
arbitrarios, tenemos

i) Para cada i € N, se tiene ||| w;||| = A;. Desde que
(Wi, i) = (B%wi, D%ws) = (Nw, \jwy) = Midj(wi, wj) = Niddi
por tanto (((w;,w;))) = A2

i) Sive HHQ)NHYD) v (v,w;) = 0 para todo i € N resulta » = 0 en L?(f2).
Desde que

(((’U,{u‘@))) = (A2’U, A%{)@j = (Agv, A@&)Z) = Ai(/_\%,wi) = Ai(U, Z_\gwi),
= A?(U, wi):

por tanto (((v,w;))) = M2(v, ws).
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p . .. ., Wy .,
Asi tenemos de i) y i) que sucesién (j\l)ieN es una sucesion ortonormal completa
i

en HZ(Q) N HY(Q).

Del problema (3.45) tenemos la condici6n inicial para (3.47)

1. Asumimos que up,(0) = wug,. Como ug € HZ(Q) N H*(Q) entonces

m

tm(0) = 7y Ay (O ¥ ttom = 370 (o TN 32 = D (o ),
7 7 j=1

de donde tenemos h;n,(0) = (ug,w;) ; 1S5 m

2. También supongamos que u,,(0) = uy,,. Desde que u; € HF(Q)y (%«—)%N es
14
una sucesién ortonormal completa en HZ(2) con el producto interno definido
por la bilineal, tenemos

tn(0) = 2720 B (O ¥ 2 = T (o, A0 = = > e,
J 7 =]

i

de donde concluimos que h},,(0) = (u1,wy) ; 1S j=m

luego tenemos

i hlm(o) 1 [ ap ]
e el Rl o9
B an;(O) i B ﬁm N

Asi, de (3.47) y (3.48) tenemos el siguiente sistema

Yriz(t) = Hm(tv Ym)
(3.49)
Ym(O) - Yg)m

Probaremos en seguida, que el problema de Cauchy (3.49) estd en las condiciones
del Teorema de Carathéodory.

La primera condicién a verificar es que H,,(t,Y;,) es medible en ¢ para cada Y,
fijo.
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Sea D=[0,T|xB; donde B={y € R*™/ |ly|lgem < b, b > 0, Yo, € B}. Fijan-
do Y,, vemos claramente que Hy,(t,Y;,) es independiente de t, luego, medible en t.

Mostraremos ahora que la segunda condicién es satisfecha, esto es, H,,(t,Y,,) es
continua en Y,, para cada t fijo.

Fijando la variable t, 0,,Y,, es continua en Y,,, resta probar la continuidad para
£(Y,). Para eso, basta demostrar que cada entrada del vector £(Y;,) es continua
en Y,,. Vease que, por el hecho de que M € C'(]0,00) x [0,00)) entonces M es
continua en el producto cartesiano de esos dos intervalos.

7 .. 7 = :
Sea (Y,™),y una sucesién de vectores tal que Y* — Yy, € D, cuando n’ — oo
en R?™_ donde

Yo' = (W s @~ ) Y Yom = (B 3 Ay @+ Qo)
tuego
Sy Blwsle — YT BSJw; ).
Denotando

H?r;(t) = Z;n—l jm(t)wj y m(t) ZJ =1 37{L(t)w35

tenemos que

@12 = us, 1] < (Ju (O + it @] ) — (8,

< | S Wt + S0 Sl lwshe] (7 1B, = Bl ),
por la convergencia anterior, el termino a derecha converge a cero, entonces
[ (£)12 == g ()1,

Asimismo, como M es continua tenemos
M, | (8)]2) 5 M (8, g, (B)]3),

Y

o lo que es lo mismo

M(tlz wi[2) ——— M2, Z i),

=1

por tanto £(Yy,) es continua en Y,, para t fijo.

91



Como tltima y tercera condicién, debemos probar que, para cada compacto U en
D, existe una funcién real integrable ¥y (t) tal que

| Hin (2, Y| < Ty (2), v (t,Ym) €U,

Sea Y, € B. Como B es compacto, existe una constante Kp tal que |h;,| < Kg, ¥y
|¢jm| < Kp, para cada § =1,...,m entonces 0,,Y;, es limitada

Ahora, para cada entrada de £(Y;,) tenemos:

m

[ Z jm| | (Awj, wy) U

]M(t }Zhjmwj Zhgm Awj,w))| < Mt 1Zhjmwj

Como M € C*([0,00) X [0,00)), para cada compacto contenido en su dominio, M
es acotado

|M(t, o) < T, V(t,0) € K, un conjunto compacto, contenido
en [0, 00) x [0,00),

Ademés, como Aw;,w, € L*(Q)

existen K1, Ko >0 / |Aw;| < Ky y |w, | < Ky Vj=1,...,m,

entonces

1M, hymwi OO him(Awj,w,))| < mrE1 KK,

j=1 =1

De esta forma
[Hpn (b, Yin)| < [6m Y] + [E(Von)| < K,

por tanto tenemos que existe una constante K,, independiente de ¢ v Y,,, tal
que|Hp (t, Y| < K, Vi, K, es independiente de ¢, luego, integrable.

Como las condiciones del Teorema de Caratheodory son satisfechas, sigase que para
cada m, el sistema (3.49), posee solucién local en el intervalo [0,%,,], ¢, < T. Re-
suelto (3 49) obtenemos las funciones hj,(t), j = 1,...,m y por consiguiente las
funciones u,,(t) definidas en (3.44), que satisfacen el problema aproximado (3.45).

A continuacién, probaremos que es posible prolongar la solucién del problema
aproximado (3.45) a todo el intervalo [0, T]. Para esto nuevamente trabajaremos con
el problema (3.49), y apoydndonos en el Corolario 2.2, probaremos que es posible
prolongar la funcién Y,,, hacia todo el intervalo [0, T'] y por consiguiente las funciones
Uy, pueden ser prolongadas hacia ese intervalo, para cada m € N. Para ello debemos
probar que Yy, es limitada por una constante independiente de ¢ y de m.
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Si tomamos v = 2u/,(t) € V,, en la ecuacién aproximada (3.45);, se encuentra
para todo t, 0 < & < ¢,

(tms 2ur,) + ((ttm, 2u,)) + ME, [ (8)12) (= Dottm, 25,) + (upy, 20r,) = 0,

o lo que es lo mismo
Ll (O + I + M, b ()12 Ba(8), 20 8)) + 20 (8) 6 (8)) = 0.

Definamos:
M:-R2—R
(t,0) — M(t,0) = / M(t, £)de,
0

y f ‘R — R2
t— () = (& | um(t)|?),

La composicién Mo f es diferenciable en ¢, luego, aplicando la regla de la cadena,
tenemos que

St fum @) = T um ) + M @) 2 i)
d 9 ! !
- [ECHE 2 Bt (1), (1) = (=m0, 205 1)
tenemos

d , o d . dM o OM ) A
= OF + @) + = (6 fum(®)2) — (6 [um(®2) + 2lun (0F =0,

agrupando los terminos a derecha, tenemos
d ’ A 8-2/\4\ I
e { )P+ 1A ()P4 Bt lum(©)) } — (8 (&) )+ 2 () = 0, (3.50)

siendo %%\/{(t, €) <0 para todo (t,€) € ([0, 00) x [0,00)), ¥y como

oM o lum®F 9714
@B = [ e,

40
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se sigue de (3.50)

LR OF + 1A + T, ()} + 200 < 0,

L) + PO + 35 ()} <0,

integrando de 0 a t < {,,, resulta que

| + Hum@I + Mt | um(®E) < 1 OF + fum(O)12 + M(O, |un(0)[2),

por lo visto en los preliminares, tenemos que |Aw|* > A\;|w|? para todo w € HZ(Q),

y por la hipétesis (H1) sobre M, se tiene
MO, lum(0)[2) = ~Jum(O)f2 72— | M) =~ Jum(®)IP
luego
|um @ + [ um@)* ~ j\%ll um(B)| < il + || toml® + (0, [ uom?),
sabemos ademads que 0 < 7 < A, entonces

lum®) + (1 - %)H um(E)1” < sl + || womI” + (O, Juiom2), (3-51)

observe que el segundo miembro de la desigualdad anterior es positivo, y converge
para

lusl® + || woll* + D(O, uof?), (3.52)

cuando m — 400, en efecto por (3.45)2 y (3.45)3, U1 — uy fuerte en HZ(2), como
HZ(Q) — L), uyym — uy fuerte en L2(Q), luego |uym|> — |ui]?; similarmente se
prueba que Jugn|? — |uo|?. Ademés M(t, o) = Jo M(2,€)dE es continua, pues M lo
es, por lo tanto M(0, [ugm|2) — M(0, [uo|2); lo cual prueba nuestra conjetura. Asi
existe una constante ¢ > 0, tal que

[ul () + lum @) < ¢, paratodom y t, 0 <t <tp, (3.53)

siendo

Um(t) = Z hjm(t)w;, 1, (1) = Z gim(t)w;
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existe una constante independiente de £ y m tal que
SR+ Ead) <k,
=1 =1

Como consecuencia de (A;)jen son crecientes A; > Ay Vj € N, luego.

m

k
2 E 2 2 < e ient
| Yo (8)] 2. [hjm(t) + qjm(t)} S n{i ) independiente de m y ¢

siguese del Teorema de Prolongamiento de soluciones, que la solucién de (3.49) puede
ser prolongada al intervalo [0,7], T > 0, por lo que, lo mismo ocurre con u,(t),
paracadameN. N

Dicho resultado concluye la demostracién del teorema, pues el mismo esta en-
focado en presentar la demostracién del teorema de existencia y prolongamiento de
la solucién, para el problema aproximado, Afin de aplicar, la teoria desarrollada en
le capitulo anterior. El lector interesado en la demostracién completa del teorema,
puede consultar el siguiente texto [16].
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Conclusiones

En este trabajo hemos recopilado resultados basicos de la teoria de existencia y uni-
cidad de soluciones clasicas, de una ecuacién difererencial ordinaria de primer orden.
Asf mismos resultados més generales, a los ya mencionados anteriormente, como el
teorema de existencia, unicidad y prolongamiento de soluciones débiles que confor-
man uno de lo aportes més importante de la teoria establecida por Carathéodory en
este campo. Los mismos, tienen como finalidad dar una aplicacién de los resultados
aprendidos, demostrando la existencia de la solucién para un problema de linea de
transmisién y un problema relacionado con la deflexion de una viga. A manera de
conclusién podemos decir que:

1.

Al ser la teoria de Carathéodory un instrumento valioso en muchos campos
de la matemaética e ingenieria, es indispensable hacer un estudio, de toda la
teoria vista en este trabajo; sobre espacios méas generales como; los espacios
métricos o topoldgicos, y comparar los resultados obtenidos y las aplicaciones
que se pueden dar en estos casos.

En el espacio euclidiano R", el teorema de Arzeld- Ascoli es una herramienta
poderosa en la demostracién del Teorema de existencia de soluciones débiles.
Cabe resaltar que resultados similares a este mismo teorema, existen para es-
pacios mas generales, como por ejemplo: los espacios metricos y los espacios
localmente convexos.

La aplicacién de la teoria desarrollada por Carathéodory, en la resolucion de
problemas tanto en la ingenieria eléctrica y civil ha sido objeto en este trabajo,
pero es necesario estudiar otras aplicaciones en otros campos de la ciencia.

Las ecuaciones diferenciales, desde su nacimiento ha estado fuertemente influ-
enciada por sus miltiples contactos con la Ciencia y la Tecnologia. De estos
contactos a obtenido continua inspiracién, transformando problemas fisicos en
problemas matemaéticos y a veces en completas teorias matemaéticas. Es por
tanto necesario establecer nuevas teorias, métodos y técnicas que permitan
resolver un conjunto més amplio de problemas, sea directamente o indirecta-
mente, dependiendo de la complejidad del mismo.
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