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I. RESUMEN

En este trabajo consideramos Ia ecuacién de Korteweg�024deVries generalizada

(Kdvg).

6/u + éiu + u"6A\.u = 0

DOndeu=u(x,l) para xe1R2,r20ypeZ*. La ecuacién de KdVg al igual que la

ecuacién de Korteweg�024deVries describe en una dimensién espacial, la

propagacién de ondas de longitud de onda Iarga en medios dispersivos no

lineales,

El objetivo en el presente trabajo consiste en demostrar la buena formulacién

localdel problema de valor inicialen el sentido de Hadamard

6,u + + u�0356_\.u= 0

u(x,0) = uo

cuando el dato inicial uopertenece a los espacios de SobolevH"' con 5 > 3/2.

A fin de probar Ia existencia y unicidad de solucién local se utiliza el método de

regularizacién parabélica y para probar la dependencia continua de la solucién

respecto de| dato inicial son utilizados |os estimados de Bona�024Smith.



ll. INTRODUCCION

Para un problema de valor inicial asociado con una ecuacion en derivadas

parciales de evolucion, se tienen tres cuestiones fundamentales: existencia de

soluciones, unicidad de solucion y dependencia continua de la solucion en los

datos iniciales. Para discutir la existencia de soluciones es necesario �030

especificar, no solamente la clase de funciones donde buscamos la solucion,

sino también en qué sentido las condiciones iniciales son satisfechas. Una vez

garantizada la existencia de una solucion, se debe garantizar también la

unicidad de ésta y asi mismo Ia dependencia de la solucion en los datos

iniciales. Debemos recordar que los datos de un problema fisico son datos

experimentales que necesariamente contienen errores de medida, es, por

tanto, natural preguntarse si peque}401asvariaciones en los datos conllevan

peque}401asvariaciones en la solucion; es decir se debe garantizar que si la

condicion inicial sufre una peque}401avariacion, es natural esperar que la

solucion de| problema de valor inicial también varia continuamente en alguna

topologia. Un problema de valor inicial para el cual se satisfacen la existencia,

unicidad y dependencia continua en los datos iniciales es Ilamado problema

bien formulado. en caso contrario se dice que el problema es mal formulado.

La ecuacion de Korteweg�024deVries modificada (KdVm)

8,u(x,l)+6iu(x,l)+u2(x,t)5Xu(x,t)=0

Dondeu es una funcion real con XEJRY 12 0, es una ecuacion en derivadas

parciales que incluye efectos de no linealidad y dispersion a la vez. El primer

término de la ecuacion denota Ia evolucion temporal de una perturbacion 14 (se

2



puede considerar como la elevacién de la superficie del agua relativa a su

posicién de equilibrio), el segundo término es el dispersivo debido a la tercera

derivada parcial espacial de u y el tercer término es considerado el término no

lineal debido a la multiplicacién de uz y la primera derivada parcial respecto al

espacio aru. Al igual que la ecuacién de Korteweg�024deVries

. V 6,u(x,t)+6i.u(x,t)+u(x,t)6Xu(x,t)=O

la ecuacién de KdVm es un modelo que describe en una dimensién espacial, la

propagacién de ondas de longitud de onda Iarga en medios dispersivos no

Iineales. La propagacién de ondas solitarias en la super}401ciedel agua en

canales poco profundos, es un ejemplo de medio dispersivo en el que se

pueden hallar este tipo de ondas. En la fisica matematica representa el

prototipo de un sistema no lineal completamente integrable.

Kato en [1 l] y [13] demostré que el problema de valor inicial (PVI) asociado a

la ecuacién de KdV generalizada

6,u(l) + 6314(1) + u�035(l)6_�030.u(t)= 0 , p e Z+

esta bien formulado localmente en H�030para 5 >3/2, paraello use la teoria

cuasi�024linealpor él desarrollada. Por otro Iado, Nunes demostré que el PVI

asociado a la ecuacién de�030KdV con coeficientes variables

6,u(i�030)+ a(t)6_\,u(t) + u(t)c9_\.u(t) = 0

esta bien formulado localmente en H�034'(lR)para s>3/2. Para ello use el

método de Regularizacibn Parabélica como en [6] para mostrar la existencia

de soluciones y los estimados de Bona-Smith [3] para probar la dependencia

continua de la solucién respecto de los datos iniciales.
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El requisito s>3/2 no es posible mejorarlo usando los métodos anteriores,

pues una propiedad usada en los pasos criticos de las demostraciones de Kato

y Nunes, es la que caracteriza a los espacios de Sobo|evH"como un algebra

de Banach. Por ello, con el fin obtener mejores resultados (s > 3/2), es

necesario prescindir de tal prioridad o buscar un método que utiliza otras

herramientas, como |os estimados lineales, Esto fue hecho por Kenig, Ponce y

Vega [I4], [15] y [ISA]. Ellos demostraron que el PVI asociado a la eouacion

de KdVm es bien formulado localmente en H�030para 5 21/4. Para ello usaron

algunas propiedades de la integral oscilatoria definida por el PVI asociado con

la ecuacion KdVm lineal con el fin de obtener estimados lineales, que les

permitieron utilizar el teorema de contraccion y aplicar el método de punto fijo

para resolver la ecuaoion integral equivalente al PVI asociado a la ecuaclon de

KdVm.

En el trabajo proponemos estudiar el método de regularizacion parabolica, los

estimados de Bona�024Smithy la teoria cuasi�024lineal,y utilizarlos para demostrar la

buena formulacion local del PVI

a,u(/) +aju(/) + u�035(I)6_�030.u(l)= 0

{u(O) = M0 �030

Para ello nos planteamos el siguiente objetivo: Demostrar la buena formulacion

local del PVI asociado con la ecuacion de Kdvg en los espacios de Sobolev

clasicos H"'(lR)cuando s 3/2. Para Iograr el objetivo propuesto, dividimos

' nuestro trabajo en varias partes necesarias. En el apéndice, son presentados

los conceptos y propiedades de algunos temas de analisis funcional e

integracion vectorial, transformada de Fourier, espacios de Sobolev del tipo L2
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y semigrupos de operadores lineales, asi como algunas desigualdades que

serén utilizadas en el trabajo posterior.

En el marco teérico estudiamos |os PVI asociados con la ecuacién lineal

regularizada, Ia ecuacién no lineal y la ecuacién de KdVg(3.1). Los principales

resultados son los teoremas 3.6, 3.10, 3.11, y 3.12. En el tercer Capitulo se

estudia Ia dependencia continua de KdVg y se justifica que ante la dificultad de

probar Ia dependencia continua de la KdVg usando el método de regularizacién

parabélica, usamos |os estimados de Bona�024Smith(ver apéndice 8.4); |os cuales

serén usados para estudiar que el comportamiento de la distancia de dos

V elementos cualquiera de una sucesién de soluciones, es controlado por el

comportamiento de la distancia entre sus estimados de Bona�024Smith

respectivamente, quienes a su vez son controlados por el comportamiento de !a

distancia entre sus datos iniciales correspondientes como seré visto en los

teoremas 5.3, 5.5 y 5.6. . 9
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Ill. MARCO TEORICO

PROBLEMA DE VALOR INICIAL ASOCIADO A LA ECUACION DE

KORTEWEG-DE VRIES GENERALIZADA: EXISTENCIA Y UNICIDAD

En este Capitulo se estudiaré el problema de valor inicial (PVI) asociado

con la ecuacién de Korteweg�024deVries generalizada (3.1)

{6,u(x, t) + 6_':u(x,t) + u�035(x,l)6_(.u(x, t) = 0 (3 I)

u<x, 0) = "o(X) 1 '

Dondeu es una funcién real con xeR,t 20 y peZ*.

Para el desarrollo de este Capitulo, en la primera seccién consideramos el

problema lineal determinado por (3.1) y demostraremos que el operador

genera un semigrupo de contracciones sobre H�030que se extiende a un

grupo de operadores unitarios en H�030.En la segunda seccién estudiamos

el problema lineal regularizado, para esto introducimos una viscosidad

artificial ,u > 0 y resolvemos el problema de valor inicial (3.6).

3.1. Problema lineal"

En esta seccién consideramos el problema lineal determinado por (3.1)

8,u(x, t) + 6f,u(x,t) = 0
{ _ (3.2)

u(-xa - u0(x)

Donde u es una funcién real con xe lR,t 2 0.

Definicién 3.1. Definimos el operador �024Apor

D(�024A)= H-�030*3,5 e R
_ 3 _ (3.3)

Au(x,t) �0248_�030.u()..,l)

Asi el problema lineal (3.2) puede escribirse de la forma

6 }402
27 Montealegre J. lntroduccién a las ecuaciones de evolucién dispersivas, Lima: PUCP, Dpto. de Ciencias, 2009. Pg. 110-112.



6 ,1 A ,1 =0; 1 R{r,;i�031i�031;)i�035;0{;§�031�0356 <3»
Sea el operador �024Adefinido por (3.3), es claro que

é$t<-sir) = <Tu<:»r> = �024<i:>%2<:,r>= z:�031a<é,r>

para cualquier u e H�034

Proposieién 3.2. �024A es lineal, tiene dominio denso, es m-disipativo y

antiadjunto en H�030,para cualquier seR

Demostracién. Sea ~Ae| operador,

-A : H�034;H�030�024->H�030

ur�024>�0246iu

La linealidad del operador �024Ay la densidad son inmediatas. Ademas, si

u e H�034,por definicién de M y la desigua|dadHAu�034H\=�035�024-6_3\.u�034H_\Suu�035/_I,+\ '

de donde �024Aue H�030.Por Io tanto, Ran(�024A)gH"'cualquiera sea ue H"�031*".

Probaremos que �024Aes un m-disipativo en H�031.En efecto: .

1. �024Aes negativo. Sea u e H�034,entonces �031

<�024Au,u>H\==<�0246?.u,u>H�034=(�0241)3<�024u,6_:u>H�030=�024<u,cXu>H\_=�024<u,�024Au>H,.

Luego <�024Au,u>H,so

2. �024Aes disipativo. En efecto, existe 20>0, para todo veH�034�030,existe

u e D(�024A)= H�034'*3:u+XU/lu =v. Tomemos A0 =1, entonces (1 + A)u = v,

esto es u+Au=v, �034aplicandoIa transformada de Fourier en ambos

miembros de la igualdad y la definicién de| operador A, tenemos:

(1�024r§3)a(§)=9(g)
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Despejandoz}(§) y aplicando transformada inversa de Fourier se

}401 .,
. (6)

�030 tnene, u(§)=[]j�254;§

L A . _ }401(:) �034
uego dado ve H existe u�024-145 tal que u + Au _ v

Ademés u e H�030, en efecto,

7 A 2

2 _ 2 .\'+3 �024 _ 2 .\�030+3nun ~ L<I+: ) [qt ds�035�024um: ) «�024�030]_I}4022ca:

sq LL%3�024|v(é")|dg? = C, +4�034)|v(§)| daf <00
" (l+§ ) �030 V

Pues v e H�035,Iuego u 6 1-1�035;

3. �024Aes antisimétrico en H". Para esto, basta probar que �024Aes

antiadjunto en H". En efecto, sean u,veH�034'entonces

�024Au,VH�030.= <�024a3\,u,v>Hb\ = <(33\,u �024v>H_\ A

=<-�030>�031<u»5i(-v>>H~=-<Wi(v>>HH

=<u,6__3\.(v)>H_\ =<u,Av>H�030

Por Io tanto �024Aes antiadjunto en H"

Teorema 3.3. E! operador genera un semigrupo de contracciones

{W(I)},20 ={e"a1:},2O sobre H" s20 ,ta| que

(W>u<->)<:>=e'%<:>

8 /



Ademas,{W(t)},>O se extiende a un grupo de operadores unitarios en H"

y cualquiera seau e H", la funcionW(-)u :R �024>H�030es la unica solucion de|

problema de valor inicial (3.2).

Demostracién. La primera afirmacion es consecuencia de| teorema

8.63. Para demostrar (3.5), resolveremos el problema de| valor inicial

(3.2), tomando Ia transformada de Fourier en la variable espacial

obteniendo,

a,z2(§,t)=i§�031z?(§,z)

Luego, 12(cf,t) =e�035§3z20(5)

Definimos =�031e"-�030W�031;/1;(§)obteniendo (3.5) y por el teorema 8.68

se cumple Ia Ultima afirmacion de| teorema.

Este teorema nos permite observar que es imposible aplicar el teorema

de| punto fijo de Banach para resolver el problema de valor inicial (3.1). �030

�030 En efecto, al menos formalmente tenemos que el problema de valor

inicial (3.1) es equivalente a,

u(t): yV(z)u;_, �024-pl?£W(t�024r)6_\.u�035*'(r)dr

en donde {W(t)}lZ0 es el semigrupo de contracciones sobre H�030,s>3/2

generado por el operador m-disipativo�024Ay u�0356.\_u.Si ueC([0,T]:H")

7 1 7+ \'~ - \-_entonces u�0315_\.u=�024:0�031\_u�031'eC([0,T]:H' �030).Como W(t�024r)ap|IcaH�030�030en
p .

si mismo, la aplicacion

<Du(t):W(t)u0(t)�024#'[:W(t�024r)6xu�035�034(r)dr .

3 9  



TransformaC([0,T]:H�034)enC([0,T] :H"")y no en C([0,T]:H"), como se

necesita para aplicar el teorema de punto fijo.

Por lo expuesto anteriormente, en las préximas secciones introducimos

el método de regularizacién parabélica nos permite demostrar la

existencia y unicidad de la solucién de| problema de valor inicial (3.1).

3.2. Problema lineal regularizado�035

En esta seccién consideramos el problema lineal regularizado

determinado por

6,u(x,t)+6iu(x,I)�024,u6iu(x,l)=0

u(x,0) = uo (x)

DOndeu=0(x,I),xeR,t20,0<,u <<l.

Definicién 3.4. Definamos el operador A�034por

__ s-+3{D(A#) _ H

A}402u= éiu �024yaiu

De este modo, el problema lineal regularizado (2.6) puede escribirse de

la forma

6,u(x,I)+ A/,u(x_,t) = 0, x e R, t> 0

u(x,0) = uo (x)

Proposicién 3.5. El operador lineal �024A}402:H�030*3c_: H" �024>H�035es m-

disipativo en H�030,s 2 0.

Demostracién. Notemos que �024A�034u= �024aj.u+ pa}401u= �024Au+ B}402udonde

D(B/I) : H.s'+2

B}402u= y}401iu

10  ' %
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Para probar que �024A}402es m-disipativo, verificamos que es m-disipativo,

el cual ya fue probado en la proposicién 3.2, y ademés By es disipativo

D(�024A)c D(B}402),en efecto:

D(�024A)= H-�030*3�024>H�035?= D(B/I)

Ahora probaremos que B�030,es disipativo. En efecto, si u e H"�034T

<22,~u=u>,,M = jE,,7«<:W>d: : Jw�0313?«<:>5<?>d:

= ;;j<z-:)2 a(:)?(?>d: = -4:2 |z2<:)r d: <0 �031

Luego <B}402,u,u>es negativo. �031

Por el teorema de perturbacién de generadores probaremos que para

todo u e D(�024A)se cump|e�034B/[uhsa||Au||H.\. +,6�031Hu||HV\. .

Dondeo < a s 1,3 2 0. En efecto, seau e H�034, entonces

M =|Iwiulli,�030na%uuf¥% =u2j<1+:2>�0301m>rd:

= ,1? [(1 +53 [(z§)3 a(§)[2 d§ = #2 j(1+g2)'�030g�030�030[z2(g)|2dg
IR R

sw J(1+e�034)�030:�034[:2+~§]!»?(:)l2d:
[R1

WT!('+:2)�030:W>12dé+J<1+:2>A�030:2\}401(:W][R IR�031.

:,}401[j(1+§2)")(z'§)"z2(«f)U2 d¢f+ j(1+§2)"f(z§)2 &(g)'2 gig)
IR ' L IR

: #3 £ �034I+é:2 )-" df+ R1 -|~�030§2)-�030M (143)
IR IR

 =#!!aiuIIZ@wuajm  
Para todo u e H�034,

11



"B}402u":�030= #2 + ,u2 (3.5)

Usando la desigualdad de Gag|iardo�024Nirenbergcon p=q=r=2,n=1,j=I,

m=3,6�031=l,C>0
3

�034a~*'JX�035�034/.2sC\laiJ�030u\J1i3HJ*uHi?
entonces

. \|aXu||H2 s c|}a:u|muy1;�0313 (3.6)

usando la desigualdad de Youngcon g = 1 , tenemos V

Ha?.u}|:/f 1|z2)|i;f s �0346?,uHH_\.+ CHu||H, (3.7)

De (3.5), (3.6) y (3.7) tenemos: �031

NW2�0302;�034M3,} +0�034(!\6iu)lf,& +MH%)2

S ,u2 + 2C,u2 + 2C,u2 V

= (1 + 2C),u2 + 2C,u2

s(1+ 2c),; (H6j:u(x,t)":V\ + Hu(x,t)�034:_\)

s CH2 (najun; + 2H6j:u|�030H_\_[W + W�030)

= CH2 (llg}401uuw+ M�030)2

Luego, ||B#u"H_V S C�035H6.3\,u"H_\ +C}402 , 0 < ,u << 1.

' por lo tanto, S 0cHAuHH,. +}402HuHH\.,

dondea = Cl] y 0 3 oz 3 I; }402= C/ly}4022 0, es decir, el operador

�024A/,= �024A+ B/I es m-disipativo. .

Teorema 3.6.Si g > 0 el operador �024A/Ies el generador de un semigrupo I

de contracciones {VI//1(z)},Z0 sobre HA", s20 tal que .



VZ(7)u(g,z)=e("3""2)�031L2(§,t) (3.8)

y cualquiera sea uo e H"'(R)|a funcién VV/,(-)u:([0,+oo[�024>H"""(R))es Ia

Cinica solucién de| problema lineal regularizado en

C([0,+oo[: H" (11%)) ()0 (]0,+oo[ ; H-"-3 (iR))

Ademas, para cada 12 ose tiene W/,(t)eL(H"�031(iR),H"'*"(R))paratodo

r 2 0 y .

1
W t SK, 1 :7 \ 3.9II A Mi, ,/ +9�035)Ila), < >

Demostracién. La primera y tercera afirmacién es consecuencia de|

teorema de Lumer�024PhiIlips(teorema 8.63) y de| teorema de existencia y

solucién para un problema lineal. Para demostrar (3.8) resolvemos el

problema lineal regularizado tomando Ia transformada de Fourier en la

variable espacial obteniendo

a,7z<:>=-é%*u<:>+u5:7¢<:>=�024<i:)3a<:>2+u<u:>%><:)

.=if3}401(E)~#§2}401(§)=(i§3�024#4�031Z)}401(é)(2.13)

Luego integrando de 0 a 1, L?(§)=e('�254_":2)/}4010(.§)

Definimos WZ(7);,(.)(g) = e(if_/I?)/£10 (g).

y A continuacién demostramos la afirmacién (3.9). En efecto, sean r 2 0 y

u e H" V

 iIW#<r>u<r>i\i,«.r = iii+é2>�030�035|e"�034*"�035�031»v<»:>|"oz:
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= L(1+§2),-(1+§g)~�034'e(/$3//15)/L7(�254)>2dé:

s C (1 + g2 )�031(1 + :2 )�031�030' ]e�030�0344"a(§)|2dg

= CLO +«:2)"(1 +62)�030 I£«<:)I2 d: V
scg Jew" �030a(§)2}(1+§2)d§+_j§3"e'W*�030;2(g)2|(1+g2)�034d}401j

sC[J.]z?(§)2�030+(1+:§2)"dg�031+..J'§2"e'2"*}402�031p(§)2|(1+a;2)"' dgj

Consideremos la desigualdad §2"e�0302�035*'2�031
(26) (M) 6 (M)

' para todo p > 0,1 > 0 y r > 0 entonces

.[§2"e�0312"*�0302'ya(g)]2 (1 + g2 )"' d; s ;L7(1 + gz )�030|a(;)y2 d;
R IR 6 (2/U�031)

=04, J(1+:2)�034|a(:)l2d:
(2;zt) R

de este modo, ,dQnde

K; = max{|,C,.}

um (I)u(t)�0352s K? 1+_L. Hu(;)H2 ,. , <2�035), H,

por lo tanto, |yw,, (t)u(r)HH___H_ 3 K, /1+E�030d�024)r\|u(;);|H, V

�024 Notemos que toda solucién de la ecuacién Kdvg regularizada en H�030con

s 2 0 es solucién de la ecuacién integral

u(t): W;,(r.)u0�024�024PJTlJ:W#(t�024r)6A_u�035*�030(2')dT
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�031 Para esto definimos Ia funcic'>n g(z')=W/,(t�024%)u(z')donde u(z') es la

solucién de KdVgy W�035(t)es el semigrupo generado por ~A,u

(proposicién 3.5)

Asi, :e(:+r)(�024:'m),,(T),entOnCesdig(z�030)=e(«+r)(~.4//)a§u(z.)+e(/+t)(~A//)aru(z.),

2'

Despejandoa,u(x,/) de la ecuacién Kdvgresulta _

6,u(t)=-A,,u(t)-v�035(I)6\au(I) x

Luego, derivando respecto de r , se tiene

�024d�024g(r): e("')(�030A")�024A ,u(r)+e("r)('A�035)-83�030.u(r)�024�0241�0246\,u�035+'(r)
dr �031 �030 p+l �030

= �024e(H)M')�024�024�024l6 14�035�034(1)
p+l "

lntegrando de 0 a t se obtiene:

: _-L/e('--')(< Iu) ;.]:.|_a�030\-up+l(z_)d2_

Luego.u(x.z>=g<z>=e�024Wu<o>~ �030�034"\a..mr)dr
p+| '

Por lo tant , -7 = W -_..�030""�034"""�031aP�034dO L{(.X t) �034(t)u0pH [:6 "u (1) T

3.3. Existencia y unicidad de solucién local del problema

. regularizado

En esta seccién aplicamos el método de regularizacién parabélica para

mostrar la existencia de la solucién de| problema de valor inicial

asociado con la ecuacién de Korteweg-de Vries generalizada

regularizada (3.10)



6,u(x,I) + 6_:u(x,t) + u�035(x,t) 6_\.u(x,I) �024,u6?,u(x,I)= 0

(3.10)

�034(x=0):�034o(x)

Para el desarrollo de esta seccién demostramos primero que existe una

funcién u}402continua de [0,T#]en Ha", solucién unica de (3.10), Iuego

demostramos que el intervalo de existencia de la solucién de| PVI

regularizado es independiente de y .

Sea el problema de valor inicial (PVI) asociado con la ecuacién de

(3.10). Notemos que si u es solucién de (3.10), entonces

u(x,t)= W}, (1)140 ~�024l-)1?£W}402(t�024r)6_�030_u�035+'(x,1')dr(3.104)

Donde{W/,(t)}�031>Oes generado por el operador �024/1�035,de la definicién (3.4).

A continuacién mostramos que la ecuacién (3.10) tiene solucién t'Jr;ica.

Para esto aplicaremos el teorema de punto fijo de Banach.

Supongamos que 140 e H�034yué ¢0. Dado T 2 0, definimos V

Xx (T) = {:4 e C([0,T] : H.�030->;Hu(l)�02414/�031,(t)u0�035H_\_S �035u0�034H_,}

�030 y una métrica en X\.(T)como d(u,v)= s[1:]j>_]||u�024v|lH,\s||u�024v�030|,,°0W].P0? '0

tanto (T),d)es un espacio métrico completo.

Sobre X_\.(T)definimos Ia funcién (Du, como

<Du(I)= W�035(1)140 �024p�024lJr�024].|;:W/,(t�024t)6_�030,u�035*'(1)41

y demostraremos algunas de sus propiedades.
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Proposicic'>n3.7.Si ,u > 0 ys >%, entonces Cbu e C([0,T] : para

cualquier T 2 0. '

Demostraci6n.Para cualquier T 2 0 : cDu(t) e H" ,t e [0,T].

En efecto, para todo re[0,T], u e H�035entoncesu�035*'e H�034',6_�030,u�031�035'e H�034,

IV�034(I �024r)6�030\.u�031�035'E H�030,por tanto (Du e H�030. _

Supongamos que r0e[0,T]y sea OSIO <t, demostraremos que G3u es

continua en [OJ].

Para esto,

�034G321(I)-GDu (I0 =

1 2+ �034 +(rm �031W;:(�031o)�0340�030}401[.£VV/I(t�024T)a.vu/'<r)dr�024J;Wx«(�031o-rw '<r>dr]|| H..

s um, (1)110 �024w,, (z0)u0HHA J: (W/, (:0 -T)a_\_uP+| (r)�024w,,(t �024r)6_\,u�035�035(r))dr�034HL\

+-�030�024HfW (l�024r)6,u�031�035'(z')drH j19+] /U /I .\ If

1 " 1+silwmuo �031VV/:(l0)u0HH"*?1£ |I(W,.(z0 �024r>�024W,,<z~r>)a.,w|(T)llH.~�031dr

1 7++7): Hw,,(/�024z)ar,u/'(2')HHJ dz�030

El primer y tercer sumandos tienden a cero cuando ttiende a r; ya que

. {VI//,(t)}le[0�030/A]es un semigrupo fuertemente continuo. El segundo sumando

tiende a cero como consecuencia de| teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue. Por Io tanto d>u es continua en 1;



Proposicién 3.8. Si ,u>0 y 240 e H", s>-:,existe7;,=71,(||u0[|H¢,,s,y)e]0,T]

tal que CD : X_\_(T/,)�024>X_\_(T,,) es una contraccién.

Demostracién. Se haré en dos etapas.

Primera Etapa: Probaremos que R(<1>) gX_T!,) en efecto. Sea

u e X�030.(T/:),entonces

1 7+
"CDu(l)�024W}402(t)uOHHx SW £NW,u(l �024z')8_\,L,/I dr

1 +�034£\/1 1<z>u,4.4 dr
Realizando el cambio de variable t�031:2,u(t �024r)

Haw) �024W}402(Mn 3 L2�034/1 [1 dr'

:_£�030.[)2/ul+�031L�0341/lp+l dz.»

2,u V r�031 2;: H_,_.

C W) I 1 ' [HI:4 FM,-.r-]H
2,u 2' 2,u H�030.

H, 21/ I

sc#|ju0�034j+\.'L�031/1+;dr �030

2 /I 1

=C,,|\uo|1Z« L�031\/1+;dz-�034u0"H"

Comolim C�035 EH!�030/I+idr=0, tenemos que dado 5 = I, existe
I�024�024>0�030 1'

7,} 6 [0,7] ; 0 <z < T]: entonces C/I |yu01|f,. ff" /1+idz <1
I�031
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V Luego, "cI>u(t)�024VI/#(t)uO�034sHu0||H,..Por lo tanto (Due X�030(T).

Segunda Etapa: Sea tej0,T/}];u,veH"'. CDes una contraccién, es decir,

dado u,veX_�030.(71:)demostraremos que d(CDu,CDv)Sad(u,v); 0<a <1.

En efecto, para todo re [0,

1 + +"CI)u(t)�024d)v(t)�034H�030g;:£HVI//,(z~r)a_r(un |(r)�024\,n1(1))�034H5dz'

V (3.11)

1 1 + +Sm E�030/1*3y(T)N�030W"�034<r>»v�035�030<r>>!Lw
Donde,

"ax <r> �024 (Z-))HH.<�024|�024<1lu"*'<r>�024W<r>H,,%
=H(u<r>=v<r>)iuP%' <r>v�031<r>]\

./=0 H~ I

s u<u~ v><r>u,¥A i0||u||1li�031||vH1,\,=

s ||(u�024v)(r)||,¥»i2I1uo1I2i�03121vuo»u;%,;

= 2�035mu �024v><r>II,,.:rmu:;%
.1:

= 2/1<p +1>u<u �024v><r>u,,Anuo11:;%
=c,)t|<u-v><r>\|,,% ""0"?/*'

En la inecuacién (3.11) tenemos

HCI)u�030(t)�024d)v(r)"H_\scg|u0|;g, 1: �0311+ \|u(r)�024v(r)�030|H_vdr

2 1
SC||uo||Lx £,{1+§@r§;v§j§]|lu(r)-v(r)HH~d�031

_ =C||u0||j;,. L {1+ drd(u,v)



DondeC=i
p+1

Pero /I +�024�024]�024�024drtiende a cero si t tiende a 0*, en efecto:
2;z(t�024z')

1 1 2t/1+�024�024�024�024�024d3 1+�024�024�024�024d =z+ �024
'E 2,u(t�024�024r)T ,/2;1(t�024z')jT 6

entonces si /tiende a 0*, J; l+�024�024�024�024l�024�024drtiendea cero para todo
2;1(l�024r)

0,T' ,L C �035\/ �024�024�024'a�031 1 -te[ J uego |[u0HH £ l+2#(t_T) r<

Portanto, �035Q>u(t)�024CI>v(t)"/�030PSad(u,v); 0<a<1

. . 3 .
Teorema 3.9. SI ,u>0 y u,,eH",s>§ entonces existen T}402=TH(||u0||H, ,s,/1)

y una funcion u/1eC�030([0,T}402]:H")solucién (mica de| problema lineal

regularizado.

Demostracic'>n.Por el teorema de contraccién existe un unico u}402e X_Y(T)

tal que

1 ,+u#(l)Cl>u#(l)=W#(t)u0�024�024p�024+�0241£W/1(t�0242')5'\,uL'(r)dr

Demostraremos Ia unicidad en C([0,T/1] 2

I Sean u//,v# eC([0,@,]:H"')so|uciones de la ecuacién integral (3.10.1).

Para re [0,T] cualquiera tenemos,
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Hz, (1) �024V�034(;)|[HA s 7'; MW (1 _ z')(6_\,u�035+'(2')�0248_ru�031�035'(z'))�034H_�030dr

K 1 H �030 +Sp\;i.1:,/'*m.7)+!a,(,,,,4 I(,),v,�0317%<z>>rwr

K 7+ 7+sp_i_l 1: �031l+ 1luj,'(r)�024v;,'(r)�035HHdr

desde que ujj�034�024v/�031f*'=(u//�024v/1)iu/�031l�031_*"v)�031lAtenemos,
/=0

V Hal! (l)�024v/I g}401i}401/1 +T�024�024�024-2#(t1_T)H(u}402(r)�024v/I(r))§u;:~_;�030(1)v)�031;(r)�035HHdr

K f 1 P ,_ ._
S 1+?!-l�024(l�024_�024:)Hu/I(r)�024v/I �031(r)v!�031,dr

usando el teorema 8.39 en la norma de la suma, tenemos,

Ilu,1<z>~v,, <r>H,4. S 5�030:11,/1+}401:;I\u,y<r>�024v,.<r>HH.§;\iu::%�031<r>H,,A Hvz. <r>Il,+ dr

 s L/I Hm <r>�024v,,(Z-)HHv�030 /:_:�03040Hu/�031<r>n;i�031UV: <r>u:,Adr

acotando cada uno de los factores de la suma, tenemos

�034u}402(t)�024v/I(t)�034/{KS�024]�024§�024_'�0241£f1+ �030|u/,(r)�024v/IV/in)�030/»-_,�030,4�031z'2�031dz'

�030 , 1
�030 SK,N�031£ /]+f(�024t�024_�024;_�024)�024�034u#(T)�024v#(r)HHAdr

dOnde[§)tjp]�034u}402= m,, [s0L:p]�035v�034(t)"H�034= m2yN = mdx{m,,m2}. Luego

�034 %



Hun (I) _ V/I S %N/J :1[:B]"uxI (T) _ V/I I-)2!�035V1-Fgdr

_<_ %N/�031ilfglllu}402(1') �024v/, (/11 + \/Zut)

= K (I) :t[;)13]7lu,, (T) - v,1(r)|l,,\

SiendoK(t) =%N�035(#1 mm) una funcién no negativa, continua y

estrictamente creciente. Entonces

Hui, (r)�024v}402 SK(t) Tse1[t5>]�034u/I(r)�024v#

Por el teorema de| valor intermedio, existe un unico Tm e]0,+oo] tal que

K(T"))=;�024ypara todo ze j0,T�030�035]se cumple que K(t)< K(T"�031)=§.Por

lo tanto, dado t e ]0,T"�031]cualquiera,

Nuxl (T) �024V/I s K (t)TEE(3lpm]�035u/I(T) _ V11 (Z-)HH» < greffv/Blquu/I (1-)�024V/I

entonces

1
j mf;f}3,)]\lu,, (r) �024 <r>w,4% S ,Ef;f,�030.?.,][3§;}}3%)]l|u,4 (r) * mm]

1
3 E refill/}fi)]HL{/I (I) �024v/, S O

Asi u/,(1�030)=v/I (I) para cualquier r e [0,T(')]

Si 7'�034)=T/, se terminc'> Ia demostracién.
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Si 7*�035<T/, definimos T�035)= mz'rI{2T('),T}402},entonces T�034)< T�035).Sea

te[T�034),T(2)]Iuego

Hui�031 �024V/I '<�030 VI:-(I)�034]+ l�031u/1(7)-V/I (Z-)�035H\dT

sg»«uo««;% r§g;;I]r1u,,<r>�024v,,<r>uH.J;2�030%""�034�035./led:

[,u(t�024]~(|))+[2;4(t�024T(|)))syp �034u}402(�030r)�024v}402(r)�035H�034_
re[lm./]

_ = 1<(t �024r<n))T$�030,(l,),.l]]|u/,(r)�024v/,(r)[|H%\_

Por tanto, para todo te [T"�031,T�0302�031]

Hm (I) (t>H,,~ S 1<(' -T"�031),E[S(}Q§§:,]||u,,(r)~v,, (r)ll,,x S KW �0307m)rEf§,132,]|l�034,,(r)-v,, (Z.)"H"'

Vemos que 7�034)327*�035y K<t�024T�034))s K(T�0302�031�024T�030�035):> K(T(2) �024T"))s K(T(�030))

Luego

1<(T�0302)�024T"�031)=%Hu0||j;,.(,u(T(2)�024T('))+/2;z(T(2) �024T('))j .

S (Iu(2T(n) _T(n))+ /2/u(2T<1) _T(:)))

S EH24�030,(,uTm +\/2/JTM)
V /U

= 1<(T�030'�031):1
2

�035 %



Luego, en [Tm�031T(2)],se tiene �035u#(t)�024v/,(l)HHssgre[s()11�031/%][|u!,(z)�024v;,

entonces nu�035(t)�024v}402(t)HH\ = 0; r e [Dim].

Por lo tanto, para todo re[0,T�035�031]setiene u#(t)=v}402 Si 7*2)=T/I

concluimos la demostracién. -

Si 7(3)<T,,, construimos una sucesién T"�031)estrictamentecreciente y V

acotada tal que 0<T(�035)<71�031,para todo neN:T�034�031*')=min{2T(");}402,},Se

cumple para r1=1. Asumimos que se cumple para 14:}: es decir,

u�034(t) = V�035(t),Vt e [T�031�031,]"�031�031*'],h e N. Por lo tanto,

u}402(r)=v}402(t),�030v�031te[O,T"+']

Desde que {TM} N es una sucesién estrictamente creciente, acotada en

el compacto [0, entonces existe supremo de T�035),es decir

sup T�030�034�031=1im 7"" = T
�035EZ+ H-*0�031) �030H.

Por|otanto,u!,(r)=v}402(t),te[O,TJ

Teorema 3.10. Sean ,u>0 y u0eH"�030cons>§. La funcién u/, del

teorema 3.9 satisface u}402e C([0,T}402]: H�035),para todo r20.

Demostracién. Veremos que u/, eC([O,7�030/]],H'�035�031),para todo re[0,I[.

Para esto, demostraremos que up :[0,7�034/,]�024->H"�031*�031.En efecto, sabemos

- que, u�031u(t)=W(1)u0�0247)�024]+�0241'EW(t�024r)6.\_u�035+�030(r)dr
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DondeW(~)u0 $0, 7;,]�024>H�034'*�031"es continua. Entonces, probaremos

solamente la continuidad para 0(1) = J;W(t�024r)a_�030,u�031�034'(r)a�031r

Sea te|:0,TJ

HG(t)HH,... s J; "W (I _ r)6_\.u�035+l(r)||Hwdr %

1 7+S K,�030+['E+ {�030a.\~uII (Z')�034H,.+,.d1"

1_ K. 1 �024�024~�024:.F�034 �030d< g / + <2/1(l_T));+l nu <r>n,, r

1 p+l

_ K. /1 �024�024�024�024.�024A d< /+I�030£+ (2/J(l_z_))/+| |�030u(T)�035HT

Haciendo cambio de variable 2y(t�024I)=r�031y tomando [(S)1;p]||u(t)HH,. =1",
. /1

tenemos

um)�034% /1+_�030_d,H.\+r /1 TH.

S5/L;�030m"*'if/"(I +r'("+')/2)d1'

= �024]&i�030�024m�031�035'(2,ur+ fW'r(L;J)dr)
/1

la integral impropia converge si r�024:�024]<1, entonces G(z)e H�034.Eri

segundo Iugar, probaremos que u/I :[O, Ty] �024>H�034�030�034�031es continua. En efecto,

sea heR* tal que t,z+he[0,T#], Iuego



non + }7) :�024G(I)l1I<I_�030.¢.'I= [*"w(r +11 _ r)(3xu/�031*'may _ £W(l _ r)aW»+u ('r)d�030rHHW

usando propiedades convenientes de la integral tenemos,

HG(/ + h)-G(l)HHm = +/1-1)�024W(I�024z))g_\.u�035*'(r)dr+ '[WW(t +h�024r)6xu�035*'(r)drHH..,

usando Ia desigualdad triangular para la norma y la propiedad de mayor

con la integral de una norma, tenemos,

HG(t +h)�024G(t)�035HWs £HW(r�024r+h)�024W(t�024r)6xu�035*'(2')"H_Wdr

+ Jr/�030NW(t +h�024z')6xu�031�035'dr

= £H(W(h)�024I)W(l�0242')6V\.u�031�035'('r)�035HWd1'

+ [NW (1 + /�031l-r)aNur+' (r)�035HWdr

= LHVI/(z-r)(W(h)�0241)a_,u�035*�030(z')||HM_a�031r

+ J,�034/'||W(l+h�024r)6_\,u�031"'(z')�035H_W_dr

usando el teorema 3.6 en cada una de las integrales, tenemos, .

1 7+I �030|G(/+h)�024G(r)HH_H,gig]; i1+ ||(W(h)�0241)6_\,q/1(7)�035/{._.dr

+/1 1

+C,. 6�030\.u'�035'(T) Md?�031
I if (2#(t+h_T)) '" "H

haciendo el cambio de variable antes indicado en la segunda integral y

acotando tenemos,



h __

�035G(t+h)�024G(t)�034HwsK,,h_[:1+_%.+,|.[W�024(ihK(9]a,\,uP+'(z)"dr
" 2-)) HN�024|

Cr r+l 7++:(./2;;/7+(2;¢/1) Mu�031'(r)j|H,_, dr

g Kr]/IL ]+::1::T"{ ja.Yup+| dr

(2,u(t �024r)) h H..-.

+%(2;m+ ,/(2,uh)M )m"*�030,

Luego

1 W k �024W0 +]|G(t+I7)�024G(r)H/A/�030.,,,5 17K, g M�034dz"
(2,u(t �0241)) H�034.

C�030 (l�024r)/2 H;
+�024�031�0242 h+ 2 h �031

Por lo tanto G es continua para h�024+0* V

% Analogamente se prueba queGes continua para h �024+0*. Sea heR�030taI

que t,(t+h)e[0,TJ.Luego:

+/1|]G(r+h)�024G(t)�034W=1} J; W(t+/1�024r)6V\.u�031'(r)dr�024£W(t�024'r)6v\,u�035'(r)dr�034HW

=�034£*�035(w(z+h_r)�024w(z�024z'))6_\,u�031�035'map; I I/V(z +h�024r)6xu�035"'(r)dz'"  
+7 H.\¢r

Habiendo usado las propiedades convenientes de integracién y la

desigualdad triangular de la norma, tenemos,
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||G(z +h)�024G(t)]|H,�030.,,.s j;�035'||W(z+h�024z')(1�024W(�024l7))6_Y;,/7+�030(r)"HW dr+

L/1HW(t�024I) 6Xu�035+'(r)"HW_dr

de manera similar como se procedié antes, tenemos:�030

f}G(z+h)�024G(t)HHw_S

SC, 1;�035/1+ |](W(0)�024W(�024h))a_YuP+'(r)]]Hwdr V

+ E/IHW (1 �024z"�024/7)6_ru"+' (r'+ dz"

< _ +,, + 1 W(0)�024W(�024/2)up�034T T-<:.< /«>12 ,/1 \�024-�024(2W+h_T)),a+. < d
+ J;/]�035W(�024h�0242')6_\.u�031�035'(1 +1 +/7)�035H_M_dz

F, dr](�024h)

+ £"[[W(�024h�024z')6_\.u�035+l(T+t+/�0311)"HWdz�030

s[C, f�035 (r)HW dr](�024h)

+C'2 L�030/Iu1+ 'l6~\.Z,{/�030+1(T +14, h)|lf�030I'Hrdz. .

5 [Q E�035)1 (r)�035HWdr](�024h)

Por tanto Ges continua para h�024>0'.Finalmente u}402es continua en

[Ow]  
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Usando el procedimiento anterior se prueba que GeC([0,T,,j,H�0352")y

por tanto u/leC<1:0,7"/,:l,H�0352�035).Por induccién se demuestra que para

cada n e Nse cumple que GeC([0,T/l],H�031+"")y por tanto

LI�0346 C([0,'r}402],H.»+,,,.)

Este resultado sera fundamental para demostrar que el intervalo de

existencia de la so|ucic'>n del sistema regularizado es independiente de y

como Veremos en el teorema 3.117

Teorema 3.11. Sean ,u>_O y #0 e H�030V,.s'>�024;�024entonces Ia funcién u}402del

teorema 3.9 satisface u}402e C([0,T/J : H�034'>}402C'T/I] : H�035)

y es la solucién (mica de (3.10). Ademas, para todo r20

u�035E C([0,T/1];H-"+r)}402C;(|:0,T}402:1:H\»-3+r)

Demostracién. Veamos la existencia de una solucién. Del teorema 3.9 y

de la teoria de semigrupos tenemos a,w/, (1)u0 = �024A/[W/I(l)u0 �024

Parat > 0 en H"�034�030.Para ,u > 0, consideramos

 0(1) = LrVy,(z~z)axu;;+* (1)4:

Para 0St<T# y /'z>0,t+h.e[0,7;,] se sigue,



G 1+/7 �024Gz 1 +/: H H
_£__)___Ll=�024(£I/I/#(t+l7�024r)(9_\.u!�031,'(r)dr�024>£I/I/}402(l�024T)<3_\.u%�031,'(r)dr)

h /7
1 7+ +1: +

=;7�024(£I/V�035(t+h�0242')6�031\.u[�031j�030(r)dr+_EVV}402(t+//1�024r)6xul�035,'(z')dr

�024gm (t�024r)6_�030,u/C�035(r)dr)

1 7+ 7+=;(£VI/}402(t+h�024r)6.\,u[�031,'(z')dr�024£VI/}402(t�024r)6_\,u!�031,'(r)dr)

+VI/}402(t+h�024C,,)6_\_u!�031,�031+'(Ch)

en la ultima igualdad se ha usado el teorema de valor medio para

integrales en el intervalo [z,r+h]C,, e[t,r+/7] con C,, e[t,t+h]

G 1+1 �024G1 v 1 H H '
 :;(£ml(t+h�024r)VK,(h)6_�030.uj,l(T)df-.EVV/[(1-T)5xu/�031,'(T)dZ')

+1/I//,(1+l7�024C,,)<3�030\_u/�031,�031*'(Ch)

I ?+ )4-=;(w,,(h)�0241)£W#(z�024z)a_\,u;,�030(r)dr+14}401,(t+h�024C,,)6»\.uf,'(C,,)

como�024A,,es el generador del semigrupo{I/I/}402(t)}/>Oten�030emos

�030 1 + 7+/1'31M(vV,/(h)-1)Lm(z_z)a,,u; '(r)dr=�024A/iEVI/}402(t�024r)axu/�031,'(r)dr

ademas, C,, e[t,/ +h] y si h �024>0*entonces C,, �024�024>t,portanto _

,gi;g; w,, (I + Iv ~ c,, )a.\'u;/17�034<c,.) = w/, <o>a.au::+' (z)

Asi obtenemos, afG(1)=�024A,/G(t)+a_Tujj*'(t),paraOsz <T}402y

/7 <0,t+h. e[0,T#]. Haciendo un cambio de variable k = �024h> 0, se sigue
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G r �024Gt�024k 1 H �024A- +
 =;(£Wl,(r�024r)6_\.uj,'(r)dr�024£VI//,(t�024k�024r)6xu/�031,�031'(z')a'r)

=%(1:�034VV,,(z�024z)axu;+'(r)dr�024j;'*W/,(:�024k�024z)aA,u;;+�030(2)01:

+ L�030!/I/N(l�024r)8_\,u/'1'�035(r)d1')

=%( EAVVI//l(t�024k�024r+k)6.\,u/�031,�031+'(r)dr~£�024kVK,(t�024k�024r)6'\,uj:+'(r)dr

+ �030L4!/I/I,(I �024r)<3_\.ul�031,�035'(z')dr)

Wu �0301 _k /7+1 /2+1= �024k�024j; VI/}402(t�024k�024r)64\,u/I(r)dr +VI/}402(z�024DA,)a.\,u,,(Dk)

Como�024A/Ies el generadordel semigrupo{VI/#(t)}Q0 tenemos

_ W (k)�024I�024/.1 + �024/r H
I/I/#(t~k�024T)6__\_uL''(z')dr=�024A#£W#(t�024k�024r)6,\,u;�031,�030(r)dr

�031 Ademés Dk e [t�024k,t]y si k �024>0�035�034entonces DA, �024>t,portanto

Luego, a,-0(1) = �024A/,G(/)+a.�030.ujj*'(1)

Asi tenemos, a,G(t) = a,*G(t) = a,�030G(t)y
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1
6,»/[I (z)=6, [I/V/I (1)110 �024;)�024+�0241G(l)j

1
=6/W/I(/)U0 -7)-}4016,G(t)

1 1 +
=�024/4/IVV/I(Vl")LlO +;�030*_-1/�0301lIG([)'�024";:1a�030\,1»{//ZI0) �030

1 1 +
: �024A/I[I/V/I (1)110 �024�030;)�024}401G(t)]-�024p:]aV\,Z»l!/17]([)

Luego, 6,24�034= �024A#u#(1) �024;%6,\.u/�031,�031*'(t) (3.12)

Por lo tanto, u}402:[0,T/1] -�024>H"*" satisface Ia ecuacién (3.10).

Demostraremos que Lu] (1) e C�030([O,T}402]:H"�034�030).Primero Veremos si 6,11�034(t)

es continua en [0,3]. En efecto, de la ecuacién (3.12) basta demostrar

que �024A/Ies un operador |inea| aéotado para decir que es continuo (lo

mismo para 6_\,).Luego demostramos que 6,24, :[0,T�035]�024+H"'3.

En efecto, sea te[0,T/J

Hay _, = �024Au �024�024La,u"*'I ,u H«-. ;1 y .\ ,u H!--:

1 +}401ll-Amllw+;,:;llM'l|H\�024;  
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I 3+=<Iu,.1n,,. +p�024H14u,clllw
1 +s um. +;;uu: �030IL

�024n n +411 Ir�034<00_ u/1 H.�030 p+] uy /_Ix

Por lo tanto u}402eC' 7),]:H�034�034").Finalmente probaremos que u}402es la

solucién (mica de| problema lineal regularizado.

Sea weC([0,}401,]:H"�030)}402C"([0,}402,]:H"�030)otra solucién de| problema

�030 A lineal regularizado, entonces la funcién v satisface (3.12), es decir,

1
6 .=�024 .�024�024�024�0246*.�035�034; 0_ _Twe) Am) M (I) ,.

6r [I/V/I (I �024r)v(2'):]= W�034(I �024'r)6,C�024(6,W(t�024r))v(z') V

1 7+=W//(I-1-)l:-A/Iv(T)_}401a.rvl'<r>]~W<r�024r>(~A,.)v<r>

:_WlI(I�024T)AIlv(T)/#1/I/xl(l-2-)a�024\�031v/7+!(T)+W(t�024T)A/1v(T)

:�024%VI//1(I�024r)6.\_v�035+'(1')

lntegrando de 0 a I a ambos miembros de la igualdad
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1 +Earl/V/[(1 �024z')v(�030r)dr= �024£;�024+�024]�024W/I(t~r)6_Yv�035�030(r)dz'

1 +VV}402(O)v(t)�024VV/,(t)v(0)=�024£}7+�0241�024W/,(t�024r)6Xv�035'(r)dr

v(z)=w,,(.«)v0 _.p.�030+.1£w,,(z_z)axw'(r)dr

Observemos que veC([O,@,]:H")}402C'([0,@,]:H"'�0343)es solucién �030dela

ecuacién integral y por la unicidad del teorema 3.9 deducimos que v = u}402

en [0,7;,].

A continuacién demostraremos un resultado que sera util para probar la

existencia de solucién local del problema de valor inicial (3.1).

Teorema 3.12. Sean ,u > 0, L10 e H",.s' > gy sea u}402la solucién del

problema lineal regularizado. Entonces existe T=T(|luO|lHA\ ,s)>0[0,T]tal

que u}402se puede extender a [0, T]. Ademas existe p e C([0, T] : R) tal que

nu�035(z)||:A. s p(l) ,0 5 z s T (3.13)

sup ,0(I) S C(�035u0�035HA.,s,T)

donde ,0 satisface

' = 2C_ . , s T I
{p (I) "P 2 (I) I (3.14)

/2(0) :"u0�034H"'
También, si uo e H�035"para r 20 , entonces para cada # > 0 se tiene

fog/;?l|u,, s C(i1uOIIH�030~�030,r,s,T), (3.15)

dondeC(.,.,.) es creciente en cada argumento.
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Demostracién. Sea u�035e C([0,T}402]:H�030)}402C'([0,]",,:|:H"'�034")|asolucién de| -

problema lineal regularizado dado por el teorema 3.11. Tenemos,

a. Hm <1)�034;=6. <u,¢<z>»u,,<r>>,L,%
= <a,u,, (rm <z>>,%,A +<u,, <r4>=a,u,. <r>>,,.  
3 2 (1),-/W, V(r)�024;1;�0241a4ru/�031,�031*'(z)>H%[

2[<u,, <z>,�024A,,u,,(t)>H»" 7-,-�030+�0241<u,.<r>,axu:+'<r>>,,%]
El generador �024/1�034es m-disipativo, sabemos que <u/, (t),�024A/luff(1))HI S 0

Iuego

a, H1, (rm; = _2(u,, (:),u; (z)aXu,, 0))�035s 2[(u,, (z),u;; (1)634/I (z)>HX|

Por la desigualdad de Kato, tenemos

<91 11% (1)412. S 2C~(1|WHH§-- IMZ. + W7 Hw Hwllw MHJ

= 2C%v(\|w41Z. M12�030+!|�034/M4%,. llum)

= 2cv&(nu,¢u:;? +MZT2)

: 4C�030W!�031

2 /�030+2 2 LE1

por tanto 6, Hull s4C\.Hu#�034H_\=2(2C\V0|u_u�035Hx)

Consideremos ,6�031(p)=2C_\.pI%2(t)entonces

a.I1w>II:%% s 2}402(�034u/�031H:4�030)<3«6>
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AI resolver la igualdad en (3.16) seg}402nIa teoria de ecuaciones

diferenciales ordinarias, Ia solucién maximal viene dada por,

a, �034ul,(t)N:_�030= 2,8(�034u/I ) o equivalentemente p_(L3"2)dp = 2C_�030.dt

integrando y considerando la condicién inicial p(0) =||u0|]:, , obtenemos

r p(,)

[1�024pCJ!|uollHr]

LUe9°~ P"2(�031)= V
[1 -' PCA"! "u0l|/4*]

definida en el intervalo [Off con YA" =�024L/1-.
PC\- Hue "H"

Por Io tanto, [jun (z)|[:A s ,0(t), vz e[0,7;,]}402[0,T"[

Asi,para ,u > O, 11�035 se puede extender al intervalo [0,T], donde

Te[0,T/,:|}402I:0,7A�030[.Para todo ,u>0 se tiene «

H�034H2"14;/(l)�034;#\Sp(l)= , vze[0,T]
(1�0242c�030pt "L10 H�035) A __

Entonces, sup nu/I A S sup
Ie[0,'/'] H /e[0"/'1 �024 ) I

pero dado I " ', que a expresuon 2,�031,es creciente en te [0,T]
(1�0242C_\pT�034u0H:;\.)

Luego,sup S

M (1�0242C_�030.pT"u0�034:;_,) (1- zcxprnuo 1|; \ )
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por tanto, $1�030/];]>Hu/1 S
V (1�0242C_\.pT�035uO"H\.)

Asi, para ,u >0, u}402sepuede extender si fuera necesario a un intervalo

[0,T]. Esto prueba a (3.13) como queriamos.

Ademés, si r 2 0 podemos concluir

7 llu H2f0�034.,}401H�034~<r>\I;y~e =C(|luoIIH«~ M)
�024 V (1�0242C_\.pT�034u0�035H..,.)

lo que completa Ia demostracién.
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IV. MATERIALES Y METODOS

4.1. MATERIALES

Los materiales utilizados en el presente trabajo de investigacién son:

1.- Material bibliogréfico de bib|iotecas visitadas. - .

2.- Revistas especializadas.

3.- lnformacién especializada por internet.

4.- Los programas para editar MathType 5.0 y Word 2010.

�0305.-Una computadora Corel 2 Duo.

4.2. METODOS

El método utilizado en el presente trabajo de investigacién es el

demostrativo inferencial. V

De acuerdo a la naturaleza del trabajo, por ser de indole demostrativo, no

es necesaria técnica demostrativa alguna.



V.RESULTADOS V

5.1. Existencia y unicidad de solucién local de la KdVg

Demostraremos en el siguiente teorema Ia existencia y unicidad de la

solucién de la ecuacién (3.1)

Teorema 5.1. Sea uo e H"�030ys >§entonces existen T=T("u0"Hx ,s) y una

u e C([0,T],H"�031)}402C'([o,T],H-*'-3�030)soIucion(mica de (3.1) y

Uu(t)H:\ Sp(t), 0szsT (51)

339(1) 5 C (�035u0�034H">5/T) '

dondep satisface

[,0'(l)=2C\p%2 (I); (>0

o(0)=|luol|2yAy

yC(.,.,.) es creciente en cada uno de sus argumentos. Ademas si

uo e con 1* > 0�031entonces

?\§J//�030mu S COIHOH/+�030�031s�030T)�034u0. (5-2)

Demostracién. Si para p>0, cada u}402essolucién de (3.10) con dato

inicialuodado por los teoremas 3.10 y 3.11 en [0,T], afirmamosique

existe u tal que '

u(t)=]!Lr:)1 uI,(f) en L2(R) (5.3)

uniformemente en te[0,T]. Para esto, probaremos que {all}/[>0 es una

familia de Cauchy; en efecto, sean ;z,v>0 cualesquiera y uvla solucién

de (3.10), con dato inicial 14(0) = u(()), esto es,



6,u,_ + aiu�030,-51/aiu�030.(I) + u,�031.7(I)8Xu,, (I) = 0

(5.4)
u_, (0) = 240

Sean A�034(I) = �024,LI5f:u(t)= )u(t) y F(u = u�035(I)6_,u(t)

entonces

6,14�035(t)+A�035(I)u# (I)+F(u�035= 0 (5.5)

6,14,) (I)+A,,(I)u,, (r)+ F(u,,(I))=0 (5.6)

I Sumando y restando A/,_(I)u_, (I) en (5.5) T

a,u), (zr)+A,, (I)u# (I)+A/, (z)u_, (z)�024/1),(I)u_, (z)+ F(u}402(r)) = 0 (5.7)

restando de la ecuacién (5.7) Ia ecuacién (5.6) y tomando en cuenta que

LI�035(0) �024u,,(0) = 0 , tenemos:

6/ (ul, (I) ~14�030, + A�035(II), (I) -24�030,(I))+(A}402�024A1,)ul, (I) + F(u�034�024F(u,, = 0

�034/1(0)�024u-' : 0

Si I7(l)=u#(l)�024u1, entonces I7(z)satisface

a,I7(z)+A}402z,7(z)+(A}402�024A.,)u_,(z)+ F(u/I (I))�024F(u_,(1)) =0

27(0) = 0

Donde, A/,17(I) = �024;Iaf.)}401(I),

(A/1�024Al, )ul), = 6j:u__, (I) �024,II6_f.u|,(I) �024éiul, (I)+ v6iu_, (I)

= v6_�030:u,,(I)�024,u6_f.u,,(I)

= (1/6�030:�024/I6_�0307;.)u.,(I)

 =<v~/I>a:u.I<r>
Luego para Ie [0,T] tenemos ,



6, HL7<t>||7,2 = 2<»W7>/.2
= 2<z7(t),A/,z7(t)�024(A}402.�024A,,)u,, (t)�024F(u/I(r))+ F(uV (¢))>L2

= 2<L_l(l),A/lL_l(l)>/(Z �0242<z7(z),(A,,�024A,,)u_, (z)>LZ

+2<z7(t),F(u,A,(z))�024F(u/I(t))>/A2

g _2<a(z),(A,, �024/L,)u,, 0))�031;+2<}401(t),F(ul,,(z));F(u,, (z))>I�0302

Ademés,

. a, �034z7(t)�034:Zs 2�030<z7(t),(A/I- A,,)u,, (1))/I2 �030+ 2�030<27(l),F(uV(z))�024F(u,, (z)))#}

A continuacién acotaremos cada uno de los productos internos de|

segundo miembro.

Por la desigualdad de Cauchy�024Schwarz

KL7(t)s(/1,,-A.,)u./(I)>,,(=l<z7(I)»(v-u)6iu.,(l)>,;I
= [V �024,z¢�035<6A.z7(t),6,\.u_V,(t)>I'2�030

S Iv -#|H0.»L7(I>H,; rm (t)�034l.,2
S Iv �024'L4CHz7(t)MH�034'Um (l)�035H"
=1�034/1|CH%z(Wm (�030MHm (t)HH"
S �030V�030�031u|C(Hu/�031U)�034/4"+�034u"�031U)�035/»/9�0305�035?!�030-�031([)HH�030�030

: Ch/-111�030,

Asi, K}401(z),(A/I~4,)u,, 0))�031;1 s c;v_ #1, (5.3)

donde en la penultima desigualdad utilizamos (3.14) y C =C(||u0"H, ,s,T).

También, F(ul, (1)) �024F(u/I(r)) = (t)6A.uV (x) �024u;j(t)5xu# (t)

Luego, usando Ia formula de integracién por partes, aplicando la

I desigualdad de Cauchy�024Schwarzy el teorema de inmersién de Sobolev,

uobtenemos
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'<L7(t), F(u,, �024F(u/I (t))>I'2 1 = |<I7(l), u{,�0316,\.u_,�024u/�031,'6_ru/I>/�030El

= |<L7(t),;lT6,.u,{�035'�024;1+�02418_,u,�031,M>/lzu

= u<z7(l)»'l�03071:0A.(u,,�035*�030�024u,':�035'

_�024.KL�035/(t),�024p%6V\.(up �024-u/,)gu_4�031,"-�031u)�031,>,�030Zl

= |<L7(r),;)�0241:T6XL7(t)gu|f""u)C>I(1I

=�030.p�024]_�031_�0241LL7(t)<,6x27(t)§uf"'uL>/I2I

es decir,

.<;(z),(Fu_, (1)) �024(Full(1));/V1 | s c�030"ul, (1) �024u�030,(z)�034; (5.9) %

Por tanto, de (5.7), (5.8) y (5.9)

 61 H1102 SCIV-#I+Ce IIJHZ
lntegrando de 0 a t se tiene

Ea, ||Z(r)H:zr s C£]v�024pldr + CK

§Ii<r>Jli SC|W|T+C~ Jlllillidr
Aplicando la desigualdad de Gronwall, obtenemos

S Clv �024/1] Te�035

Asi obtenemos queu(t) = w�024lino} uy (t) en 1-1�035 (5.10) '
;1�024>

" uniformemente en ze[0,T]. I

Por el teorema de representacién de Riez-Fréchet, para todo f : H " �024>IR

lineal y acotado, existe un Unicoqx e H�030que cumplef(Z) = <24//>H_�030%,



Iuego por la densidad de H2�034en H�034, para cada e>0 existe t//5 e H�035tal

que"://5 -1//�034H,< 8.

Sean ;z,v > 0 y u#,3u�030,�030comoantes, usando (3.14) con C = C(||u0|]H, ,s,T)

tenemos

.<u/I (t)�024u|,(t),1//>H�0301=1<u/I(t)�024u_,(t),://-1//5+4//£>H_\_�031

s1<u,, <z>~u.( <r>,«//=«/5>,)(1+[<u,. <r>~u.( (rm>H(I

4 s |(,;«~ (all (/)�024u�030,(;)),.r (W �024z//5))/}�031+�030<J"'(2),, (z)�024u,,(t)),J�034�031<//L.>/12�030

Sn.1"�030(u}402(t)�024u._(l))UI�030l(t// �024(//5)�035I}+�030<u�034(t)�024u�030,(t),.12�034�031z//5%,�030

 s nu) <r>-up mm nw «mu. +nu,, <r>~u., <r>n,, um»)

s cs + Nu) <z> (011,; ml)
<C£

. Asi, l<u�034(I)�024u�030,(I),z//>H�030N<C8 (5.11)

Entonces para todo 5>0, }�031i~rP�030<u/,(t)�024u|.(t),(///.>H�030_=0 para cada te[0,T]

de(3.28), proposicién 8.5 y (3.16) obtenemos (3.27).

Ademas de (3.27) sigue que u e C,,,([0,T],I-I�030),por la proposicién (8.3) y

la desigualdad

1|"). U; S 00)
330(1) S C(l|uol|,+» >51)

Tenemos, (|u(:)|(H._ s1_ig1Jinfj�030ul,(z)]|H_\s p% (z), re [0,7]. '
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por lo queu(/)satisface (3.14).

Probaremos que u(t)satisface el problema (2.15) c.e.t. te [O,T] en H""�031.

Para e||o definamos

E}402(u/,(t))=�024A}402u(t)�024F(u/,(t)) (5.12)

Entonces, de (3.27) y porque la funcién,

-:H"><H�030�024>H"

(u,v) I�024>uv

es débilmente continua cuando s > sigue que

w�024/llianoq�030E), (24,, (z)) = [1/11�024}401i_)n(;)�030(_/W (z))]_[M,-/53$ (-F(u,, (z)))]

=-Aw)-F<u<z>>
= E(u(r))

Asi

w-I)a4n0q+ E/[(1/1/I (1)): E(u(t)) en H�035 (5.13)

Uniformemente en 16 [0,7�030]. Del teorema 3.11 y de (3.29) tenemos

6,14�034 = �024E#(u}402(t)), t e [0, T] I

lntegrando desde 1' hasta 1, con 0 s I ' s I s T,obtenemos

u/I (z)�024u,,(1'): £�024E/l(u/,(r))d�030r (5.14)

Comou e CM.([0,T],H" ), de (327) y (3.28), la funcién

�024E(u(.)):[0,T]�024>H�034"3

Es débilmente continua. Como las funciones débilmente continuas son

medibles (corolario 8.9) y por lo tanto integrables en el sentido de
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Bochner (proposicién 8.11), de (3.28), A�034eL(H"',H�034"3)conpg, y el

teorema de convergencia dominada (corolario 8.12) tenemos que

w�024/lIi_)nO1�030'['�024EH(u/,(r))dr= w�024/!i_)nO14j[�024A,,u/,(r)�024F(u,,(r))]dz V

= (M/�024/Ei_)n01�030�024[�024A/Iu}402(r)~F(u}402(~:))])dr

= £[�024A//u/l(r)�024F(u(r)):'dr

= f.-E(u(T))dT . ~

enH�034"3,para 0 : rs r s T.

Tomando en (327) el limite débil cuando ,u �024->0�034�030,obtenemos

u(l)�024u(l')=f_�024E(u(r))dren H�035,para r',re[0,T]

Entonces u e AC([0,T],H�034�0343)y satisface (3.1) c.e.t. te [0,T]

Probaremos la unicidad en Cw([0,T],H�034�030)}402AC([0,T],H�0343)

En efecto, si u,veCw([0,T],H�034')}402AC([O,T],H�0343)satisfacen (3.1) c.e.t. 4

en el intervalo [0,T], definimos L7 = u �024vtal que satisface

a,u(t) =-14�035(x,t)6_ru(x,t)�0246iu(x,t)

= �024;%axuv+'(x,l) _a;:u(x,z)

a,v(z)=v�035(x,t)a\.v(x,/)�024a§v(x,z)

= _p_�030;axw'(x,t) ; 6:v(x,t)

Iuego, a,a(r) = �024;1;T6»\A}401/Z:;u�035'�024"v-"�024aja

_ usando integracién por partes obtenemos
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6, llzI(r)Hf; = 6, <}401(t)w7(t)>,;= 2(v7(t),6,»7(t)>,;

= 2<1}(t),�024-]�024)�024]+:[6_\_1,7./$0u/�031".I'v/J-a;:a>IF

~ 1 ~ �035,_,- , ~ ,
: 2<Ll(f),*';)-�024:Tax],{%u/~v >l�0302�0242<Zl (l),6:u>ll:

_�024.2<17 (1�030)s�030%5A\.L7Eu�035"�031Vv�035>/12

= 2 (t),~;�030+~la_\;u/'-~/�030vf>L1

: (t),5 �030Z/7:u�035"�035v�035>
/7 +1 4�030,/'=0 L!

Comm? 6 H" y all] e H%""�031Ia desigualdad de Cauchy�024Schwarz,el teorema

de inmersién de Sobolev y la desigualdad triangular, implican que

2 P . . 7 /�031 . _
a, Ha(:)H,} s CKW (r), 6_\,Zu�035"�031v-�031>�030sC [R �030:2(r)}�030�030ax:up-Iv! �030dz

./�030=0 ,} ./=0

s c Hz}(t)H2Z sq. Ha(,)ni
/=0 /7: /. 1:0 HA�030 /.

. s Cu:2(:)||:, c.e.z. te [O,T]

Asi, a, "17 (z)||:2 s C.�030||a(z)|]f.2 c.e.t. Ie [O,T] (515)

lntegrando (5.15) de 0 a ttenemos

H}401<I>1lf,z~||}401(0>||f.2S I0 ll}401(r>H7W»le[0»T1

de donde, utilizando la desigualdad de Gronwall, sigue que

ll}401mlliS|!t7(0)lli +J;C1HW)l|f$zdr

sua<o>u: exp(J;c}irL:<r>:1im)
= 0

Luego u(t)=v(t) en L2(1R) c.e.t. 1e[0,T]
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Sea ahora cualquier g// e S(R)entonces

<L7(l�030),l//>H,�030= <u(t)�024v(t),g//>H,.parar 2 0

=<�024/"(u(t)+v(r)),J�031v/>,;
=<u(')-v(')a~12�035v/>,;

= �034W) - V(�031)H,,2H<//NH»

Luego Ia desigualdad de Cauchy�024Schwarzimplica

<L7(t),t//>H,. :Hu(t)�024v(t)H/�030Z"1//�034Hz,=0

ComoS(1R) es denso en H" obtenemos u(t) = v(t) en H�035para

I e [0,T]en particular, es valido sir = s y r = s - 3, y en consecuencia la

unicidad en la clase Cw<[0,T],H")}402AC([0,T],H"�030"3)

Para completar Ia demostracién de existencia debemos probar que

u eC([0,T],H�034)

En efecto, en primer Iugar Veamos que u es cantinua a la derecha de 0

en H�030.Como u eCH_([0,T],H"") es inmediato que

.x42�024,liHr(1)1�030u(t)=u(,enI-1"�030 (5.16) '

y de (3.101)

�030 "'1§}'P|l"(t)HH~ 5 �034'j�030_§}'P/0%(l)=,';'g1/>%(I)=0% (0) = lluollw

Asi 1i{:g9Pl!u(I)1J,,w S l|z1o|l,,~ (5-1 7) V 1

y la afirmacién sigue de (5.16), (5.17) y por la (proposicién 8.3)

,1ir(?u(l) = L10

Por lo tanto es continua a la derecha de 0. A
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En segundo Iugar demostraremos que u es continua por la derecha en

to e ]0,T[. 1

En efecto, definimos, v(x,t)=u(x,t0 +1)

Conte]O,T�024z0[,ueq,([0,T],H') }402AC([0,T],H'3)

Entoncesve CW]0,T�024t0[,H"�030}402AC(]0,T�024t0[,H"'"3)y satisface (3.1)

{6,v(t)+6iv(l)+$6f+'v(t)=O cm. te]0,T�024t0[

v(0)=u(Io)

v(z)es Unica y continua por la derecha a cero, es decir, u es continua a

la derecha de to

En tercer Iugar demostraremos que u es confinua a la izquierda en

to e ]0,7�030].En efecto, definimos w(x,I)=u(�024x,lO,t)con te[0,l0],

u eCM,([0,T],H"')}402AC([0,T],H""3),entonces

weCW([0,t0],H�034)}402AC([O,t0],H�034"�0303)

. ysatisface(3.10) '

{8,w(t)+6:w»(t)+;)%J8(7*'u»(t)�024;z6fw(x,t)=Oc.e.t. te[O,l0]

W(0)=u(Io)

w(!)eS solucién (mica y continua por la derecha de 0, es decir, es

continua a la jzquierda de to



Por lo tantoueC([0,T],H")ycomo satisface (3.10) entonces

u eC' ([0�030,7�030],H-"-3)

Sabemos que, Hu}402 s p(l) para te [0,T], �034

Luego

u (I) 1
Hun (1 S /9% (l) = = (�031

[1�024pg, �034L10(,)u/W] [1- pC_\.l'Hu0 (;)nH{]
1

3 '""�031""�024�030;'?�034"0(1 )HH~
[1=pc&AruIuou,4A]

debido a que 0 <1: T < T�030tenemos

0 < ?�024�024�0241?�0243s S1

d[1�024pc§znuoH;%]�035[1�024pc.r>|uou:%%]�035

Luego�031Hun S C<Hu0H/-/" �031S�031T)Hu0�034/+�034"�031

como consecuencia de las propiedades de convergencia débil y el

supremo, concluimos

?0L",/RH�034 S C<�034u0�034/-/�034�031S�031T)Hu0

De esta manera queda demostrado el teorema.

5.2 Problema de valor inicial asociado a la ecuacién de KdVg:

Dependencia continua de la solucién respecto de| dato inicial

5.2.1. Dependencia continua de la solucién de| problema

regularizado respecto de| dato inicial �031 �031

Despnués de ver la existencia y unicidad de solucién de| problema (3.10),

a continuacién estudiaremos el teorema (5.1) en el cual se garantiza Ia
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dependencia continua de la solucién respecto de| dato inicial, es decir,

que peque}401asvariaciones en los datos, conllevan peque}401asvariaciones

en la solucién.

. Teorema 5.2. Sea ,u>0,u0 eH�034'cons>§ y u# eC([O,T],H") solucién

unica de

{6,u(x,t)+u�035(x,t)6V,u(x,t) +6f.u(x,t)�024,u6f_u(x,t)= 0, p e Z+

uy (x�031: u0 (X)

que satisface

}402u�0355 p(t), OSIS T

folly/ry]>p(t) S C(�035u0�034;+"~%T)

Si {u0,n}�035�254Nconvergente a Q0 e H" y {u#,n}"EN sucesién de soluciones _

de la ecuacién (KdVg-r) con um (O) = uno y uw, e C([0,T,,]:H"') para cada

n21. Entonces, para cualquier Te ]0,T] existe no EN tal que si n2N0

No se cumple que um esta definida en [Din] y

!;a;u,gIru#y.,<z>�024u,y(any  
Demostracién. Sea 7e ]0,T] cualquiera. Para cada H e N

Huw, S ,0�035(I), te [0,TH]

donde pn satisface,

p;, (r) = 2C, [pm (01%; 2e [0,T;[

9" (0) =llmHZ»y

Y
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. 1 A. .
T�035= ----1-» 7;: 0,7,,PC�030M. E] [

Por Io tanto, um para n2 No se extiende a [Of] satisfaciendo

Hm <r>uf_,%. s C<�035u0�034H"'M)

En efecto, previamente demostraremos que

f;§g31P,¢<t> S C (T»S»|!uo.~HM

tenemos que

I pf (,) =

[1-pc{rnuo,¢;zu:%]'
Iuego para cada n e N

L M bluomll �024 *p,f(t)=�024�024j�024f�031�024�0247�024�024�024LI_�254�024�024~�024%�0247�024�024l�031�024;0<tSTST<T(5.18)

[1-pC\tlluo.~H§+]�031[1-pcrw«;%]'

desde que u0�031,,:}u0(por hipétesis), es decir, "u0�030"�024u0�035H_\_<5, se sigue

que

|!uo.nIl,, ~IIuoII,,A~ slim �024-u0�035H"'<6

entonces

% HL,0V,,1b|H,_ < 5 + Hu0�034H\ (5.19)

De (5.18) y (5.19) se sigue,

�034u°~""H" < 8 + �034u0

�024 2 % ~ % '[1�024pc}rM:,.][1~pc\r(e+z\uo.,,u:.)]
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En consecuencia

[lu-pC~"T(8+�034u0�034H")]
tomando supremo en [Of]

?0u71_? pf (1 ) 5 = C(|]u0HH, 4,?)
�031 �030 |:1�024pC_\.T8+�034u0�034H.\)]

entonces,

?0g,3p,% (z) s = C("u0�034H"mi)
[1"pC~T(8+�035�034o�035/4*)]

ya que |[u0||H, ,C,p y 8 son constantes.

Luego, Huw, (z)�034:/I,s C (|]u0]|H, ,.s-f)

Para n 2 NO, definimos 17(1) = uM(t)�024u/1(1),!e[0,T] y observamos que

6,uM (t) + a}401uw,(1) +�0241}4016_\_u£�030+"I(I) ~;)6fu#_,, (1) = 0 (5.20)
P

Ademés

6,74�035(t)+ }401iu}402+;{F�02416�030\.u;�031j:7'(I) �024,u6iu}402(t) = 0 (5.21)

Restando (5.20) de (521), obtenemos

al {ug/I #2/I/�031 (u/U�031�024u/�031 �024-ul/47�034 (uxuv _u/I :0

desde que z7(1) = um (I)-u}402 tenemos

_ 1 _ P . __ _
6,14 (1) + �024p�024�030F�02416_\[u(t)gu/�031,,�035�030(t)u/I + 6711 (t)�024;16iu(I) = 0
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a,z7(t) = ;6�030\,[z7(t)}401ul�031,�031j,~�031V(l)u/'1(t)]�0245:z7(t)+pa_fz7(t)
p+1 _,-=0 �030

Asi

a, um)�034:K =2<a7(t),a,z7(r))H�030

2:[<Z7([)�031�024;)£_}401-axi7([)$u;::i,(l)u}l;(t)>�024<zr<r>,a:z:<r>>,,.]+<a<r>,;zaza<r>>H%.
./= H»

2=<L7(,),�024i7axa(z):u;;;(z)u;(z)>+2<n(;),#a§a(;))Hp '
./= H:

= pj%4_�024T<(34\,L_I(l),L7(I)i0u}/:_',;/(t)u]; �0242;z<aA_z7(t),axz7(t)>Hx
./= H»

2 �024 - P 1-1 /' - 2= ;_:<6_\_u (t),u ujm (1)11), (l)>H\ ~ 2,u�0356_Yu

2 - - P v-/' I �024S �024|l6%\%u(t)�034H"u (r)Zu,�031,..;(rm 0),,» ~ Zulléhu (t)l|f,[
p +1 _/=0 /_/5

2 _ _ �035_4 » _Sl�024D�024_|-__l�030|a-"u(t)||H"�035u(l)MH"lay:-/([)u}C(t)I1�034|]~2uIIa%�030u<z>u1:%_,= H...

por la desigualdad triangular

_ 2 2C�030._ �024 '1 ,_v I A , _ 2a, nu (rm S m\awu<z>wz,L,%I1u<z>1|,¢%glamW,<r>»u,4% �0242»1H6»Au(t)HH�034
debido a que um, y uyson soluciones de (3.10) y satisfacen (5.1)

A 6/ HI7(t)l|Zx S C�030�035a"�03017(l)HH�030�03477(l)HH"-2#|l0w7(t)l|Z\
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_ DondeC = Por la desigualdad de Cauchy cor2 (Teorema 8.43), �031 '
' P

_ 2 _ 2 C2 |Ia}402(r)Il22 _ 2tenemos, 6, �034u s 8Hu +74-2,u[|6xu (t)HH_

* Tomandos = se tiene
8/1

_ 2 C2 _ 2 b . a, uumn2 5g�035�034(�031)"H~�024
~ integrando de 0 a t, tenemos

; 2 _ 2 C2 _ 2 A2 nu <z>n,2 suu <o>u,22 W gnu <r>n,,2
y usando la desigualdad de Gronwall, tenemos '

_ 2 _ 2 C2 �024 _ 22 uu<z>n,,snu<o>u,2exp{;r]=c2,2nu<o>n2.
Entonces, "um (I) �024u}402 s C�030,||u0_,, �024L10 1 e [0,7].

2

Asi, supuu/M (I) -24], S C�031,�034una�035�024u0 ,
[oqr] .

por lo tanto, lim [sujinum (t)�024u}402=0
/7-)-+0�031)

El propésito de haber involucrado a 2; es para que finalmente sea

considerado como ,u-�024>0+lo cual nos dio buenos resultados y pudimos

probar Ia existencia y unicidad de solucién local de la (3.10); pero al

probar la dependencia continua el valor de C/I �024>+oocuando p�024�024>O*,lo

I cual hace imposible concluir la dependencia continua de la solucién.

5.2.2. Dependencia continua de| problema KdVg respecto del dato

inicial

54 %



En esta seccibn usamos |os estimados de Bona�024Smithpresentados en el

teorema 5.2 para probar la dependencia continua de la solucién local

respecto de| dato inicial.

Teorema 5.3. Sean s > ,0 3 6 < 5 <1 y u0_D._u0�030Ee H�035aproximaciones de

Bona�024Smithde uo. Si 246 y ug son soluciones de (5.1) con datos iniciales

um y um. respectivamente, entonces para cada T e [0,T], existe

C = C(||u0||H_�030,s,7) > 0 tal que

fol;/}401uutg(l)�024us S + Hum �024um ); v = s �024r -1

Donde 0 S v <

Demostracién. Probaremos este teorema en tres etapas. En la primera

etapa demostraremos, en caso sea necesario 1/£5 y us pueden

extenderse al intervalo [Of]. En efecto, de| teorema 5.2, tenemos

||u(, (z)Hjr 3 pa (1); 6 [0,75]

y "us (z)||:_\ 3 pg (I) si te [0,3] (5.22)

Si T(,,T5 <T de la definicién de p5 y pg de| teorema 5.1, tenemos

pry (1)3 C (�034uM||H_\,,5�030,T5 ) S C (Hue �034H,,3, T,)

y pg (1)3 C<�034u0_�254HH_\, S, T5 ) S C(Hu0 HH, , s, T,) (5.23)

Luego, de (5.23), us y us ya pueden extenderse a [Of]

En la segunda etapa vamos a probar dos desigualdades

|VW(t>l|,.= S C�030<Hu0"H"=s='T')8�030
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||D~*u»(:)�034;s "D"'w(0)({;4Z + C_\g(%) + C_\_ j;(1u»(r)][:x dr .

dondew(t): u£(t)�024u(5(t).En efecto.w(O) = uoj �024u0.5,tomando en cuenta

las desigualdades de (5.23) tenemos

6,145 + 63148 +�0241�0246_�030.ué�031+'= 0 (5.24) -
~ ' p+l

V

6,145 +61% +�024_�0241�024�0240�030\.u§H= 0 (5.25)
p+1

Restando (5.25) de (5.24)

a,w(z)+a§,w(z)+;1�024+�0241a_,(u;�031+'�024u;*�030)=0 (5.26)

/M k+I �030M
6X(uf+' -u(�0313�031+')=6_\.Z(�0241)(k juf+"kwk'] w (5.27)

k=l

Reemplazando (5.27) en (5.26) obtenemos,

7+! 7+ '

- [lZ(~1)k+1 (/kljl/:+l�024/(M)k:| =_ 0

P+1 /«=1

Iuego

a, nw(z)Hj; = 2<w(t),a,w(t)>];

1 . I �034I/«+1 �035+':-2(w(z),a;,w(z)> Z -2 142(1),-�024�0246_\,2(4) (1: ju;:+'=*w*
I�031 p+I k=1 /�0302

_ �0302 PH _ /<+' '7�034;+|�024/( k-7�034<14 (:),a_,L§=;( 1) (k )u; w [,2

2 /M W '7�035,;+1�024A- I.-s p+1�030<w(t),6_x 1) (k jug w /12



M
= p.2+.1�031:<a,\w(z),(�0241)**�030(/:�031;|jub{�031+"�030w">/F�031

= p_i.]tg<w*aXw(z),(�0241)**'[

Considerando que Maxw = ;�024:�0241-a�034w**�030,tenemos

6,IIw<z)Il,i <;jr�024,a,%w*+'

5 E2?! (z),(�0241)**'[

=;3::::m(,(�024:;>»<w
 s }401§(�035»�254�030j(;5]r1w<r>u,} ll0wé�035'�035*ll,.w

s ;?;;:j(�031%�030j[;£;);;gww*+"<r>lIIw<z>II;? up

% =;%,;§(�031>?][;�024:;];;e;3Iw<z>nrw<r>u,;1Iu:*'**I1,,%

[%::muc¢J
= 6) Hwllfe

Por consiguiente, 6, �035w(r)�034;s Cl, . .

Luego, integrando de 0 a t, _

£IIw<r>H,i dr = J;C,wIIw<r>IV dr
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de condemn: -Hw<o>Hi2 = J36»-1Iw<r>\F dr

oHw<e>IIi2 = uw<o>n; +£<;-lJw<r>1Fdr
Aplicando la desigualdad de Gronwall

1lw<z>IIi: S Hw<o>Hi2 S Ilw<o>IIi2

= calm H: s cm IL; +11% 11,; >1

s c(nu0£ n; +2�035"o.sH/F }401lm "1,�031+H�0340.a 11:)
Utilizando (8.18) con 0 < 5 < a

nwmni S C(c»2s2*1mn:% +2c6m�030M; +csa2* Mn)  

=c(.e2~+2g%�030Aa~%+a2~)||u01[;\

 =C(8L�030+5T�030)2¥luol|i,»»

 Como 6 < 6» Ilw<r>IIf.2 S M; =

Por lo tanto, Hw(t)�034/'2s C (�034L101]�035,,s,f)a" H

Donde (3 es una constante que depende de �034u0[|H,,5 y f, como puede

verse 8' mar 6% |?w(r>Hf,2 V $|w(z>||i= V

Ahora demostraremos

�034D-"w(z)u;s ||D-�030u»(o)�034:+cg_e% +cN £Hw(2')Hj+�030dr (5.28)

Tenemos V

a, �034D"�031w(t)�034:= 2<D"'w(t),8,D�030w(t)>l,Z= 2<D�034�030w(t),D"'6,w(t)>l.Z
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-2 D�034'w(t)D" ~a~�030,__1_a E(\1)�034'(P1?) P+""w"_ , X14 PH X H us I/2

: -�0242<D"'w,D"'6_3\,142>I'2 �024�024p�0242�024�024;T<D"�030w:D"a�030\.}401(_1)k+|£/�031]:'j#;;+1V_/(Wk>/42

considerando que D�034�031m»,D�034'afwI = 0 segun Ia proposicién 3.2, tenemos,
I.

.\ 3 2 /7+] .\- .\ k+| '7�034p+|�024/r k3,�034Dw(r)�034/�030Z=�024}401g<D14»,D6'\,[(�0241)[ k jug w j>/'2

SLEl<D"�030wDX6 [KP/zljb/�031�035"A�031141/�030\
P+1 /.=: 9 X E ,4:

=i ii/J/:l}<D�034�030m»D-�034au/�031*""w*>[+|<D*'w D"a W/*+'> I
/{=1 9 .\�030�254 /12 9 A�031 /(2

2 P /7+�030 x x />+l�024/r /r 2 .v .v p+lW k w,D <9_\.<u£ w )>/J +;_jj<D w,D Exw >/�030ll(5.29)

Llamamos, I = <D"�030w,D�034'6A\.(u[,�031*""w")>l�0302

Y 11 = <D"�031w,D�034�0308~\,M»�031�035'>/I2

Desarrollando I:

]1| = KDW4», D�030(6A\,ulf'+"k .wk ) + D�030(L/:.�031+"".6v\.14/')>/A21

S l<D"�030142,D" (6Xu,f,�031+H'.14»")>/I2 �030 + KDW42, Dy <u:+I_k .6_\,w" )>I�0302�030

S KD�034142{D"6_�030,u;'°�031H':| wk + (9A_L(b�031.7+H".D'\142/">12 �030 + KDXW, D�034(u£+H(.a_rwk )>lzi

+|<D�034w,D�030(ub.�035+'"".6942�030)>/.2�030



Liamando, A = KD�034'14»,[D"6_�030,u£�031�035H�030Jwk>/}�030 B = �030<1AJ"�031w,axu;*"*.D-�030w">l(Z|

yC = KD"'w,D"' (u;�031*"* M

Desarrollando A:

I/*lSl|D�030w=H,;1l[D�030@ué7+�030*�030]w�030ll,;
s c. M,» <!1a.%u:�034wu,L,AIuwnw +z|axuM:,¥,+1 um.)

S Cw l|w||,+~ H5xué�031*"�030H,,3HWHH7�031+|%W|l,L,~ |WfNH~. |\w|1H~«

�030 = C'.\"|1/VMH�034llugHi$3"* H�030/VMH7+ C�030NM/HH�035{|ug|lZii;* a,u:�035�030�035�030|lWH,+~4

Llamando, A. = C.�030llwllw lluglliltk HWHHV y A2 =61 HW||H.~ l|ugl|§§73 H1/V||H""'

Desarrollando A1, usando el teorema 5.2 y la proposiciéné 8.37, se

ob}402ene

A. s aMr I\wlll§�035||wllZ~,
dondez9e ]0,][,;/ = (I �0246)0+,6s,03 y s s, Iuego 6 = y/s

 A. s c M, W
= c, Mg?"

Escribimos ;/ = r+k�024pdonde r eJ1/2+p�024k,+oo[}402]s�0241+p�024k,s+p�024k[

Usando Ia proposicién 8.49 en el tercer miembro de la ultima

desigualdad, tenemos, A, 3 CK + = C_\_ +g%) donde

v = S �024I�030-1
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Desarrollando A2, usando interpolacién de H�035entre L2 y H�030 V

proposicién 8.33, tenemos, "u£"H,,2 s||u£||'[�035 .

�031 Entonces, usando el estimado (8.14) y reemplazando en A2, tenemos

A2 s CA�030nwn,4» (W Mi,» lum-
Donde 9e ]0,l[,;/+2 = (I �0246)0+6?s,0S }/+2 S s, Iuego 6? =

A2 s a Ilwllw a�034"�035""*'-�035nwn,,$-.

s ex n»«»n,,% (nmL,%%. +nmu.-1>

S C "W" 8(�030W'2)(�031"'-k)8'.\' H-�030

_ S CK HMIHHK 8(.\'�024r�0242)(p+|-k)+]

Escribimos y = , donde r e :|5';;�024b,+oo[}402]L;1�024b,§�024b[, a =}402y

b=(p+k)(s�0242)

A2 SC.~(||wl|,,«8�035"")SC(||w|l2««9%)  
Dondev=s�024r�0241 '

Desarrollando B:

|(D"w, 8_\,u,f�035"".D�034'w">/.2 j s ||D~*»4»�034/.2"6_\.u;�035'"".D�034'w./�030

S HD�030Wl|,.z|l0.x»ué�031*"�03011,; ||D�030�034�034"l|,.»

S llwllm 5* ||u»||ZT"k llwllfw S Q ||Wl|'J5

  sC.�024(||wl|2.«IIWIIZI5)SC..1|wllZ%\ (||uel|Hs+||u.sIl,,» W
�031 5 E1. ||w�035:_,s 5.. (nwug, +
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Desarrollando c;

'<D*'w, D" (u;�031*"*.a,\.w* )>/': | = KD�034w,[D"',uf*"* axw* �024u;�031*'**.1)�030(aw )>Ll'

s {<0-"w,[D",u;'*"* ]axw* �030+KD"w, ug�034-*.1)�030(axwk 7

||amandoC, = KD"'w,[D" , up�030-*]axw" )

y C2 = K0-"w,u;'*"*.D-�030(6_\,w" I

Desarrollando c1: %

ac» = nz>%wn,; tr[»�030wL
S C ||WH,.,\ (lluullf}402Ham�034l|,,,.. +l|ug|lZf"k U�0303v�034"�031ll/+~-' )

S C "W"/+�034(llugllffk Ilwlllw + l|ug\l�031IH�031||WHL ) S C HWHH" (28° IIWIIZ»)

= CVIWHT = C ilwlli» IIWHT

 s Cllwllis (M, +�035u5"H")"' s CM,�030(2e°>"�030

suwu; s C(Hw||i,\ .

DOndev=s�024r�0241 ' I

Asi c, s CA.(�034wI||:\

Desarrollando C23

C2 = <D"w, Wm�030(a,\_w)>/'2 = (W/�031D*w,D�030(6>\_w)>,.3



= a_Yo-W :' <6_�030,w�035D�034w, ' %

sliax <w�035DAw>ll,.2uD�030w»1\,Az=l\w" <D�030w)llH.M«

suw�035l\,,.\lD{wll,,. uwu,,. Snwnfi�030nw�034/1�035�030HWHH"  

s uwu; (awM

= C-'nW"7+J:l = cm�031nwnc; = cM:%« (M,,§ +u»»u,,1)�035*�030

sC,.ll\«'l\Z« (2e°>�035�034sC_.1|w||2~ % % %

s c%.(u»«»\»:»
�030Porlotanto, |l|s5C,.(|M\:,.+e2'�034""*") (5.30)

Resolviendo II, tenemos I

"=l<D�030»~»»DW*'>,A1|=<D�030w+1>D%�030(~«»�035a.»~>>,.2
% » = ( ,3 + ])[<D"'w,[D�034',14»�035]6_\.M»>l}+ <D�034'w,w�035D�034°(axw))�035]

Tomando, D, = <D�030w,[:D�030w�03516941)]?y D3 = (D*'w,w"z.)*' (a_\.w))/:2

Desarrollando D1:

0» = <D�030w»»[D%�030?w"]5xw>,.zsllD�030w\l,;ll[Drw"]a»-\l,A2

s W (MI,,%%item +llw"lI,,% new ) s II~~u,,.% (2n»«»n:,i')

s c%{nwu::f = cn~«»ni,A W; s cm! (am +uuu,snu,,§)" s cu»«»u:i <2e°>�035 �030

%  % M; scx(1\u»1I;+e*�034*)
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Desarrollando D2: '

D2 = <D"w, w�035D"(a4�030.w)>,}= <w�035D"w,D�030(a_\.w))l.Z

= (W/'1)�034w, aJ,D-�030W)/2 = <aJ.w"D~"w, D�034�031w>I�0302

S<?x(w"D�030w),;l1DS"w|l,;= llw�035(D�030w)1|H»Mr

S l|W�035U,,~VIWIIH» HWHH" S IlwHf,S« HW�034/+�030*'HWHH-�030

S IIWIIZ» (5~S�034)Hw|l,+S

% = C�030Ilwl|ZT' = C. Hwlli M2�030= Cw Hwllir (llugllw + �035u5�034H")"*'

s c nwu; <2e°>�035�034s c�030M: S c (M:,S

Por Io tanto, 11 s C�030(nwnf, +

Entonces, sustituyendo (I) y (ll) en (5.29)

a, �035D"'w(t)�034;s §{§[�035/$'js(nwnf,,-+ ) +2(M;,

s;2%[2(2" �024l)5(�03514/[|:,+}401)+2(uw1|;,

s (W, +

dondev = s �024r-1 lntegrando de 0 a t, tenemos

I|DS�030~«»<t>HiS |lD�030w<o>Hi= J;(!1w<r>IIi,»

=(�035D"'\4»(0)Hj} j;�034w(;)||;,dz

En la tercera y ultima etapa probaremos

i]1{l}_?||z4(;(t)�024u£(l)]|H�030s cm +HuoV£ M , donde 0 S V < 3/2
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 nw<r>n:y s(n-<z>u:+s1w<r>1Ii;)

S C_\.�031,,82�030\�030+"D�034w(0)�034j2+C__/,87% + CH, £Hw(r)H:\,dr

S +C.p ||w<0)||Z\ +0�035,£|lw(r)llZ~ dr

S Cws}401+ CW "um, �024u0�030§+ C�035, dr

Aplicando la desigualdad de Gronwall en el ultimo miembro de las

desigualdades, tenemos 9

11% (1) - us (IN; 5 + "um _ ||f,, V

3 +uu(,£ _ �034H,)�030

Luego, "1/I5 (,)- (,)H�035s (5% + "M - NW)

y considerando el suprer}401ossobre t, tenemos

f;4,r;l7u(s (I) - us (t)�035H�030S + Hum - HIV)

Teorema 5.4. Sean uc y u las soluciones de| prgblema (3.1) en [0,7]

con datos inicialeé. um y uo para £<1 como en el teorema 8.69.

Entonces us =u en C([O,}402,H�034').

Demostracién. Por el teorema 5.2 y el teorema 5.1, {u5}E>o es de

Cauchy en C([0,}402,l-I"),Iuego existe veC([O,}402,H")yv(0)=(// tal

que

lim ug = v A
£�024>0�030

Probaremos que satisface la ecuacién integral asociada con el problema



(3.1).

Asi, u}401([)=w(,)u0_,;(z)-;1+�0241£W(t�024r)6_\_u[*'(r)dr

ya que us es so|ucic'>n de la (3.1) con u; (0) = um

Tenemos que,

W(t)u0V£ (t) ; uo_£ (t) = W(t)u0 (t) (5.31)

puesW (1) es un operador unitario fuertemente continuo y acotado sobre

H�035y um converge a uo cuando 5 �024>0* '

Ademés gig; 6_\_uf+' (1) = ax L}i"11014u[+' (T): at ((31101 ug (z'))p+| es decir,

�254133a_,u;�031*'(r) = (3�030_\_v"+'(r)I-1"" (5.32)

parar e [0,1]

jijg1.W('- r)<w* (r) = We -T)j}4021,1(5..-ué"'<0)

Luego,

W (I �024r)6A.Ltf+' (r) = W (I �024r)a\.v�035+'(T) (5.33)

parar 6 [0,1]. Esto es como consecuencia de (5.32) y que

W(t�024r)e L(H�034"'). Veamos que w(t �024r)aA,u;�031*�030(r) es acotada en H�034"'.

En efecto,

. HW(t �0242')6y\.u[+'(r)�034/1,._,= néxuf�035(r)"H_\__, SC�034u[�034= Cuua = g(r)

COmO�034u�254(r)":;:les una funcién integrable sobre [0,T], Iuego -

"W(t�024r)6_\.u;�035'(z)HH_, s g(2')g(z') e L�030([0,z],1R) . (5.34)

tenemos que,



v(l)=j;y, us

2 613101 [w(z)u0_£(z)�024}401£W(l�024r)6_Xuf+'(z')d2']

. 1 . ,+=cl1�024�031r2)1*[:W(t)u0Vg(I)J�024�024p�024Jr�0241Ll1_1})1�030(w(z�024z)a(u;'(r)dr]

utilizando (5.31), (5.32), (5.33), (5.34) y el teorema de convergencia

dominada de Lebesgue, sigue que

1 +v(t)=W(t)u0(t)�024�024�024~£w(;�024z)a,\w'(r)dz'
p+l

con la igualdad en H"�034. Entonces v satisface el problema (5.1), y por la

unicidad probada en el teorema 5.1 tenemos que u =v, ademés

24(0) = v(0) = t,// entonces 4/2 = uo

Teorema 5.5. Sean 8>0,s>%y lim u0V,,,=u0 enH". Entonces, dado

?e]0,T[ existe N0 = N,,(T) tal que las soluciones um y ue del problema

(3.1) en [0,7] con datos iniciales uom y uof respectivamente, estén

definidas en [0,7] si :12 N0 ademés cada vez que n 2 No se cumple

s[u}:_)]�034um(1)-); (an) 5 c) +(yuQ,_,, _u0.�254(;,1(() (5.35)
/e O."/'

Demostracién. Dado que ugcumple las condiciones de| teorema 5.2

puede ser definida en [Of], satisface (5.14) y (5.15). Demostremos

que lo mismo sucede con um

Consideremos



4 = c(iM,.,. > > 0: +1M.% =%z1uo..n1,,M <s�02436>
Como, ||u0H �024u0.£"H_\Suuo}402�024u0HHM\<Q�031,

de| teorema 5.3, existe tal que

H�0350~w�035H--�024�035u0-EHH�030$�035�034o.r.,~�030�034o.s"H-~<4 (537)

entonces

Hu0,5:,,�034H,_< §+Hu0J,"H\ siempre que n > No (5.38)

de la definiciéh de pm, Ia desigualdad (5.38) y teorema 5.2, para

:4 > No (7) tenemos,

(pm, (t))§ = "1/°~5~" L�030_<_ 4 +"u°~5�035H�030L

[I �024pC.\.lHu0_£_,,�035::.]p [I �024pC_�030.l(§�031+�034u0£�035HY)/>],,

g =pT(t), te[0,T]

[1�024z9C«(é�034+C|Iuo|L,~)]
asi

(p,_,,(z))�031*3 pi�031.(1), ze[o,}402 (5.39)

Pues de (5.36), obtenemos

CA./ (4 + Hu0_£|\H_ ) s C}402g+ "u0_gHH_\ ) = C_\_T �034u0£�034H�030<1

esta Ultima desigualdad es consecuencia de la eleccién de T en

teorema 3.13. V

Para n2N0(7) setiene, >

pm (I) S C(�035u0.£.HH_V,s,f) (5.40)
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Iuego de| teorema 5.1, si nz N0(7) entonces um puede ser definida en

[Of] y satisface

�034um5 pm (z)parat e [0,7] (5.41)

Veamos ahora que (5.28) se cumple. En efecto, recordemos (5.16),

(5.17) y (518) y que, w(/) = us (t)-aw (t),w(0) = um �024um,

2 2 IN»! H1 [H1 pH_/�030Ik( a, "w(t)H/'2 g}401w(z),a, ;(-1) (1; jug W
= L1

2 2 '7�0341 PHsuwn) [;+�0241;(k�024+1)(k

= Cp llwlliz

por lo tanto

0,Uw<')H7.= SC,,Uw(r>l|i» <5-42>

integrando de 0 a t

 Hwmui ~IIw<o>II: 3 CV £lIw<r>IJizdr,
. Entonces,

llW(l>||Z Sliw(0)lli +97 £I|w(r>|lZdr <5-43>

Usando la desigualdad de Gronwall en (5.39), se obtiene

Hw(/>l|f; S |lw(0)Uf; S lIw(0)ll7.a

entonces obtenemos '

"w(t)�034j�0302s C], para1e[0,T]
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Luego, _<_C/, , es decir,
0,"/' ' '

;;;g1tug<«>»um <z>u,, :;g;31rw<z>ar,[ sc,%nw<o>u,; =9; rm %
Ademés, sabiendo que w(0) = um �024u0_Wy del resultado obtenido en el

teorema 5.3, se tiene

a, HD"�031w(t)�034:�030,3 CK (�035w(t)";z+ �024

lntegrando de 0 at 9 I

lID�030w»(r>Ili�024!1D�030w<0>\Iis JZ(I|w(r>II2:
|1D�030W(�031>HiS l|D�030"�031<°)lli+9 J§(Hw(r)HZ= +8%)�034�035

Sumando a ambos miembros�034w(t)]];, se obtiene

Hw(r)l!f; +HD�030�034�031(�031>llf.:S llw(t>llf; +|!DT�030W(°>HZ+Cx JZ(|lw(r)llZJ Wad�031
es decir, �030

\|W(l)llZ» S l|W(�031)|!f.=+7|D�030�030W(°)Uf;*9 JZ(HW(r)HZ~ �031

= �034M/(t)�035i1+�030|D"w(0)�035:2+C_Vt5�0307�035%+CA, dr

3 C�031\.�03414»(0)Hf}+"D�034w(0)�034j2+C_\.l8% +C\ dr

3 5.. +C�030. + C_fg'7'%V�030-+Cy dr.

3 C�030(jlwom, + e%+v)+ cx j;Hw(r)H:, dz�031

. S C_\ (||w0H/1, +.9% )2 +C_�030 dz�031

Luego» Hw>n:% s C�030(MM +<: J;H»»<r>n:% dz  
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usando Ia desiguaidad de Gronwall, tenemos

"142(I)"j+\ sC_\_ +s%)2 para; e [0,7] donde C = C(s,7,�034u0||H_\)

Entonces

�034us(1) �024um s C (Hum �024u0_m|�030H\+ ) paraz 6 [0,7]

_ de donde .

[s01�0301Tp]Huc(z)�024um(t)HH}sC(�034u0_£-,,,W1yHp\ +g%)para, E [95]

Teorema 5.6. Sean uo e H" con s >% y u e C([0,7],H"') Ia solucién de|

problema de valor inicial (3.1) que satisface el teorema 3.13. Si {u0�030n}H2]

es una sucesién en H�030convergente a uo en H�030y {u,,}�035Z|una sucesién

en C([0,T,,,],H") de soluciones de (3.1) con u�035(0)=uo�030n.Entonces para

todo 7e]0,T[ existe N0 =No(7) tal que para rz2N0 esta definida en

[0,7] y

H1131�035E00/_%Hu,, (1) �024u (z)HH_�030_= 0 (5.44)

Demostracién. Como los estimados para �035uH(l)||H�030son los mismos que

para Hum(t)HH�030, la existencia de N0 = N0(7) tal que n2N0 implica que

asta definida en [07], segun como el teorema 5.3, sea ae]0,1[,

entonces tenemos,

 E1-}?|Mu�0305~�035(l)_u�030~'7(t)HH�030�034SC(8}401+"u0~�0305~�035_u0-5v�035HH*�030) 



con0 S v S% y C = C(s,7||u0|lI_/A

Por tanto, (t)�024um S +"u0.§_,, �024u0N)

Asi, [s;¢7;31|u,, (l)�024u£_,,(z)|1H�030s cm +"uW -u0,%,,1)H%S )

pero tenemos que lirg u0_M = um, en H�030,uniformemente en n. Luego,

c]i�0242)1�030Egjgillu/I(t)~ue.n(l)"H�034=;:g(:mu,1<z>~w>1\,4S ) =�254g:%�034u'7([)_uI7(t)�034H"�030:0

es decir, �034L4,,(I)-um (t)�034H\= 0

uniformemente en n. Ento}401cespara 17 2 No se tiene que

Hun (I) -u(t)1|,,n = Hun (])_u£.n (t)+ug.,, (t)- us (I) we (I)- I/(t)l(,,

S Hm. (r)�024u�254.,,(r)l!,, +�035u£.n(I)-ug (r)H,, + Hue (r)- u(r)H,,x

Del teorema 5.5 sigue que,

�034um(I) �024u S Hun (1) �024um (I + [s0L,17;3'|uw (I) �024145 + �034us(I) �024u

S Hun (I) �024um + C3 + Hue�034�024u0_,, )+ "215 (t) �024u , .

tomando el limite cuando 5 -> 0* a ambos miembros de la desigualdad,

Hun �024u (l)"m S (t) �024um + C} + "wow �024uO_£ )+ Hug (I) �024u )

= Hm (I) (t)MH" +C« Hm -ML�030+llu(t>-u(t)|L,»

Luego, �034um(I) �024u 3 C�030.�034um,_�024u0�035H_�030

Considerando el supremo en 1 e [0,7]

;;;;3nm <r>~u<r>n,,S unm uw
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y tomando limité cuando n -9 +00

. (t)�024u(I)�034H_SC�030.nlir£)�035u0.,,�024u0�035/F= CA. }402ue�024uo||H,= 0

�031 Por lo tanto, lim [sup]�035u"(I)�024u(/)�034H_�030.= 0. �031
"-W�0310.7"



VI. DISCUSION  

Como consecuencia de la utilizacién principal de| teorema del punto fijo,

la teoria de semigrupo de operadores y el estudio de los espacios de

Sobolev, los cuales se exponen. en este trabajo, podemos concluir que:

6.1. Probar la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién de KdV

_ lineal regularizado.

6.2. Que en base a la solucién de la ecuacién de KdV regularizado es

posible proba_r la existencia y unicidad de la ecuacién KdV lineal.

6.3. Que como consecuencia de probar la existencia y unicidad de la

ecuacién KdV lineal, se hace posible probar la existencia y unicidad

y unicidad de la ecuacién KdV generalizada.

6.4. Que ante Ia imposibilidad de probar la dependencia continua de la

'solucic':n por técnicas clasicas y haciendo un buen uso de los

estimados de Bona �024Smith, hacen posible probar la dependencia

Continua de la solucién de la ecuacién KdV generalizada. Ver [3].

I 6.5. Que esta unica solucién de la ecuacién de la KdV generalizada

tiene dos grandes Iimitaciones; que su tiempo de vida se restringe

a un intervalo finito y que los espacios de Sobolev H3 a los cuales '

�030 pertenece es solo si s>3/2. Ver Kato en [11] y [13].

6 6.6. Que es posible incluir otras condiciones y considerar teorias

adicionales para hacer que el tiempo de vida sea mayor e inclusive

hacerlo infinito; asimismo con la teoria de los estimados lineales

romper la barrera de s>3/2 y asi; conseguir que la solucién
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pertenezca a espacios de Sobolev mas grandes. Ver Kenig, Ponce

yVega en [14], [15] y [15A].
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VIII. APENDICE

En este Capitulo presentamos |os conceptos y resultados que seran

utilizados en los capitulos posteriores. Las demostraciones seran

omitidas, sin embargo una referencia sera dada para cada una de ellas.

8.1. TEMAS DE ANALISIS FUNCIONAL E INTEGRACION VECTORIAL

Teorema 8.1. (Punto F/jo de Banach). Sea (X,d)un espacio métrico

completo y sea f:X -> X una contraccién, es decir, existe ke[0,1[ tal

que d(f(x),f(y))Skd(x,y) para cada x,ye X.Entonces, existe un unico

punto xo eXta| que f(x0)=x0

Sean X un espacio normado y {x�035}�035eNuna�030sucesic'>nen X. Decimos que xn

converge fuertemente a x en X, se �030escribe"lI�031)I3;3x,,=x en X, si

�024x||X=0. También decimos que la sucesién xnconverge débilmente

a xen X, se escribe a)�024,�031lI'LI�0301nx,,=xen X, si para todo fe X�031se cumple

que H13};f(x,,)=f(X) . %

' Proposicién 8.2. Sean Xun espacio de Banach y {x,,}"EN �030unasucesién

en X. Entonces, L

i) Si nliI11wx,,=x en X, entonces a>�024"l£I1;xn=xen X

ii) Si(o�024�024�0351_i23Dx�035=xen X, entonces ||x,,||Xesté acotada y

S�035lI'IB)iI1f||x,,||f\.en X.
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Proposicién 8.3. Sean Xe Y espacios de Banach tales que X�024+Y,y

consideramos xeX y una sucesién {x�035}�035ENcX. Si w�024�0351£r+nmx,,=x en X,

entonces w�024nl£rI1mx,,=xen Y. A

Definicién 8.4. Se dice que un espacio de BanachX es uniformemente

convexo si para todo 5 > 0 existe 6>0 tal que

x,yeB,[0] /\ �035x�024y||x>a:>�035%J�024)�024�035Y<1�0246

Los espacios de Hilbert son uniformemente convexos, asi como los

espaciosL�035(Q)paral<p<oo.Porel contrario B(Q), L"�031(Q),C(Q)(Qcompacto

en el ultimo caso) no son uniformemente convexos.

Proposicién 8.5. Sea Xun espacio de Banach uniformemente convexo.

Si {x,,}�035ENes una sucesién en X tal quew�024�035l£)r1r1mx,,=xen X y

I7lir:1wsup]|x,7||/\, S}402x}402x,entonces X�035=x.

Definicién 8.6. Sea X un espacio de Banach. Una funcién valor vectorial

definida sobre 1 c IR es una aplicacién f : 1 c IR �024>X

1. Decimos que f es fuertemente continua en to si}i_rr()1||f(t)�024f(t0)|�031/Y:0.

2. Decimos quefes débilmente continua en to si }iar(r)1K/�030�035',f(t)�024f(t(,)>|:0

para todo f'eX'

3. Decimos que f es uniformemente continua en 1, si para todo e>0

existe 6(£)>O tal que |r,�024r2[<6implica ||_f(t.)�024_f(t2)||/V.<5 para todo

tl, t3 6 I

FUNCIONES MEDIBLES
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En esta seccién consideremos un intervalo abierto IQR y un espacio de

BanachX equipado con la norma _

Definicién 8.7. Una funcién u:1 �024>Xes�034fuertementemedible�0350

-�034medib|e�035simplemente si existe Ec Ide medida cero y una sucesién de

_ funciones {u,,}�035ENen C0(I,X) tal que

,lirpnu,,(t) =u(t), para todo: e 1\E

Sigue facilmente de la definicién que si la funcién vectorlal u:I�024>Xes

medible, entonces" la funcién real ||ul[X:1�024>lRtambién es medible. Si

u:I�024>Xesmedible y si Y es un espacio de Banach tal que X~>Y, _

entonces uzl �024�024>Yes medible.

Recordemos que un espacio métrico X es Ilamado separable si existe un

subconjunto D c X numerable y denso.

Proposicién 8.8. (Teorema de Pettis). Una funcién u:I�024�024>Xes medible

si y solamente si u es débilmente medible (i.e. para todo x'eX', la

funcién t�024>(x',u(1))esmedible) y existe Eclde medida cero tal que

u(1\E) es separable.

Corolario 8.9. Seau:1->X es una funcién débilmente continua,

entonces u es medible. _

FUNCIONES INTEGRABLES

Definicién 8.10. Una funcién medible u : I �024>Xes integrable en I si existe

una sucesién {u�035}�035ENen C0(1,X) tal que I

513; J;||u,,(t)�024u(t)||Xdt= o

31  



Si u:l�024>Xes integrable, entonces existe x(u)eX tal que para toda

sucesién {u,7}�035ENen C0(I,X) que verifica (1.1), tenemos que

11113) [I u,,(z)dt = x(u),

en la topologia fuerte de X.

El elemento x(u) e X es Ilamado la integral de u sobre I, y escribimos

I(u)= £14: J;u(t)dt

Si 1 = (a,b), también escribimos x(u) = fu = J:u(l)dt �031

Como para las funciones con valores reales, es conveniente escribir

J:u(z)dt =�024fu(t)a�031fsia <b

Proposicién 8.11. (Teorema de Bochner). Si u:1�024>Xmedib|e,entonces

u es integrable si y solamente si �035u(-)�035X:1 �024>lRes integrable.

Ademas, tenemos!�035/u(z)dtl|"\l5 J;Hu(l)||Xdl.

El teorema de Bochner permite tratar las funciones integrables con

valores vectoriales como se trata las" funciones integrables con valores

reales. Es suficiente, en general, aplicar los teoremas de convergencia

1 usuales para ||u(~)]]/\, . Por ejemplo, podemos establecer facilmente el

siguiente resultado.

Corolario 8.12. (Teorema de la eonvergencia dominada). Sean{u,,}NeN

una sucesién de funciones integrables de 1 en X, v:I�024>lRunaluncién

integrable y u:l�024�024>X.

Asumamos que



i) �035u�035(t)|[X312(1), para casi todo tel y todo n<�024:N

ii) un(t) �024>u(t)para casi todo tel . Entonces u es integrable y

[I u(t)dt = £132 I u,,(t)dt

Para pe[1,oo[, denotamos por L"(1,X) el conjunto de (clases de)

funciones medibles u:I�024�024>Xtales que la funcién t+�024>||u(t)HXpertenecea

L"(I). Para ueL�035(I,X)definimos

I//7
{( , si lsp <oo

Ml/."(/,A') =
inf{C:||u(t)�035XSC c.e.1.1} , si p=oo

Cuando no hay peligro de confusién, denotamos |]-[|/N/\,) por - HL,,m<'>

Los espaciosL�035(I,X)tienenmuchas de las propiedades de los espacios

L"(1) = L�035(1,R),son esencialmente las mismas pruebas.

Proposicién 8.13.El espacioL"(I,X) con la norma - ]|,�030,,es un espacio de

Banachsipe[1,oo[. Cuando lSp<00 el espacio D(1,X) es denso en

L�035(I,X).

Definicién 8.14. Sea 1: p300. Denotamos W'*�035(l,X)el conjunto de

(clases de) funciones feL�035(l,X)tales que f'eL�035(I,X)en el sentido de

D(I,X). Para feW"�035(I,X)denotamos||f||w._,, =||f�034I,,,+[[f'||I_,,

Proposicién 8.15. (W'=�035(1,X),H- ||W.V,,)es un espacio de Banach.
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Teorema 8.16. Sea 1spsooyfeL�035(I,X).Luego Ias propiedades

siguientes son equivalentest

I i) feW"�035(1,X)

ii) existe g eL�035(1,X)tal que, para casi todos t, to e], se tiene

/<r>=/<r..>+ [)g<s>dv

iii) existe geL�035(1,X),x0 eX, to eltales que

f(r) =x0 + g(s)d$ para casi todo tel

iv) fes absolutamente continua, derivable c.e.I. enly f�030(en el sentido

casi por todas partes) esté en L�035(I,X)

v) fes débilmente abisoluta continua, débilmente derivable casi por

' todas partes y _/" (en el sentido casi por todas partes) esté en

L�035(],X)

8.2. TEMAS DE ANALISIS ARMONICO

En esta seccién presentamos la transformada de Fourier en EUR), las

distribuciones temperadas y los espacios de Sobolev de| tipo L2(R).

LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicién 8.17. Sea u e L'(1R). La funcién ii definida por

22¢) = -1- I e"*�034*�030u(x)dx,5 e R
5 re

es llamada transformada de Fourier de u. Definimos la transformada

inversa de Fourier por

Z,Vl(x)=�0241�024Iei§'Y;{(é:)df;xelR
J27 R  
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En algunos libros la Transformada de Fourier es definida sin el factor

1/\/37; en la integral.

Otra variacion es la definicion sin el signo �034menos�035en el exponente, es

decir L e"�034Eu(x)dx. V

Esos detalles no cambian la teoria de la transformada de Fourier.

En vez de zila notacion F{u(x)}también se puede usar. La ultima es

}402convenientesi en Iugar de la letra u queremos usar la expresion que

describa a la funcion, por ejemplo F{e�034""}.

La relacion entre la operacion de diferenciacion y la transformada de

Fourier, viene dada en la siguiente proposicion.

Proposicién 8.18. Sea fe L�031(lR)yg la derivada de fcon respecto a su

variable en la norma de L�030(]R),entoncesg(§)=i§;�031(§)donde,

|lfl|,.-Z ii.r<x>idx we
Observemos que siueL'(lR)y D�035�031ues la derivada de orden m de u con

respecto de x en la norma de L'(lR), entonces13�031�035\u(§)=(if)�035�031L?(§)._

El teorema se puede extender a derivadas de orden superior sin entrar en

detalles, la formula general es(P�031(�0311)Ti4(§)= P(i¢f)z2(§) A

. dondeP es un polinomio de una variable y P(D)representa al operador

diferencial asociado al polinomio P .

Teorema 8.19. Seaf eL'(lR). Entonces, -

1. fa?�031define una transformacion lineal de L'(R)sobre L°�035(lR)con

 iiair S�0241~llulli. \/E /.
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2. es continua V

3. .7�031(§)�024+Ocuando|§l�024>+oo ,

Del teorema 8.19 se concluye que la transformada de Fourier es un

operador lineal continuo de L' (R) en Cw(lR).

Ademas de las operaciones de espacio vectorial, L'(lR)tiene una

multiplicacion que lo convierte en un algebra de Banach. Esta operacion

es la convolucion, y se define como sigue: S

Definicién 8.20. Si u,v e L'(lR), definimos la convolucion por

(w)(x)=_LjRu(x�024z)v(z)dz, xe(R)
J27

La convolucion es conmutativa y asociativa. Ademés tiene las siguientes

propiedades. -

Proposicién 8.21. .

1. (Desigualdad de Young). Si u e L�035(lR),0S p sooy v e L'(lR), entonces

u * v E L�035<R>v llu * vllr S llullw llvll;
2. (Desigualdad de Young Generalizada). Siu eL�035(lR)yveL"(lR)Con

p,q,r e[1,+oo]tal que %+$=1+%, entonces u*veL�035(lR)y

llu * V�035/rS llull,» �034V�035/3/ 8
3. Si u,veL'(lR), entonceszTv(§)=\/Zz2(g)o(§).

Ahora discutiremos la extension de la transformada de Fourier.

Teorema 8.22. Sea 21 e C0(lR) �024>L2(lR:)entonces L? e L2(lR)y||i¢|l/12 = |luH,;

�030Elteorema anterior muestra que F:C0(lR)�024+LZ(lR)es continua. Como la

aplicacion es lineal, tiene una extension (mica a una aplicacion lineal de
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L2(IR)en si mismo. Eeta extension sera llamada la transformada de

Fourier en L2(R).

Definicién 8.23. Sean u eL2(IR)y {un}"eN una sucesion en C0(]R)

convergente a u en LZUR), es decir �035u�024u""/�030Z=0. La transformada de

Fourier de u se define por

8 1? = ,!irM~
donde el limite es con respecto a la norma en LZGR)

El teorema 8.22 asegura que el Iimite existe y es independiente de una

V eleccion particular de la sucesion aproximadamente a u .

Si u e L'(1R)}402L2(]R),entonces la transformada de Fourier definida por (8.2)

y la definida por (8.3) son iguales asi, usaremos el mismo simbolo para

denotar ambas transformadas.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la definicion 8.23

y de| teorema 8.22. '

Teorema 8.24. (Igualdad de P/ancherel). Si u e EUR), entonceszfz e L2(1R)y

liziliiz = Mu�035/.2

Teorema 8.25. (Transformada de Fourier en L2 ). Seau e EUR). Entonces

12(5) = lim .1. [�031e-w(x)dx, 8
Hm \/5 .1

donde la convergencia es respecto a la norma en L2(1R).

Un operador lineal cD:L3(R)�024>L2 (1R)que es una isometria y que es

sobreyectiva es Ilamado un operador unitario en L2(R). Como



consecuencia de| teorema 8.24, Ia transformada de Fourier es una

isometria. Mas aun tenemos que es sobreyectiva.

Teorema 8.26. La funcién F:L2(R)�024>L2(R)definidopor F(u)=izes un

operador unitario en L2(R).

Teorema 8.27. (/nversién de /a transformada de Fourier). Sea u e L2(]R).

�031 1 7 5-A
Entonces = 1�030m�024e�031$�034d , .

I/£)+m [I7 é

donde la convergencia es con respecto a la norma en L2(R).

DISTRIBUCIONES TEMPERADAS

lntroducimos en esta seccién una clase de funciones generalizadas en el

espacio de Schwartz. Para este propésito, primero necesitamos Ia

siguiente familia de seminormas.

Para cada (or,/3�031)e (N)2denotamos Ia seminorma[|-||(w) definida como

 rrulwtrxrarutrw;a2rW<x>\»
» Ahora podemos definir el espacio de Schwartz S(]R), como el espacio de

las funciones C"�031(R)de rapido decrecimiento, es decir,

S([R) = {u e C"�031(R): |\u||W) < 00 para todo a, }402e N}

AsiCg°(]R)<zS(R). La topologia én S(1R) es dada por la familia de

seminormas||~||(M). Ademas, S(1R.)con esta topologia es metrizable. Una

distancia conveniente es dada por

, Ll �024V

c/(u,v)= Z 2"�035'*�035�031�024�024�024�024�024�024�024"NW�031
a�030}402EN 1 _V�034(a+}402)
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Se debe observar que esta distancia no proviene de una norma.

Observemos queS(1R)en relacién a la métrica definida anteriormente es

un espacio métrico completo.

Definicién 8.28. La sucesién {u�035}H6NeS(]R)converge a u eS(R) si para

todo a,,B e N se verifica que �024u{|(a_/3)�024>0 cuandon �024�024>+00

_ La relacién entre la transformada de Fourier y el espacio de funciones

S(IR)esté descrita en el siguiente resultado.

A Teorema 8.29. La aplicacién u+�024>L2esun isomorfismo de S(R)en si

mismo.

Asi, S(R)aparece naturalmente asociado a la transformada de Fourier.

Por dualidad podemos definir las distribuciones temperadas S'(1R).

Definicién 8.30. Decimos que T:S(R)�024>Rdefineuna distribucién

temperada, es decir, T e S'(1R) si A

1. T es lineal,

2. Tes continua, esto es un �024>uenS(]R) entonces Tu" �024�024)Tuen}402e.

De este modo el espacio de las distribuciones temperadas, S'(]R) es dual

topolégice de S(R)provisto de la topologia dada en la definicién 8.30.

Ee fécil ver que toda funcién acotada u define una distribucién temperada I

Tuldonde

Tu(v)= _Lu(x)v(x), VveS(]R)

Esta identidad permite establecer que los espacios L�035(R)con lspsoo

estén contenidos en S'(R)continuamente.



Dado T e S�030(]R),su transformada de Fourier puede ser definida de fo_rma

natural.

Definicién 8.31. La transformada de Fourier directa e inversa de

T e S�030(R)son definidas respectivamente como

rj,(v)=<r�030,,,v>=<z,,a)=ru(c),ve.s(R)

y}/Wu(V)=<}/�030u,V>=<7:�031,:7>:TU(:7j,VESUR)

Observemos que para u e L'(IR) y v e S(R), tenemos

n<v>=r.,[v]= i.u<:)v<:>d«:= i.u<:>v<:>d«:=7;<v>
Por lo tanto, para u e L�030(iR)}402L2(R)tenemos que = 7}, Asi, la definicién

8.27 es consistente con la teoria de la transformada de Fourier

desarrollada en la seccién anterior.

La topologia en S'(1R) es descrita en la siguiente forma.

Definicién 8.32. Sea {T,,},\7EN una sucesién en S'(1R). Luego T,,�024�024>0en

S'(1R)cuando n �024>+oo si para todo u e S(R) tenemos,

T�035(u) �024>Ocuandon �024>+00

Como consecuencia de las definiciones 8.30 y 8.31 tenemos la siguiente

extension de| teorema 8.29.

Proposicién 8.33. La aplicacién F:S'(R)�024>S'(1R)esun isomorfismo de

S'(1R) en si mismo. _

Proposicién 8.34. Sea feS(R). Entonces f�034�035eS(]R_), para todo aeN

((1) A __ . av ".y(/ ) (:)�024(z:)/((5). :eR
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ESPACIOS DE SOBOLEVH"(1R)

En esta seccién presentaremos brevemente a los espacios de Sobolev

Hl�034(lR)de|tipo EUR). Ellos miden la diferenciabilidad de funciones en

L2(lR) y son una herramienta fundamental en el estudio de las ecuaciones

en derivadas parciales. �030

Definicién 8.35.Para s e]R sea J�034:S �024>S '(R)definido por

J"u(§) = (I +§2)"�030/Z22(5), Llamamos a J"e| potencial de Bessel de ordens.

Para tOdOs�254R,./"�031:S'(lR)�024>S'(lR{)esuna aplicacién lineal, continua y

biyectiva. Ademés, j �024

J.\+/ )4 : J�024x

Definicién 8.36. Sea s e R. Se define el espacio de Sobolev de orden s,

denotado por H" (R) como �030

H"(R)={z2eS�031(lR):.7"\ueL2(R)},

con la norma definida como||uHH_. =HJ"�031uU/, _

De la definicién de espacios de Sobolev deducimos las siguientes

propiedades. '

Proposicién 8.37.

1. Si 0ss<s',entonces H�034'c_:H�031,con la inclusién continua y densa.

Ademas, H�035= F] H�030es denso en H" cualquiera seas e R .

2. H�030es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno definido

I pOr<u,v>H, =<J"Vu,J"�030v>/'2= L(1+f2)Xfz(§)§IZ{_)d§, u,ve H"(R) .

3. Para todo s e R, el espacio de Schwartz S(1R) es denso en H"(1R)
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4. Si .9 e R, para cualesquiera u,ve H�030 tenemos<u,v>H, = ~<u,v)H...,

es decir <u,v>HA es real.

5. Si 3, £53.92 con s=6s, +(1�0246)s2,0s6s1,entonces|lu||H,. V

Esta notacién se lee: interpolacién de H " entre H "* yH"'Z .

El siguiente teorema permite relacionar �034derivadasdébiles�035enL2(lR)con

derivadas en el sentido clésico.

Teorema 8.38. (Teorema de Inmersién de Sobolev). Sis>l/2+k, k eZ*,

entonces H�034(IR) esté contenido continuamente en el espacio Cf, (lR)de las

funciones con k derivadas continuas que se anulan en el infinito, y

llull; S C Hu�035H"a
en donde '

llulla; ll6i�031ull,.m
Teorema 8.39. Si .9 > 1/2, entonces H�034'(R)es un élgebra conmutativa con

respecto a la multiplicacién de funciones, es decir,uv e H"'(1R) si

u,v e H" (]R)y

�034LIV�035/4*S C ||u||,,l llvllw <8-1)
Ademés, si {u�035}�035ENy {vn}�035eNson sucesiones débilmente convergentes a

uyv en H�035(R) respectivamente, entonces w�024lim unvn = uv.

Es importante hacer notar que tenemos una desigualdad més fuerte que

la descrita en (8.1).

Esto es si s > 1/2 entonces para todor e [1/2,s[, A

. lluvllw S C (llullw |lvll,,l +HuHH' �0341/YHH")
Estimados més finos muestran que,

"L/v�035H_,5 C_\_ (l|u|lH, + )siempre que u, v e H�030con 3 2 0
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Proposicién 8.40. Para todo k eN y para todo s e]R, 6* es un operador .

acotado sobre H hacia H . Ademas,

M.-. s cm
De la desigualdad de la ultima proposicién es Claro que,

"6"u|�030H�030S para todo k e N y s e IR.

Hemos visto que H�035con 5 >1/2 es un espacio de Hilbert cuyos elementos

son funciones continuas.

Proposicién 8.41. Para todo k e N y para todo u,v e H�034'secumple que

/r<6"://,v>H\ =(-1) <u,6"v>H\

Teorema 8.42. (Desigualdad de Gronwall). Sean k e L�030([a,b]), k 2 0 y

f,g e C([a,b]) tales quef(t) S g(t)+ Lk(r)f(1')dr, a StSb, entonces,

f(l) S g(t)+ E/c(2')exp(£k(s)a1s)g(r)d2', a St S b

Sig(t) = ges constante se tiene que, f(t) S gexp(£k(z')dr), a St Sb

Teorema 8.43. Si a,b > 0 son dados, entonces para todo 5 > 0 se cumple

|a desigualdad de Young cons

I abS8a�035+C(8)b" .

(Sp)-r///7

Donde, c(g) =.._
9

En particular�030,si p = q = 2 se cumple la desigualdad de Cauchy con 3,

2

ab S sag + £-
45
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Teorema 8.44. (Desigua/dad de Gag/iardo�024Nirenberg). Sean] 3 p,q,r 5 00

y sean j,m dos enteros, 0 s _/ < m . Si

1 j [1 mj {Raj .
�024=�024+a-�024�024+ : ,
p I�031! I�035I7 6] �030

Para algunae.['�024]',1],[a<1si r>1 y m�024j�024�024}3=O},entoncesexisteC(n,m,j,a,q,r)
I77 I�035

ta|que,�030(;/�034D�035u�035MS C[|l%7�034D�035u|./1,], para todou e D(IR�035).

Teorema 8.45. Seanf,geS(R)rea|es, s>3/2 y 121. Entonces existe

C=C(s,t) > Otal quel<u,_fa�034u>l]sC[�034Vf||_�030__|M +||v_f|[,_l M M], donde

|a] =1

Teorema 8.46. Sif,geS(IR), 5 >1 y r>1/2, entonces existeC=C(s,r)

tal que

�030":l)\.f]g�034,42SC<�034f�034H"Hg�034/�024/"+�034f�035H"*�030.|g�034/+�034') (872) I

Teorema 8.47. Sean f,g e S(R), s > 0, O < p < oo, entonces

H1�030<fg)Il,,» S C (fl./�035Il,/HIlJ8�0308l!,.~+H1/�030fI4... llgll./~) <8-3)

vll[J%f]gH,,. S C(lI©fH,.¢». l)J�0304"gll,.m+llJ4�0304fll,..um (84)

I dOndep2,p3,e]l,oo[ y p,,p4 son tales que 2}�030;:71§+f:4'

La desigualdad (8.4) también se cumple sip, = p4 :00 ypz = p3 = p
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Teorema 8.48. Sea 1< p,pO,p, <oo,s0,s, 2 O y ¢ 6 S(R). Si .9 = 9S0 +(1�0246?)s,

1 6 1-6 . _
y -�024=�024+�024-�024donde036:1 entonces existe C�024C(s0,s,,6,p0,p,)>0tal

P 170 171

que

V �030U 6 _\_| I-0

1IJy¢H,,» sCHJ M1 ¢IL,.. <85)
Ademés, si ¢eH"',s>% tenemos

< }401l|¢l|"�030IWH�035 (86)' H�034 H" 4

Por ultimo tenemos la siguiente desigualdad algebraica que es �024 '

consecuencia de la convexidad de la funcién logaritmo en]O,+oo[.

Proposicién 8.49.Si0 < a < 2 y }402>0entonces dado 27 > 0 y tomando

2-05 (2
C =�024�024�024

i
Tenemos, xay}402S 77x2 +CW, (77)y2�034", x,y > 0

8.3. SEMIGRUPO DE OPERADORES .

Definicién 8.50. Sean XeYespacios normados y {T,,}"EN una sucesién '

de operadores lineales en L(X,Y).

1. Decimos que Tn converge uniformemente a TeL(X,Y) si

hm -71�034/,(.>.'Y) :0�030 '

2. Decimos que la sucesién T" converge fuertemente a TeL(X,Y) si

I�031l£B)||T,,x�024Tx|]/1�030/M=0para tod0xeX.
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Definicién $.51. Un semigrupo de operadores lineales acotados sobre un

espacio BanachX es una fami|ia{W(t)},Z0 tal que

i) Para cada z20,eI operador W(t)e L(X),

ii) El operadorW(0) es el operador identidad sobre X,

iii) para cuales}401uieragszo,se cumple W(s+t)=W(s)+W(t) y

iv) para todo xeX fijo, Ia apiicacién W(-):[0,oo[�024>Xesconti}401ua,es

decir, W (t)x = W(I0)x

�030Lascondiciones /) y iii) de la definicién 8.51 dan la estructura de

semigrupo a la familia {W(t)}lZ0, asegura que el semigrupo es

conmutativo y tiene un elemento identidad W(O). Si ademés cumple con

. la condicién iv) se Ie denomina semigrupo fuertemente continuo. Por la

definicién 8.50 |os �034semigruposfuertemente continuos de operadores

lineales acotados sobre un espacio de BanachX�035serén en adelante

llamados simplemente �034semigrupossobre X '

Teorema 8.52. Sea {I/V(t)}/20 un semigrupo sobre X. Entonces existen

w20yC21 tales que

"W (z)||w_) 3 Ce�034,V12 0 (8.7)

Cuando un semigrupo sobrexsatisface (1.12),decimos es de tipo(C, w).

Definicién 8.53. El generador de un semigrupo {W(t)}lZ0sobre X es la

aplicacién A : D(A)g X �024>Xdefinida por



D(A):{xeX:�031li%} existe} I

(8.8)

Ax = 6,+W(l)x|_0

Es inmediato de la definicién 8.53 queD(A) es un subespacio vectorial

de X y A es un operador lineal no acotado.

�030Teorema 8.54. Si A es el generador de un semigrupo sobre X , entonces

D(A) es un subespacio denso enX y A es un operador lineal cerrado.

Veamos enaeguida algunas propiedades importantes del generador de un

semigrupo.

Proposicién 8.55. Si A es el generador de un semigrupo {W(t)},20sobre

X,entonces para todo xeD(A) tenemos que W(r)xeD(A) para todo

22 0, es decirW(t)D(A) g D(A), para todo 12 0y

a,W(t)x=AW(z)x=W(t)Ax (8.9)

Ademas, parat 2 s 2 0 y x e D(A)

W(t)x�024W(s)x=J:W(r)Axdr= J:AW(r)xdr (8.10)

Nuestro objetivo es aplicar la teoria de semigrupos para estudiar el

problema de Cauchy de la forma (8.16) donde el operador A no depende

de /,asi el siguiente teorema presenta condiciones que garantizan la

existencia de solucién para este problema.

Teorema 8.56.Sea X un espacio de Banach. Si A:D(A)_c; X�024>Xes el

generador de| semigrupo{W(t)}IZ0sobreX , entonces para todouo eD(A)
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la funcién u :[0,+oo[�024>D(A),definida poru(t)= W(t)u0,es la (mica

solucién del problema de Cauchy lineal

a,u(t)=Au(t), r20

(8.11)

[u(0) =uO e D(A)

Ademas, ueC([0,+oo[:D(A))}402C'([0,+oo[:X).

Un problema fundamental en la teoria de semigrupos de operadores

lineales fuertemente continuos es la caracterizacién del generador

infinitesimal de un semigrupo.

Existen varias de tales caracterizaciones: el teorema de Hille y Yosida

para los semigrupos de contraccién y el teorema de Hille, Yosida y Phillips

que caracteriza a los semigrupos de tipo (C, w).

Otra caracterizacién presente en este trabajo es debido a Lumer y Phillips

([25], teorema 5.3), quienes demostraron que el generador de un

semigrupo de contraccién es un operador disipativomaximal (o m-

disipativo) en un espacio de Banach, y es lo que nos interesara en este

trabajo. �030

Definicién 8.57. Un operador A en el espacio de BanachX es Ilamado '

disipativo si para todo 2,>O y para cada ueD(A) se cumple

llu-Mullx Zllulll
La disipatividad de A implica la inyectividad del operador

1-/iA:D(A)-+X En efecto, si ueNu(I�024/M),

I|u�034,\"Sill! _/1A)u�034..\"=0 �031
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implica que Nu(I�024/1A)={O}.

Definicién 8.58. Un' operador A en el espacio de BanachX se denomina

m-disipativo si,

1. El operador A es disipativo.

2. Para todo /1>0, para todoxeX, existeue D(A) tal que u~/1/1u=x

La definicién de m-disipatividad implica obviamente Ia sobreyectividad de|

operador ]�024AA.Concluimoa pues, si A es un operador m-disipativo

entonces el operador 1-/1A. es biyectivo. Esto nos dice que cualquiera

sea xeX, la�030ecuacién (I�024AA)u=xtiene solucién (mica en D(A). Si

denotamos LIX tal solucién, por la disipatividad de A, tenemos

�034u-�030HA�031S�035(]_lA)u*�034�035.\':�035x�034Xmm
Como el operador I�024/1/1:D(A)�024>Xes lineal y biyectivo, entonces existe

el operador (I�024/1A)']:X�024>D(A).Este operador tiene una propiedad

importante, que no necesariamente Ia tienen los operadores A y I-/1A;

ella es la continuidad. En efecto

(|<1=M>�034xllx = M�030.Sllxllx A
Segun ha sido visto en (8.17) _

Teorema 8.59. Si A es un operador disipativo en el espacio de Banach X

, Ias siguientes afirmaciones son equivalentesz

1. El operador A es m-disipativo en X , y �030

2. Existe AU > 0, para todo xeXexiste u e D(A) tal que u�024A0Au=x



En adelante H denotaré un espacio de Hilbert, con producto interno

<» ->,.-

Proposicién 8.60. El operador A es disipativo en H si y solo si

<Au,u>H :0, para todo ueH.

Proposicién 8.61. Si A es un operador m-disipativo en el espacio de

Hi|bertH, entonces D(A)es denso en H.

Teorema 8.62. Sea A operador lineal en el espacio de HilbertH, Iuego

1.- Si A es autoadjunto y negativo, es decir,<Au,u)H sopara todou e D(A),

entonces A es m-disipativo. �030

2.- Si E(7)=H, G(A)gG(/1*) y A es negativo, entonces A es m-

disipativo si y sélo si A es autoadjunto.

3.- Si D(A)es denso en H, entonces A y �024Ason m-disipativos si y sélo si

A es antiadjunto.

Phillips caracterizé el generador de un semigrupo de contracciones sobre

un espacio de Hilbert, como un operador m-disipativo. Posteriormente

Lumer y Phillips ([25], Teorema 5.3) extendieron este resultado al caso

general de unnsemigrupo de contracciones sobre un espacio de Banach.

Teorema 8.63. (Lumer�024Ph/llips).El operador A:D(A)g X �024>Xes

generador de un semigrupode contracciones en el espacio de BanachX

si y solamente si X es m-disipativo en X y D(A)es denso en X .

Proposicién 8.64. SiA:D(A)<;X�024+Xesun operador m-disipativo y

antisimétrico en el espacio de HilbertX , entonces A es antiadjunto en X .
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Teorema 8.65. (Perturbacién de generadores de semigrupos de

contraccién). Sean Ay B operadores lineales en el espacio de BanachX :

Si A es m-disipativo, B es disipativo, D(A) c: D(B)y para cada xe D(A)se

cumple S0c||Ax|l/Y +/3HxH/Yen donde Osasly }40220,entoncesA+B es

m-disipativo.

Definicién 8.66. Un grupo fuertemente continuo de operadores lineales

acotados sobre un espacio de BanachX es una familia {W(t)}/Emtal que

�031 I) Para todoreiR:W(/)eL(X),

ii) W (0) = 1, el operador identidad sobre X.

' iii) Para todo s,teR:W(s+t)=W(s)W(t), y

iv) Para cada xeX fijo, W(-)x:1R�024>Xes continua.

v) Para todo xeX y paratodo te]R:�035W(t)x�034/Y=||x�034X

Definicién 8.67. El generador de un. grupo de operadores unitarios

{W(t)}IER sobre Xes la aplicacién A : D(A) g X �024->X definida por

HA)={xeX:iin existe}

Ax=a,W(z)x|_0

Teorema 8.68. Sean X e Y espacios de Hilbert. Si A:YgX�024>Xesun

operador m-disipativo y antiadjunto en X, entonces el semigrupo{W(t)},20

generado por A se extiende a un grupo de operadores unitarios {W(t)}/ER.

Ademés, para todo uo 6}�031la funcic�031>nu:iR�024>Ydefinida poru(t) =W(t)u0 es la A

(mica solucién de| PVI lineal
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A a,u(z)=Au(z), IEIR
{U(0)=�034o -

AdeméS,uaC(R:Y)mC'(]R:X).

8.4. ESTIMADOS DE BONA-SMITH

Los estimados de Bona�024Smithseran usados para estudiar que el

comportamiento de la distancia de dos elementos cualquiera de una

sucesién de soluciones, es controlado por el comportamiento de la

distancia entre sus estimados de Bona�024Smithrespectivamente, quienes

a su vez son controlados por el comportamiento de la distancia entre sus

datos iniciales correspondientes, como sera visto en los teoremas 5.3,

5.5 y 5.6.

En esta seccién se considera um, y um Ias aproximaciones de Bona-

Smith asociadas a u0_£y uo, respectivamente, y las soluciones um y us

de| problema (3.1) con datos iniciales y respectivamente.

Teorema 8.69. Sea r7eCf,"(1R), 0£77(x)S1ta| que sop(r7)c[�0241,1]y

(1�0247;)""(o)=0V/(EN. y

Para cada 5 > 0 cualquiera y uo e H" .9 >0 definimos

L?0.5(§)=77(£§)220(;�030),se1R (8.13)

Entonces u0.�254eH"�031=r>]0H"y para 0<as1 existeC=C(s,a,27)>0 tal

que

�034"0.s�035H-WS Ce�035My 2 (8-14)

Hum. �024u0HHm3 ca�035]yu0y|H, (8.15)
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yleiixg um = u0enH". Ademés, si um, = uo en H"�031entonces

Hue�034�024uO_�035HHA,= 0 (8.16)

uniformemente en N.

Demostracién. Usando (8.13), tenemos

H"0«c";2+~+" = Lo +:2>�030�034�031<:>r or:

= L0 +:2)�030�035In<a:>m (HF dé  

= L0 +é2)�030l}401o(é>I2(1+62)�035lv(e6>Fdé

£:�034;?[<1+:?)�034Jn<e:>f]L<1+:2>�030nao<:>a2d:
haciendo /1 = 5.5, tenemos

7 J /12 " 2 /12 "

(1+§') =[1+?j

Iuego I

IImI!f4L.@ S sg)[<e2 + 12)�035"7(�0311)2H�034�034o�034:»�030*

S 0.84�035lluolli»

Por consiguiente

�034um�035:scm Huou}402�030 (8.17)

Del mismo modo IT

�034V0.5~ u0":.Y3}402= L(1+ :2 )�030�035(:)�024220 (:)|Z d«:

= L0+:2)�030�034�031|n<s:)ao(:)~a0<:)|2d:

= L(1+§2)�030�035"|z20(§)(1�024n(s§))f45
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= L0 +62)�035I130 <«:>IZ I1 �024v (gall d:

= L(1+;2)"�030°]1�0242;(a§)}402(1+.§2)"|L20(§)fdg

Si�034§[<1+¢2>'°I1�024v2<eé>\2JAM)�030WV 616]

: 52�035s{un}z{(£2 + /12)�035ll�02477(.9§)|2]�035u0

SC282�035�034u0|;,

Por consiguiente

Hm - uollim S C8�0341%
(8.18)

Por otro Iado, si entonces

llm - uoHZ~~ = (I + 62 )8�031 (6 > - <�254>|2d6

= I§(1+e�034)�030\1�024n(e:>FI»?o<:>I2d(:

sabemos que }i_1�035(rJ1(1�02477(af))=1�02477(0)=1�0241=1, ademés

L(1+ gz)�035[I �024;7(g§)|2[L20 (5)12 dg s + g3 )" [120 (.f)|2d§,

de aqui, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

E1111; L(1+§2)X|1�02477(6§)|2\a0(§)f d; = jmodg = 0

es decir, "um �024u0 = 0 (8.19)

Finalmente, demostraremos que si um = uo en H"�031entonces

33;; iluom II,,. = 0

uniformemente en n e N.
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En efecto

Ilum ~ umllf, = L0 + E )�030law (5) �0241;0_a(§)|2d§

= JR(1+:2)�030!n(e:)»?o.,,(é)~ao(:)Fdé

= L0 + 62 )x |] *77(5§)'2 .7201: (é:)�030720

s JR(1+:2)�0341% "i�0300)(§)l2dé:

= lids.�034-doll?  

�034"0,�035�034V0,�035= ""0./1.; �034�0340.5+ �0340.5�034�034o+ "0 "�034o,n�034H.\

 S lluw _u0»5"H" + lluof - welt�035+ Hue

S �034u°="_u0MH�034+ �034Z10-5_ �034O�035/+�030+ Huo}402_ �034O

Para n > N suficientemente grande y para 5 > 0 suficientemente peque}401o,

afirmamos para todo E > O, existe 6 > 0 tal que si 0 <t�024.<:< 6

Entonces, Hum �024u0_,,�034H_�0303 6/3 + 6/3 + 6/3 = 6.

Por consiguiente,

HMO-'7-E _ u0~�035�034H�030: 0

uniformemente.
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�030 NOTACIONES

X,Y espacios de Banach.

X',Y'espacios duales de los espacios de BanachX e Y _

L(X,Y) espacio de operadores lineales acotados de Xen Y _

L(X) : L(X, X)

C([0,T]:X)espacio de funciones continuas de [0, T] en X

C�030([0,T] : X)espacio de funciones continuamente diferenclables de [O,T] en X

D(A) dominio del operador lineal

R(A) rango del operador lineal

z2(§) = �024\/-2.;Le"5"�031u(x)dxtransformadade Fourier de 24

21(17): �024\/;=7;�024Le"�034'u(§)dgtransformada inversa de Fourier de u

C"(lR)espacio de las funciones continuamente diferenclables hasta el orden k

sobre IR 7 �030

C�035�035(lR)= k(>]OC*(lR) espacio de las funciones infinitamente diferenclables en IR

C§(R)espacio de funciones de clase C�030con Soporte compacto.

C°°(lR)espacio de funciones u de clase Cltalee que uy sus derivadas hasta el

orden k tienden a cero en el infinito. _

S(lR2)espacio de schwartz en R

S '(lR)espacio de las distribuciones temperadas en IR ~

L�035(lR)espaciode Lebesgue en R de orden p, I s p < co
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"u}402l/�031=( [:|u(x)["dx)"", norma de uen L�035(1R)

L�035�031(]R)espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas en R

E�035= sX1:}402}§{|u(x)�030}norma de u en L°�034(]R) I

J�030=(1�0246f,)�034"2potencia|de Bessel de orden �024s,.El(f)= (1+|§|2)%i4(§)

D�030=(�024af)%potencial de Riesz de orden �024s,Z/)"\u(§) : 22(5)

H" =J""L2(R)espacio de Sobolev de orden s con base en L3(IRi)

<u,v>L2 = _[:u(x)v(x)dx, producto interno de uy ven EUR)

{u,v>H_, =<.1�034'u,J�034'v>llZ,producto interno de u y ven H"'(R)

=�035J"'-H/A2 norma en H �030(R)

[A, B]: AB�024BAconmutador de A y B

C0(I,X)espacio de funciones continuas de soporte compacto definidas de 1 en

X .

AC(l,X) espacio de funciones absolutamente continuas definidas de 1 en X

,D(I,X)espacio de funciones C�035con soporte compacto de 1 enn X


