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RESUMEN

Hoy en�030dia con el avance vertiginoso de la tecnologia electrénica, hace que las

técnicas de control clésico estén siendo desplazadas por nuevas técnicas de control

moderno, de caracteristicas avanzadas y con mejores prestaciones. En la actividad

académica es comlln que la teoria de control moderna se utilice para controlar

mecanismos sencillos como aplicacion préctica a sistemas inestables. Entre ellos

esté el péndulo invertido; este es un sistema electromecénico muy Citil para la

demostracién de conceptos de control moderno de sistemas Iineales y no lineales.

�031 El problema de investigacion que se presenta en este trabajo, es el control de un

péndulo doble con dos grados de libertad. en una posicién inestable, cuando sus

dos enlaces se encuentren en posicion vertical hacia arriba, constituyendo asi el

punto de operacion. El objetivo del trabajo de investigacién, es el dise}401odel control

de un péndulo doble por realimentacién de estados con asignacion de polos, de tal

manera que se estabilice en una posicién inestable, cuando el sistema se inicializa J

en la posicion vertical hacia arriba. Durante el desarrollo de la tesis se hace uso de

técnicas avanzadas de la teoria de control moderno. La metodologia que se utilizé

A paracumplir con el objetivo consistio en encontrar primero el modelo matemético

de la planta a controlar, transformar el modelo a su forma lineal de tal manera de

aplicar las técnicas Iineales de control. El ultimo paso es el dise}401odel control; en

4 este caso por realimentacion de estados con asignacion de polos. La importancia

de este trabajo, reside en que es de mucha utilidad tanto para los estudiantes de

Maestria y Doctorado, porque en su desarrollo presenta técnicas avanzadas del

control moderno de plantas con mayor grado de di}401cultad.
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l ABSTRACT V

Nowadays with the rapid advance of electronic technology, the techniques of classic

control they are being displaced by new techniques of modern control, of advanced

features and with better performance. In the academic activity, it is common that the

theory of modern control is use to control simple mechanisms as practical application

to unstable systems. Among them is the inverted pendulum; it is an

electromechanical systems very useful for demonstrations of concepts of modern

control for linear systems and nonlinear control systems.

The problem of investigation it present in this work, is the control a double pendulum

with two degrees of freedom, in an unstable position, when it is in vertical position

up, thus forming the point of operation. The objective of this work is the controller

design by state feedback with assignment of poles, such that stabilizes in an

unstable position, when the system is initialized in the vertical position upwards.

During development use is made of advanced techniques theory of modern control.

The methodology was used to meet the objective consisted }402rstto }401ndthe

mathematical model of the plant to controller, linearized the model for to apply linear

techniques of modern control. The last step is the controller design; in this case by

state feedback with assignment of poles. The importance of this work, is very useful

for students of masters and doctors degree, because apply advanced techniques of

modern control of plant with a greater degree dif}401culty.
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CAPITULOI

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1 ldentificacion del problema

Cuando se desea controlar una planta o proceso dinémico, lo que se hace es

encontrar el modelo matemético de la planta, es decir las ecuaciones diferenciales

que rigen su dinémica.

El problema que se presenta al modelar la planta es que las ecuaciones

diferenciales encontradas pueden ser no Iineales; en este caso hay que

transformarlas a su forma lineal, para facilitar el trabajo de control de un modelo

matemético lineal.

El péndulo invertido es un sistema mecénico ampliamente utilizado porque es muy

Litil para la demostracion de conceptos de control, tanto lineal y como no lineal. L �030

Existen distintas con}401guracionesdel péndulo invertido, la mas comun esté

constituida por un brazo articulado a un carro que se mueve llbremente en direccion

horizontal sobre un riel. Sin embargo, también Ios hay doblemente articulados, etc.

En este trabajose trata de la con}401guraciondenominada péndulo doble, la cual

consiste en dos brazos articulados entre si, uno al extremo del otro; ambos brazos

pueden girar llbremente, sin embargo, uno de ellos esté acoplado por un extremo a

un motor de corriente directa, el cual permite su actuacién.

Este sistema mecanico, inherentemente presenta cuatro puntos de equilibrio, uno

estable y tres inestables. El punto de equilibrio estable corresponde al estado en

que ambos brazos se sitL�031ianen posicion vertical hacia abajo; en ausencia de

cualquier fuerza el sistema regresaré naturalmente a este estado. V



Uno de los puntos de equilibrio inestable corresponde al estado en que los dos

brazos se situan en posiclon vertical hacia arriba, para mantener esta posicion se '

requiere la aplicacion de fuerzas externas sobre el sistema. Esta ultima

con}401guraciones la mas atractiva para }401nesde control y es la que se elige como

punto de operacién. Por lo tanto, el objetivo de control para el sistema péndulo doble

es mantener la posiclon de equilibrio inestable cuando el sistema se inicializa en la

posicion vertical hacia arriba. En este caso se dise}401arael controlador por el método

de realimentacion de estados por ubicacion de polos. _ �031

1.2 Formulacion del problema

a. Problema general

o g,Como el dise}401odel control por realimentacién de estados con asignacién '

de polos estabilizara al péndulo doble?

b. Problemas especificos

o _ g,Como se modela matematicamente la planta?

o g,Como se linealiza el modelo matemético cle la planta?

0 (;Como se determina la controlabilidad y la observabilidad del modelo lineal?

o g,Como se dise}401ael control realimentado por aslgnacion de polos?

1.3 Objetivos de la investigacion _

a. Objetivo. general '

El objetivo general de la investigacion es disenar el control por realimentaclén de

estados con asignacion de polos para un péndulo doble.
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b. Objetivos especificos

o Modelamiento matemético de la planta.

o Linealizacién del modelo matemético de la planta. .

o -Controlabilidad y Observabilidad de la planta Iinealizada.

o Dise}401odel control por realimentacién de estados con asignacién de polos.

1.4 Justificacién

a. Legal

El presente trabajo de investigacién no infringe las normas Iegales dadas por el

Ministerio de Ambiente, en concordancia con el Reglamento Nacional para la

Gestién y Manejo de los RAEE (Residuos de Aparatos eléctricos y Electrénicos).

b. Teérica '

Contribuiré al area del conocimiento de dise}401ode los controladores realimentados

para sistemas Iineales invariantes con el tiempo.

c. Tecnolégica _ y

Contribuiré con el conocimiento de nuevas técnicas de dise}401ode los controladores

que permiten mejorar la performance de un proceso.

d. Econémica

El uso de software especializado para las pruebas trae aonsigo Ia disminucién de

los costos de dise}401o.

_ 1o



e. Social

El software utilizado en el dise}401ode los controladores realimentados no contiene

contaminantes de tal manera que no impacta en el ambiente y no impacta en la

salud publica. �030

f. Practica

Este trabajo de investigacién se justi}401caporque presentara contribuciones al dise}401o

electrénico de controladores realimentados aplicados al control automético. Este

trabajo seré de mucha utilidad préctica tanto para los estudiantes de Pregrado y

Posgrado ya que se mostrara diferentes casos no tocados en los métodos de dise}401o

y seré una fuente de consulta de gran utilidad. Este tipo de trabajo no existe en la

Facultad de lngenieria Eléctrica y Electrénica de la Universidad Nacional del Callao.

V I 11 A



CAPITULO ll

MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes del estudio

0 En la Escuela Superior Politécnica del Litoral, Ecuador, existe una tesis de

maestria, titulada �034Modelado,simulacion y control de un sistema dinémico mediante

el uso de componentes analogicos�035�030,presentada por Roberth Tinoco Romero. A lo

largo de este trabajo se concluye que tras la construccion del hardware se cumple

parcialmente el objetivo, debido a la saturacion de los componentes fisicos, por lo

que se hace necesario la inclusion de la dinémica de los mismos para futuras

mejoras, al igual que la delimitacion de la se}401alde control puesto que todo

dispositivo tiene entradas y salidas acotadas. La realimentacion de estados requiere

el uso de sensores con ancho de banda in}401nitopuesto que es uno de los que mas

inciden en la generacion del ruido. Otro aspecto relevante fue la sobrecarga en el

driver del motor, debido a corrientes excesivas en el arranque y cambios de giro.

o En la Universidad Nacional de lngenieria, Peru, existe una tesis de maestria,

titulada �034Dise}401oe implementacion del control digital de un sistema de péndulo

invertido y grua puente mediante algoritmosvde ubicacion de polos y éptimos �031

cuadraticos�035,presentada por Leonardo Dario Gushiken Gibu. En el capitulo de

resultados y conclusiones se mani}401estaque las respuestas son estables. En el caso

del péndulo invertido se observa en la respuesta estacionaria, el ciclo Iimite podria

reducirse usando sensores mas precisos con un tama}401oy peso menor. Ambos

algoritmos de control lineal tienen una respuesta satisfactoria siempre que las

V 12



desviaciones de las variables alrededor de cero sean peque}401as.El dise}401odel

control se debe realizar de tal forma que las variables no se salgan de la zona lineal

dada por el modelo. Se comprobo que los sistemas de control dlse}401adosresponden

en forma adecuada para un angulo maximo de la varllla de unos 20 grados

aproximadamente. Los dos algoritmos de control, puesto que son Iineales, no

consideran el hecho que la se}401alde entrada pueda presentar el fenémeno de

saturaclon. Debido a esto, para el caso del dise}401opor ubicacién de polos, debemos

escoger los polos o variar la frecuencia de muestreo de tal forma que la amplitud de

la se}401alde entrada en lo posible no Ilegue a la saturacion. lgualmente en el caso

�030delcontrol optimo se debe variar Ia matriz que da peso a la senal de entrada en la

�031funclén de costo. Un peso mayor ocasiona un menor gasto de energia en la se}401al -

de entrada. La elecclon de los pesos en la funcionde costo del control optimo

cuadrétlco se debe realizar considerando qué se}401alqueremos que tenga una mejor

respuesta. Un mayor peso en una de las variables ocasionara una mejor respuesta

en ésta; pero dismlnulré el desempe}401ode las demas. Entonces es necesario V

balancear �030deforma adecuada los pesos de tal forma que obtengamos un

desempe}401ogeneral del sistema que se acerque lo mas posible al optimo.

o En el lnstituto Politécnico Nacional, México, existe una tesis de maestria

. titulada �034Controlinteligente de un péndulo invertido y su lmplementaclon sobre

FPGA�035,presentada por Andrés Flores Cortes. Se concluye que el péndulo invertido

dlse}401adoy construido para esta investigacién se estabiliza unicamente para una

posicién acotada, debido a que la dinémica del movimiento del motor (que lmpulsa

al carro) es limitada debido a que el mismo motor debe cargar su peso sumado al

% 13



peso del carro y del péndulo, lo cual le resta fuerza. Se consigue la estabilizaclon

del péndulo en su posicion central, empleando el control difuso tipo Mamdani.

o En el Centro de lnvestigacién y Desarrollo Tecnologico, México, existe una

tesis de maestria titulada �034Controldel péndulo invertido usando dos celdas

neuronales analégicas�035,presentada por Gabriel Calderon Zavala.

En la primera etapa de este trabajo se investigé sobre el funcionamiento de las

redes neuronales celulares lo cual no fue lo mas adecuado a la solucién del

problema debido a la naturaleza oscilatoria de las se}401ales.Se derivo a una red

neuronal llamada Bicore aunado a otras nuevas las cuales en conjunto hicieron

posible la implementacion del controlador neuronal analégico. Presento buen

desempe}401oen estado estable.

2.2 Fundamento ontologico

El fundamento ontologico del marco teérico se describe como sigue: el péndulo

doble, consiste en un sistema de dos enlaces, controlado por un motor dc. El

objetivo del problema consiste en mantenerlo vertical en forma invertida; este

trabajo lo realizara el motor dc, mediante una estrategia de control; en este caso por

realimentacién de estados con asignacion de polos.

2.3 Fundamento metodologico �031

La metodologia a seguir para el dise}401odel control del péndulo doble por el método

de realimentacién de estados con asignacion de polos, se fundamenta en los

siguientes pasos: V
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o Modelamiento matemético de la planta

o Linealizacién del modelo matematico no lineal de la planta

o Determlnacién de la controlabilidad y observabilidad lineal de la planta

lineallzada.

o Dise}401odel control por realimentacién de estados con asignacién de polos

2.4 Fundamento epistemolégico

Epistemolégicamente, la relacién entre las se}401alesde entrada y salida; es decir

entre las variables dependientes y las independientes se determinan por medio de

un modelo matemético del sistema dinémico o planta.

Para el caso del tema de investigacién del péndulo doble se realizara por las

ecuaciones de Lagrange, para un sistema de dos grados de libertad

En general, el modelo matematico se representa mediante una relacién funcional

de la forma: _ _

Variable Variables funciones
= f( _ ,parémetros, ) (2.1)

dependiente independientes de fuerza

donde la variable dependiente es una caracteristica que generalmente re}402ejael '

comportamiento o estado de un sistema; Ias variables independientes son, por lo

comun dimensiones tales como tiempo y espacio, a través de las cuales se

determina el comportamiento del sistema; los parémetros son el re}402ejode las

propiedades o la composicién del sistema; y las funciones de fuerza son in}402uencias

externas que act}402ansobre el sistema. La expresién matemética va desde una

simple relacién algebraica hasta un enorme y complicado grupo de ecuaciones
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diferenciales. Por ejemplo, a través de sus observaciones, Newton formulo su

segunda Iey del movimiento, la cual establece que la razén de cambio del

momentum con respecto al tiempo de un cuerpo, es igual a la fuerza resultante que

act}402asobre él. La expresién matemética, 0 el modelo, de la segunda Iey es la ya

conocida ecuacién I

F = ma (2.2)

Donde F es la fuerza neta que actfra sobre el objeto (N, 0 Kg m/S2), m es la masa

del objeto (Kg) y a es su aceleracién (m/52). La segunda Iey puede escribirs4e en

el formato de la ecuacién (2.1), dividiendo simplemente, ambos lados entre m para

obtener _

�031 a = (2.3)

donde a es la variable dependiente que refleja el comportamiento del sistema, F es

la funcién de fuerza y m es un parémetro que representa Ia propiedad del sistema.

Obsérvese que en este caso especifico no existe variabie independiente porque aun

no se predice como varia la aceleracién con respecto al tiempo 0 al espacio.

Para ilustrar un modelo mas complicado de este tipo, se utiliza la segunda Iey de

Newton para determinar Ia velocidad final de caida Iibre de un cuerpo que se

encuentra cerca de la super}401ciede la Tierra. Un modelo para este caso se obtiene

expresando la aceleracién como la razén de cambio de la velocidad con respeto al

tiempo (dv/dt), y sustituyendo en la ecuacién (2.3), se tiene

% = % �031 (2.4)

p �031 16



donde v es la velocidad (m/s) y t es el tiempo(seg). La fuerza neta F es la

es la diferencia de la fuerza de gravedad Fa menos la fuerza de la _

resistencia del aire F,,, es decir

Figura 2.1
Caida Iibre de un cuerpo

Fv

m

Fd

F=}401�024& QQ

La fuerza de gravedad es

Fd = mg (2.6)

La fuerza de resistencia del aire es

F,, = cv (2.7)

$1 =T (23)
t m

Resolviendo esta ecuacién diferencial se obtiene

. _a -/.c_
v(t) = =�024(1�024e \m)�030) (2.9)

m

En esta ecuacién v(t) es la variable dependiente, t es la variable independiente, c

y m son parémetros y g es la funcién de fuerza.

A 17



Para el caso del péndulo doble, durante el modelamiento matemético de la planta,

aplicando Ias ecuaciones de Lagrange, se encontrara las ecuaciones diferenciales

que relacionan las variables de salida en funcién de las entradas estén dadas por:

91 = f1(31» 92:3 5); 92 = f2(91» 92-T» 1-") (210)

Al Iinealizar estas ecuaciones no Iineales, transforma en ecuacién de estado, dadas

por las ecuaciones matriciales:

A 2'c=Ax+Bu, y=Cx+Du (2.11)

2.5 Definiciones de términos bésicos

a. Ganancia de realimentacién de estados (K)

Es aquella que contiehé las ganancias de realimentacién de los estados del sistema.

b. Ganancia del observador de estados (L)

Es la matriz de ganancias del observador, es decir es una matriz de ponderacién al

término de la correccién que es la diferencia de la salida medida y la salida estimada.

c. Sistema de (mica entrada (mica salida (SISO)

Es el sistema de control que tiene una (mica entrada y una (mica salida.

d. Sistema lineal invariante con el tiempo (SLIT)

Un SLIT, es aquel sistema de control cuya ecuacién diferencia! es lineal, es decir

tiene coe}401cientesconstantes invariantes con el tiempo.

18



e. Sistema de m}401ltiplesentradas maltiples salidas (MIMO)

Es el sistema de control que tiene multiples entradas y multiples salidas.

f. Tiempo de subida (t,)

Tiempo requerido para que la respuesta del sistema de control pase del 0 al 100%.

g. Maximo sobreimpulso (Mp)

El méximo sobreimpulso, es el méximo valor pico de la respuesta en el tiempo,

medido a partir del valor unidad.

h. Tiempo de estado estable (tss) _

El tiempo de estado estable, es el tiempo en que la se}401alde la respuesta en el

tiempo alcanza el 2 o 5% del valor }401nal.Es decir es el tiempo que dura la respuesta

transitoria y Iuego permaneceré estable dentro del rango establecido.

i. Error en estado estacionario (ess)

El error en estado estable, es el que se alcanza cuando ha ocurrido el tiempo de

estado estable. El error final cuando se ha alcanzado el estado estable, este valor

determina el error en estado estacionario.

j. constante de error de posicion estética (KP)

La constante de error de posicion estatica KP se de}401nemediante

~ Kp =1Si_grgG(s) - (2.12)

donde G(s) es la funcion de transferencia del sistema en lazo abierto.
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k. constante de error de velocidad estética (Kw)

La constante de error de velocidad estética K,,se define mediante

K,, = sG(s) (2.13)

I. constante de error de aceleracion estética (Ka)

La constante de error de velocidad estética Ka se define mediante

Ka = gig; s2G(s) . (2.14)

m. Factor de amortiguamiento (§)

Es un indicador del crecimiento o decaimiento de la respuesta en el tiempo de un

sistema de control. Si 5 = 0 la respuesta del sistema es osciiatoria. Si 0 < 5 < 1 la

respuesta es oscilatoria pero subamortiguada. Pero si 5 = 1 la respuesta es

criticamente amortiguada. Si 6 > 1 la respuesta es lenta sin osciiacién.

n. indice de comportamiento o funcién de costo (J)

Es una medida cuantitativa del comportamiento de un sistema.

0. Vector de estado (x)

Si se necesitan 11 variables de estado para describir completamente el

comportamiento de un sistema dado, entonces esas n variables de estado son las

11 componentes de un vector x. Este vector determina univocamente el estado del

sistema x(t) en cualquier instante dei tiempo t 2 to especificado.
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p. Se}401alde control (u)

Es Ia se}401alcorregida por el controlador y se aplica a la planta para estabilizarla.

q. Matriz identidad (I)

La matriz identidad es aquella cuya propiedad es que la diagonal contiene solo unos.

r. Vector de estados estimado is�030

El vector de estados estimado es una aproximacién al vector de estados.
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2 CAPITULO m

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1 De}401niciénde las variables

El péndulo doble de la }401gura3.1 es una planta de dos grados de Iibertad con doslos

éngulos de posicién de los dos enlaces, donde el objetivo es mantener el péndulo

en la poslcién vertical inestable, bajo el control de la fuerza externa del motor.

F igura 3.1 »
Péndulo doble

. Y .

| ,

: ;l1
l

. 91 I

l. L5:

�030 ' e2

Uno, cuando el enlace 1 esta vertical hacia abajo y el enlace 2 esta vertical hacia

arriba. Dos, cuando el enlace1 esta vertical hacia arriba y el enlace 2 esta vertical

hacia abajo. Tres, cuando el enlace1 y el enlace 2 ambos estén vertical hacia arriba.

Precisamente este ultimo caso es el que selecciona para el control. Para mantener

esta posicién se requiere la aplicacién de fuerzas externas sobre el sistema.

Las variables que intervienen en presente problema, objeto de la investigacién se

de}401nencomo: posicién angular del enlace 1 (01), posicién angular del enlace 2 (92),

fuerza externa (r).
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3.2 Operacionalizacion de variables

Durante el modelamiento matemético de la planta, las ecuaciones diferenciales que

relacionan las variables de salida en funcién de las entradas estén dadas por:

91 = f1(91» 92:1�031:3): 92 = f2(91»92-13¢) (3.1)

Al Iinealizar estas ecuaciones no Iineales, se transforma en ecuacion de estado y

ecuacion de salida: .

ic = Ax + Bu

y = Cx + Du

La Operacionalizacion se muestra en la siguiente tabla:

Tabla 3.1
Operacionalizacién de variables

�030Variables Angulo de rotacion del Posicién angular Sensor de

independientes primer enlace del primer enlace posicién angular

(variables de Angulo de rotacion del Posicion angular Sensor de

entrada) segundo enlace del primer enlace posicion angular

Torque aplicado al I
, Torque del motor Torquimetro

pendulo

Variable Angulo de rotacion del

dependiente primer enlace Respuesta en el Registrador de

(variable de salida) Angulo de rotacién del tiempo datos

segundo enlace
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3.3 Hipétesis general e hipétesis especi}401cas

a. Hipétesis general

El dise}401odel control por realimentacién de estados con asignacién de polos

estabilizara al péndulo doble.

b. Hipétesis especi}401cas

o El modelamiento del péndulo doble, permitiré encontrar las ecuaciones

dinémicas de la planta.

o La linealizacién de la planta permitiré aplicar las técnicas del control lineal.

a La observabilidad y controlabilidad permitiré la realimentacién de estado.

% 0 El dise}401odel controlador por realimentacién de estado con asignacién de

polos permitiré encontrar la ganancia de realimentacién de estados y la

ganancia del observador. .
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CAPITULO IV

 METODOLOGlA

4.1 Tipo de investigacién

La investigacion es de tipo cuantitativa, tecnolégica y tiene como proposito aplicar

el conocimiento cientifico para solucionar los diferentes problemas en,beneficio de

los estudiantes de lngenieria tanto de Pregrado como de Posgrado de la

Universidad Nacional del Callao. Sus niveles de investigacion son la lnvestigacion

Experimental tiene como proposito manipular Ias variables que tienen relacion

causal paratransformarlo. Su }401nalidades crear conocimientos nuevos para mejorar

el objeto de la investigacién. La investigacion aplicada tiene que tiene como

proposito aplicar Ios resultados de la investigacion experimental para dise}401ar

tecnologias de aplicacion inmediata en la solucion de los problemas de la sociedad.

4.2 Dise}401ode la investigacién �030

El trabajo de investigacion trata del dise}401odel control de realimentacion de estados �030

por asignacion de polos. Para lograr este objetivo, se seguiré los siguientes pasos:

modelamiento de la planta, linealizacién del modelo matemético, controlabilidad y

observabilidad de la planta linealizada y dise}401odel control por realimentacién de

estados con asignacion de polos.

4.2.1 Modelamiento matemético de la planta

El péndulo doble es un sistema rotante con dos enlaces acoplados entre si�031mediante

una artlculacion. Como se muestra en la }401gura4.1, el primer enlace esta acoplado �031
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a un actuador ei cual permite controiar los movimientos de dicho eniace; el segundo

enlace esta unido ai primero mediante una articuiacién rotacional, por esta razén ei

segundo enlace del sistema se puede controlar mediante ia accién de control que

se aplica al primer enlace. �030

Figura 4.1
Posiciones dei péndulo doble

I ' _

__ __ }402 Posicién inestable

=5�030 e1=1so , e2=18o

I _
I �030 Posicién inestable
I 91 _ 61=180�034,e2=o°

' <o> ni 1 .0. (:5
I Posicién inestab|e

�03062 N 61=0°,82=180° . ,

Posicién del Pénduio en Posicién estable K @ @

cu aiqu ier instante 91:0", 62:0�030

El sistema mecénico en su rotacién presenta cuatros estados: uno estable y tres

inestables. El punto de equilibrio estable se presenta cuando ambo enlaces estén .

en ia posicién vertical hacia abajo y en ausencia de cualquier fuerza ei sistema

regresara naturalmente a este estado.

Un primer punto de equilibrio inestable corresponde a la posicién del primer enlace

vertical hacia abajo y el segundo enlace en posicién vertical hacia arriba.

Un segundo punto de equilibrio inestable corresponde cuando el primer enlace esta

en posicién vertical hacia arriba y el segundo enlace en posicién vertical hacia abajo.

Un tercer punto de equilibrio inestable corresponde cuando el primer enlace esta en

la posicién vertical hacia arriba y el segundo enlace esta en la posicién vertical hacia
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c. Calculo de las energias

La energia cinética del enlace 1 es

1 2 V
T1 = §m1V1 (4.8)

La energia cinética del enlace 2 es

1 2
T2 = 51711172 (4.9)

La energia cinética total es

1 2 1 2 V
T = T1 + T2 = Emlvl + Emzvz

1 . 1 A

1 . 1 . . .
T = 50711131 + 771213912 + §m2l%9§ + m2l1l29192 C05(91 �03492) (4.10)

La energia potehcial del enlace 1 es

V1 = m193�0311= "'m1.9lc1C0591 ' (4_11)

La energia potencial del enlace 2 es

V2 = mlgyz = -m2gl1cos01 �024m2glzcos92 (4.12)

La energia potencial total es

V = V1 + V2 = �024m1glC1cos91�024�024mzgllcos}402l�024mzglzcosez�030 (413)
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d. Aplicacién de la ecuacién de Lagrange .

Aplicando Ia ecuacién de Lagrange para determinar las ecuaciones. dinémicas que

modelan Ia planta. Esta ecuacién tiene la forma

d a7 a7 av an , _
E �024 + + = Q,-, l = 1,2, ,n grados de llbertad (4_14)

donde

qt = coordenadas generalizadas del sistema mecanico

Q = fuerzas externas

D = funcion de disipacion de Rayleigh

La funcién de disipacién D involucra las fuerzas amortiguadoras 0 de rozamiento,

las cuales absorben energia del sistema durante el movimiento. Dichas fuerzas

amortiguadoras son proporcionales a las velocidades. La funcién de disipacién Dl-

se define como

D: = -21-bid? (4.15)

donde q,- es la velocidad generalizada y b,» la constante de disipacién.

Como el movimiento se de}401nepor las dos posiciones angulares, entonces el

sistema tiene dos grados de Iibertad y por lo tanto son dos Ias coordenadas

generalizadas, Iuego de la ecuacién de Lagrannge para este caso se tiene

d 0T 6T 6V 6D

 &?(a�031qI)"zE;+5q�030f'5«TQ*' M

d 6T 6T 6V 6D

:z2(a�024q)'5a;*5a:+aa=Q2' <4-17>
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Las coordenadas generalizadas ql y qz corresponden a 91 y 62, mientras que la

fuerza externa Q1 esté representada por r que es el p_ar aplicado al primer enlace

por el actuador y para Q2 no se tiene componente ya que el segundo enlace no

recibe par externo (no esté accionado por ningun motor). Es decir

1 .
q1 = 01, Q1 = T, D1 =

1 .2
�030I2= 92: Q2 = 0» D2 = E5292

La energia disipada total es

D-D +0 -lb é2+1b 92-1 2-211 222 (4.18)

Por Io tanto las ecuaciones de Lagrange quedan de la siguiente forma

d 07 6T+6V+6D _
dt agl aa 091 agl �030T . (4-19)

V d 6T ar+av+aD_0

dt aéz aaz 592 692 " (4-2°)

aT�024- zzée�031(9 9) aT�0241ze'é(9 9)691* 771212125911 1 2 » 602'-,121259Y1 1 2

6T . .
= (mllgl + Tn2l§)91 + 7712111292 C0S(_61 " 02)

1

. a'r- . . '
55"�031= m2l§92 + 7712111201 COS(01 �034"92) '

2 .

d 6T �030 2 2 .. .. . .
�034d�030E 3: (mllcl + 7n2l1)91 + 7712111202 C0S(01 "" 02) �030771211129102 Sen(91 "" 62)

1

+m2l1l2é§ sen(01 �02462) - .
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cl 6T . .. .. .
= m2l§92 + 1112111261 cos(01 - 92) �024m2l1l26fsen(01 �02402)

+m2l1l291é2 sen(01 - 62)

av - l l 0 W l691 " (m2 1 +m1 c1)9-'59" 1 I 'a'§2�030�024mzg 2597192

61) _ b g 0D _ b 8.

aél" 11�031092�03422

Reemplazando .

(#11131 + + rnzlllzéz C0S(61 " 62) + 77121112622 Sen(61 " 92) +

_ (4.21)
-t-(171211 + m1lc1)gSen91 + blgl = T

m2l§§2 + mzlllzél cos(61 �02462) �024m2l1l29'12sen(61 �02492) + mzgl-2sen62

_ (4.22)
' + 17292 = 0

Las dos Ultimas ecuaciones representan el modelo matemético de la dinémica del

sistema. De Ias ecuaciones se observa que la dinémica es no lineal.

e. Ecuacion del motor

La entrada u del sistema es el torque r aplicado por el motor al primer enlace del

péndulo doble; pero este torque se debe al voltaje ii aplicado al motor. Los

parémetros del modelamiento del motor de de}401nenen la tabla.

, = 52,; _ 52520,R R (4.23)
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Tabla 4.2 .
Parémetros y variables del motor

Denominacién
y Variables

ka Constante del par, que relaciona el par del motor

kb Constante de velocidad, relaciona la fuerza

electromotriz y la velocidad angular

II

El acoplamiento entre el motor y el primer enlace es directo, no hay elementos �030

adicionales para la transmision de potencia del motor al sistema, entonces Ia

velocidad del motor es igual a la velocidad del primer enlace.

4.2.2 Modelo matematico en variables de estado

Definiendo Ias variables de estado x1 = 61, x2 = 91, x3 = 62, x4 = 92 y las variables

de salida yl =x1 = 61, y2 = x3 = 62 se obtiene la expresién matematica que

caracteriza al sistema no lineal:

3'6 = f 06» 10 (4.24)
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X1

y=g<x,u>={:, 3 2 ::J[::] (425)
954

Las ecuaciones del modelo matemético de la dinémica del sistema se utilizan para

de}401nirel vector de estados.

x1 Q1

9�030= = [E] (4.26)
x4 6-,2

Ahora en general la representacién en variables de estado para sistemas invariantes

con el tiempo, tiene Ia siguiente forma

A x(t) = r{x(r>. um} (4.27)

y(t) = g{x(t), u(t)} (4.28)

Si el modelo matemético de sistema es lineal, entonces su representacién viene

dada por

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.29)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (4.30)

Para este caso A es una matriz de dimensién n x n, B es una matriz de dimensién

n x m, C es una matriz de dimensién p x n y D es una matriz de dimensién p x m.

Acomodando las ecuaciones del modelo matemético de la siguiente forma

9'1 = f(91. 92. 91192.1) (4.31)

92 = .9091» 92- 91» 92-7) (4.32)
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Asi de acuerdo a esta presentacién se tiene

T -�024Z9191 �024�024m2l1l2922sen(61 -�02402) �024m2lf912sen(61 - 02)c0s(61 �02462) +

l b 6 19 - 9" m2l1gsen92cos(61 �02492) �024m1lc1gsen91 �024m2l1gsen61 + -1-2-36-0-1%-1-�024--22
9= 
1 mllfl + mzlf �024m2lfcos2(01 �02492)

. (4.33)

m2l1l29fSen(01 "' 92) "" 7Tl2gl2SeTl02 "' bzéz +

m§lfl§0§sen(61 �02462)cos(91 �02462) _ m2l1l2cos(61 - 02)r_.__.__.____2_.__..___.____ _______.__.______.
. mllcl + mzlf m1l§1 + mzlf

2 2 V + TTl2l1l2b161C0S(61 �02462)

(mllcl + 771211) 7711131 +~ m-21%

+ m1m2l1l2lc1gsen6,cos(61 �02462)

7711131 + mzlf
m§l§l2gsen91cos(91 �02462)

§ _ mllgl + "12%

2 �030 m2l§[m1l§1 + mzzi - m21§cos2(e1 �02432)]

(4.34)

X1 9-1

x 6
. x = = 3: (4.35)

X4, 92

Con

f1(x- 1�030)
- __ __ f2(xIu)
x �024f(JC.1l) '" f3(x'u) (4.36)

f4(xI 7'0

X1 = 91 " 7'51 = 91 = X2 = f1(x»u)

X2 = 91 "�031*2 = 51 = f2(x»")

X3 = 92 " 553 = 92 = 954 = f3(x»u)

354 = 92 " 554 = 52 = }4014(x-U)
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u - b1x2 �024m2l1l2x§�031;sen(x1- x3) �024m2lfx§sen(x1 �024�024x3)cos(x1 �024x3) +
l b �024

m2l1gsenx3cos(x1 - x3) -�024mllclgsenxl - mzllgsenxl + -licigg-EQ1-�024}4022
)2 .=�024�024�0242:: 

Z mllfl + mzlf - m2lfcos2(x1 �024x3)

(4.37)

m2l1l2x22sen(x1 �024x3) �024-mzglzsenxg �024b2x4 +

7n§lfl§x§sen(x1 �024x3)cos(x1 �024x3) __ m2l112cos(x1 �024�024x3)u__._______________.__.__ .________.2_____
7711131 + mzlzf 7711131 + "1211

+ m2l1l2b1x2cos(x1 �024x3)

(m1l§1 '9' mzli) 7711531 + "121?
+ m1m2l1l2l,,1gsenx1c0s(x1 �024x3)

. 771.1131 + mzlf .

m§lfl2gsenx1c0s(x1 �024x3)

9.6 = 7711131 + "1213
4 m2l§[m1l§1 + mzlf �024m2lfcos2(x1 - x3)]

(4.38)

�030 4.2.3 Linealizacién del modelo matemético de la planta

Considerando el desarrollo de la serie de Taylor para dos variables alrededor del

punto de operacién (a, b):

_ af(a, b) af(a, b)
f(x:)�031)" f(G..b) +T(X �024(1) +�024--b7�024(y-b)

1 52f(a, 13) 1 52f(a,b) 4
+-2-1-5x�0242�024-(x~ a)2 + 5-675-(y - b)2 (4.39).

02f(a. b)
+ (x - a)(y �024b) +

Considerando solo los términos Iineales, se tiene como aproximaciénz

5f(a. b) 0f(a. b)
f(x,y)zf(a,b)+T--(x-a)+�024-�0245}7�024-(y�024b)
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Para el caso del péndulo doble, el objetivo del control es posicionar al péndulo en

posicién vertical hacia arriba con sus dos entaces, entonces el punto de operacién

es: -

xlo 1:�030
X2 0

x0 =[°°a§15Hu° : 0 (4.41)
x40 0

Linealizando 22 = f(x, u) alrededor del punto de operacién (x0,u0) por medio de la

serie de Taylor y considerando solo Ios términos Iineales de la serie se obtienen

0f(x. u) I 6f(x.u)|
f(x»u) ~ f(xo»uo) + ax xoluo (X 950) + au xmuo (U 110) (4.42)

0f(x.u) 0f(x.u)
f(x,u) " f(Xo»uo) z '�024�030a;�034-|xo�031uo(X " 950) + Tlxo.uo (U " 110) (4.43)

Haciendo .

Ax = 96 ~ Xe (4.44)

Au = U -' uo (4.45)

 A22 = Ar = r(x.u) �024f(xo»uo) (4.45)

af afA�030z�024|.A +�024-�024|.A�031�030ax mun " au xmuo �034 (4.47)

Asi de esta forma se obtiene _

A3? = A"Ax + B*Au (443)
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0/�031 0fA*.=~�024| .B*= �024�024|ax xmuo an xomo (4.49)

1% ii 9.13. 911.
6x1 6x2 0x3 6x4

57.12 112. 92 %
A_=_0_[_" : 0x1 0x2 0x3 6x4

axxouo £2 2f_s 9!; L3 �030"50�031
6x1 0x2 0x3 6x4

5% % 1% 113.
6x1 6x2 0x3 6x4 xmuo

%
6u

Elia
au xmuo a_f_3_ (4.51)

Bu

212
Ou xmuo

X1
_ 1 0 O 0 X2

y''[() 0 1 0] [X3] (4.52)

954

V Calculo de las derivadas parciales en el punto de operacién

4 5:1 = f1(x, u) = x2

~ %=0, 911:1, 311:0�031211:0
6x1 0x2 6x3 6x4

afz _(m1lc1 +m2l1).9 afz _ afz __ �034T712119afz __ b2l1
6x1 l}401lml ' 6x2 ' 0x3 l§1m1' 6x4 131121211

553 = f3(x»u) = 354
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0 0 6 6
_j:§._�024_0, ._f3=g�030£20�031_):3_=1
6X1 0X2 6X3 6X4

if: = �024(m1lc1+ m2l1)9l1 Ea = b1l1

0961 121317711 ' 5962 131127711

_0_f1 __: (m1l'31 + mzlglfl fzfi = �030(T711131+ mzlbbz

axa l2i¢2:1m1 ' 0754 l§l31m1

3/3:0 .�0307£=__..19.12:0 _%=___._"1
Bu ' au l§1m1' Bu ' }402ulgllzmi

f1(x- 1�030)

. _ _ f2(x:u)x �024f(x. u) �024f3(x'u) (4.53)

f4(x» 11)

a af af af
f1(x- 14) = 5£11�030(x1�030X10) + 5,;§("2 �030xzo) + �030a�030;:(Xs�035X30) + 3;1;("4 �030X40)

5f
+ 55 Cu �034U0)

f1(-xi u) = x2

3f 5f 5f 5f
f2(x.u) = 5;2;(x1 - X19) + 5-;C32(x2 �030X20) + ;,+;'7;(xa ' X30) + 5';2;(x4 * 964°)

51'
+ 31% (U " uo)

_ (mllcl + m2l1)9�031 �030bi�034mzllg b2l1
f2(x»U) �024 (x1"" 7:) + (l31m1)x2 +( lglml )(x3 7r) + (l§1l2m1)x4

+ 1

l27'1m1 u

<7)�030 5f 51' 5)�030
f3(X»u) = a:�030(�031�0301�034X10) + �030a';3:("2�031X20) + 5;:(x3 �030�031�030so)+ 5}�030:(X4 " x40)
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0f
+ '55�031(U " 110)

fa(x,u) = X4

�030(m1lc1+ m2 (1)911 17111
(36.21) = (-�024-�024�024-:�024-(x ~1r)+ �024-�024�024x

f4 12317711 1 131127711 2

(ml 131 + mzl}401g) (�024(m1l§1+ mzl}401bz) �024l1
+�024�024�024�024�024�024�024�024�024-(x�0242r)+�024:�024�024-�024�024�024x+�024�024�024�024�024�024-u

( 121317711 3 lg 1317711 4 (l31l2m1)

Efectuando un cambio de variable

fl = X1 "' 11'

£2 --' X2

£3 = X3 "' 71'

374 2 X4

f1(x. u) = fa

(mllcl +m2l1).9 - �030I91- �034m2l1.9- 57211 .. 1

f2(x'u) �024 lg1m1 xi + (l31m1)x2 + ( 1317711 )x3 + (lg1l2m1)x4 + lg1m1 u

nmw=n

�024(m1lc1+ m2l1).9l1) .. ( [7111 )~ ((771151 + m2l%).9) .., = �024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024-�024+ �024�024+ �024�024�024�024�024�024�024�024�024
f4(x u) < l2lg1m1 xi 131127711 x2 121317711 x3

"(m1l§1 + 77121352) ~ -11+ -�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024+ �024�024( zgzaml *4 �030zz1z2mB"
Considerando la ecuacién del torque del motor

I=£(3iZ�024--ta) 54R R (4- )

Reemplazando en las ecuaciones linealizadas, se obtiene:

f1(x. u) = 762
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(mllcl + 77121119 ,. �034R171�030kakb .. "m2l1.9 ., 5211 ~

5"" �034>�034lglml *1 �035lg1m1R *2 �030�034�030�030�030z'2�0305r>�031�0303�030'�030EII27nI�035�034
kg >-

+ �024�024�024-�024�024u
(l31m1R

fs(x. u) = in

�035(m1lc1+ m2l1).911�030 Rb1l1 + llkakbl (T711131 + m�0242l§)9(x.u)=(�024--�024-�024�024�024-�024�024-�02422+ T�024~ + �024�024�024�024�0242}402 lzlglml 1 l§1l2m1R *2 l2lc%1m1 3
�030(T7111311�034mzl}401bz) "l1ka

+ (�024�024�024-�024�024�024�024�024--�024�024�0242? + �024�024�024-�024�024�024�024�02411\ mam: , 4 (l§1l2m1R)
Ahora el nuevo sistema queda como sigue:

J? = A3? + B}401 (4_55)

Con

A

0 1 0 0

(mllcl + m2l1).9 �030R171" kakb "'m2l1.9 [7211

_ 1317711 l§1m1R 131ml l§1l2m1
" 0 0 0 1

"�030(Tn.1lc1+ m2l1)gl1 Rblll + likakb (T711131 + "(Tn1l(_2<1 + Tn2l%)b2

121317711 13112771113 121317711 131317711

(4.56)

O .

ka

3 _ lg1m1R
- 0 (4.57)

�030Ilka

l§1l2m1R

De acuerdo con el modelo, las unicas variables que proporcionan informacién son

las posiciones angulares de los enlaces del péndulo, entonces
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y = CI? (4.58)

Donde

C = 3 (1) 3] (4.59) J

4.2.4 controlabilidad y Observabilidad de la planta linealizada

El dise}401omediante realimentacion de todos los estados normalmente se basa en

\' técnicas de asignacién de polos. Es importante tener en cuenta de que el sistema

debe ser completamente controlable y completamente observable para que permita

Ia }402exibiiidadde colocar todos los polos del sistema arbitrariamente.

a. controlabilidad

Un sistema es completamente controlable si existe un control sin restriccién u(t)

que puede llevar cualquier estado inicial x(t0) a cualquier otro estado deseado x(t)

en un tiempo finito, to _<_ t s T. Para el sistema

3': = Ax + Bu

Se puede determinar si ei sistema es controlable examinando la condicién:

rango [B AB A23 An-13]

La matriz A tiene dimension nxn y B de n x 1. Para sistemas con maltipies

entradas n x m, donde m es el miimero de entradas. Para un sistema de Unica V

entrada y salida, Ia matriz de controlabilidad MC en términos de A y B es

Me = [3 AB A23 A"-13] (4.60)

Que es una matriz de dimension n x n. Por Io tanto, si el determinante de M,, es

distinto de cero, ei sistema es controlable.
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b. observabilidad

Los polos de un sistema en lazo cerrado se pueden situar arbitrariamente en el

plano complejo si y solo si el sistema es observable y controlable. La observabilidad

se re}401erea la posibiiidad de estimar una variable de estado. Un sistema es

completamente observable si y solo si existe un tiempo finito T de forma que el

estado inicial x(0) se puede determinar a partir de la observacion de la historia y(t)

dado el control u(t). Considerando el sistema de una entrada y una salida.

22 = Ax + Bu, y = Cx

Donde C es un vector }401lade 1 x n y x es un vector columna de n x 1. Este sistema

es completamente observable cuando el determinante de la matriz de

observabilidad Mo es diferente de cero, donde

C

CA

Mo = CA2 (4.61)L...J
que es una matriz de 71 x n.

c. Calculo de la Controlabilidad y de la observabilidad I

Utilizando los valores de los parémetros de la planta, se tiene:

O 1 0 0 2 O

3:; ___ l 130.3362 -�0242.'(7)302 --4131875 0.3089}? + [ 5.6322 J11

�024113.3551 2.3672 94.8447 �024-0.4485 �0244.9007 (452)

 y = [3 8 3 81%
La matriz de controlabilidad es

Me = [B AB A23 A33] '
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Calculo con programacién en Matlab:

close all; clear all; clc;

%Datos de las ecuaciones de estado y de salida
A=[0 l O 0; 130.7362 �0242.7302-44.1875 0.2089; 0 O 0 1: -113.3551 2.3672

94.8447 ~0.4485];
B=[O; 5.6522; 0; �0244.9007];
C=[l 0 O 0; 0 0 1 0];

%Calculo de la Matriz de Controlabilidad
Mc=[B A*B A*A*B A*A*A*B]
%Calculo del determinante de Mc
detMc=det(Mc)
rangoMc=rank(Mc)

Mc =
1.0e+03 *

0 0.0057 -0.0165 1.0037

0.0057 -0.0165 1.0037 -5.8204

0 -0.0049 0.0156 -1.1515
-0.0049 0.0156 -1.1515 6.2351

detMc =
2.4523e+06

rangoMc =
4

Como el determinante es diferente de cero, y ademés se verifica con el rango

entonces el sistema es controlable. La matriz de observabilidad es

�031 C .

CA

M�0353 CA2
CA3

Calculo con programacién en Matlabz

close all; §lear all; clc;
%Datos de las ecuaciones de estado y de salida

A=[O 1 0 0; 130.7362 -2.7302 ~44.l875 0.2089; 0 O 0 1; -113.3551 2.3672

94.8447 �024O.4485];
B=[O; 5.6522; 0; ~4.9007];
C=[1 0 0 0; 0 O 1 O]; ,
%Calculo de la Matriz de observabilidad
Mo=[C; C*A; C*A*A; C*A*A*A]
rangoMo=rank(Mo)
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Mo =

1.0000 0 0 0

0 0 1.0000 0

0 1.0000 0 0

0 0 0 1.0000

130.7362 -2.7302 -44.1875 0.2089
V �024113.35512.3672 94.8447 �0240.4485

-380.6159 138.6847 140.4538 -44.8515

360.3185 -120.8797 -147.1385 95.5404

rangoMo =
4

Como el rango de la matriz Mo es 4, entonces el sistema es observable. Dado que

el sistema es controlable y observable, entonces se puede dlse}401arel control por

reallmentacion de estados con asignacion de polos.

4.2.5 Dise}401odel control por realimentacién de estados por asignacion de

polos. I

Se supone que todas las variables de estado son medibles y que estén disponibles

para su realimentacion. Como el sistema considerado es de estado completamente

controlable, Ios polos del sistema en lazo cerrado se pueden colocar en cualquier

posicion deseada mediante una realimentacion del estado a través de una

adecuada matriz de ganancias de la realimentacién del estado.

Sea un sistema de control

v 3'c = Ax + Bu

y = Cx + Du I
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Figura 4.3
Sistema de control

+-

11 }�031n�024�024~o�024�024»�024�024o-�024»
+

Donde

I x = vector de estado (vector de dimension n)

y = se}401alde salida (escalar)

u = se}401alde control (escalar)

A = matriz de coeficientes constantes n x n

B = matriz de coefientes constantes n x 1 T

C = matriz de coeficientes constantes 1 x n

D = constantes (escalar)

Se selecciona la se}401alde control como u = �024Kx.Signlfica que la se}401alde control u

se determina mediante un estado instanténeo. Tal esquema se denomina 4

realimentacion del estado.

Figura 4.4
Sistema de control en lazo cerrado con u = �024Kx

3! fc x
V VB-+4234- 9.4
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Donde K es la matriz de ganancia de realimentacién de estado de 1 x n. Este

sistema en lazo cerrado no tiene entradas. Su objetivo es mantener Ia salida a cero.

Como pueden existir perturbaciones, la saliqa se desviara de cero. Esta salida

retornara a la entrada de referencia cero debido al esquema de realimentacién del

estado del sistema. Un sistema de esta naturaleza en la que la entrada de referencia

es siempre cero se conoce como un sistema regulador.

x(t) = (A �024BK)x(t) . (4.63)

Cuya solucién de esta ecuacién es I

x(t) = e�034�030B""x(0) , (4.64)

Donde x(0) es el estado inicial provocado por perturbaciones externas. La

estabilidad y las caracteristicas de respuesta transitoria se determinan mediante los

valores caracteristicos de la matriz A �024BK. Si se elige K de forma adecuada, Ia

matriz A �024-BK se convierte en una matriz asintéticamente estable y para todos los

x(0) at 0. Es posible hacer que x(t) �024>0 conforme t -> oo. Los valores propios de la

matriz A �024BK se denominan polos del regulador. Si estos se colocan en_ el -

semiplano izquierdo del plano s, entonces x(t) �024�024>0 conforme t �024>oo. El problema

de situar Ios polos en lazo cerrado en las posiciones deseadas se denomi}401a

problema de asignacién de polos. La colocacién arbitraria de los polos para un

sistema determinado es posible si y solo si el sistema es de estado completamente

controlable. . _

Determinacién de la matriz K utilizando Ia formula de Ackermann '

K = [0 0 o 1]Mc�0241¢(A) (4.65)
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Me = [B AB A23 A33]

= A4 + a1A3 + UZAZ + a3A + (141

1 O 0 0

I = 0 1 o 0 �024
O 0 1 0

0 0 0 1

la ecuacién caracteristica deseada es

ts �024A + BK! = Isl �024AI = (s �024u1)(s �024u2)(s �024#3)(5 �024no

= 5�035�030+ (1133 + (1252 + 0:35 + a4

Para el sistema regulador que se muestra en la }401gura10.2, Ia planta esté dada por

3': = Ax + Bu

0 1 0 O 0

.-. _ 130.7362 -2.7302 �024-44.18750.2089 ~ 5.6522 ~

" �0340 0 o 1 " +[ 0 J�035
�024113.35512.3672 94.8447 �0240.448S -�0244.9007

__ 1 o 0 0 IV
3�031�030[0 o 1 0] x

O 1 0 0

A = 130.7362 �0242.7302-44.1875 0.2089
0 0 0 1

�024113.35512.3672 94.8447 -0.448�031.-3

O

_ 5.6522

�0244.9007

_ 1 0 o 0
C " [0 0 1 0]
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Figura 4.5
Sistema regulador

Ll ' )'c x

H-�030 -H

El sistema usa el control mediante realimentacién del estado u = �024Kx.Se escoger.

Ios polos en lazo cerrado en s = �0245+ j. -5 �024j, -14, ~15 (se realiza esta eteccién

porque se sabe de la experiencia que con este_ conjunto de polos en lazo cerrado

se obtiene una respuesta transitoria aceptable.) Calculando la matriz controlabilidad

y su inversa para encontrar la matriz de ganancias del estado K .

close all; clear all; clc;

%Datos de las ecuaciones de estado y de salida

A=[0 1 o 0; 130.7352 -2.7302 -44.1875 0.2089; 0 0 0 1; �024113.35512.3672
94.8447 �0240.4485]; 6

B=[O; 5.6522; 0; �0244.9007];
c=[1o0o;001o];
%Calculo de la Matriz de Controlabilidad

Mc=[B A*B A*A*B A*A*A*B]
%Calculo de la matriz inversa de Mc

InvMc=inv(Mc)

Me =

1.0e+03 *

0 0.0057 -0.0165 1.0037

0.0057 -0.0165 1.0037 -5.8204

0 -0.0049 0.0156 -1.1515

-0.0049 0.0156 -1.1515 6.2351

InvMc =
0.5924 0.7065 0.2525 0.6108

0.7037 -0.0066 0.6055 �0240.0076

-0.0099 -0.0032 -0.0125 -0.0037

-0.0031 -0.0000 -0.0036 -0.0000
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Donde

O 5.7 -16.5 1003.7

M = 5.7 �024-16.5 1003.7 5820.4 (4.65)
�0300 -4.9 15.6 -1151.5

�030 --004.9 15.6 -1151.5 6235.1

0.5924 0.7065 0.2525 0.6108

M-1 = 0.7037 �0240.0066 0.6055 �0240.0076 (4.67)
" -0.0099 �0240.0032�024�0240.0125�024-0.0037

-0.0031 �0240.0000-0.0036 �0240.0000

(s + 5 +j)(s + S �024�024j)(s+ 14)(s + 15) = s4 + 3953 + 337s2 + 28543 + 5460

Por comparacién con la ecuacién caracteristica, se obtiene

011 = 39, a2 = 337, a3 = 2854, a4 = 5460

(MA) =A�034+a1A3+a2A2+a3A+a:4I

¢(A) = A4 + 39,43 + 337A2 + 2864A + 5460!

close all; clear all; clc;

%Datos de las ecuaciones de estado y de salida

A=[0 1 0 0; 130.7362 -2.7302 -44.1875 0.2089; 0 o 0 1; �024113.35512.3672
94.8447 -0.4485];
B=[O; 5.6522; 0; -4.900�031/1;
c=[10oo;0o1o};
%Calculo de la Matriz de Controlabilidad

Mc=[B A*B A*A*B A*A*A*B]
%Calculo de la matriz inversa de Mc

InvMc=inv(Mc)

al=39;

a2=337;

a3=2854;
a4=546o;
I=[lO0O;0100;0O10;0OOl];
fA=A*A*A*A+al*A*A*A+a2*A*A+a3*A+a4*I
%Formula de Ackermann 1

K=[O 0 0 l]*InvMc*fA

Mc=

1.0e+O3*

0 0.0057 -0.0165 1.0037 �031
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0.0057 -0.0165 1.0037 -5.8204

0 -0.0049 0.0156 -1.1515

�0240.00490.0156 -1.1515 6.2351

lnvMc =
0.5924 0.7065 0.2525 0.6108

0.7037 -0.0066 0.6055 -0.0076
-0.0099 -0.0032 -0.0125 -0.0037

-0.0031 -0.0000 -0.0036 -0.0000

fA=
1.0e+06 *

0.0579 0.0065 -0.0198 �0240.0015

1.0156 0.0367 �0240.4275-0.0178

�0240.0508-0.0030 0.0461 0.0062

-1.0966 -0.0279 0.7219 0.0427

K =

6.0448 �0249.4953�024110.6034-18.2608

Entonces la matriz de ganancias de realimentacién del estado K es

K = [6.0448 �0249.49s3�024�024110.6034-18.2608] (468)

4.2.6 Observador de estados A

En el método de asignacién de polos para el dise}401ode sistemas de contrel, se

supuso que todas las variables V de estado estaban disponibles para su

realimentacién. Sin embargo, en la practice no todas las variables de estado estén

accesibles para poder realimentarse. Entonces, se necesita estimar Ias variables de

estado que no estén disponibles. La estimacién de variables de estado no medibles

se denomina normalmente observacién. Un dispositivo (0 un programa de

computador) que estima u observa Ias variables de estado se llama observador de

estado, o simplemente, un obsen/ador. Si el observador de estado capta todas las A
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variables de estado del sistema, sin importar si algunas estén disponibles por

medicién directa, se denomina observador de estados de orden completa. Hay

ocasiones. Hay ocasiones en las que un observador de este tipo no es necesario,

ya que solo se requiere la observacién de las variables de estado que no se miden,

pero no de aquellas que se miden directamente. Las variables de salida son

observables y se relacionan en forma lineal con las variables de estado, no se

necesita observar todas las variables de estado, sino solo Ias n �024m variables de

estado, donde n es la dimension del vector de estado y m es la dimension del vector

de salida. Un observador de estado estima las variables de estado baséndose en

las mediciones de las variables de salida y de control. Los observadores de estado

pueden dise}401arsesi y solo si se satisface la condicién de observabilidad. E

En el anélisis que sigue de los observadores de estado, se utilizara la notacién 2�035:

para designar el vector de estado observado. Sea el sistema definido mediante

3': = Ax + Bu, y = Cx

El observador es un subsistema para reconstruir el vector de estado de la planta. El

modelo matemético del observador es basicamente el mismo que el dela planta,

salvo que se incluya un término adicional que contiene el error de estimacién para

compensar las imprecisiones en las matrices A y B y la falta de error inicial. El error

de estimacién 0 error de observacién es la diferencia entre la salida medida y la

salida estimada. Se de}401neel modelo matemético del observador como

fr =A2?+Bu+Ke(y-)7) = (A�024KeC)5Z+Bu+Key 1 (459)

Donde 2? es el estado estimado y 37 = C2�034:es la salida estimada. Las entradas al

observador son la salida y y la entrada de control u. La matriz K9, es la ganancia del

53



observador, es una matriz de ponderacién al término de correccion que involucra la

diferencia entre la saiida medida y la salida estimada. Este término corrige de forma

continua Ia salida del modelo y mejora el comportamiento del observador. La figura

4.6 muestra el diagrama de bloques del observador de estado de orden completo

del sistema.

' Figura 4.6
Diagrama de bloque del sistema y del observador de estado de orden

completo, cuando la entrada u y la salida y son escalares

�034 * I-OT v
I...

Observador de estado

i + _ + �030I
1 * V. I C->3-* - l
I + +
I L :

' I
' :
I
..___....___________.______.___J

Observador de estado de orden completo

El orden del observador de estado que se analizara aqua�031es igual al del sistema.

Restando se obtiene la ecuacién dei error del observador

3'c �0242"c'= Ax �024Afr �024Ke(Cx -�024C2?) = (A �024KeC)(x �024a?)

El error de define como e = x �024ic, entonces

é = (A �024-KeC)e (4.70)

De esta ecuacién se ve que el comportamiento dinémico del vector de error esté

determinado por los valores propios de la matriz A - K,_,C. Si esta matriz es estable,

el vector de error convergeré a cero para cualquier vector de error inicial e(0). Es
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decir, 27(t) convergeré a x(t) sin tomar en cuenta Ios valores de x(0) y i(0). Si se

. eligen los valores propios de la matriz A �024KQC de tal forma que el comportamiento

dinémico del vector de error sea asintoticamente estable y su}401cientementerépido,

entonces �030cualquiervector de error tendera a 0 (el origen) con una velocidad

adecuada.

Si el sistema es completamente observable, se puede demostrar que es posible

seleccionar una matriz K9 tal que A - Kec tenga valores propios arbitrariamente

deseados. Es decir, se puede determinar la matriz de ganancias del observador K3,

para obtener la matriz deseada A �024Kec. A continuacion se analiza esta cuestién.

Problema dual _

El problema de dise}401arun observador de orden completo esté en determinar Ia

matriz de ganancias del observador [(9 de forma que la dinémica de error definida

�030 mediante 4.70 sea asintoticamente estable con una velocidad de respuesta

su}401ciente.Por tanto, el dise}401odel observador de orden completo se convierte en

determinar un Ke apropiado tal que A �024Kec tenga los valores propios deseados. Por

lo tanto, el problema es el mismo que en el caso de asignacién de polos. De hecho,

Ios dos problemas son mateméticamente el mismo. Esta propiedad se llama

dualidad. .

Considerando el sistema de}401nidopor

22 = Ax + Bu

_ y = Cx _
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AI dise}401arel observador de estado de orden completo. se resuelve el problema dual,

es décir, se obtiene la soiucién del problema de asignacién de polos para el sistema

dual

2' = ATZ + C717 (4.71)

n = BTz (4.72)

Suponiendo que la se}401alde control es 1; = �024Kz

Si el sistema dual es de estado completamente controlable, Ia matriz de ganancias

de realimentacién del estado K se puede determinar con la matriz AT �024CTK de tal

manera que produzca un conjunto de valores propios deseados.

Si u1,;12, ...,,u,, son los valores propios deseados de la matriz del observador de

estado. Entonces si se toman Ios mismos ui como valores propios deseados de la

matriz de ganancias de realimentacién del estado del sistema dual, se obtiene

Isl -(AT-CTK)| = (S-u1)(S- #2) ---(S- un) (4-73)

Considerando que los valores caracteristicos de A7 -�024CTK y los de A �024KTC son

iguales, se tiene que

Isl - (AT �024cTK)| = Isl �024(A �024KTc)| - (4.74)

Si se conmpara el polinomio caracteristica Isl �024(A �024K"C)| y el polinomio

Isl �024�024(A �024K96)! para el sistema observador, se encuentra que K9 y KT estén

relacionadas mediante

Ke = KT (4.75)
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Por lo tanto, si se utiliza Ia matriz K determinada mediante el método de asignacion

de polos en el sistema dual, la matriz de ganancias del observador K9 para el

sistema original se determina a partir de la relacion K,_, = KT.

Condicién necesaria y suficiente para la determinacion de la matriz de ganancias

del observador K9 para los valores propios deseados de A �024Kec es que el dual del

sistema original

z�031= ATZ + C712

Sea de estado completamente controlable. La condicién de controlabilidad completa

del estado para este sistema dual es que el rango de la matriz sea n

[CT 2 ATC 2 2 (AT)"�0351CT]

Esta es la condicién para una observabilidad completa del sistema original de}401nido

por la ecuacion de estado y la ecuacion de salida, es que el sistema sea

completamente observable. Una vez que se ha seleccionado los valores propios

deseados (o la ecuacién caracteristica deseada), se puede dise}401arel observador

de estado de orden completo, si la planta es completamente observable. Los valores

propios deseados de la ecuacién caracteristica se deberian escoger de forma que

el observador de estado responda al menos de dos a cinco veces mas répido que

el sistema en lazo cerrado considerado. La ecuacién para el observador de estado

de orden completo es

2% = (A �024KeC)2�035c+Bu + Key

Obsérvese que se ha supuesto que las matrices A, B y C en el observador son

exactamente iguales a las de la planta y del observador, entonces la dinémica del

error del observador no viene expresado por la ecuacién 4.70. Esto quiere decir que
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el error puede no tender a cero tal como se supuso. Por Io tanto se necesita

seleccionar Ke de forma que el observador sea estable y que el error permanezca

aceptablemente peque}401ocuando hay peque}401oserrores de modelado.

Como el observador tiene tres entradas tales como x1,x2,u ; esto no permite aplicar

Ia formula de Ackermann calcular Ia matriz de ganancias del observador. De la

ecuacion dual del sistema original

2' = A72 + C717, ' w = B72, z = Anz + Bnv (4.75)

w = Cnz (4.77)

An = A7�030, 3,, = CT, c,, = B7 (4.78)

0 130.73.62 0 -113.3551

3 92:22] mm
0 0.2089 1 -0.4485

1 0

3,. = (4.80)
0 0

Denominando Ias columnas de Bn como

1 0

12,11: bnz = (4.81)
0 0

Se construye M de la siguiente manera

M = [hm Anbn1 bnz Anbnz] (4-82)
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1 O 0 O

M=[g 3 �0301�0318] (4.83)
0 O 0 1

Denominando las filas M2 y M., como

Mz=[o 1 o 0] (4-84)

M,,=[o o o 1] (4.85)

La matriz P se construye de siguiente manera

M2 0 1 0 0
__ M2An _ 1 -2.7302 0 2.3672

P �035M4 �034[0 0 0 1 (436)
M4An 0 0.2089 1 ~0.4-485

0 1 O O
_ 130.7362 -2.7 02 �024 . .AT = PAnP 1 = O 03 2 3632

.~4«4.1875 0.2089 94.8447 �0240.4485.

0 O

B7~=PBn== [3 3] (4.88)
O 1

De}401niendola matriz KT como

' l I I3 14K =[1 2 I 4.39T 15 16 1, 18 ( )
Con la condicién
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0 1 O 0

__ _ �024b-�024a 0 0 -AT BTKT - [ 0 0 0 1 1 (4.90)

0 0 -d -c

Donde a, b, c,d son los coe}401cientesde los polinomios encontrados a partir de los

valores propios deseados para el observador. Para el caso se tiene dos polos del

observador, donde cada par de polos se obtiene del polinomio caracteristica de

segundo orden, de los cuales a y c son los coeficientes del termino en s y b con d .

son los términos independientes de ambos polinomios, esto es

(s - p1)(s - pa) = S2 + as + b. (s - p4)(s �024P5) = S2 + cs + d (4.91)

Se escogieron los polos deseados del observador en 5 = -95,�02496,-97, -98,

entonces Ios polinomios caracteristicos resultan ser

(3 + 95)(s + 96) = s2 + 191s + 9120, (s + 97)(s + 98) = s2 + 1955 + 9506

Por comparacién se obtiene a = 191, b = 9120,c = 195,d = 9506

0 1 0 0

-9120 -191AT - BTKT = [ 0 0 2) 3 ] (4.92)
O 0 -9506 -195

0 ' 1 0 O

_ 130.7362 -11 -2.7302 -12 -113.3551 -13 2.3672 -14
" 0 0 0 1

-44.1875 -15 0.2089 -16 -94.8447 -1, �0240.4485-18

K = [9250.7362 188.2698 �024113.35512.3672 J (4 93)

T -44.1875 0.2089 96008447 194.5515 '

Definiendo K0 = KTP

_ __ 188.2698 8737.2241 2.3672 331.2538
K0 " KTP �030[ 0.2089 -4.1098 194.5515 95140917] (494)

so



Donde

Kg = (Ko)T (495)

188.2698 0.2089 �030
_ 8737.2241 -�0244.1098 V

K9 �030[ 2.3672 194.5515] (436)
331.2538 9514,0917

Ke es la matriz de ganancias del observador que permite colocar los valores

caracteristicos de la matriz A �024[(36 en posiciones -95, -96, -97, -98 del plano s.

4.3 Poblacién y muestra

Por Ia naturaleza de la presente investigacién no corresponde determinar Ia

poblacién ni el tama}401ode la muestra, ni otros indicadores estadisticos.

4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccién de datos

Dada la naturaleza de la investigacién, ei método de dise}401odel control realimentado

por asignacién de polos no utiliza técnicas e instrumentos de recoleccién de datos

4.5 Procedimientos de recoleccién de datos

La naturaleza de la investigacién, no genera procedimientos de recoleccién de

datos.

4.6 Procesamiento estadistico y anélisis de datos

Por Ia naturaleza de la investigacién, no se genera procesamiento estadistico, ni

anélisis de datos.
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CAPITULO V

RESULTADOS

De los resultados de la Iinealizacién de la dinémica no lineal de la planta, alrededor

del punto de operacién, se tiene una nueva representacién lineal de la ecuacién de

estado y�030is: ecuacién de salida, es decir: '

at = Ax + Bu, y = Cx

O 1 0 0 0

4 __ 130.7362 �0242.7302-44.1875 0.2089 ~ 5.6522 ~
" �0300 o 0 1 X +[ 0 1�035

�024-113.35512.3672 94.8447 -40.4485 �0244.9007

_ 1 0 0 0 ~
3' �030[0 0 1 0] x

Sometiendo la planta linealizada a una se}401alde prueba, tal como el escalén unitario.

mediante Matlab, se obtiene Ia respuesta en el tiempo del péndulo.

Figura 5.1
Respuesta de la planta a una entrada escalén

X 102�030 Step Response

1° �024T�030�034�030T�034�030�034I�031""'T'�034�034�0341"�034�034T�035�035�034T�034"�031�034'

8
'3

E ogrmzd 2 : : E E E 5 3 :�030

EL 0 .

45
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Time (seconds)
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close all; clear all; clc;

A=[O 1 o 0; 130.7362 -2.7302 -44.1875 0.2089; 0 o o 1; �024113.35512.3672
94.8447 �024o.44e51;
B=[O; 5.6522; 0; -41.9007],-
c=[10oo,-0010];
D=[0] ;
step(A,B,C,D)

Grid

Se observa como resultado que las dos salidas crecen indefinidamente, ello indica

que el sistema es inestable, por lo que se hace necesario un controlador que

estabilice el proceso. Este controlador se enlazara en cascada con la planta para

mejorar su performance.

Para e! sistema reguiador Ia matriz de ganancias de realimentacién del estado es

K = [6.0448 -49.4953 �024110.6034-18.2608]

La respuesta con el programa en Matlab para la condicién inicial cuando Ios dos

enlaces estén a 180°

[Tr
_ 0

x �03011
to

close all; clear all; clc;

% Respuesta del sistema regulador con ganancia K

A=[O 1 o 0; 130.7362 -2.7302 -44.1875 0.2089; 0 o o 1; -113.3551 2.3672
94.8447 -0.4485];

B=[O; 5.6522; 0; -4.9007];

C=[1 0 O O; O O 1 O];

D=[0];
K=[6.0448 �0249.4953�0241lO.6034-18.2608];

sys=ss(A-B*K, eye(4), eye(4), eye(4));

t=O:0.01:4;

x=initial(sys, [3.1416; 0; 3.1416; O],t);

x1=[1 o o O]*x';
x2={0 1 0 O]*x';

x3=[0 o 1 O]*x';
x4=[O 0 O 1]*x�030;

subplot(4,1,1); plot(t, x1), grid

title('Respuesta condicion inicial�030)

ylabel('variable de estado x1�030)

subplot(4,1,2); plot(t, x2), grid

y1abel('variable de estado x2�031)
subplot(4,l,3); plot(t, x3), grid

ylabel('Variable de estado X3�031)

subplot(4,1,4); plot(t, x4), grid

xlabel('t (seg)')

ylabel(�031variablede estado x4�031)
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Figura 5.2
Respuesta condicién inicial

__ Respuesta ccndicim inicia!
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De ia }401gura5.2 se observa que ei vector de estado répidamente retoma a cero

debido a que la entrada de referencia es cero; es decir se cumple el objetivo de

mantener la salida a cero.

A continuacién se examina Ios efectos del uso del observador x(t) en lugar del

estado real x(t) en la ecuacién caracteristica del sistema en Iazo cerrado.

Considerando que el sistema es de estado completamente controlable y observabie

de}401nidomediante las ecuaciones :2 = Ax + Bu, y = Cx. Para el control con

realimentacién del estado basado en el estado 2? observado, u = -10%. Con este

control, Ia ecuacién de estado resulta

2'c=Ax-�024BK9'E=(A�024BK)x+BK(x�0242�035c)
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La diferencia entre el estado real x(t) y el estado del observador x(t) se definio

como el error e(t):

e(t) = x(t) - 970?)

Sustituyendo e(t) en la ecuacién anterior, resulta

at = {A -�024BK)x + BI(e

La ecuacién de error del observador viene dada por

V é = (A �024KeC)e

Combinando ambas ecuaciones se obtiene

_ [A 5 BK BK
e�030 0 A �024�024KeC e

Esta ecuacién describe la dinémica del sistema de control mediante realimentacién

del estado observado. La respuesta a condicién inicial x1(0) = -�0245°=

�024o.o373,421(0) = -0.05

~0.0873

0
0

[x(0)] __ 0
e(0) " -0.05

0
0

0

La corrida del programa en Matlab, dara�031Ia respuesta a condicién iniciai

close all; clear all; clc;

% Curvas de respuestas a condicion inicial

B=[O; 3.6522; 0; -4.9007];

c=[1ooo;o01o1,-
A=[O 1 O 0; 130.7362 �0242.7302-44.1875 0.2089; 0 O O 1; -113.3551 2.3672

94.8447 �024O.4485];
K=[6.0448 �0249.4953�024ll0.6034-18.2608];

Ke=[l88.2698 0.2089; 8737.224l 4.1098; 2.3672 194.5515; 331.2538
9514.0917];

sys=ss([A-B*K B*K; zeros(4,4) A�024Ke*C],eye(8), eye(8), eye(8));

t=0:0.001:0.l;

z=initial(sys, [-0.08726; 0; O; 0; -0.05; O; 0; O],t);

x1=[l O O 0 O O O 0]*z';
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x2=[O 1 0 0 O 0 0 O]*z�030;
x3=[O O 1 O 0 O O O]*z';

x4=[O 0 0 1 0 0 0 O]*z';
e1=[O O O O 1 O 0 O]*z';
e2=[O O O O 0 1 O 0]*z';
e3=[O 0 O O O O 1 O]*z';
e4=[O O 0 O 0 O O 1]*z�030;
subplot(4,2,1); plot(t,x1),grid

tit1e('Respuesta a condicion inicial�030)

ylabel('variable de estado x1�030)

subplot(4,2,2); plot(t,x2),grid

title('Respuesta a condicion inicial�031)

ylabel(�030variablede estado X2�031)

subplot(4,2,3); plot(t,x3),grid
ylabel('variable de estado x3�030)

subplot(4,2,4); plot(t,x4),grid
y1abel('variable de estado x4�030)
subplot(4,2,5); p1ot(t,el),grid

ylabel(�030variablede estado del error e1�031)
subplot(4,2,6); p1ot(t,e2),grid

y1abel('variable de estado del error e2�030)
subplot(4,2,7); plot(t,e3),grid

xlabel('t (seg)'), ylabel('variable de estado del error e3�030)

subplot(4,2,8); p1ot(t,e4),grid

xlabel('t (seg)'), ylabel('variable de estado del error e4�030)

Figura 5.3
Respuesta a condicién inicial
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De ta }401gura5.3 se observa que ei error se hace répidamente cero, io que indica que

el vector 3": estimado alcanza répidamente al vector x
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La ecuacion caracteristica para el sistema es

|sI-A+BK �024�024BK�030=0
0 s1 �024A + Kec

IsI�024A+BKHsI�024A+KeC]= 0

Se observa que los polos en lazo cerrado del sistema de control mediante

realimentacién del estado observado consisten en los polos debidos solo al dise}401o

mediante asignacién de polos y los polos originadoé solo por el dise}401odel

observador. Esto signi}401caque el dise}401omediante asignacion de polos y el dise}401o

del observador son independientes uno del otro. Se dise}401anpor separado y se

combinan para formar el sistema de control mediante realimentacién del estado

observado. Obsérvese que, si el orden de ta pianta es n, entonces el observador es 4

también de orden n (si se usa el observador de estado de orden completo), y la

ecuacién caracteristica resultante para el sistema completo en lazo cerrado es de

orden 2n.

De la ecuacién caracteristica

Isl -�024A+BKHsI-�024-A+KeC|= O

Haciendo:

R1=BK�024A,R2=KeC�024A

Reemplazando en la ecuacién caracteristica

Isl + R1HsI + R2l = 0

Corriendo un programa en Matlab, se obtiene

close all; Qlear all; clc; .

% Respuesta del sistema regulador con ganancia K

A=[O 1 O 0; 130.7362 �0242.7302-44.1875 0.2089; 0 O O 1; �024113.35512.3672

94.8447 �024O.4485]; ,

B=[O; 5.6522; 0; -4.9007] ,-
C=[1000;OO10];

D=[0 1;
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K=[6.0448 �0249.4953�024110.6034-18.2608];
Ke=[188.2698 0.2089; s737.2241 �0244.1098;2.3672 194.5515; 331.2538
9514.o9171;
Rl=B*K�024A
R2=Ke'*�031C-A

Resulta

R1 =

0 -1.0000 0 0
-96.5698 -50.9391 -580.9650 -103.4226

0 0 0 -1.0000
83.7313 44.1664 447.1894 89.9392

R2 =

1.0e+03 * �030

0.1883 -0.0010 0.0002 0
8.6065 0.0027 0.0401 -0.0002
0.0024 0 0.1946 -0.0010
0.4446 -0.0024 9.4192 0.0004

Por lo que

5 -1 0 0 s + 188.3 -1 0.2 0
-96.5698 s �02450.9391 -580.9650 �024103.4226 8606.5 5 + 2.7 40.1 -0.2

0 0 s -1 2.4 0 s + 194.6 -1

83.7313 44.1664 447.1894 s + 89.9392 444.6 -2.4 9419.2 3 + 0.4

= 0

Resolviendo, el primer determinante de la ecuacién caracteristica:

5"�030+ 39.000253 + 337.O01618s2 + 2854.48805s + 5445996378 = 0

Resolviendo para encontrar Ias raices que vienen a ser Ios polos

>> p=[1 39.0002 337.001618 2854.48805 5459.96378];
>> roots(p)
ans =
-30.8982

' -2.8390 + 8.0524i
-2.8390 - 8.0524i
-2.4239
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Resolviendo, el segundo determinante de la ecuacién caracteristica:

S4 + 38653 + 558569552 + 19133180485 + 86580525.61 = 0

Resolviendo para encontrar Ias raices que vienen a ser los polos

>> p=[1 386 55856.95 1913318.048 86580525.61];
>> roots(p)
ans =

1.0e+02 *
-1.7928 + 1.09141
-1.7928 -1.0914i
-0.1372 + 0.4216i
-0.1372 - 0.42161

Las raices son:

s = -30.8982, �0242.839Oij8.0524, -2.4239, 179.28 ij109.14, 13.72 ij42.16

Figura 5.4
Ubicacién de polos del sistema en el plano complejo .

jw

X-_------.~---_-_----__-2----W---_____----_-_----_--__-__----__- J109.14
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�03117?'28 -30. 2932 -131172 �0242.:4239°

5 E >:%�034--j8.0524

E ):<.-------- ~j42.16

):<�024�024�024�024�024�024�024�024�024~�024�024�024-~�024�024�024-�024�024�024�024~-�024~~�024�024�024�024�024�024�024�024-~�024�024�024�024�024~�024-�024-�024�024�024~-�024�024�024~�024-�024�024�024�024-j109.14

De este resultado se observa que los ocho polos se ubican en el lado izquierdo del

plano complejo, por lo que el sistema compensado es estable.
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4.

' CAPITULO VI

DISCUSION DE Los RESULTADOS s
6.1 Contrastacién de la hipétesis con los resultados

De acuerdo con los resultados hallados y contrastando con la hipétesis general y

especi}401cas,se veri}401caque el sistema se estabiliza cuando se aplica la

realimentacién de estados con asignacién de polos al péndulo doble.

Durante el modelamiento de la planta se obtiene se utilizé las ecuacién de Lagrange

para encontrar Ias ecuaciones diferenciales que rigen la dinamica del péndulo.

Teniendo como resultado una dinémica no lineal; por lo que se linealizé esta

dinamica alrededor del punto de operacion; es decir cuando el péndulo esté

invertido. _

El nuevo sistema lineal obtenido se sometié a una prueba de entrada escalén,

resultando su respuesta en el tiempo inestable. -

Esta situacion amerito adicionar un controlador o compensador en cascada con la

planta de tal manera que estabilize a la planta, es decir que el péndulo se encuentre

de forma vertical en el punto de operacion. 1 -

6.2 Contrastacién de resultados con otros estudios similares

Se opté por escoger el método de control por realimentacién de estados con

asignacion de polos como una técnica del control moderno con mejores

prestaciones para el manejo de matrices para sistemas de varias variables.

Para aplicar este método es necesario que la planta linealizada sea controlable y

observable. Luego se veri}401coque la planta linealizada es observable y controlable.

Este resultado permite aplicar el método de asignacién de polos porrealimentacién
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de estados. Para ello se dise}401éelrcontrolador-observador encontréndose Ia matriz

de ganancia K y la matriz de ganancia del observador. Se sometié a prueba

condicién inicial de las variables de error y de la variable de estado; y se observé

que respondian répidamente.

De la solucién de la ecuacién caractéristica se observa que los ocho polos se ubican

en el lado izquierdo del plano complejo, esto hace que el sistema compensado se

estabilice cuando se aplica el método de realimentacién de estados por ubicacién

de polos, mediante el resultado del dise}401ode la matriz de ganancia de

realimentacién K y la matriz de ganancia del observador Ke.

Después de haber encontrado la ecuacién caracteristica del sistema se determiné

Ia estabilidad por el método de ubicacién de polos y ceros.

Otra forma de contrastar Ia estabilidad es a partir del anélisis de la ecuacién

caracteristica aplicando el método del arreglo de Routh�024Hurwitz,solo que en este

caso se encontrara que el sistema es estabie pero no indica Ia ubicacién de los

polos, que hacen que el sistema se estable.

Otro método de contrastacién es hallar Ia respuesta en el tiempo para determinar Ia

estabilidad esto signi}401cadeterminar Ia funcién de transferencia del controlador y

Iuego determinar la funcién de transferencia en lazo cerrado del sistema; solo que y

en este caso se presenta evaluaciones de matrices de cuarto orden y lo mas

engorroso es determinar la matriz inversa de una matriz de 4 x 4 que es un proceso

muy largo y tedioso, para el objetivo trazado. Ante todos estos métodos Ia ubicacién

de polos resulta sumamente fécil para altos ordenes de la ecuacién caracteristica,

para esto se utilizé instrucciones de Matlab. -
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES

Del modelamiento de la planta aplicando Ias ecuaciones de Lagrange se concluye

que su dinémica es no lineal y es dos grados de Iibertad. A

La planta se Iinealizé para el punto de operacién, es decir cuando el péndurlo se

encuentra en forma vertical hacia arriba. Para esto se consideré el desarrollo de la

serie de Taylor y solo se tomé los términos Iineales V

Cuando se calcula Ia controlabilidad y la observabilidad de la planta linealizada se

demuestra que es controlable y observable por lo que se puede aplicar la técnica

de control por realimentacion de estados conasignacion de polos.

El proceso de dise}401opor asignacién de polos presenta dos etapas: la primera es la

determinacion de la matriz de ganancias de realimentacion K que genera Ia �030

ecuacion caracteristica deseada y la segunda es la determinacién de la matriz de

ganancias del observador Kepara obtener Ia ecuacién caracteristica deseada del

observador.

De la solucion de la ecuacion caracteristica se observa que los ocho polos

encontrados, estos se ubican en el lado izquierdo del plano complejo, esto hace que

el sistema compensado se estabilize cuando se aplica el método de realimentacion

de estados por ubicacion de polos.

72



CAPITULO VIII I

 RECOMENDACIONES

Se recomienda usar las ecuaciones de Lagrange para determinar modelos

mateméticos que presentan movimientos de traslacién y rotacién a la vez.

Se recomienda plantear el dise}401odel controlador por otros métodos realimentados

tales como control éptimo, control adaptivo y otros. La facilidad que se presenta es

que ya se determiné el modelo matematico, es decir se cuenta con la dinamica de

la planta y ademés se presenta ya linealizada.

También se pueden dise}401arIos controladores clésicos tales como PID por el método

de la sintonia, método de la frecuencia y el método del lugar geométrico.

Ya que se cuenta con la planta linealizada se puede discretizar Ia planta y aplicar

métodos de control digital que tienen muchos mas prestaciones. '
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ANEXOS

Anexo N° 1: Matriz de Consistencia

TITULO: �034DISENODEL CONTROL DE UN PENDULO DOBLE POR

REALIMENTACION DE ESTADOS CON ASIGNACION DE POLOS�035

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS VAR|ABLES__ METODOLOGIA
Problema general Objetivo general Higétesis general Variable Tipo de investlgacién

realimentacibn de de estados con de estados con delenlace1, V con niveles de
estados con asignacibn asignacién de polos asignacién de polos Posicién angular . .
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Anexo N° 2: Modelamiento del motor de corriente directa de imén permanente

El motor cd (corriente directa) es basicamente un transductor de par que convierte

Ia energia eléctrica en energia mecénica. El par desarrollado en el eje del motor es

directamente proporcional al flujo en el campo y a la corriente de armadura.

Tm = Km¢ia (A.1)

Donde Tm es el par del motor (N-m), <1) es el flujo magnético (webers), ta es la

corriente de armadura (amperes), y Km es la constante de proporcionalidad.

Ademés' cuando el conductor se mueve en el campo magnético, se genera un

voltaje entre sus terminales. Este voltaje inducido es proporcional a la velocidad

angular del eje. La relacion entre el voltaje inducido y la velocidad del eje es:

6:» = Km¢wm (A.2)

En donde e,, denota la fuerza contraelectromotriz (voltios), y wm es la velocidad

angular del eje (rad/seg) del" motor. Ya que los motores cd se usan en forma extensa

en sistemas de control, para propositos de anélisis, es necesario establecer

modelos matematicos para los motores de cd para aplicaciones de control.

La figura siguiente representa el modelo del motor de cd de imén permanente.

Figura A.1
�030Modelodel motor dc con excitacién separada

Ra La 4�031
+ H  --5 + w '�0346'" TL

ea '3 eb

Tm

76



La armadura esta modelada como un circuito con resistencia Ra conectada en serie

a una inductancia La y a una. fuente de voltaje eb que representa la fuerza

contraelectromotriz (voltaje inducido) en la armadura cuando el rotor gira. Las

variables y parametros del motor se de}401nental como indica Ia tabla.

Tabla A.1
Variables y parametros del motor de corriente directa

Variables y _ _
, Denomlnacnon

parametros

in Corriente de armadura

�034Resistencia de armadura A

lnductancia de armadura

e,, Fuerza contraelectromotriz

n Voltaje aplicado

Par del motor

Hm Desplazamiento del rotor

Velocidad angular del rotor

Inercia del rotor

Em Coe}401cientede friccién viscosa

nFlujo magnético en el entrehierro

Constante del par

Kb Constante del voltaje inducido

El control del motor cd se aplica a los terminates de la armadura en la forma de

voltaje de alimentacion ea. Para un analisis lineal, se supone que el par desarrollado

por el motor es proporcional al }402ujoen el entre hierro y a la corriente de armadura

77



Tm = Kiia (A3)

Como el flujo ¢ de la excitacién separada es constante, se de}401nela constante del

par como K,- = Kmqb en N-m/A. Las ecuaciones del circuito del motor son:

dia _ 1 Ra _ 1
. _d'Z.'�024i;ea�030Zla_2:eb (A.4)

Tm = KL-id (A5)

dem
91; = Kb}? = Kbwm (A.6)

dzem 1 1 Bm dam
__ = ._._T _._ _._7' _. __

dtz Jm "�030Jm �0301m dt �030A7�031

Las variabies de estado se pueden de}401nircomo ia, cum y Hm. Las ecuaciones de

estado del sistema de motor de cd escritas en la forma matricial son

did
__ R K

[ dz. 1 _._ J __.P. 1 1 0 1 .

d°°"�030 If�03411;�034: E 1 T......_._ = . e �024�024�024�024-

dt .1 -4200�034/m�030 (A-8�031
dam 1m 1m 0 0

dt 0 1 0

Observe que aqui, TL se tratan como una segunda entrada. Tenemos que

. din
ea = Rala + La-C-E-+ eb

En estado estacionario el efecto de la inductancia es cero

Ea = Rala + E,,

I_Ea"Eb _Ea"'Kbwm

�034�031Ra ' Ra
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El par del motor es ' �031

K-E �024K-K
Tm = Kiia = .._�030_9__.�030__§}402

Ra

T _ KiEa _ lQKbwm
7�035_ Ra Ra

Anexo N° 3: Parémetros del péndulo doble

Tabla A.2

Parémetros del péndulo doble

�034"358�030*3�031e�035""�030°e�030
m2 Masa del enlace 2 25 gr

L°�0359�034�035°�030*3�031e"�030a°�030°"�030
Distancia del eje de rotacién del enlace1

Distancia del eje de rotacion del enlace 2

b1 Coe}401cientede friccion del enlace 1 0.002 Ns/m

Coe}401cientede friccion del eniace 2 0.0002 Ns/m

n Aceleracion de la gravedad 9.78 m/s

Anexo N° 4: Parémetros del motor

Tabla A.3

Parémetros del motor

_ Parémetro Denominacion Valor

7 Constante del par 0.07467 Nm/A

Constante de velocidad 0.0567 Vs/rad

R Resistencia 15.917 ohmios

voltaje nominal 24 voltios

Corriente a rotor bloqueado
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Anexo N° 5: Serie de Taylor

Una funcién puede ser expresada por una suma de términos de la serie de Taylor. V

Dicha serie de Taylor es una suma in}401nitade términos calculados a partir de las

derivadas de la funcion en un punto determinado.

Sea la variable independiente x y la funcién de dicha variable y = f (x) y un punto

del dominio tal que la funcién sea in}401nitamentediferenciable en x = a, entonces

00 n

roe) = - a)" (A.1o)

El desarrollo de la sumatoria resulta

rcx) = rca) +%9�024<x�024a) +f�024'§[i)<x-�024a)2 +%5�030-lcx�024a)3+ (A.11)

Si se desea obtener una aproximacion lineal de la funcion f(x) en el entorno del

punto x = a, se elige p = 1 y se toma los dos primeros términos del desarrollo

resultando un polinomio de Taylor de primer grado

f(x) ~f(a) +f'(a)(x�024a) (A.12)

De manera anéloga, es posible generalizar la expresion del desarrollo en serie de

Taylor cuando Ia variable depende de d variables independientes x1,x2, ---,x,, en el

punto de coordenadas a1, a2, , ad

n1=0 112:0 nd=o n1" Mn�035 6x1 axd (a1,---.ad)

I (A.13)

Desarrollando esta expresion para el polinomio de Taylor de primer grado en el

punto de linealizacion (a1,a2, -~-,ad) se obtiene �031

so



cl

f(x1.X2. "'-X41) N f(d1.a2- --wad) + Z (x;- 61;) (A_14)
1'=1 1

Para el caso de una funcién escalar de dos variables independientes de la forma

z = f (x1,x2), Ia linealizacion en el punto a = (x1(0),x2(o)) resulta

af (x1<o)'x3(o>) af (x1<o)'x2(o>)
Z = f(x�030y)x f (x1(o)'x2<o)) + "�024�024'5}Z�024-_(x_ x1(o))+T(y "x2<o))

(A.15)

La funcién aproximada por el polinomio de Taylor de primer grado en (x1(o),x2(0))

representa el plano tangente a la funcién z = f (x, y) en dicho punto.

Anexo N° 6: Linealizacién de sistemas no Iineales

La mayoria de los componentes y actuadores que se encuentran en sistemas

fisicos tienen caracteristicas no Iineales. En la préctica, se puede encontrar que _

algunos dispositivos tienen caracteristicas no Iineales moderadas, o que las

propiedades no Iineales pueden aparecer en ciertas regiones de operacién. El

modelar estos dispositivos como sistemas Iineales puede brindar resultados

analiticos muy exactos sobre un intervalo amplio de condiciones de operacién. Sin

embargo, existe un sinnumero de dispositivos fisicos que poseen caracteristicas

fuertemente no Iineales. Para estos dispositivos, un modelo Iinealizado solo es

vélido en un intervalo de condiciones de operacién muy Iimitado, y a menudo solo

en el punto de operacién en el que se realizé la Iinealizacién. Mas importante es que

cuando un sistema no IineaI_es Iinealizado en un punto de operacién, el modelo

lineal puede contener elementos variantes con el tiempo.
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Un sistema no lineal se representa mediante Ias ecuaciones de estado en forma

matricial siguiente:

5605) = f(�031x(t).T(t)) (A15)

donde x(t) representa el vector de estado de n x 1, r(t) es el vector de entrada de

p x 1 y f (x(t), r(t)) denota un vector funcién de n x 1. En general, f es una funcién

del vector de estado y del vector de entrada.

La capacidad de representar un sistema no lineal y/o variante con el tiempo

mediante ecuaciones de estado es una ventaja que distingue al enfoque de

variables de estado sobre el método de la funcion de transferencia, ya que este

ultimo solo esté de}401nidoestrictamente para sistemas Iineales invariantes con el

tiempo. Como ejemplo ilustrativo sencillo, considere Ias siguientes ecuaciones de

estado no linealesz

2'c1(t) = x1(t) + x3 (t)

2�030r2(t)= x1(t) + r(t)

Ya que los sistemas no Iineales son normalmente dificiles de analizar y dise}401ar,es

deseable realizar una Iinealizacion cuando la situacion lo justi}401que.

A continuacién se describe un proceso de linealizacion que depende de la

expansion de las ecuaciones de estado no Iineales en una serie de Taylor alrededor

de un punto o trayectoria de operacion nominal. Todos los términos de la serie de

Taylor de orden superior que uno se descartan, y resulta la aproximacion lineal de

las ecuaciones de estado no Iineales en el punto nominal.
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La trayectoria de operacion nominal se denota por x0(t), Ia cual corresponde a la

entrada nominal r0(t) y algunos estados iniciales fijos. Al expandir la ecuacion de

estado no lineal en una serie de Taylor alrededor de x(t) = x0 (t) y descartando los

términos de orden superior se obtiene para: i = 1, 2, ...,n

aw) = fl~(xo.ro) + .(x, �024xi�035)+ .(r, �0247'01)
,-=1 1 xm 1:1 I xm,

(A.1?)

Sea: �030

AX: = xi " 950:

Y

Ari = r,- �024�024rm

Entonces:

Aici = 22,. �024arm. I

Ya que:

int = fi(xo. To)

La ecuacion se escribe como:

n n

Aii=Z | .Ax,+Z53fL(§::f�024T)-i .Ar/- (A48)
,=1 x0,ro ,»=1 x°,ro

Que se escribe en forma matricial:

Aici = A*Ax + B*Ar (A19)

Donde:
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9.13 :"J_�0301_ 21
0361 0X2 ax�035

A = 671 62;; axn (A.20)

9.}; Liz ::: 21.
0x1 ax; axn

SE 9.11 21
611 Org 61",,

3* = On arz 61",, (A21)

922 Q1: ::: L}401
613 Org 613,

Anexo N° 7: Funcién de transferencia del controlador basado en observador

Sea el sistema definido por

5C = Ax + Bu, y = Cx

Suponiendo que el sistema es completamente observable, y que se utiliza el control

mediante realimentacién del estado observado u = �024KxEntonces, las ecuaciones

para el observador estén dadas por

2% = (A �024KeC + BK)? + Key
u = __K)? (A.22)

Tomando transformada de Laplace, suponiendo condiciones iniciales nulas y

resolviendo para )?(s), se obtiene

)?(s) = ($1 �024A + Kec + BK)�0351KeY(s) .

U (s) = �024K)?(s) '
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Sustituyendo se obtiene

U(s) = �024-K(sI-�024A + KeC + BK)'1KeY(s)

�024U�024g)�024=K(s1�024A+KeC+BK)�0301Ke 117
�024Y(s)

La funcién de transferencia del controlador basado en el observador es

Gc(s) = K(sI �024A + Kec + BK)�0301Ke (A23)

Figura A.2
Sistema con un controlador observador

R(s)=O + -Y(s) U(s) Y(s)

�031
A manera de ejemplo; considerando el dise}401ode un sistema regulador para la

planta siguiente:

at = Ax + Bu, y = Cx

b A=[2(()).6 B=[(1)]�0306:�0340]

Si se utiliza el método de asignacién de polos para el dise}401odel sistema y que los

polos en lazo cerrado deseados para este sistema se encuentran ubicados en 5 =

(1; (i = 1, 2), donde #1 = -1.8 +j2.4 y (11 = -1.8 -12.4.

Calculando la matriz de ganancias de realimentacién del estado K por la férmula de

Ackermann:

K = [o 1][B A3]�0301¢(A)

La ecuacién caracteristica deseada es

85



(s + 1.8 �024j2.4)(s+ 1.8 +j2.4) = $2 + 3.63 + 9 = s2 + 1115 + a2

CE1 = 3.6, dz = 9

(MA) = A2 + 3.6A + 91

v_ 1 0
I �035[0 1] .

A \ _ 29.6 3.6 �031

�034�031(A�031�030[7416 29.6]

_ __ 0 1Me �024[B AB] �024[1 0]

;1 _ 0 1 �031
M�030�030[1 0]

Entonces

_ 0 1 29.6 3.6
K _ [0 1] [1 0] [7416 29.6]

K --= [29.6 3.6]

u �024 Kx �024 [29.6 3.6] [X2]

Suponiendo que se usa el control por realimentacién del estado observado en lugar

del control mediante realimentacién del estado real, es decir

1 21u = �024Kx= -�024[29.63.6] [~ ]
X2

Donde Ios polos del observador se escogen en

S = -8, s = -8

Lo que sigue es obtener Ia matriz de ganancias del observador Ke. A continuacién

se obtiene la funcién de transferencia U (s)/[�024Y(s)]para el controlador observador.

Finalmente, se obtiene Ia respuesta del sistema a la siguiente condicién inicial:

__ 1 _ _ N _ 0.5xco) �024[0]. am) �024xco) xco) �024[ 0 ]
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Para la planta dada, el polinomio caracteristico es

-1
lsI�024Al= |__2SO.6 S l=s2�024-20.6:s2+a1s+a2

a1 = 0, a2 = -20.6

E! polinomio caracteristico deseado para el observador es

(s�024u1)(s�024u2)= (s+8)(s+8)=s2+16s+64=sz+a:1s+a2

V a1 = 16, 012 = 64

Determinando Ia matriz de ganancias del observador .

__ * - 052 " �25412 �030Ke _(w1v ) 1[a1 _ Q1]

._. * =0: * :__ 1 0

,. _ 1 0
N �031[0 1]

__ C11 1 = 0 1

W " [1 0] [1 0]

_ 0 1 1 0 *1 64+2o.6 _ 1 0 84.6
Ke"'{[1 (Mo 1]} [15�024o]�035[o1H15]

_ 16
_ K9 �030[846]

La ecuacién del observador es

3% = (A �024KeC)9�035c+Bu+Key

u = -10?

Entonces

2% = (A -�024KeC�024�024BK)5Z+Key

Es decir I

$1: 0 1_16 __o F1116
_ {[206 0] [345] [1 O] [1] [296 3'61} 222 + [34_5]y
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2% _ -16 1 11 16
[£2] " L936 -3.6] [972] + [84.6]�031'

La funcién de transferencia del controlador observador es

U(s)
�024�024-�024=KI�024A+KC+BK-1K(S 9 ) 8

_ s + 16 -1 *1 16
" [29-5 3�0346][93.6 s + 3.6] [846]

778.165 + 3690.72
secs) =�024-2-�024-�024-�024-�024  s + 19.65 + 151.2

La misma funcién de transferencia se puede obtener con Matlab. Por ejemplo el

programa Matlab produce la funcién de transferencia del controlador-observador

cuando el observador es de orden completo.

close all; clear all; clc;

A=[O 1; 20.6 0]; _

B=[O; 1] ; A

C={l O];

D=[01 ;

%respuesta escalon del sistema sin realimentacion

step(A,B,C,D)

grid

figure

J=[-l.8+j*2.4 -l.8�024j*2.4];

K=acker(A,B,J)

Ke=[l6; 84.6];

AA=A-Ke*C-B*K;

. BB=Ke;

CC=K;

DD=O;

[num,den]=ss2tf(AA,BB,CC,DD) _
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Figura A.3
Respuesta en el tiempo a una entrada escalén

1oX..__..1°25...-..___}401._S'e"�034°S:';".::___ . ___

1

00 10 1:2 14

Tare (seconds)

La figura resultante muestra la respuesta en el tiempo del Sistema sin compensar a

una entrada escalén; de la cual se observa que es inestable. Los otros resultados

de la corrida del programa son:

n :

0 0 1.0000
d :

1.0000 0 -20.6000
K :

29.6000 3.6000 -
num =

1.0e+03 *

0 0.7782 3.6907
den =

1.0000 19.6000 151.2000

Seg}402nlos resultados del programa, la funcién de transferencia de la planta es

1

6"�034)�030s2 �02420.6

Y sus polos son s = �024-4.539,+4.539este ultimo polo cae en el lado derecho del

plano complejo, lo que hace inestable a la planta. Lo cual amerita un compensador
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para estabilizar Ia planta. Del resultado del programa también se obtiene Ia funcién

de transferencia del controlador-observador:

778.165 + 3690.72
Gc(S) = *2"-�024*�030-"*

s + 19.65 151.2

La funcién de transferencia del sistema controlador-observador y planta es:

Y(s) _ Gc(s)Gp(s)

72233 ' 1 + Gc(S)Gp(-S)

Y(s) _ 778.165 + 3590.72 "
E53�03034 + 19.653 + 130.652 + 374.45 + 576

Corriendo e1 programa para observar la respuesta del sistema compensado

close all; clear all; clc;

A=[O 1; 20.6 0]: .

B=[O; 1] ;

c: {1 01 ,-

D= [01,-

%respuesta escalon del sistema sin realimentacion solo la planta

step(A,B,C,D)

grid �031

figure

%funcion de transferencia de la planta

[n,d]=ss2tf(A,B,C,D)

J=[-l.8+j*2.4 -l.8�024j*2.4];

K=acker(A,B,J)

Ke=[l6; 84 . 6] ,-

AA=A-Ke*C-B*K; .

BB=Ke;

CC=K;

DD=O;

[num,den]=ss2tf(AA,BB,CC,DD)

%respuesta escalon del sistema compensado

numerador=[0 0 0 778.16 3690.72];

denominador=[l 19.6 130.6 374.4 576];

step(numerador,denominador) .

grid
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Figura A.4
Respuesta en e! tiempo del sistema realimentado ante un escalén unitario.

6 I

E�030[ i

no
- Tvna(se.conds)

De la figura anterior, se observa que el sistema es estable y que el valor final es 6.4.

La dinémica del sistema de control mediante realimentacién del estado observado

recién dise}401adose puede describir mediante las ecuaciones siguientes:

Para la planta

*1 _ 0 1 x1 0
[262] ' [2o_5 0] [x2] + [1]�035

X

1' = {1 0]

Para el observador

f1 _ -16 1 £1 16
* [�02493.6-3.6] [22] + [g4,6]3�031

u = �024-[29.63.6] [T1]
X2

E! sistema como un todo es de cuarto orden. La ecuacién caracteristica es

Isl �024A + BKHsl �024A + Keel = ($2 + 3.6s + 9)(s2 + 165 + 64)

= s4 + 19.653 + 130.652 + 374.45 + 576 = 0
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La funcién de transferencia en lazo cerrado es

Y(s) __ 778,165 + 3690.72

R(s) �024'(s2 + 19.65 + 151.2)(sZ �02420.6) + 778.165 + 3690.72

(52 + 19.65 + 151.2)(s2 �02420.6) + 778.165 + 3690.72

= s4 + 19.653 + 130.632 + 374.45 + 576

Y(s) __ 778.165 + 3690.72

R(s) �031s4 + 19.633 + 130.652 + 374.45 + 576

Finalmente la respuesta del sistema a la siguiente condicién inicial:

_ 1 _ 0.5
_ x(0)�024[O].e(0)�024[0] .

1
= [A �024BK BK [x(0)] = 0

e�030 0 A �024KEC e �031e(O) 0.5
0

El programa en Matlab muestra las curvas resultantes a condicién inicial.

close all; clear all; clc;

A=[O 1; 20.6 0],-

B=[O; 1];

c={1 0} ; �031 �030

D=[0];

J=[�0241.8+j*2.4�0241.8�024j*2.4]; V

K=acker (A,B, J)

Ke=[16; 84.6];

sys=ss([A-B*K B*K; zeros(2,2) A�024Ke*C],eye(4), eye(4), eye(4));

t=O:0.0l:4;

z=initial(sys, [l; O; 0.5; O],t);

xl=[l O O 0]*z';

x2=[O 1 0 O]*z';

e1=[O 0 1 0]*z';

e2=[0 o o l]*z';

subplot(2,2,1); plot(t,xl),grid

title('Respuesta a condicion inicial�030)

ylabel('variable de estado x1�031)

subplot(2,2,2); plot(t,x2),grid
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title('Respuesta a condicion inicial�030)

ylabel ( 'variable de estado X2 ') '

subplot (2, 2, 3); plot (t, el) , grid

xlabel ( ' t (seg) '), ylabel ( �030variablede estado del error e1�030)

subplot (2, 2, 4); plot(t, e2) , grid

xlabel('t (seg) '), ylabel('variable de estado del error e2�030)

Figura A.5
Curvas de respuesta a condicién inicial

Respuesta a condicion inicial Respuesta a condicion inicia!

O 0�030O 1 5 1 1 U 0 .
<0 s 2 1 W 3 s 2

7:? E
Ta), 0.5 8 -1

5'.�031 �024°�024�031
E 0 -2

2 L 1
43.5 * ' -�024�024~�030~�024--3 �024�024L�024~>�024�024-~�024---#'�030 �030

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

8 %
._ . V : . L_ O 1 : .

9 9
5 E E E 5 E 5 2
�0240.4 �024 § : :
3 8 -0.5
3 -; ' 3 I i
3 0.2 E 1
U) E 1 E tn E E E

2 E : E 2 2 : E
4% J a-C __..._.._s_._rr______J?____ -: l__._-_1._____.~.1.__..___1r

2 O 1 2 3 4 �030E 0 1 2 3 4
t (seg) t (seg)

De estas curvas se observa que el error e(t), es decir Ia diferencia entre el estado

real x(t) y el estado observado 2? tiende répidamente a cero, Iogrando estabilizar a

la planta y de esta manera el dise}401odel observador cumple su objetivo.
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