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Introduccion

La desigualdad de Brunn-Minkowski es uno de los resultados fundamentales en la teoria
de conjuntos convexos y nicleo fundamental de la geometria convexa. De esta desigual-
dad se puede sacar muchos resultados de gran profundidad e importancia, y continia
siendo un motivo de estudio e investigacién. Tiene su origen en el trabajo de Hermann
Brunn en 1887, quien probd la desigualdad de una forma inteligente, pero no tuvo las
condiciones necesarias para mostrar la igualdad. Fue Minkowski quien dio una demon-
stracién mejor y completa del resultado para cualquier dimensién, mostrando también la

igualdad.

En las matematicas, la desigualdad de Brunn-Minkowski es una desigualdad que rela-
ciona el volumen (mas cominmente la medida de Lebesgue) de subconjuntos Lebesgue
medibles del espacio euclidiano. La versién original del teorema de Brunn-Minkowski
(Hermann Brunn 1887, Hermann Minkowski 1896) se aplica a conjuntos convexos. La
generalizacién para considerar conjuntos no convexos se debe a L. Lyusternik (1935).
Esta desigualdad tiene aplicaciones en andlisis y geometria, y también tiene equivalen-
cias con otras desigualdades como por ejemplo con la Desigualdad de Prekopa-Leindler

ver ([8]) o también con la Desigualdad de Kneser-Suss [3] , entre otras.

La desigualdad de Brunn-Minkowski tiene aplicaciones en muchas areas de la matematica

como en el dlgebra, geometria, andlisis funcional, problemas isoperimétricos, etc.

Nuestro objetivo va ser demostrar una variante de la Desigualdad de Brunn-Minkowski

llamada Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski.
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0.2 Resumen

Demostracion de la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski
FRANCO MANUEL DiAZ VECA

Octubre-2018

Asesor: Edinson Rail Montoro Alegre

El objetivo principal de la tesis es demostrar la Desigualdad Logaritmica de Brunn-
Minkowski que enunciamos acontinuacion:

Si K,L son 2 cuerpos convexos con origen simétrico en R? y 0 < A < 1 entonces
(1) V((1=MNK +9AL) > V(K)'"V(D)*

con igualdad si y solo si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados
paralelos.

Donde V es la medida de Lebesgue y +¢ es Lyp-suma de Minkowski.
La desigualdad (1) es equivalente a demostrar

@) /S In (Z—]L() Ve > V(K)Ln (%)

con igualdad si y solo si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados
paralelos. Es por esta razén que recibe el nombre de Desigualdad Logaritmica de

Brunn-Minkowski.

Donde hg y hy, son las funciones soportes de K y L respectivamente y Vi es la medida

de cono-volumen.

El objetivo principal de la tesis es demostrar la desigualdad (2) en el espacio R? y por lo

tanto hemos demostrado (1).
Palabras claves:

Cuerpo convexo, medida de Lebesgue, Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski,

medida de Cono-Volumen, funcién soporte, suma de Minkowski.



0.3 Abstract

Demonstration of the Logarithmic Inequality of Brunn-Minkowski
FRANCO MANUEL DiAZ VEGA

October-2018

Advisor: Edinson Raul Montoro Alegre

The main objective of the thesis is to study the Logarithmic Inequality of Brunn-
Minkowski: If K, L are 2 convex bodies in the plane with symmetric origin in R? and
0 < \<1then

(3) V((1 = NK 49 AL) > V(K)'" V(L)

with equality if and only if K and L are dilated or K and L are parallelograms with
parallel sides.

Where V is the measure of Lebesgue and +q is Ly-sum of Minkowski.
Inequality (1) is equivalent to demonstrating

(@) /S In (Z—]L() Ve > V(K)Ln (%)

with equality if and only if K and L are dilated or K and L are parallelograms with par-
allel sides. It is for this reason that it receives the name of Log-Brunn—Minkowski

inequality.

Where hx and hj, are the supporting functions of K and L respectively and Vi is the

measure of cone-volume.

The main objective of the thesis is to show the inequality (2) in the space R? and there-

fore we have shown (1).
Key words:

Convex body, Lebesgue measure, Log-Brunn—Minkowski inequality, measure cone-volume,

support function, sum of Minkowski.



Capitulo 1

Planteamiento del Problema

1.1 Determinacion del problema

El objetivo principal es demostrar la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski que

enunciamos acontinuacion

Teorema 1.1. St K,L son 2 cuerpos convezros en el plano con origen simétrico entonces

son equivalentes

(1.1) V((1 = NK 49 AL) > V(K)'" V(L)

(12) /S In <Z—;> Ve > V(K)Ln (%)

1.2 Formulacion del problema

En el drea de Ecuaciones en Derivadas Parciales [3] uno se encuentra con algunos prob-
lemas interesantes e importantes. Muchos de estos problemas para ser resueltos ha sido
necesario desarrollar y aplicar desigualdades como la de Holder [4], Minkowski [3], Young
[4], etc y otras no muy conocidas pero que sin embargo para su demostracién han sido
necesarias usar otras desigualdades. Una de estas desigualdades es conocida como De-
sigualdad de Brunn-Minkowsi [4] y esta a su vez tiene varias variantes y versiones. Esto

a ocurrido mucho en el drea de Desigualdades de Sovolev [4].



La Desigualdad de Brunn-Minkowski y en particular una variante de esta es conocida
como Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski, nunca se a tratado o estu-
diado a profundidad en algiin curso de pregrado de la carrera de Matematica lo que mo-
tiva a plantear el siguiente problema. Plantear y demostrar la Desigualdad Logaritmica
de Brunn-Minkowski, es decir, ;Sera posible demostrar la Desigualdad Logaritmica de

Brunn-Minkowski en el espacio R??

1.3 Objetivos de la investigacién

1.3.1 Objetivo general

Demostrar la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski.

1.3.2 Objetivo especifico

1. Estudiar resultados de analisis convexo.

2. Demostrar un lema que serd usado para demostrar la Desigualdad Logaritmica de
Brunn-Minkowski.

3. Estudiar la equivalencia de la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski.

4. Una vez demostrado la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski daré una apli-

cacion de esta.

1.4 Justificacion

Toda la investigacion se desarrolla en el plano pero seria interesante analizarlo en R".
Estudios recientes hacen sospechar que se cumple en R" y seria interesante continuar esta
investigacion, que tiene aplicaciones en muchas areas de la matematica como también en
robdtica, y en lo posible que sirva como una motivacion para que se siga investigando en

esta area de la matematica y se desarrollen nuevos métodos.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1 Preliminares

2.1.1 Conjuntos Convexos

Estudiaremos los resultados de andlisis convexo cuya referencia se sigue de [2] o cualquier
libro de convexidad.

Definicién 1.1: Un conjunto A C R" es convexo si, para todo z,y € A, el segmento
[z,y] C A.

Son ejemplos de conjuntos convexos:

1. Hiperplanos: H,, = {z € R": (z,u) = a}, donde p € R" y o € R.

2. Semiespacios: H,,, = {r € R": (x,j) < a}, donde p € R" y o € R.

3. Un poliedro, que es la interseccién finita de semiespacios.

Definicién 1.2: Un conjunto A C R™ es un cuerpo convexo si es convexo, compacto
y con interior no vacio.

Son ejemplos: la bola cerrada, poligonos, poliedros, politopos, etc.

2.1.2 Funcion Soporte

Definicién 1.1: Si K es un cuerpo convexo, la funcién soporte h(K,.) : R* — R es

definido por

(2.1) hx(u) =max{z.u:z e K}



Definicién 1.2: El cuerpo convexo K en R" es de origen simétrico si y solamente si
(2.2) hg(u) = hx(—u)

para todo u € S" 1.

Definicién 1.3: Sea K un cuerpo convexo en R™ que contiene el origen en su interior,

entonces la medida del cono-volumen, Vi, de K es la medida de Borel en la esfera unitaria

S™~1 definida para conjunto de Borel w € S"~!, por

1
(2.3) Vi (w) = —/ vk () dH" (x)
N Jzevit(w)
Tenemos las formulas
1
y
1
(2.5) V(K) = —/ hi(u)dSk(u)
n Snfl
donde:

Vi : 0K — S" ! es la aplicacién de Gauss. Con cada cuerpo convexo K en R" es la
medida de Borel Sk en S"! llamado medida de area de Aleksandrov-Fenchel-Jessen de

K, v es definido por:
Sk(w) = H" (v (w))

para cada conjunto de Borel w C S" !y H" ! es la (n-1) medida de Hausdorff dimen-

sional. Se sigue de las referencias [1, §]

Teorema 2.1. Sean K,L C R"™ dos cuerpos convexos y st hi,hy son las 2 funciones
soporte de K y L respectivamente, entonces

a. hgir =hg+hg

b. hyx = Mg ; para todo A > 0.

Prueba: Dado u € R" entonces hpir(u) = sup,cp.r, (@, u). Como K+L es compacto

se tiene que ag = ko + [y € K + L osea el maximo, luego

hK+L(U) = <a0,u> = <k0,u> + <l0,u> S hK(U) + hL(u)



Reciprocamente, de la compacidad de K y L nos asegura que dado u € R", existe k|, € K

v Iy € L tal que hg(u) = (kj,u) y hr(u) = (I}, u) y por lo tanto
hK(u) + hL(u) = <k’6 + l('],u> < hK+L(u)
Para la parte b:

hyk (u) = sup (Aa, u) = Asup (a,u) = Mg (u)

acK aceK

2.1.3 Formulas de Minkowski-Steiner

Las férmulas de Minkowski-Steiner son
(2.6) V(K +tL) = ZC” Vi(K, L)t
En el caso planar (n = 2) tenemos

V(K +tL) ZCQ (K, L)t

= Cgvo(K, L)+ CiVi(K, L)t + C3Va(K, L)t?
=V(K)+2V(K, L)t + V(L)t*

Ahora si t = 1 entonces tenemos

V(K +L)=V(K)+2V(K,L) + V(L) = V(L) + 2V(L,K) + V(K) = V(L + K)

y asi
V(K,L)=V(L,K)

y

(2.7) Vi(K +tL, L) => 7 Vi (K, L)Y
§=0

donde t > 0y

(2.8) Vi(K,L)=V(K,..,K,L,...L)
H/'—/ ——

es llamado el i-volumen mixto de K y L. En particular Vo(K, L) = V(K), V,(K,L) =
V(L) , Vi(K,L)=V,_(L,K) y en el caso planar escribimos V;(K, L) = V(K, L). Difer-

enciando ambos lados de tenemos

(2.9) V(K +tL) =Y iCrVi(K, L)t = nV;y(K +tL, L)

1=1



la dltima desigualdad se obtiene:
Paso 1:

V(K +tL) =Y iCPVi(K, L)t
=1

= CTVi(K, L) + 2C3Va(K, L)t + 3CEV3(K, L)t* + ...

n! n! n!
= Vi(K,L)+ ———Va(K, L)t + ————V3(K, L)t* + ...
—1)(n—2
—n [VI(K, L)+ (n — 1)Vy(K, L)t + (n );" )Vg,(K, L)t +
Paso 2:
n—1
Vi(K +tL, L) =Y C7 'V (K, L)Y
=0
= O YWA(K, L) + OV Wa(K, L)t + C3'Wa(K, L)t* + ...
-1 —
S (KL L) + (n— D)Va(K, L)t + O )2(” vk D)+ .

comparando estos dos tltimos resultados tenemos la igualdad deseada.

1
Vi(K +tL, L) = CjViy(K, L)Y

§=0
=V(K,L)+ V(L)

V(K +tL) = 2V (K, L) + 2tV (L) = 2(V(K, L) + tV (L))

De estos dos tltimos resultados tenemos

(2.10) V(K +tL) = 2V(K +tL, L)

2.1.4 La Suma de Minkowski

Definicién 1.2: Dados dos conjuntos A, B C R", definimos la suma de Minkowski

de A y B como el conjunto de todas las sumas de elementos de A y B, es decir:
A+B={a+b:ac Abe B}

De las propiedades de la suma usual en R", es inmediato que la suma de Minkowski es

associativa, comutativa y tiene elemento neutro (el conjunto unitario 0), asumiendo que

10



¢+ A=A+ ¢ = ¢ paratodo A C R". Note que A+ B =], c4(a+ B) = Jpes(A+0).

A partir de esta observacion, tenemos las siguientes propiedades:
e Si A o0 B es abierto, A + B es aberto.
e Si A y B son conexos, A + B es conexo.
e Si A y B son compactos, A + B es compacto.
e Si A y B son convexos, A + B es convexo.

Otra operacién de conjuntos que podemos considerar es el producto por escalares. Este

se puede entender como una homotecia, es decir, dados A C R™ y A € R, definimos
M ={Xla:a€ A}.

En particular, el conjunto —A = (—1)A es simétrico de A, en relacién al origen. Algunos

ejemplos de la suma de Minkowski y el producto por escalares, son los siguientes:

1. Dados v € R" y A C R", el conjunto x + A = 2+ A = {r+a:a€ A} es el

transladado de A con respecto al vector x.

2. Cualquier bola abierta B,(x) se puede escribir en términos de la bola unidad como
B.(x) = x 4+ rB1(0) y el resultado es similar para bolas cerradas. Generalmente, si

r,y € R\, ue Rer,s >0, entonces

ABr(x) + IUBs(y) = B)\rJrus()‘x + /LS)

AB, () + 1B4(y) = Barpps( Az + pus)

El resultado para combinaciones lineales de mas de dos bolas es inmediato.

3. Dado un conjunto A y r > 0, la suma A + B,.(0) tiene una interpretacién especial ya

que consiste en colocar la bola B, (0) centrada en cada punto de A:

A+ B.(0) = | B/(a) = {x € R" : dist(x, A) <}

acA

A+ B,(0) = U B,(a) = {x € R" : dist(x, A) < r}; desde que A sea cerrado.

a€A

11



4. Si hg vy hp son las funciones soportes de K y L, la combinacién de Minkowski

(1 = A)K + AL es dado por la interseccién de semiespacios,
(2.11) L=NE+AL= () {z€R":zu<(1—Nhg(u)+ My (u)}
uesSn—1

donde x.u denotan el producto interno de x y u en R".

5. Asuma que K y L son dos cuerpos convexos que contienen el origen en sus interiores,

entonces la combinacién logaritmica de Minkowski (1 — \)K + AL es definido por
(2.12) (1=NE +oAL= () {zeR":zu< hg(u)hy(u)}
ueSn—1

Usando la media aritmética-geométrica se muestra que para cuerpos convexos K,L y

A€ [0,1],

(2.13) (1=XNK 4+ ALC (1-=NK+ AL
y asi
(2.14) (1 =ANK 4+ AL| < [(1 = N)K + A\L|

2.1.5 Algunos lemas importantes

Acontinuaciéon enunciaremos algunos lemas que nos servira para la demostracién del lema
3.2 en donde gracias a este nuevo lema se demostrara la Desigualdad Logaritmica de

Brunn-Minkowski.

Lema 2.2. Si K,L son 2 cuerpos convexos en el plano entonces para r(K,L) < t <
R(K, L) tenemos,

V(K)—2tV(K,L)+t*V (L) <0

Prueba: ver [1]
Donde el inradio r(K, L) y el circunradio R(K, L) de K con respecto a L son definidos

por:

r(K,L)=sup{t>0:2+tLC K;x € R"}

R(K,L)=inf{t>0:2+tLD K;z € R"}

12



Lema 2.3. Sea K(t,u) : I x S"' — (0,+00) continua donde I C R un intervalo

abierto. Si se tiene

OK (t,u) ~ lim K(t+ s,u) — K(t,u)
ot s—0 S

es uniformemente en S™1. Si Kyucr es una familia de sahpes de Wulff asociados con k;

entonces

dV(Kt)_/ Ok(t, )
i Jon o W)

Prueba: ver [1]

2.2 Desigualdad Clasica de Brunn-Minkowski

Primeramente se va estudiar la desigualdad clasica de Brunn-Minkowski como base
para poder entender mejor la desigualdad logaritmica de Brunn-Minkowski que

mejora la desigualdad en el sentido clésico.

En la matemadtica, la desigualdade de Brunn-Minkowski es una desigualdad que relaciona
el volumen (o mas generalmente las medidas de Lebesgue) de subconjuntos Lebesgue
medibles del espacio euclidiano. La versién original del teorema de Brunn-Minkowski
(Hermann Brunn 1887, Hermann Minkowski 1896) aplicado a conjuntos convexos. La
generalizacién para considerar conjuntos no convexos se debe a L. A. Lyusternik (1935).
Esta desigualdad tiene aplicaciones en andlisis y geometria y también tiene equivalencias

con otras desigualdades como por ejemplo con la desigualdad de Prekopa-Leindler [3,9].
La desigualdad clasica de Brunn-Minkowski es la siguiente:

Si K y L son dos cuerpos convexos en R", y 0 < A\ < 1 entonces
(2.15) (1= NK +AL|" > (1= \)|[K|" + A|L|»

donde |.| y + denotan la medida de Lebesgue y la suma de Minkowski, respectivamente.
La igualdad se da si, y solamente si, los cuerpos convexos K y L son homotéticos, es

decir:
N> 0,20 € R": K =20+ AL

13



La demostracién se sigue de la referencia [3]. Acontinuacién daremos algunos ejemplos

cuya demostracién se sigue de las referencias [3,4]:

1. Sean K,L C R? tales que K es un quadrado centrado en el origen, cuyo lado tiene

longitud 1, y un disco de centro (0,0) y radio € > 0. Entonces
|K + B| = |K| + 4le + |B| > | K| + 2le\/7 + | B|

1 1\ 2
— K| +2v/IKT[BI +|B| = (|K|* +|B|?) .

Por lo tanto |K—|—B|% > |K|% + |B|%.

2. Sean X y Y cubos en R" con aristas de tamano x; y y; en la direcciéon de la i-ésima

coordenada. Entonces X + Y es el cubo de arista z; + y;. Asi,

n

’X|:H$i ; |Y|:H?Jz‘ y |X+Y|:H<Ii+yi>‘
=1 =1

=1

Ahora, usando la desigualdad aritmética-geométrica tenemos

1 1
n 7 n n n n 1 n 7 1 n Ui
(g$i+yi) +<Hxi+yi> SﬁzxﬂryiJrﬁ;xHryi

i=1 =1

RS ity g
n Tty

(1) +(02) < (11e-0)

3. Sean A, B C R? definidos por

Por lo tanto:

3=

A =la,b] x {a}
B = {a} x [a,b]

Note que |[A| = |B| =0,y
A+ B =la,b] x {a} + {a} x [a,b] = [a,b] X [a,b] = |A+ B| = (b—a)*.
Entonces
A+ B|2=b—a>0+0=|Az +|B|2
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Por lo tanto para los segmentos A y B en R? tenemos la desigualdad estricta.

4. Sea C' C R"™ un subconjunto compacto. Definimos el contenido exterior de Minkowsk:

de la frontera de C' de la forma siguiente:

Bl —
T L el I Y

t—0t t

(0C)

siendo B la bola unitaria de R™. FEn el caso de la frontera regular, el contenido de
Minwkoski coincide con el volumen. Ahora, como en el ejemplo 1, sea K un cuadrado de
lado 1, y B, una bola de centro (0,0) y radio e. Recordemos que B. = eB, donde B es la

bola unitaria. Sabemos que

|K + B| = |K +¢B| = |K| +4le + |eB| = |K| + 4le + €* | B| .

Entonces
K +eB|— |K
im KB it eB) =
e—0t € e—0t
5. Sea w, := |B|, donde B es la bola unitaria de R". Entonces, el volumen de la frontera

de B es el menor entre todos los volumenes de las fronteras de los subconjuntos A de R"
compactos, convexos, con interior no vacio, y con frontera regular, de volumen w,. En

efecto, sea A C R™ con |A| = wy,. Definimos f(t) := |A + tB| para todo ¢ > 0. Entonces

d 1 1 1.4, T R
SO = L FOF(0) = |AR T H A (A)
Note que:
t) — A+1tB,| —|A
t—0+ t t—0+ t
cuando A tiene frontera regular. Por otro lado
d, .1 fO)r = fO)x _ . |A+tB[x — |A]
g O = I = A t
Usando la desigualdad de Brunn-Minkowski tenemos
1 1 1 1 1
|A+tB|» > |A|» + |tB|» = |A|» +t|B|»
de donde ) )
1 A+tB|» —|A|»
n t—0t t

15



y asi

H™ ' (A) > n|B|*|A]" % = nwiws ™ = nw, = H"(B).
Por lo tanto H"*(A) > H" Y(B).

6. Usando el contenido exterior de Minkowski y la desigualdad de Brunn-Minkowski,

podemos probar la desigualdad Isoperimétrica

(i) < (i)

donde K es un conjunto compacto, simplemente conexo, co interior no vacio, y frontera

suave; y B es la bola unitaria n-dimensional. En efecto, sabemos que

e—0t €

Por la desigualdad de Brunn-Minkowski y por el binomio de Newton tenemos

n

= n|K|"" |B|".

1 1\"
(1K1 +elBl")" - |K]

S(K) > lim

e—0t €

Por otro lado
H"'(B) =n|B| = n|B|* =n|B||B|»"" = H"\(B) |B|" ",

entonces tenemos
H"(K) > H"\(B)|B[" " |K|**

y esta desigualdad implica que
H M (K) (K[
H=1(B) — \|B]
Ahora presentamos algunas equivalencias:

Teorema 2.4. (Equivalencia entre las desigualdades de Brunn-Minkowski).

Las siguientes expresiones son equivalentes:
a. |(1=NK +AL| > |K|'" ML) ; para todo K, L cuerpos convezos en R" y0 < X < 1.

b. |[K+ L|% > |K|% + |L|% ; para todo K,L cuerpos converos en R".
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c. |[(1-NK+ )\L|% >(1-X) |K|% + A \L\%, para todo K,L cuerpos converos en R"
y0< A< 1.

Prueba: Probaremos las equivalencias dadas en el teorema.

a) = b) Sustituyendo K , L y definiendo A por:

1
_ _ Lln
K7 K, 7Ly A= —H
|K|™ +|L|"
Obtenemos
-1 —1 K L K L
R Y B R
|K|" + |L|" (\K|H+\Lw)

Por lo tanto: |K—|—L|% > |K|% + |L|%.

b) = ¢) Para 0 < A <1 tomamos K’ = (1 — A\)K y L' = AL cuerpos convexos.

"+ AL
1 1
4+ XL

"= K+ L) > KA D) =1 = DK
— (1N |K

(1= \E + AL

¢) = a) Usando la propiedad |aX| = a"|X| tenemos
(1= NK +AL|7 > (1= K7 + [AL[5 = (1= A)[K[7 + A|L|"
> K|V L
Elevando a la n obtenemos
(1= MK +AL| > K[ L)

Esta ultima desigualdad es conocida como la forma multiplicativa de Brunn-Minkowski
y nos vamos a centrar en el estudio de esta tltima desigualdad con la diferencia de cam-
biar + por + que por ser equivalente a una desigualdad logaritmica, recibe el nombre de

desigualdad loraritmica de Brunn-Minkowski que serd demostrado en el capitulo 3.

2.3 Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski

El objetivo principal es demostrar la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski
que mejora la Desigualdad Clasica de Brunn-Minkowski es decir encontrar una mejor es-

timativa y por ultimo daremos una aplicacién tedrica a nuestra desigualdad.
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Lema 2.5. St K,L son 2 cuerpos convexos en el plano con origen simétrico en R" en-

tonces son equivalentes

(2.16) V((1 = NK 49 AL) > V(K)' V(L)
(2.17) /S In (ZK) dVx > V(K)Ln (%) ’

Prueba: Supongamos que (2.17) es verdad entonces nuestro objetivo es probar (2.16).
Para 0 < XA <1 sea

Qr=(1—=XNK +¢ AL
con shape de Wulff asociado con la funcién ¢y = hl*h} donde:
a. o = hg es la funcion soporte de Qg = K
b. ¢ = hy, es la funcién soporte de Q1 = L

Luego
hoy = i *hi,
integrando con respecto a Sgp,, obtenemos

1 hl /\h)\
R ho, Ln L
nV(Q)\) /Snl @ hQ/\

- 1 hK 1-A hL A
- TLV(Q)\) /S"l hQ/\Ln (|:hQ/\:| |:hQA:| )
h hr,

_ m/yﬂ ho, ((1 - )\)Ln(h;) +)‘th)

1 hi 1 / hr,
=(1-A ho,Ln dSo, + A ho,Ln dS
( )nV(Q,\) P Qx (th ) Qx nV(Q,\) o Qx (hQ)\ ) Qx

dSq,

1 hi 1 e
= 1=-Ny6; /5 G g e + W/s g, e
1 V()| L LAY

Z<1_)\)V(Q,\)V(Q)\>Ln <V(Q,\)> tAZ5S V(Y V(@) Ln <V(Qx)>
kg, (V) 1 V(L)
—(1 /\)nL V( )) +/\nL (V(QA))

( V(E) ) ( V(L) )

V(Qy) V(@)

1, +1r
1 (K)! AV

]
_%[W(ml Av< ) = Ln(V(Qy))]

18



Luego
Ln(V(Qy)) = Ln(V((1 = \)K 40 AL)) > Ln (V(K)' V(L))

y como la funcion exponencial es creciente entonces
V(1= MK +9AL) > V(K)'" V(L)

Supongamos que (2.16) es verdad entonces nuestro objetivo es mostrar (2.17). En efecto,
sea el cuerpo () asociado a la funcion ¢, = h}(_/\hé.

Afirmacion:

g — 4o hi,
— hpln—
A K

es uniforme en S™ !

En efecto: Sea a = hx y b = hy, entonces

lim I — 4% _ lim w
A0 A A—0 A
= lim [(—a'*Ln(a))b* + a' b Ln(b)]
A—0

= —aLn(a) + aLn(b)
(2

hi,
= hi L —
. n(hK)

Por el lema 2.3 tenemos

V(Q) hy
(218) ) = /Sn1 hKthKdSK
Luego
| | hy

Consideremos la funcion céncava

fA) = LnV(Qx)

Derivando con respecto en A = 0

F10) = g5V (@)

Por ser { una funcién céncava tenemos

) =F(L=2)0+A1) = (1= X1)f(0) +Af(1)
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Luego

y asi tenemos

7 = tim T TO 5 gy g0
Luego
220) gV Q) = (0> £(1) = F0) = LV(L) - LnV(K)

De (2.19) y (2.20) tenemos:

m /S ~hxcln (Z—;) dSx > LnV (L) — LnV (K)
At

Multiplicamos por % a ambos lados de la desigualdad

%/S hicLn (Z—i) dSy > %V(K)Ln (%)

/Snl Ln (Z—IL() dVk > V(K)Ln (%)i

Como ya demostramos la equivalencia, ahora enunciaremos y demostraremos un lema

Por lo tanto

que va ser muy util en la demostracion de nuestra desigualdad.

Lema 2.6. Si K,L son 2 cuerpos convezxos en el plano con origen simétrico entonces

(e

con igualdad si y solamente si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados

paralelos.

Prueba: Nuestra desigualdad que vamos a demostrar es equivalente a
hk V(K) / hr,
— | dVg < ——= —dV,
/51 (h) PV Ja k"
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equivale a

hi V(K)/
— )| hgdSKg < —— hpdS
/<h) TRV Je T
y equivale a

(2.22) /S (%) Sk < % /S hydSi,

Nuestro objetivo ahora es demostrar (2.22). En efecto, como Ky L son de origen simétrico

tenemos que

r(K,L) = min,cgn— AN R(K,L)=mar,cgn-1——
( ) €s hL(U) ( ) €S hL(U,)
y eso implica que
h (w)
r(K,L) < < R(K,L
(K. L) < 00 < RK. L)
para todo u € S'. Por el lema 1.2 tenemos
hic (u) (hK(U)>2
V(K)—2 V(K,L)+ V(L) <0
() — 23 v s 1)+ (0 ) Vi)

integrando ambos lados en relacion a h;dSk :

0> /51 (V(K) - QZIZ((Z))V(K’ L)+ (ZIZ((Z;) V(L)) h(w)dS g (u)

S1 hL(u)
:2V(K)% /S 1 hr(u)dSk(u) — 4V (K, L)% /S 1 hi(u)dSk (u) + /S 1 Zf;((;‘)) V(L)dSk (u)
— V(K (K, L) — 4V (K, L)V (K) + / D) 1) dsie ()
S1 hL(u)
- h (u) "
— 2V(K)V(K, L) + /S 1 hL(u)V(LMSK( )
Luego )
/ My (nyas < 2v (KK, L)
S1 hL
eso implica
’ @dg <2mV(K L)—QME/ hrdS
e 07 R A A I
por lo tanto
h% V(K)
g1 h_LdSK = V(L) /51 45K
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El caso de igualdad se sigue de la referencia [1]. Nuestro objetivo principal es demostrar

la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski.

Teorema 2.7. Si K,L son cuerpos convexos en R? con origen simétrico entonces
(2.23) V((1—=NK 49 AL) > V(K)"™ V(L)

con igualdad st y solo si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados
paralelos.

Es equivalente a demostrar

(2.24) /S Ln (Z—IL() dVik > V(K)Ln (%)

con igualdad si y solo si K y L son dilatados o K y L son paralelogramos con lados

paralelos.

Prueba: Consideremos la funcion

(2.25) F(t) = /S Ln (h’;;;K) dVic — V(K)Ln (%)

Derivando con respecto de t

Py =2 [/S In (hﬁ_thK> Wi — V() <V(L) + 2V (L, K) + tQV(K)> é}

T dt hi V(K)

:/ K gy — v L | on (V(L)+2tV(L,K)+t2V(K));

g1 hr +thg dt V(K)
B he V(K) V(K) 2V (L, K) 4 2V (K)t
- /S hy +thg ~ 2 (V(L) + 2V (L, K)t + V(K)t2> V(K)

B / hi V(K) [V(L,K) + V(K)i]
" e hp+the N V(L) +2V(L, K)t+ V(K)?
B / hi o VIEV(L+ K K)

g hp +thg V(L +tK)

Por el lema 2.6:
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eso muestra que F es decreciente en [0, +00). Ahora

F(t) = /S Ln (hZ*ZK) AV — /S Ln (%)éd\@
_ /S Ln (hz;:() dVic — /S Ln (—V(‘L/(J;;m) " Vi
- /S L <h%+KtK (V(‘L/(ft)f()> ) Wi
Por el teorema del valor medio para integrales, existe & € S! tal que:
F(t) = V(K)Ln (h?;té()@ (o) %>

) hi(€) + thi (€) V(E) %
—V(K>L”< hi (€) <V(L>+2V(L,K)t+V(K)t2> )

tomando limite:

hi(€) + thic(€) V(K) ]
V<K>L”< hi(€) <v<L>+2V<L,K>t+V<K>f2> )

_ o ((he) + thic(€) VI(K) )
= V(K)Ln [tkinoo ( hie(€) <V(L) +2V(L, K)t + V(K)tZ) )

lim F(t) = lim

t——+00 t—-+o0

Afirmacion
() + the(©) V(K) N,
t—-oo hi(€) V(L) + 2V (L, K)t + V(K)t?
En efecto:
Sea a = Z}L((é)) , b=V(K) , ¢=V(L) , d=V(L,K), entonces

o (000 (V) (lwrer )
oo |\ c+ dt + bt? e ¢+ di + bt2

a2+ 2abt + b2\ ?
= | lim
t—too ¢+ dt + bt?

3

1

volviendo a la prueba

lim F(t) = V(K)Ln(1) =0

t——+o0
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y como F es decreciente en [0, +00) entonces
(2.27) F(t)>0
y en particular

(2.28) F(0) >0

De (2.25) y (2.28) tenemos:

(2.29) F(0) = /S Ln (Z—IL{) AV — V(K)Ln (%) >0

/51 Ln (Z_]L() dVi > V(K)Ln (%)

Estudiemos el caso de igualdad en (2.25). Sea

F(t) = /S Ln (h?”{) dVi — V(K)Ln (MY =0

N[

Por lo tanto

K V(K)
entonces
hi V(K)V (K, L+ tK)
2.30 F'(t :/ dVie — ’ =0
(2:30) (®) s hpox V(L + tK)

Reciprocamente si F'(t) = 0 entonces existe una constante C' tal que F'(t) = C'y tenemos

0= lim F(t)= lim C=C

t—+00 t—+oo
Luego
231) F(t) = /S In (h%ﬁf() Ve — V(K) (%) _C-

De (2.30) y (2.31) tenemos:
Fit)=0 < F'(t)=0

y del lema 2.3 tenemos que K y L+tK son dilatados o K y L+tK son paralelogramos
con lados paralelos. En particular para ¢ = 0 tenemos F'(0) = 0 si y solo si K y L son
dilatados o K y L son paralelogramos con lados paralelos.

Apliquemos nuestra desigualdad demostrada a un resultado de medida de cono-volumen.
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Teorema 2.8. (Aplicacion) Si K,L son cuerpos convexos en el plano con origen simétrico
que tienen la misma medida de cono volumen entonces K = L o K y L son paralelogramos

con lados paralelos.

Prueba: Supongamos por el absurdo que K # L. Por hipétesis tenemos que Vi = V7,

entonces:

1

n

1
hrgdSkx = dVx = dVy, = EhLdSL
integrando

V(K) = % /  ()dSi(u) = % /  ha)dSi(w) = V(L)

se sigue que V(K) = V(L). Asi, desde que K # L, los cuerpos convexos no pueden
dilatarse. En efecto, supongamos que los cuerpos convexos si pueden dilatarse entonces
existe A > 0 tal que K = AL, eso implica que V(K) = V(AL) = N*V(L) y por lo tanto

A =1 lo cual es una contradiccion.

Por la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski tenemos:
hi V(L) 2

In{—|dVk >V(K)In| —=%] =
fom (5 iz v (5755)

/ (thL — th[() dVK 2 0
g1

Luego

y asi tenemos

St St

/31 Ln (Z_I:) dV, > V(L)Ln (%) Ly

g1

y

Luego
y asi tenemos

g1 g1
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con igualdad, en ambas desigualdades si y solo si K y L son paralelogramos con lados
paralelos. Usando (2.32), Vx =V, (2.33) y VL = Vg

/ L?’LhLdVKZ/ thKdVK:/ thKdVL
St St St
2/ thLdVL
g1
:/ LnhdVk
S1

y asl tenemos las igualdades en (2.32) y (2.33). La condicién de igualdad en (2.32) y

(2.33), podemos concluir que K y L son paralelogramos con lados paralelos.
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Capitulo 3

Variables e Hipotesis

3.1 Variable de la investigacion

Nuestro desigualdad que vamos a demostrar es

Teorema 3.1. Si K,L son 2 cuerpos convezos en el plano con origen simétrico en R>

entonces
(3.1) V((1—=NK 4o ML) > V(K)'" V(L)

que es equivalente a demostrar

(3.2) /S In (Z—]L() Ve > V(K)Ln (%)

Y asi recibe el nombre Desigualdad Logaritmica de Brunn-Munkowski. Ahora se tienen

las siguientes variables:
e hy e hyi son las funciones soporte de L y K respectivamente.
e V(L) e V(K) son los volumenes de L y K respectivamente.
o Vi es la medida de cono volumen de K.

e +( es Ly suma de Minkowski.
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3.2 Operacionalizacion de Variables

Variables Definicién Definicion Op- | Dimensiones Indicadores
Conceptual eracional
Variables In- | Cuerpo Con- | + Suma de | R? Relacién en-
dependientes vexo: es un | Minkowski es tre cuerpos
K y L son cuer- | conjunto  con- | el conjunto de Convexos
pos convexos vexo, compacto | toda las sumas
y con interior no | de elementos de
vacio. AyB
Variables De- | Funcién so- | +0 Ly suma | R? Relacion  entre
pendientes porte es el | de Minkowski funciones SO-

hx y hp fun-
ciones soportes.
V(K) v V(L)
volimenes  de
los cuerpos con-
vexos. Vi es la

medida de cono

volumen de K.

max {z.u};
Vu e SnL
del

con-

Volumen
cuerpo
vexo es la me-
dida del cuerpo
en RZ. Me-
dida de Cono
Volumen

Vg = %thSK

es una formula

es la intersecciéon
de semiespacios
de la suma de el-

ementos de A y
B

portes. Relacién
entre volumenes
de Cuerpos

convexos.

3.3 Hipdtesis general e Hipdotesis especifica

3.3.1 Hipdtesis general

Usando técnicas de analisis convexo se demuestra la Desigualdad Logaritmica de Brunn-

Minkowski.
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3.3.2 Hipdtesis especifica

1) Usando la teoria de andlisis convexo se demuestra un lema importante.

2) Usando el lema se demuestra la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski en el
plano.

3) Usando la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski se demuestra un resultado

de medida de cono-volumen.
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Capitulo 4

Metodologia

4.1 Tipo de investigacion

El estudio de la investigacion es de caracter tedrico-basico. En el desarrollo del trabajo, si
se obtienen los resultados deseados, esto sera un nuevo aporte cientifico muy significativo

en analisis convexo.

4.2 Diseno de la investigacion

Durante el desarrollo del proyecto hemos construido una funcién para demostrar nuestra
desigualdad en la cual derivamos con respecto de t, luego usamos nuestro lema y por
ultimo usamos los resultados clasicos de andlisis convexo y en R".

Para tal objetivo en la primera parte estudiamos las preliminares que son la base para
nuestra investigacion.

En la segunda parte estudiamos la desigualdad clésica de Brunn-Minkowski y algunos
resultados.

En la tercera parte demostramos la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski y

algunas consecuencias.

4.3 Poblaciéon y Muestra

Nuestro trabajo es tedrico, a pesar de ello se busca estudiar de forma general la medida
de la suma de dos conjuntos en R™. Nuestro trabajo se encuentra dentro del universo del

andalisis convexo.
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4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Para la realizaciéon de nuestro trabajo de tesis se revisara bibliografia especializada y re-
copilacion de informacion obtenida via internet, libros, proyectos y articulos relacionados

al tema de interes.

4.5 Plan de analisis estadistico de datos

Por la caracteristica del trabajo no se realiza ningin analisis estadistico.
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Capitulo 5

Resultados

1) Se probé el lema 2.6 para poder demostrar la Desigualdad Logaritmica de Brunn-

Minkowski.

2) Se prob6 una equivalencia entre la forma multiplicativa de Brunn-Minkowski y una de-
sigualdad logaritmica que por esa razon recibe el normbre de Desigualdad Logaritmica
de Brunn-Minkowski.

3) Se demostro la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski.

4) Aplicamos nuestra desigualdad a un problema de medida de cono-volumen.
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Capitulo 6
Discusiones

1) La Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski mejora la Desigualdad

Clasica de Brunn-Minkowski en el plano, es decir existe una mejor estimativa.
2) También se puede estudiar la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski

en R" y otras desigualdades de Brunn-Minkowski como la refinada que mejora la clasica

y donde ahi pueden surgen problemas abiertos y seria interesante trabajar en esa area.
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Capitulo 7
Conclusiones

1) La Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski mejora la Desigualdad
Clasica de Brunn-Minkowski en el plano, es decir existe una mejor estimativa y
que eso nos permite resolver el problema de medida de cono-volumen como ejemplo

de aplicaciéon tedrica.

2) La desigualdad de Brunn-Minkowski es un resultado muy importante en el anélisis, ya
que tiene aplicaciones tedricas en anélisis funcional, dlgebra, geometria (;si un cuerpo con-
vexo y la bola unitaria tienen igual area en el plano entonces como son sus perimetros?),

problemas isoperimétricos (como se pudo ver en el capitulo 2), entre otras.
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Capitulo 8
Recomendaciones

1) Dado a la gran importancia del anélisis convexo, se recomienda la tesis a futuros
estudiantes en la linea de investigacion de andlisis convexo para un mejor entendimiento
de la Desigualdad Logaritmica de Brunn-Minkowski y la clasica con otras desigualdades

equivalentes a ellas.
2) Como la tesis es una exposicién detallada de lo demostrado ver [1,2], se recomienda

las lecturas de dichos articulos donde se exponen diversos estudios de la Desigualdad de

Brunn-Minkowski (cldsica, logaritmica, refinada, etc).
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipoétesis Metodologia | Poblacién
1.1 Determinacion del | Objetivo gen- | Hipotesis  gen- | 4.1 Tipo | Nuestro
problema FEl objetivo | eral Demostrar | eral Usando | de investi- | trabajo es
principal es demostrar la | la Desigualdad | técnicas de analisis | gacion El | tedrico,
Desigualdad Logaritmica | Logaritmica de | convexo se demues- | estudio de la | a pesar
de Brunn-Minkowski | Brunn-Minkowski. | tra la Desigualdad | investigacion | de ello
que enunciamos acon- | Objetivo es- | Logaritmica de | es de caracter | se  busca
tinuacion: Si  K,L | pecifico 1. Estu- | Brunn-Minkowski. | tedrico. estudiar
son 2 cuerpos con- | diar resultados de | Hipotesis es- | Diseno. de forma
vexos en el plano con | andlisis convexo. 2. | pecifica 1) Usando | Durante el | general la
origen  simétrico  en- | Demostrar un lema | la teoria de analisis | desarrollo medida de
tonces son equivalentes | que serd usado | convexo se de- | del proyecto | la suma
V(1 — ANK 4+ AL) > | para demostrar | muestra un lema | hemos con- | de dos
V(K)'=2V(L)* y | la Desigualdad | importante. 2) | struido  una | conjuntos
f5n—1 In (Z—f{) dVy > | Logaritmica de | Usando el lema | funcién para | en R™.
1 . .
n Brunn-Minkowski. | se demuestra | demostra Nuestro
V(K)Ln(“//((f())) 1o | Bru inkowski u r u
.. 3. Estudiar la | la Desigualdad | nuestra  de- | trabajo se
g J
Formulacién del
problema Plantear y equivalencia de | Logaritmica de | sigualdad encuentra
) la Desigualdad | Brunn-Minkowski | en la cual | dentro del
demostrar la Desigual-
dad  Logaritmica  de Logaritmica de | en el plano. 3) Us- | derivamos universo
: ) Brunn-Minkowski. | ando la Desigual- | con respecto | del analisis
Brunn-Minkowski, es
decir, ;Serd posible de- 4. Una vez de- | dad Logaritmica de | de t, luego | convexo.
, mostrado la | Brunn-Minkowski | usamos nue-
mostrar la Desigualdad
e Desigualdad se demuestra un re- | stro lema y
Logaritmica de Brunn-
. . . | Logaritmica de | sultado de medida | por  1ltimo
Minkowski en el espacio
29 Brunn-Minkowski de cono-volumen. usamos  los
daré una aplicacion resultados

de esta.

clésicos de
analisis con-
vexo y en

R™.
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ANEXO 2: Mapa Conceptual del trabajo
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