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RESUMEN

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN ESPACIOS DE

HILBERT

ERIK ALEX PAPA QUIROZ

MARZO - 2002

Asesor: D.Sc. Angel Guillenno Coca Balta

Titulo obtenido: Licenciado en Matemética

El presente trabajo muestra un nuevo método para solucionar la ecuacién

funcional lineal Ax = b, por métodos aproximados en espacios de Hilbert.

El método se basa en la construccién de sistemas de ecuaciones lineales

A,, x,, = b,, (n E N) donde cada punto de la sucesién se obtiene después un nomero

finito de pasos de un tipo especial de método del gradiente.

Asi el Algoritmo conseguido amplia el campo de aplicacién de estos métodos a

ecuaciones de Fisica-Matemética que involucran operadores no acotados.
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ABSTRACT

SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS IN HILBERT

SPACES

Author:
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MARCH - 2002

Adviser: D.Sc. Angel Guillermo Coca Balta

Titule: Mathematician

This work describe a new method to solution the linear functional equation

Ax = b. by approximate methods in Hilbert space.

The method is based in the construction of systems of linear equation

A" x,, = b,, (n e N) where for each point of the succession is obtained after a finite

number of steps of a special type of gradient method.

That way the algorithm got generalize the space of applications of this methods

to Mathematical Physics equations with unbounded operator.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Muchos problemas enmarcados en temas de ecuaciones integrales, calculo de

variaciones, ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, se pueden discutir desde

el punto de vista de la teoria del Anélisis Funcional, obteniéndose a menudo

ecuaciones del tipo Ax = b, donde A es un operador lineal de}401nidoen un espacio de

Banach o Hilbert, b es un elemento dado del espacio y x es la incégnita. En el estudio

de la solucién de esta ecuacién puede suceder tres cases:

a) Que la ecuacién posea solucién (mica.

b) Que la ecuacién no posea solucién.

c) Que Ia ecuacién posea mas de una solucién.

Teniendo como hipétesis los casos a) y c) encontrar la solucién exacta de la

ecuacién Ax = b muchas veces resulta précticamente imposible, por lo lanto, es

necesano utilizar algun Método Aproximativo que asegure teéricamente, al menos en

el limite, tal solucién.

Portal motivo en este trabajo se considera el siguiente problema:

Resolver. Ax = b .

donde:

A :D �024>X , es un operador lineal.

D es un subespacio del espacio de Banach real X .

b e ImA �024{0} y x es la incégnita.

Existen métodos generales para aproximar la solucién de la ecuacién lineal A.x=b

pero solo cuando el operador A cumple una serie de requisites como acotacién,

autoadjuntés, etc. Uno de ellos es el método del gradiente de gran importancia para la

teoria de aproximacién por ser la regla en la cual se miden otros métodos.
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La importancia de este trabajo, de carécter teérico, es que el nuevo método que

se construiré permitiré resolver una gran variedad de problemas, talvez de naturaleza

distinta. sin Ia necesidad de conocer las caracteristicas de la solucién.

Para hallar un Método Aproximativo consideramos una sucesién de ecuaciones

lineales llamados Sistemas de Ecuaciones Lineales que son de la format

A,,x,, = b,,

donde para cada n e N:

A" :X,, �024>X" es un operador lineal acotado_

X,, es un espacio de Hilbert.

b,, e X,, .

El lrabajo se ha organizado en los siguientes capitulos:

EL CAPITULO 2, conliene Ias notaciones y el sustento matemético bésico que se

usarén en los capitulos siguientes.

El CAPITULO 3, nos da las de}401nicionesy resultados principales del Esquema de

Aproximacién Lineal, teoria bésica para relacionar el problema original y los sistemas

de ecuaciones lineales considerado anterionnenle.

El CAPITULO 4, muestra mediante un teorema, un nuevo método para aproximar

una solucién de la ecuacién original, usando para ello una sucesién de puntos del

sistema de ecuaciones lineales, la que se construiré por un nL'lmero finito de pasos de

un tipo especial de método del gradiente.

Finalmente el CAPITULO 5, estudia la existencia de soluciones en la imagen de

la ecuacién original y su aproximacién por una sucesién de puntos en problemas
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concretos de la Fisica Matemética como son las ecuaciones integrales y ecuaciones

diferenciales.

MATERIAL Y METODO

Este trabajo es e1 fruto de casi dos a}401osde constante investigacién, que consistié

inicialmente en la recopilacién de inforrnacién via Internet y bibliotecas especializadas,

de articulos actualizados y libros relacionados a nuestro tema de interés, luego

realizamos un minucioso estudio de cada uno de ellos adapténdolos adecuadamente a

nuestro objetivo. La investigacién realizada es te:'Jn'ca basada en Ias fuentes

bibliogré}401casdadas en este trabajo.
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CAPITULO 2

PRELIMINARES

2.1 TERMlNOLOGiA Y NOTACIONES

N, conjunto de los n}402merosnatura|es.

R. conjunto de los n}402merosreales.

C, conjunto de los n}401meroscomplejos.

K = R 6 C.

[t0,t,]={te R/to 51st,} y (r0,t,)={te R/to <t<r1}

K"= {:s=(3,,52,...,3,)/ 3�030e K,Vi=1,2,...n }

C[0,1] = {x :[0,l]�024�024�024>R/xes una funcién continua }

1,(1<) = {s=(5,,sZ,...,s",...)/ 3, e K,Vie N y 23:1 <00}
I=l

C�030[0,1] = {x : [0,1]�024�024>R/Ia derivada de la funcién x es. continua en [0,1]}

'|

L2[t0,t|] = {x:[r,,,t,]:>R/ x es medible y }401x(tYdt< 00}

[II

KerA = {xe X/Ax = 0}

X�030= {f:X�024:>K!feslineal}

X�031= {f:X�024�024>K/fes Linealyacotada}

KerA' = {/ex�030/A�030f=o}y KerA" = {reX�030/A*f=o}

A 2 o (A > 0): (Ax,x�030,�024.2 0 (<;Ax,x) > 0),vx e X.

r,�030->0, k�024>ooE}imr"=0

r" �024>no,k~>coEll�030imr"=00

H , es la clausura del conjunto M.

x" �024>xc>VfeX' :/\'x",f> �024>{x,f)donde (x,f)=f(x)
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2.2 ESTUDIO DE UN MODELO MATEMATICO QUE REPRESENTA CIERTO

FENOMENO NATURAL Y EL METODO DE ANALIs1s FUNClONAL.

La mayoria de los fenémenos naturales se fonnulan mateméticamente para

poder estudiar la existencia y posteriormente determinar su solucién.

El estudio de la existencia requiere de toda una teoria matemética, en cambio, la

�031 determinacién de la solucién requiere en general de un estudio computacional, la

justi}401caciénde esto es debido a que hallar una solucién exacta, sabiendo que esta

existe, -es muy dificil por lo tanto, en la practica una aproximacién adecuada a la

solucién es suficiente.

El trabajo de esta tesis estudia el siguiente problema:

Resolver Ax=b

donde:

A :D�024�024>Xes un operador lineal

D es un subespacio del espacio de Banach real X '

b e ImA - {O}.

y se encarga de construir un método para hallar una solucién aproximada, suponiendo

que la solucién exlste.

La ecuacién funcional Ax=b, describe una gran cantidad de ecuaciones

aparentemente diferentes como por ejemplor

1) Ecuaciones integrales de Fredholm de primer y segundo tipo:

*1

Ia(t,1:)x('c)d1: = b(t) , I e [t,,,t,].

�030o

�030x

x(t)�024�024J-a(t,r)x(r)dr = b(t), I e[t0,t,]

�031n

donde a e Lz([t0 ,t,]x [tD,t,])

x,b e LZ[t0,t,]

5



2) Ecuaciones diferenciales ordinarias:

�024x"(t)+ a(t)x(t) = b(:),: s (0,1)

x(0) = x(1) = 0.

donde: a : (0,1)�024�024�024>Res una funcién acotada y b e L2[0.1].

Asi, al esludiar la existencia y determinacién de su solucién, estamos estudiando

Ia existencia y detenninacién de las soluciones de todos los problemas que se pueden

expresar de ese modo.

El método de Anélisis Funcionai es justamente el estudio unificado de muchos

problemas particulares. Esta unificacién requiere del uso de espacios y operadores

mas generales como por ejemplo los espacios de Banach o Hilbert y los operadores

lineales que pueden ser diferenciales, integrales, etc.

EI proceso general de formulacién y estudio de un fenémeno se da en el

siguiente diagrama de flujoz
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DIAGRAMA DE FLUJ_0 PARA EL ESTUDIO DE ALGUN

FENOMENO NATURAL

ESTUDIO DEL FENOMENO

FORMULACION pEL MOD ELO

IVLATEMATICO

ESTUDIO DE LA EXISTENCIA

DE LA SOLUCION

SE PUEDE

SOLUCION �030

EXACTA

SI CONSTRUIR UN ALGORITMO

PARA APROXI_MAR LA

RESULTADO SOLUCION

EXACTO DEL

MOD}-7.1.0

RESULTADO

APROXIMADO

DE

SOLUCION

Un ejemplo del estudia de un fenémeno natural y su posterior formulacién del modelo

matemético es el siguiente:
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EJEMPLO 2.2.1 FORMULACiON DEL MODELO MATEMATICO DE UN FENOMENO

NATURAL

Estudiatemos un pzoblema dc peque}401asoscilaciones dc Sistemas eléstjcos y

encontmremos In ecuacién que describe ml oscilacién.

Consideremos una barra eléstica de longitud /, fija en los extremos to y t, . En un

punto t e (t0,t,) aplicamos una fuerza que act}401aen la direccién de ti. bajo la accién

de esta fuerza la barre se deforma y el punto I se desplaza en la posicién /�031comose

muestra en la }401gura.

X x

to ,1 to H 5' :1

0 I I 0 3+}: I

Denotemos Ia magnitud de este desplazamiento por b y hallemos su valor. Mediante el

valor de 12 podemos hallar el desplazamiento de un punto arbitran'o. Para ello haremos

uso de la Iey de Hooke, que a}401rmaque la fuerza aplicada es proporcional a Ia

extensién relativa (es decir, a la razén entre el desplazamiento y la longitud).

Bajo Ia accién de la fuerza 1: la parte to! se estira. Denotemos por 7] la reaccién

producida. AI mismo tiempo, Ia parte ttlse comprime, dando lugar a la reaccién T2.

Por Ia Iey de Hooke:

T�030= " T2 = *1�030:

donde k es el coe}401cientede proporcionalidad que caracteriza las propiedades

elésticas de la barra. La posicién de equilibrio de las fuerzas que actdan en e) punto I

nos da:

. 8



,,=k�031*+,,_"�031.,=�031�030.''�031.T
I I-1 t(I -1)

de donde

h _ xt(l -1)

kl

Para hallar el desplazamiento producido en un cierto punto 2- <t. observemos

que. segun Ia Iey de Hooke, para una extensién, Ia extensién relativa (es decir, la

razén entre el desplazamiento y su distancia a| extrema) no depende de la posicién del

punto. Denotemos el desplazamiento del punto 2 por d, entonces:

K - i
1 t

y por tanto

d=},7. =L(l.�030_�031),,<,

t kl

Anélogamente si 1 >1 entonces:

Td -L
_ I �0241 I �024I

y por tanto d = = i(,l:)�031¢-> t_

I-1 k1

Como la fuerza es aplicada en el punto t, bajo la accién de esta fuetza todos los

puntos del sistema sufren un cierto desplazamiento.

El desplazamiento del punto 1 lo denotamos por a(t,r) y en consecuencia six es una

fuetza unitaria el desplazamiento esté dada por:

1
E r(I -1), r < t

a(t, r) = 1

�024tI �024�030Z�0311' > tk, ( >.

El desplazamiento recibe el nombre de funcién de Green. De la Iey de la

conservacién de la energia podemos deducir una importante propiedad de la funcién
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de Green a(t.r); se trata de la llamada Iey de reciprocidad: el desplazamiento

producido por e| punto z�030bajo Ia accién de una fuerza aplicada en el punto zes igual al

producido en el punto z bajo la accién de la misma fuerza aplicada en el punto r.

Dicho con otras palabras esto significa que:

a(t, 1) = a(z',t)

En términos de la funcién de Green se puede expresar el desplazamiento del

sistema, a partir de su posicién de equilibrio, producido por una fuerza distribuida

continuamente de densidad x(r). Puesto que sobre el intervalo de longitud Ar act}402a

una fuerza x(r)Az-, que se puede considerar aproximadamente concentrada en el

punto r, el punto I sufre, bajo la accién de este fuerza, en desplazamiento

a(t, r)x(r)Ar _

El desplazamiento bajo Ia accién de toda la carga es aproximadamente igual a la suma

Z a(t, 1')x(r)A r

msrszl

Pasando al limite cuando Ar �024>0 vemos que el desplazamiento b(t) del punto 2

bajo la accién de la fuerza x(1) distribuida a lo largo del sistema viene dado por la

férmula:

ll

b(t)= ja(t,r)x(r)a'1.

In

La ecuacién hallada describe peque}401asoscilaciones longitudinales de una buena

barra eléstica de longitud I, esta ecuacién es llamada ecuacién integral de Fredholm de

primer tipo.
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2.3 TEORIA DE OPERADORES INVERSOS

El estudia de la existencia de la solucién del problema Ax=b depende

principalmente de las propiedades del operador A, veremos més adelante que si el

inverso del operadorA existe, entonces la solucién del problema existe y es (mica. Por

otro lado, para realizar el esludio de estos operadores necesitamos recordar algunas

definiciones bésicas como:

Una norrna es una aplicacién 1!: X �024>R de un espacio vectorial X en los reales

y que para todo x, y e X cumple Ias condiciones:

1) lixllzo; {;x1=o <�024>x=0

2) !l1xi§=l2.};gx;;, w. e K

3) llx + yll S Ilxl + llyll

Un espacio vectorial X con una norma de}401nidaen ella se llama espacio vectorial

normado.

Un operador lineal A : X �024-)Y es acotado si existe un miimero real M > 0 tal

que;lAxl[ s M lx}401,vx e X.

Si el operador lineal A es acotado entonces se de}401neIa norma del operadorA como:

�034All= sup
J #0 M

Para mayor generalidad, en el estudio, supondremos a partir de ahora hasta }401nalizar

esta seccién que X e Y son espacios normados y que A:X �024>Yes un operador

lineal.

DEFINICION 2.3.1

El operador lineal A se dice invertible si existe un operador B : Y-�024�024>Xtal que:

1) AB = I, (identidad con respecto a Y)

11



2) BA = IX (identidad con respecto a X)

El operador B se llama operador inverso de A.

LEMA 2.3.2

Si el operador lineal A es invertible entonces su inverso es Linico.

Prueba:

Sea B operador inverso.

Supongamos que existe otro operador C : Y:>X tal que:

AC :1, , CA : 1,

sea y e Y un elemento arbitrario; entonces:

Cy = C(1y (J0) = C((AB).v) = (CAXBy) = By

C=B

I

Debido a la unicidad del operador inverso de A (si existe) entonces podemos

denotar su inverso como 2A�034.

TEOREMA 2.3.3

Sea el operador A :X�024�024-�024>Y.Entonces:

A es invertible si y solo si A es biyectiva. ~

Prueba:

(:>) Probemos la inyectividad

sea Axl = Axz, aplicando el operador A" tenemos:

A�035Ax1= A"Ax2, esto es:

x1 = x2

Luego A es inyectiva.

A continuacién probaremos que A es sobreyectiva.

Sea y e Y, tomando x = A"y se tiene que Ax = A(A"y)= y

12



Asi A es sobreyectiva

por lo tanto A es biyectiva.

(<:) Sea A biyectivo, probaremos que existe B : Y�024�024>Xtal que

AB = I, , BA = IX

Definimos B : Y�024�024>Xtal que By=x, donde xe X/Ax=y

B esta�031bien de}401nido:

y] = y2 entonces Ax, = Axz;

como A es inyectivo se tiene:

xx = x2

de aqui By, = Byz

(AB)y=A(By) =A.x=y => AB=I,

(BA)x=B(Ax)=By=x 2 BA=IX

I

En el problema Ax=b, si el operador A�034existe, entonces claramente se ve que

la solucién L'mica es x. = A�034b,sin embargo, en las aplicaciones, muchos operadores

no son invertibles pero existe la solucién del problema, como veremos en el siguiente

ejemplo.

EJEMPLO 2.3.4

Sea el operador".

A :C�030[0,1]-�024�024�024>C[0,1]I Ax = f;

y consideremos Ia ecuacién:

Ax=b, b e C[O,l].

A no es invertible pues no es inyectivo. En efecto, por el absurdo supongamos que A

es inyectivo entonces:

13



Dados x,.x3 eC'[O.1] tal que xx ¢x2 entonces se debetenerque Ax, ¢ Axz .........(")

Tomando en particular x, 2 at +6 y x2 : at + l, u e R

se tiene que xl == xi, luego por la inyectividad debe ocurrir que Ax�030at Axz lo que no

es cierto pues:

Axl=%(at+6)=a, Ax2=:t(at+1)=a

esto es: Ax�030= Ax: (2 <:) con (*).

Sin embargo la ecuacién funcional Ax=b tiene solucién para toda be C[0,1] y V

estas estan dadas par:

1

x(t)= Jb(s)ds
0

El ejemplo dado anterionnente motiva a las definiciones siguientes:

DEFINICION 2.3.5

Sea X Yespacios normados.

a) Un operador lineal A : X�024>Yse dice que es invertible por izquierda si

existe un operador:

B:Y�024�024>Xtalque BAx=x, V§eX.

b) Un operador lineal A :X�024�024�024�024>Yse dice que es invertible por derecha si existe

un operador:

B:Y�024�024�024>Xtalque ABy=y, \1yeY.

Los siguienies teoremas caracterizan los operadores invertibles por izquierda y por

derecha.

TEOREMA 2.3.6

Sea un operador lineal A :X�024�024>Y.

14



a) A es invertible por izquierda si, y solo si A es inyectiva.

b) A es invertible por derecha si, y solo si A es sobreyectiva.

DEMOSTRACION:

a) (:>) Como A es invertible por izquierda entonces existe

B:Y�024>Xtalque BAx=x , VxeX

Sea Ax, = Axz, aplicando B a la primera ecuacién:

B(Ax,) = B(Ax2)

�024> x, =x,

Asi A es inyectiva.

(c) SeaA inyectiva entonces A :X -�024�024>ImAes biyectiva. (ImA es la imagen

de la aplicacién A)

Por el Teorema 2.3.3, A es invertible, donde

A�034:ImA-�024>X

Sea B:Y�024�024>Xcualquier extensién de A�034_ entonces:

(BA)x = B(Ax) = 1:, V1: 6 X

Asi A es invertible por izquierda.

b) (:>) A es invertible por derecha entonces existe un operador:

B:Y�024�024>XI (AB)y=y, VyeY

Sea y e Y arbitrario, entonces: y = (AB)y.

Tomando x = By se liene que:

�030 Ax=A(By) =(AB2y =y

Luego A es sobreyectiva

(c) Si A es sobreyectiva :> Vy e Y existe x e X tal que Ax=y

Definiendo B : Y:>X tal que By = x se tiene que:

(AB)? =/1(3)�031):11)�030=)�031

15



�024> (AB)y =y, Vye Y

Asi A es inversa por derecha.

I

TEOREMA 2.3.7

Sea el operador lineal A :X�024�024�024>Y.

Si A es invertible entonces A�034es lineal.

DEMOSTRACION:

Sea y,,y2 e Y. ComoA es invertible entonces por el Teorema 2.3.3, A es

biyectiva, en particular sobreyecliva, luego existen x,,xZ e X tal que:

Axl :yl ! Ax: =y2

esto es:

xl =A�024l.Vi ' X2 =A_ly2

ademés como A(a x, + 13:2): 0: y, + /lyz �030entonces se liene:

A�034(ay, + ly,)= oz x, +Ax2 = aA�034y,+ziA"y2 = a(A"yl )+ ,1(A"y2)

Asi A�034es lineal. I

TEOREMA 2.3.8

Sea el operador lineal A ;X �024>Y.

La ecuacién Ax=b tiene solucién para cualquier b as Y y existe m>0 tal que:

i!Axj}zmixl. Vxe X

si y solo si el operadorA tiene inversa A�034acotada por . esto es:

m

llA"i gi
I ll m
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DEMOSTRACION:

(:>) De la solubilidad de la ecuacién, para cada y 6 Y existe un elemento x e Y tal

que Ax=y. Asi A es sobreyectiva ...(a)

También:

Si 2:, ¢x2 :> x1�024x2:0

�024>in -xzé! > 0

�024-)m}401x,�024x1">0

Como mffxl �024x2§'S';A(x, �024x2)?

�024>f[A(x, �024x2}> 0

-�024>A(x, �024x2):t0

�024>Ax, it Ax;

de aqui A es inyectiva

De ((1) y A es biyectiva y por el Teorema 2.3.3, A es invertible.

Sea y e Y �024>existe x e Y tal que A.t=y

"A" "�024%1"<1 A �034�0241�034 Pu �034�030<34v X;§ yi:�0245.x::�024;:"..�024;:.LY= ( 95 �035'.*�035..�024sX. *5 )

s _, 1 , .

=> 0/1 J�03135*IiJ�031:!.. m V

Como y es arbitrario entonces:

mi 3i
5 m

(c) Como A es invertible entonces Ax=b tiene una solucién x = A�034bque es (mica.

Por otro lado:

M II Ei . AW gm 1 _ ,
una = +i;;:1A�034�0301;2H = =

IIA H HA I IV ii HA n

esto es:

17



1
=Ax 2 ~ I x

�030A�031

: Tomando m = 517�030se tiene que:

�030 ?�030~A�031�034
3! '1

�030 2 mgxxii

I

OBSERVACION 2.3.9

- Se debe tener en cuenta que la imagen de A en general no coincide con

Y por lo tanto el operador inverso a derecha no esté definida en todo Y.

- Es su}401cienteprobar que A es invertible por derecha para mostrar que la

ecuacién Ax=b tiene solucién (que generalmente no es Unica) para

cualquier b e Y. Una solucién seria: x = A,�034b

A," denota inversa a derecha de A.

El estudio general de los operadores inversos Io podemos resumir en el

siguiente diagrama de flujo.
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2.4 OPERADORES LINEALES COMPACTOS Y OPERADORES DE FREDHOLM

Los operadores lineales compactos juegan un rol central en la teoria de

ecuaciones integrales Iineales, ecuaciones que describen especialmente fenémenos

fisicos éomo los modelados por Sistemas elésticos. En esta seccién daremos algunos

resultados importantes que utilizaremos posterionnente en los capitulos siguientes.

DEFINICION 2.4.1

Sean X, Yespacios norrnados_ Un operador A : X �024>Y se llama operador linea|

compacto si A es lineal y si para todo subconjunto acotado M <:X se tiene que

A(M) es compacto (A(M) denota Ia imagen de A con dominio M, A(M) es la

clausura o cerradura de A(M)).

TEOREMA 2.4.2

SeanX, Yespacios normados y A :X �024)Y un operador lineal.

A es un operador lineal compacto si, y solo si para toda sucesién acotada (x�031�030),

x" e X se tiene que (Ax�034) tiene una subsucesién convergente en Y.

DEMOSTRACION:

(:>) Sea A compacto y (x'�030)una sucesién acotada (arbitraria), tomando

M = {x" /keN}, por ser A compacto y M acotada, se tiene que A(M) es

compacto, luego la sucesién (Ax" ) tiene una subsucesién convergente en Y.

(<:) Asumimos que toda sucesién acotada (xk) contiene una subsucesién (x"") tal

que (Ax"") converge en Y.

Sea M c X acotada, probaremos que A(M) es compacto.
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Consideremos (y")c A(M) una sucesién (arbitraria) entonces existe xK e M

tal que y* = Ax"?

como M es acotado entonces 2:" es acotado, luego por hipétesis se tiene que

(Ax") tiene una subsucesién convergente en Y, esto es, existe una subsucesién

(x"" )c M tal que:

Ax"" �024>y, para algfm y 6 Y

entonces: �030

y"" �024>y, para alg}402nye Y

Asi /{(A0 es compacto y por lo tanto A(M) compacts.

EJEMPLO 2.4.3

I Sea X = C[t,,,t]] el espacio normado con norma definida por:

Jixjl, = max�030x(t),Vx e C[to ,t,]
' 105151, '

Sea también un operador A : X �024>X tal que

(Axxt) = _[a(t,r)x(r)dr

In �030

donde: a:[to,t1]x[tU,t,]�024�024>Res continua en [t0,t1]x[t0,t1]. Entonces el

operadorA es compacto.

En efecto:

- A es lineal:

'1 '1

(A(ax + /3 y))(t) = Ia(r, r)(a x + By)(r)dr = Ia(r,r)(a x(r)}401y(r))dr
to In

�0301 �030I

= 01 J'a(t, r)x(r)dr + ,6 _[a(t, r)y(r)dr

'0 '0
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= a(Ax)(r) + }402(Ay)(!)= (aAx)(r) + (/3Ay)(r) = (mix + ziayxr)

- A es acotado:

§Ax = max�030Ja(t.r)x(r)dr
�034 tugs!�030In

�031|

S l�034rr_n<aS)I(lI_[a(t,r)§;x(1') 1d!

. H

S[r,1;aS): '1�030!a(t.r)§dt §{x:�030

'1

tomando Ic =max a(t,r)?dt , entonces se tiene que:
1095!, I

:1 Axuskn x T�031;

- Probemos que A es compacto usando el teorema anterior:

Sea (xk) una sucesién acotada arbitraria en X, esto es. S c para alg}402nc>0.

Probaremos que (Axk) tiene una subsucesién convergente.

Sea y" = Ax�030,entonces:

:v::u--.

V J = WAX�03015 5 »�030uA:»2P�030�0351.! 5 CHA»

Luego (yk) es también acotada.

Probaremos ahora que (y�031�030)es equicontinua (LIMA [9], pag. 323). Desde que a es

continua en [t0,tl]x[tD,t,]por hipétesis y por ser [t0,t1]x[to,1�030,]compacto,a es

uniformemente continua en [t,,,t,]x[tD,t,]. De aqui:

Dado .9 > 0, existe 5 > 0 tal que Vt e [t0,t, ] y Vs,,s2 e [t0,t,] satisfaciendo

ls, -52! < 6 tenemos que:

3.a(s ,t)�024a(sJ) <�024£:

I 1 2 (t1 "o)c

' 22



consecuentemente, para s,,s3 como antes y todo k e N tenemos:

.'t '1

'y" (s,)�024y�030(S2) : Ia(s, ,r)x" (t)dr �024-J.a(s2 , r)x" (r)dz'

"0 In

:1, 5

= 5 [lam-a(s2.r>1:*(r)ar=
I�031n 2

'1

s ;ca(s,,r)_a(s2,r) x*(r1)4T
'0

�030I

S c }401a(s,,r)�024a(s2,r)d1

'9

E

< C01 "to)(t�0314ito*}I'- 3

Asi:

]y"(S1)-y�030(5z1< 5~

Esto prueba la equicontinuidad de Ahora por el teorema de Ascoli �024Arzelé

(LIMA [9]. pag. 329), implica que (yk) tiene una subsucesién convergente en C[t0,t, ]_

Desde que (x") fue cualquier sucesién acotada y y" = Ax�030se cumple que A es

compacto.

EJEMPLO 2.4.4

Sea X =L2[t,,,t,] y A : X �024>X un operador de}401nidopor.

ll

(Axxt) = Ia(t,r)x('r)dr

�030o

donde:

�0301E L2([�031o=�0311]x[�030uv�031ID

entonces el operador A es lineal y compacto.
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En efecto:

Veamos que el operadorA esté bien de}401nida.

�031| '1 �030�031I Z �031I'1 _ 2

}402Ax(t);�030dt= }402_[a(!,r)x(r)dr:dt 5 I[-|�030;a(t,1)] ;x(r)dr_ d!

[O In (I) t '0 �030n

�030I�031I �031I

S J(}401a(t,r)i2drI_Ex(r)"drjdt

In lo 1,,

1, 1, 1, 7

= _[x(r)i2dr. �030�035!a(l,r)['d1dt< on,

In In In

Asi AxeX. y por lo tanto A esté bien de}401nida.

La justi}401caciénde la Iinealidad es anéloga a lo realizado en el ejemplo anterior.

Veamos la acotacién de A

I�030 t, 1. 1|

}[AJq�0312= yAx(I)fdt S '}402x(r);2dr. I}401a(t,r)i2drdt=M2. donde;

1�030, In to In

I

'1 '1 2 E

M: �035§*a(I,r) dzdl . Luego A es acotada con cota igual a M.

'0 'u

Finalmente Veamos que A es compacto. Para ello usaremos el criterio del

teorema 2.4.2. Sea (x" ) una sucesién acotada arbitraria de funciones enX, esto es:

5 c para alg}402nc>0 y Vk e N.

Como Xes un espacio de Hilbert, por lo tanto reflexivo (KREYSZIG [8], pag. 242).

y por la acotacién de (xk) existe una subsucesién ( que seguiremos denotando (x�031)

por comodidad) que converge débilmente a un elemento xeX (HOYOS [3], pag 116):

x" �024�030�035�024>x,k�024�024�024>oo.

I�030II

Como a e L,q:0,:, ]x [t0,t,]),entonces [_[}401a(t,1)? dtdr < co, luego por el teorema de

1010

Fubini (APOSTOL [1], pag. 504) se tiene que a(t,.) e X , para casi todo t e (to,t,). -
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Sea t un elemento que cumpla a(t,.) e X. entonces:

Ax*(r)= I~(:,r)x*(r)dr = <x*<r>,ar;%>>�024»<x<r>,ao�030;%>>=

�030J-a(t,r)x(r)a'r = Ax(t), k�024�024>uo_

�030n

Asi Ax" �024�024�024>Ax,k-�024+oo,para casi todo punto I e (t0,tl). Por otra pane por la

desigualdad de Cauchy-Schwanz se tiene que:

1 k �03021:, k 52 1' .2 I,�030k 2

�030Ax(I) = �030_[a(t,z')x (r)dr: S j�030a(t,r)ldr (1) dr.

�034o 1 'n �030u

Puesto que:

" .2 V �030.

}402x"(2')�030dr =i!x":i S c y por el Teorema de la oonvergencia dominada de Lebesgue

to �030I V '

(APOSTOL [1], pag. 330) se tiene que: 1

�030I k z �030I 2

fmx (2')! dr�024�024�024->}401Ax(z).;dz, k�024�024>oo.
1° to

es decir.

}401Ax"�030yi�024�024>-::Axj,k�024>oo.

Como x" -é)x,k�024>oo.entoncespara todo geX se tiene que:

<Ax* ,g> = <x",A'g>�024'->(x.A'g>= (Ax,g) . 3831

Ax�035�024�030"�024>Ax,k:�024>oo.(A'esta de}401nidoen la pagina 22)

Finalmente_ como X es un espacio de Hilbert, HA)/'%�024�024>}401Axi[,k�024�024>o0.y

Ax�030�024A>Ax,k�024�024�024�024>oo.entonces:

Ax*�024�024�024+Ax,k�024>oo.(HOYOS [3], pag. 113).�030

Por lo tanto A es operador lineal compacto.
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Como en espacios normados X e Y, no necesariamente existe un producto

interno, nosotros denotaremos:

\b,f�030como la aplicacién de f e Y�031en un punto b e y

recordemos también que un funcional es una aplicacién de un espacio nonnado en el

campo real 0 complejo (f 2 X�024�024>K)

DEFINICION 2.4.5

Sean X, Yespacios normados, un operador lineal/1 :X�024�024>Ycon dominio de A

denotado porDomA el cual es denso en Xy el operador conjugado

A�030:Y�030�024�024>X'de}401nidopor:

<_:x,A�031f:�030;=g�030Ax,f�030

�030 El operadorA se dice que es normalmente soluble si:

Para ser valida Ia solucién de la ecuacién Ax=b es necesario y suficiente que

(b, f) = 0,Vf e KerA�030(~\/b,f denota el funcionalfaplicada en b)

DEFINICION 2.4.6

Un Operador Normalmente soluble se denomina Operador Noetheriano si los

subespacios KerA y KerA"son de dimensién }401nita.

DEFINICION 2.4.7

Un Operador lineal A :X�024�024>Yse llama operador de Fredholm si A es un

Operador Noetheriano y dim KerA �024dim KerA�030= 0(dim KerA ydim KerA�030denotan Ia

dimensiones de KerA y Ker/1�030respectivamente).
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TEOREMA 2.4.8

Sean X, Yespacios normados y un Operador lineal A : X�024>Y.

A es Normalmente soiuble si y solo si ImA = (KerA�030)i.(ImA denota Ia

imagen del operador A ).

DEMOSTRACION:

Sea A normalmente soluble entonces la ecuacién Ax=b tiene solucién si y solo si

(b, f) = o,vf e KerA�030.Probaremos que ImA = (KerA")�030L.

Sea y eI1nA , entonces existe un elemento x, e X!aIqueAx_ = y, por la hipétesis

se cumple que:

(y,f) = 0,Vfe KerA�035.

esto es y e (KerA")iy por lo tanto:

ImA C (Ker/1")i......................(oL)

Sea y e (KerA�031)L entonces (y, f) = O,Vf e KerA�030,luego por hipétesis la ecuacién

Ax=y tiene una solucién, esto es:

existe un elemento x, e X tal que Ax, = y,

asi y e ImA .

Por Io tanto:

(Ker/1*)�030c ImA. ..............(;3).

De (on) y (3) se tiene que ImA =(1<er/1*)�030.

Reciprocamente supongamos ahora que ImA =(KerA�030)Lprobaremosque A es

normalmente soluble.
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Si la ecuacién Ax=b tiene solucién entonces existe un elemento x, e X tal que

Ax, = h, esto es 1; e ImA el cual por hipétesis es igual a (KerA�034)L, entonces

b e (Ker/1�030lo que implica qL;e :

(b,f) = 0,\�030/fE KerA�030

Reciprocamente si:

(b,f) = 0,Vf e KerA�030.

Entonces b E (KerA�030)le|cual por hipétesis es igual a ImA,asi b e ImA,y por to

tame existe un elemento x_ e X tal que Ax, = b.Asi Ia ecuacidn Ax=b tiene solucién.

I

TEOREMA 2.4.9

Sean X, Yespacios normados y un operador lineal A :X�024~>Y.

A es Normalmente soluble si y solo si ImA es cenado.

DEMOSTRACICN:

Sea A nonnalmente soluble, para probar que ImA es cerrada es suficiente

comprobar que Inf! c Im A. Sea y e IE2 entonces existe una sucesién

(y")c ImAta|que y"�024�024�024>y,k?>co.'

Como y" e ImA = (KerA�030)i(Por Teorema 2.4.8) entonces:

(y*,f) =0, VfeKerA�030.

Como f e X�031,entonces:

(y�030.f>�024><y,f).k�024�024>°°-

Lo cual implica que (y, f) = 0,Vf e KerA�030.

Asi y e ImA . Por lo tanto ImA es cerrada.

Reciprocamente supongamos que la ImA es cerrada, probaremos que A es

normalmente soluble o equivalente, por el Teorema anterior, que:
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ImA = (KerA"f.

Veamos inicialmente que TE = (KerA* )i .

Sea y e ht entonces existe una sucesién (y*) c ImA tal que:

�030 y" �024�024>y,k-�024�024>ao..........(u)

Como y" e ImA,Vk e N, entonces la ecuacién Ax =y",tiene solucién xf para

cada k e N.

Sea f e KerA�030entonces:

<y",f) = <Axf,f> = (xf,A�030f>= 0-

en (cc) por la continuidad defy del producto interno <,> se tiene que:

(y",f>~�024><.v,f>,k�024>°°-

por la unicidad del limite se tiene que: (y,f) = 0. Esto es y e (KerA�030)l.

Por Io tanto:

ic (KerA�035

Anélogamente a lo hecho anteriormente se prueba que:

(KerA")i C E.

De ambas casos se tiene que E4 =(KerA�030)1.Ahoracomo ImA es cerrada se

concluye que: ImA = (KerA" )3 Esto es A es nonnalmente soluble. I

TEOREMA 2.4.10

Sean Xun espacio nonnado y A :X�024�024�024>Xun operador lineal compacto,

entonces VA -5 R �024{0} el operador B = 2. I -A es nonnalmente soluble.
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DEMOSTRACION:

Supongamos que la ecuacién Bx=b tiene una solucién, entonces existe xo e X

tal que Bxo = (,1 I �024Aka = b .

Sea f e Ker B�030entonces B�030f= (A I�024A)xf= 0. Probaremos que \[\b,f} = 0�030

= \(�031lI_A)xoaf\-' = '\lxo "Axo>f.' = A-Qxovf�030_�030~.Axosf\'

= ,1,x,,,fj>�024<:x�030,,A*f}=<x0,/1f�024A*f:,�024_�024<x0,(/II�024A�030f)/�030V;

= :~.;x09(l : <x0=BX.f\ = 0

Reciprocamente, supongamos que Vf e Ker B�030se tiene que ..b,fT = 0.

Probaremos que existe un x�034e X tal que Bxo = (A I �024A)x0 = b

Por contradiccién supongamos que la ecuacién Bx=b no tiene solucién, entonces

Vs; e X se tiene que Bx ¢b , asi b e ImB = Im(/�030LI�024A).

Desde que Im(1 I �024A)es cerrado (KREYSZlG [8], pag. 424) 6 = d(b,ImB)> 0. Por

el teorema de existencia de funcionales (KREYSZIG [8], pag 243) existe un funcional

* - / *\ / ~
feX tal que <\z,f)=0, VzeImB y §\b,f/>=5

/

Como z e ImB entonces existe x e X tal que z = (11 -A)x tal que <z,:f> = 0.

�030 ~\ / ~\ / ~\ / ,~\
<(2.I�024A)x,f/=1:x,f>�024Ax,f)=).tx,f/�024Kx,Af)

\ , / \ /

= <x,,1}�031>�024<x,A*}> = <x,(,1I�024A*)}'>= 0

lo anterior se cumple Vx e X ya que 2 e ImB fue arbitrario.

De aqui }�035esuna solucién de la ecuaciénz (,1. I �024A)Xf= 0

entonces <17, = 0
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entonces 6 = 0 lo que es una contradiccién pues anterionnente vimos que 5 > O . Por

lo tanto el operador B = /11 �024A es normalmente soluble.

I

2.5 OPERADORES LINEALES ACOTADOS AUTOADJUNTOS EN ESPACIOS DE

HILBERT

Los operadores lineales autoadjuntos en espacios de Hilbert son muy

importantes no solo en el estudio de las ecuaciones integrales sino también en la

sustentacién matematica de ciertas ramas como la Mecénica Cuéntica donde estos

Operadores constituyen el instrumento fundamental de su teoria.

En esta seccién daremos los conceptos y resultados principales para el uso de

estos Operadores en la demostracién del teorema 43, del Capitulo4 resultado

principal de nuestro trabajo, asi como también para alguna aplicacién posterior a

ecuaciones integrales y ecuaciones diferenciales.

DEFINICION 2.5.1

Sea Xun espacio de Hilbert y A : X�024�024>Xun operador lineal acotado. El

operador adjunto de A se de}401necomo el operadorA�031:X�024>Xtal que:

(Ax,y) = (x,A'y), Vx,y e X.

El Operador Adjunto A�031es lineal }401nicoy ademés satisface: A }402=�031A"§,esdecir A�030es

acotado (KREYSZlG[8], pag. 196).

DEFINICION 2.5.2

Sea Xun espacio de Hilbert, A :X�024�024�024->Xun Operador lineal acotado.

Decimos que A es un Operador lineal acotado autoadjunlo si:

A�030= A esto es, si: (Ax, y) = (x,Ay), Vx,y e X.
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EJEMPLO 2.5.3

Sea X = Lz[to,Il]y sea a :[t0,t1]x [z0,r.�030]�024>Kuna funcién tal que:

a e L2([ta,t,]x [t0,t,]) y E(?,t3 = a(z,r).

Definiendo A :X�024:>Xtal que:

�0301

Ax(t) = J-a(t.,r)x(1.')dr.

�030:2

Se tiene que ei Operador lineal compacto A (ver ejemplo.2.4.4) es autoadjunto.

En efecto:

Sea x, y e X . entonces:

> 'n H �030_'1 '1 __ �031|�030I __

(Ax, y) = J'Ax(t)y(()dt = [[ j'a(z, r)x(r)jy{t)dt = jag, r)y(z)x(r)dr}1z
'0 '0 �030n '0 '0

usando el Teorema de Fubini (APOSTOL[1], pag. 504) se tiene que:

'1 '1 :_ �031| '1 % �030I �031u A

= Ia(t, z')y(t)x(1)dr}r = fx(r){ Ia(t, 1')y(t)dtjdr = Ix(r)[ J'a(t, 1') y(t)dt]dr

�030o�031n '0 1n '0 In

1, AMA

= Ix(r)[ _[a(r,t)y(t)dt}1r = (1, Ay)-
1, I0

Asi A�030= A y por tanto A es lineal y autoadjunto.

AFIRMACION 2.5.4

Sea X =L2[t0,t,] y A de}401nidopor el ejemplo 2.5.3, entonces el operador

B = ,1! �024A es un operador de Fredholm, V]. e R �024{0}.

En efecto:

Como A es un operador compacto por el teorema 2.4.10 se tiene que

B = /11 �024A es normalmente soluble, también por ser A autoadjunto se tiene que B es
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autoadjunto y ademas dim(Ker(11�024A))=dim(Ker(/U-A')),los cuales son finitos

(KREYSZ|G[8], pag. 423).

Entonces B = A1 �024A es un operador de Fredholm, VA e R - {O}.

2.6 METODO DEL GRADIENTE

Sea X un espacio de Hilbert y f :X �024>R un funcional Lineal, estudiaremos el

siguiente problema:

Minimizar f(x) (2.6.1)

x e X �030

Los métodos iterativos para resolver (2.6.1) son algoritmos descritos por una

sucesién de movimientos que se inician en un punto dado x�034y los demés puntos se

generan a partir de la férrnulaz

xk�035=x" +o:,d"

donde x" es el punto actual, :1" es la direccién a lo largo del cual se mueve el punto

x" y (2,, es la Iongitud de paso que minimiza el funcionalf (x" +ad"

Los diversos métodos iterativos se diferencian esencialmente en la regla

mediante el cual se seleccionan las direcciones suoesivas d I�030.

En esta seccién enfocamos nuestra atencién el método del Gradiente por ser la

base del Algoritmo que describiremos en el Capitulo 4. Este método es aplicable en

particular al funcional cuadrético:

f(x)=(Ax,x)�0242(b,x)+c, ceR

donde A es autoadjunto de}401nidono negative en X, ya que este funcional es el }402nicoen

el cual existe en detallado analisis de convergencia, el cual veremos después.

lniciaremos probando un resultado muy importante. que es el punto de partida de

nuestro trabajo.
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TEOREMA 2.6.1

Sea X un espacio de Hilbert real y A :D�024�024>Xunoperador lineal autoadjunto

de}401nidono negative en el subespacio D denso en X.

Entonces:

La ecuacién lineal Ax=b tiene una solucién x. si y solo si el funcional cuadrético

f(x) = ._Ax,x> �0242(1), x} + c obtiene un minimo en D el cual es x. .

DEMOSTRACION:

(2) Sea x. e D tal que A x. =b, evaluandofen x. tenemos:

f(x. ) = �024�034b,x.}+c (a)

Para cada x e D se tiene que:

f(x) = �031.:Ax.x>�0242{_b,x) + c

= Ax, �0242<:Ax.,x? + c

= <Ax,x:;~ �024<:Ax.,x:�030--'\'Ax.,x>+c

= .:A(x �024x.),x)~ *.'Ax.,x} +c

= (A(x �024x.),x}�024/\'A(x�024x.),x.:)+.__A(x�024x.),x.�030}�024(Ax.,x)+c

=(A(x�024x.),x�024x.)~(Ax.,x.)+c

Usando (ar) tenemos que:

f(x)= (A(x-�024x.),x�024x.)+f(x.)

Como A es de}401nidono negative entonces (A(x �024x.),x�024x.) 2 0 usando este hecho se

tiene que:

f(x)2 f(x.) para cadax e D

Por lo tanto x. es un minimo def

(c) Sea f(x.)= f probaremos que A x. =b.
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Tomando x e D arbitrario y un ntumero real t, obviamente se tiene que

x. + tx e D, entonces:

f(x. +tx)2f(x.)

pero:

f (x. + 1x): A(x. �024tx),x. �024tx�030;�0242{b,x. + xx�030:+ c

= (Ax. ,x.T;+t1;Ax. ,x:�030+ r ;:Ax,x. + (2 \_Ax,x�034�0242\b,x. �0242t ;b,x�030+ c

= {Ax.,x.\+2t _Ax.,x�030;-+tz<'Ax,x}�0242{b,x.}�0242t{b,x)+c

ordenado adecuadamente tenemos:

f(x. +tx)= _Ax,xf;:2 +2: (Ax. �024b,x�030,;»�0242;Vb,x.+ ;Ax.,x.\+c.

Desde que x. y b son }401joses obvio. de la igualdad anterior, que para x fijo la

funcién f(x. +tx) es una funcién cuadrética en la variable t.

De se sigue que f tiene un minimo local en t=0, el cual implica que su primera

derivada es igual a cero en t=0. esto es:

itf(x, + tr) H, = 2(Ax,xft + 2<.\Ax. - b, 2:); ,=0 = O

2(Ax. �024b,x> = 0

(Ax. �024b,x:>= 0

como x e D es arbitrario y D es denso de Xentonces se tiene que:

Ax. ~ b = 0

Ax. = b.

I
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COROLARIO 2.6.2

En el teorema anterior si A es de}401nidopositive ( (Ax. x) > 0,Vx ¢ 0) y si existe el

punto x. e D que soluciona Ax=b (6 equivalentemente que minimiza el funcional

cuadrético f(x) = Ax,x} �0242<,_b,x:; + c ), entonces x. es }402nico.

Prueba:

» Supongamos que existe otra solucién ;ce D. entonces se tiene que:

Ax, = A} = b.

esto implica:

A(x. -12) = 0

yde ahi: <A(x. �024§),x.�024§c�030;=o.
/

Por serA de}401nidopositivo se tiene: x. �024;t= 0

�024> x. =; _

METODO DEL GRADIENTE PARA RESOLVER wb

Sea X un espacio de Hilbert real y A :X �024>X un operador lineal acotado

autoadjunto de}401nidono negative.

Supongamos que tenemos el problema de resolver. Ax=b, donde b es un

elemento dado del espacio X y xe X es la incégnita. Por el teorema 2.6.1. es

equivalente resolver esta ecuacién y minimizar el funcional cuadrético

f(x) = <Ax,x) �0242(b,x) + c , c e R . Por lo tanto podemos usar métodos no lineales para

resolver Ia ecuacién Lineal dada. En particular utilizamos el método del gradiente cuyo

algoritmo para construir Ia sucesién de soluciones aproximadas es la siguiente:
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Tomar un punto inicial arbitrario x°

Generar Ia sucesién:

xk�034=xk +a,,r", k e N

donde:

r'' = Ax�030-b y

a:r*,r":}

El teorema que nos garantiza que la sucesibn de puntos converge a la solucién

del problema, bajo algunas hipétesis adicionales, es el siguiente:

TEOREMA 2.6.3 (CONVERGENCIA DEL METODO DE GRADIENTE PARA

OPERADORES ACOTADOS)

Sea Xun espacio de Hilbert real, A : X �024>X un operador lineal autoadjunto

tal que:

0 < ml 5 A 5 MI

(0 < ml <�024>0 < ((mI)x,x),\�030/xeX�024�024{O})

(mISA <�024->0.<_A�024mI<�024)0S((A�024mI)x,x),VxeX)

(A sMI<�024>0sMI�024A<�024>0s((Ml)x,x),vxeX)

donde [es el operador identidad y m = <E::%;> ; M =

Tomando un punto arbitrario x�035e X , |a sucesién (xk) generada por el método

_ del gradiente converge a la solucién (mica x. de la ecuacién Ax=b. Ademés

de}401niendo:

F(x)=(A(x. -x),x. �024x>,�030V�031xe X

se tiene que:
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, 4-

x. -x}402x.�024x�031',s ;�024F(x")S,:�030lL1�024F(x°), v ke N�030

DEMOSTRACION:

Como m:x,x�034SAx,x sM�030x,x�030,V xeX.

tomando x = x. �024x"y usando la desigualdad de la izquierda se tiene:

m¢_;x. �024x",x.~x�030>S (x. -xklx. �024xk*

de aqui:

;�031x.�024-x",x.�024x"j S lr\�030A(x.�024x"),x.�024x�030
, m .

esto es:

�024x",x.�024x"�030;S 1�024F(x") (oz)
' m

Probaremos ahora que: �0241~F(x")sL[1�0242],�030F
m m M

Para eIIo notemos:

F(x)= (A (x. - x),x. - = {Ax.,x.) �024 ,x"j, �024;Ax,x. + (Ax,x)

= (Ax.,x.} + �024

=(A.x.,x.)+f(x)�024c, ceR

esto es:

F(x) = f(x)+{Ax. ,x. �024c

Evaluando x" y x"*�030en F tenemos:

F(x")= f(x")+(Ax.,x.)�024c

F(x'�035�030)=f(x'�035�030)+{Ax.,x.)�024c

restando se tiene que:

F(x* )�024F(x**�030)=f(x*)- f(x�030*�030)
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Por célculo directo:

f(x'�035')= f(x'k)+ Zak . Ax",/�030+a,f �030.4/�030.r"�030�030 �024201,, .b.r"

entonces:

F(x" )�024F(x'�034')= �024a,f:_�034Ar",r�030V. + Zak ,:b,r" �030 �024Zak \Ax" ,r"

= �024a,,2-"Ark,/'�0242a,�030Axk �024b,rk l�030

<\/r�031,r"

reemplazando el valor de a,�030= - en la igualdad anterior, se tiene que:

< r ,r .}

11¢ r3 k k»._2 /1 r2
:r,r- .,r,r; vr,r,»

F * �024F"*' =�024§==�030�024.+2�024�024+=
(X ) (I ) }401:Ark�031rkK Ark'rk. �030=Ark�031rkI:

dividiendo por F(x") y Denotando y" =x. �024x'obtenemos:

£(2}402-F(xf:)- _ __
Fixq (:7(Jr.�024x"i,x.�024x*�030es'Ar",r"\/3

, -.A2

= '\.r",r�030I,»

<Ay',y*)<Ar*,r*

2, 5(x* �024F(x*�034)_,,<"="£><"='L ((1')
F x" <Ar*,r*><Ay*,y�030} '

Como r" = Ax�030�024b= A(x�030�024x.)=�024Ay'; ademés por ser A lineal acotada

autoadjunto y m>0 se tiene que A es invertible (KANTOROVICH [5] , pag. 329) y por

la desigualdadz ml 5 A se puede probar fécilmente que:

1
<A"x,x> S ~(x,x) , Vx e X

m

Aplicando el hecho anterior se tiene que:

yk :_ _A�024lrk

Reemplazando en (of):
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F(x-'~' __F(x�031�035')fr",rk} {rl�030,r":"> (R)
_}401Fxk é _ ,/{,rk�031Ai'rkT}

como:

<Ar",r"> S M<r",r�030)y <A"r",r"> S -1;/I-<rk,Tk)

entonces:

> L , M
Ar",r* _ M y <A"r",r"> _

Luego en 03')

£(xk)_F(xIz+1)Z _1_m : 1

Fix�030i M M

Asi se obtiene que:

'/ k+l

V L1�024 2 Vk e N

esto es:

F(x**�030)s(1 �024%]F(x"), Vk e N

si k=0 entonces:

F(x�030)5 (1 �024}401JF(x°)

si k=1 entonces:

2

F(x2)S[l�024%]F(x')s(1�024�024%]F(x°)

I:

AFIRMACION: F(x")S 1- 3 F(x°), Vk e N.
M

En efecto:

Por induccién:

Para k=1 se cumple por lo hecho anteriormente.
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Supongamos que es vélido para k=n (hipétesis inductiva) estos es:

F " 1- 1" F . °(x )<[ M) (v >

Probemos que la proposicién es cierta para k=n+I

F(x"")S(1�024'l)F(x") (Por (*))
M

m MI

5 [1 �024 F(x°) (Por hipétesis inductiva)

Asi Ia a}401rmaciénes cierta Vk e N.

Por lo tanto:

lF(x")sl(1~}402]kF(x°),VkeN
m m M

Finalmente se tiene de (a) y que:

k

<x. �024xk,x.�024x";\SlF(x")Si[1�024%jF(x°), Vk e N.
m m

Si k�024�024>ooentonces x"�024�024>x..

I
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.=1

se puede probar fécilmente que los espacios 12 (K) y K" , n e N, son concordantes

definiendo los operadores de contraccién de la siguiente forma:

Tn ; I1(K) �024�024>K�035

3 �024»T,,3 = T,,(3,,32,...,3,,,...)=(33,�03033...,3,,,3,,,,).

EJEMPLO 3.3

Sea el espacio vectorial C[0,1] = { x :[0,1]�024>R / x es continua en [0,1] }con norma

definida por: = rgE1S>l(§x(t)|�030

Escogiendo una red sobre [0,1] para todo n e N, es decir, un conjunto de nodos:

03:,�035:1; st; S...SI,',' 31 y

tomando T,, :C[0,l]�024-9K"

x�024�024�024>T,,x= (x(:," ),x(t; ),x(;; )...,x(:: ))

Se tiene que los operadores T,, son de contraccién y por lo tanto C[0,1] y K�035

son concordantes.

En efecto:

Antes de realizar la prueba hagamos en bosquejo para n = 2 �030

El conjunto de nodos estaré fonnado por. 0 S t,�031S t; S1 y

T2 :C[O,1]�024�024�024)K2

x�024+2;(x)= (x(tf Mr: ))

Para x = t2 tenemos la siguiente gréfica:
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CAP|'l'ULO 3

ASPECTOS TEORICOS DEL ESQUEMA DE APROXIMACION LINEAL

DEFINICION 3.1

Sea X un espacio de Banach y X,, (n e N) espacios de Hilbert.

El espacio X se dice que concuerda con los espacios X,, si para cada n e N existe

un operador lineal acotado y sobreyectivo T,_ 2 X -9 X,,. En este caso también se

dice que los espacios X y X,, son concordantes y a los operadores Tn se le llaman

operadores de contraccién 0 de discretizacién.

Para cada n e el conjunto de todos los operadores lineales acotados T":

X �024>X,, lo denotaremos por L(X,X,,). esto es:

L(X,X,,)= {T,, :X �024>X" /T,, es lineal acotado }.

Se puede probar fécilmente que L(X, X,) es un espacio vectorial con las

operaciones usuales de suma y multiplicacién por un escalar de operadores. Ademés

de}401niendoT" ll=Sup(�024lTnxij) se tiene que L(X,X,,) es un espacio norrnado deEm . .

Banach.

EJEMPLO 3.2

Sea el espacio normado de cuadrado sumable:

X = 12 (K) = {3 = (3,,5,,...,3n,...)/3, e K y 213,? < co}
:=l

con norma de}401nidapor:

lsl = [gar]

Para cada n e N consideremos el espacio:

X,, = K" = {S = (31,32,...,3,, )/3, e K } con norma de}401nidapor:
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1 x[:)=:: .

9 =1: 1:

Observamos que los puntos de la imagen de T2 esté formado por los elementos

de la imagen de x evaluando en los puntos 1; y :3 respectivamente. Sea neN

arbitrario, probemos que T" es un operadorde contraccién.

. T,, Linealz Sean x,,x2,xe C[0,1] y sex

T,,(x, +x2)= (x, +x2(t1"),x, +x2(:;)...,x, +x2(t,�031,'»

= (x1(t1n)"'x2(�0311"lx1(t;)+x2(t;)>""x1(�030:)+x2(�030:))

=(xl(rflx1(r:)»~-ax.(r:))+(xz(r?lx2(r:1---»x2(r:))

=Tn(xI)+I;:(xz)-

T,,(6 x) = (ax (tf ),ax (1; )...,ax Q:))

=(r%=(t1")é�030r(t:)..--,<�030>�030x(r:))

= 5(x(tr )4r(r: 1-~»x(r: ))= 6 Tn (x)

- Tn Acotado:

Sea x e c[o,1] entonces:

H T» 5:�031=1! (x(rr1x(r;)....,x(r:))%§�031= :Z1!x(r..");�031s n(r;;3;§x(rr)!T S n(rg;,a;;Ix(r)i)�031

entonces:

HTM�0345 4; Igg;>§1x(t)! = *-Werii
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Tomando M = > 0 se tiene que Tux s M§;x;; . Vx e C[0,1]. Asi Tn

es acotado.

o T,_ Sobreyectiva para cada n e N :

Sea 3eK" => 3 =(3,,32,3,,...,3�035)_donde 3, e K , Vi =l,...,n

Formando pares de la siguiente forma:

(:3,3,)(r;',3z),(z;,33),...,(z;,sn)

Consideremos dos casos:

Si 3, =3, = k, Vi,j=1,...,n

y para algun k e K.

Entonoes se de}401ne:

x(0)+[ )t, vr e [0,r," >

x(t)= k, 1 vt e [t{�031,t;']

x(1)+£"�024(11)_Lt:_�030~�031Lj(:�0241),Vt e< r;,1]

geomét}401camentela gréfica de 1: es:

xio)

o é ;- e I

obtenemos que: T,_x = (x(t," ),x(t;�031),...,x(t,�031,'))= (k,k,...,k)

=(Ss,,fs2,...,3,,)=S

Si existe algunos 1si,j S n tal que 3, at S] , se de}401ne:
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.~ _ 0 n

V! e [0.tl >

II

3 -3 fl ..
x(t)= 3,, +[4ffL%](t�024zf),Vt e[rk,t,m],k =1,....n�0241

�030rm�024tn

x1 -5,, ,,x(1)+[%".](;-1), Vte<t,,,1]

Por la misma de}401niciénse obtiene que:

T,,x=(x(t{')x(t;')...,x(t,:'))=(3l,�03032,...,3,,)

De (*) y ("�030)se concluye que Tn es sobreyectiva para cada n e N .

DEFINICION 3.4

Consideremos la ecuacién lineal:

Ax = b

donde A :D�024�024>Xes un operador lineal sobre el subespacio D de un espacio

de Banach X, b e X un elemento dado y x es una incégnita.

Llamaremos esquema aproximado de la ecuacién (1) a los sistemas de

ecuaciones lineales: '

Aux, = b,,

donde para cada n e N se tiene que:

X,, es un espacio de Hilbert, A�035:X,, �024+X,,es un operador lineal acotado.

b,, e X,_ elemento dado y x,_ es la incégnita. Ademés el espacio X concuerda

con los espacios X ,, mediante los operadores de contraccién T,, :X�024-�024>X,,.

Un diagrama de la definicién es la siguiente:
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.4
.1�031ea!

Til [K

A.

X. �024�024-�024�024>X,

La de}401niciénanterior nos da una idea indirecta de afrontar el problema de

solucionar Ia ecuacién lineal (1) por ef esquema aproximado (2). cuya

caracteristica principal es el manejo de condiciones apropiadas (X,, espacios de

Hilbert y A�035operadores lineales acotados) que hacen més accesible su estudia.

EJEMPLO 3.5

Sea X =C[O,l] el espacio de Banach del ejemplo 3.3 y para cada neN

X" = K" del ejemplo 3.2

Definimos el operador diferencial: A : D�024�024>C[0,1]

x�024�024->Ax= g
dt

donde D = {x e C�030[0,1]/x(0) = 0} es el subespacio de C[0,l].

Dada una funcién arbitraria b e C[0,1]. consideremos el siguiente problema:

Resolver E = b(t)
dt

De}401namosun esquema aproximado para la ecuacion anterior.

Primeramente de}401niendo:T,, :C[0,1]�024�024>K"(n e N)

x�024�024)T_x=x �024,x ~ ,...,x �024

n n n( (�030J(2) ("D
. . ,. l ,, 2 ,, n

se tiene ( por el ejemplo 3.3. tomando t, =�024,t2=�024,...,t,,=�024) que Tn son
n H II

operadores de contraccién.
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A continuacién de}401nimospara cada neN el operador A" de la siguiente

manera: A,, :K" �024�024>K"

x,, �024>A,,x,,= n(x,",x;' -x,".x;' -x;',...,x,',' �024�024x,',',,)

donde x,, = (x,",x;',x;',...,x,�031,')eK".

Luego tenemos el siguiente diagrama:

A

dog] _:.___, c{o,1]

K�030�024�024�024�024hK�030

Por el isomor}401smodel conjunto de operadores lineales L(K",K") con las

matrices K"�034", el operador se expresa por la matriz:

n 0 0 0 0 O 0

�024nn 0 0 0 0 0

0 �024nn 0 0 0 0

A,,=00�024nn---000

0 0 0 0 �024�024nn 0

0 0 0 0 0 �024nn N

. dr _
y por lo tanto el esquema aproximado de E =b(t) es.

n 0 0 0 0 x," bf�031

�024nn 0 0 0 1:; I72"

0 �024nn 0 0 x;' = b3"

0 0 0 �024nn X: b:

donde:
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bl�035 -.

b" = es un vector columna dado.

1;; .

Cabe resaltar que el esquema aproximado resultante es un sistema de

ecuaciones lineales de orden n.

Como la sucesién de puntos estarén en un espacio diferente del original,

necesitamos una de}401niciénde "convergencia puntua|' como también de

�034convergenciade operadores" entre los espacios X y X".

DEFINICION 3.6 A

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X,, por

los operadores de contraccién I, : X�030�024�024>X,,

Una sucesién (x,,) . x,, e X,_ para cada ne N, se dice que T-converge a un

punto x e X si: ][x,, �024T,,x_'�024-�024>0, n �024>ao.Esta convergencia seré denotada

por x,, �024�024T�024>x.

Muchas veces en vez de decir que una sucesién x,, T- converge a x, solamente

diremos que x,_ aproxima a x. K

Cabe resaltar que si T" = I (operador identidad) entonces X,, =X , luego X es

un espacio de Hilbert y la de}401niciénanterior se convierte en la convergencia

usual: \|x,, �024 -9 0 , n �024+co.

EJEMPLO 3.7

Sea x° =(x,?)::l =(xf,x§,...,x:,x2+,,...)eI1(K), y consideremos los operadores

de contraccién (del ejemplo 3.2) T" :12 (K)-�024>K" /
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as = Tn(25,.�0313:,....S,,.3,,1....)=(S3,33,....3,,.3,,,,)

sea Ia sucesién (x,,)= (xf}402L�030= ,....xf',,xf,,) entonces se tiene que x,,

aproxima a x°.

'» En efecto:

�030x,,�024T,,x°'| = 1(X3.x§�031,...,x,?,xgH)�024T,,(Jr?,x§,...,x:,x:+,,...)¥§

= (x�0302�031,xf,...,xg,x3+l)�024(xg,x§,...,x:,x:,,)§§= 0~�024�024>0,n�024>oo

Luego (x,,) aproxima a x'�031.

Ademés (x,,) tiene una in}401nidadde T-Limites, pues tomando

x = (a,x�0302�031,x§�031,...,x,�0303,...),Va e R se tiene también que:

�030,�030x,_�024T,,xJ= 0-�024�024>0,n�024>oo.

PROPOSICICJN 3.8

Sean (x,,) , (y,,) dos sucesiones donde x,,,y,, e X,, para cada n e N.

Sean también x,y e X tal que: x,, �024L>xAy,,�024T�024->yentonces se tiene que:

ax, +y,, �024�024T�024>ax+y,donde aeK.

Prueba:

}402ax"+yn -Tn(ax+y)i = Ela x.. +.v,. �024aT..x+T,.yil=!!a(xn-Tnx)+(yn -Tny):

Si<r1!Lrn �024TM.!+}402yn�024Tnyj%

como por hipétesis j]x,, �024T,,x§}�024�024>0, n �024->oo

}402y�035�024T,,y�030f�024�024->0, n �024>oo

y por desigualdad anterior se tiene que:

.{(<IX.. +,v..)-Tn(r1x+y).i->0 a '1 -+°°

I
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Una vez de}401nidala T-convergencia y luego de tener Ia propiedad de linealidad

(proposicién 3.8) es necesario conocer en que condiciones Ia T-convergencia

tiene unicidad. La definicién siguiente y su posterior proposicién enrumban a ello.

DEFINICION 3.9

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X",

n e N mediante los operaddres de contracciénz

T,, :X �024>X,_

Decimos que las nonnas en cada espacio X,_ son regulares si:

]T,,x3�030_�024�024>0,�024>oo implica que x = 0.

PROPOSICION 3.10

Sean X .X,, y T,, (n e N) los espacios y operadores de la definicién anterior,

entonces:

Las nonnas en X,, son regulares si y solo si, toda sucesién T-convergente tiene

un solo T-Iimite.

Prueba:

(2) Sea (xn) una sucesién donde x,, e X,,, para cada rte N, tal que T-

converge a un punto xe X. esto es: x,,�024T�024>x. Supongamos que

existe otro elemento y e X , tal que x,, �0241�024>y, entonces:

l1Tn(x �024y11=llT»x �024T».v�031:�030= ii(Tnx -x.)+ (xn - Tnyli S }401x�035- T»x}402+}401x»- Tnyii I

como }401x�035�024T,,x'_�030|�024>0,[x,, �024T,,yf§�024->0,n�024>ooy por la desigualdad

anterior se obtiene que:

;fI�030,,(x�024y)l\>0, n�024)uo

51



Como por hipétesis X,, tiene nonnas regulares entonces se tiene que

x �024y = O 2 x = y

Por tanto el T-Limite es Linico.

(<=) Suponiendo que �030§T,,x.:_�024�024�024>0,n �024>so probemos que x = 0.

Como �024Tux}; = £1/T,,xri�024�024�024>O,n �024>no se tiene que (0)i�024>x

También 110 �024T,,Q; = 0�024�024�024>0,n �024+00 luego (0)�024I�024�024>0

Por hipétesis el T-Limite es }402nicoentonces de las dos T-convergencias

_ se concluye que 2: = 0�030 I

DEFINICION 3.11

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X,,

(n e N) mediante los operadores de contraccién T,, :X�024�024�024->X,,.

Decimos que las normas an X,_ son consistentes con la norma en X si se

cumple que: , n �024>00, Vx e X .

PROPOSICION 3.12

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X,,

(n e N) mediante los operadores de contraccién T" :X-�024->X,,.

Si }|T,,x;] es acotado para cada x e X entonces existe un n}402meroreal M > 0 tal

que: �034T,,|[$M, Vn e N.

Prueba:

Para probar esta proposicién usaremos el teorema de Baire (KREYSZIG [8],

' pag.246).

Para cada m e N definamos en conjunto E," = {x e X /}402T,,x:iS m, Vn e N}
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(porejemplo si m =1 => 5, = L: e X/§=',T,,x.{s 1, Vn e N}),

E,�035at 4} pues existe 0 5 Em.

Veamos que Em es cerrado, esto es que 15,, c Em.

Sea x e E�035,entonces existe una sucesién (x" )c E,�035tal que:

x" �024>x, k -�024>no,

Por continuidad de T�035(por ser lineal y acotado) resulta que:

T,,x"�024>T,,x. lc�024>oo.VneN

También por la continuidad de la norma: Mac" �024>ijTnr], k �024>oo, vn e X

Por otro Iado x" e E,,,, Vk e N , entonces:

�034TnxkHSm,VkeN A \7'neN

Tomando Iimite cuando k �024>so ( pues *_T,,x" es una sucesién convergente) se

tiene que : ,l�030i£xJ�030iT,,x�030;1S m

2 "iT,,x�030S m

esto es x e E,"

Asi Em es cerrado para cada m e N.

AFIRMACION: X = Q] E,�035

En efecto:

Obviamente HIZEM C X ((1)

Probemos que: X c "IZEM.

Sea x e X , por hipétesis se tiene que existe c, > 0 tal que: S c,, Vn e N
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Luego por el Teorema Arquimediano (LIMA [9], pag. 59), existe mo e N tal que

c, smo. Asi se tiene que *fT,_x;$m0 , esto es xe Em�035,lo que implica que

x e (2 E�035,

Asi X cE:J1E,,,

De (at) y se tiene que X = QIEM.

Como X es un espacio de Banach entonces X es complete con la métrica

inducida por la norma (d(x,y)=:oc�024y.",,Vx,yeX ), luego por el Teorema de

Baire existe kc e N tal que Ekn no es nunca denso (KREYSZIG [8], pag. 247),

esto es E2�034¢ ¢ , asi existe un xo :5 E,�034y a->0 tal que B(xo,£)C E,�034

Sea x ;e 0 un elemento arbitrario de X, de}401niendoz = x0 +1 x

donde 2. = se tiene que ;§z�024x0U=[[;1x5= = E < .<:

entonces z e B(xos) y asi z e E�034, luego S [:0

X

E
,"__/-"9�031�030-._�030>�030B(x°,z)k"

{'1' Z \\�030�030I

5 ,-V ':

�030�030u\ I_,-�031'�031;' I

�031
0

De se tiene que x = %(z�024x0)entonces:

V N.» |t_1(T( »E__1[| T §<1(-T�030HT '1)
"6 �031�035TrIxlI_I It Z_x0 H�030-E.rI;Iz_IIx|>.I"Z nzi�031+ilnx}402il
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s:1i~(k0 + 1:0): %k., = %::x'

:> Vn e N :}T,,xJ S

Tomando M =% se tiene que ?iT,,x}401S M , Vn e N

Como para x = 0 la desigualdad anterior siempre se cumple. entonces

concluimos que: [:T,,x} 5 MM, Vx e X /\ Vn e N

Por lo tanto: |\T,,]�030iS M, Vn e N. I

PROPOSICION 3.13

Sean X,X,, y T,, (n e N)|os espacios y operadores como en la de}401nicién3.11.

Si las normas en X,, son consistentes con la norma en X entonces:

a) Las normas en X ,, son regulares.

b) Los operadores de contraccién T�035son acotados uniformemente, esto es:

existe un numero real M > 0 Ta! que: M , Vne N.

Prueba:

a) Supongamos que �024>0 , n �024)co. Debemos probar que x = 0. Como

las normas en X�035son consistentes con la nonna en X se tiene que

}402T,,xf�024>{{x]| , n �024>oo. Luego por unicidad del Iimite en los n}402merosreales

implica que = 0 y de aqui x = 0.

b) Por hipétesisz , n�024>ooVxeX, luego para cada xeX la

sucesién }|T,,x§! es convergente implicando que es acotada (Toda

sucesién convergente en los reales es acotada), usando la proposicién 3.12

se concluye que existe un M > 0 tal que: s M , Vn e N I
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Hemos de}401nidoy demostrado algunas consecuencias de la aproximacién de

puntos del espacio de Hilbert X,, a un punto de espacio de Banach X , para que

la teoria de aproximacién esté completa de}401niremosla aproximacién de

operadores de}401nidosen X,, a operadores de}401nidosen X .

DEFINICION 3.14

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X,,

(n e N) mediante los operadores de conttaccién T" :X �024>X,_

Si D es un subespacio de X. A:D�024>Xun operador lineal, A�035:X,, �024>X,_

operadores lineales acotados (n e N)

Se dice que la sucesién de operadores (An) se aproxima al operador A sobre

un elemento x e D si:

i.- T,,x e DomA" (DomAn denota el dominio del operador A" para cada (n e N).

ii.- .�030-]A,,T,,x�024T,,Axj§�024>0 , n �024>oo. *

Esta aproximacién seré denotada por: A" :�031�024>Aen x.

Adema's si se cumple que }402A,,T,,x�024T,,Ax}402s:4;para cada n 5 N y alg}401nIeN

entonces se dice que la sucesién (An) aproxima a A sobre el elemento x con

grado I(Escn'bimos c, para decir que la constante depende del punto x).

Anzilogamcnte 211 case de la T�024convergencia,si Tn =I entonces X,, =X y la

de}401niciénantedor sc convierte en la convergencia usual de operadores

A,,x�024Ax�024>0, n �024>oo).
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DEFINICION 3.15

Sea Ia ecuacién lineal Ax=b y un esquema aproximado A,,x,, = b,, como en la

de}401nicién3.4

Decimos que el esquema aproximado A,,x,, = b,, se aproxima a la ecuacién lineal

Ax=b sobre una solucién x. e D si:

i.- T,,x. e Dom A", para cada n e N.

ii.- '{A,,T,_x. �024b,,_f�024>0 , n �024�024>oo, donde (bu) es una sucesién tal que b,, e X"

para cada n e N.

Denotaremos esta aproximacién con: A,,x,, =b,, �024-i�024>Ax=bsobre x..

Ademés si existe una constante c>O y k e N tal que:

,:A,,T,,x. �024b,,S -6;
7'1

entonces se dice que el esquema aproximado se aproxima a Ax=b con grado k.

OBSERVACION 3.16 �030

Dela de}401niciénanterior: si A" �024T�024>Asobre x. y b,, �024�031�024>bentonces

A,,x,, = b,, �024T�024>Ax= b sobre x.

En efecto:

[{A,,T,_x. -12,, i! = �034,iA,,T,,x.�024T,,b+my �024b,_§;= ]|(A,,T,,x. ~T,_b)+(T,,b -17" )1

s H/1,,T x. �024T,,b}402+!f1;�035�024T,,bfj

=�034A,,T,,x.�024T,,Ax.}401+[!b,,�024T,,b§'|�024�024-)O, n �024->no I

A continuacién daremos una de}401niciénmuy importante para asegurar Ia

unicidad de la solucién de un esquema aproximado.
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En adelante cada vez que digamos esquema aproximado nos referimos a

un esquema aproximado de Ax=b como en la de}401nicién3.4�030

DEFINICION 3.17

Se dice que el esquema aproximado Aux" =b,_ es estable si existe un n}402mero

real k>0 tal que: �030fA,,y,,' 2 k:�030y,,,Vy,, e Dom A,, (n e N).

PROPOSICION 3.18

Sea un esquema aproximado A,,x,, =b,, el cual es estable. Si para cada neN

existe una solucién x; entonces esta solucién es (mica.

Prueba:

Supongamos que existen (x,',) y (,;t,.) suoesiones con x,'_,x:, e X" (ne N) tales

que: A,,x,', = b,, , A,, x�030,,=b,,. Probaremos que (x,',)=(;c..)para cada ne N.

�030« . ~ !' ii . ~ '
0 S x,, - x,_ [J S k�034!�030A,,[x,, �024ac") '1 (Por Ia condicién de estabilidad)

1 I [ 5

"I . ~ �030i
= k" �030IAux" -�024A�035x�0355'

L [I

= k�034|ibn_bn 1:

=0

:> �024x:,"= 0
I l[

:> x; = x~,, . I

DEFINICION 3.19

Sea un esquema aproximado A,,x,_ = b,, can solucién x,', }402nicapara cada ne N.
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Se dice que las soluciones dependen continuamente de los segundos

miembros tomados uniformemente con respecto a n si:

Va >0 , existe 5 = 5(£)> 0 tal que: Vb-,, e ImA,, tal es que: 3�030;I~2,.�024b,,;£< 6 sus

soluciones respectivas 12,. (de A,,x,, = 5,. ) cumplenz x,', �024x:,-N < .9

Un diagrama de esta de}401niciénes la siguiente:

X" ._j�03144___, X"

__fs_�254x':_1[__? B[b,_,.)�030)

I!�031 \\�030I '1' bn \\

%. xi 2 --> » ; - 1

PROPOSICION 3.20

Sea un esquema aproximado A,,x,, = b,, eon solucién x,', para cada ne N.

El esquema es estable si y soIo si su solucién depende continuamente de los

segundos miembros tomados uniformemente nespecto a ne N.

Prueba:

(:>) Aux" = 17,, es estable entonces existe un nftmero real k>0 tal que:

|lA,,y,,�0342k{{y,,H\-/y,, e Dom A", luego las soluciones x; son unicas. (Por

proposicién 3.18)

Dado g > 0 tomando 6(3) = 6 = ks se tiene que:

Para b,, e imA,, con 22.. sus respectivas soluciones, tal que:

H b" -13,. < 6, entonces:

I .
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,1 - '1 2 - '3 j _ ~ �030! g! ~ ,

-I x; �024x,, k�030!A"(x:' -x,,) .5 = k4: A,,X,, -1-1,, In = 1�254_];,b,, < k_'(k£)= £

, 1 H . ~ �030 , . .

esto es: !|x,, �024x..�034< .9

II �030

Por tanto su solucién depende continuamente de los segundos miembros.

(<:) Supongamos ahora que x,', es la solucién (mica del esquema A,,x,, = b,, y

Va > 0, existe 5 = 5(s)> 0 Ta! que V/1.7,. e ImA, (con ;c,. su solucién)

11 ~ 1* V . ~ '!
%gb,, -b,.[| < 5 se tiene que six, �024-xn�030;<5

i J ii I

Probemos que existe k>0 tal que ',',A,,y,,§�031;_>_ \7�031y,,e DomA,,

Sea y,, e DomA,, entonces existe p,, e X,, tal que A,,y,, = p,_ (ne N)

a) �030v�031neN tal que p,, ¢0 entonces ?_p,_r§>0

, 6 .
Tomando 4,, = 17,, + 1 17,,, /1 =+ �024-se tiene que:

ZAP}?

3, =b,, +1 p,, =A,,x,', +}.A,_y,, =A,(x; +z1y,,)e ImA,,

S,,�024bn=1�031,I,=*,.�024�024_',,�030!=*6H H I Zlipn}402".17 2 <

XVI

gm)

.=' b. 5. = 12. +2.».

P"

O 347..

Entonces por hipétesis se tiene que:
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-« . . I '\ 5
l; x" - (x,_ + Ayn)!�030= j[}.y,,,; = 2,.iy,_1I = < 5

6 .
estoes: s>�024+._v,,

2411'» 6

De aqui p" > y,_7 pero como p,_ = Any" entonces se tiene que:

2

. . 5 0

«A,_ H . > �024�024I!Jy 28.! . (or)

b) V neNtaI que 1),, =0 se toma 5,, =b,, y se tiene que:

3,, = b,, =b,, +0 = b,, + '12,, =b,, +A,,y,, = Aux; +A,,y,, = A,,(x,', +y,,)e ImA,,

us" �024b,,lE=51," -174; = o < 5

entonces por hipbtesis se tiene que: �024(x; + y") = iLv,, < 5 entonces

§;y,,�030~_,�0301= 0 (pues de lo contrario tomando a = se Ilega a la

. .. 1
contradlcclont 1 < E)

de aqui trivialmente se tiene:

\iy,\�031us M.;A,,yn%\, VM > 0 ........(;a)

6 .
De (at) y tomando k = 7 se tiene que:

.9

�034Any"}402Zki[y,]\,Vy,, eDom A,_ (neN). I

DEFINICION 3.21

Supongamos que la ecuacién lineal Ax=b tiene una Linica solucién x. e D y la

ecuacién aproximada Aux" = b,_ también tiene soluciones }402nicas3:; para cada

ne N.

Si x,', �024T�024�024>x.entonces se dice que el esquema aproximado converge.
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TEOREMA 3.22

_ Sea la ecuacién lineal Ax=b y el esquema aproximado A,,x,, = b,, de la de}401nicién

3.4

Suponiendo que b e ImA, b,, e ImA,, para cada ne N y que se cumpla las

siguientes condiciones:

a) El esquema es estable

b) Las normas en X�035son regulares

c) A,, �024T>Aen la solucién x. de Ax=b

d) b,, �024T�024>b

entonces: Ia solucién x. y las soluciones x; son unicas y el esquema

aproximado converge.

DEMOSTRACION:

o La unicidad de la solucién del esquema aproximado esté garantizada por la

proposicién 3.18

o Veamos ahora la unicidad de la solucién exacta x.

Supongamos que existe otro elemento xo e D tal que Axo = b

11 T,,(x. �024x,,)|[= {1 T,,x. �024T,,x,,{;s k-�0345,A"(T,x.�024T,,xo)1|(por la estabilidad)

= k"|[ A,,T,,x. �024A,,�031.l"nx0§§=k�034j{A,,T,,x. �024T,,b+T,,b-A,,T,,x,,1]

= 15*�034(A,,T,,x. �024T,,Ax.)+(1;,Ax0 �024A,,T,,x0) [§

sk�034(A,,T,,x. �024T,,Ax.}§+}i7�030,,Axo�024A,,T,,xo:|)�024>0 , n �024>co.

Luego: 1| T,, (x. �024xo)�024>0, n �024)no

Por Ia regularidad de las nonnas en X, se tiene que x. = x0.
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o For Ultimo Veamos la convergencia del esquema aproximado:

x,', �024T,,x.S k" �030A,, �024T,,x.)�030;(por la condicién de estabilidad)

= k"' J/1,,x,', �024A Tnx.

= k";}A,,T,,x. �024b,_�030 �024>0 (por la observacién 3.16)

- Asi el esquema aproximado converge. I

De la demostracién del teorema anterior se obsenla que la condicién de

estabilidad cumple un papel muy importante tanto en la unicidad de la solucién

original como en la convergencia del esquema aproximado.
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CAPITULO 4

UN TIPO ESPECIAL DE METODO DEL GRADIENTE PARA UN ESQUEMA

DE APROXIMACION LINEAL

El teorema 3.22, dado en el capitulo anterior, no es recomendable aplicarlo en la

préctica para hallar una solucién aproximada de la ecuacién original, pues al construir

la sucesién de Sistemas de ecuaciones A,,x,_ = b,,, necesitaremos la existencia de las

soluciones de cada ecuacién, como también el cumplimiento de la condicién de

estabilidad, lo que es muy dificil de encontrar. Por lo tanto en este trabajo

eliminaremos estas condiciones del Teorema y en vez de encontrar soluciones

exactas del esquema. se construirén una sucesion de puntos (;c..). que se

aproximarén a la solucién de la ecuacién, en un camino especial, esto es, utilizando un

n}402merofinito de pasos de un tipo especial del método del gradiente. Para lograr este

objetivo es necesario también definir un nuevo concepto de solucién de la ecuacién

» original que lo llamaremos: �034solucic'men la imagen". Finalizaremos este capitulo

probando un teorema que seré de gran importancia para la aproximacién de una

ecuacién lineal por su esquema aproximado.

DEF|N|ClON 4.1

Consideremos la ecuacién funcional lineal: Ax=b

donde A : D �024)X es un operador lineal sobre el subespacio D de un espacio de

Banach X, b es un elemento dado y x es la incégnita.

Un punto x. e D se llama solucién en la imagen si:

x. e ImA y Ax. = b (ImA denota la imagen del operadorA aplicado a D)

La existencia de este tipo de soluciones Io discutiremos en el siguiente capitulo.
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OBSERVACION 4.2

Considerando la ecuacién lineal de la de}401niciénanterior se tiene que si 17:0

entonces siempre existe la solucién trivial en la lmagen x. :0. Por lo tanto

asumiremos a partir de ahora que b .1 0, entonces Ia solucién de la ecuacién si

existe no es cero.

Si las siguientes condiciones se cumplenz

a) 3§T,,x}'i �024> n �024>ac, Vx e X .

b) Existe x. e D tal que Ax, =b y §fA,,T,,x. �024T,,Ax.i �024>0,n�024)oo

Entonces :jA,,T,,x.,} �024> n �024>oo. En efecto:

Por Ia desigualdad: :iA,_T,,x.�034�024f{T,,Ax.f5S A,,T,,x,, �024T,_Ax.

se tiene que: �031;A,,T,,x.};�024>O , n �024>so

luego:

,];iI_,1:i!iAnTnx�030?% = gig-;,é1Tn Ax. 3 = giggT,.b: = �030lbi

Asi:

iAmx.;i�024»;=i»;;mew (a)

AFIRMACION 4.2.1

Para n su}401cientementegrande se tiene que: T,,x. ¢ 0 , es decir, existe un no e N

tal que Vn 2 no se tiene que: Tux. :2 0

En efecto:

Supongamos absurdamente que Vk e N existe np e N, nP 2 k tal que

T,,px. =0

Como T,,x.]§ =|} ¢ 0 (pues b ;e 0)

Entonces Va > 0, existe no (2): no e N tal que
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Vn 2 no :> T,,x.,�024-�030_x..,:<8 .........._,.�030(�034*)

Tomando k = no en (�035)se tiene que existe np e N . np 2 no tal que

T,,px. = 0

Luego en (**) para n = np se tiene: 0�024i!x. 5; < 5

esto es ,:x. < 5 , Vs > 0

. I
:> x. = O (pues s: x. at 0 podemos tomar s = in x.�030y Ilegar a una

contradiccién) contradice a (A)

Por lo tanto tenemos que asumir que para n su}401cientementegrande se tiene que

T,,x. ¢ 0.

AFIRMACION 4.2.2

, |l A,,T,,x.11 I1 bi�030.
(b¢0yporlotantox.¢0)

"�035�034�031HTH�030-:1 in �031�030-il

En efecto:

Como T,,x.H�024>!]x. , n �024>oo y por la a}401rmaciénanterior (4.2.1) se tiene que

para n suficientemente grande Tnx. #5 0

_ 1 1
entonces. �030�024�024l�024�024>�024,,n�024)co

n7Lx-.| }401x-;!

de (a) y de la continuidad del producto en R se tiene que:

E|A»T»x-Y! i|b*5
n -> 00.

Vnx'}402 "Lil

esto es:

. }402A»T.x-fé_ �030.�035!=I:
91�030:um '

1| : -I -
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De la afinnacién 4.2.2 de la observacién 4.2 dado anterionnente se tiene que:

;i§A"T,,x._ lgbll l
Vs > 0, existe no 6 N tal que Vn 2 no =>i'�024;�024_+�024< 1;

i ='iT-x-'1 llx}401ll

. §l«4nT..x-ll llbl
entonces. �024�024.s<�030j"�024F< 6�030

ll Tr-x'lI ilx}401f

, . ll .5
�030bl: A T .l ' -.

Hi�030:�0248 < < + 5

lxsl �030 rl Tux-;a uni:

/' lb�035

tomando un épsilon (.9) adecuado, es decirtomando s e

\ l -l/'

se tiene que existe no e N tal que: Vn 2 no

�030- �030 ll

o<}402_g<l�035%Ti_�030='sIIA,l
lx-ll lTnx-ll " �030

, um: l, .
esto es, existe un r = -3 > 0 tal que:0< r <i_[A,,;',.

lx-l

Asi vemos que los nameros llA,, son mayores que una cierta constante

independiente de n e N, para n su}401cientementegrande.

Consideremos el siguiente problema:

Resolver Ax=b

donde:

A :D �024>X un operador lineal

(1,) Xes un espacio de Banach real, D subespacio de X

b e ImA �024{0} un elemento dado y xeD el elemento

incégnita.

y un esquema aproximado con la adicién de algunas hipétesis:
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.-l,,x,_ = b,,

donde para cada n:

(2,) X ,, es un espacio de Hilbert real.

An : X,, �024�024>X,,un operador lineal acotada autoadjunto

de}401nidono negative.

T,, : X �024�024>X,, operador de conttaocién.

b,_ un elemento dado en Xn .

TEOREMA 4.3

Considerando el problema original (1 �031)y un esquema aproximado come (2'). Si se

cumplen las siguientes condiciones:

1.) La ecuacién lineal de (1') tiene una solucién en la imagen denotada por x.

2.) Las normas en X ,_ son consistentes con la norma X

3.) (An) es una sucesién de n}402merosreales, A" 2 0,, tal que

a) jiA,,T,,x. �024T,,Ax.! S A, , Vn e N.

b) ||A,,T,,§. �024T,A.§.�030,js A,,, \'/n e N donde g. e A�034x.(A"x. es toda

preimagen de x. bajo Ia aplicacién A)

c) A, �024>0, n �024>no .

4.) (6,,) es una sucesién de n}402merosreales, 6,, 2 0 tal que:

a) }402bn�024T,,b]]S5,,,VneN.

b) 6,, �024)0, n �024>oo.

5.) (kn) es una suoesién de n}401merosnaturales (kn e N) tal que:

a) .]C�024�035�024�024~>oo,n �024>oo.

HAJI
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b) %(An +5,,)�024�024�024)0.n �024>co.

Adema's, tomando para cada ne N un elemento inicial xf,�031= 0 y realizando k,,

pasos del método del gradiente:

x5�034= x; +a,,(A,,x,'f -1), ), k=0,l,2..... k,, - 1. (4.3.1)

donde�031:

L}401sa" V neN (43.2)

o<és§<2 (4.33)

Entonces la sucesién se aproxima a x,

- DEMOSTRACION:

Probaremos que }402T,,x.�024x,'f~ f~�024->0,n �024>oo.

Para n e N }401jotenemos de (4.3.1) que:

xf�035= xf �024a,,(A,,x,'f�024Z7�035) , Vk = O,l,2,...,k,,

= x: �024a,,(A,,x:�024A,_T,,x. + A,_T,,x. �024b,,)

= x,'f �024an (A,,x,',�030�024A,,T,,x.)�024a,,(A,,T,,x, �024b,,)

= x: �024a,A,(x:�024T,x.)+a.(b. �024AnT.x.)

Entonces: xf�034= x,',�030�024a,,A,,(x; �024T,,x.)+ 5�034, Vk = 0,1,2,...,k,, -1. (4.34)

donde:

in = an(bn -A,T,x.) y

- ms +A.).

69



En efecto:

.i 5�035�034= 7; .z,(b" �024A,,T,,x.) = a,, b,, �024A,,T,,x." = a,,_' b,, �024T,,b + T,,b �024A,,T,,x.;

= anii (b,, �024T,_b)+(T,,Ax. �024A,,T,,x.)-§ s a,,( b,, �024m�030;+;T,,Ax. �024A,,T,_x.)

5 " I I

s i:}401(=j_b,_�024Tnbj + :jIA,,T,,x. �024T,,Ax. 51 ) (por 4.3.2)

é . . .
S + A�035) (por hlpotesis 3a y 4a).

AFIRMACION 4.3.1 H

k-I

Vk e N :x,',�030�024T,,x.= �024(I-a,_A,,)*T,,x.+z(I �024a,,A,,)'4f,,

1:0

En efecto:

La Prueba lo realizaremos por induccién:

Si k=1 entonces:

x; -«Tux. = x3 �024a,,A,,(x3 -T,,x.)+§,_ �024T,_x.(Por4.3.4)

= a,,A,,T,,x. �024T,,x,, + .5" (Pues x3 = 0)

= �024�024T,,x,,+ a,,A,,T,,x. + 5,,

= 41-a.A.)rr,x. + 5,

I H �030

= �024(I�024anAn)Tux�031+Z(I_anAn)'§n

i=0

Asi para k=1 se cumple Ia a}401rmacién.

Supcngamos que es cierto para k=m, entonces:

Ind

x: �024Tux. = �024(1�024a,,A,, )�035Tux. +2(1 �024a,,A,,)';,, (hipétesis inductiva)
1=0

Probemos que es cierto para k=m+1:

x,�031,"�035= x,'," �024a,,A,, (x,�031,"-T,,x. )+ 5,, (en forma similar a 4.3.4)
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= x:," - a,,A,,x,'," + a,,A,,T,,X. +5,

=(1�024anA,_)x:'+a,,A,,T,,x. +5"

De la hipétesis inductiva se obtiene que:

m�024|

xn�035= Tm -(1 �024r1n/1")"T..x« + ZU-t1..A..)'§..
(=0

reemplazando en (oz) se tiene que:

m�024|

x:'*' = (I �024anAn)[Tnx'-(1 �024a..A")"' +Z(I ~anAn)'5n]+ anAnTnx�030+5,
:=D

: �024anAn }402ux�030- - an An )m+l Tax�031+ _ anAn y�034in + anAnTnx' + gn

(=0

m~l

= T}402x.�024a,,A,,T,,x. �024(1 -a,_A,,)""' Tux. +Z(1 �024a,,A,,)'�035§,_+ a,,A,,T,,x. + g,
i=0

= xr�031I"+1_Tr-x�030= �024(I_anAn)m+1Tnx' +i(I -a,A,)':n +571
1:!

= �024(I_anAn)m+�030T:1x'+2(I�024anAn)'6n
1:0

,.+. ":5 .
= �024(I�024anAn)Tux�030+ (1 �024anAn)5,.

i=0

Luego es cierto también para k=m+1. Por lo tanto Ia afirmacién esté probada.

I

AFIRMACION 4.3.2

Si o<bsa,{§A,;;<9<2 entonces: }401I�024a,,A,,'}401S1.

En efecto:

Sea n e N (arbitrario pero }401jo)y x,, e X, tal que =1

- anAn )xnE!�0302= <xn �024anAnxn sxn _ anAuxn>

= <xn,x,)�024<x,,anAnxn>-a..<A,xn,x.)+a,<Anx»,anAnx.)
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= x" 3 �024a,,.x,,.A,,x__,.�024a,,A,,x,,.x,, +a,3,A,,x,,,A,,x,,::-

=1�024a�035Anxn"�030-n�030anA,r.,x, +a5�034Anxn:12

= 1- 2a,, I�030A,,x,,,x,_+ af�030=A,,x,,32

S1-�0242a,,A,,x,,,x,, +a,f,fA,,.,'1

=> §i(I�024a,,A,,)x,,:fzs1�0242a,A,,x,,x"�031+a3=fA,,={�031

., . 2i.A..x,.,xnI . .
Tamblen, se tiene que a,, S �024�024�024Z�024�024, pues de lo contrano se tendna que:

A,,gi

2~fA_x,,x,�030
an >

#4»-5

(1,, �034IA�035V2 ,

2 > :'\A,,x,,,x,_;

:> I-,/4nxn�031xnk><

=> Sup<.A..x",x,) S 5z�024�035~:lA.,I§2
aw�030 2 �030

Como A es autoadjunto y de}401nidono negative se tiene que:

!:A.LI = s:gp§<A,x.,x,.>\ = Sup<Anxn�031xn>
Pm�030 lx.)=I

|�2541l!�031i'l'1i"l
2 ,[A,, d S 5 ( a,, �034A,,| ),;A,, 4 < 5 2._;A,, 5 (Por hlpotesxs)

=>%|AJ<!IA1.�254!

lo que es una contradiccién, por lo tanto se debe admitir que

<Alxn7xn>

an S 2 �024�024�034-2�024

5A.�030

=> (1: 3A,, S 2a,<:A,,x,,,x,,>

utilizando la desigualdad anterior en tenemos que:
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{1(I�024anAn)xn.fS1_2an\Anxn!xn +a51An �030:1-2a.. Anxwx; + 2a" Anxnaxn * =1

entonces: *{(I �024a,,A,,)x,,:�0302:1 , Vx" e X" tal que �030§x,,,�030= 1.

luego se concluye que:

;;(1 �024a,,A,,)x,,'is1 , Vx�035e X, tal que ix; = 1.

> y por lo tanto:

'1 �024a,,A,,;i$1 I

Volvamos a la pmeba del teorema.

De la a}401rmacién4.3.1 tomando en particular para todo k=l,2,..., kn

se tiene que:

1�030-

xv]: _Tnx' : _(I_anAn)kTrIx�030+Z�030(I-anAn)'�254n

z=0

xf �024T,,x.= �024(1�024a_A,,YTnx.+ 5, ....._.....(4.3.5)

k-I ' �030v u x

donde: {H = _anAn )' 6» y In S kllgn

1:0

pues:

1 11:4 i k�024l I H t�024|| I I

\14,|1=]Z(I�024anA.):n}402sZ1|(1 �024a,A.)§.;iSX'h(1-anA,) Him
i=0 i=0 id)

k�0241 " K k�024l �030 V

s ZIU-anAn| u:.as[z1]:L»:.u=ka:.1!
i=0 i=0

Ia }402ltimadesigualdad es debido a la a}401macién4.3.2.

Acotemos a continuacién el valon (I �024a,,A_)"T,_x.de (4.3.5).

Como .5. e A"x. entonces: _

ii (1 �024anAn)�031I;:x�030i�031=5: (1 _anAn)kTnA§'s§

=3 (1 �024a,A.)�030(LA:.�024A.T.:. + AwTn§'):j
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=1 (1 �024anAn)k(�0304n7:|§�030+ M5. �024A.T":.){

=�030{;(I -am)�035A,T,:. +(I _an�0304n)k(TnA§'�024AnT":.)1j

entonces:

ii (1 �024anAn)*Tnx.:{s j: (1 �024anA")*A,T�035:.j:+;i(I_anAn)k(TnA:' _AnTn�254')�030:

s (1 �024a,,A,,)"A,,T,,§.i+}iI�024zz,,A,,1k:A,,T,,§.�024T,,A§_i

s j (1 _anArIy( A"1;:.'q+ 1éL4J.:. �024T,A¢.;i.

Esta Liltima desigualdad se obtuvo por la a}401nnacién4.3.2 . También por hipétesis

3 parte b), tenemos Ia siguiente desigualdad:

}g(1�024a,,A,,)*T,,x.]�030|s f| (1 �024a,,A,_)kA,,T,,§.i+A,, ....................(4.3.6)

Como An es un operador autoadjunto y de}401nidono negative entonces por el

teorema espectral. para cada n e N existe una funcién valor �024operador

E,, :R�024�024�024>L(X,,,X,,)tal que E,,(A)son los operadores proyeccién de la familia

espectral de A" (KREYSZIG [8], pag. 501) y que cumplen:

a.) Si 1 < ,u entonces E,,(/1): E" (La funcién E, es no decreciente).

b.) Si p �024>1+ 0 entonces E,, (u)�024>E, (,1) (La funcién E" es continua a

derecha).

c.) E,,(}.XX,,) = ker(T,,: ), donde:

2;: =%(Bru an r,�030 ar

0 ,w. e �024oo,0\

d") En(J')={ <\| l I \
I,_ ,V). e [�030�034An_L+co;

I41 34.�031.

e.) A, = '|-1�030dEn(�0311'); <Anxn9yn> = 1-�0311dWn(l); Wn(�0311')=<En(/1')'xn�031yn>
0-0 0-0

74



Eligiendo para cada ne N un elemento y" e .\_0,}401A,,�030§]entonces de}401nimoslas

proyecciones:

E110/n �024o)=P;(A,).

I _En(}�031n-0)=PJ(7.)-

donde Ia imagen son los siguientes subespacios ortogonales

RI.(7n)(Xn)= X;(n) . Pn+(7n)(Xn)=Xr:(7n)

Luego el espacio X,, se puede descomponer como:

X" = X;(n)e X:(n)

Notemos que X; (yn) y X,f (2,) son subespacios invariantes bajo el operador

A,,, esto es:

A,. (X,:(yn))c X;(7,).

A"(X;(7n))CXI(7,)-

Ademés el operador A,_ puede ser representado como:

An =A;(7,)+A;(y,_) .................(4.3.7)

donde:

y,-0

A;(y,,)= _[1dE"(,1) = A,,P,,'(y,,)= P,,�031(}/,,)A,, .................(4.3.8)
I)-0

lA.I

A;(y,)= I,1dE,,(}.)= A,,P,,�030(y,,)=P,,*(y,,)A,_ .................(4.3.9)

rr°

Ademés los operadores A," (7,) , A; (y,,) satisfacen:

A;(n)A;(r,)= A:(n)A;(r,)=0 ................<4.3.1o)

}401A,f(7,,)jS7n ................(4.3.11)

(A; (y,,)x,,,x,,>2 mxn}401z, vx, e X" ................(4.3.12)
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Ahora:

�034�034(I_an�0304rI)kA::I�030rz�030/5"�030:_(I_an�0304n)k[�030.lI:(}/n)+�0304r:(},rt))Tn§'%...........<Por4.s.v>

s (1 ~a"A,)* A; (n YT.-:1 : + (I �024am)�030A:(y�035)T,:.§i

s I_anAn *;;A;(y">rn.:.ag+ (I_anAn)kAr:(}/n)f1.'n§'%�030:

s A;(n)T,,;'.;f+;}(1 �024anAn)kA:(n ms.

s yn}401T"§.,;+ l([�024a,,A,,)�030A,f(;/,, (por 4.3.11)

3 ,1/"M 1+ :(1 �024anA,, Y A; (yn )rT"§, (por acotacién

uniforme de T�035).

AFIRMACION 4.3.3

(1-anAn)"A.T(7n)= (I�024anA;(n))�030Am), vk e N.

En efecto:

(I (J/fl ) = (y}402)-QIIAIIAPT(7n)

= A::(7n)'an(Ar:(7n)+ A;(~/.))A;(n)

= A;(y,)- an(A..'(7n)AJ(7,.))~anAI(7..)A.T(7n)

=A,T(7,.)�024a,,A,T(y,,)A,T(7,.) �024�024�024-.--�024.-�024(p0r4-3-10)

= _ anArT (7,. (771)

entonces: (I �024a,,A,, )A,f (y,,)=(1-a,,A,f (9/,, ))A,f (yn)

probemos ahora la a}401rmaciénpor induccién:

Si k=1, la a}401rmaciénse cumple por lo hecho anteriorrnente.

Supongamos que es va�031lidopara k=m, esto es:

(I -am" )'"AI(7»)=(1-0t..AI(7..))'"AJ(7n)

probemos que es vélido para k=m+1
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(I -am" )�035*'A; (ya): (I - anAn 7" (I - an/In )Ar:(}/n)

=(I'anAny"(1_anAr:(}�031n))AI:(}/II)

= (1-¢InAnrAI(7n)(1'¢1.AI(7n))

=(1-anAr:(7n)ynA:(7n)(]_anAr:(.7n)) <oorhipétesis

. inductiva)

(1 ~a»AJ(7n )1" (I -am" ))«a; <7")

= (I -a,A:(r,)7"" A:(y.)

Luego de la a}401rmaciénes cierta para todo k e N.

Obtenemos de la a}401nnaciénanterior que:

11(I �024am)�034AnTn.§.E�030,s r,M§';. 15+ ?!(I -a.A:(n))�035A;(n)m»:{ii

S 7.MiTé-ii + �024a.A:(7nIkIEA.? (n)T..§-

tomando q,, = max{i1 �024�030||A,,}402a,,%,}1�024y,,a,,[}

se tiene que:

!i(I _anAn)k Am. 1,: s r,M?%-ii+ q: iiA; (1. V3.3

5 nM155-H + 9: (r..)A..T..«f»}402

s r,Mli6.i! + q: �031§iAnT�035:.i|

= nMl�030é.I!+q:iiAnTn§' �024T.A:.+ T,A:.n

s 7,Mi!6-3!+t1f@AnTn§~ -r,.A:. §!+s1r.A:.1)

s y,Mrg.;: + q: (A, +MgA;.1)

entonces: �024-a,,A,,)" A,,T,_§. S y,,M§j.§.!i + q:(A,, + ) ................(4.3.13)

Tomando en cuenta (4.3.4),(4.3.5).(4.3.6) y (4.3.13) tenemos que:
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1x: �024T,,x.1. = �024(I-a,_A,,)kT,,x. +4":

s ?(1�024anAn)*T,x.i+z,;

s 7:(I _anAn )* T.x. i + kié, '

s lj(1 �024ar,_A,,)"T,,A.;�034.!+A,, +/:;;; 1:

s ynM';�030i§.}402+ q: (A,, + M5x. ')+ A,, + kflgnji

Entonces:

-ix: �024T"x.}is ynM'jg.4§+ qf(M x.*4_ + A,,)+ A" + %(An + 6,,),Vk = l,2,..Jc,_

nil�030

..................(4.3.14)

Es fécil chequear que

q" = max{;iA,.f§cz, -1, 1 �024r,,a,,}S rmx[5�0241,1�0247.Ail} ..�024�024...�024......-..�024(4.3-15)

x�031-if .. .
Tomando en particular 7,, = %_\;%'L se puede probar que 7,, e <0,[|A,, para n

9 v�031 n

su}401cientementegrande.

En efecto:

, k
Como 11m }402jh= 00, entonces:

n�024>-2: "H

k
VM > 0, existe no e N tal que Vn 2 no setiene que V�034> M

De la a}401nnacién4.2.2 tenemos que

. , £1 _ {|A,,T,,x.!| .
Vs > 0, existe ma 5 N tal que Vn 2 mo se tiene que .9 < �024�024�024�024S HAM}

llx-H WTMI

1 llbli . .
tomando 5 = = r entonces existe mo e N tal que.

i a
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Vnzmo: 0<r<;';A,,;

o<r�031<�034A,,3 ......................(AA)

En (A) tomando M = % L entonces existe no e N tal que:

02 fl

Vnzn : �024/�030."�024\>LL ...................(AAA)
0 u�030A: V 7

u M 92 r.

Considerando N0 zmax { mo,n° } entonces:

k,, 1 1
V/n2N0: a�024�030{>7�024«>0y

�030H nu 02 r2

v2 2

ha > r > o

entonces

Vn2No: ~]C"�024§;;An;§2>�0243~~�0241�024r2>0

;1A».1! 92 r2

k
�024�035�024,[IA,,§fz> L > O
I I .. I v

JAN! 92

!�030:AEl

M112 > 41-"4 > 0
02 k,,

M > % W > o
0 kn

}401A,,H> y,_ > 0

Asi

Vn>N0: y,,e(0,!!A,,}402]

Por lo tanto para n su}401cientementegrande 7,, e 0 ,�030j/1,,

Ahora por la desigualdad (4.3.15) y por la desigualdad izquierda en (4.3.3)
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Se cumple que:

5 1
_ i �024 = �024: ...........,..4.3.16

q" S1 Y�0351571» 1 k»5A.. ( )

Luego de 4.3.14 tenemos que:

Ir

. , ,, 6 R k0
;;x,'f -Tnx. s 7,,Mf§. »+[1�024 (Mjgc. + A,,)+A,_ + +5")

Vk =1,2,...,k,,

En particular para k = kn se tiene que:

"" k (3
iixf» �024T,,x.i.<_ y,,M._§.i+[1�024 (Mi§x.f;+ A,,)+ A" + �024:'1�024(A,,+ 6'").

1 215;} _
Tomando ya = 7 ,\ --=�024 , para 11 su}401cientementegrandee se tiene que:

9 �030- n

W" *- �034

H» �024T,x.!sl M"af.5�030+1�030 (1\II:x.»+A,,)+A,, +1,�030&(A"+a,)4 A kn I ,I Jkn U .

1 [W ~JT*..1Vl"}401 k g .

=�024�024iL1M|�030g.5(+1�024.T._1..�024: (M{.lx.?�031+A,,)+;"�024(A,,+6,,)
V k % Fau -�030 «An0 '1 ;:!| n_ i It

si n�024>ootenemos que:

uxf �024T,,x.n{>0.

Asi queda probada el teorema.

I
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OBSERVACION 4.4

- El funcionamiento del algoritmo descrito por el teorema es el siguiente:

Para n=1: tenemos |a ecuaciénz Ax, = b,

Tomando el punto inicial xf : 0 _ realizamos kl - pasos del método del

gradiente:

xf�035= x{�030�024a1(Ax1"�024b,);k = o,1,2,...,k, -1

donde :

2
0 < al < .,�024�030

LLAL.

Entonces el primer punto de la sucesién: xl"' resulta después de k, pasos.

Para n=2 tenemos la ecuaciénz Azxl = bz

Tomando el punto inicial x�0302�031= 0 , realizamos kz - pasos del método del

gradiente:

k+l _ I; ( k _ _
X2 �024x2�024-arzAzxz �024b2, k �0240,l,2,...,k2 �0241

donde :

O < az <

�034A2

Entonces el segundo punto de la sucesién: xf resulta después de k2 pasos

del método del gradiente.

- Debemos notar que siempre existe Ia sucesién (k,,) , n e N, satisfaciendo la

condicién 5) de la hipétesis del Teorema 4.3. Por ejemplo podemos tomar:

�030A .
k,, = .donde re {0,l,.

(A, + an)
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Asi la sucesién (kn) depende de los errores de aproximacién: A�035y 5�035

- El método aplicado en este teorema es un tipo especial de método del

gradiente, pues para un n }401jola iteracién descrita por:

x,',"' = x,'f + an (Aux: �024b,,)

el escalar an es el mismo en todos los kn - pasos.

- En las aplicaciones el caso ma's importante es cuando X es un espacio de

Hilbert, X,, son subespacios de X, dimX,, < oo y dim X,, �024>oo , n �024>oo.

COROLARIO 4.5

Si en las hipétesis del Teorema. Xes un espacio de Hilbert, X,, son subespacios

de X y los operadores T,, : X �024-�024>X,,se de}401netal que

T,,x�024�024>x, n�024>co , VxeX

Entonces Ia sucesién generada por el teorema converge la solucién x,

Prueba:

" x. �024x,'f"H: x. �024T,,x.+T,,x. �024x,�031,�030~S x. �0247j,x.j|+}402T,,x.�024x,�031f"�024>O, n �024>co

Luego ) converge a la solucién x..
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DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO ITERATIVO DEL COROLARIO 4.5

Elegir:

0 < a,, < 2'jA,,j"

xk�034=x" �024a(A x* �024b)

Si 

x,'f' es la solucién aproximada del

problema

N�034de iteraciones es igual a :1:I.

j=l
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EJEMPLO 4.6: ESQUEMA DE APROXIMACION PARA ECUACIONES

INTEGRALES DE FREDHOLM DE PRIMER TIPO

A continuacién daremos un ejemplo de cémo construir un esquema aproximado

Anx" = b,,, para una ecuacién integral de Fredholm de primer tipo de tal modo que

cumplen las condiciones del teorema.

Consideremos Ia ecuacién integral:

1 I�030

Ia(t,r)x(r)dr = b(t), r e [t0,t,]

'0

donde: a e L: (Ito J, ]x [to ,1, D

a(t, r) = 3(5)

b 6 L2 [to ,t,]

'I .. .. -

a es iterado( a(t, 1): ja(r,0)a(9,r)de , donde ae L2([:o,z,]x[:o,:, 1) y

;1(t,r)=;1(r,t) ;

Sea el espacio X = L2 [t,,,t,] el cual es un espacio de Hilbert y de}401namosel operador:

A :X�024>X

�030I

x�024�024)Ax=J�030a(.,r)x(r)dr

'0

entonces Ia ecuacién original se conviene en Ax=b

Aqui A es un operador lineal oompacto autoadjunto y

t, 1, ':

[{A[f s M =_ _�035ia(t,r){2d1dt

'0 �030:1

(Ver ejemplo 2.5.2)

Para Construir un esquema aproximado, asumamos que existe una solucién

x. e ImA
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Sea el espacio X,, = L{(o,,go1,...,¢,_ }, donde {(p, .(p3 ._..,(p,,,...} es un sistema

ortonormal completo de X

X,, es un subespacio de dimensién }401nitade L2[t0,tI] entonces X ,_ es cerrado,

para cada n e N (KREYSZIG [8], pag. 74).

_ Definamos los operadores de contraccién del siguiente modo:

�030 T,, :X�024-�024>X,,

x-�024>T,,x=.,¢p,,x�034q11+ \'q72,x"t¢u2 + ...+«"¢7,�030,x�034(0,,

Como Tn es una proyeccién se tiene que: :,T,ig=1, ademés:

T,,x�024>x,n-�024>oo,Vxe X

Luego por la continuidad de la norma

jT,,xf; n �024�024>oo, Vx e X

Asi las normas en X,, son consistentes con la norma en X.

Definiendo An = T" A1)�034se puede probar que An es acotado, autoadjunto y

de}401nidono negative.

Asi tenemos el siguiente diagrama.

A

Lego 11] T?�031Lzpuvlx]

K x l a
I-{�030171-V32»-,¢P.}{F L{�030171='i72.---.(t7:}

11..

Tomando b,, = Tnb podemos considerar 5,, = 0

Hallemos los errores de aproximacién A"

HAAT» -T»A!1=|lT»AT» -Tn/4i�030:S HTn!\. HAT» -Ai§=i%ATn -4?

85



Sea x e LZ[t,,,t,], entonces:

�030I n '1 �030I

Anx(r)= Ia(nr) Z¢.(r)j<p,(0)x(0)d0 dr= -[an("T)X(T)dr
I0 '=| to to

n '1

donde: 11,, (1, r) = Z¢, (1) ja(:, 0);), (0)d0 e Lz[r(, ,z,]x [:,,,:,]
I=l In

Notemos que an (t,.)= T,,a(r,.)

Sea d,,(t)= !1�0317",,a(t,.)�024a(t,.)f, similannente a lo realizado en la acotacién de A (ver

ejemplo 2.4.4)

I�0301, 15 1�030 /"1

"AT" -14; 5 [J-I[a,,(I,r)�024a(t. .-)J, =[[d:(:)dz] =�030_;oI,'§

'0 ,0 '0

Debemos notar que debido a que T,,x �024>x, n �024>oo, Vx e X se tiene que:

d,,(r)�024�024>O,n �024>co, \1te[to,t,]

Sin embargo para justificar la desigualdad (*) se requiere que la sucesién

funcional {dn} converja a cero en norma cuadrada que en sentido puntual. Ademés se

requiere una estimacién para �034id�035

Para obtener la estimacién deseada podemos usar la igualdadc

'1 n [I 2

dh1(t) = jg? (t,1')'1r �024Z[j'a(t,1')gv,�024('r)dIJ, t 6 [t0,t,]

to i=1 to

Asumimos por ejemplo que: q;, (1): t"�030,is N

entonces L{q2,,¢22,...q;,,} = P"[to,t1]. El sistema {¢;,,q;z,...q7:,,...} es complete en Xy

se puede ortonormalizar por procesos ya conocidos.

La ortononnalizacién da un -sistema ortonomnal {¢;l,q;2,...,q;,, tal que:
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X" = L{é,,¢}:,...¢§" } = P"[t(,.t1], n e N

En este caso, d,, (t) es la distancia entre la funcién a(t,.) y el subespacio

P"[t0,t,] de L2[t,,,I,], te[t0,t,], ne N

Si a es Lipschitziana en la segunda variable en [t0,t1]x[to,t1] con una constante

de Lipchitz L>0 entonces: d,, (I) puede estimarse como:

_ .3: L

d,,(t)< EAL 9, vx e[t0,-1,]. vn e N.
2 n

donde C>0 es una constante arbitraria que no depende de a ni de 11.

De esto y de la desigualdad (*) encontramos que:

�030]A,_T,_�024TAis AT �024A'lsA,i 95
i " �030 " " 2 n

entonces:

}402A,,T,,�024T,,A1!s(�034ix99, n e N
�030 2 n

En particular para x. y if. e A"x, se tiene que:

, |[A,,T,,x. �024T,,Ax.:(SA,,

�030 ]iA,T,§. ~ T,A§.�030!s A�035

For Liltimo debemos notar que

i 1 .. V 2 2
An ='T,,A"- 5" _|§iA"s-A'«*:> +45%,

�034 ll 1|x_ HT �0304.. �030I ll II "A"

Luego 0<a,,s,�030�0242~.,s�0242�024.,

ii/1?. 55/L21

2
entonces: 0 < an S

;i/�030us!

Luego por el corolario 4.5, la suoesién generada, por el tipo especial de método

del gradiente, dado por el algoritmo, converge a la solucién x. e ImA.
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CAPITULO 5

EXISTENCIA DE SOLUCIONES EN LA IMAGEN DE LA ECUACION

Ax=b

AI considerar el problema de resolver Ia ecuacién Ax=b, nosotros asumimos Ia

existencia de la so|uci<')n_ sin embargo podemos a}401nnarque si A es inversible por

derecha la ecuacién dada tiene solucién para cualquier b dado (observacién 2.3.9 de

la seccién 2.3 del Capitulo 2)

En este capitulo veremos algunas condiciones que se deben cumplir en la

ecuacién para garantizar Ia existencia de la solucién en la imagen ya que esta es una

hipétesis para utilizar el algoritmo.

Sea la ecuacién funcional lineal Ax = b

DEFINICION 5.1

Diremos que la ecuacién Ax=b, cumple la CONDICION H si:

H1) X es un espacio de Hilbert, D=X

H2) A :X�024->Xes un operador lineal acotado

H3) A es normaimente soluble.

H4) A es autoadjunto

TEOREMA 5.2

Si Ia ecuacién lineal Ax = b tiene una solucién en D y ademés cumple Ia

condicién H entonces existe una (mica solucién en la imagen.

DEMOSTRACION:

Como la ecuacién tiene una solucién en D entonces existe un elemento x. e D

tal que Ax. =b.
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A es normalmente soluble entonces ImA = (ker.4')i (Teorema 2.4.8), luego por

H4 se tiene que ImA = (kc-:rA Como ImA es un subespacio cenado (Teorema

2.4.9) entonces por el teorema de la proyeccién:

X = ImA ea (1m.4)*

esto es:

X = ImA@ kerA

Ahora por ser x. E D = X entonces existen dnicos x,, e ImA y x, e kerA tal

que: x. = x3 + x,

Tomando 5. = x0 e ImA se tiene que:

A5. = Ax.) = Axo +0 = Axo +Ax, = A(x0 +x,)= Ax. =b

Luego existe una solucién .5. en la imagen.

Probemos ahora la unicidad

Supongamos que existe otro 5. elm/1 tal que A4�031.= b

entonces se tiene que A5. = b A A4�031.= b

entonces: A(§. �0244. ) = 0

entonces: 5. -5. e kerA

también como 5. e ImA y 4,�034.e ImA :> 5. -5. e ImA

De (oz) y se tiene que:

.5. -4, E ImAnkerA= {0}

entonces: 5, = Q.

Asi el teorema queda probado. I

La de}401niciénde la condicién H sugiere que las més importantes aplicaciones del

resultado obtenido en el capitulo 4 son asociados con Ias ecuaciones integrales de

Fredholm de segundo tipo.
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EJEMPLO 5.3

Consideremos la ecuacién integral de Fredholm de segundo tipo en forrnulacién -L2 2

x(t)�024jag, r)x(r)dr = be; t e [M]
'0

donde: as L2([t0,t1]><[t0,t,])

a(t, 1) = KE7)

b e LZ[t0,t1]

El problema es hallar la solucién, bajo la suposicién que ésta exista.

Definiendo el operador:

B ; L2[ro,z1]�024>L2[:0,x,]tal que Bx = '}'a(:,r)x(r)dr

'0

la ecuacién integral se convierte en x(t)�024Bx(t) = b(t), I e [t0,t1]

esto es: (1 �024B)x(t) = b(t)

Se tiene que A = I - B satisface Ia condicién H y por el teorema 5.2 existe una

(mica solucién en la imagen, por lo tanto podemos aplicar la teoria del capitulo anterior

para hallar una aproximacién a la solucién.

Probaremos a continuacién la existencia de soluciones en la imagen cuando el

operador es lineal pero no acotada y el subespacio D es denso en X.

TEOREMA 5.4 '

Sea D un subespacio denso en X, Xes un espacio de Hilbert.

A : DZ)X

un operador lineal (posiblemente no acotado) tal que:

a) A es nonnalmente soluble. �030

b) A es autoadjunto.

C) KerA es un subespacio cerrado.
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Si la ecuacién Ax=b tiene una solucién en D entonces existe una Linica solucién

en la imagen.

DEMOSTRACION:

Como el subespacio KerA es cerrado entonces se tiene que:

(KerA)J�030L= KerA

Pero por hipétesis ImA = (KerA)i, lo que implica que:

(ImA)L = KerA

Luego por el teorema de la proyeccién se tiene que:

X = KerA Q) ImA

Como la ecuacién Ax=b es soluble entonces existe un x. e D tal que

Ax. = b

luego x. e X y asi existen (inicos xo e KerA y x, e ImA tal que

x. = x0 + x,

tomando x. = x, e ImA se tiene que:

Ax. =Ax, =A(x. �024x0)=Ax.�024Ax0=b�0240=b

La unicidad es inmediata.

OBSERVACION 5.5

Sea X un espacio de Hilbert, D un subespacio denso deX , y

A :X�024�024�024>Xun operador lineal

Suponiendo que A = R �024C. donde

R : D�024>X

es un operador lineal autoadjunto continuamente invertible (R es invertible y acotado),

Y

C : X�024�024>X
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es un operador lineal acotada autoadjunto tal que los operadores

R �035'C: X �024�024�024>X

CR�035':X:>X

son compactos

Entonces el operador A cumple con las condiciones (a),(b). y (c) de| teorema

anterior:

}401nefecto:

AR�034= (R �024C)R" = I �024CR" :X�024�024>Xes un operador norrnalmente soluble y

de aqui Ia ImAR" es cerrada. Desde que ImR�034'= Dse cumple que ImA = ImAR",

asi ImA es cerrada y por lo tanto A es normalmente soluble.

A es autoadjunto pues R y Clo son.

R"A = ID �024R�034C: D�024�024>Xes un operador tal que el nticleo KerR"A es de

dimensién }401nita(KANTOROVICH [5], pag. 495). Ahora como Kerk�034= {0} se tiene

que KerA = KerR"A , y de aqui el KerA es de dimensién }401nitay por lo tanto cerrado.

En consecuencia el operador/1 cumple las condiciones a), b) y c) del teorema anterior.

EJEMPLO 5.6

Consideremos la formulacién L2 del problema de valor acotado:

�024x"(t)+ a(t)x(t) = b(r), r e (0,1)

�030 x (O) I x ( 1) = 0

donde: a :(0,1):>R es una funcién acotada y b e L2[0,1]

Sea X = L2 [0,1] y

D = {x(.) e L2 [0,1]/x(.), x'(.) e W,�030[o,1], x"(.) e L,[o,1], x(0) = x(1) = 0}

Definiendo los operadores:
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R : D�024>X.Rx = �024x"(.)

C : X�024�024�024>X,Cx = �024a(.)x(.)

A : D�024�024>X,Ax= �024x"(.)+ a(.)x(.)

el operador A lo podemos expresar como:

A = R �024C

R es un operador lineal autoadjunto y continuamente invertible donde el operador

R�035esta definido por

1

R-1y = �030{G(.,r)y(1)1z'

0

t(1�0241�031), t S t, t,r e [0,1]

donde: G(., 1) = {

(1-1):, I 2 1, t,r 6 [0,1]

es la funcién de Green.

C es un operador lineal autoadjunto. También es evidente por lo anterior que los

operadores R"C y CR�034son operadores compactos como operadores integrales con

N}402cleosacotados y de aqui de cuadrado integrable.

Luego por la observacién anterior y el teorema 5.4, si el problema de valor

acotado tiene una solucién en D entonces este problema tiene una (mica solucién en

la imagen x. eD.
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RESULTADOS

Los resultados en la siguiente investigacién son los siguientes:

1.- Se construye un nuevo Algoritmo para resolver ecuaciones funcionales lineales

de la forma:

Ax=b

utilizando un tipo especial de método de gradiente.

2.- Se amplia el campo de aplicacién de| método del gradiente con regla de parada

}401nitapara nuevas clases de problemas, principalmente cuando los operadores A

no son acotados.

3.�024 La teoria Matematica dada en el Capftulo 3 generaliza el concepto de

convergencia usual a un tipo de convergencia més general donde intervengan

espacios diferentes.

DISCUSIGN

1.- Los resultados presentados en esta investigacién esta�031nestrechamente

relacionados con la bibliografia [4], pero a diferencia de ello, nosotros no

asumimos que Xes un espacio de Hilbert y D = X. la acotacién de| operador no

se asume. Asi este trabajo es libre de un n}402merode restricciones que son

comuimmente usados en estudios de las prupiedades del método del gradiente

para esquemas aproximadas. Sin embargo para poder obtener los resultados

deseados tenemos que de}401nirun nuevo concepto de solucién Ilamado solucién

en la imagen.

2.- En este trabajo asumimos la existencia de la solucién de la ecuacién Ax=b ya

que su estudio depende generalmente de las caracteristicas especi}401casdel

problema particular en consideracién.
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CONCLUSIONES

Del trabajo realizado obtenemos las siguientes conclusiones:

1.- Se soluciona, aproximadamente, Ia ecuacién Ax=b, construyendo un sistema de

ecuaciones lineales A,,x,, = b,,, de tal modo que la sucesién de puntos

construidos por un tipo especial de método de| gradiente se aproxime a la

solucién en la imagen de| problema original.

2.- La construccién reaiizada hace posible extender el campo de aplicaczién del

método del gradiente con regla de parada }401nitaa nuevas clases de problemas

Ax=b, donde el operadorA no sea acotado.

3.�024Todo algoritmo iterativo tiene un sustento matemético basado en la convergencia,

nosotros aqui probamos que Ios puntos generados por el nuevo algoritmo se

aproxima a la soluciém en la imagen. Un trabajo para futuras tesis de Licenciatura

o Maestria seria darle el aspecto computacional para su posterior difusién y use.
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