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RESUMEN

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN ESPACIOS DE
HILBERT
ERIK ALEX PAPA QUIROZ

MARZO - 2002

Asesor: D.Sc. Angel Guillermo Coca Balta

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

El presente trabajo muestra un nuevo método para solucionar la ecuacion
funcional lineal 4x = b, por métodos aproximados en espacios de Hilbert.
El método se basa en la construccion de sistemas de ecuaciones lineales

4,x,=b, (n € N) donde cada punto de la sucesion se obtiene después un nimero

finito de pasos de un tipo especial de método del gradiente.
Asi el Algoritmo conseguido amplia el campo de aplicacion de estos métodos a

ecuaciones de Fisica-Matematica que involucran operadores no acotados.
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SPACES
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Titule: Mathematician

This work describe a new method to solution the linear functional equation
Ax = b, by approximate methods in Hilbert space.
The method is based in the construction of systems of linear equation

A, x,=b, (n € N) where for each point of the succession is obtained after a finite

number of steps of a special type of gradient method.
That way the algorithm got generalize the space of applications of this methods

to Mathematical Physics equations with unbounded operator.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION
Muchos problemas enmarcados en temas de ecuaciones integrales, calculo de
variaciones, ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, se pueden discutir desde
el punto de vista de la teoria del Analisis Funcional, obteniéndose a menudo
ecuaciones del tipo 4x =5, donde A es un operador lineal definido en un espacio de
Banach o Hilbert, b es un elemento dado del espacio y x es la incégnita. En el estudio

de la solucion de esta ecuacion puede suceder tres casos:

a) Que la ecuacion posea solucion Unica.
b) Que la ecuacion no posea solucién.

c) Que la ecuacion posea mas de una solucion.

Teniendo como hipétesis los casos a) y ¢) encontrar la solucién exacta de la
ecuacidon Ax =b muchas veces resulta practicamente imposible, por lo tanto, es

necesario utilizar algun Método Aproximativo que asegure tedricamente, al menos en

el limite, tal solucion.
Por tal motivo en este trabajo se considera el siguiente problema:
Resolver: Ax=5b ,
donde:
A:D — X, es un operador lineal.
D es un subespacio del espacio de Banach real X .

beImA-{0} y x es la incognita.
Existen métodos generales para aproximar la solucién de la ecuacién lineal Ax=b

pero solo cuando el operador 4 cumple una serie de requisitos como acotacion,

autoadjuntés, etc. Uno de ellos es el método del gradiente de gran importancia para la

teoria de aproximacion por ser la regla en la cual se miden otros métodos.



La importancia de este trabajo, de caracter tedrico, es que el nuevo metodo que
se construira permitira resolver una gran variedad de problemas, talvez de naturaleza
distinta, sin la necesidad de conocer las caracteristicas de la solucion.

Para hallar un Método Aproximativo consideramos una sucesion de ecuaciones

lineales llamados Sistemas de Ecuaciones Lineales que son de la forma:
4,x,=b,
donde paracada ne N :

A, X, — X, esun operador lineal acotado.
X, es un espacio de Hilbert.
b,eX,.

El trabajo se ha organizado en los siguientes capitulos:

EL CAPITULO 2, contiene las notaciones y el sustento matematico basico que se

usaran en los capitulos siguientes.

El CAPITULO 3, nos da las definiciones y resultados principales del Esquema de
Aproximacioén Lineal, teoria basica para relacionar el problema original y los sistemas

de ecuaciones lineales considerado anteriormente.

El CAPITULO 4, muestra mediante un teorema, un nuevo método para aproximar
una solucién de la ecuacion original, usando para ello una sucesién de puntos del
sistema de ecuaciones lineales, la que se construira por un nimero finito de pasos de

un tipo especial de método del gradiente.

Finalmente el CAPITULO 5, estudia la existencia de soluciones en la imagen de

la ecuacion original y su aproximacion por una sucesion de puntos en problemas



concretos de la Fisica Matematica como son las ecuaciones integrales y ecuaciones

diferenciales.

MATERIAL Y METODO

Este trabajo es el fruto de casi dos afios de constante investigacién, que consistié
inicialmente en la recopilacion de informacion via Internet y bibliotecas especializadas,
de articulos actualizados y libros relacionados a nuestro tema de interés, luego
realizamos un minucioso estudio de cada uno de ellos adaptandolos adecuadamente a
nuestro objetivo. La investigacion realizada es tedrica basada en fas fuentes

bibliograficas dadas en este trabajo.



CAPITULC 2
PRELIMINARES
2.1 TERMINOLOGIA Y NOTACIONES
N, conjunto de los niumeros naturales.
R, conjunto de los numeros reales.
C, conjunto de los numeros complejos.
K=Ro6C.
[to.t,1={teRIt, <1<t} y (t.1,)={t e RIty <t <1}

K"= {3=(3,,9,,..3,)/ 3, e K,Vi=12..n }

C10,1] = {x :[0,]]—— R / x es una funcién continua }
L(K)= {S:(Sl,Sz,...,S",...)/ 3,eK,VieNy iES,:I = oo}»
1=]

C'[0,1]= {x :[0,]]—> R/ la derivada de la funcién x es continua en [0,1] }

L;[t,0,1 = {x:[(o,tl]—-—h’ll x esmedible y ﬁx(t]zdt<oo}

Kerd ={xe X/ Ax=0}

X ={f:X—>K/f eslineal }

X' = {f:X——>K/f es Linealyacotada}

Kerd'= {feX 14'f=0}y Kerd*= {feX /4 f=0]
420 (4>0)=(4xx)20 (4x,x)>0),VxeX.

r* >0, k—a»ooz’lti_ryn;r"=0

r*¥ 50, k> w=lmrf=w
k—»0

M |, es la clausura del conjunto M.

X ox oVfeX :(x* f)—(x f) donde (x,f)=flx)



2.2 ESTUDIO DE UN MODELO MATEMATICO QUE REPRESENTA CIERTO
FENOMENO NATURAL Y EL METODO DE ANALISIS FUNCIONAL.

La mayoria de los fenédmenos naturales se formulan matematicamente para
poder estudiar la existencia y posteriormente determinar su solucion.

El estudio de la existencia requiere de toda una teoria matematica, en cambio, la
determinacion de la solucion requiere en general de un estudio computacional, la
justificacién de esto es debido a que hallar una solucion exacta, sabiendo que esta
existe, @s muy dificil por lo tanto, en la practica una aproximaciéon adecuada a la
solucion es suficiente.

El trabajo de esta tesis estudia el siguiente problema:

Resolver Ax=b
donde:
A:D—— X esun operador lineal
D es un subespacio del espacio de Banach real X
belmA4-{0}.
y se encarga de construir un método para hallar una solucién aproximada, suponiendo

que la solucion existe.

La ecuacion funcional Ax=b, describe una gran cantidad de ecuaciones
aparentemente diferentes como por ejemplo:

1) Ecuaciones integrales de Fredholm de primer y segundo tipo:

ty
falt, D)x(e)de =b(1)., 1 €[t,,1,].

to

x(r)- !j[a(r, tx(z)dr = blt), t€lty.t,]

donde aeLz([to,fl]X[fostl])

x,be L,[t,.4,]



2) Ecuaciones diferenciales ordinarias:
—x"'(£) + a()x(t) = b(r),t € (0.1)
x(0)=x(1)=0.
donde: a:(0,])—— R es una funcién acotada y b  L,[0.1].

Asi, al estudiar la existencia y determinacion de su solucién, estamos estudiando
la existencia y determinacién de las soluciones de todos los problemas que se pueden

expresar de ese modo.

El método de Analisis Funcional es justamente el estudio unificado de muchos
problemas particulares. Esta unificacién requiere del uso de espacios y operadores
mas generales como por ejemplo los espacios de Banach o Hilbert y los operadores
lineales que pueden ser diferenciales, integrales, etc.

El proceso general de formulacién y estudio de un fendmeno se da en el

siguiente diagrama de flujo:



DIAGRAMA DE FLUJO PARA EL ESTUDIO DE ALGUN
FENOMENO NATURAL

N EE=
ESTUDIO DEL FENOMENO
)

. i )
FORMUILACION pEL MODELO
MATEMATICO
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DE LA SOLUCION

SE PUEDE
HALLAR
SOLUCION
EXACTA

NO

CONSTRUIR UN ALGORITMO

PARA APROXIMAR LA
RESULTADO SOLUCION
EXACTO DEL
MODFEILO
RESULTADO
APROXIMADO
DELA
SOLUCION
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Un ejemplo del estudio de un fenémeno natural y su posterior formulacién del modelo
matematico es el siguiente:




EJEMPLO 2.2.1 FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO DE UN FENOMENO
NATURAL
Estudiaremos un problema de pequenas oscilaciones de sistemas elasticos y
encontraremos la ecuacion que describe tal oscilacion.

Consideremos una barra elastica de longitud /, fija en los extremos ¢, y ¢,. En un

punto f e (to,t,) aplicamos una fuerza que actia en la direccion de ¢, bajo la accién

de esta fuerza la barra se deforma y el punto 7 se desplaza en la posicién /’ como se

muestra en la figura.

-
fnﬁ rl tu fl fl
F —+ — I +— !
0 t ! 0 t+h I

Denotemos la magnitud de este desplazamiento por 4 y hallemos su valor. Mediante el
valor de 4 podemos hallar el desplazamiento de un punto arbitrario. Para ello haremos

uso de la ley de Hooke, que afirma que la fuerza aplicada es proporcional a la

extension relativa (es decir, a la razén entre el desplazamiento y la longitud).

Bajo la accién de la fuerza x la parte 7,f se estira. Denotemos por 7, la reaccion

producida. Al mismo tiempo, la parte tt,se comprime, dando lugar a la reaccion T,,.

Por la ley de Hooke:

donde £ es el coeficiente de proporcionalidad que caracteriza las propiedades
elasticas de la barra. La posicion de equilibrio de las fuerzas que actdan en el punto 7

nos da:



x=kh+kh et

¢ NIt =1
de donde

poX=1)
K

Para hallar el desplazamiento producido en un cierto punto 7 < ¢, observemos
que, segun la ley de Hooke, para una extension, la extension relativa (es decir, la
razén entre el desplazamiento y su distancia al extremo) no depende de la posicion del

punto. Denotemos el desplazamiento del punto z por d, entonces:

a_h
T
y por tanto
d=h T = f‘l’_({—-_!)’ <t
ki
Analogamente si 7 >¢ entonces:
d _ h
-7 I-t
y por tanto d= h—l[i) - x—t(‘[k}_—:)z— >t

Como la fuerza es aplicada en el punto ¢, bajo la accién de esta fuerza todos los

puntos del sistema sufren un cierto desplazamiento.
El desplazamiento del punto 7 lo denotamos por aft,7) y en consecuencia si x es una

fuerza unitaria el desplazamiento esta dada por:

L] i-1t), <t
alt,7)=1"

;llwt(l—r), g

El desplazamiento recibe el nombre de funcién de Green. De la ley de la

conservacion de la energia podemos deducir una importante propiedad de la funcion



de Green a(r.r); se trata de la llamada ley de reciprocidad: el desplazamiento
producido por el punto 7 bajo la accion de una fuerza aplicada en el punto s es igual al
producido en el punto 7 bajo la accion de la misma fuerza aplicada en el punto 7.
Dicho con otras palabras esto significa que:
alt,7) = alz,t)
En términos de la funcién de Green se puede expresar el desplazamiento del

sistema, a partir de su posicion de equilibrio, producido por una fuerza distribuida

continuamente de densidad x(zr). Puesto que sobre el intervalo de longitud Az actia

una fuerza x(r)Ar, que se puede considerar aproximadamente concentrada en el

punto 7, el punto s sufre, bajo la accién de esta fuerza, en desplazamiento

a(x‘, r)x(r)A £

El desplazamiento bajo la accion de toda la carga es aproximadamente igual a la suma

Z alt, r)x(r)rl T

fysrty

Pasando al limite cuando Az — 0 vemos que el desplazamiento b(t) del punto 7

bajo la accién de la fuerza x(z) distribuida a lo largo del sistema viene dado por la

formulta:

b(t) = lja(t, oz )dz.

La ecuacién hallada describe pequefias oscilaciones longitudinales de una buena
barra elastica de longitud /, esta ecuacion es llamada ecuacion integral de Fredholm de

primer tipo.

10



2.3 TEORIA DE OPERADORES INVERSOS

El estudio de la existencia de la solucion del problema Ax=b depende
principalmente de las propiedades del operador 4, veremos mas adelante que si el
inverso del operador A existe, entonces la solucién del problema existe y es nica. Por

otro lado, para realizar el estudio de estos operadores necesitamos recordar algunas

definiciones basicas como:

Una noma es una aplicacién | |: X = R de un espacio vectorial X en los reales
y que para todo x,y € X cumple las condiciones:

1) x20; xl=0ex=0

2) |&xi=|a}x, Viek

3 brrylshd+hi

Un espacio vectorial X con una norma definida en ella se llama espacio vectorial

normado.
Un operador lineal 4: X —-Y es acotado si existe un numero real M >0 tal
que|dx| < Mix], Vx e X.

Si el operador lineal 4 es acotado entonces se define la norma del operador 4 como:

4] = sup 2

N

Para mayor generalidad, en el estudio, supondremos a partir de ahora hasta finalizar
esta seccién que X e Y son espacios normados y que 4:X — Y es un operador

lineal.

DEFINICION 2.3.1
El operador lineal 4 se dice invertible si existe un operador B: ¥ —— X tal que:

1) AB=1, (identidad con respecto a ¥)

11



2) BA=1, (identidad con respecto a.Y)

El operador B se llama operador inverso de A.
LEMA 2.3.2
Si el operador lineal 4 es invertible entonces su inverso es unico.
Prueba:
Sea B operador inverso.
Supongamos que existe otro operador C: Y —— X tal que:
AC=1, ,CA=I,
sea y € Y un elemento arbitrario; entonces:
Cy = C(1,(y))= C((4B)y)= (CAXBy)= By
C=

Debido a la unicidad del operador inverso de A4 (si existe) entonces podemos

denotar su inverso como : 47" .

TEOREMA 2.3.3

Sea el operador 4: X ——Y . Entonces:
4 es invertible si y solo si 4 es biyectiva.

Prueba:

(=) Probemos la inyectividad
sea Ax, = Ax,, aplicando el operador 4~ tenemos:
A7'Ax, = A7 4x,, esto es:
xj =dy
Luego 4 es inyectiva.

A continuacién probaremos que 4 es sobreyectiva.

Sea yeVY, tomando x ='A"y se tiene que Ax= A(A"y)z ¥

12



Asi 4 es sobreyectiva

por lo tanto 4 es biyectiva.
(<) Sea 4 biyectivo, probaremos que existe B:¥ —— X tal que
AB=1I, , BA=1,
Definimos B:Y —— X talque By=x,donde xe X/Ax=y
B esta bien definido:
y, =y, entonces Ax, = 4x,;
como 4 es inyectivo se tiene:
X, =X,
de aqui By, = By,
(AB)y=ABy) =Ax=y = AB=I,
(BA)x = B(Ax) =By =x = BA=1,
|
En el problema Ax=b, si el operador 4" existe, entonces claramente se ve que
la solucién Gnica es x, = A7'b, sin embargo, en las aplicaciones, muchos operadores

no son invertibles pero existe la solucion del problema, como veremos en el siguiente

ejemplo.

EJEMPLO 2.3.4

Sea el operador:

A:C'[0,]]—>C[0,]] / 4x= %

y consideremos la ecuacion:
Ax=b, b e C[0.1].
A4 no es invertible pues no es inyectivo. En efecto, por el absurdo supongamos que 4

es inyectivo entonces:

13



Dados x,,x, € C'[0.1] tal que x, # x, entonces se debe tener que Ax, = Ax,
Tomando en particular x, =at+6 y  x, =at+1, aeR

se tiene que x, # x,, luego por la inyectividad debe ocurrir que Ax, # Ax, lo que no

es cierto pues:
d d
Axlza(at"'f'):a’ .Ax1=dt(at+l)=a

estoes: dx, =4dx, (= <)con(*).
Sin embargo la ecuacién funcional Ax=b tiene solucién para toda b e C[0,1] ¥

estas estan dadas por:

()= [pls)ds

El ejemplo dado anteriormente motiva a las definiciones siguientes:

DEFINICION 2.3.5

Sea X, Y espacios normados.

a) Un operador lineal 4: X——Y se dice que es invertible por izquierda si

existe un operador:
B:Y——> X talque Bdx=x, Vxe X .

b) Un operador lineal 4: X ——Y se dice que es invertible por derecha si existe

un operador:
B:Y—— X talque ABy=y, Vyel.

Los siguientes teoremas caracterizan los operadores invertibles por izquierda y por

derecha.

TEOREMA 2.3.6

Sea un operador lineal 4: X ——Y.

14



a) A es invertible por izquierda si, y solo si 4 es inyectiva.
b) A es invertible por derecha si, y solo si 4 es sobreyectiva.

DEMOSTRACION:
a)(=) Como 4 es invertible por izquierda entonces existe
B:Y——> X talque BAx=x , Vxe X
Sea Ax, = Ax,, aplicando B a la primera ecuacion:
B(Ax,) = B(4x,)
= X =X
Asi A es inyectiva.
(-:) Sea 4 inyectiva entonces 4: X ——>Im A es biyectiva. (Im 4 es laimagen
de la aplicacién 4)
Por el Teorema 2.3.3, 4 es invertible, donde
A" :ImA— X
Sea B:Y—— X cualquier extension de 47!, entonces:
(BA)x = B(4x)=x, Vxe X
Asi A4 es invertible por izquierda.
b) (:>) A es invertible por derecha entonces existe un operador:
B:Y——>X I (4B)y=y, VWyeY
Sea y e Y arbitrario, entonces: y = (4B)y .

Tomando x = By se tiene que:

Ax =A(By) = (AB)y =y

Luego 4 es sobreyectiva

(c) Si A es sobreyectiva = VyeY existe x € X tal que Ax=y

Definiendo B:Y —— X talque By =x se tiene que:

(AB)y =A(By) =Ax =y

15



— (AB)y=y, Vyel

Asi 4 es inversa por derecha.

TEOREMA 2.3.7
Sea el operador lineal4: X —> Y .

Si 4 es invertible entonces A" es lineal.

DEMOSTRACION:
Sea y,,y, € Y. Como 4 es invertible entonces por el Teorema 2.3.3, 4 es
biyectiva, en particular sobreyectiva, luego existen x,,x, € X tal que:

Ax, =y, , Ax, =Yy,

esto es:
X =d "y, ) % =y,
ademas como A(a x, + Ax,)=a y, + Ay, entonces se tiene:
AN ay, +,)=ax, +x,=ad”'y, + 147y, = a(A"yl )+ )L(A"yg)

Asi A7 eslineal. ]

TEOREMA 2.3.8
Sea el operador lineal 4: X > Y.

La ecuacion Ax=b tiene solucién para cualquier b € Y y existe m>0 tal que:

"Ax;}Zmﬂxﬂ Vxe X

" ; . . i 1
si y solo si el operador 4 tiene inversa A™' acotada por — , esto es:
m

il
2

16



DEMOSTRACION:
(=) De la solubilidad de la ecuacion, para cada ye Y existe un elemento xe Y tal
que Ax=y. Asi 4 es sobreyectiva ...(a)
También:
Si x#x,=>x-x,#20
- [, —x,/>0
- mx, -x, >0
Como mix, —x,i < A(x, - x,)
— |A(x, -x,} >0
- Alx,-x,)=0
—> Ax, # Ax,
de aqui 4 es inyectiva  ..(8)
De () y (B) 4 es biyectiva y por el Teorema 2.3.3, 4 es invertible.

Sea ye Y — existe xe Y tal que Ax=y

4yl =Ixl < ik s Ax) = 2 by Pues mx/<Ax VxelX
4 (| L [ i i
i Bowh i i ! ! !

i 4! H 1,

' m

Como y es arbitrario entonces:

s,

m
(<:) Como 4 es invertible entonces Ax=b tiene una soluciénx = 4™'b que es Gnica.

Por otro lado:

l47%] W 1

T

4x]= | iE

ill

esto es:

17



Tomando m = "1'1 se tiene que:
AT
1

14x. > mix|

OBSERVACION 2.3.9
» Se debe tener en cuenta que la imagen de 4 en general no coincide con

Y por lo tanto el operador inverso a derecha no esta definida en todo Y.

e Es suficiente probar que A es invertible por derecha para mostrar que la
ecuacion Ax=b tiene solucion (que generalmente no es Unica) para
cualquier b € Y . Una solucién seria: x = 4.'b
A;' denota inversa a derecha de 4.

El estudio general de los operadores inversos lo podemos resumir en el

siguiente diagrama de fiujo.
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2.4 OPERADORES LINEALES COMPACTOS Y OPERADORES DE FREDHOLM
Los operadores lineales compactos juegan un rol central en la teoria de

ecuaciones integrales lineales, ecuaciones que describen especialmente fenémenos

fisicos como los modelados por sistemas elasticos. En esta seccion daremos algunos

resultados importantes que utilizaremos posteriormente en los capitulos siguientes.

DEFINICION 2.4.1

Sean X, Y espacios normados. Un operador 4: X — Y se llama operador lineal

compacto si 4 es lineal y si para todo subconjunto acotado M — X se tiene que

A(M) es compacto (4(M) denota la imagen de 4 con dominio M, A(M) es la

clausura o cerradura de A(M)).

TEOCREMA 2.4.2
Sean X, Y espacios normadosy 4: X — Y un operador lineal.
A es un operador lineal compacto si, y solo si para toda sucesion acotada (x"),

x* € X se tiene que (Ax") tiene una subsucesién convergente en Y.

DEMOSTRACION:

(:>) Sea 4 compacto y (x" ) una sucesion acotada (arbitraria), tomando

M= {x" /keN}, por ser A compacto y M acotada, se tiene que A(M) es
compacto, luego la sucesion (Ax" ) tiene una subsucesioén convergente en Y.

(«<=) Asumimos que toda sucesién acotada (x*) contiene una subsucesién (x"") tal

que (Ax"") converge en Y.

Sea M — X acotado, probaremos que A(M) es compacto.
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Consideremos (y" )c A(M) una sucesion (arbitraria) entonces existe xXeM
tal que y* = Ax*.
como M es acotado entonces x* es acotado, luego por hipotesis se tiene que

(Ax") tiene una subsucesion convergente en Y, esto es, existe una subsucesion

(xk" )c M tal que:

Ax* >y, paraalgin yet

entonces:

y* >y, paraalgin yeY

Asi A(M) es compacto y por lo tanto A(M) compacto.

EJEMPLO 2.4.3

Sea X =CJt,,t,] el espacio normado con norma definida por:
Ix] = max!x(r), Vx e Clt,.1,]
VR sy’ ’

Sea también un operador 4: X — X talque
(4xX) = Jale, el
‘D

donde: a:[t,,t,]x[t,,t,]——> R es continuo en [tg,t;]x[tg.t;]. Entonces el
operador 4 es compacto.
En efecto:

e A eslineal:

(Al + B)0)= ale e Xarx + ByNelde = [altse)arxe)p (o)

— at alt, Yz + B [alt, )leNe
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= ol Ax)e)+ Ay )r) = (adx)e) + (ByNe) = (eutx + py )

A es acotado:

{Ax. = max rj.a(t,r)x(r)dr

tost<s

h
& alt,7)! \di
Eﬁg alt, )| x(z) dt

I i
| dr lx!
< [roggl ) aft.z) dt]ﬂx,l

4
tomando k& =max _[l a(t,r)%dt , entonces se tiene que:
ty

fp=ist,
| Ax|< kx|

Probemos que 4 es compacto usando el teorema anterior:
Sea (x") una sucesion acotada arbitraria en X, esto es, ka| <c para algun c>0.
Probaremos que (Ax") tiene una subsucesion convergente.
Sea y* = Ax*, entonces:

1= Jast < bt <
Luego (y") es también acotada.
Probaremos ahora que (y") es equicontinua (LIMA [9], pag. 323). Desde que a es
continua en [f,,t,]1x[t,.¢,1por hipétesis y por ser [t,,7,]x[f,,7,]Jcompacto, a es
uniformemente continua en [¢,,,1x[¢,.¢,]. De aqui:
Dado £ >0, existe 6 >0 talque Vre[t,,t,] Y Vs,,s, €[t,,1] satisfaciendo

s, —s,| < & tenemos que:

jals,.1)- a(sz,f] < (’——Ev
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consecuentemente, para s,,5, COmo antes y todo k € N tenemos:

V)= ()mj()x()dj()x (Mie
I[()a()lx()d
g:;@a(s,,r)—a(sz,r) o () s
< c:f.;a(s, 2)als,, 0 )dr

<clt,~t,)—2~=¢
(t] "tok
Asi:
Y (s)-"(s,) <.
Esto prueba la equicontinuidad de (y") Ahora por el teorema de Ascoli — Arzela
(LIMA [9], pag. 329), implica que (y") tiene una subsucesion convergente en Cl7,.1,].

Desde que (x") fue cualquier sucesion acotada y y* = Ax* se cumple que 4 es

compacto.

EJEMPLO 2.4.4

Sea X =1, [to,t,] y A:X — X un operador definido por:

(4x)0)= falt, ez

donde:

ae Ly([to.t, ]x[to.1, )

entonces el operador A es lineal y compacto.
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En efecto:

Veamos que el operador .4 esta bien definida.
|2 2
ﬂAX(I) dt = J-Ia(t t)x(r)dr dr < _ra(t 7) x(r)dr] dt
ty ity g\ Iy

Ia(t 7)) drIIx(r) erdt

h\to

= _[x(r)l dr. T].a(t Ty ? drdt < .

Iy ty
Asi Axe X. y por lo tanto A esta bien definida.

La justificacion de la linealidad es analoga a lo realizado en el ejemplo anterior.

Veamos la acotacion de 4

[4x" = IAx(t)det < ]‘gx(r)gzdr. 'j]'ga(:,r);zdrdn ix["M?, donde:
) fy fafo

4 2
M"[Iﬁ“(& 7) 2drd»'} . Luego 4 es acotado con cota igual a M.

fo Ty
Finalmente veamos que 4 es compacto. Para ello usaremos el criterio del
teorema 2.4.2. Sea (x" ) una sucesion acotada arbitraria de funciones en X, esto es:
“x"|i <c paraalginc>0 y Vke N.
Como X es un espacio de Hilbert, por lo tanto reflexivo (KREYSZIG [8], pag. 242),
y por la acotacién de (x*) existe una subsucesién ( que seguiremos denotando (x‘E )
por comodidad) que converge débilmente a un elemento xeX (HOYOS [3], pag 116):
x* s x,k—— .
64
Como ae L,([r,,1,]x[t,.1,]) .entonces (‘”{a(t, r)"zdtdr] < o0, luego por el teorema de
tolp

Fubini (APOSTOL [1], pag. 504) se tiene que a(t,.) € X , para casi todo f € (t,,1,).

24



Sea ¢ un elemento que cumpla a(f..) € X. entonces:

4x*(e)= Ia(t, o) ()t = (x* (2).a(t. 1)) ——(x(7),a(t, 7)) =

r:"a(t, r).r(r)dr = Ax(t), k——> .

Asi Ax* » Ax, k—> o, para casi todo punto f € (¢,,t,). Por otra parte por la

desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que:

it Jz L ‘ 1,
At ) = fat,ox* (@dr < [ae, o) dr . [x* () dz.
o | ts i

‘

Puesto que:

h

i2 ] ]
ﬂx" (7)) dz= * % |Sc y por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
1 ’

(APOSTOL [1], pag. 330) se tiene que:

ﬁAx" (r)%2 dr—— J‘iAx(z’)-;2 dr,k——>x.
A [}

(]

es decir:

iiA.‘:cJt g[ > Ax|, k—> .

w

Como x*

»x, k »c0.entonces para todo ge X se tiene que:
(Ax",g) = (x* A" g)—2(x,A"g) = (4x,g), asi:

Ax* —* 5 Ax k—> 0. (A" esta definido en la pagina 22)

Finalmente, como X es un espacio de Hilbert, ﬂAx"ﬂ———){]Axi Jk——0.y
Ax* —* Ax k——>x._entonces:

Ax* ——> Ax,k——> 0. (HOYOS [3], pag. 113).

Por lo tanto 4 es operador lineal compacto.
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Como en espacios normados X e Y, no necesariamente existe un producto
interno, nosotros denotaremos:

\b, f* como la aplicaciénde feY enunpunto bey
recordemos también que un funcional es una aplicacién de un espacio normado en el

campo real o complejo (f - X——)K)

DEFINICION 2.4.5
Sean X, Y espacios normados, un operador lineal 4: X —— Y con dominio de 4

denotado por DomA el cual es denso en Xy el operador conjugado
A" :Y'—— X" definido por:
(x,4f)={dx, f)
El operador 4 se dice que es normaimente soluble si:
Para ser valida la soluciéon de la ecuacion Ax=b es necesario y suficiente que

(b, f) =0,Yf € KerA™((b, f) denota el funcional f aplicado en b)

DEFINICION 2.4.6

Un Operador Normalmente soluble se denomina Operador Noetheriano si los

subespacios Ker4 y KerA™ son de dimension finita.

DEFINICION 2.4.7
Un Operador lineal 4 : X ——Y se llama operador de Fredholm si 4 es un
Operador Noetheriano y dim KerA4 — dim Ker4™ = 0(dim Ker4 ydim KerA™ denotan la

dimensiones de Kerd y KerA™ respectivamente).
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TEOREMA 2.4.8

Sean .Y, Y espacios normados y un Operador lineal 4: X —— VY.

A es Normalmente soluble si y solo si Im A4 ={KerA")i. (In4 denota la

imagen del operador 4).

DEMOSTRACION:

Sea 4 normalmente soluble entonces la ecuacidn Ax=b tiene solucion si y solo si

(b, f)=0,Yf  Kerd™. Probaremos que Im 4 = (Kerd™ )" .

Sea y e Im 4, entonces existe un elemento x, € X tal que Ax, = y, por la hipétesis
se cumple que:

b, fY=0,Vf € Kerd™.
estoes ye (KerA“)ly por lo tanto:
Im4 c (Kerd™) oo (@)

Sea ye (KerA" )L entonces (y, f) =0,Vf € Kerd™, luego por hipétesis la ecuacion
Ax=y tiene una solucion, esto es:
existe un elemento x, € X tal que Ax, = y,
asi yelmd.

Por lo tanto:

(Kera™ ) cIm4............. B).
De (o) y (B) se tiene que Tm 4 = (Kerd*) .

Reciprocamente supongamos ahora que ImA4 =(KerA")lprobaremos que A4 es

normalmente soluble.
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Si la ecuacién Ax=»b tiene solucion entonces existe un elemento x, € X tal que

Ax, =h,esto es belmdel cual por hipétesis es igual a (KerA" )L, entonces
be (KerA" )‘ lo que implica qtie :
(b, /) =0,Yf € Kerd”
Reciprocamente si:

(b, {)=0,Vf € Kerd".

Entonces be (KerA")leI cual por hipétesis es igual a Im 4,asi b e ImA,y por lo

tanto existe un elemento x, € X tal que Ax, = b.Asi la ecuacion Ax=b tiene solucién.

TEOREMA 2.4.9

Sean X, Y espacios normados y un operador lineal 4: X ——1 .
A es Normalmente soluble si y solo si Im4 es cerrado.
DEMOSTRACION:

Sea A normalmente soluble, para probar que Im4 es cerrada es suficiente

comprobar que ImAcImAd. Sea yelmAd entonces existe una sucesion

(y")c: Im A tal que y* >y, k 0.

Como y* eImA= (KerA" )'L ( Por Teorema 2.4.8) entonces:
OF, ) =0,Yf € Kerd™.
Como f € X’,entonces:
O H—0 ) k—— .
Lo cual implica que {y, f) =0,Vf € Kerd™.
Asi y e Im 4. Por lo tanto Im4 es cerrada.

Reciprocamente supongamos que la Im4 es cerrada, probaremos que A es

normalmente soluble o equivalente, por el Teorema anterior, que:
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ImAd= (KerA")i ‘
Veamos inicialmente que ImA4 = (KerA")l .
Sea y e Im A entonces existe una sucesién (y" )< Im A tal que:
y"‘ —>y, k——.......... ()

Cpmo y" elmA,VEk € N, entonces la ecuacion Ax = yk Jtiene solucién x para
.cada ke N.
Sea f € KerA™ entonces:
Gy =(Axi, =, 4 f)=0.
en (a) por la continuidad de f'y del producto interno <,> se tiene que:
O H—0. 1), k——.

por la unicidad del limite se tiene que:{y, f)=0. Estoes ye (KerAx)L.

Por lo tanto:
ImAc (KerA" r y
Analogamente a lo hecho anteriormente se prueba que:
(KerA")l cImA.
De ambas casos se tiene que Im A = (KerA")L . Ahora como Im4 es cerrada se

concluye que: Im A4 = (KerA" )L . Esto es 4 es normaimente soluble. |

TEOREMA 2.4.10
Sean X un espacio normado y 4: X —— X un operador lineal compacto,

entonces V4 e R —{0} el operador B= 11— 4 es normalmente soluble.
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DEMOSTRACION:

Supongamos que la ecuacion Bx=b tiene una solucion, entonces existe x, € X
tal que Bx, =(17-A)x, =b.

Sea f e Ker B* entonces B* f = (41— A) f =0. Probaremos que b, f ' =0.
(b, f3= (A I-A)xy, £ ={Ax, — Axg, [ = A(Xg, f} = AXq, )

= 2% )= (50 4 ) = (20, A f = A f) = (x4 T - 47 1))

= X5 (4 1 - 4) f\— (x,B*f)=0

Reciprocamente, supongamos que Vf € Ker B* se tiene que b, f, =0.
Probaremos que existe un x, € X tal que Bx, =(17—A)x, =b

Por contradiccién supongamos que la ecuaciéon Bx=b no tiene solucion, entonces
Vxe X setiene que Bx#b,asi bgImB=1Im(i I - 4).
Desde que Im(1 I — A)es cerrado (KREYSZIG [8], pag. 424) § =d(b,ImB)>0. Por

el teorema de existencia de funcionales (KREYSZIG [8], pag 243) existe un funcional

- , f ..\ / =\
feX talque s\z,f)zo, vzeimBy{\b,f}:a
{
Como z e Im B entonces existe x € X tal que z=(lI —A)r tal que <z,}‘> =0
% 7\
(A1- A)xf/» le) <Axf/ )dxf} Kx,A f/

=<x,,1 f><A }>=<x,(/11a,4“)}>=0
lo anterior se cumple Vx € X ya que z € ImB fue arbitrario.

De aqui }es una solucion de la ecuacion: (17 —A)"f =0

entonces <b,}> =
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entonces & =0 lo que es una contradiccion pues anteriormente vimos que & >0 . Por

lo tanto el operador B = 17— A es normalmente soluble.

2.5 OPERADORES LINEALES ACOTADOS AUTOADJUNTOS EN ESPACIOS DE
HILBERT

Los operadores lineales autoadjuntos en espacios de Hilbert son muy
importantes no solo en el estudio de las ecuaciones integrales sino también en la
sustentacién matemaética de ciertas ramas como la Mecénica Cuéntica donde estos
Operadores constituyen el instrumento fundamental de su teoria.

En esta seccion daremos los conceptos y resultacos principales para el uso de
estos Operadores en la demostracién del teorema 4.3, del Capitulo4 resultado
principal de nuestro trabajo, asi como también para alguna aplicacién posterior a

ecuaciones integrales y ecuaciones diferenciales.

DEFINICION 2.5.1
Sea X un espacio de Hilberty 4: X —— X un operador lineal acotado. El
operador adjunto de 4 se define como el operador 4™ : X —— X tal que:
(Ax,y) ={(x, A" y),Vx,y e X.
El Operador Adjunto 4" es lineal Gnico y ademas satisface: l|| A .!|=?:'A'};,es decir 4" es

acotado (KREYSZIG[8], pag. 196).

DEFINICION 2.5.2

Sea X un espacio de Hilbert, 4: X —— X un Operador lineal acotado.

Decimos que A es un Operador lineal acotado autoadjunto si:

A" = A esto es, si: {4x,y) =(x,4y),Vx.ye X.
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EJEMPLO 2.5.3

Sea X =L,[t,.1, ]y sea a:[t,,t,1x[t,.1,]—> K una funcién tai que:
ae L,([t,.t, ]x [t,.4,) v a(z.0) = a(t,7).

Definiendo 4 : X —— X tal que:
Ax(6) = [alt.opledr.
%

Se tiene que el Operador lineal compacto 4 (ver ejemplo.2.4.4) es autoadjunto.

En efecto:

Sea x,y e X , entonces:

i o\l

(Ax,y) = ij(t)y(r)dr— ](]a(r r;x(r)Jymd; = I[ Jat r)y(z)x(r)dr]

usando el Teorema de Fubini (APOSTOL[1], pag. 504) se tiene que:

ja(t )y() x(z‘)dt]dr = J'x(r)[ Ia(f )M(1) dt]dr = Ix(z‘)[ Ia(t ) y(r)dt]

Iy

= :[x(r)[ ]a(r,t)y(t)dt 7 ={x,Ay).

Asi 4" = 4 y por tanto 4 es lineal y autoadjunto.

AFIRMACION 2.5.4
Sea X =L,t,,t,] y 4 definido por el ejemplo 2.5.3, entonces el operador
B = AI — A es un operador de Fredholm, VA € R—{0}.
En efecto:
Como 4 es un operador compacto por el teorema 2.4.10 se tiene que

B = Al - A es normalmente soluble, también por ser 4 autoadjunto se tiene que B es
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autoadjunto y ademas dim(Ker(4/ —-A)):dim(Ker(ﬂ —A')), los cuales son finitos
(KREYSZIG[8], pag. 423).

Entonces B = Al — 4 es un operador de Fredholm, VA € R-{0}.

2.6 METODO DEL GRADIENTE
Sea X un espacio de Hilbert y f: X — R un funcional Lineal, estudiaremos el
siguiente problema:
Minimizar f(x) (2.6.1)
xelX
Los métodos iterativos para resolver (2.6.1) son algoritmos descritos por una

sucesion de movimientos que se inician en un punto dado x° y los demas puntos se
q

generan a partir de la formula:

xk+1 - xk +akdk

donde x* es el punto actual, d* es la direccién a lo largo del cual se mueve el punto
x* y a, es lalongitud de paso que minimiza el funcional f (x" +ad* )

Los diversos métodos iterativos se diferencian esenciaimente en la regla
mediante el cual se seleccionan las direcciones sucesivas d” .

En esta seccion enfocamos nuestra atencion el método del Gradiente por ser la

base del Algoritmo que describiremos en el Capitulo 4. Este método es aplicable en

particular al funcional cuadratico:
fl)=(4x,x)-2(b,x)+c, ceR
donde A4 es autoadjunto definido no negativo en X, ya que este funcional es el tnico en

el cual existe en detallado analisis de convergencia, el cual veremos después.
Iniciaremos probando un resultado muy importante, que es el punto de partida de

nuestro trabajo.
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TEOREMA 2.6.1

Sea X un espacio de Hilbert real y A : D—— X un operador lineal autoadjunto
definido no negativo en el subespacio D denso en X.
Entonces:

La ecuacion lineal Ax=b tiene una solucidon x, siy solo si el funcional cuadratico
f(x)=Ax,x)-2(b,x)+c obtiene un minimo en D el cual es x,.
DEMOSTRACION:

(=) Sea x, € Dtalque 4 x.=b, evaluando fen x, tenemos:

Para cada x € D se tiene que:
f(x)=(4x.x)-2(b,x)+¢
= (A4x,x)=2(Ax.,x)+¢
= (Ax,x)—(A4x,,x)—(Ax.,x)+¢c
= {Alx—x.),x) - {4dx..x) +c
=(A(x—x)x)~ (A(c—x ) x.)+ AGx—x. ) x. ) = (4x,,x) +c
=(A(x-x)x—x.)~(4x,x)+c
Usando (a) tenemos que:
[)=(Alx—x.)x—x)+ flx.)
Como 4 es definido no negativo entonces (A4(x—x.),x—x.)> 0 usando este hecho se
tiene que:
f(x)= f(x.) paracadax e D

Por lo tanto x, es un minimo de f.

(<) sea f(x.)= min f (x), probaremos que 4 x, =b.



Tomando x € D arbitraric y un numero real f, obviamente se tiene que

x. +ix € D, entonces:

3 R 5 ) N A — (B)

pero:
f (e +1x)=(A(x. ~tx),x. —tx)=2(b,x. +1x)+ ¢

=(Ax.,x. )+t {Ax., x)+ 1 {Ax,x,\ + 1 (Ax,x}~ 2b,x.) - 24 (b, x) +C

=(Ax.,x. )+ 2t { Ax.,x) +1*(Ax,x) = 2(b,x.} ~ 2t (b,x) +¢
ordenado adecuadamente tenemos:

S +0x)={Ax,x)t* + 2t (Ax, —b,x)=2(b,x.) + {Ax.,x. +C.
Desde que x, y b son fijos es obvio, de la igualdad anterior, que para x fijo la

funcion f(x. +x) es una funcién cuadratica en la variable .
De (ﬁ) se sigue que f tiene un minimo local en =0, el cual implica que su primera
derivada es igual a cero en t=0, esto es:

% Fle, +16) g = 2 A%, 2t +2{Ax, —b,x),,=0

2(Ax+ —b,x)=0
(Ax. —b,x)=0
como x € D es arbitrario y D es denso de X entonces se tiene que:
Ax,-b=0

Ax. =b.
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COROLARIO 2.6.2

En el teorema anterior si A es definido positivo ( {4x,x) > 0,%¥x # 0) y si existe el
punto x, € D que soluciona Ax=b (6 equivalentemente que minimiza el funcional
cuadratico f(x)={Ax,x)~2(b,x)+c), entonces x. es Unico.

Prueba:

Supongamos que existe otra solucién x € D, entonces se tiene que:

Ax. = A;c =h.
esto implica:
A(x, —x)=0
y de ahi: {A(x. ~x),x, —x)=0.
/

Por ser 4 definido positivo se tiene: x, -x=0

METODO DEL GRADIENTE PARA RESOLVER Ax=b

Sea X un espacio de Hilbert real y 4: X — X un operador lineal acotado

autoadjunto definido no negativo.

Supongamqs que tenemos el problema de resolver: Ax=b, donde b es un
elemento dado del espacio X y xe X es la incégnita. Por el teorema 2.6.1, es
equivalente resolver esta ecuacion y minimizar el funcional cuadratico
f(x)=(4x,x)- 2(b,x)+c, c e R. Porlo tanto podemos usar métodos no lineales para

resolver la ecuacion Lineal dada. En particular utilizamos el método del gradiente cuyo

algoritmo para construir la sucesién de soluciones aproximadas es la siguiente:
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.« - _= . - [)
Tomar un punto inicial arbitrario x

Generar la sucesién:

x5 = xF +a,,r*,k eN

donde:
r¥=Ax*-b y
(rt,rt)
ak - ’\ ,,-.v N
k _k
-\\Ar o)

El teorema que nos garantiza que la sucesion de puntos converge a la solucion

del problema, bajo algunas hipétesis adicionales, es el siguiente:

TEOREMA 2.6.3 (CONVERGENCIA DEL METODO DE GRADIENTE PARA

OPERADORES ACOTADOS)
Sea X un espacio de Hilbertreal, 4: X — X un operador lineal autoadjunto
tal que:
O<ml <A< MI
(0<ml © 0<{(mhx,x),Vxe X -{0})
(mI<A<>0< A—ml <> 0<{(A-ml)x,x),Vxe X)

(ASMI 0SS MI- A4 0<{(Mx,x),Vxe X)

) _ . (Ax,x) (Ax,x)
donde I es el operador identidad y m =inf - s M=sup——~

0 (x,x) x40 {\x,x}

Tomando un punto arbitrario x° € X, la sucesion (x") generada por el método

del gradiente converge a la solucién Gnica x, de la ecuacion Ax=b. Ademas

definiendo:
F(x)=(A(x. -x)x. -x), Vxe X

se tiene que:
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DEMOSTRACION:

Como m(x,x' < Ax,x'<Mix,x', VxelX.
tomando x = x, —x* y usando la desigualdad de la izquierda se tiene:

/ k k\ k £
e A i e < /\Sr\A(x.—x ),x.—x )

de aqui:
(x. —x*,x, —x*)< l{A (x. —x"),x. —xt
. /=
esto es:
(2 —x*,x. —x") < l—F(x") ................. (@)
" m
1 y 1 m ¥
Probaremos ahora que: ——-F(x )s =] feue i F (x)
m m M

Para ello notemos:
F(x)=(4(x. —x)x. —x) = (dx.,x.) —(Ax.,x) - | Ax,x.) +(4x,x)
= (4x,,X,) +{Ax,x)— 2{Ax,, x)
=(Ax,,x)+ f(x)-c, ceR
esto es:
F(x)= f()+(dx,5.)—c
Evaluando x* y x**! en F tenemos:
Fx*)= £(x* )+ (4x,x) —c
Flxt)= £l s (dr,2) -
restando se tiene que:

Flet )~ F(c*)= 76et)- 1 6*)
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Por calculo directo:
f(xm): f(xk)+ 2, Jlek-,f* ‘ +a,f “Ar".rk = 2a, .,Vb.r;c
entonces:

i \ \
F(x“ )- F(x’”' ): ~al({Ar*,r* )+ 2a, b,r*\ - 2a, Ax*,r* )

/ K\ k K\
=—a',f-"_Ark,r —2a, Ax" -b,r"

(resrt)
reemplazando el valorde a, =-+—, .~ enlaigualdad anterior, se tiene que:
(Ar®,r")
. \ 2 V2 V2
{(r*,r*) T ok S (o o}
Fo ol B P SR, S SIS ) 7ol (R e
{Ark,r"f‘- (Arf.rt -L_Ark,r"’:-

dividiendo por F (x") y Denotando y* = x, — x* obtenemos:

Fle*)-Plx) _ {r*,r*)

\2
J ok _k\
\F r /

- {_:Ay',y"><Ar",rk}

Fx*)- Flx*) (rrf) (rtor)

e / '
= Fix*) (Ar*,rt\)(Ayk,yk;} ------------- @).

Como r‘=Ax*-b= A(x" —x,)z —Ay"* ; ademés por ser A lineal acotado

autoadjunto y m>0 se tiene que 4 es invertible (KANTOROVICH [5 ], pag. 329) y por

la desigualdad: mI < 4 se puede probar faciimente que:

(A"‘x,x)ﬁ (x,x), VxeX

1
m
Aplicando el hecho anterior se tiene que:

yk — 4

Reemplazando en (o'):

32



como:
<Ar",r"> < M'\ir*,r*/ y <A 'r",rk} < ﬂi'rk,rk:}
entonces:
k _k\ [k _k\
F L, F r.,r)
- )_ > _L y J J_>M
Arf ¥\ M (A" ")
Luegoen (8")
k k+1
Ft)-F) 1 m
Flx*) M M
Asi se obtiene que:
F(x"”)

(. m
L]-—H)Z—E(x—k—j. Vke N

esto es:
si k=0 entonces:

si k=1 entonces:

AFIRMACION:  F(x*)< (1 = -ﬁ)k F(x*),  VkeN.

En efecto:
Por induccion:

Para k=1 se cumple por lo hecho anteriormente.



Supongamos que es valido para k=n (hipétesis inductiva) estos es:

m o 0
Fix")<|1-—| Flx
Probemos que la proposicion es cierta para k=n+1

A<= 2 Jel)  porc)

n+l
s[l—%} F(x°)  (Por hipétesis inductiva)

Asi la afirnacion es cierta Vk e N..

Por lo tanto:

Finalmente se tiene de (@) y (8) que:
k K 1 k 1 m 3 0
(Xe —x",x. —x /\S—F(x )S—(I——J F(x ) VkeN.
m m

Si k——> o entonces x* ——x, .
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V&

53

i=1
se puede probar facilmente que los espacios ,(K) y K", ne N, son concordantes
definiendo los operadores de contraccion de la siguiente forma:

T, : L,(K) — K"

Sl RaT8.5,...8 .88 8 0

EJEMPLO 3.3
Sea el espacio vectorial C[0,1]= {x :[0,1]-1» R / xes continua en [0,1] }con norma
definida por: |x| = rgls?glc'x(t)i
Escogiendo una red sobre [0,1] para todo n e N, es decir, un conjunto de nodos:
DEY £ £ L. 2,51 Y

tomando 7, : C[0,]]——K"

x——Tx = () ) 265 )....xle7)

Se tiene que los operadores 7., son de coniraccién y por lo tanto C[0,1]] y K"

son concordantes.

En efecto:

Antes de realizar la prueba hagamos en bosquejo para n=2

El conjunto de nodos estara formado por: 0 < tlz 4 tf <ly
T, : C[0,]]l—> K’

x——T,(x)= (x(tuz ),x(t.j ))

Para x =t* tenemos la siguiente grafica:
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CAPITULO 3
ASPECTCS TEORICOS DEL ESQUEMA DE APROXIMACION LINEAL
DEFINICION 3.1

Sea X un espacio de Banachy X, (n< N) espacios de Hilbert.
El espacio X se dice que concuerda con los espacios X, si para cada ne N existe
un operador lineal acotado y sobreyectivo 7, : X — X, . En este caso también se

dice que los espacios X'y X, son concordantes y a los operadores 7, se le llaman

operadores de contraccion o de discretizacion.

Para cada ne N, el conjunto de todos los operadores lineales acotados 7, :
X — X, lo denotaremos por L(X,X,), esto es:

L(X,X,)={T,: X - X, /T, eslineal acotado }.
Se puede probar faciimente que L(X,X,) es un espacio vectorial con las

operaciones usuales de suma y multiplicaciéon por un escalar de operadores. Ademas

definiendo |7, ?f_=‘l5'up(j Tnx.|) se tiene que L(X,X,) es un espacio normado de

ixi=l

Banach.

EJEMPLO 3.2

Sea el espacio normado de cuadrado sumable:
X =L(K)= {3 =(3,,3,503,.- )3, €K ¥y Y3) < oo}
i=1

con norma definida por:

i=]

. \ b
si=(3s1)
Para cada n € N consideremos el espacio:

X,=K"={3=(3,.3,,..5,)/3, €K } con norma definida por:
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Observamos que los puntos de la imagen de T, esta formado por los elementos
de la imagen de x evaluando en los puntos f; y I, respectivamente. Sea ne N
arbitrario, probemos que 7, es un operador de contraccion.

e« T, Lineak Sean x,,x,,xeC[0,]] y 6 € R

T,(x +x) = +5, (0 hx 4+ 1, (5) o +3,()

(oo )% 7 b 62 ) %, (6 ) )4 5, )
(A EACY NG B ENCHWEN D))
=T,(x)+T,(x,)
T,06x) =(alr)ac)..ar)
(8 er ) e (7 ).ee2)
= 8y hxleg )xler )= 5 7,2)

e T Acotado:

Sea x € C[0,1] entonces:

17,5 =] Gl bl o) = Slolr) = sl < )

,=1 0xs]
entonces:

IT,, ! < \/n max|x(¢) | = Vx|
0=<rs1’



L ]

Tomando M =-/n>0 se tiene que T,x <Mix| . Vxe C[0,1]. Asi T,

es acotado.

T, Sobreyectiva paracada ne N:

Sea 3eK" = 3=(3,.3,,3;,...3,), donde 3, €K , Vi=1,..,n

Formando pares de la siguiente forma:
(r.3)6.3,16.3,)-:.3,)
Consideremos dos casos:
Si 3,=3,=k, Vi,j=L.,n
y para algun kK.
Entonces se define:

x(o) ["‘ x(O)}, Ve[, >

1

x(t)=1k, vt e[t ]

x(1) ["(1) > ](:-1), Vte<t™]]

geométricamente la grafica de x es:

x{0) \

v

obtenemos que: T,x= (x(tl" lx(t;' ),...,x(r: ))z (k.k.....k)

Si existe algunos 1<i,j<n talque 3, # SJ., se define:
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x(O) ( ]I(O)} vie[0s >

x(¢)=<3k+(?£ﬂ_%J(t t, l Vtelt tp,).k=1,...,n~1
k+1 n

x(1)+( *(1)-

Por la misma definicion se obtiene que:

Tx=(xle7 ) x(t2 ) xli2 )= (8,, 5500 30) oo **)

De (*) y (**) se concluye que 7, es sobreyectiva paracada ne N .

”“L’l

J(t -1, Vie<tl]]

DEFINICION 3.4
Consideremos la ecuacion lineal:

AX=b  oeeee(1)

donde 4:D—— X es un operador lineal sobre el subespacio D de un espacio
de Banach X, be X unelemento dado y x es una incégnita.

Llamaremos esquema aproximado de la ecuacion (1) a los sistemas de

ecuaciones lineales:

A2 =D i)
donde para cada ne N se tiene que:
X, es un espacio de Hilbert, 4, : X, —> X, es un operador lineal acotado,
b, € X, elemento dado y x, es la incognita. Ademas el espacio X concuerda
con los espacios X, mediante los operadores de contraccion 7, : X — X, .

Un diagrama de la definicion es la siguiente:



s

» X

Ay 5

La definicién anterior nos da una idea indirecta de afrontar el problema de
solucionar la ecuacion lineal (1) por el esquema aproximado (2), cuya

caracteristica principal es el manejo de condiciones apropiadas ( X, espacios de

Hilbert y A, operadores lineales acotados) que hacen mas accesible su estudio.

EJEMPLO 3.5

Sea X =([0,1] el espacio de Banach del ejemplo 3.3 y para cada ne N
X, =K" del ejlemplo 3.2

Definimos el operador diferencial: 4 :D——C[0,1]

x———-)Ax=£
dt

donde D ={xe C'[0,1]/x(0) = 0} es el subespacio de C[0,].
Dada una funcién arbitraria b € C[0,1], consideremos el siguiente problema:

Resolver . b(t)
dt

Definamos un esquema aproximado para la ecuacion anterior.

Primeramente definiendo: T, : C[0,]] —K" (ne N)

o {2}

se tiene ( por el ejemplo 3.3, tomando ¢/ =l,r;' RS o = ) que T, son
n n n

operadores de contraccion.
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A continuacion definimos para cada n< N el operador 4, de la siguiente
manera: 4,:K"—K"
x, —>A,x, = n(x,",x; —=X| X3 = X3 yeees Xy -—x,',’ﬁl)

donde X = (x[",x;' A, < )e K”.

Luego tenemos el siguiente diagrama:

dol— %, do]

ie T

4 ,
K" p K

Por el isomorfismo del conjunto de operadores lineales L(K",K") con las

matrices K™ , el operador se expresa por la matriz:
(n 0 0 0 0 0 0
-n 0 - 0 0 0
0 -n n 0 0 0 0
A = 0 0 —-n n 0 0 0
0 0 0 0 -n n 0
L 0 0 6 0 - 0 -n n)
y por lo tanto el esquema aproximado de — = b(f) es:
(n 0 0 oYx) (&)
-n.n 0 - 0 Ofx) b;
0 -n n 0 0f=x|=|b"
donde:
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b =|"? | es un vector columna dado.

Cabe resaltar que el esquema aproximado resultante es un sistema de

ecuaciones lineales de orden #.

Como la sucesion de puntos estaran en un espacio diferente del original,

necesitamos una definicion de “convergencia puntual” como también de

“convergencia de operadores” entre los espacios X y X, .

DEFINICION 3.6

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X', por
los operadores de contraccion 7, : X —— X,

Una sucesion (x,), x, € X, para cada ne N, se dice que T-converge a un

punto xe X si: |x,-T7,x ——>0 , n—> . Esta convergencia serd denotada

por x, ——>x.

Muchas veces en vez de decir que una sucesion x, T-converge a x, solamente

diremos que x, aproxima a x.

Cabe resaltar que si 7, = ] (operador identidad) entonces X, =X, luego X es
un espacio de Hilbert y la definicion anterior se convierte en la convergencia

usual:  |x,~x[>0 ,n—ow.

EJEMPLO 3.7
0 0\® 0 _0 0 _0 .
Sea x =(xk )k=l = (x1 2 X5 ymsis Xy 5 X0 ,...)eIZ(K), y consideremos los operadores

de contraccion (del ejemplo 3.2) T, :1,(K) > K" /
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e T o W L < (S, - B T, B S

sea la sucesion (x,,)z(x,?ﬂrf ikl e® o ) entonces se tiene que x,

e n+l
aproxima a x°.

En_efecto:
ixn - T,,xﬂi = (xi_’ IS il )— T, (x,o e A ko ,)
= (xg,x;’ s K K )— (xg,x;),...,x,'f,x,‘:,el ),. =0——0n—> o
Luego (x,) aproxima a x°.
Ademas (x,) tiene una infinidad de T-Limites, pues tomando
(1]

x= (a,xg,x;',.-.,x,, ,) ,Va e R se tiene también que:

{ix,, —T,,xﬁ= 0—0,n—> .

PROPOSICION 3.8

Sean (x,), (y,) dos sucesiones donde x,,y, € X, paracada ne N.
Sean también x,y e X tal que: x, —~LxA ¥, ——> y entonces se tiene que:

ax,+y,——>ax+y,donde acK.

Prueba:
lex, +y, -T@x+y)=lax, +y, —alx+T)|=lax, - Tx)+ (v, - T,»)
<lallx, ~T,3f+ly, Ty}
como por hipétesis |x, —7,x——0 , n—>
,yn - T,,yf—-—-—-)() ,n—®
y por desigualdad anterior se tiene que:

(@x,+y,)-T(@ax+y) >0 ,n>wo
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Una vez definida la T-convergencia y luego de tener la propiedad de linealidad
(proposicion 3.8) es necesario conocer en que condiciones la T-convergencia

tiene unicidad. La definicién siguiente y su posterior proposicion enrumban a ello.

DEFINICION 3.9
Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X,
n e N mediante los operadores de contraccion:
T,: X—X,
Decimos que las normas en cada espacio .Y, son regulares si:

}_!T,,xf‘.——)»O, n — o implica que x=0.

PROPOSICION 3.10
Sean X X, y T, (ne N) los espacios y operadores de la definicion anterior,
entonces:
Las normas en X, son regulares si y solo si, toda sucesion T-convergente tiene

un solo T-limite.
Prueba:

(:>) Sea (x,,) una sucesion donde x, € X, , para cada ne N, tal que T-
converge a un punto xe X, esto es: x, ——>x . Supongamos que
existe otro elemento y € X, tal que x, — > y, entonces:

[‘Tn (x - y)( = “Tnx - T,,y? g ;;(];:x ‘xn)"' (xn - Tny){ = Hxn - Tnxﬁ + iJ\xn - T,,_}"E
como Ix, -7,xl >0, |x,-T,»»—>0, n—>wo y por la desigualdad
anterior se obtiene que:

Tx-y)>0 , now
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Como por hipotesis X, tiene normas regulares entonces se tiene que
x—y=0=>x=y
Por tanto el T-Limite es unico.

(«=) Suponiendo que |T,x|——0,  n—> « probemos que x =0.
Como [0-T,x| =|T,x—>0, n—>x se tiene que (0)— >x
También |0-7,0/=0——0, 17— luego (0)—>0
Por hipotesis el T-Limite es Unico entonces de las dos T-convergencias

se concluye que x=0. n

DEFINICION 3.11

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X,
(n e N) mediante los operadores de contraccién 7, : X —— X, .
Decimos que las normas en X, son consistentes con la norma en X si se

cumple que: [T, x]——ix|, n—o», VreX.

PROPOSICION 3.12

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X,
(n € N) mediante los operadores de contraccion 7, : X —— X, .

Si |T,x| es acotado para cada x € X entonces existe un nimero real M >0 tal
que: |T,|<M, VneN.

Prueba:

Para probar esta proposicion usaremos el teorema de Baire (KREYSZIG [8],
pag.246).

Para cada m e N definamos en conjunto E_ = {x eX /!]T,,xl <m, Vne N}
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(porejemplosi m=1=E, = {x e X/IT,xi<1, Vne N}),

E, #¢ puesexiste o€ E,, .
Veamos que E, es cerrado, esto es que E cE,.

Sea x € E, entonces existe una sucesion (x" )c E,, tal que:
x* = x, k>x

Por continuidad de T, (por ser lineal y acotado) resulta que:
Tx* —Tx, k—>wo, VneN

También por la continuidad de la norma: gT,,x" : >Txl, k—>ow, VneX

Por otro lado x* € E,, Vke N, entonces:

Tnx"HSm, Vke N A VneN
Tomando limite cuando k — o« ( pues i‘fT,,x" , es una sucesién convergente) se
tiene qug- - ’l:i_r’nmenx" | <m

= [xsm

estoes xekF

m

Asi E, es cerrado para cada me N.

AFIRMACION: X = U E,

m=1

En efecto:

Obviamente R X s (@)

Probemos que: X f} E,.
m=1

Sea x e X, por hipétesis se tiene que existe ¢, > 0 talque: [T,x|<c,, VneN
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Luego por el Teorema Arquimediano (LIMA [9], pag. 59), existe m; € N tal que

¢, <m,. Asi se tiene que [T,x;<m, , esto es xeE, , lo que implica que

Asi ECBE, mmdsdp)

De (a) y (B) se tiene que X = (2 E,.

Como X es un espacio de Banach entonces X es completo con la métrica
inducida por la norma (d(x,y)=|x-y|, Vx,ye X), luego por el Teorema de

Baire existe k, € N tal que E; no es nunca denso (KREYSZIG [8], pag. 247),

estoes E; #¢,asiexisteun x, € E, y £>0 talque B(x,,z)c E,

Sea x # 0 un elemento arbitrario de X, definiendo z=x, +1x .........(y)
donde A= i” se tiene que ;iz—x0l|=[[lx5=—,£—,l! = WY
2>, £ Ngsd 3

i [~}

De (y) se tiene que x = —}(z—xo) entonces:

I .
VneN:|T x| = %(T,, (z—xo))“ = %!!r’l",,z— T,%,! S_%CT,,zi]H‘anxo}D
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1 2 4k, . .
< :.L“(kn +ko)= Zko = ——éii-x:

TR | A
= VneN:|T,x < —|x|
e i

Tomando M = %0 se tiene que T,x|<M|x,, VneN
£

Como para x=0 la desigualdad anterior siempre se cumple, entonces

concluimos que: [7,x, < Mlxj, Vxe XAVneN

Porlotanto: [I,|<M, VneN. .

PROPOSICION 3.13

Sean X, X,y T, (n € N)!os espacios y operadores como en la definicion 3.11.

Silas normas en X, son consistentes con la norma en X entonces:

a) Lasnormasen X, son regulares.

b) Los operadores de contraccion 7, son acotados uniformemente, esto es:
existe un numero real M >0 Talque: [T,[<M , VneN.

Prueba:

a) Supongamos que [T,x|—>0 , n—> . Debemos probar que x =0. Como
las normas en X, son consistentes con la norma en X se tiene que
IT,x|—>Ix] , n— . Luego por unicidad del limite en los nameros reales
implica que [x|=0 y de aqui x=0.

b) Por hipotesis: [T,x] —>|x, , n—>© VxelX, luego para cada xe X la
sucesion [I,x| es convergente implicando que {7,x! es acotada (Toda

sucesion convergente en los reales es acotada), usando la proposicion 3.12

se concluye que existe un M >0 talque: |T,|<M ,VreN ™
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Hemos definido y demostrado algunas consecuencias de la aproximacion de

puntos del espacio de Hilbert X', a un punto de espacio de Banach X , para que

la teoria de aproximacion esté completa definiremos la aproximacion de

operadores definidos en X, a operadores definidos en X .

DEFINICION 3.14

Sea X un espacio de Banach concordante con los espacios de Hilbert X,
{n e N) mediante los operadores de contraccion 7, : X — X,

Si D es un subespacio de X, 4:D — X un operador lineal, 4,:X, > X,
operadores lineales acotados (ne N)

Se dice que la sucesion de operadores (4,) se aproxima al operador 4 sobre
un elemento x € D si:

i.- T,x € DomA, (DomA, denota el dominio del operador A, paracada(ne N).
.- .‘:%A"T,;x -T,Ax| >0 ,n—>w.

Esta aproximacion sera denotada por: 4, —~L 54 enx.

I m—n

Ademas si se cumple que [4 T x—J}Axﬁ_c"; para cada n € N y algin /eN
n

entonces se dice que la sucesién ( 4,) aproxima a A sobre el elemento x con
grado / (Escribimos ¢, para decir que la constante depende del punto x).
Anilogamente al caso de la T-convergencia, si 7, = entonces X, =X y la

definicion anterior se convierte en la convergencia usual de operadores

(]F Ax-Ax| >0 , n—)oo).
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DEFINICION 3.15

Sea la ecuacion lineal Ax=b y un esquema aproximado 4,x, =b, como en la
definicién 3.4

Decimos que el esquema aproximado 4,x, =b, se aproxima a la ecuacion lineal
Ax=b sobre una solucién x, € D si:

i.- T,x, € DomA

paracadan € N.

-

i.- 14,T,x.-b, >0 , n—>x, donde (b,) es una sucesion tal que b, e X,
paracadan € N.

Denotaremos esta aproximacién con: A4,x, = b, ——» Ax=b sobre x,.

Ademas si existe una constante ¢>0 y k € N tal que:

_b S ‘C‘T
'S

n
l‘?

AT x

¥ nt nte

entonces se dice que el esquema aproximado se aproxima a Ax=b con grado k.

OBSERVACION 3.16
De la definicion anterior: si 4, —— A sobre x, y 5, ——>b entonces
A,x, =b,——> Ax=b sobre x,
En efecto:

AT, x. =b,| =|4,T,x. -T,b+T,b-b,|=|(4,T,x. -T,b)+(T,b-b,)
<|4,7 x. -T,b| + b, ~T,p|

=|4,T,x. T, Ax.|+|b, -T,|—0 , n—>w

A continuacién daremos una definicion muy importante para asegurar la

unicidad de la solucion de un esquema aproximado.
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En adelante cada vez que digamos esquema aproximado nos referimos a

un esquema aproximado de Ax=b como en la definicién 3.4.

DEFINICION 3.17

Se dice que el esquema aproximado 4,x, =b, es estable si existe un nimero

real k>0 tal que: '4,y, =2ky,,Vy, € Dom 4, (n € N).

PROPOSICION 3.18

Sea un esquema aproximado A,x, =b, el cual es estable. Si para cada neN

existe una solucién x, entonces esta solucién es Unica.

Prueba:

Supongamos que existen (x.) y (x») sucesiones con x.,x, € X, (neN) tales

que: A,x, =b, , A, x:, =b, . Probaremos que (x,) =(;c,.)para cada neN.

~ 1

| !
0<}x, ~x, !]Sk"?
i | I
_]:‘i . - “
=k II A.,x,—4,x, (i
= K}b, -, |
=0
= ;—:::.!%:0
I i
=X, = ﬂ,,

DEFINICION 3.19

A,,[x; - xl) | (Por la condicién de estabilidad)

Sea un esquema aproximado A4, x, =b, con solucién x, Unica para cada ne N.
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Se dice que las soluciones ~c, dependen continuamente de los segundos

miembros tomados uniformemente con respecto a n si:

Ve>0 ,existe §=35(¢)>0 tal que: Vl;,, e Im 4, tal es que: {}Bn-bn ii <0 sus

soluciones respectivas x. (de 4,x, = b.)cumplen: x, —x, <¢

Un diagrama de esta definicion es la siguiente:

‘

Xn An > ‘Xn
ng’:_’f ) 3(5..5)
B ’ E h /__-: """ -~
lf ‘l.‘ rl‘ bn \‘
i i ' | \
:' n i / : % ':
: xn”'f;"/ 5’] ,
b -
PROPOSICION 3.20

Sea un esquema aproximado 4,x, = b, con solucién x, para cada neN.

El esquema es estable si y solo si su solucion depende continuamente de los

segundos miembros tomados uniformemente respecto a ne N.

Prueba:

(:>) A,x, = b, es estable entonces existe un niimero real k>0 tal que:

|4,y,1=ky,| ¥y, e Dom 4,, luego las soluciones x, son unicas. (Por

proposicién 3.18)

Dado & >0 tomando §(g)= 6 = ke se tiene que:

Para b, € Im 4, con x, sus respectivas soluciones, tal que:

b —b,
i .

i < &, entonces:
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Il ~ 1 i = i " . - .[ ~ |
1 x; - X "g k—l An(x; —xn) 1= k“h‘{ Anxn _14,, Xn ‘| = k_];-b" —bni: < k_,(k3)= £
| -I 1 il K! '!‘ i I:

1. =~
esto es: E|x,, —Xn <&

| H

Por tanto su solucion depende continuamente de los segundos miembros.

(<::) Supongamos ahora que x, es la solucién Unica del esquema 4,x, =b, y

Ve>0, existe §=3(g)>0 Tal que Vb, eIm4, (con x, su solucién)

I = I i

i l A I !

f;b,, —b,,f* < ¢ se tiene que x, — x,,!} <&
| | i |

Probemos que existe k>0 tal que |4,y, 2k y,| Vy, € DomA,
Sea y, € DomA, entonces existe p, € X, talque 4,y, = p, (neN)

a) V neNtalque p, #0 entonces ip, />0

Tomando 3, =b,+ 4 p,, A= 21['—5_@ se tiene que:
Pn!

S, =b,+Ap, =Ax.+AA,y, =4,(x.+1y,)eIm4,

o~ B._.1 | - ‘5 i __5
IS, —bal = A, | = %—”!{Pn‘:— 2 <é

iPnil

Entonces por hipétesis se tiene que:
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. * | 1 i 5 !
| x. —(x,, 1 ly,,)!l =y, = Ayl = i};"‘y" i<eg

5 £ {
estoes: &> —y,
2p.,!

De aqui |p,|> —25;5' v, perocomo p, =A,y, entonces se tiene que:

VIR LA W I (@)
, 28 W a
b) V neNtaique p, =0 setoma 3, =b, y se tiene que:
Sﬂ' =bl’l =bn +0 =bﬂ +})H‘ =bﬂ +Anyn =Aﬂx:l +Anyn = Aﬂ(x:l +yﬂ)e ImAﬂ
15, —b,d=1b, -b,|=0<5 |
entonces por hipétesis se tiene que: ‘fix,, - (x; < y,,)l =|y,l < & entonces
ly,]=0 (pues de lo contrario tomando &= %'y,,ﬁ se llega a la
. 1
contradiccion: 1< 5)
de aqui trivialmente se tiene:
ad<MA,y,l, YM>0 ... (B
d .
De (@) y (B) tomando k= o, e tiene que:
&
4,y =Ky, Vv, e DomA4, (neN). .
DEFINICION 3.21

Supongamos que la ecuacion lineal Ax=b tiene una Unica solucién x, e D y la

ecuacion aproximada 4, x, = b, también tiene soluciones tnicas x, para cada

neN.

Si  x, ——»x. entonces se dice que el esquema aproximado converge.
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TEOREMA 3.22
Sea la ecuacion lineal Ax=b y el esquema aproximado 4, x, = b, de la definicion
3.4
Suponiendo que beImAd, b, €elmA, para cada neN y que se cumpla las

siguientes condiciones:

a) Elesquema es estable

b) Las normas en X, son regulares
c) A, ——> A enlasolucién x, de Ax=b
d) b,—>b

entonces: la solucién x, y las soluciones x, son unicas y el esquema

aproximado converge.

DEMOSTRACION:

e La unicidad de la solucién del esquema aproximado estad garantizada por la

proposicién 3.18

¢ Veamos ahora la unicidad de la solucion exacta x.

Supongamos que existe otro elemento x, € D talque Ax, =b

| T, Gen = x0) | =1 T ~ T, x| < 6714, (T, x. —T,x, )| (por la estabilidad)
=k AT x.—ATx, |=k"|AT,x. -T,b+T,b-A4,T,x,!
=k (4,T,x. —T,4x.)+(T,4x, — 4,T,x,)!
< k‘l( AT x, —T,Ax,|+| T, Ax, — 4,T,x,} )—) 0 , n—>co.

Luego: | 7,(x. —x,)| >0, n—w

Por la regularidad de las normas en X, se tiene que x, = x,.
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« Por tltimo veamos la convergencia del esquema aproximado:

| »
1x, =T x. |
, :

i <k 4,(x;-T,x.)]  (porla condicion de estabilidad)

=k|4,x, ~AT,x.|
=k™|4,T,x. —=b, >0  (porla observacién 3.16)

Asi el esquema aproximado converge.
De la demostracion del teorema anterior se observa que la condicién de

estabilidad cumple un papel muy importante tanto en la unicidad de la solucién

original como en la convergencia del esquema aproximado.

63



CAPITULO 4
UN TIPO ESPECIAL DE METODO DEL GRADIENTE PARA UN ESQUEMA
DE APROXIMACION LINEAL
El teorema 3.22, dado en el capitulo anterior, no es recomendable aplicario en la
practica para hallar una solucién aproximada de la ecuacion original, pues al construir
la sucesion de sistemas de ecuaciones A4, x, =b,, necesitaremos la existencia de las
soluciones de cada ecuacién, como también el cumplimiento de la condiciéon de

estabilidad, lo que es muy dificli de encontrar. Por lo tanto en este trabajo

eliminaremos estas condiciones del Teorema y en vez de encontrar soluciones

exactas del esquema, se construirdn una sucesion de puntos (x.), que se

aproximaran a la solucion de la ecuacién, en un camino especial, esto es, utilizando un
nimero finito de pasos de un tipo especial del método del gradiente. Para lograr este
objetivo es necesario también definir un nuevo concepto de solucién de la ecuacion
~original que lo llamaremos: “solucién en la imagen”. Finalizaremos este capitulo
probando un teorema que sera de gran importancia para ia aproximacién de una

ecuacion lineal por su esquema aproximado.

DEFINICION 4.1
Consideremos la ecuacion funcional lineal: Ax=b

donde 4:D — X es un operador lineal sobre el subespacio D de un espacio de

Banach X, b es un elemento dado y x es la incognita.
Un punto x, € D se llama solucién en la Imagen si:
x,€elmAd y Ax, =b(ImA denota laimagen del operador 4 aplicado a D)

La existencia de este tipo de soluciones lo discutiremos en el siguiente capitulo.



OBSERVACION 4.2
Considerando la ecuacion lineal de la definicion anterior se tiene gque si b=0

entonces siempre existe ia solucion trivial en la Imagen x. =0. Por lo tanto

asumiremos a partir de ahora que b # 0, entonces la solucidén de la ecuacion si
existe no es cero.

Si las siguientes condiciones se cumplen:

a) IT,x—>l, n>w, VxeX.
b) Existe x. € D talque Ax, =b y |4,T,x. =T, Ax, >0, n—> o
Entonces [4,T,x.;— bl, n—> «. En efecto:

Por la desigualdad: | |4,7,x. - |T,4x.. < 4,T,x, ~T,4x.]

se tiene que: A4, T,x. -|T,Ax,/ >0 , n—> o
luego:
lim 4,7,x.| =4m|T,Ax, =limT,b = bu

Asi:

4, T x.]—>b] ,n—>0 (@)

AFIRMACION 4.2.1
Para » suficientemente grande se tiene que: 7,x. # 0, es decir, existe un n, e N

tal que Vn > n, se tieneque: 7 x, #0
En efecto:

Supongamos absurdamente que Vk € Nexiste n, e N, n, >k talque

Como lim| 7, x.| =|

x.|#0  (pues b#0) .o (a)

Entonces V& >0, existe n,(s)=n, € N tal que
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Vnzn, = T, x. —ix}|<€ e )
Tomando k = n, en (*) se tiene que existe n, e N . n, > n, tal que
T, x.=0

Luego en (**) para n=n, setiene: 0—|x, <&

esto es <& ,Ve>0
. 1, .
= x,=0 (pues si x,#0 podemos tomar 5=55 x.. y llegar a una

contradiccién) contradice a (A)

Por lo tanto tenemos que asumir que para n suficientemente grande se tiene que

Ix, #0.
AFIRMACION 4.2.2
| 4,Tx| |5
lim ﬁTx" =|'Ix- (b#0 yporlotanto x, #0)
s K]

En efecto:

Como |T,x.|—| x.| , n—> = y por la afiracién anterior (4.2.1) se tiene que

para n suficientemente grande 7 x, # 0

. | 1
entonces: E T i L M - l! R T - JSESE— (y)

de () y de la continuidad del producto en R se tiene que:

14T x| 1Bl
|!_n n - ;;I‘ll‘)% ’ H—>»aC,

- e
P‘nx‘ 1| "x‘ i

esto es:
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De la afirmacion 4.2.2 de la observacion 4.2 dado anteriormente se tiene que:

4,Tx. b
Ve>0,existe n, € N talque Vn2n, =~ - ] W <&
T x.f  ixl
| = >k
4T, x| |b]
entonces: —& < =17 <€
IE Tnx‘ H :Ex'

izl 1.1
B _ &< 4T ﬁL +e
el Ty ]

H

tomando un épsilon (g) adecuado, es decir tomando & €/

/
\

se tiene que existe n, € N tal que: Vn = n,

il 14,7, x.]
0< 'l— =g — usic ¥
!x.i {T x i. A"
B!
esto es, existe un r = 4-, —£>0 tal queid<r<|4,].

Ix i
Asi vemos que los numeros |4, son mayores que una cierta constante

independiente de n € N, para n suficientemente grande.
Consideremos el siguiente problema:
Resolver Ax=b
donde:
A: D — X un operador lineal
(1) X es un espacio de Banach real, D subespacio de X
belmA-{0} un elemento dado y xeD el elemento

incognita.

y un esquema aproximado con la adicién de algunas hipétesis:
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Ax,=b,
donde para cada n:
2) X, es un espacio de Hilbert real.
A, :X,—— X, un operador lineal acotado autoadjunto

definido no negativo.

T, : X —— X, operador de contraccion.

b, un elemento dadoen X .

TEOREMA 4.3
Considerando el problema original (1) y un esquema aproximado como (2’). Si se

cumplen las siguientes condiciones:

1.) La ecuacién lineal de (1) tiene una solucion en la imagen denotada por x,

2.) Las normas en X, son consistentes con la norma X
3.) (A,) es una sucesién de nimeros reales, A, >0,, tal que
a) j;iA,,T,,x. - T,,Ax.! <A,, VneN.
b) |4,T,& -T,AE|<A,, VneN donde & ed'x, (47'x, es toda
preimagen de x, bajo la aplicacion 4)
c) A,>0, nowo.
4) (6,,) es una sucesion de nimeros reales, &, >0 tal que:
a) |b,-T,b|<6,, VneN.
b) 6,20, n—o>owo.
5.) (k,) es una sucesion de nimeros naturales (k, € N) tal que:

n

=

a) —>w, Hn—>w®
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k,

|
il
iR

b) A, +5,)—>0, n—ow.

Ademas, tomando para cada ne N un elemento inicial x! =0 y realizando %,

pasos del método del gradiente:

ot ek +a,,(A,,x: -b, ), =0,1,2..... k, —1. (4.3.1)
donde:
—iSansf-f. VY neN (4.3.2)
l‘Anl\r TiAn;:
0<f<f<2 (4.3.3)

Entonces la sucesion (x* ) se aproxima a x,

DEMOSTRACION:
Probaremos que i';T,,x. -x7—>0, n>®.
Para ne N fijo tenemos de (4.3.1) que:
M=yt g (4,5 -5,) , VE=012,..k,
=xf —-a, (A,,x: — AT x, + AT x,— b,,)
=x —a, (A,,xf - A”T,,x.)- a,,(A,,T,,x, - b,,)
=xt —a,4,(x! -T,x. )+ a,(, - 4,T,x.)
Entonces: x!"' =x* —a, 4, (x* ~T,x. )+ &,  VEk=012..k —1.(4.3.4)
donde:

§n =a, (bn - Anj;rx') y
o

] (6,+4,).

5l =
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En efecto:
'! 6,, l? = \! a, (bn i AnTnx') =a, b,— A,,T,,x.‘f =a, ! bn - Tnb + Tnb - 4,T,x. ‘

=a,|(b, -T,b)+ (T, 4x. - 4,T,x.) < a,(b, ~T,b |+ | T,4x. - 4,T,x.|)

<2 (b -THHATx T ax])  Gor432)
“n)
0 o
< igﬁ(a" +A, (por hipétesis 3a y 4a).
AFIRMACION 4.3.1

k=1 )
VkeN:x} -T,x. =~(I~a,4,) T,x. +> (I -a,4,) &,

i=0

En efecto:

La Prueba lo realizaremos por induccion:

Si k=1 entonces:
X -Tx =20 ~a,4,(x" ~T,x.)+ &, ~T,x. (Por4.3.4)
=a,A,Tx.—Tx, +&, (Pues x? =0)
=-T x,+a, AT x +£,

= _(] - anAn an‘ + gn

—(-a )T+ S -a,4,)e,

Asi para k=1 se cumple la afirmacion.

Supongamos que es cierto para k=m, entonces:

m-1 X
x-Tx.o=I-a,4,)' Tx. +Y (I-a,4,) ¢ (hipotesis inductiva)
i=0

Probemos que es cierto para k=m+1:

m+1

x> g, (x,'," -T,x, )+ &,  (enforma similar a 4.3.4)
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=x" —a,A,x, va AT x +&,

n“*n"*n

=(T-a,d, )y +a,A,T,x. +&, s (@)

De la hipétesis inductiva se obtiene que:

m—1 .
xp =Tx ~(I-a,4,) T,x. + Y ([~ 2,4,) S,
i=0
reemplazando en () se tiene que:

m=] y
el —anAn)[T,.x. (-, 4,) Tx.+Y (I-a,4,) ::,.]m,,AHT.,x. +£&,
i=0

m-1 )
=(I—anAﬂy‘nx‘ _(I_anAn)m+] Tnx' +Z(I_hanAn)H‘ gn +anAnTnx‘ +§n
=0

m—| )
—Tx. —a, A, Tx. —(I—a, 4, " Tx. + 2 (I - a, )" E +a,AT,x. +&,

=0

= x:ﬂ = Tnx- = '_(I - anAn )"’“’1 Tn X+ i(I - a"A")j g" N gn
i=]
—(1-a, A T+ Y (1-a,4)E,
i=0

(Jll+'| 1 .
gAY Tt S (-ad)e,

i=0

Luego es cierto también para k=m+1. Por lo tanto la afirmacién esta probada.

AFIRMACION 4.3.2

Si O<bsa,,'1!A,,§ <6<2 entonces: i -a,4,i<1.

En efecto:
Sea ne N (arbitrario pero fijo) y x, € X, tal que jx,|=1
}f(]-a,,A,, )x,,ffz = (X, — @Ay X, X, —a,A4,x,)

=(x,,%,)—(x, 0, A4,x,)—a, (A xx, )+, (4,x, L0, A, x,)
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r

2 2 \
=X i —an'-xn'Anxn-—an Anxn‘xn +an '-.AnxJnAnxn,"

n

\ 2y ‘|2
=l-a, 4,x,.X, =@, 4,X, X, +a, 4,X,}

nn?

=1-2a,/A4,x,,x, +a’'4x,

nn?*

/ 2y 4 12
<1-2a,4,x,,x, +a,\4,

| 02 \ 2 12
= (I-a,4,)x,| <1-2a, 4,x,.x, +a; 7 8, ——
. _ A x .x. ' )
También, se tiene que a, < ——— — , pues de lo contrario se tendria que:
A,
o s 24,x,,x,'
4,
i 12
a,ld, ‘ .
= - 27 B W B
2 /

I?
|

= Sup(A,x,,x,) < 9—"—&]/1
b 2

Como 4 es autoadjunto y definido no negativo se tiene que:

4, |= Supl( 4,5, ) = Sup(4,,.x,)
e =

=< (@ 4))i4f<524]  Porhipotesis

N

=4, <|4,]
lo que es una contradiccion, por lo tanto se debe admitir que

L5 I By

nn?

i 4 12
i
2 HZ 7 \
=a, 4, <2a,l4d,x,,x,)

n

utilizando la desigualdad anterior en () tenemos que:
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: (I_':171141'i)xn'5i2 Sl_'zan !.Anxn!xn +aiwAn2 Sl_zan A X xn‘-+2anrAnxnﬂxnk=l

n* n?

entonces: /-a,4,)x, <1 ., Vx,eX, talque x, =I.
luego se concluye que:
.E(I _anAn )‘rnii <1 ’ Vx” € A,n tal QUe X f= 1.

y por lo tanto:

I-a,4,/<1] -
Volvamos a la prueba del teorema.
De la afirmacion 4.3.1 tomando en particular para todo k=1,2...., k,
se tiene que:
k-1 5
%, ~Tx.=I-2,4,YTx.+) (I-a,4,)¢,
=0
xt-Tx.=HI-a,4 )T x +¢, e (4.3.5)
k-1 ) o .
donde: G=2-a,4)s v K.l<kEl
i=0
pues:

k-1

cl-50-anye|sSii-aayelS0-an)

=0

4.

~ ) k-1
s[iuf—a,.z:.. <3l
=0 i =0
la Gltima desigualdad es debido a la afirmacién 4.3.2.
Acotemos a continuacion el valor: (I —a, 4, ) T,x. de (4.3.5).
Como £ e A47'x, entonces:

"(I_anAn)kY:rx°i =;I (I_auAn)anA‘f‘r:

-t YA TN
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=l(-a,4,Y (4,T,E +T A5 - 4,T,L)

i k : J I
= L (1 - anAn) An Tng‘ + (I -a, An) (TnAg' - A”Tng.) 1.1
entonces:

ii (1 = aﬂAH )k Tﬂx' :i S : (l - anAn Y AnTng' }: + F! (] - aﬂAﬂ )k (TﬂAf' - AnTng')

|
B L (I _anAn )k AnTng‘ :'l +]i1 _aﬂAn Ik .»‘An.Tng‘ il TnAg' E

< i (I-a,4,) ATE|+1|4,T.¢ - T, 48],
Esta ultima desigualdad se obtuvo por la afirmacion 4.3.2 . También por hipotesis
3 parte b), tenemos la siguiente desigualdad:

U -a,4,YTx|<|(-a4) 4T E+A, (4.36)

Como A4, es un operador autoadjunto y definido no negativo entonces por el

teorema espectral, para cada n e N existe una funcién valor — operador

E,:R——L(X,,X,) tal que E,(1)son los operadores proyeccién de la familia

espectral de A4, (KREYSZIG [8], pag. 501) y que cumplen:

a.) Si A< uentonces E, (1)< E, () (La funcién E, es no decreciente).

b.) Si u—> A+0 entonces E,(u)— E,(1) (La funcion E, es continua a
derecha).

c) E,(A)X,)=ker(T;),  donde:

Lo, +n) T, =Tt B, = [T

0 ,Vie(-w0)
I, ,Vie[|4,l+)

n 2

d.) E,,(A)={

i

| i
0) 4= [ME() 5 (A503.)= (e ) 5 w,03)= (5B,

-0
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Eligiendo para cada ne N un elemento y, er.\:O,i;A,,;i] entonces definimos las

proyecciones:
E,(y,-0)=F (4,).

I-E, (7, -0)=F(7,).

donde la imagen son los siguientes subespacios ortogonales
Er)X)=X0.) . BEG)X)=X6.)
Luego el espacio X, se puede descomponer como:
X, =X,(r.)® X ()
Notemos que X, (y,) y X;(7,) son subespacios invariantes bajo el operador

4, , esto es:

4,(66.)c X: ()
4,0 e X2 6.).

Ademas el operador 4, puede ser representado como:

A, =4,(7,)+ 4 () OPNEI - -}
donde:
4,(r,)= .IME,,(/I) =A4,P (7,)=P (.4, coerrereereinnn(4.3.8)
14|
4;(.)= [4dE, ()= 4,P!(r,)=P (7.)4, e (4.3.9)

Ademas los operadores 4, (v,), 4;(y,) satisfacen:
4,4 ) =4 (6, )4; () =0 e (4.3.10)
14, ()

=% - s (4.3.11)

(4G x) 2P . VreX, 4.3.12)
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Ahora:

T-a,afare = ([-a,4, ) (4 0) 4 GITEL (Por 4.3.7)
i i s \|

U-a,4,) 4,6, )8+ U-a,4,) 4;(, )¢

: I - anAn kw. ‘An— (},n ﬁ‘n"‘:‘i%*‘ (I = anAn )t A: (},n )Tng' EL

= A; (}/n Vné" f + ,ij (1 _au‘An )k A: (}'n Irng' ii

IA

IA

S yn T"Tng‘,'_{_ i (I_anAn )k A; (J/n ani i‘: (por 431 1)
<y MEI+ (I-a,4,) £ (e (por acotacién

uniforme de 7, ).

AFIRMACION 4.3.3

(I-a.4) 4;0.)={1-a,4,0.) 4,0.)  VkeN.

En efecto:
(7-2,4.)4, ()= 4,(r,)-a.4,4; (7,)
= 4:(r.)- a4 )+ 4: 0 )43 ()
= 47 (r,)-a,(4; )4 ¢.))- a4 (r,)4: ()
=4, (), 4 )40 G) o210
= (- a,4; (7, )4; (7,)
entonces: (-, 4, )4; (7,)= (- a, 4 (7, )4: (7.)

probemos ahora la afirmacion por induccién:
Si k=1, la afirmacién se cumple por lo hecho anteriormente.

Supongamos que es valido para k=m, esto es:

(-4, 4;0.)= (-2, 4:6.)) 4 (.)

probemos que es valido para k=m+1
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(-aa, ) 4: ()= (2,4, ) (-2, 4,) 4: ()
(-4, (-4 (. ))4: 07.)
(-a,4,) 4; () (0-2,4; ()

=(-a, 4 (0, 4 (7, 0-a,4:(r,))  (por hipétesis

_ inductiva)
= (-2, 4 () (-, 40,13 )
= (-, 4; 0, )" 47 )
Luego de la afirmacién es cierta para todo ke N.
Obtenemos de la afirmacion anterior que:
(1-a,4,) ATE <y, MEN+ (1-0,4,0,)f 40, )8
<y ME|+I-a,4;0.) 140 ).E ]
tomando ¢, = max{il -l4,)a, 1-7,a,] }
se tiene que:
0 -a,4,Y AT.] <y, ME|+a} |4 04|
<7, M)+l (AT
<7.MIE|+qr{4,T.E]
=7 M|+ |4, T8 ~T, AL + T, 45|
<r.Mle)+ gt 4,16 - T, 481417, 42.)
<y, MiE|+q (A, + ML)
entonces: (I -a,4,) 4,T,&! <y, ME I+ g5 (A, + Mix.]) o 4.3.43)

Tomando en cuenta (4.3.4),(4.3.5),(4.3.6) y (4.3.13) tenemos que:
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~Txl=i-(1-a,4,) Tx. +¢,|
< ::(I —a, A, YT, x i+,
<(I-a,4,YT,x. + kg,
si(l—a,,A,,)kT,,Aé’- +A, +EE,]

<. ME|+q5 (8, + Mix. )+ A, +KE,|

Entonces:

l\

xr —Tx|<y,MEl+qi(Mx]+A,)+A, +~X-(A +6,).Vk=12, .k,

L

(4.3.14)

Es facil chequear que

¢ (4.3.15)

qn = {.IAn::an —I,]—yna"}SHmX 6_1’1_711 _A—ll """""""""

flal o
|~ se puede probar que , € (0,14, ;I] para n

\4
¥ ®n

w’::;

Tomando en particular y,

%<IH

suficientemente grande.
En efecto:

k,

—= =0, entonces:

Como lim ==
~=|4,|

)

VM >0, existe n, € N tal que Vn > n, se tiene que HA ;'l

De la afirmacion 4.2.2 tenemos que

B @Arx.

Ve >0, existe m, € N tal que Vn > m, se tiene que “x h WT

<[]

|
tomando £=-— nb‘u =r entonces existe m, € N tal que:
I ®
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Ynz=m,: 0<r<ijd,
0<ri<id,” (AA)
En (A) tomando M = % 1 entonces existe n, € N tal que:
92 rl
k
Vn2> n0: = '"“j > ’\];‘ 1— ................... (AAA)
!!An i 2 2
o r

Considerando N, = max { m,,n, } entonces:

Vn=N,: ;I-l-];"—”>%-]—>0 y
ni 92 2

entonces
vEzN,: _kn‘|‘4n'2 >—1'—1—r2 >0
4, 0 2
b > Lo
a n| 92
141
HAJZ >-%4_L>0
6k,
i1 Kl g
0\ k,
ﬂAﬂii>yn >0
Asi
Vn>No: 7, €(0,}4,)

Por lo tanto para » suficientemente grande y, €/ 0,4,]

]
n |

Ahora por la desigualdad (4.3.15) y por la desigualdad izquierda en (4.3.3)
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Se cumple que:

g, <l-y, ‘9 =1-— . = (4.3.16)
5An f k. g'?An
Luego de 4.3.14 tenemos que:
v k A
y —Tx. <y, ME&+ 1_}/,, (Mix.!+4,)+4, +——(A +3,)
o n n ) | ;‘A’”: 4 ||A”
VE =1Lk,

En particular para k =k, se tiene que:

/\

k’r
llx: —Tnx,igynM§.5§+[1—-iJ‘;"ﬂ] (Mlx, +A )+A +— -(A +3,).

I n

?‘l

Ir
A4
Tomando y, % ]'— , para n suficientemente grande se tiene que:
ok
. k A
'J k 1 @15! ] ] 1 ’
i:_x,,"—T,,x‘ﬁsvv-‘ —~ M. |+ I—T_——— (Mx +A, )+A +w (A +5,)
“ H ‘J k" "k 'A IAnu
- R [
1 | nil e | 1 st
“"\f Mg+ 1-——— (M
7 " kn!lAn }l | .
si n——> o tenemos que:
}xf" —T,,x.ﬂ-——)O,
Asi queda probada el teorema.
=
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OBSERVACION 4.4

El funcionamiento del algoritmo descrito por el teorema es el siguiente:
Para n=1: tenemos la ecuacién: 4 x, = b,
Tomando el punto inicial x! =0 , realizamos k, - pasos del método del
gradiente:
k+1 k k o
i =xf —a (dxf-b); k=012,...k 1

donde :

O, <

Entonces el primer punto de la sucesion: xf ' resulta después de k, pasos.

Para n=2 tenemos la ecuacién: 4,x, =b,
Tomando el punto inicial xj =0 , realizamos k, - pasos del método del
gradiente:
k+l __ _k k s o
=t g (4%t -b,); k=012,..k -1

donde :

2
O<a, <—
P4

Entonces el segundo punto de la sucesidon: x§’ resulta después de k, pasos

del método del gradiente.

Debemos notar que siempre existe la sucesién (k,), n < N, satisfaciendo la

condicion 5) de la hipotesis del Teorema 4.3. Por ejemplo podemos tomar:

::A .: ‘
k, = __"L7 ,donde rel0,;.
(a,+s '

o
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Asi la sucesion (k,) depende de los efrores de aproximacion: A, y &,

» El método aplicado en este teorema es un tipo especial de método del

gradiente, pues para un # fijo la iteracién descrita por:
M =xt e, (Anx: —b, )

n

el escalar o, es el mismo en todos los &, - pasos.

» En las aplicaciones el caso mas importante es cuando X es un espacio de

Hilbert, X', son subespacios de X, dim X, <o y dimX, >0 , n—>w.

COROLARIO 4.5

Si en las hipotesis del Teorema, X es un espacio de Hilbert, X » Son subespacios

de X'y los operadores T, : X —— X, se define tal que

I'x—>x ,n—>o , VxelX

n

Entonces la sucesion generada por el teorema converge la solucion x,

Prueba:

|

Luego (x,’f ) converge a la solucién x, .

i1 |

k 1 :
b Y +|T,x. — X |

x, =T, x| -0, n>®

-

ki
x—-Tx.+Tx -xr[<|
Il
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DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO ITERATIVO DEL COROLARIO 4.5
l Inicio ’
[
/ Ingresar k,,&,6 /
]

Xk =0
i
n=1
%! =1

k=k+1

Ik k-]
X" Ty i <&

k,

x," es la solucién aproximada del

problema

n
N° de iteraciones es igual a Zk ;
J=1

L]

83



EJEMPLO 4.6: ESQUEMA DE APROXIMACION PARA ECUACIONES
INTEGRALES DE FREDHOLM DE PRIMER TIPOC
A continuacién daremos un ejemplo de cémo construir un esquema aproximado

A,x, =b,, para una ecuacién integral de Fredholm de primer tipo de tal modo que

cumplan las condiciones del teorema.

Consideremos la ecuacién integral:
i
J'a(t, t)x(r)dr = b(t), te [‘o:f:]

donde: ae L,([t,.t,]x[ty.1,])

alr,7)=alz.1)

b € LZ[r'D’Il]

a es iterado ( a(t,7)= Fx(t,@)&(ﬂ,r)da ,donde ae L,([t,.t,|x[t,.1,]) ¥

alr, 7)=alz,t))
Sea el espacio X = L, [z, ,t,] el cual es un espacio de Hilbert y definamos el operador:

A:X—X

x—Ax= ‘]‘a(., r)x(z')dr

entonces la ecuacioén original se convierte en Ax=b

Aqui 4 es un operador lineal compacto autoadjunto y

iy
|4 < M= |[fla, o) dvat
oty
(ver ejemplo 2.5.2)

Para Construir un esquema aproximado, asumamos que existe una solucién

x,.elm4
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Sea el espacio X, = L{p,.0,.....0,}, donde 0,0 un0,...} €5 uN sistema
ortonormal completo de X.
X, es un subespacio de dimension finita de L,[z,.7,] entonces X, es cerrado,

para cada ne N (KREYSZIG [8], pag. 74).

Definamos los operadores de contraccién dei siguiente modo:
T,: X—X,
x—T,x=0,x'0 + 0, X0, +...4 (@, X0,
Como T, es una proyeccion se tiene que: | -:i'i =1, ademas:
I x—>x, n—>x, VxelX

Luego por la continuidad de la norma

IT,x}—lx, n—o>w®, VieX
Asi las normas en X, son consistentes con la norma en X.
Definiendo 4, =T,,A{ y Se puede probar que A, es acotado, autoadjunto y

definido no negativo.

Asi tenemos el siguiente diagrama.

A
Lylt4.4] » Lylt.4]
7,
Le.os.....0,) +» ooy, .0)
A,

Tomando b, =7,b podemos considerar §, =0

Hallemos los errores de aproximacion A,

4.7, ~ T, 4, =T, AT, - T, 4| <|T,| |4T, - 4 =14T, - 4
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Sea x e L,[t,.1,], entonces:

.40~ o) S O - i

donde: a,(.7) =3 0,(r) [alt.0),(0M0 € Lyfty.1x[t1]

i=]
Notemos que a, (r,.) = T,,a(t,.)
Sea d,(t)= g]'Tna(t,.)~ a(r,.lf, similarmente a lo realizado en la acotacion de 4 (ver

ejemplo 2.4.4)

’1 l’

AT, - 4| < [ [ fta, @ 7)-alc. :)} - [Id,f (t)dr]i S I *)

folp
Debemos notar que debido a que 7,x >x, n—> o, Vxe X setiene que:
d,(r)>0,n—>w, Vie[t,.t]
Sin embargo para justificar la desigualdad (*) se requiere que la sucesion

funcional {d,,} converja a cero en norma cuadrada que en sentido puntual. Ademas se
requiere una estimacion para 'd, .

Para obtener la estimacion deseada podemos usar la igualdad:

i=1

d (t)= ‘]'ai (e, 7Hr - zn:{‘]-a(t, 7)o, (r)dr} , telt.]

Iy

Asumimos por ejemplo que:  o,()=¢", ieN

entonces L{q;l,q;z,...q;n} = P"[t,.t,]. El sistema {q;lqu’q’;} es completo en X'y
se puede ortonormalizar por procesos ya conocidos.

La ortonormalizacion da unsistema ortonormal {q)l,gvz,.-.,go,, } tal que:
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X, :L{q;w?;:v"'q—;ﬂ}: Pft,.0], neN
En este caso, d,(t) es la distancia entre la funcion a(t,.) y el subespacio
Plt,.t;,] de L,[t,.1,], tety.t,], neN
Si a es Lipschitziana en la segunda variable en [¢,.¢,]x[f,,¢,] con una constante

de Lipchitz L>0 entonces: d, (t) puede estimarse como:

d,,(t)<(t—‘-%°}-z— C:i Vtelt,,r,], VneN.

donde C>0 es una constante arbitraria que no depende de g ni de ».

De esto y de la desigualdad (*) encontramos que:

AT, -T, A< AT, -4l <A _-r) cL

!
‘ Sl 2 n

entonces:

AT, ~T, Al < b-n)cL
' ‘ 2 n

neN

En particular para x, y & € 47'x, se tiene que:
|4,T,x. —T,Ax,[<A,
|4,T,& ~T,AL] <A,

Por dltimo debemos notar que

P 2 2
A, =‘T,,A!_! <ITlid<jdl= =< =
“ “ |l |::‘ #p' 3 | || || II A,, H An j
2 2
L 0 < —<—
o ST
2
entonces: O<a, < —
Z

Luego por el corolario 4.5, la sucesién generada, por el tipo especial de método

del gradiente, dado por el algoritmo, converge a ia solucién x, eIm 4.
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CAPITULO 5
EXISTENCIA DE SOLUCIONES EN LA IMAGEN DE LA ECUACION
Ax=b

Al considerar el problema de resolver la ecuacion Ax=b, nosotros asumimos la
existencia de la solucidn, sin embargo podemos afirmar que si 4 es inversible por
derecha la ecuacion dada tiene solucion para cualquier b dado (observacion 2.3.9 de
la seccién 2.3 del Capitulo 2)

En este capitulo veremos algunas condiciones que se deben cumplir en la
ecuacion para garantizar la existencia de la solucion en la imagen ya que esta es una
hipétesis para utilizar el algoritmo.

Sea la ecuacion funcional lineal Ax =5

DEFINICION 5.1
Diremos que la ecuacién Ax=b, cumple la CONDICION H si:

H1) Xes un espacio de Hilbert, D=X

H2) A:X——> X es un operador lineal acotado
H3) A es normaimente soluble.

H4) A es autoadjunto

TEOREMA 5.2
Si la ecuacién lineal Ax =5 tiene una solucién en D y ademas cumple la

condicién H entonces existe una Unica solucién en la imagen.

DEMOSTRACION:

Como la ecuacion tiene una solucién en D entonces existe un elemento x, € D

tal que 4Ax, =b.
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A es normalmente soluble entonces ImA4 = (ker .4')L (Teorema 2.4.8), luego por

H4 se tiene que ImA = (kerA )i Como ImA es un subespacio cerrado (Teorema

2.4.9) entonces por el teorema de la proyeccion:

X =ImA®(Im4)"

esto es:

que:

X=ImA®Dker A

Ahora por ser x. € D = X entonces existen Gnicos x, e Im4 y x, € ker 4 tal
X, =X, +X,

Tomando &, =x, € ImA4 se tiene que:
A& = Ax, = Ax, + 0= Ax, + Ax, = A(x, + x,)= Ax. =b

Luego existe una solucién £, en la imagen.

Probemos ahora la unicidad

Supongamos que existe otro £, e Im 4 tal que AZ, =b

entonces se tieneque A&, =bA AL =b

entonces: Al -2.)=0
entonces: & ~foekerd (@)
también como &elmAdy {,elmd=&, -, eIm4 i)

De {(a) y (B) se tiene que:
& —~¢. eTmAnker 4= {0}
entonces: il

Asi el teorema queda probado. B

La definicién de la condicidén H sugiere que las mas importantes aplicaciones del

resultado obtenido en el capitulo 4 son asociados con las ecuaciones integrales de

Fredholm de segundo tipo.
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EJEMPLO 5.3

Consideremos la ecuacion integral de Fredholm de segundo tipo en formulacion - L, :

)~ fale, WMz =bE), 1eltpot]
donde: aeLz([to’[l]x[to’tl])

alt,7)=alz.t
beLlt,,.t1]

El problema es hallar la solucion, bajo la supasicion que ésta exista.

Definiendo el operador:

t

B: L[ty t,]—> L,[t,.1,] tal que Bx = [a(t, t)x(c)dr

&

la ecuacion integral se convierte en x(r)— Bx(t)=b(t), te[s,.1,]

esto es: (I —B)x(t)=5(t)
Se tiene que 4 = | - B satisface la condicién H y por el teorema 5.2 existe una

unica solucion en la imagen, por lo tanto podemos aplicar la teoria del capitulo anterior
para hallar una aproximacion a la solucion.

Probaremos a continuacion la existencia de soluciones en la imagen cuando el

~

operador es lineal pero no acotado y el subespacio D es denso en X.

TEOREMA 5.4
Sea D un subespacio denso en X, X es un espacio de Hilbert.
A:D—>X
un operador lineal (posiblemente no acotado) tal que:

a) A es normalmente soluble.
b) A es autoadjunto.

c) KerA es un subespacio cerrado.
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Si la ecuacion Ax=b tiene una solucién en D entonces existe una Unica solucion

en la imagen.
DEMOSTRACION:

Como el subespacio Ker4 es cerrado entonces se tiene que:
(Kerd)™ = Ker4
Pero por hipétesis Im 4 = (Ker4)", lo que implica que:
(Im A)" = Ker4

Luego por el teorema de la proyeccion se tiene que:

X =KerA®ImA

Como la ecuacion Ax=>b es soluble entonces existe un x. € D tal que
Ax. =b
luego x. € X y asi existen Unicos x, € Kerd y x, e Im 4 tal que
X. =Xy + X
tomando x, =x, e Im 4 se tiene que:
Ax, = Ax, = A(x, —x, )= Ax. — Ax, =b—0=b

La unicidad es inmediata.

OBSERVACION 5.5
Sea X un espacio de Hilbert, D un subespacio denso de X, y
A: X ——> X un operador lineal
Suponiendo que 4 = R — C, donde
R:D— X
es un operador lineal autoadjunto continuamente invertible (R es invertible y acotado),
y

C:X—>X
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es un operador lineal acotado autoadjunto tal que los operadores
R'C: X—X
CR"': X— X
son compactos
Entonces el operador A cumple con las condiciones (a),(b), y (c) del teorema

anterior:

En efecto:
AR =(R-CR' =1-CR™ : X ——> X es un operador normalmente soluble y

de aquila ImAR™ es cerrada. Desde que ImR™ = Dse cumple que Im4 =Im AR™,
asi Im A es cerrada y por lo tanto 4 es normalmente soluble.

A es autoadjunto pues Ry C lo son.
R'4=1,-R'C:D—— X es un operador tal que el niicleo KerR™'4 es de
dimension finita (KANTOROVICH (5], pag. 495). Ahora como KerR™ = {0} se tiene

que Kerd = KerR™' A,y de aqui el Kerd es de dimensién finita y por lo tanto cerrado.

En consecuencia el operador 4 cumple las condiciones a), b) y c) del teorema anterior.

EJEMPLO 5.6

Consideremos la formulacién L, del problema de valor acotado:

—x"(t)+ale)x(r)=b(c), t<(01)

x(0)=x(1)=0

donde: a:(0,])—— R es una funcion acotaday b € L,[0,1]

Sea X =L,[0]]y

D= {n:(.) e L,[01}/x(}x' () e W' [0,1], x"()eL,[0,]], x(0)=x(1)= 0}

Definiendo los operadores:
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R:D——>X, Rx=-x"()
C:X—X, Cx=-a()x(.)
A:D—> X, Ax = —x"()+a()x(.)
el operador 4 lo podemos expresar como:
A=R-C
R es un operador lineal autoadjunto y continuamente invertible donde el operador

R™' esta definido por
1
Ry = [G(,o)y(zhr
0

-z} t<t1, t,7e[0]]
donde: G(..7)=
(1 - t)r, g o t,7€(0,1]

es [a funcién de Green.

C es un operador lineal autoadjunto. También es evidente por lo anterior que los
operadores R™'C y CR™' son operadores compactos como operadores integrales con
Nucleos acotados y de aqui de cuadrado integrable.

Luego por la observaciéon anterior y el teorema 5.4, si el problema de valor
acotado tiene una solucion en D entonces este problema tiene una Gnica solucion en

laimagen x, € D.
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RESULTADOS
Los resultados en la siguiente investigacion son los siguientes:
Se construye un nuevo Algoritmo para resolver ecuaciones funcionales lineales
de la forma:

Ax=b

utilizando un tipo especial de método de gradiente.
Se amplia el campo de aplicacién del método del gradiente con regla de parada
finita para nuevas clases de problemas, principaimente cuando los operadores 4
no son acotados.
La teoria Matematica dada en el Capitulo 3 generaliza el concepto de
convergencia usual a un tipo de convergencia mas general donde intervengan

espacios diferentes.

DISCUSION
Los resultados presentados en esta investigacion estin estrechamente
relacionados con la bibliografia [4], pero a diferencia de ello, nosotros no
asumimos que X es un espacio de Hilbert y D = X, la acotacion del operador no
se asume. Asi este trabajo es libre de un nimero de restricciones gue son
comunmente usados en estudios de las propiedades del método del gradiente
para esquemas aproximados. Sin embargo para poder obtener los resultados
deseados tenemos que definir un nuevo concepto de solucién llamado solucion

en la imagen.

'En este trabajo asumimos la existencia de la solucién de la ecuacion Ax=b ya

que su estudio depende generalmente de las caracteristicas especificas del

problema particular en consideracién.
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CONCLUSIONES

Del trabajo realizado obtenemos las siguientes conclusiones:

Se soluciona, aproximadamente, la ecuacion Ax=b, construyendo un sistema de

ecuaciones lineales A4,x, =b

.. de tal modo que la sucesion de puntos
construidos por un tipo especial de método del gradiente se aproxime a la
solucién en la imagen del problema original.

La construccién realizada hace posible extender el campo de aplicacién del
método del gradiente con regla de parada finita a nuevas clases de problemas
Ax=b, donde el operador 4 no sea acotado.

Todo algoritmo iterativo tiene un sustento matematico basado en la convergencia,
nosotros aqui probamos que los puntos generados por el nuevo algoritmo se

aproxima a la solucion en la imagen. Un trabajo para futuras tesis de Licenciatura

o Maestria seria darle el aspecto computacional para su posterior difusion y uso.
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