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II. RESUMEN

En ¢l presenta trabajo se realizé 1a simulacion a través del software SolidWorks,
del disefio de levas planas, aplicando la teoria de contactos, que permitié determinar
en forma analitica la curva de empalme de subida, detencion, retorno y detencion
(diagrama de desplazamierito), mas adecnado que evite los movimientos bruscos y
desgate en los elémentos qiie intervienen,

De las simulaciones obtchidas'ppdemos determinar que la ecuacion de la curva
de empalme en el diagrama de desplazamiento que tiene orden de contacto menor
y a menor revolucion por minuto (rpm) ¢n el eje de la leva, tiene mayor cantidad
de picos en 1a aceleracion que cuialquiér ofra quie tenga orden de contacto superi-
or a uno. A mayor orden de contacto, mayor suavidad del perfil en los puntos de

empalme.

Palabras Claves: Simulacion. Ordén dé coritacto. Curvas de empalme. 1evas.



ABSTRACT

In the present work the simulation was carried out through the software Solid-
Works, of the design of fiat cams, applying the theory of contacts, that allowed to
determine in an analytical way the splice curve of rise, stop, return and stop (dis-
placement diagram), more appropriate to avoid sudden movements and weariness
in the elements that intervene. From the simulations obtained we can determine that

-the equation of the splice curve in the displacement diagram that has lower contact
order and lower revolution per minute (rpm) in the axis of the cam, has more peaks
in the acceleration than any other that has a contact order greater than one. A greater

contact order, smoother profile at the splice points.

Key words: Simulation. Contact order. Splice curves. cams.



1. INTRODUCCION

Al planificar 1a fabricacion de una maquina es necesario elegir el mecaﬁismo o
serie de necaniismios que deben eifrar en' su’ coliposicion paiticiido de las opera-
ciones a realizar. Los mecanismos se seleccionan por los movimientos que desar-
rollan y luego se caracteriza el movimiento a través de un patron de movimiento
llamada Ley de movimiento. Algunas veces esta ley de movimiento es muy com-
pleja. Una solucion sencilla, compacta y economica es el mecanismo leva-seguidor
[6].

Una leva es un elemento mecanico que sirve para impulsar a otro elemento,
llamado seguidor, para que desarrolle un movimiento especificado, por contacto
directo [7]. '

Cualquier feva disenada para operar a velocidades diferentes de fas muy bajas
debe disefiarse cumpliendo ia ey fandamental de disenio de levas que dice [6]: La
Sfuncion de leva debe ser continua en la primera y segunda dervivadas de desplaza-
miento a través de todo el intervalo (360 grados).

En el diagrama de desplazamiento las funciones de empalme a considerarse
deben tener continuidad de tercer grado (la funcion mas dos derivadas) en todas las
fronteras. Las funciones de desplazamiento, velocidad y aceleracion no deben tener
discontinuidades en glas.!

En el disefio de levas muchas veces no se llega a percibir el cumplimiento total

de las leyes antes mencionadas y se fabrica con tales defectos ocasionando per-

!Esta regla fue establecida por Neklutin [5] para obtener buenos resuitados dindmicos
aceptables con levas de alta velocidad. Existen datos de simulacion y evidencia experi-
mental de que las funciones de golpeteo uniforme reducen las vibraciones residuales en
sistemas leva-seguidor



Juicio$ economicos. |

La teoria de contactos permite disefiar analiticamente el perfil de una leva plana
de manera que evita las percusiones y brusquedades en el movimiento del seguidor
considerando ¢l orden de contacto.

El objetivo del presente trabajo de investigacion es hacer 1a simulacion de una
leva plana a través del software SolidWorks considerando el orden de contacto en
¢l diagrama de desplazamiento. Para esto se considera las curvas de empalme mas
frecuentes usados en el disefio de levas y se calcuia el orden de contacto entre una
subida y na detencion eni el diagrama d desplazamientos.

Para alcanzar el objetivo, en el marco tedrico se consider6 cuatro capitulos:

En el capitulo 1, se detenmind Ia evoivente y evoluta de una curva, que son
importantes en el disefio.

En el capitulo 2, se desarrolla la teotia de contactos donde se determina el orden
de contacto enfre ¢urvas. Mientras que las tenninologias de levas y seguidores, y
los diagramas de desplazamiento se presentan en el capitulo 3.

En el ¢apitulo 4, se presentd el caculo del orden de contacto en ¢l diagrama de
desplazamientos considerando diversas curvas de empalme que son muy comun-
mente usadas en éi‘ disefio de levas. Tambien se considera un mianial del software
SolidWaorks, que permitira realizar las simulaciones.

Una vez concluida con la teoria y resuitados obtenidos, en Materiales y Méto-
dos, se desarrolla la simulacién utilizando el software SolidWorks de las diversas
levas obtenidas con las ecuacuaciones mas frecuentes usadas en el disefio de levas.
En Resultados se muestra los diagramas de velocidades y aceleraciones del seguidor
a diferentes RPM.

Cabe mencionar que los calculos y graficos se desarrollaron através del software
Derive 6.1 y Winplot.

Debo agradecer a la Universidad Nacional del Callao, por permitirme desarroilar

este trabajo de mvestigacion.

Mg Viadimiro Contreras Tito
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IV. MARCO TEORICO

Para el desarrollo del presente trabajo de investipacion es necesario conocer
las caractenzamones de las curvas, determinando la evolvente y evoluta que son
importantes en el disefio. Estos resultados son presentados en el capitulo 1.

En el capitulo 2, se determina el orden de contacto entre curvas. Mientras que las
terminologias de levas y seguidores, y los diagramas de despldzamieﬁto sé presentan
en el capitulo 3.

En el capitulo 4, se presenta el caculo def orden de-contacto en ef diagrama de
desplazamientos considerando divérsas cutvas de empalmie qué soi muy comun-
mente usadas en el disefio de levas. tambien se considera un manual del software

SolidWorks, que permitisa realizar las simulaciones.



Capitulo 1
Evolventes y Evoluta

La teorfa de evolventes es Gtil en diversos aspectos-de 1a ingenieria. Uno de ellos

es el disefio de engranajes [6]. La mas usada es 12 evolvente de Ja circunferencia {7).
11 Vo TUR PR . PR |
Lekae UL Yad U Uil aiiu
Definicién 1.1.1. Se denomina curvas de Bertrand a dos curvas C y C* que pueden

ponenerse en correspondencia biunivoca de tal manera que en puntos correspondi-

entes Py P* ambas fengan la misma normal principal,

Figura 1.1: CURVAS DE BERTRAND

T
8 B
. ™
A

Fuente: Propia

Asi, si la curva C es una curva parametrizada por a(s) donde s es el parametro

12



longitud de arco, 1a ecuacion de C* sera de la forma:
a*(s) = a(s) + A(s)N(s)

1.as principales propiedades de Tas curvas de Bertrand son [3]:

a. La distancia entre los puntos de correspondientes P y P* de ambas curvas es

constanie es decir, A{s) es constante.

b. El angulo formado entre los vectores tangentes a ambas curvas en puntos corre-

spondientes es constante.

¢. El angulo que forman los vectores binormales de ambas curvas en puntos cor-

respondientes es constante.

d. Siky 7 son respectivamente la curvatura y la torsién de la curva C, entonces

existen constantes a y by ctalesqueak + bt =¢

e. El producto de las torsiones de las curvas C y C* en puntos correspondientes es

constante.

1.2. Evolventes

Sea 1a curva C parametrizada por @ = a(s) donde s es el parametro arco. Las
rectas tangentes a « al variar s engendran una supcrﬁcie que se denomina superficie
tangente de o. Una curva o que se conserve sobre la superficie tangente de vy
que intersecte las rectas tangentes (generatriz) ortogonalmente recibe el nombre de
EVOLVENTE o INVOLUTA de «. Hallaremos su expresion. La superficie engen-
drada por las rectas tangentes serd r = r(é, v) = ofs) + v T{s). Hallemos v = v(s)

con la condicion de que las curvas a*(s) = a{s) +v(s) T(s) corten ortogonalmente

13



Figura 1.2: EVOLVENTE

= a'(s)+o(s)T'(s) +v'(s) T(s)
= T(s)+v{s)k(s) N(s) +v'(s) T(s)
= (1+2'(s))T(s) +v(s) k(s) N(s)

Como d—“;g’l es perpendicular a T'(s) entonces £"t-'”@d'f—js—l.’j”(.s) = (. Por lo tanto de

da™(8) vy N s rr NN e at pf N R B T PO R AP Y U S
—Z 4 (9} = (L +v'(s)) = 0 se tiene v'{s] = ~1 integrando se ovuens v{s) =

' — s siendo C una constante real arbitraria.

La ecuacion de las evolventes sera entonces
o’ (s} = as) + {(C — 5) T(s)

habiendo una evolvente para cada valor de C.

Ejemplo 1.2.1. Halle la ecuacion de la evolvente de la circunferencia aft) =

(acost, asent) ., a>0.

Solucién

La evolvente se engendra cuando se desenrolla una cuerda, a partir de £ = 0
como s¢ mugestra én la figura 1.3. Si 5 es un parametro longitud de arco a todo lo
largo de la circunferencia, en forma que s si t = 0, entonces la ecuacién de la

evolvente serd n* = a — sT (considérando C = 0 arbitrariamente). Es evidente

14



Figura 1.3: EVOLVENTE

Figura 1.4: EVOLVENTE DE LA CIRCUNFERENCIA

/ P MY
o

B
AN

s TS

Fuente: Propia

a*(t) = (acost, uasenl) —al(—sent . cost)

= {(acost +atsent, asent — atcost)

1.3. Evohitas

Seala curva o = a(s) siendo s su arco. Se denomina EVOLUTA de ella a toda
curva que 12 admite como evolvente. Esto es, si una curva C es una evolvente de una
curva C*, entonces, por definicion, C* es una evoluta de C. Por tanto, dada una curva
C, sus evolutas son las curvas cuyas tangentes cortan a C ortogonalmente.

Determinemos la ecuacion de la evoluta,

15 /



En la figura 1.5 designemos por * (s} a la ecuacion vectorial de la evoluta,

o’ (s) = a(s) + B(s)

siendo B(s) = a(s) T(s) 4 b(s) N{s) + ¢(s) B(s) como los vectores T'(s) y 5(s)

Figura 1.5: EVOLUTA

Fuente: Propia

son ortogonales u(s) = 0 y por tanto
a*(s) = als) + b(s) N(s8) + c(s) B(s)

derivando con respecto a s

*
do A [
dq J v

= (1= k(s)b(s)) T(s) + (b'(s) — e(s) 7(5)) N(5)
+(b(s) 7(s) + ¢'(5)) B(s)

{a
= &GS

Dado que < da’ ag tangente a o*(s) entonces %~ sera paralc]o apg (3) y sera perpen-
dicular a T(a). Luego de £ T'(s) = 0 setiene: 1 —k(s) b(s) = 0y en consecuencia
b(s) = k( - Como % y 3(s) tienen la misma direccion sus componentes deben ser

proporclonales, por tanto

(67(s) —cls)7(s)) _ bls)7(s) +c'(s)
b{s) efs)

16



De 1a igualdad anterior se deduce, despejando 7(s), que

_b()e(s) ~bls)e'(s) _ d os)
T(S) = (6(3))2 + ((’(‘3))2 - ds (arcta’n(c(s) ))
y por lotanto .
% = tn,n('['rds + )
os) = (‘ﬂf(/’f(i‘;'}‘(‘) gs)rot([fd-9+c)

La ecuacion de las evolutas es

a*(s) = afs) + — N(9)+Lr’m(/‘1‘ds+(f) B{(s)

1
k(s) (s)

habiendo una evoluta para cada valor de C.

da*
s

= a'(8) + B (s) N(s) + b(s) N'(5) + c'(5) B(s) + ¢(s) B'(s)

(1~ k() b(s)) T(s) + (b'(s) — c(s) 7(s)) N(s)

+(b(s) 7(s) + ¢’(s)) B(s)

Dado que % es tangente a «*(s) entonces % serd paralélo a f(s) y sera per-
pendicular a T'(s). Luego de %= .T(s) = 0 se tiene: {1 — k(s)b(s)) = Oy en
consecuencia b(s) = ﬁ

Como y G(s) tienen 1a misma direccién sus componentes deben ser propor-

cionales, por tanto

(b'(s) —cfs)7(s)) _ b(s)7(s) + c'(s)
b(s) ofs)

De la igualdad anterior se deduce, despejando 7(s), que

YY)
Vig)e

7(s) =

17



y por lo tanto
W) = tan( [Tds + )

Ly N
Con lo cual
1
c(s) = b(s) cot( ['rd,s +C) = o cot( [Tds + C)
w :\,ql o
La ecuacion de las evolutas es
) 1 1
a*(s) = as) + < N{s) + = cot( ['rrl.s + ) B(s)
{s) 0 k()

habiendo una evoluta para cada valor de C.
Ejemplo 1.3.1. Halle la evoluta de la catenaria y = coshz , z=10
solucion

Figura 1.6: EVOLUTA DE LA CATENARIA

catenaria

Fuente: Propia

Al ser ia catenaria una curva piana, 7 = § y para obtener como evoiuia una
curva plana, consideramos (7 = 5 con lo que cof( J rds+ C) = 0. Entonces la
ecuacion de la evoluta sera:

1

a*(s) = a(s) + —];-(S—) Nis)

Parametricemos la catenaria por f{t) = (¢, cosh{t)) , teR

Ahora sc Hionc quct
_IOl e ey TG 2 o
k() = Trwn = @ Y VO = gy = weap (-7 26)

18



Luego la ecuacion de 1a evoluta es:

1 . —2L

I = 1)+ s N(O) = (5 -

AL

C .
— +i,et e
4

), teR

19



Capitulo 2

Teoria de Contactos

arta intenforamno avnracar an farma onalitin
Fe NN LS v:n.l.nwum Al AWJAALMAL LA JLAAA RN

Frn acta n
Adb i) b tlu-ll,iv

figuras, curvas o superficies que tienen un punto en comiin [3] v [8]

=1

2.1. Contacto entre figuras

Defimicion 2.1.1. Sean dos figuras A, y A, ( curvas o superficies) que tienen en P
un punto regular comun. Se dice que A, tiene contacto de orden n con A, en el

punto P si, elegido un punto () de Ay (siendo QB su distancia Ag), se verifico

Fuente: Propia

, OB 0, parar =1,2,3,...n
e-~r (PQ) fimito yno nule, parar =n +1

4

Observacion 2.1.1. .

20



1. Si A; es la superficie F'(x,y,z) = 0y Q) es el punto (x1,y:, z1), la distancia

2.

() B es un infinitésimo del mismo orden que F(xy,11,21) §i Q tiende a P.

La idea de conitacto es local, analiza el comportamiento de las figuras A, y

A, en las cercanias de P.

2.2. Contacto entre una curva y una superficie

A fin de analizar hasta que grado puede una curva A, hacer contacto con una

superficie A,. Supongamos que:

Yt

. La superficie A, esta definida por F(x,y,2) =0

. La superficie A; y la curva A; se cortan en un punto

P = (z(t.), y(t,), 2(1,)) regular donde I’ = a(t,) y F(I’) = 0.

Sea la funcion f(t) = F{a(t))

El orden de contacto entre la curva A, y la superficie A, esta dado por el siguiente

resultado:

Teorema 2.2.1. La curva A, y la superficie A, tienen contacto de orden n. en P si

y soio st

[t =1y = ["(te) = .= [Pt) =0, f&D(8,) #0

Prueha(ver [11)



2.3. Contacto entre curvas

z = z(t)
I F(x,y,2) =0
Seanlascurvas Ai =4 g gy(t) , A=
l Glz,y.2) =0
z=2(1)

y P un punto regular coman a2 A4, y A, siendo i, el wvalor
correspondiente del parametro, esto es P = (x(t,), y(L,), 2(15)).

El ordén de contacto entre las curvas A; y A; sera el minimo entre ¢l orden de
contacto de la curva A, con la superficie F(z,y, z) = 0y el orden de contacto de
la curva A, con la superficie Gz, y, z) = 0.

Si se definen las funciones:

@) = F(z(t),y(t), 2(1)) , g(t) = G(z(1), p(2). 2(2)).

¢l orden de contacto entre las curvas A; y A, viene dado por el siguiente resul-

tado.

Teorema 2.3.1. Es condicion necesaria y suficiente para que las curvas A, y A,

tengan en P un contaclo de orden n. el que se verifigue

O+ 199 =0 parai=1,2,..n
[ 17 0+ lg™ ()] # 0
Prueba Consecuerncia del vltimo teorema.
NOTA 2.3.1. Si consideramos dos curvas planas A, As, situadas por comodidad
en el plano z = 0, de ecuaciones explicitas y = f(z) . vy = g{x), que tengan en

P un punto en comin corresponde a x = ay por tanto f(a) = g(a), dichas curvas

tienen en P un contacto de orden n si y solo si

Ja) = g¢'(a)
fa) = g"(a)

f) = g()

f(n+1)(a) 75 g(n.+1) (a)

22



En particular, si las curvas tienen un contacto de orden al menos uno las curvas
tienen la misma recta tangente en el punto P, y si el orden de contacto es almenos
dos las curvas tienen en P la misma curvatura. Cuando la curvatura es no nula,
esto es equivalente a cjue*esas dos curvas tengan el mismo centro de de curvatura en
P. De aqui concluimos que la unica circunferencia que tiene contacto de segundo
orden con Ay, en un punto de curvalura no nuiq, es aquelia con centro en el centro

de curvatira de A, en ese punto y radio igual al radio de curvatura.

Ejemplo 2.3.1. Halle el orden de contacto de la curva o(t) = (t,t%,1%) con el

paraboloide de ecuacion z = 12 + 42

"

(m..~\_~.2:,.27 — N
i) — &L T Y —Vu

(4}

Determinemos los posibles puntos de contacto. Hallemos Jas raices de la funcion
) = Flaft)) = t?4+1% — 12 = 0. Laraiz de f(t) est = 0. Se trata pues del punto
P = a(0) = (0,0, 0). Entonces

fey = -6 = f@O0) = 0
0 = =30 = o) = 0
[ = —12068 = f7(0) = 0
o) = ~36082 = f0) = 0
) = =720t = f'0) = 0
) = =720 = fU0) = -720

Luego el orden de contacto es cinco.

Ejemplo 2.3.2. Las rieles de una via tienen la disposicion de la figura 2.2. Halle
una curva de empalme polinomica entre dichas rieles qué tevigan un contacto con

ellos de orden al menos dos.

Solucion
Sea y = P(z) la ecuacion de la curva de empalme.

Si debe tener un contacto de orden dos al menos con lasriclesen z = 0y =1




Figura 2.2: RIELES DE UNA VIA

B E

-1 1

Fuente: Propia

P(0)=P0)=P"0)=0, P()=1, P(1)=P'(1)=0

Al tener que verificar 6 condiciones el poiinomio debe ser de grado 3, es decir

Px)=a,+az+ari+asz®+arzt +as;2°
como P(0) = 0 entonces a, = 0
Pz} = a1 + 2027 + 303 2% + 4ay 2° + 5as x1. Como P'(0) = 0 entonces
a; = 0.
P{w) = Zup + Gug v + 1204 v° + Z0us +°. Como P"{0) = U enionces ap = 6.
Considerando que P(1) = 1, P'(1) = P”(1) = 0, teniendo en cuenta que

a, = ay = ay = () se obtiene el sistema

agt+ast+as = 1
3a3—§—4a4+5a5 =0

G6as + 12a4 + 20a; = 0

cuya solucion es a3 = 10 , a4 = 15 , a5 = 6 Entonces el polinomio es P(z) =
6z° — 155" + 1078,
Notemns que P"(x) = 3605 — 366z 4 i), Entonces al ser P*(0) =60 £ iy

P"(1) = 60 # 0, P(z) tiene con las rieles, tanto en el punto (0,0) como en el punto
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Figura 2.3: CURVA DE EMPALME

Pz} = 62° — 1527 + 1027

%

Fuente: Propia

(1,1) un contacto de orden dos.

Ejemplo 2.3.3. Halle el orden de contacto de la curva ot) = (t2,t, %) con la recta

Fal ral
=0, z=4

Solucién El punto P de contacto es el punto (0,0,0) que

aft) = (%.1.6%)

y
x=) . z =0,

Fuente: Pi'opia

corresponde a ¢ = 0. En este caso sera f(t} =12 , g(#) = ¢*. Entonces
fley=2t, g)=32, [f(0)+1g(0)] =6
ffiy=2, g"(ty =6t , |f'(0)|+1]g"(0) =2+#0

Luego el orden de contacto es uno.
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2.4. Contacto y miimero de puntos comunes

En esta parte anaiizaremos cuai es reiacion entre contacto y puntos comunes.

Para ello consideremos:

2.4.1. Recta que pasa por dos puntos consecutivos de una curva

Sea la curva C parametrizada por a = «(s) donde s es el pa_r'émetro arco.

Sean s,y s, + h los valores del parametro correspondientes a los puntos F, y
P‘ ! | .

El wvector direccional que pasa por los puntos P, y P, es

(s, + h) — a(s,) {(ver figura 2.5) que tiene la misma direccion que el vector
(s, + h) — as,)
h

.Elque P, y P, séan consecativos s¢ entiende en €l mismo sen-

Fuente: Propia

tido de que P; se aproxima a P, esto es P, — P,. Entonces el vector direccional

de la recta que pasa por los puntos consecutivos P, v F, sera:

lm a(s, + h) —als,)

h—0 h - T(Sn)

por tanto, la recta tangente a la cutva por ¢l punto F, pasa por los puritos consecu-
tivos P, v F, de la curva. Se dice entonces que la recta tangente y la curva tienen

dos puntos comunes (P, y P,).

Teorema 2.4.1. La recta tangente a una curva tiene en el punto de tangencia un

contacto con la curva de orden al menos uno.
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prueba (ver [1])

2.4.2. Plano que pasa tres puntos consecutivos de una curva

Sea la curva C parametrizada por o = «(s) donde s es el pardmetro arco.

Sean s,, 51 ¥ 52 (51 € s, < s2) los valores del parametro correspondientes a
los puntos Py, P, y Ps. Se dice que' los puntos P, F, y P, sean consecutivos se
entiende en el sentido de que P, — P,, P, — P,.

Se trata de determinar el vector unitario @', c¢on la condidion de que la expresion
(ae(s) — ce(s,)). @ = O represente el plano que pasa por los tres puntos &, P, y P,

Se cumple que (a(s1) — a(s,)). @ =0 , {a(s) — a(s,)). @ = 0.

Por otra parte se define la funcion f(s) = (a(s) — a(s.)). @ que verifica
J(s0) = J(1) = [(s2) =0

Por el teorema de Rolle sera:

0= M = f'{s") siendo 8; < 5* < s,

S — S
Jr{52) - JP('SD) -t .
O ——F = j (5“) siendo 5o < & < 54,
82 — Sp

Luego f'(s*) = f'(s**) = O siendo s; < 5 < 8 < 8% < 5.
Aplicando otra vez el teorema de Rolle se tiene:

-~ f’(b'**) - f’(b*) nd il wN . 4 ® -~ T

0= P = f''(s") siendo s* < 5 < 5™,

Sea a obtenido f(s,) = f'(s*) = f''(5) = 0 siendo:

SIS 8 <8 8™ <8y, 8" T S

% %

Si P, - P, P, — P,conloque s* — s, s** > s,,5 - s, queda

f(s0)=10 f’(so) =0 f''(s0) =0

FUS)=T6)d=0 0= f'(s,) =T(s,).a
[T(8)=K(s)N(s)@=0 0= f""(s,) = K(s,) N(s0).2
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que implica, si K(s,) # 0 'y  N(s,).¢ = 0, al ser ¢ unitario se concluye
a = B(s,).

Luego el plano osculador {c(s) — a(s,)).B(s,) = 0, es ¢l plano que pasa por
los tres puntos consecutivos de una curva.

Haliémos el orden de contacto del plano osculédor
(a(s) — (s,)).B(s,) = 0 con la curva @« = «(s) en el punto
correspondiente a s = §,,.

Sea f(s) = ((s) — als,)). B(s,) = 0 que verifica f(s,) = 0. Luego

f'{s) = T(s).B(s,), de donde f’(s,}) = 0

f''(s) = K(s)N(s).B(s), de donde f'’(s,) = 0

El plano osculador tiene pues un cbntacto con la curva de orden al menos dos,

pudiendo ser mayor que dos e incluso infinito en ¢l caso de una curva plana.

Observacién 2.4.1. .

1. Tambien se puede analizar el contacto de una curva alabeada con su plano
osculador a partir de la definicion de contacto. Teniendo en cuenta la figura, si el
plano de dicha figura es el plano osculador, el vector @?’ tiene la direccion del

vector binormal.

Por el desarrollo de Taylor en funcicn del triedro de Frenet serd:

K7k K'r+ K7') I
@:( ;h 4+ Tfﬂ Tk +0(h,4))B

Por tanto, como () P es equivalente a h, si K £ 0, 7 =0, se verificard

Krh®

.. =g KT
ol —2 e —— £
Q-P QP2 hoo A3 6 7

v ol orclen

v el orden de contacto se;
2. Ld curva tiene un ovden de contacto con cualquier otro plano que pasa por

F, menor que el que tiene con el plano osculador.

b

Co




2.4.3. Esfera que pasa por cuatro puntos consecutivos de la cur-

va (esfera osculatriz)

Sea la curva C parametn'zadé por o = (s) donde s es el parametro-arco.

Sean 51, s, , 52 ¥ 93 (51 < 8, < 52 < s3) los valores del pardmetro correspon-
dienies a fos punios 7 , F,, Fpy Fs. Eique sy, 8, , $ ¥ $3sean consecutivos se
entiende en el sentido que:
Ph—-P , P — P, P > P, Setratade determinar el vector C = C(s,)

y el escalar a? con la condicion de que
(a(s) — C(s.))-(als) — C(s5)) —a® = 0

donde afs) = (x, y, =), represente la esfera que pasa por loscuatropuntos P, , P, , Py .

Se tiene:

(e(s,) — CY.{a(s,) — Y —a* = O
(@(s1) ~ O)lals) = C) —a® = 0
(o(s2) = ) fofss) = C) =@ = 0

Por otra parte, definiendo la funcion

J(s) = (afs) = O){als) - C) ~ &’
se verifica: f{s,) = f(s1) = f(s2) = f(s3) = 0.

Una aplicacién reiterada del teorema de Rolle a la funcion f(s), siguiendo un
procedimicnto analogo al utifizado en el caso anterior para obtener el plano oscu-
lador, permite Ilegar a:

[ = £"(8) = () = 0
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Derivando entonces /(s) y teniendo en cuenta las formulas de Frenet se obtiene

['ts) = 2(als) = O)T(s)
1"'(s) = 2(afs) =~ C).K(s) N(s) + 2T(s).T(s)
= 2K(s)(a(s) — C).N(s)+ 2
') = 2K (5)(als) - CLN() + 2K () T(5)N(s)
+2K(5) (a(s) = C).(~K(9) T{s) +7(s) B(s)

Imponiendo que f'(s.) = f''{(s,) = f'''(s,) = 0y simplificando resuita

(O!(So) o C).T(SO) = {
K(s,) {a(s,) ~C).N(s,) = -1

0)) + K(s,) 7(s,) (a(s,) — C).B{s,) = 0

(2]

K'(s

T/

De donde a(s,) - C = — 5 N(s0) + (11;—,(;‘;;%%;53(30)}{’( |
s
- De donde se deduce C = a(s,) + ———N(8,) — w—mre—rB(5,
duce €= also) + 3oty N o)~ TRy o )
Al ser ademas f(s,) = 0 serd {a(s,) — C).{a(s,) — C) — (a(s,))? = 0. De
donde
B S .41
(K(s0))*  (K(so))! (7(s,))*

(a(30))* = (et(6) — O).(x(30) = C)

Luego 1a esfera osculatriz sera {a(s) — C).{a(s) — C') = a?, siendo su centro

= a(s) b e N(s)) — T 8e)
C= d('so) + K(SO)N('SO) (K(SG))ZT(SO) B(‘so)
o 1 (K'(s0))
el radio al cuadrado o® = —; + e
Y KGR (K(sn)t (7(s))2

NOTA 2.4.1. .
1. La esfera osculatriz tiene un contacto de orden al menos tres con la curva.

2. La interseccion de la esfera osculatriz con el plano osculador es la circun-

Lo
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ferencia contoino del circulo osculador. Una curva s;ituada sobre una esfera
recibe el nombre de curva esférica. En cualquier punto de una curva es-
férica la esfera osculatriz es la esfera en la que estd situada la curva. En el
caso de una curva esférica el contacto de la curva con la esfera con la esfera

osculatriz es de orden infinito.

Una curva esférica verificard por tanto

1 (K'(s)?  _
KGR W KO E@E cte

| IO TR PR 0 JUY T SN S | ISR R S P U
l:..jcmpw v e TIGHEIC U (,ucurymcm,tu OIHIULI L, qdc u:ngu Wt COTHUC IO «C lﬂquf

orden con pardbola y= 12 en el punto (0,0).

Solucién

La familia de todas las circunferencias del plano O XY puede expresarse en la

forma
2 2
4+ —2ar—-2by—c=90
TS FUs) PUREapN [y PR PRy U ORI RSP, Ry U SR, [T ) S 0
AlUCULGELILY W UL UL UL LOULTIOLLL WU 10 pmauuaa y i e a1 Pu-lll.U \U: UJ.

Reemplazando 12 ecuacuacion de l1a parabola en ta familia de circinferéncias se

tiene la funcién.

H(x)= 2"+ 4* ~ 200 - 2b2® — ¢ =10

Ahora hallemos los valores de ¢, b y ¢ para qué H{0) = 0 y el mayor némero de
derivadas de la funcion H(x) en x = 0 sean nulas. |

Como 77(1)) = ¢, entonces TT(0) = 0 si é: 0. Por otro fado:

H'(r) =2z +4z* — 20 — 4br

Se tiene entonces que H’(0) =0sia=0.

Tenemos que H'/(x) = 2 + 12z — 4b, luego se tiene que:
II'@0)=2-4b=0si b= 3.

Entonces la circunferencia osculatriz es: 22 + 32 — y = 0.

Lo
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Dado que H'''(z) = 24 entonces HY (0) = 0, H () = 24 # 0. Luego el
orden de contacto de la curva y = x° con su circunferencia osculatriz es de orden

tres.

Figura 2.6: CONTACTO ENTRE LA CIRCUNFERENCIA OSCULAIRIZ Y LA
PARABOLA

4y

2y —y=0

Fuente: Propia

Observacion 2.4.2, .

e T pivevmforoncin nersdatviz nhtonidns o of micmn
- A erd et r SR A L% T AL NTT Y W o

curvatura ( ver figura 2.6).

4

s Ll orden de contacto de una curva con su circunferncia osculatriz es al menos

de orden dos.

2.5. Figuras osculatrices a una curva

Definicion 2.5.1. Sea una curva Ay sea una familia n—pardmetrica B de superfi-
cies { o curvas). | |

Se denomina superficie(o curva) osculatriz de la familia B en un punto P, con
respecto a la curva A, a aquella superficie (o curva) de dich_dfdmilia,que tiene en

el punto P un contacto con la curva A del mayor orden po&ible.

a. Caso de que A sea la curva a = ‘a()) y B la familia de superficies

F(:E y, 2, Cy, Oy, -'--'Cn) =0
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Se considera la funcién H(A) == f(A, (4, Cy, ..., C,) donde
FOLCL Cay s Ca) = PN, 5(2), 2(0), C1, Ca, ...Ch)

y sea A, el valor del parametro corréspondieﬁte al putto P.

Igualando a cero el numero necesario de derivadas de la funcion H(A) en

el punto X == ) H()) = H'(A\Y = H"()\) = .. = Dpar
r. Vg (S r

vy Tty

T d—"

a noder
terminar C4, (7. ...C,, se obtieneén unos valores '(:*1, '(’:'z, ...(f’,‘,, que Hevados a
F(z,y,2,C1,Cy, ..., Cy) = 0 dan la superficie F(z,y, z,C, Cs, ...C,) = 0,
que es la superficie de la familia que tiene con la curva A un contacto del

mayor orden posible. El orden de contacto serd como minimo 7 — 1.

b. Caso de que A sea la curva o = o{A} y B la familia de suberﬁcies
Flz,94,2,C1,Cs, ..CL) =06 |, G(z,y, 2, Cl, Ca,...Cp) =10
Se definen las dos funciones
FCL Gy, . C) = Flx(A). y(A), 2(A), C1,:Cs, ...Cy)
90 G, G, o Cn) = Gla(N),5(N), 2(A), O, (i, .. Ch)
y luego se procede en forma situilar al-anterior.

Ejemplo  2.5.1. Determine de entre todas las  cubicas
z = Oy + Cay + Cyy + U situadas en el plano z = 0 la osculairiz a la
circunferencia T de ecuaciones (z +1)? +y* = 1 , 2z = 0en el origen de

coovdenadas.

Solucién
La ecuacion paramétrica de 1a circunferencia I esta dada por a(t) = (Cos{t), sen(t), 0).

Se tiene (0) = (0,0, 0).

Ly
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Lacurva I tiéne éo‘n' ia superhicie z = ﬂ‘iin-confact‘o de orden infinito ya que la

curva I estd contemda en el planoz = 0.
Ahora hallemos el contacto de la curva T".con la familia de superficies
I .
-Gy -Gy’ —Cay—Cy=0

Para ello construyamos la funcion

H{) = L(L) — Gyt () — () — Cyy() — Cy
i ,
= cols(t) — 1 — Cysen’(t) — Cysen(t) — Cisen(t) —
|
SiH{0)=0 entonces?‘. —Cy = 0, y por lo tanto Cy = 0.
1
!
H'(t)= —senft) — 3C1sen®(t) cos(t) — 2C;sent) cos(t) ~ C3cos(t)

Si H'{(0) = Gentonces =3 = fyportanto C3 = 0.
H"(t) = —cos(t);—66‘1 sen{t)cos?(t)+3C) sen(t) — 2C;co5% (1) +2C, sen’(t).
Si H"(0) = 0 entonces —1 — 2C’; = 0, y por tanto (% = —-1/2.

H"{t) = sen(l) — 6Cicos’(t) + 12C,cos(t)sen’(t)

+9C sen?(t)cos(t) — 2e0s(t)sen(t) — 2sen(t)cos(t)
S1 H™({0) = 0 entonces —6Cy = 0, y por tanto Cy =
La curva oscul'atri:z sera entonces z + y?/2 = 0 | z=1.
Ejemplo 2.5.2. Dadala pardbola y = 32 se pide:

1. Determine el pzt;hlo P enel queé la langente forma un dangulo de % con la parte

positiva del efe 0X.

Faecssratismanrenior cvners weevooraode wmaoave TP wr e coeadeen
i l..u!yc..fuuu:u Cjub’ }fuounuu fl(ll' 4 )’ LAATE LRIt

a4
4

E.‘f

la recta 4y — 4;ri —-7=10, Ieﬁga el mayor orden de contacto con la curva P,
determinando dicho orden.



Figura 2.7: CURVA OSCULATRIZ z + %%/2 = 0 A LA CIRCUNFERENCIA
(z+1)2+42=1

Fuente: Propia

Soiucion

1. La ecuacién paramétrica de la parabola y = x2 es: at) = (¢,1°) El vec-
tor tangente en cualquier punto I” de la parabola esta dado o'(f) = (1,21).
Luego:

(1,0 (a'(0)) = llo" (Ml cos(§) = =3

Por lo tanto P = (3. 3)

2. La familia de circunferencias que pasan por P de centro (h, k) y de radio

R? = (h - £)* + (k — 1)* esta dado por:
(2~ 1)+ (y - k)* = R?

Luego: F(z,y, h, k) = 22 — 2hz +y* - 2ky + y* — = + h+ & = 0 Entonces:

H(t) = F(4,2% h, k) = 12 — 2ht — 2kt* + 1" — 1% +h+ % ~0

Porotrolado, 0(1/2) =P y 4dk—-4h—-7=0

Setiene: H(1/2) = 0Si H'(t) = 2t - 2h + 4t° — 4kt = H'(1/2) =
1 —2h+ 1/2 — 2k = 0. De este tltimo resultado y de 4k —2h — 7 = 0 se
obtiene h = —1/2y k=5/4
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de contacto es dos (ver fignra 2.8).



Capitulo 3

Levas planas y los seguidores.

Diagrama de desplazamiento.

Las levas son unos mecanismos compuestos generalmente por un elemento im-
pulsor llamado "leva" y otro elemento de salida llamado "seguidor” entre los que
se transmite el movimiento por contacto directo, transformando un movimiento
de entrada conocido (usualmente rotatorio) en oscilacion, traslacién o ambos, del
seguidor. Son mecanismos sehcillos; poco costosos, tienen pocas piezas moviles y
ocupan espacios reducidos.

Ademas sun principal ventaia reside en que se pueden disefiar de forma que se
obtenga casi cualquier movimiento dese‘ad_o'd'el seguidor. Esto da origen también a
una gran variedad de perfiles y formas, y a la necesidad de cierta terminologia para
distinguirlas.

T.as levas se clasifican segiin sns formas hasicas I7] ; enla fignra 3.1 se ilustran

cuatro tipos diferentes:

a) Leva de placa. llamada también de disco o radial
b) Leva de cufia

¢) Leva cilindrica o de tambor

d) Leva lateral o de cara.



Figura 3.1: TIPOS DE LEVAS

Las levas mds comunes son las levas radiales (con cierre de fuerza Ny se conocen
como levas planas de rotacion (también levas de placa o levas de disco) y la menos
comun es la leva de cufia ya que necesita un movimiento alternativo de entrada en

lugar de un movimiento continuo.

Fn 1a figura 3.2 se presentan levas de placa que achian con cnatro tipns diferentes

de seguidores:

a) Seguidor de cuiia

b) Segwdor de cara plana

¢) Seguidor de rodilio

d) Seguidor de cara esférica o zapata curva

De estos tipos, €l mas utilizado es el seguidor de rodillo, que posee la ventaja de
tener bajo desgaste por friécidn (rodante), y presenta una disﬁ’ibucién aceptable de
. esfuerzos por contacto; a diferéncia de los seguidores de cara plana o cara esférica
(deslizantes) que presentan un desgasfe cohsiderablre en corto tiempo, y ain mas los
de contacto puntual, que debido a las fuerzas concént;adas en un solo punto tienen

esfuerzos de contacto inuy elevados, y por ello su estudio es puramente tedrico.

 fuerza exféfna'qrﬁé actua mslébrévéi_- éeguidor el peso del seguidor o la fuerza de un muelte
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Figura 3.2: TIPOS DE SEGUIDORES

fel )

Fuente: Shigley, J. Teoria de maguinas y mecanismos

Noimalmeiie se prefiere gue < seguidor teinga una fuima gevinetiica siimple, gue le
permita seguir facilmente el contornd de la leva, y asi el dfscﬁo pueda centrarse en
obtener un perfil adecuado de ella.

Otro método para clasificar las levas es de acuerdo con el movimiento de salida
caracteristico, permitido entre €l seguidor y el marco de referencia. Por ende, algu-
nas levas tienen seguidores de movimiento alternativo (traslacién) (ver figuras 3.1
a,b,dy 3.2 a, b), en tanto que otras lo tienen 6scilante {rotacion) {ver figura como
en las figuras 3.1 ¢y 3.2 ¢, d ). Ademas, una subdivision posterior de los seguidores
de movimiento alternativo se basa en el hecho de si la linea central del vastago del
seguidor es excentrica, en reiacion con ei centro de ia ieva, como en ia figura 3.2 a,
0 fadial Coino 5¢ picscira cin la figuia 3.2 b.

En todos los sistemas de levas el disefiador debe asegurarse de que el segnidor

se mantenga en contacto con la leva.

3.1. Terminologia de las levas

El punto de traze es un punto teorico del seguidor; corresponde al punto de un
seguidor de cufia ficticio. Se elige en el centro de un seguidor de rodillo o

sobre 1a superficie de un seguidor de cara plana.
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Figura 3 3: TERMINOLOGIA DE LAS LEVAS
22

Lacurvadepaso esellu
el seguidor se mueve en relacion con la leva. Para un seguidor de cuiia, la
curva de paso y la superficie de la leva son idénticas. En el caso de un seguidor

de rodillo, estdn separadas por el radio del rodillo.

Fl circulo primario es el mas pequefio que se puede trazar con centro en el gje de
rotacion de la leva y tangente a la curva de paso. El radio de este circulo es

R..

El circulo de base ¢s el circulo mas pequefio con ceéntré sobre €l eje de rotacion
de la leva y tangente a la superficie de ésta. En el caso de un seguidor de
rodille .
del rodillo y, én el caso de un seguidor dé cara piana, es idéntico al circulo

primario.

3.2. Diagrama de desplazamiento

En el disefio de levas lo importante es la seleccion de las funciones matemati-
cas a utilizar para definir el movimiento del seguidor. Para ello, hay toda una se-

rie de curvas estandar por medio dé las cuales resultara mas senicillo efilazar los
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movimientos des_gados de manera que se evite las percusiones y brusquedades én el
movimiento del segdidor.

El diagrama de desplazamiento es la representacion de la posicion del seguidor
respecto de 1a posicion de la leva.

Dada la amplia variedad de tipo de levas y sus diferentes formas, poseen también
ciertas caracteristicas comunes que permiten un enfoque sistematico. Por io comin,
un sistema de leva es un dispositivo con un solo grado de libertad. Es impulsado
por un movimiento de entrada conocido, casi siempre un eje que gira a velocidad
constante, v se pretende producir un movimiento de salida determinado que se desea
para el seguidor.

Durante [a rotacion de la leva, el seguidor gjecuta una secuenbia de movimien-
tos de subidé y bajada. Al producirse un ciclo de movimiento completo, es decir un
giro de 360°, el seguidor se mueve describiendo una forma similar a la de la figura
?9. En este diagratma tipico se ha elegido como ejemplo un petfil aibitrario de leva,

el eje de las abscisas representa el dangulo de giro (0) con una longitud total igual al

marim aten Aol pivnnla mriniarin Aanneeallads fan 1n ordfinn aa miractra 1 navton andn
P\Auu\.’uu VIV R VYR VAT FAE 1.!1 SAREUL AV Wikl A RICAMAYS \\Jll E3 " AR hWwid O u.lu\:_auu A P(-l-l L WLl
una de 30°) v el eie de las ordenadas representa el recorrido del segmidor (). En

1a figura 3 .4 el seguidor debe cumplir con unas leyes de desplazamientos deseadas.

Lrdican,

-
1

Fuente: Shigley, J. Teoria de mdquinas y mecanismos

estas se disefian a partir de especificaciones de movimiento preestablecidas. Las
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caracteristicas esenciales de un diagrama de desplazamiento tales como la duracion
de los tramos de subida, bajada o detencion, y la elevacion total del seguidor son de-
terminados por la aplicacion que uno desea. Se debe tener en cuenta que las curvas
de empalme de ‘subida y bajada deber ser constrindo$ ¢on précision para evitar la
falla o destruccion del mecanismo. No olvidemos que la leva y el seguidor forman
parte de un sistema mecanico dinamico con propiedades merciales y de impacto.

| Mosiieinos uit gjempio dado en [6], el caso de doble deteisiinienio, uaa leva de
doble detenimiento impulsa una estacion alimentadora de piezas en una maquina de
produccion que fabrica pastas dentales. Este seguidor de leva alimenta ﬁn tubo de
pasta de dientes vacio (durante ei detenimiento bajo), iuego ic mueve a ia estacion
de carga (durante la subida), lo mantiene totalmente inmévil en una posicion ex-
trema critica mientras la pasta de dientes es vertida por el fondo abierto del tubo
(durante el detenimiento alto), vy luego retrae el tubo lleno de vuelta a la posicion
de inicio (clcro) vy lo-mantiene en esta posicién extrema critica. En este punto, otro
mecanismo (durante el detenimiento bajo) recoge el tubo y lo lleva a la siguiente
operacion, la cual podria ser sellar el fondo del tubo. Se podn’é_ utilizar también una
leva similar para alimentar, alinear y retraer ef tubo en la estacion de sellado de

munactran an N A;r)n-rr)m
Al L4Ad LRA4A,

'Ff\ﬁAf\ T a0 ﬂ(‘ﬂﬂf‘fﬁf‘")r‘iﬂﬂb" AT 1IN lﬂ‘m "~ s oo Le ] f‘ﬂ
LS P & WALEAWALLE LA RS LR L AL A Y e W At P BAR G NWratbd LAEd ok G W

temporizacidn de tiempo fignra 3.5, aue representa los eventos especificados en el
ciclo de maduina ( ciclo de maquiha se défine conio una révolucion de su ¢j¢ motriz

maéstio). En ¢l diseiio de levas se debe tener en cuenta la funcién matematica que

Figura 3.5: DIAGRAMA DE TEMPORIZACION DE UNA LEVA

Movimienin
mm o pulg
1 Deerdmicn-
o alto
I
De(minfim— Subids Bajada
1 bajo
o L -
0 ) 150 px (] 360 Asgalo drdeva 6 grados
[ .25 050 Q.75 b0 Trempo t E]

Fuente: Norton R.Disefio de maquinaria
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de empalme, ver [1]
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Capitulo 4

Calculo del orden de contacto en el

diagrama de desplazamiento.

En el disefio analitico del perfil de una leva plana es importante calcular el orden
de contacto de la curva de empalme ya que ello nos indicara la suavidad del perfil
en los puntos de empaime. A mayor orden de contacto mayor suavidad del perfii en

los puntos de empalme.

En un diagrama de desplazamientos ??, se puede identificar una porcion de la
grafica conocida como subida, en donde ei movimieuto del seguidor es nacia afuera
del centro de la leva. La subida maxima se liama elevacion. Los periodos durante
los cuales el seguidor se encuentra en reposo se conocen como detenciones y el
retorno es el periodo en el que ¢l movimiento del seguidor es hacia el centro de la

leva.

Las detenciones se consideran partes de circunferencias, dado que las circunfer-

encias tiene curvatura constante (inversa del radio)

En lo que sigue consideraremos las ecuaciones que mavormente son considera-
dos en el disefio analitico del perfil de una leva plana [7] donde L es la subida total,
o elevacion, 0 es el dngulo del arbol de leva y [ es el angulo total del intervalo de

subida ( o de retorno):
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La ecuacién para una subida con movimiento arménico simple esta dada por:

y(0) = = (1 — cos(=)) 4.1

b b

La ecuacion para una subida con movimiento cicloidal esta dada por:

0 1 270

y(8) = (:— ~ 5 sen( 5

) (4.2)

La ecuacion para una subida con movimiento armonico modificado esta dada por:

E 7l 270
2

y(0) = 5 {{(1 —cos(—)) — 7 (1 - COS(—)J] (4.3)

La ecuacion para un retorno con movimiento arménico simple esta dada por:

18

¥ =— (1 + cos(— 3

) (4.4)

La ecuacion para un retorno con movimiento cicloidal esta dada por:

ye) =5 [0+ roe(—)) -z~ ms(gf—"))l (4.6)

Los polinomios de empalme gue cumplen con la ley fundamental de disefio de

levas son aquellos de grado no menor de 5 y las cuales tienen un orden de contacto al

an Ane T ag amranianac narg 33ma enhide san macnmiantas nalinamial Aa aradae
A MALLT, A M WL LA y“-lu AAMALE DA ELLAR WLIEL AL ¥V ARALIWIALYLS yvlu_l\.lllllul el 6‘““\)\’
5,7y 9 (ver [1] pagina 63) son:
0 0 0
P =6(2)° - 15(3)* +10(<)* (4.7)
& 5 A
o ¢ o 0.5 0 ¢ .
Q@A) =35 (5)4 — 84 (5) +70 (5)6 —20 ('ﬁ")T (4.8)
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R(#) =126 (%)-3 — 420 (%)ﬁ + 540 (%)7 — 315 (%.)8 +70(

!

4
B

Para hallar los ordenes de contacto de las ecuaciones antes mencionadas, con-

) (4.9)

sideraremos las ecuaciones 4.1, 4.2 y 4.3. Las otras ecuaciones se desarrolian en

Para cimnlificar loc cdlculos concideremos I — 1 A — 1vgean — &

- bt AL AL AR el M LA LR RS ARLAR RS R bl bl ﬁ'

i. Haiiemos el orden de contacto de ia curva 4.1 dada en su forma parameétrica
por:

a(u) = (u, 1-— m;(wu))

con lasrectas y = 0 e ¥ = 1 en los puntos (0,0) y (1,1).

Primero con Jlarectay =0 . Sea f(u) = 1—;,-0;@ u)

flo)y=19

o sen(m )

f’(’u)——z——— = f0)=0

@ cos(mu)

[ u)= — = J(0) =

],

Por lo tanto 4.1 tiene orden de contacto uno con larecta y = 0 en (0,0).

—CO.'.‘(‘!T ﬂ) — 1

Segundo conla rectay = 1 . Sea f{u) = > .

flly=0

_ wsen(mu)

J'(u) —a = =0

Por lo tanto 4.1 tiene orden de contacto uno con larectay = 1 en (1,1).

2 Hallemos el orden de contacto de la curva 4.2 dada en su forma paraméirica
pot:

a(u) = (u, u— -2—% sen(2mu))



con lasrectas y =0 e y = 1 enlos puntos (0,0) y (1,1).

Primero coniarectay =0 .Sea f(u) = u— 5= sen{2nu)
f0)=0

Siuw)=1- cqs(?nu) = J0)y=20
F(u)=2rsen(27u) = f'(0)=0
FUYy = Artcos(27w) = FUUHOY - Ax?

Por lo tanto 4.2 tier;e orden de ‘contacto dos con larecta y = 0 en (0,0).

Segundo con larectay =1 . Sea f{u) = u — = sen(2mu)— 1

f =0

fl(w)=1—-cos(2ru) = f'(1)=0
S uy=2rsen(Zruy) = [ (1)=0

f'(u)y=4n%cos(2mu) = f'''(1)=4a*

Por 1o tanto 4.2 tiene orden de contacto dos con larecta y = 1 en (1,1).

3. Hallemos el orden de contacto de la curva 4.3 dada en su forma paramétrica
por;

a(u) = (u, -;- {1 —cos(mu)) — EAL: (1 —cos(2mu))})
conlasrectasy =0 e y = lenlos pun_tos 0,00y (1,1).

Primero conlarectay =0 .Sea

Jlu) = 3100~ cosmn) — 1 (1 — cos(2ma)]

1
2
J(0)=0
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') = wsen{mu) 7sen(27u)

_ - = f{®=0
; ; J'(0)
ey = TSt T eos@ru) gy g
2 2
f’”(u):WSSEW-(QW””-)_E"EE;;M = fm(o):()
Al o) ) 37
f(i‘”)(u) = 271'4 008(271'%) - ?_T__(”';k& = f(”’)(o) = J;T

Por lo tanto 4.3 tiene orden de contacto tres con la recta y = 0 en (0,0).

Segundo conlarectay =1 . Sea

flu) = -;-{(1 —cos{mu)) — = (1 = cos(2mu))] —
71 =0
Flu) = wser;(vru) B ﬂsenfvru) N F'(1) =0

) = wleps(nu) 7wl cos(2mu)

. Iy -
- =T s =0
f”’(u)zfr'gsen(Qﬁu)-—E—Sf—;(ﬂ)— = f'""1)=0
4 4
f¥ () =27 cos(2mu) — Lﬁg-(f—u—) (1) = BTﬂ

Por lo tanto 4.3 tiene orden de contacto tres con [arecta 1 = 1 en (1.1)

Notemos de ia figura 4.1 que todos estas curvas excepto la curva 4.3 (color 10jo),

tienen un mismo punto de inflexion en (1/2,1/2),
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Figura 4.1: CURVAS DE EMPALME

curva 4.1 (color magenta); curva 4.2 (color amariflo); corva 4.3 {color rajo); cnrva
4.7 (color verde); curva 4.8 (color azul); curva 4.9 (color celeste)

El software CAD SOLIDWORKS es una aplicacion de automatizacion de dis-
efio mecénico que permite disefiar modelos mecanicos con dibujos detallados y

hacer simulaciones con operaciones y cotas [2].

DACMH T Ca inoracn nl rjnnw!rnr
(WA VA YL &

al 1
Frey 4

(VRO LR CH S VT H TR

Luego se muestra una ventana 4.3, donde se escogera io que se desee reaiizar

(por ejemplo : abrir un archivo, crearun nuevo disefio, emsamble, etc )
En nuestro caso serd crear un nuevo disefio para lo cual se busca en la parte
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Figura 4.2: ICONO DEL SOLIDWORKS

v Edition

- DS SOLIDWORKS

2014

B Wi o s; P At TS

Fuente: Propia

superior un icono de un hoja y se le un click. Posteriormente aprece una
ventana con ires opciones. En ia cuai se escoge pieza (ver figura 4.4).y con-
Cluifnos coii &l proceso haciendo ui click
A continuacion se presenta una nueva ventana (ver figura 4.5) donde em-

pezarémos el disefio

PASO2 .

En 1a narte suneri
r r

ciones (ver figura 4.6): Alzado (frontal), Planta v Vista lateral.

Ln
<y
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Al darie un ciick se muestra una ventana (ver figura 4.7), en ia cuai se con-

sidéra croquis.

PASO3 .
5i



Figura 4.6: OPCIONES DEL SOLIDWORKS

m Anotacuones ;
'§- Matenai <sin esgeaf‘can '

f Js-Origen
h .

TR e ey ————

b F I, ] TALAF /AR TENMA PRUTT AT TTRNST AT O
ripuid 4./ WUOCIVINGD LR SUNALIWURIND
Amia T nfalee’ s [ it ¥ S, | i) ¥ SFulitond i st .%¢5 ﬂ:igjz_\,"" -'imm h;m

F T YT IS wa T

Fuente: Propia

FPara disefiar ia ieva se considera circunferencias. Fara io cual se seiecciona

7 {(vor figura 4.8) ¢l icono de circulo.
Luego se selecciona el centro de la hoja y le damos click (ver figura 4.9)

En seguida se crea una circunferencia (ver figura 4.10)

Para el disefio de 1a leva debemos crear dos circunferencias concentricas de
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Figura 4.8: DISENO DE LEVAS EN SOLIDWORKS
oY1k Archivo.  Cdicidn  Ver  Imietior Hemﬁeﬂ

cequu cot (> -I@‘T - & 8 ?f cSun
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| Operaciones { Croquis [ Cha cmma tn circuto: Setecéione of

. ! centro del a‘rw!oy s continuacién,.
AN . #trastre pasa esteblecersu radio.
R L e etk i

[}

£q
\
i
1

Fuente; Propia

Figura 4.9: DISENO EN EL SOLIDWORKS

ANEAE A BB R

Fuenie: Propia

radios 40 y 80 mm. respectivamente.(ver figura 4.11)

Para dar por terminado al disefio de las circunferencia, dar click en el scheck

de color verde (ver figura 4.12).

Hasta el momento se tiene dos circunferencias concéntricas. Para concluir
con ellas tendremos que darles las cotas respectivas. En la parte superior de

la pantalla (ver figura 4.13) demos click en el icono de cota.

En seguida se selecciona la circunferencia a la cual le daremos medida. En

nuestro caso la circunferenca interior (ver figura 4.14)
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Figura 4.10: DISENO EN EL SOLIDWORKS
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Figura 4.11: DISENO EN EL SOL]DWORKS
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Fuente: Propia

Aliofa S€ nueve el Cursof para wit lado pafa ienel mayol comodidad y se
observa que aparece una ventana en la cual puedes poner la dimension que

deseas ( para nuestro caso 80 mm debido que el radio era 40 mm) y en seguido

tLn
.



Figura 4.12; DISENO EN EL SOLIDWORKS

Fuente: Propia

Figura 4.13: DISENO EN EL SOLIDWORKS
' oA YNe TalR Arcko  Ediién  Ver |
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oo a s TR
rueiie. ciopia

dar click en el scheck ver figurade y luego se repite la operacion para darle

dimension a la segunda circunferencia (ver figura 4.15)

De ese proceso se obtienen las circunferencias concéntricas. Para poder seguir
con ¢l disefio de 1a leva se da click en el check ver figura de la parte lateral

1zquierda (ver figura 4.21)

PASO 4 . para el disefio del perfil de la leva consideremos la curva sinuidal, uti-
lizando su ecuacién paramétrica. Para esto primero se ubica el icono de spline
y seleccionamos en la flecha (ver figura 4.22), en seguido se selecciona curva

conducida por ecuacién (ver figura 4.23)
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Flgura 4.14: DISENO EN EL SOLIDWORKS

Figura 4 15: DISENO EN EL _SOLIDWORKS

e T e e A iy

Fuente: Propia

narece una ventana en la n 1t

— —— . e 4—!1— - A5 s
escoger de las ecuaciones. Para el diseiio requerido se seleciona paramétrica

(ver figura 4.24)

Se escribe en las casillas los datos requeridos tanto para x como para v ¥

sus respetivos limites segin requenmientos, seguido dar click en el check. En

seguida se muestra grafica la curva (ver figura 4.25 y 4.26)

Para la parte inferior de la curva de enlace se desarrolla el mismo proced-

Y0y m-u

n

SN



Figura 4.16: DISENO EN EL SOLIDWORKS

Rl

Fuente: Propia

Figura 4. 17 DISENO EN EL §OLTDWORKS
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Figura 4.18: ICONO DEL bOLlDWORKb

ey

Fuente: Propia
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Figura 4.19: DISENO EN EL SOLIDWORKS
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Fuente: Propia

___.____‘I

Figura 4.20: DISENO EN EL SOLIDWORKS
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imiento pero considerando la ecuacion correspondiente (ver figura 4.27 y

4.28)

Ahora pasamos a cortar todos los excedentes para eso selecionamos el icono
de recortar entidades y asi obtenemos el perfil de la leva (ver figura 429 y
4.30)

Lo mismo con la parte intenior y queda lista ¢l perfil de la leva (ver figura

431)
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Figura 4. 21 DISENO EN EL SOL]DWORKS
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Figura 4.23: DISENO EN EL SOLIDWORKS
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Fuente: Propia
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Figura 4.24: DISENQ EN EL, SOLIDWORKS
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Fi lgura 4. 25 DISENO ENEL. SOLIDWORKS
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Figura 4.27: DISENO EN EL SOLIDWORKS
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Figura 4 28: DISENO EN EL SOLIDWORKS

D160
@80

Fuente: Propia

[}



. Figira429:
8155 sorromonis—fd

Fueﬁte: 'Pfopia

63




Capitulo V

MATERIALES Y METODOS

El presente trabajo de investigacion es de tipo tecnologica ya que se aplica los

conocimientos de la teoria de contactos para disefiar el pérﬁl de una leva plana que

evite las percusiones y brusquedades en el movimiento del seguidor, para luego ser

simulados haciendo uso del software SolidWorks.

El nivel de investigacion es aplicada ya que se trata de buscar el orden de con-

tacto entre dos curvas. A mayor orden de contacto mayor suavidad del perfit en los

puntos de empalme |3]

La estrategia metodologica a usar se dividio en las siguientes fases:

la técnica del fichaje en sus distintos tipos.

Desarrollo de la teoria de contactos. Definicién de las terminologias de levas

y seguidores, y diagrama de desplazamientos (ver capituio 2y 3).

.. - .
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]‘:If‘ n
H Y

(3183]
WpAlidana s Friwhe IV

efio de levas [7] y Calculo del orden de contacto en ¢l diagrama de desplaza-

mientos de las cuivas de etipalme recopilados (ver capitulo 4).

Grafica de las enrvas de empalme usando 1as diversas ecuaciones frecnentes

y polinomios de grados 7y 9.
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» Finalmente se desarrolla la simulacion de la leva plana en el software Solid

Works

V.1. Simulacién de la leva plana en el software Solid-

Works

Para la simulacion de la leva plana, se consideré una leva que esté formada por
circunferencias de radio 8 y 4 unidades con una subida total de 1. = 4 unidades v el

angulo total del intervalo de subida 3=2n/3.

Figura V.1: CURVAS DE DESPLAZAMIENTO
¥

%f

Fuente: Propia

Las curvas de empalme de subida a considerar para la simulacion son las dadas
por las ecuaciones 4.1, 42 y 4.3, va que ¢llas tienen orden de contacto 1, 2y 3
respectivamente. 1,45 ecuaciones antes mencionadas considerando L = 4 unidades
y 3 =2w/3son;

La ecuacién para una subida con movimiento armonico simple

y(0) = % (1 co.s(f—@g;/——%—/ﬁl).) +4=06- ZCOS(%Q- - %) V.1
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Figura V.2: LEVA CON CURVA DE EMPALME, MOVIMIENTO ARMONICO
SIMPLE DE ECUACION DE SUBIDA V.1 Y RETORNQ, SIMETRICO DE V1
CON RESPECTO AL EJE POLAR o _

[y } I o e
ta D “"“l—--

— Comn maysmady
'Tﬂ'ul-»t—z

L R R Ll L T RN

Fuente: Estudiante de apoyo

La ecuacion para una subida con movimiento cicloidal

(@—=/6) 1 2w {6 - n/6) _ 2cos(36) 60+ 37
—))+4= — T

y(6) = 4( 27/3 “‘2_;';58”( 2%/3

2(0) = 2cos(39) 60 + 37 V)
m
La ecuacion para una subida con movimiento armoénico modificado
4 7 (6 — n/6) 1. 27 (6 — w/6)
y(0) = 51(1 ~ cos(—5 =) = 3 (1 = cos(=—5 =)
1]
(V.3)

y{0) = —ZSen(— + ) + sen(36)/2 + —

Para ]a simulacion de la leva se utilizo el software CAD SOLIDWORKS [2]

considereando las ecuaciones V.1, V.2 y V.3,
En primer lugar se diseiio una base de leva (con las ecuaciones dadas), un eje y



Figura V.3: LEVA CON CURVA DE EMPALME, MOVIMIENTO CICLOIDAL
DE ECTTACION DFE STJRINDA V.2 Y RETORNO, SIMETRTCO DE V.2 CON RE-

SPECIOQ AL EJE POLAR V.2
[ A 0o

Wil dr i ik’ PO ¥ i

& - ‘mm‘u " Whomime | 01y — 8 Fit
4 bairr B bean m-ﬂlﬁ.mﬁ-*iMQOi— [ biyirayd
"‘-""‘.,.',.,.am;gmﬂ" o T e VL W e S, 1

T T NI

Fuente: Estudiante de apoyo

Figura V.4: LEVA CON CURVA DE EMPALME, MOVIMIENTO A'RM(')NI(_JU
MODIFICADO DE ECUACION DE SUBIDA V.3Y RETORNO, SIMETRICO DE
V3 CON RESPECTO AL EJE POLAR

Fuente: Estudiante de apoyo

Ia leva(ver figura V.5).

Para iniciar la simulacidn se ensambla todas las piezas con las relaciones debidas
de posicidn (ver figura V.6)

Ei siguiente paso es entrar al estudio de movimiento, en ¢l cual se configura el

movimiento de Ia leva con un motor especificando el rpm{ver figura V.7)
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Figura V.5: BASE DE LA LEVA

Figura V.6: HERRAMIENTAS PARA LA SIMULACION
T~
@ ensamble ecuacion 4.3 (Predetermi]
2" Historiat
(&) Sensores
it LBMCW
X Atzsdo
2D Phnta
B Vista letecz!
-4, Origen
-t G () base delevas - copiaci>
Iy % {-) seguidor de tevas<1> (Pred
-G (<) jé porta leva< 1> (Pradete
v @ (-}ievad 3<T> (Predeterminado- |l
= BB Refaciones de posicién !
{O) Concéntrica3 (base de feves
N\ Paraletol {base detevas - ¢
- & Coincidente {bese de tevas |
- §0) Concéntricad (base de levas
N\ Paraleto? (base de levas - ¢ t

Fuente: Estudiante de apoyo



SIMULACION.

i A B

PRI

ego se va al icono de trazados'y, que

en este cago seriael de desplazamiento, velocidad y aceleracién, se seleccionauna

sub-  °  categoria " vdlocidad -]ingal‘-_ oy

.. . P ST T T .
aceleracion lineal, para la- misma componente-que seria el gje-y el seguidor de




Pl ] f‘ﬂ ") lﬂ‘m munavza an aco ] 10NN AD
AR Liw dah Lw b3 i~ PR LTI LV )

Q ta ca Ao win nlinl &
Yo ST IMULVe O LB o 5C La j L0

gie. riorment un click en ¢

calenlar, v se tiene Ia infmmécinn bnscada (ver figura V.8).
Considerando este mismo procedimiento se obtuvo los siguientes resultados que

a continuacién se presentaran para las levas disefiadas con las ecuaciones de em-

palme V.1, V2, V3ylos polinomios de grados 7y 9 a diferentes rpin.
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Capitulo VI
RESULTADOS

Una vez ensamblada la leva, el seguidor de cufia con las relaciones debidas

ok

a leva con un motar especificado

] movimiento de

L] 2 g ' iAo - =

ot

i:}...
rD
4,
r]
=2
o]
3
<
L]
o]
=]
k|
E
12
[be]

a diferentes rpm, se-determina el movimiento del seguidor -a través del sotfware
SolidWorks.

La leva a considerar estd formada por circunferencias de radiom = 4yn =8
unidades con una subida total de . = (n — m) = 4 unidades y el angulo totat del

intervalo de snhida 3 = 22 — £ = 2.1/3 T.a curvas de empalme estan dadas por:
Para la ecuacian V.1 y(f) = 6 — ‘Zr*m:(%‘? 3
Para Ia ecnacidn V.2 w(m M + Sol3n

Para la ecnaciin V.3 y(f) = —?.sen»{% +Z) 4+ sen(38) /2 4+ %

-

Tambien se consideran polinomios de grados 7 (€,

W

() y 9 (R(x)), ya que ellos

-

tienen orden de contactos 3 y 4 respectivamente ver{1]. En este caso, estos poli-

noimios cumplan las condiciones

O e fEBY IS LI Py T Ny o T ¥ Py FO) W T tey —
W\I Uj 7 "35 \ll/U}“"w \IIU} IIU}

Q(5n/6) =8 . Q'(51/6) = Q"'(5x/6) =Q""'(5x/6) =0

‘e

R(n/6)=4 ., Rr/6)=R""(n/6)=R'"'(n/6) = R"n/6)=0
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R(57/6) =8 , R'(5%/6) = R''(5%/6)= R'''(57/6) = R*(57/6) =0
[ [P PR, My, | DEE [T oI e JU ey -
14ao HUU lJ‘ ALELILGHL 1kalicd 1UY CVURILILIVHLGY UC LUD p LALL LEROID
0l = 207 13125 70875 _ lo3725 , 280665 ,
‘ 024 5127~ @ 35672~  1%8a7 ¢ 6dnt ©
(200223 76545 , 10935 ,
3zt 16wt Ba?
are - J6519  B90625 1063125 , 4181625 . 19518975
WOT o768 T 16384n 0 004872 © | 1024n° © 1024nt
27602127 , . 11711385 , 5806485 ,
1250 12876~ 6dm
| 6200145 , 688905
1287 © 7 6dm® ¢

Los resultados de la simulacién de las diferentes ecuaciones de empalme usando

el software Soliderks son los siguientes:

Figura VL1: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 40 rpm PARA LA
ECUACION V.1
I
EV 3 TS AT T . R SR M a0, "~
o J 0 “e— et ,.}. " , . _— ’ (. e 1 -
aﬂ 2 1N o T_.. e ? h ,_l,, .,,k.: PR - “{,,,.w JRp A, ;,, .. T -
€ 0er o&0 130 (B0 240 300 3B0 420 A4S0 540 600
g Tizm po (s2c)
£,
g 1009 P o g ey R
S 1352 TR N AT
51305 ; ; 4 —— ——t
§ 600 650 120 180 240 366 JED 420 4B0 540 600
E Twmpn {zec)
r.3

Fuente: Estudiante de apoyo

Cabe indicar que para introducir las ecuaciones at software SolidWorks, deben

estdr expresadas en ¢codrdenadas polares donde ¢l radio es la funcion dada.
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Figura VI2: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 60 rpm PARA LA

RCITACTON V.1

£ 64

dz (mm/

.} Velocida

380
Tiem po (sec)

fceleracion (tnmfsq

300
Tiempo (sec)

245 360

Fuente: Estudiante de apoyo

Figura VL3: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 80 rpm PARA LA

ECUACION V.1

E
5242_
3 g

d
]

Welocidad2

E
£ >
§ 0.6 2] .20 180 240 .3.00 360 426 480 540 B.O0
= Tiempo {sec)
2
Fuente: Estudiante de apoyo
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Y —
g TING T TTN w i iy
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g 000 .60 120 1.80 240 aea 360 4.2 £ 8% §40 6.00
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€ 5624 T
2 e
o +
E 000 060 120 180 240 300 380 420 480 S4 6
g Tiempt {sec)

Fuente: Estudiante de apoyo
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Figura VI.5: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 40 rpm PARA LA

. .
ECITACION V.2

L]

€ 157 3

g %3
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g 4.00 250 3.00 3.50 4409 430 500
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Erose

e %1

$ o ¥
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Fuente: Estudiante de apoyo
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Figura VI.7: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 80 mm PARA LA
ECUACION V.2
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Figura VL.8: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 100 rpm PARA LA
RCUACTON V2

2
o }
2 B t
; ) bag 050 1.00 1.50 208 250 3.60 3.58 * 00 450 5.00
s Tiem po (sec)
£
E 5E82
£ *
3.5?21 4
§ 0.08 0.5¢ 1.00 1.5 2.0 250 300 350 &4 00 450 B3]
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Fuente: Estudiante de apoyo

T A T

Figura ViL.9: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 40 pm PARA LA
ECUACION V3
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Figura VI.10: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 60 rpm PARA LA
ECUACION V.3 -
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Figura VL1I: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 80 rpm PARA LA
F(‘UA(‘ION V.3
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Tiempo {sec}

000 o5 180 150 200 25 300 30 £00 450 500
Tiempo {sec)

hes laracidn (rrin/aJ' Velocidadd (mvs

Fuente: Estudiante de apoyo

- TTrT 1A ra Y t kN alsl . ThA TY A T A
rigurd vila, VOIAMN NHIALY I ﬂbDL‘DMb CUIN 1UY TP PAIRA LA

ECUACION V.3

-
3

Velociadd {(mmvs|
i3

- %
o.0a 050 100 150 2.60 250 308 350 408 450 5.00
Tiempo {sec)

}
150 206 250 360 350 400 450 500
Yiem po {sec)

feeloracién? (mrisq

Fuente: Estudiante de apoyo

Figura VI1.13: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 40 rpm PARA LA
ECUACION DEL POLINOMIO Q( 1:)

Fuente: Estudiante de apoyo
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Figura VL14: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 60 rpm PARA LA
ECUACION DEL POLINOMIO Q(z)
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Fuente: Estudiante de apoyo

Figura VI.15: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 80 rpm PARA LA
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Fuente: Estudiante de apoyo

Figura VI.16: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 100 rpm PARA LA
A
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Fuente: Estudiante de apoyo
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Figura V1.17: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 40 rpm PARA LA
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Fuente: Estudiante de apoyo

Figura VI.18: VELOCIDAD Y ACELERACION CON 100 rpm PARA LA
ECUACION DEL POLINOMIO R(x)
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VII. DISCUSION

De las graficas obtenidas en la simulacion se observa que st el orden de contacto

movimientos bruscos y desgaste en los elementos que intervienen.

La teoria de contactos permiti¢ determinar en forma analitica que curva de em-
palme es el adecuado para un disefio de leva. Si se tuviera otra curva que no se
considero, a través de esta teoria podemos aceptarla o descartarla.

El software SolidWorks en este caso perrite hacer la simulacion a diferentes
pm y determinar la curva de em

DNe las simnlacinnes ohtenidas nndemons ohservar aue 1a ecnacion V.1 que tiene
orden de contacto 1 en el diagrama de desplazamiento, a 40 rpm, tiene mayor can-
tidad de picos en la aceleracion que cualquier otra que tenga orden de contacto
Superior a uno.

Tambien podemos observar en la figura de los resultados de las simulaciones,
que a mayor rpm y menor orden de contacto en el diagrama de desplazamientos, las
cantidad de picos en la aceleracion se incrementa.

De acuerdo con los requerimientos de fabricacion de una leva a una determinada
rpm, podemos determinar 1a curva de empalme mas adecuada.

Los polimonios cuanto mayor es el grado es mayor el orden de contacto.

La simulacién es importantes ya que repercute en los costos de disefio y fabri-

cacion.
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IX. APENDICE

En seguida se presenta una formula general para disefiar las curvas de empalme

nnnnnnnn lisnnsmin Ao ornda ) e

o annoidarn ar Aa radin ovy v
WAL Gl pROIIHGIHG UL B dUl D, {ul LULGIUVTA Uit i

rryrnFarannina ~
WLELRL AL AW WACLD W L CRNRRAG Fiir J’

con condiciones de enlace dadas por:
Rw)=m , R'(w)=R"(w)=R""(w)=R"(w)=10

R(z})=n , lR’(z) =R'"(z) =R"'(2) = R"(2) = 0

donde w < z ; (w, m) es el punto de contacto entre un detenimiento bajo y la curva
de empalme y (2,71} es el punto de contacto entre un detenimiento alto y la curva
de empalme.

El polinomio de grado 9 obtenido esta dada por:
R(x)=a+br+cx’+dr* + ex? + f2° + ga® + ha” + iz® + jz°

donde lns cneficientes estan dadas en IX 19 v se abimvieron con el Software Derive

6.1

(o
by



Figura 1X.19: COEFICIENTES DEL POLINOMIO DE GRADO 9
5
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Fuente: Propia
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