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II. PRÓLOGO 

El presente texto ha sido escrito para ser una guía en el tema: "Una Introducción a los 
Procesos EstocÆsticos", que se desarrolla en el transcurso de la formación profesional 
de la Escuela de MatemÆtica de la Facultad de Ciencias Naturales y MatemÆtica de la 
Universidad Nacional del Callao. 

Los cÆlculos que se presentan son una ayuda para entender los procesos estocÆsticos, 
para que los lectores entiendan sus cómo y por quØ y asimismo la interpretación de los 
resultados obtenidos. Deja bien claro que en ningœn momento se pretende adiestrar a 
los lectores en cÆlculos, sino en que aprendan los conocimientos teóricos bÆsicos sobre 
los procesos estocÆsticos (saber), es por eso que, en el presente informe aborda sobre 
temas introductorios para entender mejor sobre el este tema, aplicando los procesos y 
desarrollar una actitud positiva hacia el tema. Esto es, que los procesos estocÆsticos 
no solamente es cÆlculo o el simple uso de fórmulas o expresiones que aparecen en 
este y en diversos libros relacionados, si no razonamiento crítico basado en evidencias 
objetivas. Una vez que el lector haya asimilado los conocimientos introductorios de 
los procesos estocÆsticos y sus aplicaciones que brinda el presente texto, estarÆ en la 
capacidad de abordar a mayor profundidad sobre el tema. Sin embargo, el estudiante 
no debe conformarse con solo conocer sobre los procesos estocÆsticos, tambiØn tiene 
que saber sus aplicaciones en la teoría de la probabilidad de la mano a su carrera 
profesional. 
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La familia de las partes de Q, P(11), se verifica a la definición y es por 
tanto una a- ralgebra de sucesos, de hecho, la mÆs grande de las 
existentes. En muchas ocasiones excesivamente grande para nuestras 
necesidades, que vienen determinadas por el nœcleo inicial de sucesos 
objeto de interØs. Para su mejor comprensión, se elaboró los siguientes 
ejemplos: 

Ejemplo 1.1: Si se supone, un experimento consiste en elegir al azar 
un nœmero en el intervalo [0,1], el interØs se centrarÆ en conocer si la 
elección pertenece a cualquiera de los posibles su intervalos de [0,1]. 
La a-Ælgebra de sucesos generada a partir de ellos, que es la menor 
que los contiene, se la conoce con el nombre de a-Ælgebra de 
Borel en [0,1], P[o,n, y es estrictamente menor que P([0, 1]). 

Resumiendo, el espacio muestral se comprobó que viene acompaæado 
de la correspondiente a-Ælgebra de sucesos, la mÆs conveniente al 
experimento. La pareja que ambos constituyen, (O, A), recibe el 
nombre de espacio probahilizable. 

Seæalemos por œltimo que en ocasiones no es posible economizar 
esfuerzos y A coincide con P(9). Por ejemplo, cuando el espacio 
muestral es numerable. 

1.1.3. Probabilidad y sus propiedades 

Se conoce que la naturaleza aleatoria del experimento impide predecir 
de antemano el resultado que se obtuvo al llevarse a cabo. Se quiso 
conocer si cada suceso de la a-Ælgebra se realiza o no. Responder de 
una forma categórica fue un poco dificil, ya que fue imposible predecir 
en cada realización del experimento si el resultado va a estar o no en 
cada suceso. En Probabilidad la pregunta se formula del siguiente 
modo: ¿quØ posibilidad hay de que tenga lugar cada uno de los 
sucesos? La respuesta exige un tercer elemento que proporcione esa 
información: Una función de conjunto P, es decir, una función definida 
sobre la a-Ælgebra de sucesos, que a cada uno de ellos le asocie un valor 
numØrico que exprese la mayor o menor probabilidad o posibilidad de 
producirse cuando se realiza el experimento. Esta función de conjunto 
se conoce como medida de probabilidad o simplemente probabilidad. 
El concepto de probabilidad aparece ligado en sus orígenes a los juegos 
de azar, razón por la cual se tiene constancia del mismo desde tiempos 
remotos. A lo largo de la historia se han hecho muchos y muy diversos 
intentos para formalizarlo, dando lugar a otras tantas definiciones de 
probabilidad donde todas ellas de haber sido confeccionadas, 
careciendo de la generalidad suficiente que permitió utilizar en 
cualquier contexto. Por ello, supusieron sucesivos avances que 
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Ejemplo 1.3 En una urna que contiene 5 bolas blancas y 4 negras, 
llevamos a cabo 3 extracciones consecutivas sin reemplazamiento. 
¿CuÆl es la probabilidad de que las dos primeras sean blancas y la 
tercera negra? 

Cada extracción altera la composición de la urna y el total de bolas 
que contiene. De acuerdo con ellose tiene: 

P(B, n B2  n N3) = P(N3 	n B2)P(B2 1.131 )P(13,) ,  �
4
.-
4
.-
5 
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> Teorema de la probabilidad total 

Si los sucesos 4 , A2,..., A0  constituyen un partición del n, tal que 

P(A,)> O, Vi Vi, tendremos que cualquier suceso B podrÆ 

particionarse de la forma, B =U 1’ B n A. y tratÆndose de una t.1 

unión disjunta se puede escribir: 

P(B)= –P(B n A) ) =ÉP(B1 A,)P(A,). 
1=1 ¡=1   

Este resultado se conoce con el nombre de Teorema de la 

Probabilidad Total. 

> Teorema de Bayes 

Puede tener interØs, y de hecho así ocurre en muchas ocasiones, 
conocer la probabilidad asociada a cada elemento de la partición 

dado que ha ocurrido B , es decir, P(41 B). Para ello, recordemos 

la definición de probabilidad condicionada y apliquemos el 
resultado anterior. 

P(A,I B) = 
P(A, n B) 	P(B 1 A)P (A,) 

� w  
P(B) 	rP(B 1 A,)P (A,) 

Este resultado, conocido como el teorema de Bayes, permitió 

conocer el cambio que experimenta la probabilidad de 4 como 

consecuencia de haber ocurrido B. En el lenguaje habitual del 

CÆlculo de Probabilidades a P(A1 ) se la denomina probabilidad 

a 	priori y a P(A, 1 B) probabilidad a posteriori, siendo la 

ocurrencia de B la que establece la frontera entre el antes y el 
despuØs. ¿CuÆl es, a efectos prÆcticos, el interØs de este resultado? 
VeÆmoslo con un ejemplo. 
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1.2. Variable Aleatoria 

1.2.1. Definición 

El interØs al examinar el resultado de un experimento aleatorio no es 
tanto el espacio de probabilidad resultante, como la o las características 
numØricas asociadas, lo que supone cambiar nuestro objetivo de O a 

IR ó IRk  . Hay dos razones que justifican este cambio: 

El espacio de probabilidad es un espacio abstracto, mientras que 

R ó lie conocidos en los que resulta mucho mÆs cómodo trabajar, 
son espacios bien conocidos lo que resultó mucho mÆs cómodo 
trabajar. 

Fijar nuestra atención en las características numØricas asociadas a 
cada resultado implica un proceso de abstracción que, al extraer los 
rasgos esenciales del espacio muestral, permitió construir un 
modelo probabilístico aplicable a todos los espacios muestrales 
que comparten dichos rasgos. 

Las características numØricas ligadas, se trata de un experimento 
aleatorio, son ellas mismas cantidades aleatorias. Esto supuso que para 
su estudio y conocimiento no bastar ’a con saber que valores toman, 
para ello de conoció la probabilidad con que lo hacen. Todo ello exige 

trasladar la información desde el espacio de probabilidad a R ó 	y 
la œnica forma que conocemos de trasladar información de un espacio 
a otro es mediante una aplicación. En este caso la aplicación tuvo que 
trasladar el concepto de suceso, lo que exige una mínima 
infraestructura en el espacio receptor de la información semejante a la 
a-Ælgebra que contiene a los sucesos. Posteriormente, se ocupó del caso 
unidimensional, una sola característica numØrica asociada a los puntos 
del espacio muestral, el espacio imagen fue R. En IR, los intervalos 
son el lugar habitual de trabajo, por lo que mÆs conveniente serÆ exigir 
a esta infraestructura que los contenga. Existe en IR la llamada a-
Ælgebra de Borel, fi, que tiene la propiedad de ser la menor de las que 
contienen a los intervalos, lo que la hace la mÆs adecuada para 

convertir a R en espacio probabilizable: (IR, fi). Estamos ahora en 

condiciones de definir la variable aleatoria. 

Definición 1.7 (Variable aleatoria): Se consideró los dos espacios 

probabilizables ((O, A) y (IR, fi). Una variable aleatoria es una 

aplicación, X : O �> IR, que verifica: 

JC’(B)EA, VB e 13. 
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imagen de la aplicación. La a-Ælgebra de sucesos con la que se denota a ak  

para hacerlo probabilizables es la correspondiente a-Ælgebra de Borel flk , que 

tiene la propiedad de ser la menor que contiene a los rectÆngulos 

(a,b1-= 	 con 

a =(ai ,...,a,), b = (bi ,...,bk ), y �0o a, 	< +0o. De entre ellos merecen 

especial mención aquellos que tiene el extremo inferior en 
k 

–CO, S x  = 	 a los que denota región suroeste de x, porque sus 

puntos estÆn situados al suroeste de x. 

Definición 1.8 (Vector aleatorio) Un vector aleatorio, X = (X1, X2  , ..., 

X=(X1 , X2 ..... X1C), es una aplicación de O en R", que verifica 

X-1(B) EA, VB Efik. 

La presencia de una probabilidad sobre el espacio (L2, A) permite al vector 

inducir una probabilidad sobre (IRt, ¡3k ) 

1.3.1. Probabilidad inducida 

X induce sobre (IRk  , fik  ) una probabilidad, Px  , de la siguiente forma: 

Px  (B) P(X-1  (13)),VB e fik . 

Es sencillo comprobar que verifica los tres axiomas que definen una 

probabilidad, por lo que la tema (Rk  pk Px  ) constituye un espacio de 

probabilidad con las características de (1), A, P) heredadas a travØs de X. 

1.3.2. Funciones de distribución conjunta y marginales 

La función de distribución asociada a I. se define para cada punto 

x = 	xk  ) de Ile mediante: 

F x  (x) = Fx 	x k )= Px  (S x )= P (X e Sx  )= P(n{x , 	j. 
,=1 

De la definición se derivan las siguientes propiedades: 

No negatividad. - Consecuencia inmediata de ser una probabilidad 

Monotonía en cada componente.- Si x y, es decir, 

x, 	yi , ¡= 1,..k, S� c Sy  y Fx (x).. Fx  (y). 
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x 
1’D 	--  

E(t )= x k  1 
r  e 2  dx ={ 

-a°  -.1 22r 	tnÆn, S -- n 

Ello supone que E(X)=0 y V(X)= E(X2). Para obtener los 

momentos de orden par: 

X2  X2  
1 fel  2n 

x e - Ca= 2  2 f–’ x n e dx.  
M2n =�C� 

\127T ° 

Integrando por partes: 

2 
X 

x2ne-Tit=  

x2 	 x2  21 –co 
	

+Go 
_x2 n -le  2 I 	(2n �14 x2n-2e--2  dx=(2n-1).10  x2n-  

2e 2  dx ,
o  

Lo que conduce a la fórmula de recurrencia M2n = (2n-1)m 2n-2 Y 

recurriendo sobre n, 

M2n = (2n �1)(2n � 3)...1 � 

La varianza es: 

2n(2n �1)(2n � 2)...2.1 _ (2n)! 
2n(2n � 2)...2 	2"n! 

2!  
V(X) = E(X 2)= 	=1 

2.1! 

l> Normal con parÆmetros p y 0-2  

Si Z � N(0,1) es posible comprobar que la variable definida 

mediante la expresión X = 0-Z -F es N(p,a2). Teniendo en 

cuanta las propiedades de la esperanza y de la varianza, 

E(X)= o-E(X)+ p= p , var(X)=cr2var(Z)=a2, 

que son precisamente los parÆmetros de la distribución. 

2.2. Esperanza de un vector aleatorio 

Sea X =(X1 ,...,Xk ) un vector aleatorio y sea g una función medible de Rk  

en R, la expresión de su esperanza deprende, como en el caso 

unidimensional, del carÆcter del vector. 

o 
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2.2.2. Covarianza. Aplicaciones 

De especial interØs es el momento conjunto central obtenido para 

ni  =1,n =1 y ni  =0,1 (41). Recibe el nombre de covarianza de X, 

y X)  y su expresión es: 

cov(X,,X;)= EL(X,�E(X,))(Xj �E(X))1= E(X,X J )�E(X,)E(X f ). 

La covarianza nos informa acerca del grado y tipo de dependencia 
existente entre ambas variables mediante su magnitud y signo, porque 
a diferencia de lo que ocurría con la varianza, la covarianza puedo tener 
signo negativo. 

Covarianza en la Normal bivariante 

Si (X, Y) tiene una distribución Normal bivariante de parÆmetros 

/go 1-4,070cry y p. Se sabe que X � N(I),,cr x2) e Y � N(pya.,2). Para 

simplificar la obtención de cov(x, Y) se hizo el uso de la invarianza 

por traslación de la covarianza (se trata de una propiedad de 
demostración que se comprobó para la varianza). De acuerdo con ello, 

cov(X, Y) = cov(X � fix,Y � /uy) , se puede suponer que X e Y 

tienen media o, lo que permite expresar la covarianza como 
cov(x, Y)= E(XY). 

Procedamos a su cÆlculo: 

EE(xY) = 1, 00 	xyfiy (x, y)dxcry 

(x  2 	xxi 	i2} 

j  

[ 

-2 � 3  4 Y  

1  

271.0.xery 
Ni

/
1 � p

2 f

+aoi 	2(11-p2) ax  
e 	 dvdy xy 

�0- ,27r 
Y 

1 	F x 	y 

14’0  	e 
2(1-p2 ) ex, -P7 dx 

o-x  VDT(1 � p2
) 

dy...(i) 

   

La integral interior en (1) es la esperanza de una 

MP01,Y lay,cr � P 2 )) Y su valor serÆ por tanto Pcx.Y 

Sustituyendo en (1): 
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y 	var(Xi ) = p(1� p), 

tendremos que: 

E(X)=ÉE(X)= nE(X)= np, y 

i=1 

var(X) = var(n= np(1� p)...(iii) 
frt 

Si x Ii(n, N, r), se deduce que tambiØn se puede escribir: 

X =Z n  X con X;  B(1,r I N) pero a diferencia de la Binomial 

Xi  son ahora dependientes. Se tuvo que: 

E(X)=ZE(X)= nE(X)= nr 
N 

y aplicando (iii): 

k k 

var(X) = var(X,) + 2Z cov( X� Xj  ) = n _ _
r N �r 

+ n(n �1) cov(X, X 2) 
i=I fri 	 N IV 

puesto que todas las covarianzas son iguales. 

Para obtener COv(Xi  X2 ), 

COV(X� X2  ) = E(X1 X2)� E(XI )E(X 

= P(X, =1,X2  = 1)
r
)2  

N 

= P(X2  =11 = 1)P (X  

r �1 r 	r )
2 

N-1 N 

r(N �r) 

1512(N �1) .  

Sustituyendo en (iv): 
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Py= 
vinp,(1� pi )Vnpi(1� p1) 

13,P,  

(1�p)(1�p1) 

nptpi  

Covarianzas en una Multinomial 

Se 	supo, 	si 	X � M(n;p,,p2,...,pk ), 	cada 	componente 

X, � B(n,p,),i 	puede expresarse como suma de n 

Bemoulli de parÆmetro p. La coyarianza entre dos cualesquiera puede 

expresarse como: 

(, , 
=cov(d1C, X ) cov E X ik ,ZX fi  . J 

Se muestra fÆcilmente que: 

coy 	Xik  ,E X1, =EECOV(X, X k 1 ). . . .(110 
k=1 	1=1 	k=1 1=1 

Para calcular COY(Xik  X» se debe considerar: 

1, si en la prueba k ocurre Ac ; 

X117=1,0, en cualquier otro caso, 

Y 

(1, si en la prueba l ocurre Aj a 

Xil  = 10, era cualquier otro caso, 

En consecuencia, Coy(X,k , Xj,) = O si k 	porque las pruebas de 

Bernoulli son independientes: 

Cov(Xik ,X11) = E(Xik Xii)�E(4)E(;) = O� pi pi, 

donde E(X,k X,,k )= O porque en una misma prueba, la k-Øsima, no 

puede ocurrir simultÆneamente 4 y Aj. En definitiva: 

COV(X� Xi  = COV(Xik, Xjk ) = 
k=1 

El coeficiente de correlación entre ambas variables vale: 

-k1 	1=1 
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Ejemplo 2.5 :Un trabajador estÆ encargado del conecto funcionamiento de 
n mÆquinas situadas en línea recta y distantes una de otra 1 metros. El 

trabajador debe repararlas cuando se averían, cosa que sucede con igual 
probabilidad para todas ellas e independiente de una a otra. El operario puede 
seguir dos estrategias: 

Acudir a reparar la mÆquina estropeada y permanecer en ella hasta que otra 
mÆquina se avería, desplazÆndose entonces hacia ella, o 

Situarse en el punto medio de la línea de mÆquinas y desde allí acudir a la 
averiada regresando nuevamente a dicho punto cuando la avería estÆ resuelta. 

Si X es la distancia que recorre el trabajador entre dos averías consecutivas, 
¿CuÆl de ambas estrategias le conviene mÆs para andar menos? 

Se trata, en cualquiera de las dos estrategias, de obtener la E(X) y elegir 

aquella que la proporciona menor. Designamos por E,(X) la esperanza 

obtenida bajo la estrategia i = 1,2. 

Estrategia 1.- Sea Ak  el suceso, el operario se encuentra en la mÆquina k. 

Para obtener E(X) recurriremos a la propiedad anterior, pero utilizando 

como distribución condicionada la que se deriva de condicionar respecto del 

suceso Ak . Tendremos E, (X) = E(E(X 141». 

Para obtener E(X I 4) tengamos en cuenta que si i es la próxima mÆquina 

averiada, P(4)=1 I n, Vi y el camino a recorrer serÆ 

X l Ak  t(i � k)I, si 	k_ 

Así: 

E(X I Ak ) = L[–(k � 01+ É (i � k)1j= -1[2k 2  � (n +1)k + n(n+1)]. 
n 	 i=k+I 	 2n 

Utilizando: 

k2 	n(n + 1)(2n +1) 

k=I 	 6 

obtenemos para £(X): 

1(n2  
E(X)= E(E(X 1 lik))= 1 � L E(x 1 Ak) 	

�1) 
 

k 	 3n 
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