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II. PROLOGO

El presente texto ha sido escrito para ser una guia en el tema: “Una Introduccién a los
Procesos Estocasticos”, que sc¢ desarrolla en el transcurso de la formacion profesional
de la Escuela de Matematica de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de la
Universidad Nacional del Callao.

Los calculos que se presentan son una ayuda para entender los procesos estocésticos,
para que los lectores entiendan sus como y por qué y asimismo la interpretacion de los
resultados obtenidos. Deja bien claro que en ningin momento se pretende adiestrar a
los lectores en célculos, sino en que aprendan los conocimientos tedricos basicos sobre
los procesos estocasticos (saber), es por eso que, en el presente informe aborda sobre
temas introductorios para entender mejor sobre ¢l este tema, aplicando los procesos y
desarrollar una actitud positiva hacia el tema. Esto es, que los procesos estocdsticos
no solamente es célculo o el simple uso de formulas o expresiones que aparecen en
este y en diversos libros relacionados, si no razonamiento critico basado en evidencias
objetivas. Una vez que el lector haya asimilado los conocimientos introductorios de
los procesos estocasticos vy sus aplicaciones que brinda el presente texto, estard en la
capacidad de abordar a mayor profundidad sobre el tema. Sin embargo, el estudiante
no debe conformarse con solo conocer sobre los procesos estocasticos, también tiene
que saber sus aplicaciones en la teoria de la probabilidad de la mano a su carrera
profesional.


















L.1.3.

La familia de las partes de Q, P(Q), se verifica a la definicién y es por
tanto una o-"algebra de sucesos, de hecho, la mas grande de las
existentes. En muchas ocasiones excesivamente grande para nuestras
necesidades, que vienen determinadas por el nicleo inicial de sucesos
objeto de interés. Para su mejor comprensidn, se elabord los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 1.1: Si se supone, un experimento consiste en elegir al azar
un numero en el intervalo [0,1], el interés se centrard en conocer si la
eleccion pertenece a cualquiera de los posibles su intervalos de [0,1].
La c-algebra de sucesos generada a partir de ellos, que es la menor
que los contiene, se la conoce con el nombre de o-algebra de
Borel en [0,1], Po,11, ¥ es estrictamente menor que P([0, 1]).

Resumiendo, el espacio muestral se comprobd que viene acompafado
de la correspondiente c-algebra de sucesos, la mas conveniente al
experimento. La pareja que ambos constituyen, (€2, A), recibe el
nombre de espacio probabilizable.

Sefialemos por ultimo que en ocasiones no es posible economizar
esfuerzos y A coincide con P(Q). Por ejemplo, cuando el espacio
muestral es numerable.

Probabilidad y sus propiedades

Se conoce que la naturaleza aleatoria del experimento impide predecir
de antemano el resultado que se obtuvo al llevarse a cabo. Se quiso
conocer si cada suceso de la o-dlgebra se realiza o no. Responder de
una forma categorica fue un poco dificil, ya que fue imposible predecir
en cada realizacion del experimento si el resultado va a estar o no en
cada suceso. En Probabilidad la pregunta se formula del siguiente
modo: ;qué posibilidad hay de que tenga lugar cada uno de los
sucesos? La respuesta exige un tercer elemento que proporcione esa
informacion: Una funcion de conjunto P, es decir, una funcion definida
sobre la g-algebra de sucesos, que a cada uno de ellos le asocie un valor
numérico que exprese la mayor o menor probabilidad o posibilidad de
producirse cuando se realiza el experimento. Esta funcién de conjunto
se conoce como medida de probabilidad o simplemente probabilidad.
El concepto de probabilidad aparece ligado en sus origenes a los juegos
de azar, razon por la cual se tiene constancia del mismo desde tiempos
remotos. A lo largo de la historia se han hecho muchos y muy diversos
intentos para formalizarlo, dando lugar a otras tantas definiciones de
probabilidad donde todas ellas de haber sido confeccionadas,
careciendo de la generalidad suficiente que permitié utilizar en
cualquier contexto. Por ello, supusieron sucesivos avances que
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Ejemplo 1.3 En una urna que contiene 5 bolas blancas y 4 negras,
tevamos a cabo 3 extracciones consecutivas sin reemplazamiento.
. Cuél es la probabilidad de que las dos primeras sean blancas y la
tercera negra?

Cada extraccion altera la composicion de la uma y el total de bolas

que contiene. De acuerdo con ellose tiene:

P(B, B, N))= P(N,| B0\ B,)P(B,| B)P(B,) =

~| &
oo | &
O |

Teorema de la probabilidad total
Si los sucesos 4,, 4, ,..., A, constituyen un particion del €, tal que
P(A4)>0,Vi Vi, tendremos que cualquicr suceso B podra

particionarse de la forma, B=|J" B4 y wratindose de una

unidn disjunta se puede escribir:
P(B)=Y P(BNA)=Y P(B| 4)P(4).
1=l i=1
Este resultado se conoce con el nombre de Teorema de la
Probabilidad Total.

Teorema de Bayes

Puede tener interés, y de hecho asi ocurre en muchas ocasiones,
conocer la probabilidad asociada a cada elemento de la particion

dado que ha ocurrido B, es decir, P(A4, | B). Para ello, recordemos

la definicién de probabilidad condicionada y apliquemos el
resultado anterior,

P(4,nB) __ P(BI4)P(4)
P(B) Y P(BIA)P(4)

Este resultado, conocido como ¢l teorema de Bayes, permitio

P(4,|B)=

conocer el cambio que experimenta la probabilidad de 4 como
consecuencia de haber ocurrido B. En el lenguaje habitual del
Calculo de Probabilidades a P(A4)se la denomina probabilidad
a priori y a P(4,|B)probabilidad a posteriori, siendo la

ocurrencia de B la que establece la frontera entre el antes y el
después. ;Cual es, a efectos practicos, el interés de este resultado?
Vedmoslo con un ¢jemplo.

=
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1.2. YVariable Aleatoria
1.2.1. Definicion

El interés al examinar el resultado de un experimento aleatorio no es
tanto el espacio de probabilidad resultante, como la o las caracteristicas
numéricas asociadas, lo que supone cambiar nuestro objetivo de € a

R 6 R*. Hay dos razones que justifican este cambio:

1. El espacio de probabilidad es un espacio abstracto, mientras que
R 6 R* conocidos en los que resulta mucho mas cémodo trabajar,
son espacios bien conocidos lo que resuitd mucho mas cémodo
trabajar. |

2. Fijar nuestra atencion en las caracteristicas numéricas asociadas a
cada resultado implica un proceso de abstraccion que, al extraer los
rasgos esenciales del espacio muestral, permitié construir un
modelo probabilistico aplicable a todos los espacios muestrales
que comparten dichos rasgos.

Las caracteristicas numéricas ligadas, se trata de un experimento
aleatorio, son ellas mismas cantidades aleatorias. Esto supuso que para
su estudio y conocimiento no bastar ‘a con saber que valores toman,
para ello de conocid la probabilidad con que lo hacen. Todo ello exige
trasladar la informacién desde el espacio de probabilidad a R 6 Ry
la tinica forma que conocemos de trasladar informacién de un espacio
a otro es mediante una aplicacion. En este caso la aplicacion tuvo que
trasladar ¢l concepto de suceso, lo que exige una minima
infraestructura en el espacio receptor de la informacion semejante a la
c-algebra que contiene a los sucesos. Posteriormente, se ocupo del caso
unidimensional, una sola caracteristica numérica asociada a los puntos
del espacio muestral, el espacio imagen fue R . En R, los intervalos
son ¢l lugar habitual de trabajo, por lo que més conveniente serd exigir
a esta infraestructura que los contenga. Existec en R la llamada o-
lgebra de Borel, f, que tiene la propiedad de ser Ja menor de las que
contienen a los intervalos, lo que la hace la mds adecuada para

convertir a R en espacio probabilizable: (R, ﬁ) Estamos ahora en

condiciones de definir la variable aleatoria,

Definicién 1.7 (Variable aleatoria): Se considerd los dos espacios
probabilizables (€2, A) vy (R,f ) Una vanable aleatoria es una

aplicacion, X : Q2 =R, que verifica:

X'(B)ed, VBep.
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imagen de la aplicacién. La o-algebra de sucesos con la que se denota a R
para hacerlo probabilizables es la correspondiente o-algebra de Borel 8*, que

tiene la propiedad de ser la menor que contiene a los rectdngulos

(a,b] :H;(ai,bj], con
a= (a,,...,ak), b= (bl,...,bk),y —w<a <h <+00.De entre ellos merecen
especial mencion aquellos que tiene el extremo inferior en
+oo, § = H:;;(_OO’ x,], a los que denota regién suroeste de x, porque sus

puntos estdn situados al suroeste de x.

Definicion 1.8 (Vector aleatorio) Un vector aleatorio, X Z(Xl,Xz,...,X k),
X=(X1,X2,...,Xk), es una aplicacion de Q en R, que verifica
X 1(B)ed, B ept.

La presencia de una probabilidad sobre el espacio {(Q, A) permite al vector
inducir una probabilidad sobre (R*, B*).

1.3.1. Probabilidad inducida
X induce sobre (R" , ﬁ") una probabilidad, P,, de la siguiente forma:
P, (B)=P(Xx"'(B)).VBe j".

Es sencillo comprobar que verifica los tres axiomas que definen una
probabilidad, por lo que la terna (]R", Jis ,PX) constituye un espacio de

probabilidad con las caracteristicas de (Q, A, P) heredadas a través de X
1.3.2. Funciones de distribucion conjunta y marginales

La funcion de distribucidon asociada a P, se define para cada punto

X =(x1,...,xk) de R* mediante:

Fo(x)=F (x,x,) =P (Sy)=P(X € Sl.jz P(@{Xi Sx,.}).

De la definicion se derivan las siguientes propiedades:
¢ No negatividad. - Consecuencia inmediata de ser una probabilidad.

e Monotonia en cada componente- Si x<y, ¢s decir,
%<y, i=L. .k S, 8, yF (x)<F ()

=
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1 - . Sik=. 2
e 2dx= 0, .Sik=2n+1

N2 _{miznr SIk=2'H

Ex)={"x

Ello supone que E(X)=0 ¥ V({X) =E(X2)- Para obtener los
momentos de orden par:

1 T on _é 2 e an 2
- dx = —— 2 dx.
m,, \/E.me e \/E'L x*"e

Integrando por partes:

x2

+0 2n 4.
j xe Ty
0

2 2

X

-= 40 +00 —ﬁ +00 X
2l _ In-2 9 — _ 2n-2 _ 19
x"Te ? | 0 +(2n I)J'0 x"“e 2dx=(2n I)J'0 x“"Ce 2dx,

Lo que conduce a la férmula de recurrencia M,, =(2n-Dm,, , y

recurriendo sobre n,

2n(2n-1)2n-2).2.1 (3,1
2m(2n-2)..2  2"m!

m,, = (2n-D2nr-3)...1 =

La varianza es:

2o 21
VX =EXD ="

=1

» Normal con pardmetros ¢ y o

Si Z~ N(0,1) es posible comprobar que la variable definida

. . 2 .
mediante la expresidn X =oZ+ 4 €5 N(,6°). Teniendo en
cuanta las propiedades de la esperanza y de la varianza,

EX)=cEX)+p=pn , var(X)=c"var(Z)= c?,
que son precisamente los pardmetros de la distribucion.

2.2. Esperanza de un vector aleatorio

Sea X =(X,..., X, ) unvector aleatorio y sea g una funcién medible de R*
en R, la expresion de su esperanza deprende, como en el caso
unidimensional, del caracter del vector.
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2.2.2. Covarianza. Aplicaciones

De especial interés es el momento conjunto central obtenido para

m=Ln=lyn =0,/ #(i, j). Recibe el nombre de covarianza de &,

y X y su expresion es:
cov(X,, X,y = E[ (X, = ECX )X, ~E(X,) | = EQX.X )~ E(X)E(X,).

La covarianza nos informa acerca del grado y tipo de dependencia
existente entre ambas variables mediante su magnitud y signo, porque
a diferencia de lo que ocurria con la varianza, la covarianza puedo tener
signo negativo.

» Covarianza en la Normal bivariante
St (X,Y) tiene una distribucion Normal bivariante de parametros
Mo ls G0,y p. Se sabe que X ~ N(ﬂI,O'j) et~ N(,u),,o‘f,). Para |

simplificar 1a obtencién de cov(X,Y) se hizo el uso de la invarianza

por traslacion de la covarianza (se trata de una propiedad de
demostracion que se comprobd para la varianza). De acuerdo con éello,

cov(X,Y)=cov(X —p,Y— 1) |, se puede suponer que X e ¥

tienen media 0, lo que permite expresar la covarianza como
cov(X,Y)=FE(XY).

Procedamos a su célculo:

E(XY) = Ij J‘j: xyfly (x, y)dxdy

1 s xi¥ i
1 o piad _2(1—p1){[6_x] _2"’[3}&}[%”
EEYO [ dedy
J"’ H [ e ™ v dx | dy-..)

o3 \/27[(1 )

La integral interior en (i) es la esperanza de una
N(paxy/ay,crf(l—pz)) y su valor serd por tanto pC,y/0,.
Sustituyendo en (i):
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E(Xi):pﬂ y VaI'(XJ.)=p(1—p),

tendremos que;

E(X) =iE(X,.) =nE(X))=np, y

var(X) = i var(X,)=np(l- p)...(ii)

Si X~ H(n,N,r), se¢ deduce que también se puede escribir:
X=>" X, con X;~B (L,r/ N) pero a diferencia de la Binomial
X, son ahora dependientes. Se tuvo que:

E(X)=iE(X,-)=nE(X,-)=n§,

i=l

y aplicando (7ii):
1 k& ¥ N—r
Var(X)=Zvar(X,.)+ZZZcov(X,,,Xj)=nﬁ N +n(n—1cov(X,,X,)
i=1 i=1 j»l )
(1),

puesto que todas las covarianzas son iguales.
Para obtener COV(.X, X,),

cov(X, X,) :E(Xle)—E(X.)E(Xz)
N
= P(X,=1,X, =1) [NJ
hyv 11w - o (Y
PX, =1| X, =DP(X, =1) (N]
_ "“li_(LJZ
N-1N N

__IWN-n)
~ NYN-D)

Sustitayendo en (iv):
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» Covarianzas en una Multinomial
Se supo, si X~ M p,pyseess pk), cada  componente
X, ~B(np)i=l..k puede expresarse como suma de 72

Bernoulli de pardmetro P La covarianza entre dos cualesquiera puede

expresarse como:

cov(X,, X ;) =cov[iXik,iXﬂ).

*=1 I=1

Se muestra facilmente que:

cov[ZX,.k,ZXﬂ] = Y cov(Xy, X)L (vi)
k=1 i=1

k=1 1=l

Para calcular cov(X;, X ;) se debe considerar:

¥ = {1, sienlapruebalk ocurre A;;
ix =10, en cualquier otro caso,

[1, si enlapruebalocurre A;
710, en cualquier otro caso,

En consecuencia, Cov(X;, X ;)=0 si k=/ porque las prucbas de

Bernoulli son independientes:
Cov()(ikﬂXﬂ) - E(kale) _E()(;k)E(Xﬂ) = O_p,'pj:

donde E(X;X;)=0 porque en una misma prueba, la k-ésima, no

puede ocurrir simultdncamente 4; y Aj. En definitiva:
Cov(X,,X )= Zcov(Xik,Xjk) =—np,p,.
k=1

El coeficiente de correlacion entre ambas variables vale:

np,p; _ p.p,
Jp(=p)Jp,0-p) \(-p)i-p)

Py =

N3
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Ejemplo 2.5 :Un trabajador estd encargado del correcto funcionamiento de
n maquinas situadas en linea recta y distantes una de otra / metros. El
trabajador debe repararlas cuando se averian, cosa que sucede con igual
probabilidad para todas ellas ¢ independiente de una a otra. El operario puede
seguir dos estrategias:

Acudir a reparar la maquina estropeada y permanecer en ella hasta que otra
méquina se averia, desplazandose entonces hacia ella, o

Situarse en e} punto medio de la linea de maquinas y desde alli acudir a la
averiada regresando nuevamente a dicho punto cuando la averia esta resuelta.

Si X es la distancia que recorre ¢l trabajador entre dos averias consccutivas,
. Cual de ambas estrategias le conviene mas para andar menos?

Se trata, en cualquiera de las dos estrategias, de obtener la E(X) y elegir
aquella que la proporciona menor. Designamos por E (X) la esperanza

obtenida bajo la estrategia i =1,2.

Estrategia 1.- Sea A4, el suceso, el operario se encuentra en la maquina k.

Para obtener E (X) recurriremos a la propiedad anterior, pero utilizando

como distribucion condicionada la que se deriva de condicionar respecto del
suceso A4,. Tendremos E(X)=E(E(X|A4,)).

Para obtener E(X | A,) tengamos en cuenta que si i es la proxima maquina

averiada, P(4,)=1/n,Vi y el camino a recorrer sera

vix. _fl=DL st <k,
XA = {{f‘—;k)z, si1 > k.

Asi:
E(XiAk):i[g(k—i)l+igl(i—k)q=5%[2k2—(n+1)k+n(n+l)].
Utilizando:

Lo n(n+D)(2n+l)
§k - 6

5

obtenemos para £ (X):

F(X) = B(R(X| 4)) =+ Y E(CX] 4 =20
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