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I. PROLOGO

En los tiempos actuales la aplicacién de la moderna tecnologia es inevitable y es en
ese sentido que el presente trabajo de investigacion se ha orientado a elaborar un
texto en donde se muestra como se pilede éplicar el software MATLAB para resolver
los problemas tradicionales de la asignatura de Resistencia de Materales utilizando
para ello programas con sus respectivos algoritmos y diagramas de flujos lo que le
da un nuevo enfoque a la ensefianza.

Para poder aplicar el software en mencion es requisito indispensable que el estudiante
domine los cohceptos tedricos y practicos de la Resistencia de Materiales ademas de
una buena formacién matematica y logica; de este modo podra descubrir la gran
importancia del software que permite célculos analiticos y representacion grafica
de sus resultados asi como la elaboracion de tablas de resultados .

Este texto esta orientado a estudiantes novatos en el campo de la programacion
siendo MATLAB un lenguaje bastante amigable por lo fécil de su aplicacion. El
estudiante podra realizar tareas de programacion de una manera mas rapida y mas
tacil que con otros softwares como Lenguaje C+ o Fortran que son softwares de un
mayor rigor cientifico.

Una gran utilidad de usar MATLAB es que se pueden plantear solucién a los
problemas usando funciones matemaéticas y como tales se pueden modificar los datos
de entrada para poder simular diversos escenarios en un mismo problema como por
ejemplo modificiar los radios, diametros, longitudes, cargas, valores admisibles de
los diversos materiales empleados, etc. Otra ventaja es que los datos de entrada se
pueden expresar como vectores, es decir entradas que se pueden expresar como
vectores con n elementos sin necesidad de mencionar todos los datos sino
expresando el rango como un intervalo de valores.

Jesus Acha
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IE. INTRODUCCION

El objetivo fué elaborar un texto que muestre como resolver problemas tradicionales
de la asignatura de Resistencia de Materiales mediante el uso de una herramienta
moderna como son los softwares en este caso especifico el software matematico
MATLAB, hecho que favorecerd al estudiante haciéndelo més competitivo en el
mundo laboral ya que podra realizar trabajos iterativos, graficar funciones con una
excelente presentacion, hallar los maximos esfuerzos en los materiales de ingenieria
que compohen una estructura, determinar las deflexiones y pendientes maximas en
vigas sometidas a diversos tipos de cargas. A la fecha no existe un texto con las
caracteristicas que presenta el presente texto. En la bibliografia consultada sélo se ha
logrado hallar textos de MATLAB (Hahn, 2010} que concentran su aplicacion al
calculo de las deflexiones y pendientes s6lo en vigas a diferencia del presente texto
que abarca diferentes capitulos de la asignatura Resistencia Materiales.

El método empleado en el presente texto consistioé en explicar los conceptos tedricos
fundamentales de cada capitulo con sus respectivas formulas para luego plantear y
resolver problemas tradicionales de Resistencia de Materiales resolviendo luego €l
mismo problema pero haciendo uso de programas claborados en MATLAB
acompaiiando los programas con el respectivo diagrama de flujo y pseudocddigo.
Las Tablas de respuestas y los Graficos obtenidos han sido debidamente analizados
¢ interpretadas.

Los capitulo I y II tratan sobre las propiedades de los materiales de ingenieria y los
esfuerzos que se generan en ellos, resolviendo problemas isotaticos ¢ hiperstaticos.
También se analizan las deformaciones de los materiales y su relacién con las
fuerzas aplicadas que son explicadas mediante la Ley de Hooke.

El capitulo III trata sobre el efecto de la temperatura en los materiales referidos
basicamente al calculo de esfuerzos térmicos cuando los apoyos ofrecen
restricciones al desplazamiento.

Los capitulos IV y V se relacionan ya que por un lado se determinan los momentos
flectores maximos para luego utilizarlo en el calculo de esfuerzos maximos en vigas
sometidas a flexién pura.

Finalmente los capitulos VI, VII y VIII se refieren al estudio de las vigas referidos

al calculo de la deformacion y pendiente en algiin punto de Ia viga.



IV. CUERPO DEL TEXTO

CAPITULO I

ESFUERZOS

1.1 DETERMINACION USANDO MATLAB DE CARGAS AXIALES Y
TRANSVERSALES

Todos los materiales en ingenieria sufren un efecto llamado esfuerzo cuando son
sometidos a cargas de diversos tipos. Las cargas que pueden generar esfuerzo son
las cargas o fuerzas axiales o longitudinales que son cargas paralelas al eje mas largo
del elemento en andlisis y pueden causar esfuerzos de tension o de compresion. Para
efectos tedricos se asume que la distribucion del esfuerzo a lo largo de una seccién
determinada es constante, considerandose para ello que la carga axial es aplicada en
¢l centroide de la seccion considerada ( Pytel, 2012) .

s: Esfuerzo normal (Pa), P: Carga axial (kN), A: Seccién transversal (m?)
g, =- (1}

Las cargas lineales o cargas distribuidas a lo largo de un segmento pueden ser cargas
distribuidas uniformente o no uniformemente que actian en general de forma
perpendicular al eje axial de una viga causando esfuerzo por flexion de tipo tensién

0 compresion.

Oy Esfuerzo flexionante, M: Momento flector, I: Momento rectangular de inercia;

Y : distancia que localiza la fibra objeto de estudio respecto at centroide de la

seccion.

O, My (2)
I
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Problema N°1.1

Se desea obtener una tabla que muestre la fuerza aplicada, el esfuerzo unitario y la
deformacién sufrida por una probeta cilindrica de acero que tiene inicialmente un
didmetro de 0.5 pulgadas y una longitud de 2 pulgadas. ‘Se obtuvieron resultados
experimentales realizados con dicha probeta, los mismos que se muestran en la tabla
N° 1.1, Elabore uha tabla que muestre la deformacion unitaria, el esfuerzo normal,
la fuerza P y la elongacién experimentada ante cada fuerza aplicada. Ademas

muestre la Grafica Deformacion Unitaria vs Esfuerzo normal.

. TABLA N°1.1
DATOS EXPERIMENTALES CARGA AXIAL - DEFORMACION

Pugpa N1 2 3 4.5 6 7 8 9 10
Carga Avial (kip) 0 250 650 850 920 980. 120 140 145 140 132
Elongaci6n {in) 0 0.0009-0.00250.0040 0.0065 0.0098: 0.0400 0.1200 02500 03500 0.4700

Fuente : Hlbbeler 2011

Para poder representar la funcién esfuerz:o y la funcic")n--deformacié'n unitaria se
requiere previamente haber creado un \}é;itor dato o 'domiﬁio_ de la funcién usandose
para ello operaciones tipo elemento a elem‘rento‘-cuya notacion para multipliéacién;es
* | para potenciaci(’)n . ™y para division ./ pafa que la operacion elemento a
elemento se pueda realizar es requisito que los arreglos vectonales tengan el misto
tamafio. (Amos, 2011).

Para elaborar el programa solucién se recurrié al concepto de esfuerzo normal dada

. P ,
por la ecuacion (1) g, = — y la deformacién unitaria dada por la ecuacidn (3)
nooA B

AL

g=2 ©)

Lo
Se trﬁnsfonnaron los datos de la Tabla 1.1 considerando la cargé axial como un vector
denominado P en el programa-y ala déformécién 'longitudinal éomo otro vector
denominado deltal. Se procedi6 luego a dividir clemento a elemento entre el drea y
longitud inicial respectivamente lo cual se realiza en el Programa N°1.1. Silos datos
de un problema son irregulares como ocurre en este ejer;ﬁplo entonces es néc_esario

introducir los elementos del vector tipeando uno a uno cada dato y para datos

4
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regulares se puede emplear la orden linspace. (Otto, 2005). El programa elaborado
para la solucién de este problema es el siguiente :
function [ esfunitario | = esfuerzo( d, P, Lo )
d=.0.5 %In;
A = pi*d"2/4 %in"2;
P=[011.13193784094365346236456235887;
Lo=2 % in; |
deltal. = [0 0.0175 0.060 0.102 0.1650 0.2490 1.0160 3.0450 6.35 8.89 11.938];
defunitaria = deltal../Lo;
esthormal = P./A:
"TABLA =[P deltal_’ esformal' defunitaria’
plot(defunitaria, esfnormal, 'b')
xlabelr ('def_ofmacion Unitaria (in/in)")
‘ylabel('Esfuerzo Normal (kLb/in"Z)')
“end
Para poder representar gréﬁc_ar_neht'e los resultados MATLAB lo hace de un modo
bastante ficil debiendo para ello _qreéf dos vectores, un vector: dominio de la funcién
que puede ser por ejemplo la carga P=]......} y un rango que puede ser el esfuerzo
llamado esfnormal = [ .........], siendo recomeﬁdalile agregarle a los gréﬁf:os
unidades 'pzirzi cada uno de los ejes v el titulo de la grafica que se logra con el
colm'ando plot (Mobré,- 2012). | | |
En la Figﬁra- Nc;l_.l sé‘an;aljz() el comportamiento de la probeta hecha de -acero
observz’rridose claramente que existe una zona eiésﬁéa' con muy poca estriccion
donde la relfécién 'eSfucrzo normal versus deformac.:i(’)nnﬁni_taria s constante y lineél
interpretandose del grafico que el esﬁ;efzoi en el limifé de proporcionalidad es
-aproximadamente de 200 -kLb/ihz para la pro'be:ta de ensayo. ‘Los resultados de este
ensayo han sido representados en la Tabla N°1.2 Resultados de Esfuerzos
‘Normales. '
Los resultados de la Tabla N° 1.2 indican que el esfuerzo normal que soporta el
material dgi prueba aumenta con el valor de la carga épliéada a la probeta de igual
modo la deformacion unitaria también aumenta con la carga aplicada. También se
aprecia que en la parte final el material sigue aumentado su deformacion unitaria,

sin embargo el esfuerzo normal en el mismo comienza a disminuir eso se explica

12



por el fenomeno de la cedencia es decir €l material cede sin que exista un aumento

de carga antes de que se produzca la falla de rotura.

GRAFICA N°1.1 _
ESFUERZO NORMAL VS DEFORMACION UNITARIA

- oaso —

300

" EsfuszoNornal (0
2 8 B

-5

3

.o .
o o z 4 5 &

a3
deformacion Unitaria {infin) .

Fuente : Elaboracién propia

La Tabla N°1.2 muestra como los esfuerzos normales en el material aumentan
con la carga aplicada P siendo el esfuerzo maximo aplicado de 317 ksi .

TABLA N°1.2
RESULTADOS DE ESFUERZOS NORMALES

B detal estmormat defunitaria’
(Kib) . (In) . (Ksi) nfin '
() o (] o
11.1000 ©.0176 S56.5318 00088

31.89000 0.0600 162.4854 0.0300
87.8000 ©.1020 1825138 0.0610
40.89000 0.1660 208.3020 0.0825
436000 ©.2490 222.05630 0.1245
&53.4000 1.0160 271.9640 0.6080
G2.5000 3.0450 317.2913 1.5226
646000 ©€.3500 IRB.4968 3. 1750
62.3000 G.8800 317.2813 4.4450
58.8000 119380 299 4660 6.9690

Fuente : elaboracion propia
1.2 CALCULO DE ESFUERZOS NORMALES Y CORTANTES

USANDO MATLAB

Las fuerzas cortantes son aquellas fuerzas paralelas a la seccion transversal objeto de
estudio y generan un esfuerzo llamado esfuerzo cortante, este tipo de esfuerzo varia
con la posicion de la fibra en estudio con respecto al centro de gravedad de la seccidn
transversal ‘y’. Los esfuerzos cortantes son importantes sobre todo cuando se trata
de analizar el diametro minimo de los pernos en los apoyos, de las soldaduras en las

uniones o en uniones pegadas para determinar cargas admisibles (Gere, 2016).

13



V: Fuerza cortante, A: Area de analisis, I: Momento de inercia; t: Espesor de la
seccion; ¥ Centrdide del area de andlisis
VAY
T= _It_ (4)
Los momentos flectores aplicados a las vigas generan flexién y la flexién a su vez
genera esfuerzos flexionantes que pueden ser de dos tipos: esfuerzos de flexion por
compresion o esfuerzos de flexién por tension. Los pares torsionantes causan
esfuerzos cortantes (Beer, 2010 ). _
El concepto de esfuerzo cortante en disefio mecanico es usado mayormente cuando
se quiere disefiar el esfuerzo en pemos o remaches que son usados para mantener
unidos los elementos que componen un mecanismo, entramados o armadura.
La deformacion unitaria generada por una carga axial sobre una varilla se define
como la relacién entre la deformacion total (AL) que ha sufrido un cuerpo y su
longitud inicial (L, ). |
€= I (5)
Para obtener la grafica esfuerzo-deformacion unifaria se realizaron ensayos en el
laboratorio con una3muéstra llamada probeta que es un cilindi‘é de aproxlimadafhente
5 cm de longitud hecho del material considerado el que es sometido a cargas de
tension 0 compresién en una méquina de ensayos de ftraccién y compresion,
registrandose las caigas aplicadas y las diferentes elongaéiones para despﬁés analizar
los resultados y obtener las caracteristicas del material como sﬁ.esfuerzo en el limite
de proporcionalidad, esfiierzo de cedencia y esfuerzo de rotura (Pytel, 2012).
Al representar grificamente Ia relacion que existe entre el esfuerzo normal y la
deformacion unitaria de un material se obtiene una grafica particular para cada
material que brinda informacién importante para el disefio mecdnico como por
ejemplo el esfuerzo de rotura; el esfuérzo en el limite de proporcionalidad, el esfuerzo
de fluencia, el esfuerzo de cedencia, el esfuerzo maximo entre otros tipés de

esfuerzos.

14
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FIGURA N° 1.1
ESFUERZO NORMAL VS DEFORMACION UNITARLA

Eotusrzo atino T (N} E
Esfuerzo de rotura D" \ Rgmfa ofraciura
Esfuerzo de Fluencia, | B [@ ’
Esfuerzo del imite do—] |
Proporcionatidad
8 mimmm
[+]
/ Zora de Zona de
Zona'  piacsica endurecimienty eStricTion

elésln:a perfecta

Fuente : elaboracion propia

Todo programa cuando se disefia se le hace con el fin de que pueda ser
interpretado sin problemas y pueda ser modificado cuando sea necesario. Para
realizar un programa es indispensable conocer como escribir pseudocddigos,
algoritmos, funciones, scripts, métodos de procesamiento, salidas o outputs y
otros conceptos basicos. Cuando se requiere resolver problemas complicados

es recomendable elaborar un programa pﬁncipal y 1os subprogl‘afnas necesarios.
Ademés es recomendable que estos programas y subprogramas que tengan el
numero de comentarios necesarios de tal forma que transcurrido un tiempo se
pueda volver a leer el programa de: manera facil (Hahn, 2010).

MATLAB es un software bastante potente y puede ser usado de manera practlca
para resolver problemas de diverso tipo en ingenieria. MATLAB en su nivel bésico
puede ser usado como una calculadora cientifica pero su utilidad se potencia cuando
s¢ emplea con progré.mas QUe se pueden grabar y posteriorm‘énte volver a ser usado
introduciendo nuevos valores que produciran nuevas salidas (Moore, 2012).

El comando if-end es importante en la elaboracién de un programa y se usa para
tomar decisiones y determinar en que sentido se realizan laé instrucciones cuando
se cumplan determinadas condiciones. Cuando 1a-condicidn 16gica es satisfecha se
continian realizando todas las declaraciones hasta terminar con la expresion end.
MATLAB es un software bastante amigable y considera en su lenguaje el uso de
los colores al escribir el pseudocodigo lo cual es muy til para el programador ya
que minimiza los errores al momento de programar (Otto, 2005).

Los pasos a considerar en la elaboracién de un progfama son: a) Determinar la

necesidad del programa es decir reconocer el problema que se pretende resolver, b)
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expresar matematicamente la solucion- del problema, ¢) determinar cuales seré los
datos del problema conocido como ‘input’ y determinar las salidas del programa 6
‘output’, d) elaborar graficamente un plan para resolver ¢l problema expresado
paso a paso llamado diagrama de flujo, €) el diagrama de flujo del paso anterior
pasa a ser escrito en lenguaje de maquina llamado psendocddigo, ) evaluar la
validez del programa cuando se procesa 0 corre el progi‘aina, es decir determinar
errores.que puedan surgir, g) resolver el problema para el cual fue elaborado el
programa (Hahn, 2010).

Problema N° 1 .2 _

La barra de la N°1.2 es rigida y se sostiene por un ‘apoyo fijo en el punto B y
ademads por dos cables uno de acero y otro de bronce. La barra es sometida a
una qafga externa F. Elabore un programa en MATLAB qué determine el valor
maximo de F de tal forma que los cables no fallen. Los eéﬁlerzos admisible en

el lacero 'y cobre son gy y 0. ‘

Acero: A =800 x10 m?, E; =200 x10° N/m?, L; = 2.80 m, 0, = 120 x10° N/m?
Bronce:As = 350 x10 ¢ m?, E; = 80 x10° N/m?, Ly = 2,10 m, 0, = 65 x10° N/m?

FIGURA N°1.2
. CARGA-ADMISIBLE =
— Lo— _.E:i,zm_

Bronce r—Q 3+
b=28m

‘ Acero I—————'—
__‘ da=16m
l__" |

Fu‘ente;jela.boracmn propla ‘

Se comenz6 analizando el equilibrio de cuerpo rfgido de la baﬁa ABC, para lo cual
se tomé momentos en el punto de apoyo fijo A, hallandose una relacidn entre las
variables F y las tensiones en los cables de bronce y la del acero, las mismas que se
expresaron €n funcion de sus esfuerzos adm1s1b1es, aphcandose el método de la
suposicién falsa es decir se asume que uno de los dos materiales llega a su valor

admisible y se debe cumplir que el otro material presenta un esfuerzo menor a su
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valor admisible si esta suposicion es cierta se continiia con el problema hasta hallar
el valor de F, en caso contrario deberd cambiarse de suposicion.
A continuacion se muestra el programa en MATLAB elaborado para determinar el
valor maximo de la carga F es el siguiente:
functior_l [ ESFTERMI12] = barra(a,b,c,El_E2,A1,A2,sigmal,

sigma2,L1,L2.k )
a=1.5;b=2.8; c=1.2; Al = 800%10"-6; A2 =350*%10"-6; L1=2.8;
L2 =12.1; sigmal = 120*10"6; sigma2= 65*10"6; E1 = 200*10"9;
E2 = 80*10"9;
k= (atb)*(L1*E2)/(a*L2*E1)
sigma22 = k*sigmal |
if sigma22>sigma2
P =((sigma2/k)*A 1 *ay+(sigma2*A2*(a+b))/(a + b+ )
else 7
P =((sigmal*Al*a)+ sigma2*A2*(a+b))/(a + b+ c)
End -
Respuesta: F= 68804 N
El diagrama de flujo de la Figura N°1.3 necesit6 en primer Jugar de suministrar los
datos del problemé: lés areas, los modulos de Young de cada material, longitudes
de los Cziblés, los esﬁ;erzds admisibles de ambos materiales y las longitudes de los
segmentos de la barra rigida. Luego se deteﬁnirié la constante K que expresa la
relacion entre los esfuerzos admisibleé. En ¢l tercer paso se asigné el valor del
esfuerzd‘admsible en el bronce Sig2 en funcidn del esfuerzo admisible en el bronce
Sigl. Luego se compard si ¢l esfuerzo asumidd por el bronce era mayor al esfuerzo
admisible del mismo material en el caso que lé comparacion resultara verdadera se
procedé a asignar el valor solicitado, de F que serd ¢l adfnsible, en caso resultara
falsa la comparacion se asigna el otro vaior de F.
A continuacién en la Figura N°1.3 se muestra el diagrama de ﬂﬁjo del problema
N°1.2 | |
Problema N°1.3 Se dispone una varilla cilindrica maciza de cobre con una seccién
transversal de 12 cm?® -introducida en un cilindro hueco dé aluminio de seccién

transversal de 20 cm?. La longitud axial del cilindro de aluminio es de 30 cm y la
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del cobre es mayor en 0.00012 m. Segtin la Figura N°1.3 ambos cilindros deberan
sostener una cargé P méaxima. Determine dicha carga P si se conocen los modulos
de Young de cada material Ecobre = 12x10° kg/em? , Eamuminio = 7 x 10° kg/em?,
‘ademas se conocen los esfuerzos admisibles de ambos materiales: para el cobre

1400 kg/cm? y para el aluminio 700 kg/cm?.

FIGURA N° 1.3
DIAGRAMA DE FLUJO

A= 900x10% E4=. 200x1o° L1—2 Sigh = 120x10°
A2'350x106E2 80x10°% L 2= 21, smz 65)(105

, b= 3 € =1
|
Kn(a+=b)"LI‘E1‘sig1 ‘
_a'LZ'E1

'Si922 = K Sig!

i = SnTAlS S|92'A2‘(a+b}
ST AZ(a D) SigZ'A
P=s|g1 A1a+ _'(“bfc*, | P= K _ ‘__‘ forbrey

Fuente : Elaboracion propia

FIGURA N° 1.4
CARGA ADMISIBLE

" ¥ Placa maciza
amwaea TR

Fuente: elaboracion propia
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Solucion :

Se aplicd la Ley de Hooke de las deformaciones longitudinales de cuerpos
sometidos a esfuerzos de compresion (8§ =% ), luego se relaciond las

deformaciones entre ambos materiales de tal forma que en el estado final la
deformacién tdtal del cobre es igual a la deformacion por fuerza que sufrio la
barra de aluminio agx‘egéndole la diferencia inicial de 0.00012 m.

Se elaboré el diagrama de flujo de la figura N°1.5 correspondiente a la sotucién
del problema N°1.3 para lo cual se ingresaron en primer Tugar todos los datos del
problema, luego se establecié la relacion de las longitudes deformadas,
determinandose en el paso 3 el esfuerzo admisible en el material 1 en funcién del
esfuerzo admisible en el material 2, posteriormente se comparé el esfuerzo
admisible del material 1 con su valor méximo de 1400 kg/em? dependiendo de la
veracidad o falsedad de dicha comparacién para determinar lamdxima carga que

se puede aplicar al sistema.

El programa en MATLAB que permite determinar la carga-méxima €S como sigue :

function | esfadm$ ] = esfnormai(Al,A2,E1,E2,e, Ll,LZ,b,d,EadCu,EadAl)
Al =12;A2 = 20; El = 12¥10°5; E2 = 7*10°5;EadAl =700;EadCu = 1400;...
L2 = 0.30; e = 0.00012;
L1=12+e;% Cobre
b= (L2*E1)/(L1*E2);
d=1/b;
m = E2/L2;
Escu = EadAl*b + c*(E1/E2);
if (Bscu > 1400)
Escu = EadCu;
Esal = EadCu*d + e*m;
P =EadCu*Al + Esal*A2;
else
P = Escu*Al + EadAl*A2
End

Disp(* La maxima carga que soporta el sistema es (P)")
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Luego de haber procesado el programa se obtiene como respuesta la maxima carga
P la cual garantiza que ninguno de los dos materiales excedera su esfuerzo admisible.
P= 28390Kg

FIGURA N° 1.5
DIAGRAMA DE FLUJO

A Cu) =12
AZ (A= 20

" E1=12x10°
E2 = 7 x10%
Eadi= 1400
P Ead2= 700
e= 0.00012m |
L2= 30cm -

o2 e ]
Esf2 x L2x E1 4 EXE2xE1
E2x17. - - . E2xL1

Esfi=

— _EadeLZxE‘!_ e,'xé1 -
Esf2= Ead2 = T T R C
| P=Esf2x A2 + Ead1 xAt | | P=EsfixAt1+Ead2xA2 |
| T E
Imprimir__ |

Fuente . elaboracién propia

Problema 1.4

La figura N°1.6 muestra una plancha de acero cuyo espesor varia entre (28 <e<
34)mm con una perforacion por la cual pasaun perno de diametro que varia entre
(9 <D <12 ) mm que se halla sometido a una carga longitudinal que oscila entre (10

<P < 16) kN . Calcule mediante un programa en MATLARB el esfuerzo cortante que

&



se produce a lo largo de dicha plancha segun el corte c-c para los rangos establecidos.
Muestre una grafica que represente la funcién 7 vsD (esfuerzo cortante vs didmetro).
Solucion :

Para el programa en MATLAB primero se asigné el rango de valores del didmetro
D, de la carga axial P y del espesor ‘e’. Luego se determind el area cilindrica que
sera cortada por la carga, finalmente se aplicé la ecuécién del esfuerzo cortante
simple considerando la division elemento'a elemento. Luego se rotularon los graficas
con los comandos: xlabel, ylabel,titlc y finalmente s¢ elabord una tabla de resultados.

FIGURA N° 1.6
ESFUERZO CORTANTE

20 o]

35 mm

—-|“ I~ l- 7 mm
P‘ .

Fuente: elaboracion propia

A continuacion se muestra el programa para el desarrollo del ejemplo :
function[ tau9] =-esfuerzocortante(D, e, P, tan)
%UNTITLED Sl_immary'of_ this function goes here
% Detailed explanaﬁon goes here
D=1[9:1:15]; ez:[28: 1:34];P=[10: 1:16];
Acilindro = 2*pi.*D.*e'
tau = P./Acilindro
plot (D,tau)
" xlabel (DIAMETRO (D) mm ’)
ylabel (‘esfuerzo (kN)")
*title( ESFUERZO CORTANTE vs Diametro')
end -
La Figura N°1.2 indica que para un valor mayor del didmetro de la cabeza del perno
menor sera el esfuerzo en la pared de la plancha de dcero y esto se explica porque a
un mayor diametro de la seccién del perno le corresponde un mayér valor del drea

cilindrica que sufre esfuerzo contacto por tanto el esfuerzo cortante se distribuye en

un mayor area.
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MATLAB permite grabar nuestros programas y volverlos a usar con nuevos datos
en unos archivos denominados M-Files que luego de haber sido creados pueden ser
editados segun la necesidad del programador.

GRAFICA 1.2
ESFUERZO CORTANTE VS DIAMETRO

oq 2102 ' ESFUERZO CORTANTE vs Dlzmetro

8.2

esfuerzo (kN)
o o, o»
- (1] o

o
N
T

5

48 . EEE— et
9 10 11 12 13 14 15
DIAMETRO (D) mm .

Fuente: elaborécién propia |
Un programa es €l c¢onjunto de Srdenes que ofgéhizafnos péra poder obtener un
resultado que sea 1a solucion a un problema y para ello MATLAB cuenta con lés

funciones que son estructuras que admiten cddigos de entradz_i (inputs) y nos entrega

| codigos de salida (output). El inicio de una funcion en MATLAB tiene a siguiente
estrhctura: | | |

Function ( salida } = var [ entradas ]

Salida = 6*(outpu”3)/4
en donde la segunda linea de la funcién realiza el‘céiéulb'y lo almacena en la
 variable de salida (Otto, 2005). |
Problema 1.5 .
La figura N°1.7 muestra la seccion transversal rectangular de una viga sometida a
una fuerza cortante V = 2000N. Si la base de la vigaesb = 020 cm y su altura es
de 0.30 cm graﬁque la funcion esfuerzo cortante vs altura de la viga y determine
mediante un programa de MATLAB la grafica esfuerzo cortante vs localizacién de
la fibra de la viga y el valor méximo de la fL_mc_:ién e'sfl:.lerzo cortante. Coﬁsidere el
rango de valores de la alfura de la viga desde x=-15 cm hasta x=15 cm, con

incrementos de 0.2 cms.
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Solucién: Se recurrid a la formula del esfuerzo cortante en una viga de seccion

rectangular constante de base b y alturah (Beer, 2010).

3V 6b
= 2 b h3 bh3 y T ( 5 )
FIGURA N° 1.7

ESFUERZO CORTANTE V§ ALTURA DE LA VIGA

'Fuente:‘elaboracién propia

El esfuerzo cortante en la viga esta en funcién de la fuerza cortante V, de los lados

- del rectangulo b yh ydelaposicion Y de cada ﬁbra Es una expresmn cuadratica
cuyo valor maximo del esfuerzo cortante ocurre’ cuando Y =0 es decir en el centro

| de la viga y el valor de dicho esfuerzo es minimo cuando Y es maximo.

Se procedit a elaborar el programa MATLAB ingresando los valores de b = 0.20

m,h=0.30myV =2000N. Se determinaron dos constantes ki y k> donde:

3V eV

ki = ' k, = —
M1 =opms Y 27 phns

Las expresiones k, y kz se ingresaron al programa y se considero el intervalo
de valores de la Vanable Y = [ 0.15:0.2 : 0. 15] |
A contmuac:]on se muestra él programa en Matlab que determina la grafica de la
func10n esfuerzo cortante (‘r) y el valor méximo de dicho esfuerzo (Trmax-) :

function [ cortante7 ] = grafica(h,b,V)

V =2000; h = 0.30; b = 0.20;

= [-15:0.2:15];

k1 = (32)*(V/(b*h"3));

k2 = (6*b)/(b*h"3)

tau = k1 - k2.¥Y."2;

TABLA =[y' tau']

plot(tau, y, 'b")
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xlabel ('Localizacion de la Fibra (cm)')
ylabel("Esfuerzo Cortante (Pa)")

end

En la Grafica N° 1.3 se observa que el esfuerzo cortante en una viga de secciéon
rectangular tiene forma parabolica ocurriendo el valor maximo de la funcién
esfuerzo cortante en el centro de la viga -con un valor de 550000 Pa 6 0.55Mpa,
ademas se observa que el esfuerzo cortante es minimo en las fibra mas alejadas

del centro de la viga con un valor de 0 MPA

GRAFICA N° 1.3 '
ESFUERZO CORTANTE VS ALTURA DE LA VIGA

Localizacion dé la Fibra (cm)
=]

1o}

_15 . — I " L I L |‘ -
5 5.1 52 5.3 .54 585 - . 5.6

Esfuerzo Cortante (Pa) x 105
Fuente : Elaboracidn propia
PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema N°1 Dos ba“rrés ciHndric_as AB yBC unidas a la altura de B y sostenidas
por el apoyo ﬁjd en A son sometidas a las cargas mostradas en la figura N°1.1.1.
El disefio precisa que los esfﬁerzds normales resultantes no debe exceder de 120
MPa en el cilindro AB n1 -1‘ OO'MPa en ¢l cilindro BC. Elabore uh progfama usando
MATLAB que calcule‘él didmetro minimo necesario en cada cilindro.- Muestre el
diagrama de flujo respectivo. '

Problema N°2' En la armadura de la figura N°1.1.2 la barra BC est hecha de un
material que soporta 12 ksi de esfuerzo en te'néién y 8 ksi de esfuerzo en

compresion. Elabore un programa en MATLAB que d'ét_érmine ¢l minimo diametro

i

que debe tener dicha barra. Muestre el diagrama de flujo respectivo.
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FIGURA N° 1.1.1 FIGURAN®1.1.2
PROBLEMA PROPUESTO N°1 PROBLEMA PROPUESTO N°2

A - . 08m  osm 120 Lb
15¥ps bi - .‘{c
55T A 0.6 m‘{- * S
10 kipsc|_r| 10 kips .
. 40.kips ' | P MNgoo1n,
Fuente: elaboracién propia Fuente : e:aboriat_:ién_propia

Problema N°3 El poste corto de madera de 90 mm de.didmetro de la figura N°1.1.3
es sometido a una carga de 80 kN apoye’mdose sobre una brase. circular de concreto
armado. Elabore un programa en MATLAB que calcule: el esfuerzo de apoyo
maximo sobre el concreto armado

Problema N°4 El sistema de la figura N°1.1.4 esta conformédo por dos cables que
sostienen uha fuerza de 30 Ib. El alambre AB tiene un diéfhetro de 2.5 cm y el
alambre BC tiene un didmetro de 3.5 cm . Elabore un pro'grama en MATLAB que

calcule los esfuerzos normales axiales en cada cable.

FIGURA N°1.1.3 . FIGURA N°1.1.4
PROBLEMA PROPUESTO N°3 PROBLEMA PROPUESTO N°4

1 -0 — | .
Fuente: elaboracién propia -~ Fuente: elaboracién propia
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CAPITULO II

LEY DE HOOKE

2.1 DETERMINACION DE LAS DEFORMACIONES POR CARGA
AXIAL USANDO MATLAB .

No existe cuerpo rigido indeformable, todos los cuerpos que son sometidos a una
carga externa presentan una reaccion interna que les genera deformaciones de
diverso tipo dependiendo del tipo de carga aplicada. Pof ejemplo si se aplicada
una carga axial el cuerpo experimenta' una deformacién axial pudiendo ser de
alargamiento causado por tensidén o de acbrtamjento de su longitud por una carga
de compresion, en caso de aplicar un momento flector él material experimenta
deformacion por flexion pudiendo ser-concava haéia arriba o concava hacia
abajo dependiendo del sentido del momé_ﬁto 'ﬂe‘ét_or aplicado, en el caso de la
aplicacion de un par torsionante como su nbmbfe‘ lo indicé el material se' deforma
sufriendo una torcedura.

En el caso de las baffa‘s rectas al soportar cargas exf__ernas sus longitudes axiales
pueden aumentar si la‘s‘ éargas axiales son'_deiteh_siéﬁ o pimden diSm‘inﬁir cuando
la carga axial es de coﬁlpresién. La deformacién que sufren se dénomina
Deformacion de Longitud por Carga Ax.i.al, cuando esta deformacién se divide
enfre la longitud inicial del eier_ncnto éurgé el concepto de la deformacién
unitaria. En el caso de un clemento diferencial de varilla dé longitud diferencial

dx la deformacién unitaria se define como :
. A8 dé
£= lim—= —
: n-ooo Ax - dx
En un disefio mecanico por lo general se busca que el esfuerzo en el material
no exceda al esfuerzo del limite de proporcionalidad del material de tal modo
que existe una proporcionalidad entre el esfuerzo normal (o) y la deformacion
unitaria (€) que es justamente el modulo de Young (E) una caracteristica de

cada material.
o= E&g —receeeeees (22)

De la expresion (2) :



Si se reemplaza las expresiones de € y & en la expresion (3) se obtiene:

R — (2.4)

AE

FIQURA N° 2.1
DEFORMACION POR FUERZA AXIAL

Lo : Longitud inicial-
Lf : Longitud final
0 : Variacion de longitud

Fuente : elaboracién propla

La ecuacién 2.4 es conbcida como’ la iey de‘Horo‘ké (Pytel, 2012) y se usa para
calcular 1a deformacién de la.ilongi_tud"cilie una barra por carga axial cuando el
elemento pfésenta una sccci(')n constante o cuando la barra es prismética (Figura N°
2.1). Encel caso de que la fuerza aplicada y la séccién transversal de la barra sean
variables en funcion del eje axial X hay necesidad de aplicar integrales partiendo
de la expresion : | ._ |

L= [Ll@% s

‘ ‘ A(x)E

El caso més general para la aplicacién de la Ley de Hodké se da éuando las cargas
aplicadas son-en los trés ejes prihcipales X, Y,Z pudiéndose presenfzir tres esfuerzos
normales (dy, Oy, 0z) simultineamente de tal 'mofid que las afect‘aciones en la
longitud de uno de los gjes afectan las deformaciones que ocurran en los otros ejes
(vedse la Figura N° 2.2). |
La figura N° 2.3 muestra como las defbrmgciones en-uno de los ejes afecta
negativamente en las deformaciones de los otros ejes, es decir si pbf gjemplo en

el eje y la deformacion unitaria es positiva esto afecta negativamente a las

4

deformaciones en los ejes x y z.
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FIGURA N° 2.2
LEY DE HOOKE GENERALIZADA

Y .
——Lx ——-ALx
. ¥Vista de pefil XY
(b)

elemento de vlga esforzado

(c) _
Fuente eIaboracaon propla

Cuando se dispone de vectores y se desean hacer operaciones mateméticas entre
€508 se recurre a la operacxon elemento a e]emento que se logra con el comando

* para la multlphcacmn y ./ para la divisién como se observa en el siguiente
ejemplo :
Sean los vectores: V1= [ 18 36 20 8] y V2=[625 4] para poder dividir
V1/V2 damos el comando V1./V2 que arroja el resultado

VIV2=[3 18 4 2] o
Del mismo modo para multiplicar ambos vectores ¢l comando es :
VI'*V2=[108 72 100 32]

FIGURA N° 2.3 :
DEFORMACIONES UNITARIAS PRINCIPALES

- O‘x MO’y ,u,crz
‘Sx =Te - ,E
L A Ox o‘ - f Oz
. _ A Ox L Oy Oz
Ez ==t - g+ —¢
KA = Modulo de Poissbh

Fuente elaborac:én propla "
' Otro comando 1mportante en MATLAB es lmspace
Longitud = linspace (0,2,14)=[0:2:14=[0"2 4 68.1012 14]
La orden linspace tieﬁe gran utilidad cuando se trabaja con funciones

matematicas ( Otto, 2015).
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El comando 6 declaracién IF utilizada en los diagramas de flujo o en los
pseudocddigos se usa para decidir si una o mas opciones deban ser ejecutadas

o no. Cuando la condicién sea verdadera se gjecutara la accion, dicha condicién
puede incluir niimeros o declaraciones, la accién a realizar estard enmarcada
entre los comandos IF y END (Attaway, 2009). Uno de las caracteristicas mas
importantes de MATLAB es que tiene recursos para poder graficar las funciones
simples o complicadas, lo cual lo realiza bastante rapido con el comando ‘plot’,
pudiéndose editar el tipo de linea, color, rotular el eje de las abceisas y
coordenadas (Otto, 2005).

Problema N° 2.1

Se tienen dos tubos unidos uno de bronce y otro de aluminio y son sometidos a las
fuerzas axiales mostradas en la figura N°2.4. g;Cuél es la maxima carga F que se
puede aplicar al sistema de tal modo que se cumplan simultaneamente las siguientes
restricciones: los esfuerzos normales admisibles expresados en kg/cm? en el bronce
es de 1280 y en el aluminio es de 920. Ademas la maxima deformacién no debe
exceder a 0.32 cm. El médulo de Young expresado en kg/cm? de cada material es
para el bronce 8x10° y para el aluminio 7x10%, ¢l 4rea de la seccién transversal del

bronce es de 4 cm’y del aluminio es de 8 em?,

FIGURAN®°2.4
CARGA ADMISIBLE
100cm ,  180cm
, -
2F N
-—ggmed Bronce . SE Aluminio »-—-?.F |

Fuente: cla boracién 'pro_pia
Solucion :

El problema presenta tres condiciones, dos de esas referidas al esfuerzo admisible
de cada material y otra referida a la deformacion total méxima. En primer lugar se
usé la Ley de Hooke para establecer una ecuacion donde se relaciond la
deformacion total axial igualdndola a la suma de las deformaciones de ambos
materiales sufridas por las cargas de la figura N°4.

Or = Opr + Oy
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Posteriormente en dicha ecuacién se cambié las fuerzas en cada material por la
relacion esfuerzo es igual a fuerza por drea de tal manera que la ecuacion de Hooke
quedé en funcién de los esfuerzos admisibies.

87 = (OprLpr)/Egr + (arla)/Ent

Luegd se uso ¢l criterio 6 método de la suposicion falsa es decir se asumi6 que sélo
uno de los materiales alcanzaba su esfuerzo .ad'misibler, si esta suposicion resultara
verdadera entonces todos los célculos se harian con dicho esfuerzo admisible, en
caso contrario se asumiria el esfuerzo admisible del ofro material como el méximo.
A continuacidn se muestra el programa solucién con su pseudocddigo
correspondiente al Diagrama de Flujo de la Figura N°-2.5:
function [ hookes] = leyhooke(A1,E1,A2,E2,L1,L2,P1,P2, Pmax,Ead1,Ead2)

Al=8; A2=4; E1=7*10"5; E2 =8*10"5; Ead15850; Ea&2=1250; dmax = 0.20;

Lt = 180; L2 = 120;
a=(2*L2)/(A2*E2);
b= (3*L1)(AI*E);
P= dx_nax/(a+b);

P1 = Ead1*Al1/3;
P2 = Ead2*A2/3,

if P>P1

elseif P1>P2

else Pmax =Pl

- if P>2266
Pmax =PIl
Pmax = P2

else Pmax = P
end
end
La Tabla N°2.1 muestra los valores de las cargas méximas soportadas por cada
material asumiendo que cada vez s6lo uno ‘llegarl'a a su esfuerzo admsible es asi que
se observa en la Tabla N° 2.1 que ¢l bronce soportaria una carga maxima de 2666.7

Kg suposicion que result6 falsa ya que el aluminio solo puede soportar una carga
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de 1166.7 kg. . En conclusién la maxima carga que soporta el sistema es la fuerza
menor es decir 1166.7 kg.

FIGURA N° 2.5
DIAGRAMA DE FLU}O

Cinicie>

A2=4; A1 =8; L1 = 180; L2=10 /
E1=7x10% ; EJ =8x10°.

Fuente . elaboracién propia

‘La Tabla N°2.1 muestras los dos valores de la fuerza F méxima en cada material y se

" decide aplicar la menor de las cargas que el valor que admitiran los dos materiales.

TABLA N°2.1
FUERZAS CONDICIONANTES
= 116867 '
P 2266.7
P2 1666.7
Prax __11es.7-

Fuente :_élﬁbqrédéh propla’

Para ser un experto en MATLAB se debe aprender a manejar escalares, vectores ,
matrices y ecuaciones que son utilizad@s en los scripis, funciones através de
algoritmos que seén funcionales (Lyshevsky;2003). |
2.2 ESFUERZOS EN MTEMBROS DE UNA ESTRUCTURA
USANDO MATLAB
- Para determinar los esfuerzos en una éstructura €s necesario en primer lugar aplicar
las ecuaciones del equilibrio estéticq YF=0y XM =0 luego con estas

ecuaciones se determiinan diversas relaciones entre fuerzas, esfuerzos, areas y
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longitudes. Una vez determinadas las fuerzas en los elementos de la estructura se
procede a emplear la fomula del esfuerzo normal ¢ = F/A o esfuerzo cortante

T = F_/A segin sea el caso. A continuacién se muestra un ejemplo.

Problema N 2.2

La barra rigida de la figura N°2.6 se halla articulada en el punto A y esta sometida
a las cargas puntuales F1 y F2 de 8000 y 12000 N respectivamente. La barra se
mantiene en equilibrio por el cable de acero cuyo radio es de 0.02 m. Sia=0.2m,
b=0.4m y ¢ = 1.2 m, elabore un programa en MATLAB que calcule ¢l esfuerzo
normal en el cable BE en funcién del angulo a que forma con la horizontal
expresado en grados sexagesimales. El rdngt)'de valores de @ es : 30°< @ < 60°
con variaciones de 5°. Determiné la grafica dela funcién Esfuerzo en el cable BE

Vs Angulo de inclinacién del cable BE.

FIGURAN®2.6 ’
ESFUERZO VS ANGULO INCLINACION

R S

F2 Ve

Fuente : Elaboracion Pl"Opla S

Solucion: Para resolver este proBlerna se considerd en primer lugar €l equilibrio
estatico de la viga para lo cual se tomé m-n_)-m,ent'o's alrededor del apoyo fijo A
generandose una ecuacion én donde apai'ecéi_eron dos variables: la tension en el
cable TED y el angulo ‘alfa de inclinacion de la cuerda ED con lo cual se pudo
estabecer una relacion entre ambas variables. Para poder graficar la funcién se
ingresan los valores del angulo alfa como un vector alfa= [30:0.1:60] lo cual en
el lenguaje de MATLAB significa que la variable angulo oscila ente 30° y 60° con
un incremento de dngulo de 0.1°, ‘aplicando ecuaciones del equiibrio estitico se
determiné la tensién en el cable DE:
T = ((Fix(atb+c} + Faxc)/(atb+c)xsen alfa))

expresion que luego se usa en el programa mediante el pseudocodigo.
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A continuacién se muestra el programa en MATLAB que determina la grafica
~de la funcién Esfuerzos vs Angui’o de Inclinacién, el valor méximo y minimo
de la dicha funcién, los valores ‘del angulo alfa donde ocurrén dichos esfuerzos
pﬁncipales.

function [ esfalfa] = esfuerzo(a,b,c,F1,F2,alfa,r )

e =0.1;alfa=[30:0.1:60]; F1 =8000;F2 = 12000; a = 0.2; b= 0.4;...

c=1.2;r=0.02;
A = pi*r2;
h= sind(alfa);
g = atb+c;
e = F1*(b+ c);
T=((Fl*g+ F2_*c)./(g:.”f(s'ihd(alfa))));
Esfu = (T./A) |

plot(alfa,Esfu,k-."

[V, ind] = max(Esfu)

plot(a;fa(ind),Esfu(ind);b*')

“holdon '

alfa(ind)

Esfu{ind)

xlabel('Angulo inclinacién alfa (°)")

ylabel(‘E'sfuerlzo' Normal (Ib/in"2)})

legend('EsfuérZO en el bronce'")

[V,ind] = min(Esfu)

alfaind)

Esfu(ind)

end .
De la Grafica N°2.1 se deduce que el ésfuerzo normal en el cable aumenta con el

aﬁgqlb (alfa) de inclinacién del cable. Por otro lado al ejecutar el programa éste

| arrojo el resultado de que en el valor maximo del esfuerzo fué de de 25465000 Ib/in?
valor que dcurrié cuando la inclinacién del cable fué de 305; asi mismo se obtuvo
el esfuerzo normal minimo 14702000 Ib/in® que ocuﬁ‘i(")-cudndo el angulo de

inclinacién fué de 60°, observandose que a una mayor péndientc del cable la
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tensién en el mismo es menor, lo cual nos lleva a la conclusién de que para efectos
de disefio se recomienda que el cable DE tenga la mayor pendiente posible, siendo
el valor 6ptimo del dngulo de inclinacion de 90°.

GRAFICA 2.1 '
ESFUERZQ CORTANTE VS ANGULO INCLINACION

x107
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Angulo inclinacion alfa (")

Fuente : elaboracién propia
PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA N°1 Una barra cilindrica de cobre de 45 m de largo dé diametro es
sometida a una carga de tal modo que su 'eldngacién maxima sea de 35 mm . Elabore
un progr_amzi en MATLAB que determine la maxima éérga axial F que se puede
aplicar. Dato: Modulo de Young 120 GPa.

PROBLEMA N°2 Un cilindro Hueco de acero se usa ‘p'ra'ra soportar tension. Si la

deformacién admisible es de 0.030%, elabore un pf()gl'ama en MATLAB que
determine el didmetro exterior si se conoce que el didmetro interior mide 40 mm y
la carga a soportar es del5 kN.

PROBLEMA N°3 Elabore un programa en MATLAB que determine la mayor
carga que se puede aplicar al disefio de la figura N°2.1.1 sabiendo que el cable BC
es de acero de diametro 3 mm, ademas se conoce que el esfuerzo en dicho cable
no debe exceder de 200 MPay ia deformaci(’)ﬂ por fuerza no debe superar 5 mm.
Dato del acero E = 200 GPa

PROBLEMA N°4 Elabore un programa en MATLAB para calcular el valor
mMAaximo que. puede adoptar la fuerza F aplicada en el punto G de la figura N°2.1.2

=



sabiendo que a deflexion del punto D no debe superar 0.023 pulgadas. La barra EC
es de aluminio ( E = 10.1 x 10°1b/in?) con seccién transversal de 0.40 in®. La barra

AB es de acero ( E= 29 x 108 Ib/in?) con seccién transversal 0,60 in?,

FIGURA N°2.1.2

FIGURAN®2.1.1
PROBLEMA PROPUESTO N°3 PROBLEMA PROPUESTO N°4
‘ —F—— ; £
3m . 1m K 60> 4in
4 =4 [ )

| O e——— <l
503N . ‘T‘ NP ’
=X Boin|2in|  4in |
— - Fuente: elaboracion propia

Fuén_'te:- eiabOr'aCi‘éh‘ bf’opié- '




CAPITULO 111

ESFUERZOS POR TEMPERATURA

3.1 CALCULO DE ESFUERZOS EN SISTEMAS HIPERSTATICOS POR
MEDIO DE MATLAB

Los materiales al ser sometidos a cambios de temperaturas sufren cambios en sus
dimensiones estos son los cambios de longitud por efecto térmico representados por
AL. Las dimensiones de los materiales aumentan cuando hay un aumento de
temperatura este fendmeno es CO'HOCidQ como ‘expansion’. Del mismo modo
cuando la temperaturas disminuyen las dimenSiones del material también
dlsmlnuyen llamandose a este fenoméno “contraccién’ (Pytel 2012).

La deformacién unitaria por temperatura est4 dada por la expresion:

y la deformacién total en el material se da por la expresion (6)

NNy A— - (32)
donde a es €l coeficiente lineal de dilatacién térmica (°C™' 6 °F' ) y At es el
cambio de temperatura (tr — t;).
La figura N° 3.1 niuéstra una barra simplemente apoy_ad_a_, es decir sin restricciones,
de tal modo que al sufrir cambios térmicos. s6lo expéﬁmentaré cambios én sus
dimensiones mas no presentaré esfuerzos internos (Pyté_l, 2010).
Para presentar graficas con diversas caracteristicas MATLAB cuentas con el
comando PLOT el mismo que permite disefiar tipos de hneas colores, dlseno del
marcador de lineas para graficar funciones, colocar leyendas a los gréficos conel
comando LEGEND 6 colocar cuadrlcu_las con el comando GRID (Attaway, 2009).
La Figura N°3.1 muestra una viga éiinplemente apoyada sometida a un cambio
térmico, en este caso él material no presenta esfuerzos normales. |

FIGURA N° 3.1
DEFORMACION AXIAL TERMICA

t1 >t2 ’ A( = tz*‘h
Longitud inicial ]
= —— lo —————Ja AL
t'i L T T—— e
" Longitud firial

Fuehte:'rélaboi’at‘:iéﬁ “prdbia -
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La Figura N°3.2 muestra una viga con restricciones en sus apoyos de tal modo
que cuando la barra AB sea sometida a cambios térmicos sus longitudes final e
inicial seran iguales lo cual generara en la barra esfuerzo térmico, si ocurre un
calentamiento la barra sufrird compresion y si es sometida a un enfriamiento (tr<
ti) la barra sufrira esfuerzos de tensién (Hibbeler,2011).

Cuando se escribe un programa la declaracion IF-ELSE es utilizada para
‘ selécci(‘)nar entre dos 0 mas acciones. La accion 1 es ejecutada cuando la condicién
evaluada es verdadera y finaliza la declaracion IF-ELSE pero si la declaracion no
-es verdadera la segunda declaracion o accion 2 es ejecutada con lo cual finaliza la
declaracion IF — ELSE (Attaway,2009).

FIGURAN®3.2
VIGA EMPOTRADA

2t = tf '?l
'.—

>:_--- |
pRES

) apoyos ng;doe.

Fuente elabaracion propia

Probler_na N3l

‘La figura N° 3.3 -'rnues[tra un sistema conformado por dos barras una de bronce y
otra de acero y sostienen una p’iaéa rigida de pes'(r) 100000 Kg siendo la temperatura
inicial de 25°C. Ind1que hasta que temperatura deberd calentarse el sistema de tal
modo que la varilla central de acero quede sin carga ax1a1 Material 1: acero,
material 2 bronce.

Datos : E1 = 2.1 x 10° kg/em’ , E = 8.4 x 10° kg/em?, A1 =20 cm?, A =28 ey,
Li=38cm, L =35cm, a, = 1.17_ x1075°C, a, =189 x 108 °C"’

FIGURA N° 3.3
ESFUERZOS TERMICOS
L2 o

Bronce I L Bronce |
, Acero iV
Fuente elaboraclén propla
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Solucién: El problema es de tipo hiperestatico pof' tanto se plantearon dos
ecuaciones: la primera referida al equilibrio estatico del cuerpo rigido de peso W
sostenido por las tres barras obteniéndose una primera ecuacion
2Fg 4+ Fye =W (3.3)
que se complementé con una segunda ecuacién que se obtuvo de la relacion de las
deformaciones totales de ambos materiales que incluyd tanto deformaciones por
fuerza como deformaciones por temperatura.
8pr + Bpr = G4 (3. 4)
A continuacion se muestra el programa que resuelve el problema
function[temperatural3]=esftermico13(A1,A2,E1,E2,L1 ,L2,W,to,alfal ,alfa2)
Al =20;A2=28; E1=2.1¥10"6; E2 = 8.4*10"5;
L1=38;L2=35; w=100000; to = 25; alfal = 1.17*10"-5;
alfa2 = 1.89*10"-5;
F =w/2;
a = (alfal*L1)- (alfa2*L2});
b = (F*L2)/(A2*E2);
tf=Db/a + to
~end
Resultado: La temperatua final del sistema es tr=-318; 0372°°C

FIGURA N° 3.4
DIAGRAMA DE FLUJO

{ Inic'io. )

T Al= =28, L1=38 ‘
L2=35 E1= 21110"6!-:2 BAI0°5 . - ‘
lfai 117x10“5 afa2 = 189x10"5 W =100600

‘F= WI2 alfa1xL1 alfa2 xL2.
b ‘(F2xL2) I (A2xE2) .= (bla) +to

Fuente: elaboracién propia
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Problema N 3.2
Dos ejes cilindricos coaxiales PQ y QR de acero y bronce respectivamente estin
empotrados en muros rigidos. Inicialmente ambos cilindros no estin pretensados.
Calcule los esfuerzos normales en ambos materiales si la temperatura del sistema
sufre un incremento de 40°. Material 1: acero Material 2: bronce.
Datos: Er=189x10°N/m?, Ez = 115 x 10° N/m?, A; = 1.25x107 m?, A, =2.82x107
m?, L =0,20m, L =0.35m, a; =114x10°°C", a, =22.8 x 10 °C"!
A continuacion se muestra el programa que calcula el esfuerzo en el acero:
function [ cilindros] = temperatura(A1,A2,E1,E2,1.1,1.2,deltat, alfal,alfa2)
Al= 1.25*10A-3;A2 =2.82*10"-3;E1 = 100*10"9;E2=115*10"9; ...
L1=0.20;L2 = 0.35;alfal = 11.14*10"-6;alfa2 = 22.8*10"-6;... deltat = 40;
b=LI1/Al *El);
a = ((alfa2*L2)-(alfal *L1))*deltat;
¢ =L2/(A2*E2); F = a/(b-c);
Esfacero = F/Al
end
Resultado: El ‘esfuezq.ren el acero es Esfacero = 3.5346x10°Pa

PROBLEMAS PROPUESTQS CA‘PfTUL'OV HI
PROBLEMA N°3.1 La barra cilindrica hueca de cobre de la figura N°3.1.1 esta
firmemente apoyada entre dos paredes rigidas. Si inicialmente 1a barra no estaba
esforzada, determine mediénte ‘un‘pr'ograma en MATLAB él esfuerzo que soporta
si la temperatura desciende en 12°C. Dato_s: a=117x ‘1"0“‘5 (°C)1, didmetro
exterior (D)= 5.6 cm, didmetro interior (d) = 38 cm, = 8 em?, E=2.1 x 10° kg/cm?
PROBLEMA N°3.2 La figura N°3.1.2 mﬁestra dos cables de acero que sostienen
un peso de 700 kN, Ambas varillas tiene igual seccién transversal de 9 cm?. Elabore
un programa en MATLAB que permita calcular la -Variacién de temperatura
necesaria para que la fuerza resultante en la barra AB sea de 80 kN.
Datos del acero : E =200 GPa, a = 1.17 x 107°(°C)?
PROBLEMA N°3 Una barra pretensada de cobre a 23°C con una fuerza de 5000
firmemente a dos apoyds fijos en sus extremos. Elabore un programa en MATLAB

que calcule el esfuerzo en dicha barra cuando la temperatura sea de 10°C.

a=168x1073(°C)!
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FIGURA N°3.1.1 FIGURA N°3.1.2
PROBLEMA PROPUESTO N°1 PROBLEMA PROPUESTO N°2

- A-

120em| By
dB. - cf{9pem
A AT e——v —
Fuente: elaboracién propia ~ Fuente: elaboracion propia

PROBLEMA N°4 La figura N°3.1.3 muestra una barra de aluminio que esta
separada de dos muros rigidos una distancia e =3 mm a la temperatura de 8°C .
Elabore un programd‘ en MATLAB que calcule la temperatura final que sera
necesaria para que la barra se cémpﬁma con un esfuerzo de 25 MPa. Datos : a =
1:85 x 1073(°C) ™" La barra tiene una seccion transversal de 240 mm?.

FIGURA N°3.1.3
PROBLEMA PROPUESTO N°4
34m l _

Ftiéhte’: 'elébdfécidﬁ P"Q:P,ia,
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CAPITULO IV
DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE Y DE MOMENTOQO FLECTOR

4.1 Diagramas de fuerza cortante. Graficas usando MATLAB.

MATLAB cuenta con funciones poderosas que permiten representar graficamente
las funciones de diferentes tipos ‘ya .sea funciones hneales, logaritmicas,
superficiales, etc. Para que la grafica sea una curva suave es recomendable que la
variable independienté x tenga un incremento pequefio (Palm 111, 2005).

Para poder representar los Diagramas de Fuerza Cortante y de Momento Flector
se debe iniciar €] andlisis con dos ecuaciones diferenciales fundamentales (Popov,

2000), larpr,imerarreferida ala carga distribuida w aplicada a una viga determinada:

=Y
w = — (4.1)

donde V es la fuerza cortante en la seccion consi‘defzida‘de la viga, y la segunda

ecuacion diferencial referida a la fuerza cortante V:

_aMm .
V== 4.2)

donde M &repr‘esenta ¢l momento flector interno en la seccién bbhsiderada de la viga.

En el estudio de los diagramas se ha establecido una cd;_wenci(’)n respecto al signo

de los momentos flectores aplicﬁdos considerandolos positivos si la concavidad de

la viga est dirigida arriba (Pytel,2012). De la expresion (4.1) se puede despejar la
fué;za cortante V' y aplicar técnicas de integracion para determinar la funcién V en

| funcién de la variable x del eje axial-de la :v_iga obteniéndose la expresion:

| V= [fodi+ G ------------ (4.3)

De la expresion (4.3) se puede obtener una expresion que permite calcular la

funcién momento flector M: |
M= [JVdx+C; wmeeeioem (4.4)

Si al momento de graficar el diagrama de fuerza cortants V se observa que dicho
diagrama intersecta al eje de las abcisas X esto indica que a la altura de dicho punto
se produce un maximo o un minimo valor de la funcién M, pero podria suceder que
para un mismo diagrama V se obtengan varios puntos de interseccién entonces se
debe aplicar el concepto matematico de minimoes y maximos de una funcidn para

%
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determinar los maximos valores absolutos de M con su respectivo signo negativo o
positivo (G¢r¢,2016_).
Cuando una viga est4 sometida solo a cargas puntuales el momento flector maximo
o minimo ocurre en alguno de dichos puntos de aplicacién de las cargas.
Para poder elaborar un programa en MATLAB que sea la solucién a un problema
se debe antes elaborar un diagrama que indique los pasos 16gicos a seguir llamado
Diagrama de Flujo luego ese diagrama debe plasmarse en las ordenes expresadas
en el lenguaje del programa denominado pscudocédigo para lo cual se debe
observar que informacioén .o datos tenemos sobre un problema determinado, que
pasos seguir y cual es el (;bjetivo que se persigue.
Problema N° 4.1 | '
En la viga de la figura 4.1 determine la grafica de fuerza cortante y el momento
| flector, defénninando el maximo valor de éadé funcién. Use el Método de las
Funciones Singulares.
FOURA NG
VIGA SIMPLEMENTE APOYADA
 askN 40KN 40 kN '1_51'(:4‘ -
o v - 1 T {5 . * s

Longitudes en metros .

Fuente : Elaboracién propia

Solucion:
Primero se plantegirbn las ecuaciones del equilibrio estatico::
SF =0 | |
Ay + By —15kN — 40kN — 40kN —15kN =0 (4.5)
Ecuacién que se usé en el programa MATLAB para deteﬁninar la fu_erza cortante
-V en funcién de la variable X . La expresion de la fuerza cortante V se basé en el
concepto de las Funciones Singulares (Pop‘ov,QOOO) segun la cual todas las fuerzas
actuantes en la viga se pueden expresar como una sola funcién llamada la funcién
singular. El programa resultante se muestra a oohtinuaéic’m:
>> x = linspace(0,9);

>> V = 55*%(x>0) -15%(x>1)-40%(x>3)-40* (x>6)-15%(x>8)-55*(x>9);

)
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>> plot(x,V);
>> ylabel('Fuerza Cortante (kN)"); .
>> title('Diagrama de Fuerza Cortante');

>> xlabel('Longitud de la viga (m)");

El programa elaborado produjo la Grafica N° 4.1 en donde Se observa la

Funcién Fuerza Cortante Vs Ldngitud de la Viga donde se aprecia que en una viga
sometida a cargas puntuales el diagrama de fuerzas cortantes sufre cambios
verticales en aquellos puntos donde ocurren las cargas puntuales siendo el valor
maximo. de dicha funcion en los apoyos donde en valor absoluto dicha carga
méxima es de 60 kKN. Ademads se aprecia en dicha grafica que-la secciéon menos
Vcargada es la seccién central DE con carga igual a cero interpretandose que son

- los apoyos los puntos con mayor probabilidad de sufrir falla por corte.

4.2 Diagramas de Momento Flector Graficas usando MATLAB.
Célculo del Diagrama de momento flector: B
Luego se planted la ecuaciones del equilibrio e.stético:-
IMy=0 .
9 By — 1x15 kN — 3x40kN — 6x40kN-~ 8X¥15kN =0 (4.5)
ecuacion que se uso en €l programa MATLAB para determmar el: Momento
Flector M en funcion de la vanable X se basb en el concepto de las Funciones

Singulares (Popov, 2000).

GRAFICA N° 4.1
DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE

- Dlugrnmn d. Fu.m Gomnu 3

1 2 “3 4 ‘s e T &8 =]
Longitud de ta viga (m)

Fuente : elaboracion propia
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A continuacién se muestra el programa en MATLAB que grafica el diagrama de
Momento Flector del problema N° 4.1:

x =linspace(0,9);

M = 55%x -15%(x-1).*(x>1)-40*(x-3).*(x>3)-40%(x-6).*(x>6)-15*(x-8).*(x>8);
plot(x,M);

xlabel('Eje X (m)');

ylabél(‘Momento flector (kNm)")

title(DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR')

~ Para obtener una tabla que Tabule (x vs M) operamos del siguiente modo:
RI-18,  R2-12 |
x=linspace(0,5,10);

>> M=18*x -:36*(x~2).*(x>2);

>> table [x’, M’] enter |

La Gréfica N° 4.2 muestra que la funcion momento flector se incrementa
conforme aumenta la vﬂﬂablé X desde cada apoyo. Se apfccia que el mayor

~ momento flector ocurre en elrtramorcentral de la viga con un valor de 138 N.m

E ‘GRAFICAN°42
DIAGRAMA .DE MOMENTO FLECTOR

Mormento Flector(Nm)
3

4 5 P ? 8 ]
Eje X (m)

4] -4 2 k]

Fuente : Elaboracion propia-

el tramo central de la viga es la que soporta el mayor méximo momento flector el
mismo que es constante para todo el tramo DE. También se aprecia en la Grafica
N°4.2 que el maximo momento flector de 128 kNm ocuirre para valores de la

variable x comprendidos en el intervalo 3m <x < 6 m donde la fuerza cortante
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es cero. Ademds se observa que la maxima fuerza cortante de 56 kN ocurre en los
apoyos de la vfga donde el momento flector es cero.
También MATLAB tiene la capacidad de presentar las gréficas de fuerza cortante
y de momento flector en un solo grafico como se obéerva en la Grafica N°4.3
(Perez, 2002) para lo cual se realizd el siguiente programa correspondiente al
problema N° 4.1: |
Programa :

>>x = linspace(0,9);

>>V = 55%(x>0) -15%(x>1)-40*(x>3)-40*(x>6)-15*(x>8)-
55*%(x>9);
>>plot(x,V);
>>text(3.5,5,'Fuerza Cortante (kN))
>>hold on
>>M = 55*x -15%(x- 1) *(x>1)-40*(x 3).%(x>3)-40%(x-
6).¥(x>6)-15*(x-8).¥(x>8); .
>>plot(x,M);
->>text(3,130,Momento Flector (kN. m)')
>>xlabel('Eje X (m)")
>> ylabel('V (kN) M(kN m)')
> gnd
GRAFICA N°©4.3
DIAGRAMA :V-M

) cmerlla Flsclm (kN m)

2

V(kN) M{kN.m)
5

{L_Fuerze Cortnte (KN}

. i L \
R s 8 7
. EjeX(m)

Fuente : Elaboracién propia

4.3 Uso de MATLAB para hallar los valores maximos y.minimos de las funciones.
Problema N° 4.2 ,
En la viga con voladizo AD grafique por medio de un programa MATLAB el

diagrama de momento flector y determine los valores maximo y minimo de dicha

funcion.
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FIGURA N° 4.2
VIGA CON VOLADIZO

g00Lb . " - 4D0Lb.
60 Lbift .t

. B F =y . D
gy [ 8fi — Cﬁ-ﬂ -

Fuente: elaboracién propia

La viga se divide en 3 secciones o tramos AB: 0 <X <4 ,BC:4<X <12 y
CD:12 < X < 18, aplicando las condicion'es de equilibrio.estético se determinan
las ecuaciones del momento flector de cada uno de los tramos que son las
s1gulentes Tramo CD : M = = -30X% +1489 X - 16920
Tramo AB : M =- 30X +670; tramo BC: M = -30 X?-230 X + 3600;
Con dlchas funciones se elabora el programa el cual es una funcién con la
variable independiente x que variaentre 0 y 18 ft:

:function [ MomentoﬂectorS] = momento{x,M,y )

x=0:0.005:18; | -

M = ((x >=0)&(x<4)).*(-3 0*x.’\2+670*x)+((x>='4)&(x<12)).*(-30*x."2-

230*x+3600)4-((x>=12)&.(x<=.l.8)).*(-30*x.’\2+1'480*x-1'6920);

plot(xM 'k-."; holdon;

y = {(x >=0)&(x<4)).*(- 60*x+670)+((x>—4)&(x<12)) *(-60%x-230) +

(x>=12)8&(x<=18)).*(-60*x+1480);

[V, ind] = min(M) ; [V, ind] = max(M) ;

'xlabel(‘angitud (fty) ; y.label'('Mor:n:eﬁto Flector(Lb.ft)")

. legeﬁd(;MOmento Flector Maximo'-); legend('Momeﬁto Elector Minimo')

h(ﬂ'd on ' )

text(4,2442, Mminimo = 2401 Ib ')

text(12.5,-3500, Mmaximo = -3480 b ft)

grid on

end

PROBLEMAS PROPUESTOS CAPITULO IV

~ PROBLEMA N°1. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector

de la viga de la figura N°4.1.1 elaborando para ello un programa én MATLAB.



GRAFICA N°4.4
MOMENTO FLECTOR MAXIMO Y MINIMO
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Fuente : Elaboracion propia

PROBLEMA N°2. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector
de la viga N°4.1.2 elaborando para ello un programa en MATLAB.

FIGURA N°4.1.1 : FIGURA N°4.1.2
PROBLEMA PROPUESTO N°1 PROBLEMA PROPUESTO N°2
200016 3000Ib . ~20001b 4000 1b
b ob || aech s ol
3 ft 4% . 3
Fuente: elabt_)_raclén propia - Fuente elaboraCIén propia

PROBLEMA N°3. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector
de la viga de la figura N°4.4 elaborando para ello un pfbgrama en MATLAB.
PROBLEMA N°4. Dibuje los dlagramas de fuerza cortante y de momento flector
de la viga N°4.5 elaborando para elio un programa en MATLAB.

FIGURA N°4.1.3 B FIGURA N°4.1.4
PROBLEMA PROPUESTO N°3 , PROBLEMA PROPUESTO N°4
gooom  2000m || | . ‘1"oikN' -1
pcb o |1
-k .IGﬁC, '8ft ? A o 3m . "2"'.‘_';5m
Fuente : elaboracién propia Fuente e!aboraclén propia -
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CAPITULO V

FLEXION PURA
5.1 CALCULO DE ESFUERZOS POR FLEXION PURA POR MEDIQ

DE MATLAB

Una viga se considera sometida a flexion pura sélo cuando es sometida a momento
flector, no considerandose la flexiéon causada por fuerzas transversales, ni cargas
torsionantes. Se consideraron las siguientes hipotesis en este andlisis: a) la seccién
transversal de la viga es simétrica respecto a los gjes transversales, b} las secciones
transversales son planas antes y después de ocurrida la flexion, ¢) la viga estd hecha
de material isotropico. Tedricamente se asume las secciones transversales de la viga
antes y después de la flexién permanecen planas y se flexan en torno a su eje llamado
Eje Neutral (Vasquez, 1986).

El esfuerzo normal por flexién se calcula mediante la formula :

donde o representa el esfuerzo normal por flexion pudiendo ser de tension o de
cémpresic’m dependiendo del tipo de curvatura, M es el momento flector en la seccién
considerada, I es el momento rectangular de inercia de la seccién transversal, Y es
la ubicacién de la fibra objeto de estudio respecto al centroide de la seccién
transversal. Si se. solicitara el esfuerzo normal méximo por flexién en este caso el
‘valor de la variable ‘y’ adopta la distanciadela fibra ms alejada respecto al centroide
(Hibbeler, 2011). '
Cuando una viga se flexa los puntbs de la misma se desvian respecto de su ¢je
longitudinal o axial en una cantidad llamada deflexién que puede ser negativa si esta
por debajo del ¢je axial o positiva si la desviacion Qucdé por encima del ¢je axial.
(Gere,2016).
Si el esfuerzo normal de trabajo és menor que es esfuerzo admisible entonces
tenemos un disefio seguro. En términos econémicos si se dispo'ﬁe de vigas con iguales
caracteristicas en cuanto a su resistencia mecénica se debe seleccionar aquellas vigas
cuyo peso propio 6 aquellas Vigas que presentan menor seccién transversal (Beer,

2010).
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FIGURA N°5.1
VIGA SOMETIDA A FLEXION PURA

Fuente: elaboracién propia
5.2 Uso de MATLAB para calcular esfuerzos en vogas combinadas.

Las vigas estructurales son bastante resistentes por lo que sus deflexiones son muy
pequeitas y sus curvaturas tienen radios muy grandes. Una viga es de curvatura
positiva st se observa que su forma adopta la de una concavidad abierta hacia arriba.
y es de curvatura negativa si es concava abierta hacia abajo (Gere,2016).

Las férmulas planteadas para hallar los esfuerzos por flexién son dadas para
condiciones ideales pero estos resultados pueden diferir de los resultados reales,
para lo cual debemos introducir ciertas condiciones para que los resultados
précticos sean aceptables y una de esas condiciones es la apiicacién del principio
de Saint-Venant que basicamente indica que los calculos no son vélidos si se aplican
en zonas muy cercanas a los extremos de la viga (Beer, 2010).

Cuando una viga es sometida a flexién presenta simuitineamente una zona
sometida a esfuerzos normales de tensién y otra sometida a esfuerzos normales
de compresion. Al plano que separa. ambas zonas se le denomina Plano Neutro
debido a que en dicho plano no existe esfuerzo. La figura N°5.2 ilustra lo

mencionado.

FIGURA N°5.2
TIPOS DE ESFUERZOS DE FLEXION




Una de las hipotesis a considerar en el estudio de la flexidn es que las secciones

transversales de la viga permanecen planas antes y después de la flexion.

FIGURA N°5.3
EJES TRANSVERSALES Y AXIALES

Eje transversal Y

Secciér Eje transversal X
Transversal XY .

Fuente: elaboracién propia

Problema 5.1 Una viga cuya seccion transversal se muestra en la figura N°5.4 y
esta sometida al momento flector Mz = 12 kN.m, determine los esfuerzos normales

por flexion pura en los puntos A y B.

FIGURA N° 5.4
SECCION TRANSVERSAL
En :
e 5.?2 kNm
220 ;_1 Ej 1 _=)g.11m
360 .J__Bﬁ —— ]; (.Io_n;itudihgl j:rm -
mi lmelms secclén tranaversal :

Fuente e!aboramén propla

Se calculo el momento de inercia rectangular alrededor del eje Z:

(by R~ by AD) _ (032x 0.36%— 0.28 x 0.223)

I, = :
z 12 T 12

= 9957 x10~* m*

El valor hallado de 1z se reemplazo en la formula del esfuerzo normal por flexién

pura para hallar los esfuerzos normales en los puntos A y B,

_ MY 12kN.m x011m _ 13257 kN
TS T T T9957 x10- mE . e w2
kN Pa 103
= 13257 — x —* x = = 1.3257x10° Pa
m?2 k
mZ

= 1.3257x106 Pa x = 1.3257 MPaq

1086

Se calculd el esfuerzo por flexién en B:
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MY 12kN.m x0.18m kN
= = 2169.3 iz

I = T T T9.957 x10-% m*

Op, = 2.1693 MPa
A continuacion se muestra el programa MATLAB que calculé los esfuerzos
normales por flexién en los puntos solicitados A y B mostrados en la figura N°5.4:
function [ flexion25] = esfuerzonormal(Mz,Iz,Y)
' bl%[0.32:0.01:0.41]; b2 = [0.28:0.01:0.37}; h1 = [0.36:0.1:0.45];...
h2 =[0.22:0.1:0.31];
1z = (b1:*h173)- (b2.*h23))/12
Mflector =12 %kNm;
ycentroideA=r[0.1 1:-0.01:0.02]; Yom;
ycentroideB=0. 18 %m;
esﬁierzononha_lA_ = (ygéntroideA*Mﬂector)./Iz'
esfuefzononnalB = (jfcentroideB*Mﬂector)./ Iz
plot (lesfuerzonormzrllA,Iz,'b'<') -
hold on
esfuerzonormalB = (ycentroideB*Mflector)./Iz
plot (esfuerzonormalB,lz,'mo") - | o
| legend('EsfuefzononhalA','esfuerzo -,normalB')
xlabel (Momento de Inercié(lz) mm”4')
ylab_el (_’esfuerzon(_)_nnalA(Si gma)kPa’)
-ti_tle('ESFUERZO NORMAL vs MOMENTO DE.TNERCIA')
end
Enla Gréfica N°5.1 se oBserva como el esfuerzo normal en la viga es inversamente
proporcional al momento de inercia de la seccidn transversal de Ia viga, de lo cual
~ se concluye que al momento de disefiar una viga se debe seleccionar perfiles con
_ mayor momento de inercia para evitar liégar a los esfuerzos admisibles.
El comando SUBPLOT permite presentar varias graficas en un mismo cuadro. Por
ejemplo al escribir el comando ‘subplot(l,E,l); significa presentar un cuadro con
dos graficas donde existen una fila y dos columﬁas‘representéndose la primera

grafica-en la primera columna y ‘subplot(1 ,'2,2)’ que significa que la segunda
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| GRAFICAN® 5.1
ESFUERZO NORMAL VS MOMENTO DE INERCIA

1.3 2107 -3 ESFUERZO NORMAL vE MOMENTO DE INERCIA

<}  EsfuéfzonomalA

1.25 | O esfuerre normalB

esfuerzonommalA({Sigma)kPa

) 500 1000 1500 2000 2500
Momento de inercia(lz) mm*

Fuente : elaboracién propia

grafica se representard en la'segunda columna de la misma fila (Moore,ZOl 2). En
MATLAB se puedé pro‘gramar :para que ¢l dibujo de una'fuhci(’)n esté limitado a un
rango de abcisas y otro de ordenadas el comando es: [ xmin xmax ymin ymax ] -es
decir la funcion se representara para xm1n< x<xmax.y ymin<y <ymax (Palm
1, 2005). - o
A continuacién se muestra él programa MATLAB que permite usar el
comando SUBPLOT (Moore, 2012) ﬁafa oBtenerA las’igréﬁcas de los esfuerzos de’
tension 'y compresion max1mos en la seccidén sohc1tada |

function [ flexion26] = esfuerzonormal(Mz Iz Y) |

bl= [O 32:0.01:041]; b2 = [0 28:0. 01:0. 37] hl ,[0.36::0.1:0.45];...

=0.22:0.1:031 ]; o
1z = ((b1.*h173)- (b2.¥h2"3))/12

Mflector 21.2 %kNm;

yeentroideA=[0.11:-0.01:0.02];

ycentroideB=0.18 ;- |

esfuerzonormalTA = (ycentroideA *Mflector)./Iz

esfuerzonormalCB = (ycentroideB*Mflector)./Iz

subplot(1,2,1) |

plot (esfuerzonormalTA,Iz,'b<")

legend('Esfuerzonormal TensionA")
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xlabel ('Momento de Inercia(lz) mm”4')

ylabel (‘esfuerzonormal TensionA (Sjgma)kPa')
subplot(1,2,2)

plot (esfuerzonormalCB, Iz,'mo")
1egend(‘Esﬁ1erzonofma1Compresi6nB‘)

xlabel (‘"Momento de Inercia(1z) mrﬁA4’)

ylabel ("esfuerzonormalCompresionB(Sigma)kPa')
end

GRAFICA N° 5.2 ,
ESFUERZO NORMALES DE TENSION Y COMPRESION
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Fuente : elaboracmn propla
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Problema N° 5.2 La viga de la figura 5.5 es sometida a dos cargas puntuales y una

carga dlStI’l_blllda. Determine las reacciones en el apoyo y los esfuerzos normales

maximos de tension y de compresion causados por flexidn en una seccidn ubicada

a 2 metros del apdyo de empotramiento.

Datos: F =4 KN, Q =6 kN, w_=4kN/1‘n,b=2.5m,c_1f=O.5‘mc=]m, s= 2m;

b1=04m, by=0.08m, h;=0.050 m, hy = 0.250.

FIGURA N° 5.5
VIGA “T° EN VOLADIZO ~
. — — —h 1
. ..;, F Q  [ee—1T,
o 1o g 'T,T,
r_ I d_L_ ——I Séccion transversal

Fuente elaboraclon propla '

53



Solucidn :

En primer lugar se determind la ecuacién de equilibrio estatico referido al equilibrio

de fuerzas:
ZF,,:{) : Ry— bw +F— Q=0
luego la ecuacidn de equilibrio estatico referido al equilibrio de rotacion
YM,=0: %Q—F(b+d)—Q(b+d+c)—‘MA=0
El programa MATLAB que calcula los esfuerzos méaximos de tension'y
compresion es el siguiente :
function [ tau ] =
esfuerzononnalﬂexi(_)n(F,Q,b,q,d,omega,s,h1 ,h2,b1,b2)
F=4,Q=6;b=2; ¢ ‘=1‘ ; d=10.5; omega =4; s =2 ; h1 = 0.050;...
h2 = 0.25 ; bl = 0.4; b2 = 0.08;
h=hl + h2;
Yt =(1/2)* ((b2*h2"2)H(2*b1*h1*hi2)+(b1*h1°2))/((b1*h1)+(b2*h2))
Ry=Q-F+ omega*b | o
MA = Q*(b+d+c)+(omega*b"2)/2 -F*(b+d)
I=(b2 *h2"3)/ 12+b2*h2 *(Yt-h2/2)"2-+(b1*h143)/12 + b1*hl *(h—Yt-hi/Z)AZ,
Y3=h-Yt
Y4=Yt, _
Sigmal = MA *Y3/L;
Sigma2 =MA*Y4/I; _ \
TABLA =[b2*10000' h2*10000' b1*1 0000' h1*10000' Y*100" Ry MA'
I¥10000' SIGMA1' SIGMA2']

TABLAN®5.1
ESFUERZOS MAXIMOS DE TENSION Y COMPRESION

Fuerza - " ' ‘Momento © Maximo esfuerzo Maxlmo esfuerzo-
reacclonanta reacclonante de tensidn - " de comprn-lbn
Ry (kN) © - _ M (kN.m) = Sigmai (kN/m*) Slgmnz (&N )

12 245, " 11.850 23700

Fuente elaboraclén propia
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La Tabla N°5.1 muestra los resultados la fuerza de reaccion en el apoyo de
empotramiento A: Ry = 12000 N, Ma = 24500 N siendo los esfuerzos maximos de
11850 Pa para tension y 23700 Pa para compresion .

Problema N°5.3 La viga de la figura N°5.6 es sometida a dos cargas puntuales y
una carga distribuida. Determine los esfuerzos normales maximos de tensidén y de

compresion causados por flexién en una seccion ubicada en: a) x=0.3my x=1.7m

FIGURA N° 5.6
ESFUERZOS POR FLEXION _
2800 N 2800 N
0.2

W . = 4000 N/m
l %—1 __IG ﬂigl :Ih

Fuente elaboramon propia

Solucion :
Primero se determinaron por equilibrio estdtico las reacciones en cada apoyo
hallandose que Cy = Dy = 4000 N, luego se analiz6 en dos partes, es decir se analizé
en primer lugar el tramo comprendido entre el extremo libre A y el apoyo fijo C,
es decir para un rango de valores de la variable X comﬁr@ndido entre 0<X<03.
m y luego se hizo otro analisis para el tramo comprendido entre el apoyo Cyel
punto medio de la viga G donde ocurre que por simetria de las cargas y apoyos
ocurre la pendiente cerd es decir para el tramo comprendido entre 0.3 <X < 1.7 m.
Del diagrama de cuerpo libre del tramo AC se hallé la funcién momento flector:
Mac = 2800X — 2000X? y para el segundo tramo CG se determiné que la funcién
del momento flector fué:
Mcg = -2000X2 + 6800 X - 1200

Con estas consideraciones se elabord en primer lugar un programa en MATLAB
para calcular el momento ﬂéctor en funcién de la variable X para un rango de X
comprendido entre [0:0.01:0.3] con incremento de la variable X de 0.01 ‘m
hallandose luego el valor méximo de dicha funcién con la orden [d,n] = max(M)

function [ flexion6] = esftierzo(a,b,c,Fl,F2,a1fa,r )

e =0.01;

-x=[0:0.010:0.3];

M = - 2000.*x ~2+2800.*x;
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plot(x,M)

xlabel("Longitud del Tramo AC (m))

ylabel('Momento Flector AC (Nm})") -

[d,n] = max(M)

xmaxM = e*n

end
La grafica 5.3 muestra el Momento Flector del tramo AC siendo éste una funcién
parabolica abierta hacia abajo que obtuvo sﬁ méxifno Vaior 660 Nm en el apoyo C
donde la variable X = 0.3 m.
Luego para obtener el Diagrama de Momento Flector del segundo tramo CG el
diagrama de cuerpo libre del tramo AC se hallé que la funcién momento flector
fue: Mac = 2800X - ;‘2000}(2 y ﬁara el segundo tramo CG se hallé qﬁe la funcion
momento flector fué: Mcg = -2000X2 + 6800 X — 1200

GRAFICA N°53 ‘
DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR DEL TRAMO AC
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Fuente : elaboracion propia

En el siguiente programa que deteﬁninﬁ la grafica de la funcion momento flector
también es posibl’é g;raﬁcar el punto donde ocurre el maximo valor de dicha funcion
(Mmax)} y el punto dé ocurrencia del mismo. Al correr el programa éste muestra
en la gféﬁca el'i/alor de la localizacion del punto de la viga donde ocurre el
momento flector maximoe X = 0.7 m y también el valor exacto del Momento

Flector Maximo: M max = 6580 m. KN
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A continuacion se muestra el programa MATLAB que permite calcular los
esfuerzos méaximos de tension y compresion, punto de ocurrencia y la gréfica del
Diagrama de Momento Flector del tramo CG:

function [ flexion6bab1] = esfuerzo(a,b,c,F1,F2,alfa,r)

x =10.3: 0.00005 : 1.7; M =-2000.*x ."2+2800.*x+5600;

plot(x,M)

xlabel('Longitud del Tramo CG (m)').

title(‘DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR CG)

ylabel('Mdmenfé fector CG (kNm)"') "

axis

[ym,i] = max(M);

str= [' M.Max(kN.m):' num2str(ym)];

text(x(i),ym,str)

[V,ind]=max{M)

hold on

-plot(x(—ind) M(ind) 'ro")

x(lnd), M(lnd)

| legend('Funcmn Momento Flector' 'Locallzacwn del Max1mo Momento")

grld end . N 7
La Gréfica N°5 4 muestra la representacién del Diagrama de. Momento Flector y
el punto de la graﬁca donde ocurre el maximo de la funcmn 31endo la posicién
XrmaxM = 0.7 m y el momento flector mAaximo 6580 mkN

: GRAFICA N°5.4
DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR DEL TRAMO CG
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Fuente : Elaboracién propia
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MATLAB permite presentar los esfuerzos de ambos tramos AC y CG en una sola

grafica utilizando el comando SUBPLOT como se aprecia en la Grafica N°5.4

cuyo programa s¢ muestra a continuacion:

y CG

function [ flexion13] = esfuerzo(a,b,¢,F1,F2,alfar)
e =0.01; ' |
=[0: 0.010: 0.3];
x2 = [0.3: 0.00005 : 1.7];
M1 =-2000.*x ~2+2800.%x;
M2 = -2000.*¥x .~2+2800.*x+5600;
subplot(1,2,1)
lplot(xl,Ml,.’:’) o
xlabel('Longitud del Tramo AC (m)')
ylabel(‘Momentd Flector AC (Nm)_')

- subplot(1,2,2}

M2 = -2000.*x .~2+2800.#*x+5600;
plot(x2, M2) . .
xlabel( Longitud del Tramo CG (m))
ylabel(""Momento Flector AG (Nm) )

end

La Grafica N°5.5 muestra por. separado los momentos ﬂectores de los tramos AC

GRAFICA N°s55

DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR DE LOS TRAMOS ACYCG
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Fuente : Elaboracion propia
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Problema N°5.3 Dada la viga de 8 m de tipo voladizo AB empotrada en B y
sometida a una carga puntual de 8000 Lb en su extremo A, elabore un programa en
MATLAB vy el diagama de flujo usando la estructura LOOP para determinar el
maximo esfuerzo normal en la seccion transversal de 1a viga para los valores de la
posicion X que varian desde 1 haéta 8 m. Dicho programa debe mostrar ademas una
tabla de resultados donde aparezca la posicion X, el momento flector en dicho punto
y su respectivo esfuerzo normal maximo. Finalmente represente graficamente el
esfuerzo normal méaximo para cada posicion X de la seccién transversal. Datos la

seccion transversal de la viga es rectangular con base b = 0.10 m y altura h = 0.30

m.
FIGURA N°5.7
LA ESTRUCTURA LOOP Y EL ESFUERZO NORMAL
F=8000N N
. L ) I el - Y
,;J 123 ¢85 & 7 al[
= =5 — !
| x. —8m ' 4 l Seccion
) ) . . transversal |
Fuente: elaboracion propia’
. Solucién:

Cuando en un programa se utiliza las pruebas IF, ELSE 6 ELSEIF que son pruebas
de decisiones que serén ejecutadas siempre que la prueba de decision sea verdadera,
en caso de ser falsa seran i gnoradas. Como fesultado de estas pruebas se ejecutaran
0 no las decl‘araciones‘ establecidaé para resolver un problema, entendiéndose que
estas declaraciones se hallarin expresadas después de la de_ciéién IF y antes del
final END (Knigth, 2000).

En primer lugar se introdujeron los datos del problema la base b = 0.1 m, la altura
h = 0.3m, la fuerza aplicada F=8000 N y ¢l momento de inercia de la seccion
transversal 1=2.25x 10 m* luego se introdujo la fuerza F en cada una de las
posiciones solicitadas es decir en X = 1,2,3,4,5.6,7 y 8m. Luego se utilizé 1a
estructura LOOP colocando la condicién For K = 1:8 indicando de este modo que
se calculara el esfuerzo para 8 valores de X repitieﬁdo el LOOP hasta cuando X =
8 cuando concluye el LOOP vy se procedié a imprimir los resultados en la Tabla
N°5.2.

A continuacién se muestra el Diagrama de Flujo del problema:
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FIGURA N° 5.8
DIAGRAMA DE FLUJO

e

/b=01; h=03 F=8000N1=226%10 " /

For K =1.8

LongiK)=K .
M(K) =Long{K}+F
Esf{Kp=iA{K}+ YN

- T

Fuente elaboracién propia

Se muestra a continuacion el pseudocédigo del programa MATLAB.

function [ MiloopW] = EsfNormal(F,y,Lb,h )

F =8000; b =0.10; h=0.30;

[=b*h"3/12; y = h/2;

fork =1:8

Long(k) =k;

M(k) = Long(k)*F;

Esf{k) = M(k)*y/I

end

table=[ Long ;M ; Esf ] _

disp(' Long Momento Esfuerzo')

forintf('%8.0F %8.1£ %8.2 \n' table)

plot(Long, Esf)

xlabel('Posicion X (m)")

ylabelt'Esﬁlerzo normal (Pa)")
La Tabla N°5.2 muestra que los esfuerzos normales en la vi ga variaron linealmente
con los momentos flectores apl.icédos.
Existen las vigas fabricadas con mas de un material son la vigas llamadas
compuestas como por ejemplo vigas de acero-madera, madera-aluminio,

aluminio-acero y concreto-acero . El fin de esta combinacion es lograr una viga
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TABLA N°5.2
ESFUERZOS NORMAL CON LOOP

Longitud Momento - Esfuerzo

(m) {Nm) (Pa)
} e gem
3 24000 16000000
4 32000 21333333
5 40000 26666666
6 48000 32000000
7 56000 42666666

8. 64000 42886668

Fuente: elaboracién propia

que ahorre material, es decir que sea mas econdmica; otro fin es que la viga tenga
un menor peso propio con lo cual se logra menor esfuerzo en los materiales de
soporte y mayor rigidez (Gere, 2016). |

Problema N°5.4 Se desea determinar los maximos esfuerzos en una barra fabricada
de dos materiales: acero y bronce cuyas secciones se muestran en la figura N° 5.9
Determine los esfuer‘zo‘s‘ normales méaximos generados por flexiéon pura en ambos
‘materiales. La viga corhpugsta esta sometida a un .momento flector de M = 40000
' ..lb-'li_u_lg.' El médulo del acero es E( = 29x10° Ib/in? y el médulo del bronce Ez =
15x10° Iby/in’. |

FIGURA N°5.9
ESFUERZOS EN VIGAS COMBINADAS

Puigadas

—1.80 ——— 0.6

" Acero_Bronce _ Acero .
Fuente: elaboracion propia '
Solucién : Se comenzé por transformar la viga a un solo material, en este ejemplo

se transformé todo a un solo material bronce. Considerando deformaciones iguales,

deformaciones unitarias iguales :

& =&y - (1
donde la deformacién unitaria de cada material es : & = % ----- (2)
. EI. g ﬂ A ﬂ _— ﬂ. ________
(1) en (2): Ey  Ey © a En (3)

ademés Fl = Fz(’) U]AI = 0-” A” dedonde



o — An
ap Af

(3)= (4); L=ZL =2

or  En 4
transformando la Figura N°5.9 el 4rea de acero (A4;) en bronce (A7;).
de (5):

29x2x3x0.6

= 5—:1 x (2xhxb,) = = 6.96 in®

reemplazando valores : 3x e = A =6964in?, e=232in
FIGURA N°5.10 |
VIGA TRANSFORMADA EN COBRE

— 2.32

—1.80" ————2.32 ——
| | Arcagemronce | . - Aron de Bronoe
3 ‘equivalente al Bronée equivatents al

I acero acero

; :_ . .Ffﬁrgajﬂ?‘

Fuente: elaboracién propia '
Momento de inercia centroidal del drea transformada en bronce obtuvo que :

bh® _ (1.8042x232)x 33
12~ - 1z

! = = 14.49 in*

Por tanto el esfuerzo normal méximo por flexién pura en el bronce fué :
MY 40000 b in (3/,)in
‘Omax bronce = ] == 1449 n

El esfuerzo normal méximo en'el acero fué:

= 4140.8 lb/in?

| — .Eacer'o, D 29 o
Omaxacero — Omaxbroncex X \o—— | = 41408}( — = 8005.5 Lb/m
I E bronce : A1_5

A continuacién se muestra el progfalha en MATLAB que determing los

esfuerzos maximos por flexion en cada Iﬁatt_et‘ialz _
function [vigacombinada3] = esfno_rméa].(ljl.,l-ﬁ,El',EZ ,h,M)
bl = 1.80; b2 =0.6; El- 29*10"6; E2= 15* 1076, h=3;...
M= [0:2666.6:40000];
A2brf = E1*%b2#2%h /E2;
b2f= A2brf/h;
. Ibrf = (b1+2+b2f)*h"3/12 ;
Esfbroncef = (M./Tbrf). *h/2;
Esfacerof = (E1/E2).*Esfbroncef;
y=[0:0.1:1.5];
esfbroncef = (M./Ibrf).*y
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plot(y,Esfbroncef,'ro")

hold on |

plot(y, Esfacerof,’k--"}
xlabel(’ Altura de fibra (in)")

_ ylabel("Esfuerzo Normal {Ib/in"2)")

legend('Esfuerzo en el bronce’, Esfuerzo en el acero’)

end

GRAFICA N°5.6

ESFUERZO FLEXIONANTE VS ALTURA DE LA SECCION
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‘Fuente elaboracién propia

En la Grafica N°5.7 se aprecia que el esfuerzo normal por flexién en el acero es

mayor que el del bronce en cada punto de la secciéon. El méximo esfuerzo en el

acero es de 8424 Lb/in® ocurriendo dicho esfuerzo en la fibra més alejada de la

seccion es decir en cuando y = 1.5 pulgadas. El bronce es sometido a un esfuerzo

normal maximo de 4357 Lb/in? valor que es calculado en la fibra més alejada es

decir en y = 1.5 pulgadas. Se observa ademas que en el centro de la seccién el

esfuerzo normal para ambos materiales es nulo.

GRAFICAN® 5.7 .

ESFUERZO FLEXIONANTE VS ALTURA DE LA SECCION
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Problema N°5.5 En la viga de la figura 5.11 elabore un programa en MATLAB que
determine el maximo esfuerzo j)or flexiéon para un punto cualquiera de la viga.
Calcule dichos esfuerzos para los puntos medidos desde el punto A donde a) x =

1.5m. Datos: F1=6000N,F,=4000N,a =2m,b=02m,h=08m.

FIGURA N°5.11
VIGA EN VOLADIZO
CE _.B,:P. — -

! —a - — A e
Fuente: elaboracion propia

c

Solucién :
En primer lugar se analiz6 el equilibrio estatico para hallar las reacciones en los
apoyos para ello se plantearon las ecuaciones de equilibrio estatico.

YM,=0:  F(2a)+F2a)+M,=0
ZFY:O: Ay— F2—F1=0

Hallandose las reacciones en el apoyo A: Ay ¥ Ma se usaron para elaborar el
programa en donde luego de comparar la variable x con el valor de la distancia
‘a’ se tomo la decision de determinar ya sea €] Momento M; o el momento Mz
con sus respectivos esfuerzos Esf 0 Esf2. |

FIGURA N°5.12
DIAGRAMA DE FLUJO

<}

‘B=2, b=02, h=08
F1=6000, F2=4000

Iz ]

Fuente : elaboracion propia
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A continuacion se muestra el programa que calcula el esfuerzo requerido:
function [ esftlexion5] = distribu(a,b,h,F1,F2,M2,M1)
a=2;b=02;h=0.8; F1 =4000; F2 = 6000;

y =W2;

I = (b*h"3)/12;

x=1.5;

ifx>=2

M1 = - F1*x-F2*x +F2*a;
Esfl = M1*y/l

else M2 =-F2*x;

Esf2 = M2*y/l

end

El esfuerzo solicitado parax=1.5mes :
Esf2 = - 421870 Pa=- 0.42 GPa
PROBLEMAS PROPUESTOS CAPITULO V |
PROBLEMA N°I1. La viga de la figura N°5.1.1 esta sometida al momento flector
Mz = 450 kip.in. Elabore un algoritmo que calcule el esfuerzo normal por flexién
en ¢l punto A.
PROBLEMA N°2, Para la viga de la figura N°5.1.2 calcule los esfuerzos méaximo

de flexion y compresion por medio de un programa en MATLAB

FIGURAN®1.1 FIGURA N°5.1.2
- PROBLEMA PROPUESTO N°1. _ PROBLEMA PROPUESTO
M M = 350 kip in | :Q ) : 10-kips\ ' —6in—
z,-.5 N
| AN D "] — ' C‘
< B M-z"l_‘ Tin: _l JL:;O |n—|-2OT -
—28ft -4 —2.5in— ‘Saeqion
Fuente: elaboracién propia B Fuente: elaboracnén propia '

PROBLEMA N°3. La viga de la figura N°5.1.3 estd hecha “de un material cuyo
esfuerzo admisible a compresién es de 18 ksi y en tension soporta 12 ksi. Elabore
un programa en MATLAB que calcule el maximo momento Mz que s¢ pucde
aplicar a la viga.

PROBLEMA N°4. La viga de la figura N°5.1.4 estd hecha de un material cuyo

esfuerzo admisible a compresion es de 130 MPa y en tension soporta 180 MPa.
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Elabore un programa en MATLAB que calcule el maximo momento Mz que se

puede aplicar a la viga.

- FIGURA N°5.1.3 FIGURA N°5.1.4
PROBLEMA PROPUESTO N°3 7 PRQBLEMA PROPUESTO N°4
T ) - 2in___ L [-140mm—
ppp— ;ﬂ AT 3
X L] | ol Mz 140
1€ g4 —2 l-6in- | Tl g
’ - o ‘ o . L 10m— B Secc’:%“n
Fuente : elaboracién propia =~ Fuente : elaboracion propia
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CAP{TULO VI
METODO DE DOBLE INTEGRACION
6.1 CALCULO DE PENDIENTE MAXIMA POR MEDIO DE MATLAB
El método de doble integracion es uno de los métodos que se usa para estudiar y
determinar la deflexion y pendiente de una viga sobre todo del célculo de los valores
maximos de los mismos. Cuando una viga es sometida a cargﬁs exteriores presenta
deformacién en su forma, es decir la viga se curva pudiendo ser esta curvatura
concava hacia arriba o hacia abajo. El analisis de la viga por este método se inicia -

con la ecuacidn diferencial lineal de segundo orden de la curva (Beer, 2010) .

a2y _ My (6.1)

dx? El
La curvatura asumida por la viga es parte de un arco de radio r denominado radio
de curvatura se relaciona con el momento flector en la viga y sus caracteristicas
mecénicas propias como son el Moédule de Young (E) y Momento de Inercia (1)

en la siguiente expresion :

Lo MG
r El ' (6.2)

Al término 1/r se le conoce como la curvatura de la viga y matematicamente se
determina que:
d2y

r= (63)

- >
[+ (@) | |

La expresién (6.3) para:el caso del disefio de vigas se simplifica bastante ya que

en un disefio real las curvaturas son de un radio bastante grande lo cual hace que las

rotaciones sean de un valor despreciabie de tal rhd_do que la expresidén de la

2
pendiente de la viga d—sz’ en la expresién 6.3 tiende a ser cero por tanto se

desprecia. (Gere,2016). Al integrar la expresién (6.1) se obtiene la expresién:

2

Bl L= [" My dx+k, cemeeee (6.4)
En la expresion (6.4) My es el momento flector que actiia en la viga expresada en
funcion de la variable x y donde la constante-_kl es un valor que se determina
utilizando las condiciones de frontera (Pytel, 2010).
Lo primero que se debe hacer antes de escribir un programa es pensar los pasos

légicos que nos permitan hallar la solucién a un problema v esto es lo que
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constituye un algoritmo que se puede definir como la descripcion de las secuencias
0 pasos a seguir para resolver un problema. Cada uno de los pasos debe ser lo mas

pequefio posible de tal manera que sean manejables (Attaway, 2009).

6.2  USO DE MATLAB PARA CALCULAR DEFLEXIONES MAXIMAS
En ocasiones cuando se programa es conveniente presentar mas de una grafica en
un misma presentacidh y esa necesidad se satisface recurriehdo al comando ‘hold
on’ para lo cual primero se presenta la variable independiente x, luego la funcion
f(x) luego se grafica la primera fun(':i(')nr con el comando plot (x,y) y finalmente se
escribe el comando ‘hold on’ para sefialar que se va a realizar un segundo grafico
z = f(x)" en la misma presentacion (Perez, 2002).

Problema N°6.1 La viga AB de longitud L = 80 in estd sometida a una carga
unifonnemente distribnida de carga w = 100 Ib/in, si el médulo de rigidez EI =
65246400 Lb/in?, defermi{né la deflexién y pendiehte méxima en la viga usando el

softwarc de MATLAB.

FIGURA N° 6.1
VIGA CON CARGA UNIFORME

Fuente: elab()rac'ion propia: '

A continuacién se muestra el pfo grama en MATLAB que permiti6 calcular el
valor de la deflexion méxima en la viga : |
>>syms X wEIL
>>>> d2y = (w¥(-x"2+L*x)/2)/EI,
>> dy = int(d2y,x)
dy =(w*x"2*(3*L - 2%x))/(12*EI)
>> y = int(dy) |
y = (W¥x"3¥(2*L - x))/(24*EI)
>> C2 = 0; Cl =-w*L"3/24/El,
>>y=y+Cl*x ,
y = (w*x"3*¥(2*L - x))/(24*El) - (L "3*w*x)/(24*EI)
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>> fprintf('la solucion es y=")
la solucion es y=>> x1 =[0:0.01:80];

>> y1 = subs(y,[ELw,L],[65246400,100,80]);

>> y2 = subs(yl,'x',x1);

>> ymx = (-5*w*L"4)/(384*El);

>> Ymax = subs(ymx,[EL,w,L],[65246400,100,80])
Ymax = - 100000/122337 = 0.817 in

>> plot(x1,y2)

>> ylabel('Deflexion (in)')

>> xlabel('Longitud (in)")

>> title'DEFLEXION MAXIMA")

>> grid

El programa reatizado permite obtéﬁer la gréﬁca 'N°6.1

 GRAFICAN°6.1 ,
DEFLEXION DE VIGA POR DOBLE INTEGRACION

o]

i
0.1

i
i
i
L2 H
i
]

5 b
ow

Deflexibn (in)
b b
[ ]

i

E

4

f
os ; i ; . P
o 10 20 30 2]

40 60 70
Longitud (in)

Fuente : elaboracion propia

La grafica N°6.1 muestra que la mayor deflexion maxima en la viga ocurre en el

| punto medio de la viga con un valqr de 0.8 in por debajo de la posicion injcial, |

siendo la deflexi6én en los apoyos nula.

A continuacion se muestra el programa en MATLAB que permite calcular el valor

dela pendicnte méxima en la viga en ¢l problema N° 6.1 :

>>symsXwWEIL -
>> d2y = (w*(-x"2+L*x)/2)/EI,
>> dy = int(d2y,x)
dy = (W*x"2*(3*L - 2*x))/(12*EI)
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>> Cl = -w*L"3/24/El,

>>dy=dy+ Cl;

>> fprintf('la solucion es dy=")
la solucion es dy=>> x1= [0:0.01:807;

>> dy] = subs(dy,[w,ELL], [100,65246400,80]);

>> dyl = subs(dy,[w,ELL], [100,65246400,80]);

>>dy2 = subs(dyl,'x',x1);

>> dymax = (- w*L"3)/24/EI;

>> Dymax = subs(dymax,[w,ELL],[100,65246400,80])
Dymax = - 4000/122337 = - '0.0326 radianes = - 1.87°

>> plot(x1,dy2)

>> ylabel("Pendiente(radianes)’)

>> title('PENDIENTE MAXIMA")

>> xlabél('Lon_gitud (in)")

La Grafica N°6.2 muéstfa que la pendiente es maxima en‘lo's apoyos AyC, siendo
en ¢l caso del apoyo A una pendiente negatlva y el apoyo C una pendlente positiva.
En cambio la pendlente es nula en el punto medio M de la v1ga Se observa que
desde el apoyo izquierdo A hasta punto medio M la concavidad de la cuva es hacia
arriba lo cual indica que la pendlente es positiva y desde el punto medio de la viga
hasta el apoyo derecho B la concav1dad es hacia abajo s1gmﬁcando una pendiente
negativa. El punto de inflexion es el puntio}medib de la viga.

~ GRAFICA N°6.2
VARIACION DE LA PENDIENTE EN EL TRAMO AC
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Fuente elaboracion propia
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La grafica N°6.3 muestra la variacién de la pendiente de la viga desde su punto
central M hasta el extremo derecho C. Se aprecia como la pendiente se incrementa
desde 0 en el punto medio hasta 0.034 radianes en el extremo.

' GRAFICA N°6.3
VARIACION DE LA PENDIENTE EN EL TRAMO AM
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Fuente elaboracion propia

Problema N°6.2 Se tiene en la figura N 6.2 laviga AB que €s una viga en voladizo
sometida a dos cargas en el extrc;mo B. Aplié_ando el método de Doble Integracion
determine : a) la deflexion maxima yb) 1a pendiente maxima. Datos P = 2800 N,
Mg = 600 N.m, E = 180 x 10° Nm2. Considere que la seccién transversal es una

corona circular con radios R=10 cm y r = 8 cm,

FIGURA N°6.2'
VARIACION DE LA PENDIENTE EN EL TRAMO AM

ZT—R —

zI L=35m P
A X

 S——
R=10cm , r =8¢cm

Fuente: elaboracion propia

.MB

sééclbn .

Se inicid la solucion calculando el momento de inercia rectangular de la corona

circular:

a(R3 —r})  m(10* — 8H)cm*
_ (24 z) _ mQd ~ M _ 46.4x 10-5m*

Iy

Luego se calculd el momento flector Mx en la viga haciendo un corte imaginario

a una distancia variable X del extremo derecho B :
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My= -PX-Ms
Dicho momento flector se reemplazd en la ecuacién general del Método de Doble

Integracion para realizar las dos sucesivas integraciones [ y II.

FIGURA N° 6.3
VIGA SECCIONADA
P =2800 N
™M
&t

4-—x-—-—--—--l M= 600 N

Fuente elaboracion propia

Calculo del moédulo de rigidez EI :
E1=(180x 10° Nm?) (46.4 x 10~®m*)= 8352000 Nm?

d?y
El=5 = —Px—~ M,
E12 = 22 Mpx+ € —=——(65)
ElY= -2 285 4 (x4 ¢~ —(66)

‘Las condiciones de frontera son en A: x=L,y=0y dy/dx=0

EValtJ.an&o la ecuacion 1 en A

¢ =T Ml
2 "
Evaluando la ecuacionTlen A '
M2 PI3
S e=
g P MBx‘——P—LZ—— Mgl — — — (1II)
, dx 2 2 '
y .
e - ()

Condiciones de frontera enB: x=3.5,y=Ymax y dy/dx = 8,3,
Evaluando las ecuaciones III y IV en x = 3.5 m se obtiene
Célculo de la deflexién méaxima
Ymix = =432 1073 m
Programa para calcular la deflexion maxima que ocurre en el extremo B:

>>syms x L P EI Mb
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d2y =(-P*x-Mb)/E];
dy = int(d2y,x)
dy = - (x*(2*Mb + P*x))/(2*EI)
>>y = int(dy)
y = - (x"2%(3*Mb + P*x))/(6*EI)
>> fprintf(’la solucion es y=")
la solucion es y=>> x1 = [0'0 01:3.5];
>>yl = subs(y,[L ELP,Mb], [3.5,8352000,2800; 600])
>>y2 = subs(yl,'x',x1);
>> ymx = (LA2*(3*Mb- 2*P*L)/6/EI),
>> Ymax = subs(ymx,[L,EL,P,Mb], [3 5, 8352000 2800,6007)
Ymax = - 4361/1002240 = - 4.35x 10° m
>> plot(x1,y2)
>> xlabel('Longitud (m))
>> ylabel(Deflexién (m))
Bmsx = —2.3 x 1073rad = —0.13°

GRAFICA N°6.4
VARIACION DE LA DEFLEXION
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o 0s - 1 1.5 .- z ' 25, s 3.5
Longltud (m) .

Fuente : elaboracion propia
La Grafica N°6.4 muestra que la deflexién en la viga aumenta con la variable X
siendo su méximo valor en el extremo libre B. La deflexion en el empotramiento
es cero.
A continuacién se muestra el programa en MATLAB que permitié calcular el
valor de la pendiente maxima en la viga :

>>syms x L P EI Mb
73



d2y =(-P*x-Mb/EI,
dy = int(d2y,x)
dy = - (x*(2*Mb + P*x))/(2*E])
C1 = ((P*L/2)/2- (Mb*L))/EI
dy=dy+Ci;
dy = - (x*(2*Mb + P*x))/(2*El)
>> fprintf('la solucion es dy=")
la solucion es dy=>> x1 =[0:0.01:3.5];
>> dyl = subs(dy,[L,ELP,Mb, [3.5,8352000,2800,600]);
>>dy2 = sﬁbs(dyl,'x',xl); |
>> dymax = ((P*L2)/2-(Mb*L))/EI,
>> Dymax ~ subs(dylnax,[L,EI,P,Mb]_,[3.5,8352000,2800,600])
Dymax = 301/167040 = plot(x1,dy2)
>> title (PENDIENTE MAXIMA')
>> xlabel (Longitud(m)')
>> ylabel ('Pendiente (radianes)’)
>> legend ("Funcién Pendiente')

GRAFICA N°6.5
VARIACION DE LA PENDIENTE
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o

Fuente : elaboracion propia

La pendiente de la viga es méxima en el extremo libre B donde la variable x = 3.5
m con un valor de 2.38 x 107 radianes y la pendiente minima ocurre en el
empotramiento A donde x = 0 aumentando la pendiente en forma parabdlica. |

Problema N°6.3 Se tiene en la figura N°6.4 la viga AB de tipo voladizo sometida
a una carga distribuida uniformemente ® = 2500 N/m.‘El'arbore un programa en

MATLAB que determine: a)la deflexién maximayb) la pendierite maxima. Datos:
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o = 2500 N/m, E = 200 x 10° N/m>. ‘Considere la seccion transversal de la viga de

ala ancha mostrada.

FIGURA N° 6.4
VIGA DE ALA ANCHA EN VOLADIZO _

' £ = 2500 Nim ‘ ‘ b : '

m‘ | : [L] |3§‘|_| ] 1_1! 1 |r;5_£ﬁ

h=8&mm h=120mm ‘
a=30mm t= 50mm Seccibn

F'L_:ente; elab_oraclén propia

Se inicio la solucion calculando el momento de inercia de la seccion transversal de
la viga
bxh® txc3

= - — ——— 4 = 6 0,
Ix 5 v 1062000 mm* = 10.62 x 10° m

Luego se calculd el modulo de rigidez E1 = 2120000 Nm?

Finalmente aplicando el equilibrio estdtico de rotacion de la viga seccionada se
determind el mormento ﬂector de la viga {Seccion 1 — 1, analisis por derecha) que
resultd M = - w X? valor que se utilizé para expresar la écuacién difereﬁcial de
segundo grado como se aprecia en la expresion (1).

FIGURA N° 6.5
VIGA SECCIONADA
3 2600X |

;_..__x SR

Fuente elaboramén propla

Lo e
EISX= —wX (1)

A 4
x- T3 o ()

) ,
y ElY= 2=+ xC + C,——(ll)
Calculo de C;:

evaluando la ecuacion I en el punto A donde X =3 m y dy/dx =0

W 3
C, = - = 11251 Nm?

Célculo de Cz. evaluando la ecuacién I1I en el punto A donde X =3 m ydy/dx =0
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w Lt

C;=—-= —25312.5 Nm?3
8 .

Calculo de la deflexion maxima: Ymax (evaluando la ecuacion Il en x = 0)

o _ G -253125Nm
méx = F] T 2120000 Nm? m

Calculo de la pendiente maxima : @,,5, (evaluando la ecuacion Il en x = 0)

C; 11251 Nm?
EI ~ 212000 Nm?
A continuacion se muestra el programa que se usé para determinar la maxima

Oomax = =53x10"%2rad =3°
pendienteenx =0 :
syms Elw L x
>> d2y = (-w*x”2)/(2*El),
>> dy = int(d2y,x)
dy = - (Ww*x”3)/(6*EI)
>> C1 = (w*L"3)/(6*El);
>>dy =dy + Cl;
>> fprintf('la solucién es dy =')
la solucién es dy =>> x1 =[0:0.001:3];
>> dy1 = subs(dy,[w,L,EI1,[2500,3,2124000]);
>> dy2 = subs(dyl,'x',x1); '
>> dymax = (-w*L"4)/(8*EI);
>> Dymax = subs(dymax,[w,L,EI],[2500,3,2124000]).
-Dﬁnax =-45/3776
>> plot(x1,dy2)
>> xlabel('Longitud (m)")
>> ylabel('Pendieﬁte (radianes)’)

>> title('PENDIENTE DE LA VIGA")

La grafica N°6.6 muestra que en el extremo libre B donde X = 0 ocurre Ja méxima
pendiente 5.25 x 107 radianes y la pendiente es cero en el empotramiento A.
A continuacién se muestra el programa en MATLAB que se uso para determinar

la maxima flecha maximaenx =0 :




GRAFICA N° 6.6
VARIACION DE LA PENDIENTE

g x 1072
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Fuente : elaboracioén propia
>>syms EIwLxy
>> d2y = (-w*x"2)/(2*EI);
>>dy = int{d2y,x)
y =(w*x"3*(4*L - x))/(24*EI)
>>(C2=0, Cl-l:= -w*LA3;/3/(E'I);
>>y=y+Cl "fx .
y = (W*X"3*(4*L - x))/(24*EI) i (L3 *w*x)/(3*EI)
>> fprintf('lé solucion es y=')
la solucion es y=>> x1.= [0:0.001:3];
>> y1 = subs(y,[w,L,EI],[2500,3,2124000]);
>>y2 = subs(yl ,'x‘,kl'); -
>> ymx = S*w*L 4/(24*EI);
>> Ymax = subs(ymx,[w,L,EI],[ 2500,3,2124000])
Ymax = 75/3776 o
plot(x1,y2) :
~ PROBLEMAS PROPUESTOS
PROBLEMA N°1. La Vigé de la figura N°6. 1. 1 elabore un programa en MATLAB
que calcule la deﬂexic’m en el extremo A de la viga en voladizo AC.
Datos : E =200 GPa, I= 5.07 x 10° mm*
PROBLEMA N°2. La viga de la figura N°6.1.2 elabore un programa en MATLAB
que calcule la deflexion en el extremo B de la viga en voladizo AC.
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Dato: E=200GPa. I =52.7x 10% mm*

FIGURA N°6.1.1 FIGURA N°6.1.2
PROBLEMA PROPUESTO N°1 PROBLEMA PROPUESTO N°2
" B kN o . _20in_
rsbop | (4] JLILLIL,
W e Tam | | o n
Fuente: elaboracion propia — Fuente: elaboracion propia

PROBLEMA N°3. La viga de la figura N°6.1.3 elabore un programa en MATLAB
que calcule la deflexion en el extremo B de la viga en voladizo.,

Datos : E=180 GPa, I="12.4x 10 mm*’ |

PROBLEMA N°4. La viga dela figura N°6.1.4 elabore un programa en MATLAB
que calcule la deﬂexi()ﬁ en el extremo C de la viga en voladizo AC.

Dato: E=150GPa. 1 =80.4 x 10° mm*

FIGURA N°.1.3 FIGURA N°6.1.4
'PROBLEMA PROPUESTON°3 = PROBLEMA PROPUESTO N°4
— soNm [
A::‘I T TTTTTTTT1 ,‘u'-...z"."__-\:l_ “.‘2'7"'_-_!
i i — B A - &8 C
_ & . - ts
- 3 m - — 1200 m
Fuénte:‘éiaboracién propia A | Fuente: elaboraéiOh propia
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CAPITULO VII

METODO DE AREA DE MOMENTOS
7.1 CALCULO DE PENDIENTE MAXIMA POR MEDIO DE MATLAB

Este es otro método para calcular deflexiones y pendientes en vigas aunque a
diferencia del Método de Doble Integracién no determina funciones y se usa
exclusivamente para determinar la deflexion y pendiente en un punto determinado
de la viga basandose en 'dosl teoremas usando uno de esos usado para hallar la
pendiente y el otro teorema para hallar la deflexién en un punto de la viga. Es un
método eminentemente grifico donde se toman en consideracion dos diagramas:
el diagrama de momeﬁto flector y los diagramas' de momentos flector reducidos
(Pytel 2010). Los resultados que se obtienen no difieren 'del hallado mediante el
Método de Doble Integracion. En el diagrama de momento se asignaran signos a
las dreas siendo positivas aquellas areas que se hallen sobre el ejé X (Beer, 2010).

Para vigas con m(’)dulo de rigidez grande, las deflexiones méXimés son pequeifias
comparadas con la luz de las mismas,‘dgrta] modo que las pendientes en vigas de
ese tipo son peQﬁeﬁas y se ‘p_uede asumir que para la pendie‘nte en cualquier punto
~de la viga tan® = @. En este tipo de vigas deducimos la expresiones de los

teoremas usados a partir de la ecuacion general por la ecuacion diferencial de

segundo grado:
d?y, . |
EL, dxzx = M, e (7.1)
expresion que se puede escribir de otro modo:
dﬁ] N
ElL %— = — M, (7.2)
sin embargo las pendientes en vigas con gran rigidez se cumple que :
d¥yx
%ztan@ ~ @ —-(7.3)

luego reemplazando (7.3) en la ecuacion (7.2) se obtene :

a9 _

E-Ix dx

La ecuacion (7.4) es conocida como la ecuacién diferencial de primer orden de

@, que reordenéandola queda expresada como :
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d® = ——% dX -wr-reemeremnees (7.5)

Elx

de donde al integrar ambos miembros se obtiene el Teorema N°1 de este método:

S Ryl A VR N— (7.6)

Xo Ely
que queda reducida a la expresion final del Teorema N° 1 dé este método :
Or= 0o — (A3,
7.2 USO DE MATLAB PARA CALCULAR DEFLEXIONES MAXIMAS
EN VIGAS |
El Teorema N° 2 se usa para determinar la deflexion relativa entre dos puntos de

la viga.

M.
tas, = f;‘if = (e (7.7)

En ocasiones en un programa’se necesita repetir una declaracién un nimero de
veces deferminado hasta que se cumpla una COndicién» dadé, es decir cuando'se
trata de ,problernas con iteraciones se usa las declaraciones for y loop (Attaway,
2009). | |

El método de 4rea de momentos basicamente determiha a distancia o separacion
vertical entre el punto de la viga antes de aplicar las cargas y el punto de la eldstica
llamandola a ésta dlstanc1a deﬂexmn simbolizada por tam due se interpreta como
la distancia vertical entre el punto A dela viga y el punto de la tangente ala el4stica
 trazada desde B. (Beer, 2010). |

MATLAB hace uso de funciones .y de subfunciones y ambos pueden ser
almacenados en un solo archivo llamado M-file. La funcmn mas 1mp0rta.nte es
llamada funcién pnmarla Y la menos importante 1lamada. subfuncidn.
‘(Attaway,2009)

Problema N°7.1 La figura N°7.1 mueétra_ una viga en voladizo sorﬁetida a una
carga puntual y a un momento flector en su éxtremo B. Determine la ﬁendiente y
deflexion B por dos métodos: a) metodo manual y b) elaborando un programa en
MATLAB. Datos F = 50000N, Mg = 90000Nm EI =10x10° Nm2.

Solucién :

a) Se inicié la solucion realizando un calculo manual del problema

comenzado por hallar las reacciones en los apoyos aplicando los principios de la
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FIGURA N° 7.1

VIGA ENVV'OLADIZO
E =50 kN
A B ‘
k T am 1{3. e

Fuente: elaboracién propia

estatica. .
ZFY=0: Ay = 50 kN

El diagrama de momento flector correspfmdiente es el que muestra la figura N°
7.2. Luego se dividieron todos los valores del diagrama de momento flector entre
€l modulo de rigidez El de la viga obteniéndose el Diagrama de Momento Flector
Reducido qué se muestra en la ﬁguré N°7.2

FIGURA N° 7.2 §
DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR

0 KN/m

M 4
(hHIm) ] g2

(+).

C e

-60 - 1.8m

Fuente - etaboracién propia

Luego se aplico el Teorema N° 1 del Método de Area de Momentos

Bm
GB/A = L E do
determinandose la relacion entre las pendientes de los puntos A y B:
HB/A = 93 - GA = BB
considerando que en el empotramiento 8, = 0° se obtuvo:

BB/A‘ = Y (Areasentre Ay B)
12mx6x107¥m™" 18mx9x103m™
2 2

6s;, = 4.5x107° radianes = 0.257°

BB/A —_

El programa MATLAB usado en primer lugar considerd las variables simbélicas
x, F, Mb , L y EI, luego utiliz6 a ecuacién diferencial de segundo orden d2y y el

momento flector correspondiente, dicha expresién se integré una vez dy
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introduciendo ¢l valor de la constante de integracion Ci. A continuacién se muestra
el programa MATLAB que determind la pendiente en el extremo B.
>>gyms x F Mb L EI
d2y = (Mb -F*x)/E];
dy = int(d2y, x )
dy = (x*(2*Mb - F*x))/(2*EI)
>> C1 = ((F*L"2)/2-(Mb*L));
>> fprintf('la-solucion es dy=")
la solucion es dy=>> x1=[0:0.01:3];
>> dyl =subs(dy, [F,VMb, L, EI],[50000,90000,3,100000001);
>> dy2 = subs(dyl,'x’, x1);
>>“dymax = (((F¥L"2)/2)-(Mb*L))/EI,
>> Dymax = subs(dymax, [F, Mb, L, EI],[SOOOO,QOOOO,S,10000000])
Dymax = - 9/2000 = 0.0045 radianes = 0.2578°
>> plot(x1,y2)
>> plot(x1,dy2)
>> xlabel('Longitud (m)"
>> ylabel('Pendiente(radiancs') ‘

>> legend('Funcién:Pendiente')

GRAFICAN°7.1
PENDIENTE VS LONGITUD DE LA VIGA

x10% .

I' —= Funcién:Pendiente | - |

Pendiente(radianes
o - N w o (L] o ~ o o
P — T

0.8 1 1.8 2 25 3
Longltud {rm)

Fuente : Elaboracién propia

a

La Grafica N°7.1 muestra que en el apoyo izquierdo, el empotramiento la pendiente

de la viga es cero, en el extremo libre B la pendiente de la viga es de 0.0045
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radianes (0.257°). Se aprecia que entre €l empotramiento en A y el extremo libre B
existe un punto con pendiente cero siendo la c‘dnca‘vidad‘de la eléstica abierta hacia
abajo. Para determinar la deflexién del punto B se aplica el Teorema N°2 del

Método de Area de Momentos de la ecuacién (7.7):
ty, = dp = Z(Area de momentos reducidos)

tB/A - XlBAl + XZBAZ

1.2x— 6x1073 1.8 x 9x1073
ts), = (18+0.8) Jm+(0.6) [ —————|m

2 2
ts;, = —4.5mm

Programa en MATLAB para calcularla deﬂexién ‘maxima en la viga :
> syms x F Mb L EI | |
~ d2y=(Mb - F*x J/EI;
dy =int (d2y, x)
dy =(x*(2*Mb - F*x))/(2*EI)
>>y = int(dy)
y= (x"2*(3*Mb - F*x))/(6*EI)
>> Cl1 - ((F*L"2)/2-(Mb*L));
>> C2.= ((-F*L"3)/3 + (Mb*L"2)/2);
>> fprintf('la solucion es y=")
la solucion es y=>> x1 - [0:0.01:3]; |
>> vyl = subs(y,[F,Mb,L,E_I],[50000,90000,3,10000000']);
>>y2 =-sub$(y1,'x', x1); | | A
>> ymx =( (Mb¥L"2)/2)-(F*L"3)/3)EL
>> Ymax = subs(y.r_nx,'[F ,Mb,L,EI],[50000, 90000,3,10000000])
Ymax = - 9/2000 = 0_.0'045.m
>> plot(x1,y2) | |
>> title(DEFLEXION)
>> xlabel(-'].ongitud (m)")
>> ylabel('Deflexion (m)')
La Grafica N°7.2 muestra la variacion de la deflexion en la viga siendo nula en el

empotramiento y maxima en el extremo libre B siendo su ecuacién:
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~ GRAFICAN®7.2
DEFLEXION VS LONGITUD DE LA VIGA

Funcion : Daflexién |

Defiexitn (m}
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Fuente : Elaboracion propia
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y ===
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el valor maximo de la deflexién és de 0.045 m 6 4.5 mm , valor que es aceptable
en el disefio de vigas por ser despreciable, es decir los esfuerzos en la viga seran
pcqlieﬁos.

PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA N°1. La viga de la-figura N°7.1.1 elabore un programa en MATLAB
que calcule la deflexién en el extremo A dela viga en voladizo AC.
Datos : E=200 GPa, I = 12.5 x 10° mm*
PROBLEMA N°2.' La viga de la figura N°7.1.2 elabore un programa en MATLAB
que calculé la deflexion en el extremo A de la viga en voladizo AC.

Datos : E =180 GPa, I= 10.2 x 106 mm*

FIGURA N°7.1.1 " FIGURAN°7.1.2
PROBLEMA PROPUESTO N°1 | ~ PROBLEMA PROPUESTON°2
o sm ] | 400 wim |
et || [ .
—12m —d tem_1 | L-—"sm"'l——‘”‘ m—
Fuente: elaboracién propia ' Fuente: elaboracién propia

PROBLEMA N°3. La viga de la figura N°7.1.3 elabore un programa en

MATLAB que calcule la deflexién en el extremo A de la viga en voladizo AC.
Datos : E=160 GPa, 1= 8.6 x 10° mm*
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PROBLEMA N°4. La viga de la figura N°7.1.4 elabore un programa en MATLAB

que calcule la deflexion en el extremo A de la viga en voladizo AB.

Dato : E=220GPa. I =46.7 x 10° mm*

FIGURA N°7.1.3
PROBLEMA PROPUESTO N°3

400 N/m
10 kN L - .

| 1.2 m- .!.16m--l

1

'Ai = l::lB.'. hc

FIGURA N°7.1.4

PROBLEMA PROPUESTO N°4

600 N/m

AL——48m~—~——-——4

Fuente elaboracmn propia

Fuente elaboracién propia
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CAPITULO VIII

METODO DE LA VIGA CONJUGADA
8.1 CALCULO DE PENDIENTE MAXIMA USANDO EL

SOFTWARE MATLAB

Este método de andlisis de vigas para calcular pendientes y deflexiones en vigas es
basante antiguo se remonta al afio 1865 y se fqndarnqﬂta en las ecuacion del
equilibrio estdtico. Su analisis se fundamenta primero en calcular el diagrama de
momento flector reducido de la viga real que luego se transformard en una viga
conjugada o virtual que tiene igual longitud que la vi'g_a real v que es sometida a
“cargas” oﬁ{ginadas del momento flector de la viga real (Vasquez, 1986). Por otro
- lado deberan realizarse transformaciénes de los tipos de apoyos. Este método se

fundamenta en dos teoremas.

TEOREMA 1 El valor de la fuerza cortante en algun punto de la v1ga virtual en

realidad es la pendiente de la viga real en dichio punto.

8.2 - USO DE MATLAB PARA CALCULAR DEFLEXIONES MAXIMAS
EN VIGAS

TEOREMA 2 El momento reaccionante cualguier punto dela viga de la viga virtual
es en realidad la deflexion vertical de la misma en dichd_ ijunto de la viga real
(Hibbeler,2011).

Cuando en un programa se necesita repetir una declaracién un nimero de veces
indeterminado se recurre al concepto while loop la misma que se repite mientras
una condicién sea repetida, existiendo el peligro de qué la iteracion sea infinita
.cuando la condicién dada es siempre verdadera. Si ocurriera la iteracién infinita se
podra bloquear la misma tecleando Ctri-C para salir dela iteraéién (Attaway, 2009).
“Un Loop es una estructura de repeticion que se usa cuando una seccién del
programa se debe repetir un nimero detefminado de veces y se puede usar de dos
modos empleando una repeticion simple llamada ‘loop’ & se puede recurrir al

comando ‘while loop’ que ejecuta una declaraciéon hasta una condicién sea
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satisfecha, es decir no se sabe con anterioridad cuantas veces se va a repetir la
 decldracién (Moore, 2012). |

Problema N°8.1 Se tiene en la figura N°8.1 la viga en voladizo AB que se halla
sometida a dos tipos de carga: una carga distribuida uniformemente desde A hasta
C con una carga lineal w =2.5 kKN/m y otra carga que' es un momento aplicado en
el extremo B Mp = 8000 N/m. Deteﬁniné ernpleéndé él método de la viga
conjugada a) la pendiente en el extremo B y b). la deﬂexlén del punto B. Datos:
I=1.28x10° m*, E=200x10° N/m?y L= 2.8 m.

: 'FIGURA'N°8.1
VIGA EN VOLADIZO

‘Fuente: elaboracion 'pr’op'ia'
Por equlhbno estétlco se determmo el momento de empotram1ento MA;
My = MB + 0L /8 = 10450 N/m

Luego se calculé el médulo de ng1dez EIL. , ‘
EI—(200x 109Nm2) ( 1 28'x 1073 4) 2. 56x108Nm

. - FIGURA N° 8.2
DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR REDUCIDO
| ‘- - moLh.):El | .;
| ‘é“ -'19
v_‘_ﬂ.LyE, - : -
Fuente: elaboramén propla
. FIGURA N°8.3
.. ... -VIGA CONJUGADA L
< A
e 22y fe — T, [/ 11 I ~r- [ 0
= (de yEy <A | W

5gehig;-elébbféci6ri prop-ia. .

Pendiente en el extremo B (s .
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La pendiente en B (¢p) es igual a la suma de las 4reas del diagrama del momento
flector reducido de la viga conjugada mostrada en la ﬁgura N° 8.3.

wl? ) L
(~557) @
QOB=A1 +A2 =_MBL+ 3

1 L3
0p = =5 (Mg L+ 75) --ememmemees (8.1)

Reemplazando los datos en la ecuacion 8.1 se obtuvo la pendiente en B expresada
‘en radianes y grados sexagesimales.

2500N /mx(2.8m)>
48

> (8000 Nmx2.8m + )]

Y8 = 256 x 105Nm2 - _
@p = 9.1966 x 10~°rad = - 0.0053°
b) Deflexion en el extremo_B 16 |
La deflexion en B es igual al momento de empotramiento Mg’ de la viga

conjugada.

' -3\ /7N, 1
Mg = 63 = Ay + Ay, = ((_MBL)(L/Z) _|_,( Z’B )(?))ﬁ
B_((* 2 )J"(_ 384))5

e ((—ao00 282) . 7x2500x28¢ L oo s
B = 2 "7 388 )|25x108 XM

El siguiente p_rd grama en MATLAB desarrolla la solucion del problema N°8.1
function [ Conjugada] = Conjugada81(L;E,Lw,Mb)
% Longitud de la vigaL = 2.8 m, E= 220 x10°9N/m"2; 1= 1.28x10"-3 m*4

L = 2.8;F = 200%(10°9); Lab = 7.2; = 1.28*(10~-3); w =2500; Mb =8000;

% Calculo de la rigidez de la viga (Nxm”2)
EI=I*E -
% Célculo del momento reaccionante (Ma)-en el emﬁotramiento A
Ma= Mb + (w*L"2)/8
% Pendiente (theta_b) en el extremo B expresado grados sexagesimales
theta b = (((-Mb*L) -(w*L"3/48))/EI)
% Célculo de la deflexién (Deltab) del extremo B en mm
Delta b= (-'Mb*L"?JZ + (7*w*L"4)/384)*1000/EI
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disp(’ El Ma theta b  Delta b
disp(' Nm"2 Nm grédo sex  mm')
disp([ EI' Ma' theta b Delta_b])
Luego de introducir los datos del problema 8.1 y procesar el programa realizado

en MATLAB se obtuvieron los resultados que muestran a continuacion:

' TABLA N°8.1
PENDIENTE Y DEFLEXION — VIGA CONJUGADA

El  Ma thetw b  Deltab
(Nm2)  (Nm) (gradosex)  (mm)
2.56x10° 10450 -0.000009°  -0.1116

Fiiente : elaboracién propia.
La Tabla N°8.1 muestra la deflexién y pendiente maxima en la viga en voladizo
dela Figura N°8.1. Se observa que el \falor dela pendieﬁfe 0.000009° y 1a deflexion
- 0.1115 mm son valores bastante pequefios o desprcdiabl_es ¢ indican un buen
disefio de la viga ya que los esfuérzbs internos serdn despreciables también.
Problema N°8.2 La vigadela ﬁgura N°8.4 se halla sOmétida a una carga puntual
F en el punto C. Elabore un programa en MATLAB para determinar la maxima
desviacién i/ertical que sufre la viga en el tramo AB. D'ﬁtos del problema F = 5000
Ib, L= 180 in, 2= 48 in’, EI = 2.1 x10'* Lb in’. |
Para elaborar el programa en primer lugar s¢ determiné la ecuacién del momento
flector de la viga en el tramo AB para obtener la ecuacién diferencial de segundo '
grado (d2y) la misma que luego se diferencié para obtener la ecuacion diferencial
de primer grado (dy). La oonst_ahte Cl1 se calculd manﬁalmente, evaluando los
contornos {en x = 0 se tiene y = O) y evaluando la continuidad de la viga en el
apoyo B en donde las ecuaciones de la pendiente y deflexién de la viga es la misma
para los tramos AB y BC lo que permiti6 plantear dos ecuaciones eﬁ fu_ncién de las
constantes de integracion C3 y C4 ( Popov, 2000). Lucgo se delimito el rango de
la variable independiente en este caso €l eje axial de la viga x p'ara‘el tramo AB
(x1 =[0: 0.001: 180]), luego se sustituyd con los valores de cada argumento [F, L,
- EL a ], se determiné la ecuacion de la deflexion méxima (ymx) y finalmente se

reemplazaron los valores anteriores en la expresion
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FIGURA N°8.4

- DEFLEXION MAXIMA
£.= 50000 Lb-
__tc
180 in {o m—l |

F-ueht'e-:' elaboracion ﬁropia
Ymax que di6 la respuesta expresada en pulgadas.
A continuacién se preseﬁta el programa MATLAB empleado para hallar la
deflexién maxima:
>> symsx FLEla
d2y = -F*a*x/L/EI,
dy = int(d2y,x);
C1 = F¥L*a/6;
y = int(dy);
C2=0;
ﬁ)rintf('lé solucion es ="
la solucion es=>> x1={0:0.01:1807; _
>> yl=subs(y,[F, L, EI, a ],[50000 180 2.1¥10°10 48]);
>>y2 = sﬁbs(yI,— 'x,x1); ‘ |
>> ymx = ((0.0642*F*a*LA2)/El);
>> Ymax =subs(ymix,[F, L, EI, a 1,{50000 180.2.1¥10~10 48])
Ymax = 26001/109375 = 0.2377 in
>> plot(x1,y2)
>> xlabe](‘Longitﬁd (in))
' >> ylabel(Deflexién (in))
- title(DEFLEXION VS LONGITUD ')
Problema N°8.2  Se tienc en la figura N°8.5 la viga en voladizo AC que se halla
someétida a una carga distribuida‘uniformemente d_ésde'B hasta C con una carga
lineal w =3.8 kN/m. Determine la pendiente en el extremo C empleando el método
de la viga conjugada. |

Datos: [ = 1.46 x10° m*, E=180x10° N/m? L =2.48 m y a=0.86m .
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GRAFICA, N° 8.1
DEFLEXION MAXIMA

‘DEFLEXION VS LONGITUD

02r

Deflexion {in}

0.7

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Longitud (in)

Fuente : Elaboracién propia

 FIGURAN°8.5
VIGA EN VOLADIZO
T Wee

Fuente: elaboracién propia '

La figura N°8.6 muestra el diagrama de cuerpo libre de la viga en voladizo
mostrada en la Figura N°8.5, se observan. las reacciones en el apoyo de

empotramiento My Ay.

FIGURA N° 8.6
DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE
- ‘  Wae
M ( A B[ TITTIITIT ]e
. . . : X

Fuente - elaboracion propia

Usando los principios de equilibrio estitico se determinaron reacciones en los

apoyos Ay y M4 cuyos valores obtenidos son :

Ay = w(l—a)

W
M, = ?(LZ -a?)

“(z 91



Dichas reacciones fueron usadas para graficar el diagrama de momento flector
correspondiente usados para determinar la grafica del Diagrama de Momento

Flector de la figura N°8.7

FIGURA N°8.7
DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR REDUCIDO

"~ yel(Lia) i
" El

w |l..=-.’!

L-a).'

‘ [— a ——— ':L‘-‘?"—-"T-'—‘—’I%?E'
Fuente: elaboracién propia ‘

La figura N°8.8 muestra la transformacion de los momentos flectores en cargas

distribuidas que se usa para hallar las reacciones en los apoyos.

FIGURA N°8.8
- VIGA CONJUGADA
A__._-r—-lr"\r" " ' K ’W (R
Eao el b |
L.-—"a S —-_I_

Fuéhté:' 'e!abt’;:c_'racfi_&{m bfrqpia
La pendiente en C @ es igual a la suma de las areas de las fuerzas distribuidas del
diag;ama dela viga 'conjugada mostrada en la figura N° 8.8. * '
@c=LF
Jo@-a)l ol-aolf ol-al-a?_ ol-d)
b= T 2 6 G6El
Reemplazando los datos:

3800 2 (2.48° - 0.863)m? |
e = ~3.522 x 1075 radianes
6(1.46x10-2m*) (180x10° )

Pec= —

El siguiente programa en MATLARB desarrolla la solucién del problema N°8.2
function [ Conjugada) = Conjﬁgad582(L,E,I;w,a)
% Longitud de la viga L=2.8m, E = 180 x10"9N/m"2; I = 1.46x10"-3 m"4

% a=Lac-Lbc=0.86m
6 92

L =2.48; E = 180%(10"9); a = 0.86;1 = 1.46*(10"-3); w = 3800;



% Calculo de la rigidez de la viga (Nxm?)
EI=1*E
% Célculo del momento reaccionante (Ma) en el empotramiento A
Ma = w*(L"2-a"2)/2
% Calculo de la fuerza de reaccion A v en el apoyo empotrado A
Ay =w*(L-a) |
% Pendiente (theta b) en el extremo B exp_resado grados sexagesimales
theta ¢ = - (W/(6*EI))*(L"3-a"3)*180/(2%*pi)
% Calculo de la deflexion (Deltab) del extremo B en mm
Delta_c = (w/(24*ED)*((3*L"4)-(4*L*a"3 )'1;(.{1"\4»* 1000
Disp (' EI Ay Ma -theta_c Delta ¢')
Disp (" Nm*2 N Nm gradosex  mm')
Disp([ EI' Ay Ma' theta ¢  Delta c])
~end
Luego de introducir los datos del problema N°8.2 y procesar el prqgfama realizado
en MATL-AB se obtuvieron los resuftados que muestran enla Tabla N°8.2 en donde
se aprecia que la pendiente de la viga tienen una pendiente insignificante,

despreciable de -0.0010° ademas se obtuvo la deflexidn del mismo punto de 0.046

min.
B TABLA N°8.2 o
PENDIENTE Y DEFLEXION - VIGA CONJUGADA
- EI j Ay Ma theta_c Deltar_‘crﬁ
(Nm2) | (N)  (Nm)  (sradosex) (mm)
262800000 61.56 10281 - 0-0010 0.0649 .

Fuente : €laboracién propia
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VI APENDICES

APENDICE N°6.1
DIAGRAMA DE UNA FUNCION FUERZA
CORTANTE VARIABLE

fuerza cortante (kN)

Longnud ) ’

FUENTE EIaboracuon propia.

PROGRAMA :
syms X
>> x = -2:0.001:5;
>> f=
(X<1)H(X.A2)+H(x>=1)&(x<2.5)).(3*x)+((x>=2. 5)&(x<3 5)).*(6)+(x>=3.5).”
(x.A2-4*x-2);
>> plot(x,f,'r")
xlabel ('Longitud (m)")
ylabel ('fuerza cortante (kN)")
>> text(0,-0.4,"y =x2")
>> hold on
>>text(0.8,5,'y = 3 )
>>holdon -
>> text(2:8,6.2,'y = 6')
>> hold on
>> text(3.7,1,"y = x*2-4x-2')
>> grid
[V.ind] = max(f)
V= 74970
ind = 4500
>> hold on
>> plot(x(ind),f(ind),'ro")
>> x(ind)
ans = 2.4990
>> f{ind)
ans = 7.4970
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APENDICE N°6.2
ESFUERZO CORTANTE VS LONGITUD

150

Hza.selﬁhnz j
1 : :
% 0 berr e . ............... 2 ........................... ESRORUT OO 3.5in
= ! 21.4 Ibfin ' .
g — ; 10in
§ 0 - ‘ - Sl
2 : 2A Seccién
3 _50_, ................................ 2500 b
3 i 500 L 2500 Lb
: ’ 1000Lb
100 e L1288 M| . B -
; L A B .c‘ ] E
_150 i i ' H i - ..rl.}. ) | .I]I.
a 20 40 60 g0 100 120 = —4 —} —
7 Longitud (in) 24in- 36in 3Bin 24in
Fuente : elaboracién propia
PROGRAMA :
Syms X

x = 0:0.0001:120;
f:((x$-=0)&(x<24)).*(128.56)+((x>=24)&(x<60)).*(21.4)+((x>=60)&(x<96)).
#(-21 .4)+((x>=96;)&(x<120))5*(—l28,56); o |
plot{(x,f,'t") - '

gid

>> text(5,145,'128.56 [b/in"2')

>> hold on

>> text(30,40,21.4 Ib/in"2")

>> hold on |

>> text(70,-10,'-21.4 Ib/in"2")

>> hold on

>> text(100,-100,'128.6 1b/in"2')

>> label('Longitud (in))

>> ylabel('Esfuerzo Cortante (Lb/in"2)')

WZ 97



APENDICE N°6.3
ESFUERZO NORMAL VS LONGITUD

1800 = T T ©

14GD b e MBS 530 102 ook

. { : : : -3.5in
1000 F o e T A

10in
800+

eo0} . SBecridn

Esfuerzo Nomal{Lb.in)

Manx. 2500 Lb

w0l f A
1000Lb
A _BY- cl

200 - — e e e A ,, [T W

2500 Lh

o

i i L i L i o - -
4 20 40 &0 ae 100 120 | ] |

Ll

Lengitud (in) 24in” 38in

Fuente : elaboracion propia

PROGRAMA :
>>x = (:0.0001:120;

F((x>=0)&(x<24)). (S *X)H(x>=24)&(x<60)).*(8.5*x+1020)H(x>=60)&

(X<96)).*(-8.5*x-+2040)+((x>=96)&(x<120)).*(-51 *x+6120};
plot(x,f,'r")
S>> grid
xlabel('Longitud (in)")
ylabel("Esfuerzo Normal(Lb.in)')
>> text(13,500, Mab=51X")
>> text(20,1240,'B")
>> text(16,1400, Mbc=8.5X+1020")
>> text(57,1570,'C")
>> text(95,1300,D)
>> text(116,50,E)
>> text(80,1400, Mcd=-8.5X+2040")
>> text(5,40,'A")
>> text(80,500, Mde=-51X+2040")

36in  24in
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APENDICE N°6.4

DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR-FUERZA CORTANTE

T — T T
l ————— Momento Flector Maxime

Momento Flector{Lb. )

Fuerza Cortante

3 8" " 10 12 14
Longitud (ft)

Fuente : elaboracion propia

function [ Momentoflector8] = momento(x,M,y )

x= 0:0.005:18;

A

 won preyTs
1 8 Lbm
al ' 1
L g oD
'.I—MJ_———.M——l—‘M.—I

M = ((x >=0)&(x<4)).*(-30*x. "2+670*x)+((x>—4)&(x<12)) *(- 30*x ).
230%x+3600)+H(x>=12)&(x<=18)). *(-30%x.22+1480%x-16920);

© plot(x,M,k-.)
hold on

y = ((x >=0)&(x<4)).*(- 60+ x+670)H{(x>=4)8(x<12)).#(-60*x-

230)+H((x>=12)&(x<=18)).*(- 60*x+1480)
plot(x,y)

[V, ind] = min(M)

[V, ind] = max(M)

[V.,ind] = min(y)

[V,ind] :‘max(y)

xlabel('Longitud (ft) )

ylabel('Momento Flector(Lb.ft)")

legend('Momento Flector Maximo','Fuerza Cortante' )

grid

end
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ViI ANEXOS

ANEXO N° 7.1
CORRESPONDENClA ENTRE DEFORMACIONES

VIGA PRINCIPAL

DIAGRAMA DE
:]:MB MOMENTO
E FLECTOR
REDUCIDO

Fuente: Vasquéz, 1986

ANEXO N° 7.2 |
DIAGRAMA ESFUERZO VS DEFORMACION UNITARIA
DEL ACERO ESTRUCTURAL EN TENSION -

o

Esfuerzo
Uttimo - —_ |
Esfuerzo de
Fluencia - ™=/
Proporcionalidad

* Fractura

o

/ Regidnde Region de Estriccitn

Regitn Fluenciao Endurecimiento

Lineal Plasticidad por Defonnac:én
Perfecta o )

Fue‘rite - Gere, 2016

-~ ANEXON°73
ESFUERZO AXIAL EN UNA BARRA PRISMATICA EN TENSION

—
i
B

#) Barra sometids & cargs sxisl

-gi__;:_;__;,%g T %

A b} Esfuerzo axlal en una barra sceclonada
.Y m .
S ——] 7= £

A

€} Vista en dos dlmnsion“ de una barra eeecionada

Fuente ! Gere, 201 6
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DEFORMACION EN UNA VIGA POR FLEXION PURA

ANEXON° 74

e
viga ﬂexlonadﬁ .

Fuente: Gere 2016

ANEXON° 7.5
FUNCIONES BASICAS PARA DIBUJ AR EN MATLAB

plot - ' Cren ungrafico xiy plotiiy),
rlii_la' . Agrega un moald‘tm]o mh(Mchuph)
xlabel  Agroga un thio argle X simwa
ylabel  Agrogoum tiuo sleje ¥ ylowrnepmdemwfccu.)
grid . Agrops una refitia el dibujo . grid -

. gﬁ o
peuse m&mw&mﬁm pause
o Demis soltee s g
hold cmemeiaduammaemlm told on

que so le pueds agregar otro didgo. | hetd off
Fuente Moore 2012
ANEXON° 7.6
OPERADORES RELACIONALES DE MATLAB
Relchoncl Opercfor . lnterpnutaﬂcnn
' < o menor que
<= menor o |gual que
- mayor que

> = ‘mayor o igual que

= = iguala |

~= _ difererite a

Fuente: Moore, 2012
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ANEXO N° 7.6
SIMBOLOS DE UN DIAGRAMA DE FLUJO

Un évafo es usado paa’ indicar el
inicio o &lfinal de un programa o
proceso | .

Un paralelogramo es usado para
indicar la entrada sallda ‘en los
procesos ’

Un dlamante es usado para
lndlcar una toma de decisién

EI rei:téngulo es usado para
__indicar los calculos' reahzados

Fuente Moore 2012

UO DO

ANEXON° 7.8
~ DIAGRAMA DE FLUJO DE UN LOOP

L ] Rewsar :
T su ia condicién es

Verdéde}'o
- exced:da .

_ Cé!culos ’
:.'I.
Fuente: Moore, 2012

ANEXO'N° 7. 9
ORDEN DE PRECEDENCIA DE LOS OPERADORES EN MATLAB

"OPERABOR ... "~ | ORDEN DE PRECEDENCIA

parentheses() R hlghest
‘| transpose and-power 'A
‘negation {-); not(~)

~ | muttiplication; division™,/\
addition, subtraction + ; -
‘colon opérator

relational <;<=>; >=,==~=
and &&

oril |
‘ ass:gnment _ -] lowest

" Fuente: Attaway, 2009
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