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RESUMEN

“TRAZAS DE OPERADORES EN
ESPACIOS DE HILBERT”

Alfredo Sotelo Pejerrey

La presente investigacion estudia diversos funcionales sobre espacios de
Hilbert llamados trazas. Se estudia la traza de operadores de rango finito,
la traza usual y la traza de Dixmier. Algunas aplicaciones de estos
funcionales son mencionadas.

Palabras Claves: Operador compacto, traza de Dixmier, espacio de
Hilbert.



ABSTRACT

"TRACES OF OPERATORS ON HILBERT
SPACES"

Alfredo Sotelo Pejerrey

This research studies several functional on Hilbert spaces called traces. It
is studied the trace of finite rank operators, the usual trace and the Dixmier

trace. Some applications of these functional are mentioned.

Keywords: Compact operator, Dixmier trace, Hilbert space.



INTRODUCCION

La traza de una matriz cuadrada se define como la suma de elementos de
su diagonal o equivalentemente como la suma de sus valores propios. Este
funcional es lineal y se anula en los conmutadores, es decir, tr(AB) =
tr(BA). En el contexto de operadores en espacios de Banach y Hilbert, un
problema no trivial es determinar una clase de operadores donde se pueda
definir un funcional traza, es decir, un funcional lineal que se anula en los
conmutadores; este problema es dificil pues la suma de valores propios de

un operador podria diverger.

El presente trabajo de investigacion esta centrado en el estudio de
funcionales trazas sobre ciertos ideales de operadores. Inicialmente
estudiamos la traza de operadores de rango finito y la traza usual definida

sobre el ideal de operadores nucleares.

El primer ejemplo de traza singular fue dado por Jacques Dixmier en su
articulo de 1966. Una traza singular es un funcional traza que se anula en
el ideal de operadores de rango finito, es por ello que no es una extensiéon
de la traza matricial usual. Este trabajo de investigacion presenta una forma
alternativa de la construccion de la traza de Dixmier y escogiendo un estado
adecuado se construye la traza de Connes-Dixmier; todo esto es importante
ya que sus aplicaciones se ven reflejadas en el liboro de Alain Connes

titulado geometria noconmutativa,
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CAPITULO |. PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

Sea H un espacio de Hilbert complejo infinito dimensional y F un operador
lineal y acotado en H. El operador F es de rango finito si la dimension de
su imagen es finita, es decir, si dim (Im(T)) < c; y el espacio de
operadores de rango finito en H es denotado por F(H). Todo F € F(H)

puede representarse de la forma:

Fx = ) (%), (), 0) € H,
k=1

y usando esta representacion, podemos definir el siguiente funcional

Tr:F(H) - C

Tr(F) = ) (yio i)
k=1

Este funcional satisface las siguientes propiedades:

a) Tr es un funcional lineal
b) Tr(FS) = Tr(SF),VF € F(H),VS € B(H), aqui B(H) representa el
algebra de operadores lineales y acotados en H.

c) Tr(F) = X A (F), aqui A, (F) son los autovalores no nulos de F.

De las tres propiedades anteriores, vemos que el funcional Tr satisface las
propiedades usuales de la traza matricial, es por ello, que el funcional lineal
Tr es llamado funcional traza sobre F(H). Ademas, como toda matriz
puede identificarse como un operador lineal entre espacios de dimension
finita, el funcional Tr es una extensién de la traza matricial. Esto nos
conduce al estudio de definir funcionales sobre ciertos ideales de

operadores que satisfacen las propiedades a), b) y c); a estos funcionales
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los llamaremos funcionales trazas. Una especial atencidén tendremos en la
propiedad c) ya que como trabajaremos sobre espacios de dimension

infinita, la suma de arriba podria diverger.

En la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica se dicta el curso electivo
de la linea 1 de Teoria Espectral en espacios de Hilbert. Varias
herramientas de este curso son usadas para trabajar este proyecto, es por
ello que este trabajo de investigacion puede considerarse como una

aplicacién de dicho curso.

1.2. Formulacién del problema
Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

Problema General:

¢ Qué otras trazas de operadores en espacios de Hilbert podemos definir?

Problemas Especificos

1. ; Toda traza es una extension de la traza usual?

2. ¢ Qué aplicaciones de los funcionales trazas existen?

1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivos generales

Construir la traza usual, traza de Dixmier, Connes-Dixmier de operadores
en espacios de Hilbert.

1.3.2. Objetivos especificos

1. Mostrar que existen trazas que no son extensiones de la traza usual.
2. Mostrar las aplicaciones de los funcionales traza para hallar la solucion

de ciertas ecuaciones diferenciales.
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1.4. Limitantes de la investigacion

Un problema usual que se presenta cuando se trabaja sobre espacios de
Hilbert es extender los resultados a espacios de Banach, es asi que un
limitante tedrico de la investigacidn es trabajar en el contexto de espacios

de Banach infinito dimensionales.

Por otro lado, debido al tiempo que llevara realizar las diversas etapas del
proyecto como revision e interpretacion de la informacion bibliografica y su
traduccién al espafiol de los diversos articulos cientificos; para la
construccion de las trazas sobre ciertos ideales de operadores en espacios
de Hilbert se establece el plazo de 12 meses como limite temporal para el

desarrollo de todo el proyecto.

La limitante espacial se encuentra dentro del enfoque teorico de los
espacios de Banach con la propiedad de aproximaciéon y los espacios de
Hilbert débiles.

13



CAPITULO Il. MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

Nacional

J. Alcantara-Bode (2002) estudia el conjunto de trazas del operador 4,

definido en L?(0,1) por Ap(f)(e)zfolp(g)f(x)dx. El estudio de este

operador es importante por su relacion con la famosa hipétesis de
Riemann.

Internacional

1) J. Dixmier (1966). Es en este articulo donde construye la famosa traza
de Dixmier, este fue el primer ejemplo de una traza singular definida
sobre el ideal de operadores de Lorentz. Su importancia radica en sus
aplicaciones a la Geometria No conmutativa, ello puede ser observado

en el libro de Alain Connes titulado Geometria No conmutativa.

2) J.V. Varga (1989) introduce los operadores irregulares y excéntricos,
estas clases de operadores, definidos sobre espacios de Hilbert,

permiten establecer la existencia de trazas no triviales.

3) A. Albeverio, D. Guido, A Ponosov, and S. Scarlatti (1996), caracteriza a
aguellos operadores T definidos en espacios de Hilbert separables de tal
manera que admitan una traza singular no trivial, es decir, existe una
traza singular T en el ideal generado por T
de tal forma que 0 < 7(|T|) < . Estos operadores son los llamados
excéentricos generalizados y generalizan a los operadores excéntricos

dados en el articulo de J. Varga.

4) 1. Gohberg, S. Goldberg and N. Krupnik (2000), es el texto mas completo
que trata de trazas y determinantes sobre espacios de Banach.

Inicialmente se define trazas y determinantes de operadores de rango
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finito sobre espacios de Banach para luego extender estos funcionales a
subalgebras sumergidas con la propiedad de aproximacion, por ejemplo,
al subalgebra de operadores de clase traza o al subalgebra de

operadores integrales con ndcleo continuo.

2.2 MARCO

TEORICO
2.2.1 Espacios de Banach

Definicién 2.2.1.1: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K = Ro C.
Una norma || .|| es una aplicacién definida en ¥V con valores no negativos

que satisface:

. |lx]|=0 &x=0
i.  Jlax|| = |all|x]] VxeV,a €K =RoC
i. lx+yll <llxll +1lyl, vx,y eV
El par (V; || .|) sera llamado espacio normado.
Ejemplo 2.2.1.2:

Sean = 1. En R™ definimos las aplicaciones

Lo lxlly = 23 1%l

Il = (S, 62
N Ixllmaxr = max{|x;l;i = 1;2;3;...;n}
Entonces (R™;||.111); (R™|l.]l2); (R™;||.|l;nax) SON espacios normados.
En particular, si n =1, entonces (R;|[.|[;) = (R;|l.1l2) = (R; || . lmax) =
(R, [.D.
Ejemplo 2.2.1.3
El espacio de funciones continuas con valores en K = R o C definidas en
[a, b] es denotado por

Cla,b] ={f:[a;b] — K/ f es continua }

15



Cla, b] define un espacio vectorial sobre K con las operaciones de suma
puntual de funciones y multiplicacién por un escalar. Si definimos las

aplicaciones en C[a, b] por
L.l llmax = max{lf (x)|; x € [a; b]},
I A1f 1l = J)1f Goldx,

Se demuestra que los pares (Cla, b]; || . llmas), (Cla, b]; || - |l;) son espacios

normados.

Ejemplo 2.2.1.4
El espacio de sucesiones reales acotadas es denotado por

2% (K) = {(an)nen © K: (an)nen es acotada }.
£”(K), con las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar
componente a componente, define un espacio vectorial sobre K = Ro C, y
si definimos la aplicacion sobre £ (K):

l(@an)nen llsup = sup{lanl; n € N},

no es dificil demostrar que el par (€°°(K); Il . ||Sup) €s un espacio normado.

Ejemplo 2.2.1.5

Para p > 1, definimos el espacio
b
LP[a,b] = {f: [a,b] » C: f es Lebesgue medible y f |f (x)|Pdx < 00}.
a

El espacio LP|[a, b] define un espacio vectorial sobre C con la suma puntual
de funciones y la multiplicacién por un complejo. La siguiente aplicacion
sobre LP|a, b]

b 1/p
IfIL, = ( f If(x)lpdx> ,

define una norma en LP[a, b]. Por lo tanto, el par (Lp[a, bl; ||.||p) es un

espacio normado.

Ejemplo 2.2.1.6

Para p > 1, definimos el espacio

16



P(R) = {(an)neN c R Zlanlp < OO}

El espacio [P(R), con la suma y multiplicacion por un real componente a
componente, define un espacio vectorial sobre R. Una norma sobre [P (R)

esta dada por

0 1/p
l@dnenlly = (Zmnw) .
n=1

Por lo tanto, el par (I?(R); |I.1l,) es un espacio normado.

Definicion 2.2.1.7: Una sucesion (a,),ey €n un espacio normado (V; || .|

se dice convergente a un punto x € X si

Ve>0; I3ny €EN:|la, —x|| <& Vn=n,.

Que la sucesion (a,),ey € X converja al punto x es denotado por

lim a, = x.
n—oo
Definicion 2.2.1.8: Sea (V; || .1l ) un espacio normado y (a,),ey € X UNa

sucesion, decimos que (a,),en €S una sucesion de Cauchy si

Ve >0,3n, €N:|la, —a,ll <e&Vnm=n,
Propiedades algebraicas de convergencia son dadas en la siguiente
proposicion:
Proposicion 2.2.1.9
Sea (V; || .1I) un espacio normado y (a,))nen, (bp)neny € V sucesionesenV.
Entonces

a) Si lim a, =x, lim b, =y entonces lim a, +b, =x+y.

n—oo n—oo n—oo

b) Sia € Ky lim a, = x entonces lim aa, = ax.
n—oo

n—oo

Ejemplo 2.2.1.10
Consideremos el espacio normado (C[0,1];]|.]l;)- Sea la sucesién de
funciones continuas f,,(x) = x™. Sea también g(x) = 0.

Como
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1
1
lf. —Oll, = j; x"dx = i 0,
entonces f,, = 0 con la norma || . ||;. Sin embargo,
”fn - Ollmax =1

por lo tanto, la sucesion (f;)neny NO converge a g con la norma ||. ||,nax-

Definicion 2.2.1.11: Un espacio normado (V; || .|| ) es llamado espacio de

Banach si toda sucesién de Cauchy en V es convergente en V.

Ejemplo 2.2.1.12
Los pares
a) (R% D R (R lmax);
b) (LP[a,b; Il llp).p = 1;
c) (Cla, b Il - llmax);
d) (P@®); IIll,)p = 1;
e) (LK) Il Mlsup)
son espacios de Banach.
Un resultado conocido en el contexto de espacios normados de dimension

finita es que todo espacio normado de dimension finita es un espacio de

Banach. Mas precisamente, el resultado es el siguiente:

Teorema 2.2.1.13: Si (V,||.|]) es un espacio normado con dimV < oo,

entonces (V,||.]|) es un espacio de Banach.

2.2.2 Espacios de Hilbert
Definicidén 2.2.2.1: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K = Ro C.

Un producto interno es una aplicacion:

(.;.)0nVxV >C
tal que se satisface:

L (gx)=20,VxeV,(xx)=0 x=0

i. (ax+By;z)=alx;z)+B(y;2)Vx,y,z€V ,a,f €K

18



iii. (xy)=(nx)Vvx,yeV
El par (V,(. ; .)) es llamado espacio con producto interno.

Observacion 2.2.2.2
Todo producto interno satisface la siguiente propiedad:

Seax,y €V,a € K luego:

(x; ay) = a(x; y)

Un resultado elemental en todo espacio con producto interno es la
desigualdad de Cauchy-Schwartz, resultado es el siguiente:
Teorema 2.2.2.3

Si (V,{.; .)) esun espacio con producto interno, entonces

G5 < ()22 YxyEv.

Observacion 2.2.2.4
Todo producto interno induce una norma, mas precisamente, si (V,(. ; .))
es un espacio con producto interno, entonces ||x|| = (x; x)'/?, x e V define
una normaen V.
Definicion 2.2.2.5: Sea (V,(. ; .)) un espacio con producto internoy B un
subconjunto de V. El conjunto B es llamado ortonormal si (x; y) = 0,Vx,y €
Bconx #y;y{(x;x)=1,Vx €B.
Definicion 2.2.2.6: El par (V,(. ; .)) es llamado un espacio de Hilbert si es
completo con la norma inducida por su producto interno.
Una desigualdad importante es la llamada desigualdad de Bessel:
Definicion 2.2.2.7: Sea (V,{. ; .)) unespacio de Hilberty B un subconjunto
ortonormal de de V. El conjunto B es llamado una base ortonormal de V si:
(x,b) =0,Vb € B, entonces x = 0.
Ejemplo 2.2.2.8
Los pares

a) (L?[a,b]; (. )) donde

19



b
(.9 = [ rogeax

b) (I2(R); (. )) donde

co

(@), (b)) = ) anby,

n=1

c) (R%(. )

n

(x,y) = 2 XYk, X = (xlixZ' "'ﬂxn)' y= (ylryZ' '"ryn)-
k=1

definen espacios de Hilbert.
Ejemplo 2.2.2.9

Sobre el espacio vectorial [2(R) definimos el producto interno

o)

(@0, (b)) = ) anby.

n=1

Se cumple que el par (I2(R),{.)) es un espacio de Hilbert. Si definimos el
vector

e, = (0,0, ...,1,0,0,0, ...),
donde el nimero 1 se ubica en el orden k-ésimo. Entonces el conjunto
{e,, ey, ..., €p, ...} define un conjunto ortonormal, mas aun, define una base
ortonormal para [2(R).
Ejemplo 2.2.2.10

La familia

{ 1 cosnx sennx}
V2r' Nm ' orm

Define una base ortonormal para el espacio L?[—m, m].

Una desigualdad bastante conocida en el contexto de espacios con
producto interno es la desigualdad de Bessel:

Teorema 2.2.2.11 (Desigualdad de Bessel): Sea (V,{(. ; .)) un espacio
con producto interno y {e,e,,...,e,, ...} un conjunto ortonormal de V.

Entonces

20
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D lwenl < i vx e v.
n=1

Corolario 2.2.2.12: Sea (H,{. ; .)) un espacio de Hilberty {e;,e;, ..., €5, ... }

una base ortonormal de H. Entonces todo x € H puede escribirse de la

[ee]
X = Z(x; ey )ex
k=1

forma

Demostracion:

Solo observe que
(x — E(x; ex)er,em) = 0,Vm €N,
k=1

luego

(o]
x = Z(x; ex)ex
k=1

Observacion 2.2.2.13

Si en la desigualdad de Bessel tomamos una base ortonormal, entonces la
desigualdad se transforma en una igualdad. Mas precisamente,

Sea (V,{. ; .)) unespacio con producto internoy {e,, e,, ..., €,,, ... } una base

ortonormal de V. Entonces

Zl(x; e )% = |Ix||?,vx € V.
n=1

Esta ultima igualdad puede verse como una generalizacion del teorema de
Pitagoras.

2.2.3 Operadores lineales acotados.

Definicion 2.2.3.1: Sea (V;||.|ly) y (W; |l .llw) dos espacios normados.
Una aplicacion T:V - W que satisface:

. Tx+y)=Tx)+T(y) Vx,yeV

ii. T(ax) =aT(x) Vx€V, a eK= RoC

21



es llamado un operador lineal.

El espacio de operadores lineales T:V — W tiene estructura de espacio
vectorial con la suma puntual de operadores y la multiplicacion puntual por
un escalar. Este espacio es denotado por

LWV,W)={T:V - W : T es un operador lineal}
Definicion 2.2.3.2: Sea (V; || . lly) y (W; || . |lw) dos espacios normados. Un
operador lineal T:V - W es llamado acotado si existe un C > 0 tal que
ITxllw < Clixlly,Vx € V.

El espacio de operadores lineales y acotados T:V — W tiene estructura de
espacio vectorial con la suma puntual de operadores y la multiplicacion
puntual por un escalar. Este espacio es denotado por

B(V,W) ={T:V - W : T es un operador lineal acotado}

La norma de un operador lineal y acotado T:V — W esté definida por

Tl
ITI| = supy=o T | supjx=1 UITxllw} = supj< UITx W3-

Luego si
ITxllw < Clixlly,Vx €V
entonces
ITIl < C.
La norma de un operador lineal y acotado permite definir el siguiente

espacio normado (B(V, W), . 1.

Ejemplo 2.2.3.3
SeaT:(C[0,1]; |l . lmax) 2 R
f =T = [y fG)dx
Usando la linealidad de la integral, es inmediato afirmar que T es un
operador lineal. Ahora veamos que T es un operador lineal acotado,

En efecto, si f € C[a, b], entonces

22



1
IT(F)l = f FG)dx
0

< jo FGOldx < fo max{|f (o)l / x € [a; bl}dx = fo 1 lmaxdx

1
~ Wl [ 1% = T
0
luego
T < IIf lmax-
Por lo tanto, T es acotado y ||T|| < 1.
Por otra parte, si g = 1 entonces
ITg| { ITf] }
—— —=1<su —— = ||T|I.
19T max PP 1 lmax
Por lo tanto,
IT] = 1.

Ejemplo 2.2.3.4
Sea T:I?(R) - I2(R), T((a)nen) = (0,a4,a,,a3,...). Es claro que T es un
operador lineal. Como

IT ((@n)nem)llz = l(@n)nenll2,

entonces T es acotado y

”T((an)neN) ”}

Il (@n)nenll

”(an)neNH
= SUP@n)nen=0 gy, l{ — -

ITIl = su {
Plannen=0 (@) nenl

Ejemplo 2.2.3.5

Sea T:[2(R) - I?(R), T((ap)nen) = (ay,a3,a4,...). Es claro que T es un

operador lineal. Como

”T((an)neN)llz < ”(an)neNllzy
entonces T es acotado y ||T|| < 1.

Si (ap)neny = (0,1,0,0,0,0, ...) entonces T((a,)nen) = (1,0,0,...) y

IT((@)nen)ll = 1.
Luego

23



IT((an)nen)ll

=1<|TI.
| Can)nenll
Por lo tanto,

ITIl = 1.

2.2.4 Operadores compactos
Definicion 2.2.4.1: Sean H,, H, dos espacios de Hilberty T € L(H,; H,). El
operador T es llamado de rango finito si dim (ImT) < oo, donde ImT denota

la imagen o rango de T.

El espacio de operadores de rango finito de H; a H, es denotado por
F(Hy;H,) ={T € L(Hy; H,) : T es de rango finito}.
Adicionalmente a esto, si H; = H, entonces F(H,; H,) sera denotado por

F(H,).

Ejemplo 2.2.4.2

Sea H un espacio de Hilberty e, e,, €3, ..., e, vectores en H. Sea el operador
T:-H—->H

n
Tx = Z(x, ex)er-
k=1

Claramente T es un operador lineal y acotado. Por otra parte, como
Im(T) c span{ey, ey, e, ..., en}
Entonces
dim([m(T)) <n,
por lo tanto, T es un operador de rango finito.
Ejemplo 2.2.4.3

Sobre el espacio L?[a, b] definimos el operador
n b L
KN =Y w© [ F&Eds,
j=1 @

donde {v;,v,, ..,v,} Y {wi,w,, ..,w,} son conjuntos de funciones en
L?[a,b].

El operador K puede expresarse de la forma



KO® = D wif,v),
j=1

luego
n
Kf = Z W](f, Uj),
j=1
entonces
Im(K) c span{w;, wy, ws, ..., w,,},
Por lo tanto,

dim(]m(K)) <n,

por lo tanto, K es un operador de rango finito.

El siguiente teorema muestra que el espacio F(H,; H,) tiene estructura de
subespacio vectorial.
Teorema 2.2.4.4: F(H;;H,) es un subespacio vectorial del espacio
L(Hy; Hy).
Demostracion:
SiT,, T, € F(Hy; H,), entonces

dim Im(T; + T,) < dim Im(T,) + dim Im(T,) < co.
Por lo tanto

T, + T, € F(Hy; Hy).

Obviamente que BT; € F(H,; H,) para todo 8 escalar.

Definicion 2.2.4.5: Sean H,; H, dos espacios de Hilberty T € L(H;; H,).
El operador T es llamado compacto si para toda sucesidon acotada

(xp)nen © H; existe una subsucesion de (Tx,),ey © H, convergente.
El espacio de operadores compactos de H; a H, es denotado por

K(H; H,) ={T € L(H{;H,) | T es compacto}

Si H, = H, entonces K(H,; H,) se escribira como K(H,).
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El siguiente teorema muestra que el espacio K(H;; H,) tiene estructura de
subespacio vectorial.

Teorema 2.2.4.6: K(H;; H,) es un subespacio vectorial de L(Hy; H,).

Demostracion:

Sea T, T, € K(Hi; Hy) v (x)ney © H; una sucesion acotada entonces
existe una subsucesion (x, )nen € ()nen tal que la sucesion (Tx, )pen
H, es convergente.

Como T, es compacto entonces existe una subsucesion (x, )npeny ©

(xn)nen tal que la sucesion (Tx,)ney € H, €S convergente.

Luego la sucesion ((T1+T2)(xn~)) es convergente. Por lo tanto, el

operador T; + T, es compacto.

Trivialmente BT, € K(H,; H,) para todo S escalar.
Teorema 2.2.4.7: K(H) es un ideal bilatero del algebra L(H).

Demostracioén:

Por el teorema anterior K(H) es un subespacio de L(H). Veamos ahora que
TR,RT € K(H),R € K(H),T € L(H).

En efecto, sea (x,),ey © H sucesion acotada entonces existe una
subsucesion (x,),eny € (X,)nen tal que Rx,- — r como T es continua se

tiene TRx,- — Tr. Portanto TR es compacto.

Sea (x,)neny SUcesion acotada entonces (Tx;, ) ey €S acotada. Luego existe

una subsucesion (x,, )nen € (X )nen tal que (RTx, ),en €S CONVeErgente.

El teorema de Bolzano-Weierstrass en el contexto de R" o C" establece
gue toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente. El siguiente
teorema generaliza este resultado a espacios de Banach de dimension

finita. El resultado es el siguiente:
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Teorema 2.2.4.8: Sea (X, ||.]]) un espacio de Banach. Entonces dimX < oo
si y solo si para toda sucesion (x,),ey © X acotada, existe una

subsucesion (x, )neny © (Xn)nen CONVergente.
Demostracion:
Supongamos que dimX = ny {e,, e,, ..., e,} Una base para X.

Sea (x*),eny © X una sucesion acotada. Entonces existe un M > 0 tal que
|x¥| < M,vk € N.

Cada elemento de la sucesién x* puede escribirse como combinacion lineal

de elementos de la base, esto es,
xt = ale, + ate, + -+ ale,
x? = a?e, + ate, + -+ ae,
x) =ale, +ale, + -+ ale,.
Por el lema de la combinacion lineal tenemos que existe c; > 0 tal que
(laal + lagl + -+ lanl)e < ||x]| < M; je N.

Luego para 1 < p < n tenemos que

j M
|ap| < lag| + lag| + -+ |ay| < -
j

Entonces la sucesion («) . _es acotada. Luego por el teorema de
p JEN
Bolzano-Weierstrass existe una subsucesion (a) < (aj}).
keEN P/jenN
convergente, digamos que a;," - a, cuando k — o,
Sea
X = a.e + aze, + -+ aye, €X,

luego
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xlk = alke, + ajfe, + -+ alke,

Obviamente (x/t) _ es una subsucesion de (xf)jEN.

Ademas
n n
[lacik — x]| = E(a{," —ay)e || < Z|a{," — ay|. ||lep|| = 0 cuando k - o
p=1 p=1
Por lo tanto,
lim xJk = x.
k— oo

Esto nos dice que existe una subsucesion (x/¢), . de (x) _ convergente.

Para la otra implicacion, supongamos que dimX = co.

Sea x; €X / |lxl| =1y sea f; =span{x,}. Luego f; es un conjunto

cerrado en X. Luego por el lema de Riesz, para 6 =% existe un x, €
1

X/xz—x4l[ =6 =3 7Y x| = 1.

Sea ahora f, = span{x; x,}. Luego f, es un conjunto cerrado en X. Luego

por el lema de Riesz, existeunx; € X / ||lx3 —x|| = 6 = % Vx € fL ¥ |lx:ll =

1. En particular tenemos que

1 1
llxs — 22l = = A [lxz — x4l ZE

Siguiendo este proceso de forma inductiva, tenemos una sucesion (x,)nen

en la bola unitaria cerrada B(0; 1) tal que

It = 2all = 5,

lo cual nos dice que de (x,),ey NO Se puede extraer subsucesiones

convergentes, lo cual contradice la hipotesis.
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Como consecuencia directa del teorema 2.2.4.8 se tiene el siguiente

corolario:
Corolario 2.2.4.9

a) Todo operador de rango finito es compacto, es decir,
F(Hy; Hy) € K(Hy; Hy)
b) SiT € L(H;; H,) ydimH; < o, entonces T € K(H,; H,).

El siguiente teorema prueba que el espacio de operadores compactos es
cerrado con la norma de operadores.

Teorema 2.2.4.10

Sea (T,,) una sucesionen K(H) talque T, » T € L(H). Entonces T € K(H).

Veamos algunos ejemplos de operadores compactos:
Ejemplo 2.2.4.11
Sea H un espacio de Hilbert de dimension infinita y (e,) un conjunto
ortonormal infinito en H. Consideremos a I como el operador identidad,
luego

e, = Ienll = V2,
El cual implica que (Ie,) no tiene subsucesiones convergentes. Por lo tanto,
el operador identidad I no es compacto.
Ejemplo 2.2.4.12
Sea H un espacio de Hilberty e, e,, e5, ..., e, vectores en H. Sea el operador
T:H — H definido por

n
Tx = Z(x, ex)ex-
k=1

Claramente T es un operador lineal y acotado. Por otra parte, como
Im(T) c spanfey, e,, e, ..., €, }

Entonces
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dim(Im(T)) < n,
por lo tanto, T es un operador de rango finito, y por el teorema 2.2.4.9, T es
compacto.
Ejemplo 2.2.4.13

Sobre el espacio L?[a, b] definimos el operador
n b L
KN =Y w© [ e ds,
j=1 .

donde {v,,v,,..,v,} Yy {w;,w,, ..,w,} son conjuntos de funciones en
L?[a, b].

El operador K puede expresarse de la forma

KO® = D wiOf,v),
j=1

J

luego
n
Kf = > wilf. v,
j=1
entonces
Im(K) c span{w,, wy, ws, ..., w,,},
Por lo tanto,

dim(lm(K)) <n,
por lo tanto, K es un operador de rango finito. Luego, por el teorema
2.2.4.9, K es un operador compacto.
Ejemplo 2.2.4.14
Sea (¢,) una sucesion en C que converge a cero. Definimos el operador T
en 12 por
T(ay, Ay, oo,y @) = (@101, A2 P2, ooy Ay Pryy o0 ).
Para cada natural n, sea T, el operador en 12 definido por
T, (ay, ay, ..., ay) = (@101, X205, ..., Xy @y, 0,0,0 ...).
Es claro que cada T, es de rango finito y

IT;, — Tl < supgznl@kl = 0.
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Por lo tanto, la sucesion (T,,) converge a T, y como cada T,, es de rango
finito, entonces cada T,, es compacto (teorema 2.2.4.9). Finalmente, por el

teorema 2.2.4.10, T es compacto.

De ahora en adelante, a partir del teorema de representacién de Riesz,
vamos a introducir el operador adjunto de un operador lineal y acotado en

espacios de Hilbert.

El teorema de representacion de Riesz es conocido y puede encontrarse

en cualquier referencia de Analisis Funcional. El resultado es el siguiente:

Teorema 2.2.4.15 (Representacion de Riesz)

Sean H,,H, dos espacios de Hilbert y h:H;xH, —» C, donde una forma
sesquilineal acotada, es decir un funcional lineal respecto a la primera
componente y lineal conjugada respecto a la segunda componente;
ademés existe un M > 0 tal que |h(x;y)| < M||x]||||yll, Vx € H,,Vx € H,.
Entonces h puede escribirse de la forma h(x;y) = (Sx;y), donde: S:H; —
H, es un operador lineal acotado. Ademas S esta unicamente determinado

por hy

=0 ([1xl[lyll
y+0

h(x;
ISl = Al = sup{' (x;y )'}.

A continuacion, mostramos la existencia del operador adjunto:

Teorema 2.2.4.16 (existencia y unicidad del operador adjunto): Sean
H,; H, dos espacios de Hilbert y consideremos T: H; - H, un operador
lineal acotado. Entonces existe un unico operador T*:H, —» H; lineal y

acotado tal que:

(Tx; ¥y =(x;T*y) y Tl =Tl
Demostracioén:

Basta introducir la forma sesquilineal acotada:
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h:H,xH; = C; h(y; x) = (y; Tx).

El siguiente teorema establece que todo operador lineal y acotado es
compacto si y solo si su adjunto lo es.

Teorema 2.2.4.17
Un operador lineal y acotado T:H — H es compacto si y solo si T* es

compacto.

Definicion 2.2.4.18: Un operador lineal T: H — H se dice autoadjunto si T =

T* donde H es un espacio de Hilbert.
Ejemplo 2.2.4.19

Sea (¢,) una sucesion en C que converge a cero. Definimos el operador

lineal y acotado T en [? por

T(ay, ay, ..., ty) = (@101, AP, ooy Ay Pry,y --. ).

El adjunto de T es

T*(ay, ay, .o, @) = (X107, A2 Pg, oo, Ay Oy oo )-
Ejemplo 2.2.4.20
Sea H un espacio de Hilberty e, e,, e5, ..., e, vectores en H. Sea el operador

lineal y acotado T: H — H definido por

n
Tx = Z(x, ex)ex-
k=1

Entonces T es autoadjunto.

Ejemplo 2.2.4.21
Sea

T: lZ(R) - lz(R)r T((an)nEN) = (O' as, az, az, ... )

El adjunto de T es
T*:12(R) - I*(R), T((@n)nen) = (az,as, ...).
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Ejemplo 2.2.4.22

Sea k € L?([a, b]x[a,b]) y T: L?[a, b] — L?[a, b] definido por

b
THE) = f k(t,5)f (s)ds.

El operador lineal T es acotado, mas precisamente,

b b 2
1Tl < [fflk(s, o)l2dsde| |
a a

y su adjunto es

b
T (@) = f kG, Dg(s)ds.

Definicion 2.2.4.23: Consideremos un espacio de Hilbert H y un operador
lineal acotado:

T:H->H
El escalar § € C es llamado valor propio o autovalor de T si existe un vector

no nulo x € H, tal que T(x) = Bx.

Todo vector no nulo que satisfaga la condicién anterior se llama vector
propio o autovector de T, asociado al valor propio £.
Ejemplo 2.2.4.24
Sea
K:12[0,1] - L?[0,1]

definida por

KD = f f(s)ds.
0

El operador K es un operador lineal acotado y compacto. Veamos que K

no tiene autovalores. En efecto, si Kf = Bf, entonces
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[ feras = preo.
0

Por el teorema fundamental del célculo
f@O=pf'@®, f(0)=0,
luego f =0.
Teorema 2.2.4.25: Los autovalores de un operador autoadjunto T € L(H)
son numeros reales y sus autovectores correspondientes a distintos

autovalores, son ortogonales.
Demostracion:

Sea T € L(H) un operador autoadjunto, luego T = T* y sea A un autovalor
de T, correspondiente al autovector v, entonces: Tv = Av.
Como

Mv,v) = (v, v) = (Tv,v) = (v, Tv) = (v, W) = (Av,v) = (v, v) = W, v)

entonces
A=A
Por otro lado, sean A, B autovalores diferentes y sus respectivos
autovectores v; w, entonces
Tv=Av; Tw = fw.
Luego
Mo, w) = (Av,w) = (Tv,w) = (v, Tw) = (v, Bw) = B{v,w).
Lo que implica que
A- B)v,w)=0.

Como 1 # f entonces

(v;w) = 0.

|
Otra forma de expresar la norma de un operador lineal y acotado
autoadjunto se da en el siguiente teorema:
Teorema 2.2.4.26: Sea T un operador autoadjunto, entonces:
ITIl = sup{{Tx; x)|/ llx|l = 1}

Demostracion:

34



Por la desigualdad de Cauchy Schwartz
KTx, ) = [, T < |ly Tl < [y Tl = NT1HE ]y

Parax = y, ||x|]| =1 se tiene

KT, ) < Tl = 1Tl
lo que implica que

sup{l(Tx; x)|: |lx|l = 1} < [IT.

Por lado, denotemos por
s = sup{[(Tx, x)|: [Ix]| = 1}
Sea x;y € H entonces
(Tx+y),x+y)—(T(x —y),x —y) = 4Re(Tx, y)
Aplicando desigualdad triangular y la identidad del paralelogramo, tenemos
4|Re(Tx, y)| < (T (x + y), x + ) + KT (x — y),x — y)l
< s(llx + ylI> + llx = ylI*) = 2s(lxlI* + llyll1*).
En particular, sitomamos x € H con ||x|| =1y Tx # 0, y = ||Tx||"Tx

se obtiene
1
ITx|| = Re{Tx, |Tx||"*Tx) < Es(l +1)=s

Por lo tanto,
IT]| = sup{{Tx, x)|: |[x|| = 1}.

2.2.5 Teoremas espectrales

Teorema 2.2.5.1: Sea H un espacio de Hilbert y T € L(H) compacto y

autoadjunto, entonces ||T|| o —||T|| es un autovalor de T.

Demostracion:
SIT = 0setiene A =0y por lo tanto el resultado es trivial.
Ahora supongamos que T # 0, como T es autoadjunto entonces por el

teorema 2.2.4.26 tenemos que
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ITIl = sup{{Tx, x}|: llx|l = 1}.
Luego existe una sucesion (x,,),s; € H tal que
lxnll = 1y Txn, x| = NITI.
Luego la sucesion ((Tx,; x,)ns1 € R es acotada y por el teorema de
Bolzano — Weierstrass existe una subsucesion (x,,) < (x,) tal que
(Txp), %) > AER.
Entonces
(T %0, Xn)| = |21 = |ITl,
de donde A = ||T|| 0o A = —||T||.
Ahora supongamos, sin pérdida de generalidad que A = ||T||.
Como
0 < ITxn = ITlxn 12 = 1T 17 = 2NTIKT 25 307} + NITNI2
< 2\ITII? = 2lITIT %, x51) > 0
Entonces
Tty — Il = 0.
Luego, por compacidad existe una subsucesion (x,) < (x,7) tal que

Tx,, =y € H, esto nos dice que (||T||x,) - y. Por lo tanto x,,» — IIyTII

concluyendo que Tx,» — T (=) = y. Por tanto, T(y) = ||IT|ly de donde
n Tl

[IT|| es autovalor de “T”

|
Lema 2.2.5.2: Sea T € L(H) y M un subespacio invariante por T, es decir,
T(M) c M. Entonces M+ es invariante por T*.
Demostracion:
Seay € M+, entonces para cada x € M se tiene {(x; T*y) = (Tx; y) = 0 (pues
T(M) c M). Luego:

T*y € M+,
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Teorema 2.2.5.3: (Espectral para operadores compactos
autoadjuntos)

Sea T € L(H) un operador compacto autoadjunto, entonces existe un
sistema ortonormal {x,, x,, ..., x,, ... } de autovectores de T con autovalores

correspondientes: 44,4,, ... 4,, ... tal que para cada x € H, se tiene:

Tx = 2 A (T X ) v e e e 2.1)
n=1

Si la sucesion (4,,(T)) es infinita, entonces: 1,(T) —» 0 cuando n — oo.
Demostracion:
Por el teorema 2.2.5.1, T tiene un auto valor A, tal que |A,| = ||T|| . Sea x;
un autovector asociado a 4, tal que ||x;|| = 1.
Sea H, = (span{x;})* . Como (span{x;})* es invariante por T, entonces
por el lema 2.2.5.2, H, es invariante por T* =T, (T(H;) C H,).
Ahora consideremos T, = T /H,, entonces T, es compacto y autoadjunto en
H,, luego por el teorema 2.2.5.1, T, tiene un autovalor 4, con |A,| = || T, ||,
ademas |1, = IToll < ITIl = [24].
Sea x, un autovector asociado a 1, tal que ||x;|| = 1.

e SiA; =1, consideramos x; L x,

e Sil; # 1, entonces x; 1 x,, por teorema.
Ahora sea H; = (span{x;; x,})*, entonces por el lema 2.2.5.2 tenemos que
T(H;) € H; € H, € H, = H.
Ahora consideremos T; = T /H5, entonces T; es compacto y autoadjunto en
H,.
Continuando con este proceso, hemos construido una sucesién de
autovalores (1,),s>1; de T tal que |A,41]l <14,,¥Vn € N , y un sistema

ortonormal de vectores {x; x;; ...; Xp; ... }.

Como T es compacto, entonces si la sucesion (1,),=1 €s infinita tenemos

que lim 4,,, = 0.
n—oo

Ahora veamos la representacion de T
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Caso 1:si T,,; =0 paraalginn € N.

Sea

n
Yn =X — Z(xi xj)xj = yn € Hpp1 = (L{xg; X055 0, Dt
j=1

Tn+1(yn) = T(yn) =0

=>T|x— Z(x; x)xj |=0=>T(x) = z(x; x;)T (%)
j=1 j=1

=>T(x) = Z(x; xp)Ax; = T(x) = le(x; Xj)X;.
j=1 j=1

Caso2 T, #0,vn € N

Sea:
n
yn =x z<x; xj)xj ) yn € (L{XIIXZ'x3' '"xn})l = Mpyq
j=1
n
= 1T Ol = [|TG = D 20005 | < WTsallyall
Jj=1
Pero:
n
Il = [ = > x| <
j=1
Por tanto:

n
T(x) — ZAj(x; X)X || < [An4alllx]l = 0 cuandon - oo
j=1

~T(x) = Z Ai{x; x;) ;.
=1
|

Si suponemos que T es un operador compacto, la representacioén es la

dada en el siguiente teorema:



Teorema 2.2.5.4: (Espectral para operadores compactos)

SeaT € L(Hy; H,) un operador compacto, entonces existe una sucesion de
nameros reales no negativos s;(T) = s,(T) =+ = 5,(T) = 5,41(T) = -+ =
0 y sistemas ortonormales (x,,),,1 € Hy; ()ns1 € H, tal que para cada x €

H, se tiene:

oo

Tx = Z Su(TYX X))V weveennn (2.2)

n=1
Ademas, se tiene que s, (T) - 0 si (s, (T)) es infinito.
Demostracion:
Sea T € L(H;H,) un operador compacto, entonces T*T € L(H;) esS
compacto y autoadjunto luego por el teorema 2.2.5.3, tenemos un sistema

ortonormal {x;, x,, ... } de autovectores de T*T y
T'Tx = z A (T*T)(x; X)) %.
n=1

Por otra parte, como
(T*Tx;x) = (Tx;Tx) = ||ITx||> > 0
entonces A4,,(T*T) = 1,,1(T*T) > 0.
Probemos la siguiente afirmacion:
Afirmacion:
Ker(T) = Ker(T*T)
(c) Trivial
(D) Seax €Ker(T*'T) =T Tx =0=>(T"'Tx;x) =0=>(Tx;Tx) =0
= ||ITx]| =0=>Tx =0 = x € Ker(T).
Consideremos

Tx,

= J4,(TTY

Entonces
(i) = (Txy; Txp) _ (T*Tx,; Xm)
VA (T*T). Ay (T*T)  \JAu(T*T). A, (T*T)
_ (An(TT)xp; X) _ _ {1; n=m
VAT D, T T 0 n#Em
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Como H, = (KerT) @ (Ker T)*, (Ker T)* = ImT, entonces por el teorema

2.2.5.3, tenemos que {x;; x,; ...} €s una base ortonormal para ImT y
Tx = Z Ao xp )X Vx € H,.
K=1
Luego

X€ H =(KerT)@ImT = x = u+Z(x;xn)xn

n=1

>5Tx=Tu+ Z(x; X )Ty,

n=1
Pero Tu =0, pues u€ KerT
De donde

Tx = 2 VAR (T*TY(x; X)) Y-
n=1
Si escribimos s, (T) = /A,(T*T) entonces

o0}

Tx = Z Sp(TYX; X)) Y-

n=1

Observacion 2.2.5.5

s, (T) es llamado el n — esimo numero singular de T

La representacion (2.2) es llamada la representacion Hilbert — Schmidt de
T.

El siguiente corolario, muestra que todo operador compacto puede
aproximarse por una sucesion de operadores de rango finito. Mas
precisamente, se tiene el siguiente teorema:

Corolario 2.2.5.6: F(H) = K(H).
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Demostracion:
Sea T € K(H) entonces existe una sucesion de numeros reales no
negativos sy(T) = 5,(T) = - =2 5,(T) = 5341(T) =+ =20 y sistemas

ortonormales (x,),s1 € H; (v,)n>1 € H tal que para cada x € H se tiene:

o

Tx = Z Sn (T3 %)V, 5o (T) = 0 si (5,(T)) es infinito.

n=1

Si definimos

n

T, = z sk(T)(. s xk)yx € F(H),

k=1
entonces T,, —» T, por lo tanto T € F(H). -
De forma similar al corolario anterior, puede demostrarse el siguiente
corolario:
Corolario 2.2.5.7: Sea el operador lineal B definido en un espacio de Hilbert

H por

o

Bx = Z A {X; Xn)Vn

n=1
donde (x,), (y,) son sistemas ortonormales y (a,),»; una sucesion
decreciente de nUmeros no negativos que converge a cero, entonces B es

compacto y a,, = s,(T).

El siguiente corolario, calcula la adjunta de un operador compacto, via la
representacion Hilbert-Schmidt.
Corolario 2.2.5.8: Sea

oo

Tx = Z Sn(T)<X; xn>yn

n=1

la representacion Hilbert-Schmidt de T. Entonces

oo

Tix = Z 5n (T3 V).

n=1
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Demostracion:

Por linealidad y continuidad, basta demostrar que
(5o )™ = (s )x)"

Sea
R =1{(.;x,)y, = R.
Entonces
x = (X Xp) V-
Luego

(Rx; y) = ((o; ) ¥m3 V) = 6 Xn XYms ¥) = €65 (Y5 Y2
por lo tanto,
R*y = (y; yn)xn.-
Es asi que

R* = (. ;yn)xn.

Observacién 2.2.5.9
Como

o

T x = Z Sn(T)(x;yn)xn»

n=1

Entonces por el corolario 2.2.5.8 tenemos que
Sn(T) = s,(T")

El siguiente teorema, demuestra otra representacion de los numeros
singulares.
Teorema 2.2.5.10

. ITx|]
s,(T) = min max
dim M=n-1 xfl\el ||x||
X

Luego
s1(T) =TIl

Como consecuencia directa del teorema anterior, tenemos el corolario

siguiente:
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Corolario 2.2.5.11: Sea A un operador compacto y B un operador acotado
Entonces:

sn(AB) < ||Blls,(A)

sn(BA) < [|Blls,(4)
El siguiente corolario puede encontrarse en |. Gohberg, S.Goldberg and
K. Krupnik (2000), pag. 52. y afirma que:
Corolario 2.2.5.12: Si Ay B son operadores compactos, entonces:

|sn(A) —sp(B)I < [|[A - B|l; vneN

Observacion 2.2.5.13

Por el corolario anterior, si 4, - A entonces s, (4,) = sx(4), k =1,2,3, ...

Ejemplo 2.2.5.14
Sea (e,) una base ortonormal de un espacio de Hilbert separable H.

Consideremos el siguiente operador:

+00
1
Tx = Z E(x, ex)er-
k=1

Claramente el operador T es un operador lineal y acotado. Para cada n

consideremos el operador

Se cumple que

I, =TIl - 0.
Como cada T,, es de rango finito entonces es compacto. Por el corolario
2.2.5.6 concluimos que T es compacto. Finalmente, por el corolario 2.2.5.7

tenemos que

1
Sn(T) = E
Ejemplo 2.2.5.15

Sea (e,) una base ortonormal de un espacio de Hilbert separable H.

Consideremos el siguiente operador:
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+00
1
Tx = 2 ﬁ(x, e )ex-
k=1

Claramente el operador T es un operador lineal y acotado. Para cada n

consideremos el operador

n
1
T,x = z ﬁ(x, ex)ey-
k=1

Se cumple que

IT, =TIl - 0.
Como cada T,, es de rango finito entonces es compacto. Por el corolario
2.2.5.6 concluimos que T es compacto. Finalmente, por el corolario 2.2.5.7

tenemos que

(1) =
Ejemplo 2.2.5.16
Sea el operador compacto
K:12[0,1] = L?[0,1]

definida por

t
KN© =2i [ f(s)ds
0
Puede demostrarse que

=0 = =

Varias desigualdades de los nimeros singulares son dados en la siguiente
proposicion:
Proposicion 2.2.5.17

Para cada n > 1 se cumplen las siguientes desigualdades:

L S| < B 55(4)
2. T[4 ()| < =y 55(A)
3. Y @) < T fs@]7, p> L
14 p
4. 3 [sa+ B <30 (s +5,(B)) , p= 1.
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5. (5B <3, (5) (5®), p 21
6. [Ij=15;(AB) < [Ij=;5;(A)s;(B)

1 1 1

7. (S (5@ +B) ) < (S (s@) Y + (S (s®) ) p2 1.

2.2.6 Trazas de Operadores
Definicion 2.2.6.1: Una traza ¢ sobre un ideal bilatero de operadores J es
un funcional lineal positivo unitariamente invariante, esto es ¢:J] - C es
un funcional linealy @(U*TU) = @(T); VT €],V U € L(H) unitario.
En el contexto de espacios de Banach, la definicion de traza puede
reformularse de la siguiente forma:
Teorema 2.2.6.2: Sea J un ideal bilatero en un espacio de Banach (X, |. |]).
Un funcional lineal ¢ sobre J es una traza si y solo si

©(AB) = ¢(BA); YA €],VB € L(H)
Demostracion:
(€) o(U*(TV)) = o(U*(UT)) = o((U*)T) = ¢(T)
(&) Es conocido que todo operador lineal y acotado en un espacio de
Hilbert puede expresarse como combinacion lineal de cuatro operadores

positivos, es decir, si B € L(H) entonces

4
B = Z a; U;; donde U;e L(H) unitario, «; € C,i = 1,2,3,4.

=1
Primero veamos que
@(UA) = p(AU); VA €],vU € L(H) unitario.

En efecto,
p(UA) = o(UUAU) = ¢ (AU).
Como
4
B = z a; Ul"
i=1
entonces
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9(AB) = <P<Ai alUl> Z a;p(AU;) = i aip(U;A) = ¢ (i “iUi>A

i=1 i=1 i=1

= @(BA).

2.2.6.1 Latraza de Operadores de Rango Finito
Sea (X, ||.|]) un espacio de Banach. Consideremos un operador de rango
finito F € F(H). Luego podemos considerar ¢4, ¢, ... ¢, Una base para

Im(F). Es conocido que F puede representarse de la forma:

m
Fx:zgj(x)(pi' (g;) cx~.
j=1
La traza de F esta definida

tr(F) = ) g;(0).
j=1

Esta traza, definida sobre el ideal de operadores de rango finito, es un
funcional lineal y verifica

tr(AF) = tr(FA); VF € F(X),VA € L(X).
Por lo tanto, el funcional lineal tr es una traza sobre el ideal bilatero F(H).

Ademas, el funcional tr es espectral, es decir, si F € F(H) entonces

tr(F) = Z A,
Jj

donde (;) son los valores propios no nulos de F.

2.2.6.2 La traza Usual

A continuacion, vamos a definir el ideal de operadores nucleares.

En lo que sigue H denotara un espacio de Hilbert separable infinito
dimensional.

Definicidon 2.2.6.2.1: Sea H un espacio de Hilbert separabley T € K(H). El

operador T es llamado nuclear o de clase traza si

oo}

Z 5,(T) < 0.

n=1
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El espacio de operador nucleares es denotado por

Si(H) ={A € L(H) : Aescompacto y Z sp(A) < 00}.

n=1
Usando la proposicion 2.2.5.17 no es dificil demostrar que S; (H) es un ideal

bilatero del espacio L(H) de operadores lineales y acotados.

A continuacion, definimos una norma en el espacio de operadores
nucleares:
Teorema 2.2.6.2.2:

I e Si(H) > RE

[oe]

A Al = z sj(A) es una norma
j=1

Demostracion:
1) Comolos s;(A) =0,V jEN = }72,5;(A) =0

Ademas

[ee)

141l = ) 5(4) = 0 = 5,(4) = llAll sy = 0 & 4 = 0

j=1

2) Seaa € C,A € S;(H), entonces

Al —isj(aA) _Z\/ [(2A)* (ad)] =i la. 4[4 4]

j=1
Z'“'/ [4°A] |a|zs,(A>—|a| Il

3) Usando las desigualdades de los niumeros singulares tenemos que

14 +Blli = ) 5(A+B)< > 5(A) + > 5;(B) = [lAlly + 1Bl
j=1 j=1 j=1
|
Teorema 2.2.6.2.3: (S;(H), || . |l;) es un espacio de Banach.
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Demostracion:
Sea (4,),>1 € S;(H) una sucesion de Cauchy, entonces

Ve>0,3myeN mn = my = [[4, — 4l <c¢
Pero

lAm — Anlley = $1(Am — An) < 1A — Anlly <&
Luego (A4,)n=1 €S una sucesion de Cauchy en L(H) el cual es completo,
entonces existe un operador A € L(H) tal que ||4,, — A|l;x) = 0 cuando
m — oo, ademas como cada A,, es compacto, por el corolario 2.2.5.6,
tenemos que A es compacto.
También

k

> 50— A) < l1An = Al < &
j=1

y haciendo m — oo, se tiene:
k
ZSj(A” —A<egvVvn>my, = |4, —All; <&V n>m,
j=1

Por lo tanto,
A, = A,

enlanormal| . ||;.

A continuacion, introducimos la traza usual de un operador nuclear:
Definicion 2.2.6.2.4: Sea A € L(H) un operador compacto y sea (¢,) una

base ortonormal de H. La traza usual de A esta definida por:

Tr(4) = ) (Adw; o)
n=1

El siguiente teorema muestra que la suma de arriba esté bien definida:

Teorema 2.2.6.2.5: Si T € §;(H), entonces la serie
Z(Tek, ek)
k=1
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converge absolutamente para cualquier base ortonormal (e,) de H y su
suma es independiente de la eleccién de la base.

Demostracion:

Sea

7= 50T (s )
n=1

la representacion Hilbert-Schmidt de T. Primeramente, veamos que la serie
del enunciado converge absolutamente:

i(Tek; ex) = i
k=1 k=

=1

' sn(Dew X))
n=1

co

< Z Sn(T) ; |<ek: xn)()’n' ek)l

9] 1) 1/2 e 1/2
szlsn(T)<Zl|<ek,xn>|2> (;Kyn,ekMZ)
< ) sa@Dlxalllyall = D su(M) < o0

Veamos ahora que la suma no depende de la base ortonormal elegida:

i(Tekr ex) = i sp(T) i(ekr Xn XV €k,
k=1 n =1

=1

Como

z<ekJ xn)(}’w ek) = (Z(Yn: ek)ek' Z(xn' ek) ek) = (yn' xn);
k=1 k=1 k=1

tenemos que

D (Teer) =D suT 1)
k=1 n=1

Por lo tanto, la suma no depende de la base ortonormal elegida.
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Ejemplo 2.2.6.2.6
Sea (e,) una base ortonormal de un espacio de Hilbert separable H.

Consideremos el siguiente operador compacto

+ o0
1
Tx = Z E(x, ex)ex-
k=1

Como

1
Sn (T) = E

Entonces T & S;(H).

Ejemplo 2.2.6.2.7
Sea (e,,) una base ortonormal de un espacio de Hilbert separable H.

Consideremos el siguiente operador compacto

+ 0o
1
Tx = Z ﬁ(x, € )ex-
k=1

Como
1

Sn(T) = ﬁ‘
y

400

1
Z nz <%
n=1

Entonces T € S, (H).

Ejemplo 2.2.6.2.8
Sea el operador compacto
K:12[0,1] - L?[0,1]

definida por

50



t
(Kf)(t) = 2if f(s)ds.
0
Puede demostrarse que

sp(K) = @n—Dn

Luego, como

+00
D G
_ = 00
2n—-Dm '
n=1

entonces K ¢ S, (H).

Por otro lado, usando la definicién 2.2.6.2.4, es sencillo demostrar las
siguientes propiedades de la traza usual:

1. Tr(aT + BR) = aTr(T) + fTr(R) para a,feC y T,Re S;. Esto se

sigue directamente de la definicion.

2. Tr(T*) =Tr(T) para T € S;(H). En efecto, esto se sigue de las

siguientes igualdades

[ee)

Tr(I) = ) (Teper) = ) ewTer) = ) Tege) = Tr(T).
k=1

[oe)

3. Como los operadores unitarios llevan bases ortonormales en bases

ortonormales, entonces es claro que el funcional traza usual es

unitariamente invariante.

Los tres numerales anteriores demuestran el siguiente corolario:

Corolario 2.2.6.2.9: El funcional Tr es una traza sobre el ideal S;(H) de

operadores nucleares.

Para establecer mas ejemplos de operadores nucleares, el teorema de

Mercer es un ingrediente importante.
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El teorema de Mercer se ubica en el contexto de operadores integrales
positivos, su prueba puede ser |. Gohberg S. Goldberg and M. Kaashoek

(2003), pag. 197 y afirma que:
Teorema 2.2.6.2.10 (Mercer)

Sea k una funcién continua en [a, b]x[a, b]. Supongamos que para todo

f € L?[a, b] se cumple que

(Af.f) =0,

donde A es el operador compacto definido por

b
AN = f k(t,$)f (s)ds

entonces

k(t,s) = Z A (A (DX, v v (2.3)
k=1

donde (x,) es la sucesion de autovectores de A dadas por (1). Ademas, la

serie de arriba converge absoluta y uniformemente en [a, b]x|[a, b].

El teorema de Mercer nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 2.2.6.2.11: Sea k una funcién continua en [a,b]x[a,b].

Supongamos que para todo f € L?[a, b] se cumple que

(Af.f) =0,

donde A es el operador compacto definido por

b
AN = j k(t,)f (s)ds

entonces A es nuclear y
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) ®
L k(t,t)dt = kzzl/lk(A)

Demostracioén:

Tomando t = s en (2) tenemos que

k(6D = ) @I (OF,
k=1

e integrando esta Ultima expresion llegamos a

b oo (o]
[ k@ode =Y 2@l = Y 2.
a k=1 k=1

Como para todo f € L?[a, b] se cumple que (Af, f) = 0, entonces A es un

operador positivo, luego 4, (A4) = s, (A4). Por lo tanto,

[ee)

fbk(t, t)dt = i 1. (A) = Z s(A)
a k=1

k=1

lo que nos dice que A es nuclear.

El teorema de Lidskii expresa la traza usual de un operador nuclear como
la suma de sus autovalores tomando en cuenta sus multiplicidades
algebraicas; por esta razon, algunos autores se refieren a la traza usual
como una traza espectral, su prueba puede encontrarse en diferentes
referencias como son |. Gohberg S. Goldberg and M. Kaashoek (2003), J.R.

Retherford (1993). El enunciado es el siguiente:
Teorema 2.2.6.2.12 (Lidskii)

SiT € S;(H), entonces

Tr(T) = ) 2(T),
k=1
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donde, (1,(T)) es la sucesion de valores propios de T ordenados de tal

forma que |1,(T)| = |A,41(T)|,Vn = 1.
Observacién 2.2.6.2.13

Por el teorema de Lidskii y el lema de Weyl, la traza usual es continua

(acotada) con la norma || . ||;, mas precisamente se cumple

ITr(M < I T Iy, VT € Sy (H).

Ejemplo 2.2.6.2.14

Por el corolario 2.2.6.2.11, si k una funcion continua en [a, b]x[a, b] y para

todo f € L?[a, b] se cumple que

(Af.f) =0,

donde A es el operador compacto definido por
b
UN® = [ ks
a
entonces A es nuclear y
b co
f k(t, )dt = Z 1.(A) = Tr(A).
a k=1

La expresiéon anterior es llamada la formula de la traza y expresa la traza
usual del operador A en funcidn de su nucleo, es decir, no depende de los

autovalores de A.
Ejemplo 2.2.6.2.15

Sea g una funcion continua en [a, b]x[a, b] con valores complejos. Sea

b—
k(t,s) =f g(x,t)g(x,s)dx.

La funcion k satisface las hipotesis del teorema de Mercer. Por lo tanto,
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) ®
L k(t,t)dt = kzzlxlk(A).

Por el teorema de Lidskii, tenemos que

Tr(4) = fbk(t,t)dt = fbfblg(s,t)lzdsdt.

a a a

2.2.6.3 Trazas de Dixmier

Definicién 2.2.6.3.1: Una traza ¢ sobre un ideal bilatero de operadores J

es llamada singular si ¢(F) = 0,VF € F(H).

La traza de Dixmier es un ejemplo de traza singular y no es una extension
de la traza de operadores de rango finito, a diferencia de la traza usual.
Para su construccidon es necesario garantizar la existencia de limites
generalizados o estados singulares con ciertas propiedades de invariancia
y dilatacidon. A continuacion, presentamos la construccion de la traza de

Dixmier asociado a un estado.

Durante toda esta seccion, ¢ denotara el espacio de sucesiones

complejas acotadas y C, el subespacio de sucesiones convergentes a cero.

Por Carey y Sukochev (2006) existe un estado w en £ (un funcional lineal
positivo en £* tal que w(1,1,1,1,...)= 1) con la siguiente propiedad: para

cadan > 1 se tiene

woD,,= woT = woH = w,
donde

T: £ — £%, T(xl,xz,x3, ) = (x5, X3, ...)

X1t+Xx2+Xx3
— )

X X
H: €2 — £° |, H(xy, X X3, ...) = (2, /22, =, ..

2

Dn: {00 — ‘goo y Dn(xl, x2’x3, ...):(xl, xl, e .xl, xZ, xZ, e .xZ, o ..)

n-—veces n—-veces
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Observacion 2.2.6.3.2:

Si un estado w en £* es invariante por T, entonces w(a)= 0 para todo a €
CN, donde CN denota el espacio de sucesiones con una cantidad finita de
términos no nulos. Ademas, como CN es denso en C,, por continuidad
tenemos que w(a)= 0 para todo a € C,. De esta forma, hemos conseguido
estados que se anulan en C,. Estados con esta propiedad, son llamados

estados singulares.

Por la observacion anterior, hemos conseguido estados singulares
invariantes por el operador D,, veamos la construccion de la traza de

Dixmier.

Consideremos el siguiente espacio:

My (H) = {Te KUD/ 1Tl 0 = sup |

nz1

=1 Sk(T)} < 00}

1
log (n+1)

Usando la proposicion 2.2.5.17 se prueba que M; .,(H) es un ideal bilatero
del algebra L(H).
Sea w un estado singular en £ invariante por el operador D, (su existencia

esta garantizada en la observacion 2.2.6.3.2), sobre
M*, o (H) ={T € My ,(H),T es positivo}

definimos el funcional Tr,, por

Try(T) = w(( =15k(T)))-

log(n+1)

Como s, (U*TU) = s, (T) para todo U € L(H) unitario, entonces Tr,, €s

unitariamente invariante, solo faltaria probar la linealidad. Veamos esto:
Sean

T, T, 6M+1,oo(H)1 ———— =15k (T1), Pn= log(n+1)2k 15k (T2),

an= log(n+1)
-1 n
= oetrn k=15 (Ty + T2).

Por la proposicion 2.2.5.17 se tiene que
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]/TL S Cl‘l‘L + [;Tl,
lo cual implica que
Tr,(Ty + T3) < Tr,(Ty) + T, (T).

Por A. Albeverio, D. Guido, A. Ponosov and S. Scarlatti (1996), para
operadores positivos se cumple que

n

n 2n
D s+ ) 5T <) sl +To),
k=1 k=1

k=1

La desigualdad anterior implica que

log(2n+1)
an + ﬁn = log(n+1) © 21’
y cOmo
log(2n+1) _
(—log(n+1) Yan — Yan) € Co,
entonces

log(2n+1)
w((hn)) @ <(log(n+1) Vzn)).
Veamos ahora que

w((2n)) = w((rn))-

En efecto, como w es invariante por D,, la igualdad anterior es equivalente
aque

02 Y2 Var Var ) = 0((1))-
Como w es un estado singular, basta verificar que
() = V2, V2 Y Var ) € Co.
Restando lo anterior tenemos
r1=7v20,¥3 =74 0,¥5 — 760, ...),
luego veamos que esta Ultima sucesién converge a cero.

Para esto, basta verificar que
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(Y2n-1 — Y2n) € Co-

2n—-1 2n

1 1
1= = E T,+T,) - —m— E T, + T
Yon-1 — Von log(2n) L s(Ty +T) log(2n + 1)k 1Sk( 1+ T,)

1
— log(1+3,) _ San(T1+T3)
log(2n+1) 2n-1 log(2n+1)

Tomamos w y concluimos que
Tr,(Ty) + Tr,(Ty) < Tr,(Ty + Ty),
Concluimos entonces que T, es una traza sobre el ideal M*, ,,(H).

Definicion 2.2.6.3.3. La traza de Dixmier de un operador autoadjunto T €
M, ., (H) esta definida por

T, (T) = Trw(T+) — Try, (T—)

donde T, = %(T +IT) y T.= —%(T —|T|) son operadores positivos

llamados la parte positiva y negativa de T respectivamente, donde |T|
denota la raiz cuadrada de operador T*T.

La traza de Dixmier de un operador arbitrario T € M; ,,(H) esta definida por
Tr,(T) == Tr,(Re(T)) +iTr,(Im(T))

donde Re(T) = %(T +T) y Im(T) = ;(T —T*) son operadores

autoadjuntos llamados la parte real e imaginaria de T respectivamente.

El siguiente teorema demuestra que la traza de Dixmier, en efecto, es una

traza singular continua sobre el ideal M; ,,(H).

Teorema 2.2.6.3.4

1) Tr, es una traza sobre el ideal M; ,(H).
2) Tr,(T) =0, VT € S;(H).
3) Tr, es una funcional lineal continuo con la norma |.|l;s, mMas
precisamente,
| T7 (T < T ll1,0 YT €My 65 (H).
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Demostracion:

1) Todo T € M, ., (H) puede escribirse comoT =T, — T, + iT; — iT,, donde
T:=(Re(T)); , T,=(Re(T))_, T3=(Im(T)),, T,=(Im(T ))_ son operadores
positivos en M, ,,(H). como Tr, es aditivo en M, ,,(H), entonces Tr, se
extiende por linealidad a un funcional lineal en todo M, . (H). Que el
funcional lineal Tr,, sea unitariamente invariante se sigue del hecho que

s, (U'TU)= s,(T) paratodone Ny U e L(H) operador unitario.

2)Como T=T,—-T,+iT;—iT,, donde T;=(Re(T)); , T,=(Re(T))_,
T3=(Im(T)),, T,=(Im(T ))_ son operadores positivos en M; ,,(H). Basta
verificar que si T € S, (H) es un operador positivo entonces Tr,,(T) = 0.

En efecto, como T € S; (H) entonces

[ee]

Z sp(T) < o,

n=1

luego

1 - 1 =
log(n + 1) kZl si(T) < log(n + 1) kZl s(T)

Tomando limite a la anterior desigualdad, concluimos que

1
rogtmrn 2k=15(T) =0,

y como w es un estado singular, entonces Tr,,(T) = 0.

3) Puede verificarse que el estado w es acotado y ||w|| = 1, por lo tanto

| 7% (D < Ty, , VT € My 00 (H).

El cual permite establecer la desigualdad pedida para todo T en M, ,(H).

Definicion 2.2.6.3.5. Un operador T € M; ,(H) es llamado Dixmier medible
si el numero Tr,(T) no depende del estado w elegido.
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Observacion 2.2.6.3.6

Por el teorema anterior, tenemos que, en particular, Tr,, se anula en el ideal
de operadores de rango finito. Por lo tanto, la traza de Dixmier es un

ejemplo de traza singular.

Alain Connes sugiere otra forma de construir estados invariantes por el

operador dilatacion D,. Veamos esto:

Sea el operador

n Xk
k=17,
n 1
k=1

M:£* - {’°°,M((xn)) =

Consideremos ¢ un estado singular, por A. Pietsch (2013) tenemos que
MD,x — Mx € Cy,Vx € £%,
luego, por continuidad de ¢ tenemos que
@MD, = oM.
Tomando w = @M se tiene
wD, = w,
luego w es invariante por el operador dilatacion D,.

La traza de Dixmier asociada a este estado es llamada traza de Connes-
Dixmier. Por lo tanto, toda traza de Connes-Dixmier es traza de Dixmier,
pero el reciproco no siempre es cierto. Por lo tanto, si denotamos por D el
conjunto de trazas de Dixmier y por C el conjunto de trazas de Connes-

Dixmier, entonces C c D.

Ejemplo 2.2.6.3.7
Sea (e,) una base ortonormal de un espacio de Hilbert separable H.

Consideremos el siguiente operador compacto

+00
1
Tx = — .
X Z k (x, er)ey
k=1

Luego
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1
Sn (T) = E

Claramente T € M; ,(H) y

n—-oo

n
1 1
Tr,(T) = lim m; ~= 1, Vw estado singular invariante por D,.

Por lo tanto, T es Dixmier medible.

Observacion 2.2.6.3.8

Puede encontrarse en S. Lord, F. Sukochev and D. Zanin (2012) que la
traza de Dixmier es espectral, es decir, esta depende de los autovalores y
multiplicidades algebraicas del operador considerado. Mas precisamente,
tenemos que:

SiT € M; .(H) entonces

1 n
T’I"w(T) =w (W;Ak(n>

Ejemplo 2.2.6.3.9
Sea el operador compacto
K:12[0,1] = L?[0,1]

definida por

KD = 2i f f(s)ds.
0

Puede demostrarse que

4

R

Luego, como

400
e
_ =00
2n—Dm ’
n=1

entonces K € M, ,,(L*[0,1]).
Ahora supongamos que K tiene un autovalor A con autovector no nulo f,

entonces
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Kf = Af,
lo que implica
t
ZiJ. f(s)ds = Af(t).
0

Por el teorema fundamental del calculo tenemos que

2if (t) = Af'(1), £ (0) = 0,
lo que implica que f =0, lo que es una contradiccion, por lo tanto, el
operador K no tiene autovalores. Usando la observacion 2.2.6.3.8 tenemos

que

1 n
Tr,(K) = w (W;Ak(m)

= 0, Yw estado singular invariante por D,.

Por lo tanto, K es Dixmier medible.

2.2.6.4 Aplicaciones de trazas

Como primera aplicacion de la teoria de trazas, en particular la traza de
Dixmier, tenemos el comportamiento asintético de los autovalores de un
operador. Veamos esto:

Por Lord, Sukochev y Zanin (2021), tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.6.4.1

Un operador positivo T € M, ,(H) es Dixmier medible si y solo si el limite

n
_ 1
nl_IHIm log(n+1) ; (T,

existe.

Observacion 2.2.6.4.2
Como consecuencia directa del teorema 2.2.6.4.2, podemos afirmar que Si

T € M, .,(H) es un operador positivo Dixmier medible y

n
1
i Y am =t
n—llrnoolog (n+1)k_1 k(1)
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entonces las sucesiones (log (n+ 1)) y Q%=1 A (T)) son asintéticamente

equivalentes.

Por otra parte, si T € M; ,,(H) es un operador positivo Dixmier medible y

n
] 1
nHTkaZ_lﬂkm =0,

Entonces la sucesion (log (n + 1)) crece mas rapidamente que la sucesion

k=14 (T)).

Como segunda aplicacion de la teoria de trazas podemos comentar lo

siguiente:

Basados en el trabajo de Marchenko, H. Aden y Carl, B. (1996) inventaron
el método del operador o método de traza para encontrar soluciones para

la ecuacion escalar Korteweg-de Vries (Kdv):
Vi = Vgxx + 30,
La principal idea de este método consiste en:

Dada una ecuacion diferencial parcial no lineal y una solucién escalar
especifica, el primer paso para encontrar otras soluciones es trasladar la
ecuacion no lineal dada, a una ecuacion de operadores con su respectiva
solucion. Habiendo obtenido esta solucion, el segundo paso es transferirla
a una solucion escalar usando un funcional = adecuado (una traza). Este
método fue usado por diferentes autores a otras ecuaciones diferenciales
no lineales como la Kdv modificada, Sine-Gordon y la ecuacion de

Kadomtsev-Petviashvili (KP).

CONCEPTUAL
La construccion de la traza usual puede realizase a partir del método de
subalgebras sumergidas con la propiedad de aproximacion (Gohberg,

Goldberg & Krupnik, 2000). La traza de operadores de rango finito permitira,
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usando un teorema de extension, construir la traza usual sobre el ideal de

operadores nucleares.

Otras trazas podran construirse usando limites generalizados invariantes
por dilatacion, como son, la traza de Dixmier y Connes-Dixmier (Connes,
1990).

Aplicaciones de trazas pueden ser realizadas al céalculo de solucion de
ciertas ecuaciones diferenciales, usando sus propiedades de linealidad y

su nulidad en los conmutadores.

2.3 DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

Espacios de Hilbert (Gohberg, Goldberg & Kaashoek, 2003)

Consideremos un espacio un espacio vectorial (H;+; K;.) Donde K es
R o C. Un producto interno es una aplicacion:
(.;.)HxH - K

tal que se cumple:

o Definida positiva (x;x) 2 0Vx€E A {(x;x) =0 & X =0

° Lineal en la primera variable: (ax + By;z)= ax;z)+
B{y;2)Vx,y,Zz€E ANa,BeK

e  Eshermitica (x;y)=(y;x)Vx,y €E

El par (H,(.,.)) donde (.,.) es un producto interno en H es llamado
espacio prehilbert y si la norma ||x|| = \/(x_x) es completa,

entonces el par (H,(.,.)) es llamado un espacio de Hilbert.
Operadores lineales y acotados en Espacios de Hilbert (Gohberg,
Goldberg & Kaashoek, 2003)

Sea (X; || . llx) y (Y; 1 .lly) dos espacios normados y una aplicacion T: X —
Y que satisface:

e Tx+y)=Tx)+T(y) Vx;yeEX
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e T(ax)=aT(x) Vx€X A a €eK= RoC

“T” asi definido se llama operador lineal.
Sea (X; || .llx) ¥ (Y51l .lly) dos espacios nhormadosy T:X — Y un operador
lineal tal que ||Tx|ly < M||x|lx V x € X,para algun M > 0, “T” es llamado
operador lineal acotado. Ademas, Si X =Y el espacio L(X) representara el

espacio de operadores lineales y acotados en X.

Operadores Compactos (Retherford, 1993)

Sea H un espacio de Hilberty T € L(H), T es llamado compacto si para
toda sucesiéon acotada (a,) en H, (T(a,)) tiene una subsucesion
convergente en H. El espacio de operadores compactos en H es denotado
por K(H) y define un ideal del algebra de operadores lineales y acotados
L(H).

Sucesiéon de numeros singulares (Retherford, 1993)

La sucesion de nameros singulares de un operador compacto T definido
sobre un espacio de Hilbert H, es una sucesion de decreciente de nimeros

no negativos (s, (T)), donde s, (T) = (T*T)Y2.
Ideal de Operadores (Lord, Sukochev & Zanin, 2012)

Sea L(H) denota el espacio de operadores lineales y acotados sobre un
espacio de Hilbert H. Un ideal ] de operadores de L(H) es un subespacio

vectorial tal que si A € L(H) y T € ], entonces AT, TA € ].
Funcional Traza (Lord, Sukochev & Zanin, 2012)

Una traza t sobre un ideal de operadores ] es un funcional lineal tal que
T(AT) = 1(TA), VT € ], VA € L(H).
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Traza Singular (Lord, Sukochev & Zanin, 2012)

Una traza t sobre un ideal de operadores ] es llamada singular si t(F) =

0, VF operador de rango finito, es decir, para todo operador cuya dimension
de su imagen es finita.
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CAPITULO IIl. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. HIPOTESIS

Hipotesis general.

El funcional traza definido sobre el espacio de operadores de rango finito y
los limites generalizados permitiran construir la traza usual sobre el ideal

de operadores nucleares asi como la traza de Dixmier y Connes-Dixmier.

Hipotesis especifica.

La propiedad de singularidad de la traza de Dixmier permitirA demostrar

que este funcional no es una extension de la traza usual.

Propiedades de un funcional traza permitira aplicar la teoria de trazas al

calculo de la solucion de ciertas ecuaciones diferenciales.
3.2. DEFINICION CONCEPTUAL DE VARIABLES

Variable dependiente
Traza de operador sobre espacio de Hilbert.
Variable independiente

Operador lineal sobre un espacio de Hilbert
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3.3. OPERACIONALIZACION DE LAS VARIABLES
Variable Dimensiones Indicadores Indices Método | Técnica
- Traza definida
- Traza Usual sobre el ideal Tr(T) = XhZi(Tey, e,)
Dependien de operadores
te nucleares
Traza de Traza definida TT(T)1=
- n
operador |- Trazade Dixtier | sobreel deal | wms¥lis) | Decucivo | Anafica
espacio de de Lorentz
Hilbert Traza de
- Traza de Dixmier TT(T)1= .
Connes-Dixmier escogiendo otro | Wiy Zk=15k(1)
estado.
Independie
Opg;[;dor Operador lineal
. acotado La norma del . -
lineal sobre dor es finita [IT]| < Deductivo | Analitica
un espacio opera
de Hilbert
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CAPITULO IV. DISENO METODOLOGICO

4.1 TIPO Y DISENO DE LA INVESTIGACION

De acuerdo con el propdésito de la investigacidn, el presente proyecto esta
enmarcado en el tipo de investigacion béasica. A esta investigacion le
corresponde el codigo UNESCO 120201 y el codigo del plan nacional CTI
04050102.

El disefio de la investigacion a desarrollar sera no experimental y consiste
en, inicialmente, estudiar los ideales de operadores de rango finito, clase
traza o nucleares y el ideal de operadores de Lorentz. Luego, se pretender
definir los funcionales traza usual y traza de Dixmier. El trabajo termina con
una aplicacion de la teoria de trazas en la solucién de la ecuacion escalar

Korteweg-de Vries (Kdv).

4.2 METODO DE INVESTIGACION

El estudio de la investigacion es de caracter cientifico-teérico y el método
usado es del tipo inductivo - deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo

posible en cada demostracion.

4.3. POBLACION Y MUESTRA

Dada la naturaleza de la investigacion no corresponde determinar
poblacion y muestra porque no se realizara un tratamiento estadistico de

datos.

4.4 LUGAR DE ESTUDIO Y PERIODO DESARROLLADO

El lugar de estudio del presente trabajo es en la Facultad de Ciencias
Naturales y Matemética de la Universidad Nacional del Callao-Trabajo
Remoto.
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4.5 TECNICAS E INSTRUMENTOS PARA LA RECOLECCION DE
LA INFORMACION

La técnica a usarse en este trabajo de investigacion es la inductiva pues
pasamos de un caso particular (caso matricial) a un caso general (caso de

operadores).

La representacion de operadores de rango finito en espacios de Hilbert
como combinacion lineal de operadores de rango uno, nos llevara a definir
la traza sobre el ideal de operadores de rango finito. Esto sera de utilidad

para construir la traza usual sobre el espacio de operadores nucleares.

El teorema espectral para operadores compactos nos introducira la
sucesion de numeros singulares de un operador compacto. Esta sucesion
aparece de tanto en la traza usual como en las trazas de Dixmier y Connes-
Dixmier.

La teoria de limites generalizados es usada para la construccion de algunas
trazas singulares como la traza de Dixmier. Esta teoria se basa en la forma

analitica del teorema de extensién de Hahn Banach.

Para ejemplificar el célculo de ciertas trazas de Dixmier, estudiamos la

teoria de operadores Volterra (Gohberg & Krein, 1970).

Los instrumentos que se usaran para la recolecciéon de la informacion
necesaria seran, lapiz, papel, articulos cientificos, textos especializados y

un laptop personal.

4.6. ANALISIS Y PROCESAMIENTO DE DATOS

Con el estudio de la traza para operadores de rango finito se determina la
traza usual sobre el ideal de operadores de clase traza o nucleares en
espacios de Hilbert. Luego, se estudia varias propiedades de la traza usual.
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A continuacion, usando el teorema de extension de Hahn Banach, se
construyen limites generalizados invariantes por dilatacion. Esto
determinara la traza de Dixmier y Connes Dixmier sobre el ideal de
operadores de Lorentz.

Finalmente, basados en los resultados de Aden y Carl mostraremos
algunas aplicaciones de la teoria de trazas para hallar soluciones de ciertas

ecuaciones diferenciales.
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CAPITULO V. RESULTADOS

5.1 RESULTADOS DESCRIPTIVOS

1) Por los teoremas 2.2.4.4y 2.2.4.6 tenemos que los ideales K(H) y F(H)

son subespacios vectoriales del espacio vectorial L(H).

2) Por el teorema 2.2.4.8, el teorema de Bolzano- Weierstrass puede

extenderse a todo espacio normado de dimension finita.

3) Por el teorema 2.2.5.1, todo operador compacto autoadjunto tiene al

menos un autovalor que es su norma o el inverso aditivo de su norma.

4) El teorema para operadores compactos autoadjuntos afirma que;
Sea T € L(H) un operador compacto autoadjunto, entonces existe un
sistema ortonormal {x,, x,, ..., x,,, ... } de autovectores de T con autovalores

correspondientes: 1;,4,, ... 4,, ... tal que para cada x € H, se tiene:

Tx = Z A (TY(x; %)%,
n=1

Si la sucesion (4,,(T)) es infinita, entonces: 1,(T) —» 0 cuando n — oo.

5) En general, si el operador T es compacto se tiene el teorema espectral
para operadores compactos el cual afirma que:

SeaT € L(H,; H,) un operador compacto, entonces existe una sucesion de
nameros reales no negativos s;(T) = 5,(T) = -+ = 5,(T) = 5p41(T) = ++- =
0 y sistemas ortonormales (x,),s1 € Hy; (V)ns1 € H, tal que paracada x €

H, se tiene:

o)

Tx = Z Sn(T)<X; xn>yn .

n=1

Ademas, se tiene que s, (T) - 0 si (s, (T)) es infinito.

6) Por el corolario corolario 2.2.5.6, todo operador compacto puede

aproximarse por una sucesion de operadores de rango finito.
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7) Por el corolario 2.2.5.8, si

oo

Tx = Z Sn(T)x; X))V

n=1

es la representacion Hilbert-Schmidt de T. Entonces

[ee)

T*x = Z Sn(T)<x; V) Xn.

n=1
8) Por el teorema 2.2.5.10, otra forma de expresar los numeros singulares

de un operador compacto es la siguiente:

s,(T) = min max”Tx||
n "~ dim M=n—1 xf]\?l ||x||
X

Luego
s1(T) = |IT]|.
9) El corolario 2.2.5.12 afirma que si A y B son operadores compactos,
entonces:
|sn(A) — s, (B)| < [|A - Bll; vn€N.
Esto nos conduce a afirmar que si A, = A entonces s, (4,) = sx(4), k =
1,2,3, ...

10) Por el ejemplo 2.2.5.14, si (e,) una base ortonormal de un espacio de

+00
1
Tx = Z E(x, ex)ex-
k=1

es compacto y s,(T) = %

11) Por el ejemplo 2.2.5.15, si (e,,) una base ortonormal de un espacio de

Hilbert separable H, entonces el siguiente operador:

+00
1
Tx = Z ﬁ(x, ex)ex-
k=1

es compacto y s,(T) = n—lz
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12) Por el ejemplo 2.2.5.16, el operador compacto
K:12[0,1] = L?[0,1]

definido por

KF)(®) = 2i f £(s)ds.
0

satisface

4

== =

13) Por el teorema 2.2.6.2.2, la aplicacion

e}

I s Sy = RE A = (1Al = ) 5;(4)

j=1

define una norma en S; (H).

14) Por el teorema 2.2.6.2.3, el par (S;(H), || . ||;) es un espacio de Banach

15) Por el teorema 2.2.6.2.5, si T € S;(H), entonces la serie

Z(Tekr ek)
k=1

converge absolutamente para cualquier base ortonormal (e;) de H y su

suma es independiente de la eleccién de la base.

16) El corolario 2.2.6.2.9, nos permite afirmar que el funcional Tr es una

traza sobre el ideal S; (H) de operadores nucleares.

17) Con el ejemplo 2.2.6.2.15 y el teorema de Mercer, si g una funcion

continua en [a, b]x[a, b] con valores complejos. Sea

bi
k(t,s) =f g(x,t)g(x,s)dx.

La funcion k satisface las hipotesis del teorema de Mercer. Por lo tanto,
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) ®
L k(t,t)dt = kzzlxlk(A).

Por el teorema de Lidskii, tenemos que

Tr(4) = fbk(t,t)dt = fbfblg(s,t)lzdsdt.

a a a

18) El teorema 2.2.6.3.4 nos dice que Tr,, es una traza singular acotada
sobre el ideal M, ,(H).

19) El ejemplo 2.2.6.3.7 establece que si (e,,) una base ortonormal de un

espacio de Hilbert separable H. Entonces el siguiente operador compacto

cumple

y claramente T € M, ,(H) y

n—-oo

n
1 1
Tr,(T) = lim mkzl - = 1, Vw estado singular invariante por D,.

Por lo tanto, T es Dixmier medible.

20) El ejemplo 2.2.6.3.9 establece que el operador compacto
K:12[0,1] - L?[0,1]

definido por

t

KN© =21 [ f)ds,

0
satisface

4

) = G- Dr

Luego, como
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400
e
_ =00
2n—Dm ’
n=1

entonces K € M; ,,(L*[0,1]).
Por otra parte, si suponemos que K tiene un autovalor A con autovector no

nulo f, entonces

Kf = 2f,

lo que implica

Zthf(s)ds = Af ().
0

Por el teorema fundamental del calculo tenemos que

2if(t) = Af'(t), f(0) =0,
lo que implica que f =0, lo que es una contradiccion, por lo tanto, el

operador K no tiene autovalores. Usando el corolario 2.2.6.3.9 tenemos que

1 n
Tr,(K) = w (w—_l_l)kzzlllk(l()>

= (0, Vw estado singular invariante por D,.

Por lo tanto, K es Dixmier medible.

21) El teorema 2.2.6.4.1 establece la caracterizacion de un operador

positivo Dixmier medible, mas precisamente, afirma que:

Un operador positivo T € M, ,(H) es Dixmier medible si y solo si el limite

n
1
YL H R
n—lgloolog (n+1) k_llk( )

existe.
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5.2 RESULTADOS INFERENCIALES

1) Por los teoremas 2.2.4.4y 2.2.4.6 tenemos que los ideales K(H) y
F(H) son subespacios vectoriales del espacio vectorial L(H), mas aun,

tienen estructura de ideales bilateros del algebra L(H).

2) Por el teorema 2.2.5.1, todo operador compacto autoadjunto tiene al
menos un autovalor que es su norma o el inverso aditivo de su norma. Sin
embargo, existen operadores compactos no autoadjuntos que no tienen

autovalores, estos operadores son llamados Volterra.

3) Por el corolario 2.2.5.8, si

[oe]

Tx = Z Sn (TH(X; X))V

n=1

es la representacion Hilbert-Schmidt de T. Entonces

[0 e}

Thx = Z 50 (T)(X; YV
n=1

Por lo tanto, podemos inferir que s, (T) = s,(T*).

4) Por el ejemplo 2.2.5.14, si (e,) una base ortonormal de un espacio de

+00
1
Tx = — .
X Zk(x,ek)ek
k=1
1

es compacto y s, (T) = —. De esto podemos inferir que T no es nuclear.

n

5) Por el ejemplo 2.2.5.15, si (e,) una base ortonormal de un espacio de

Hilbert separable H, entonces el siguiente operador:

+00
1
Tx = Z ﬁ(x, ex)ex-
k=1

es compacto y s, (T) = n—lz De esto podemos inferir que T es nuclear.

6) Por la observacion 2.2.6.2.13, se puede inferir que el funcional Tr es

acotada con la norma ||. ||;.
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7) Usando la observacion 2.2.6.3.8 tenemos que paratodo T € M; ,(H) se

cumple

1 n
T‘I"w (T) = w (m; Ak(T)>

= (0, Vw estado singular invariante por D,.
Por lo tanto, la traza de Dixmier de todo operador en M, .,(H) depende de

sus autovalores y multiplicidades algebraicas.

53 OTRO TIPO DE RESULTADOS DE ACUERDO A LA
NATURALEZA DEL PROBLEMA Y LA HIPOTESIS

Ninguno.
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CAPITULO VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 CONTRASTACION Y DEMOSTRACION DE LA HIPOTESIS CON LOS
RESULTADOS.

Con respecto a lo hecho en esta investigacion tenemos la definicion de la
traza usual y la traza de Dixmier asociada a un estado singular invariante

por dilatacidon. La traza usual de un operador nuclear T se define por

Tr(4) = ) (Agy; on),
n=1

Por el teorema 2.2.6.2.5 esta suma no depende de la base ortonormal
elegida y por lo tanto este funcional esta bien definido. Hemos visto que
este funcional es lineal e unitariamente invariante lo que nos lleva a inferir
gue es una traza sobre el ideal de operadores nucleares. Por otra parte,
por la observaciéon 2.2.6.2.13, la traza usual es acotada con la normal]|. ||,.
Finalmente, por el teorema de Lidskii, la traza usual puede expresarse

como la suma

Tr() = ) AT,

lo que nos dice que la traza usual es espectral.

Respecto a la traza de Dixmier, hemos visto su construccion usando limites
generalizadas invariantes por dilatacion. Por el teorema 2.2.6.3.4, la traza
de Dixmier es un funcional lineal unitariamente invariante, y por lo tanto es
unatraza sobre el ideal M, .,(H). EI mismo teorema nos permite afirmar que
la traza de Dixmier es singular y acotada con la norma ||. ||, . Finalmente,
si consideramos la observacion 2.2.6.3.8 se puede inferir que la traza de
Dixmier es espectral, es decir, esta depende de los autovalores del

operador considerado y sus multiplicidades algebraicas.
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6.2 CONTRASTACION DE LOS RESULTADOS CON OTROS ESTUDIOS
SIMILARES.

En A. Pietsch (2013) se estudia de manera exhaustiva las trazas de Dixmier
y Connes-Dixmier. En este articulo se estudia el conjunto de trazas de
Dixmier y el conjunto de trazas de Connes-Dixmier; se compara ambos
conjuntos y se demuestra que existen trazas de Dixmier que no es de

Connes.Dixmier.

En A. Albeverio (1996) se construyen otras trazas singulares diferentes de
la traza de Dixmier. Es en este articulo que se introducen los operadores

excéntricos generalizados.
6.3 RESPONSABILIDAD ETICA

NINGUNA
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CONCLUSIONES

1) Por los teoremas 2.2.4.4 y 2.2.4.6 podemos concluir que K(H) y F(H)

son subespacios vectoriales del espacio vectorial L(H).

2) Por el teorema 2.2.4.8, se puede concluir que el teorema de Bolzano-

Weierstrass admite extension a todo espacio normado de dimensién finita.

3) Por el teorema 2.2.5.1, concluimos que todo operador compacto
autoadjunto tiene al menos un autovalor que es su norma o el inverso
aditivo de su norma. Sin embardo, existe operadores compactos no

autoadjuntos sin autovalores.

4) Por el ejemplo 2.2.5.14, si (e,) una base ortonormal de un espacio de

+00
1
Tx = Z E(x, ex)ex-
k=1

1 .
es compacto y s,(T) = ~ Esto nos conlleva a concluir que T no es nuclear.

5) Por el ejemplo 2.2.5.15, si (e,,) una base ortonormal de un espacio de

Hilbert separable H, entonces el siguiente operador:

+00
1
Tx = Z ﬁ(x, ex)ex-
k=1

1 .
es compacto y s,(T) = — Esto nos conlleva a concluir que T es nuclear.

6) Por el ejemplo 2.2.5.16, el operador compacto
K:12[0,1] - L?[0,1]

definido por

KD = 2i f f(s)ds.
0

satisface

4

sn(T) = @n=Dn
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Esto nos lleva a concluir que T no es nuclear. Por otra parte, si suponemos

que K tiene un autovalor A con autovector no nulo f, entonces

Kf = 2f,

lo que implica

Zthf(s)ds = Af ().
0

Por el teorema fundamental del célculo tenemos que
2if (t) = Af'(), £ (0) = 0,
lo que implica que f = 0, lo que es una contradiccion, por lo tanto, el

operador K no tiene autovalores.

7) Por | observacion 2.2.6.3.8, se puede concluir que la traza de Dixmier es
espectral, es decir, esta depende de los autovalores y multiplicidades
algebraicas del operador considerado. Mas precisamente, tenemos que:
Si T € M; ,(H) entonces

1 n
T’I"w(T) =w <mkzﬂ;{k(’r)>
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RECOMENDACIONES

El liboro mas completo que trata la teoria de trazas de operadores en
espacios de Banach y Hilbert es I. Gohberg, S.Goldberg and N. Krupnik
(2000), por lo cual es recomendable su lectura para el mejor entendimiento
del trabajo. Por otra parte, la teoria de trazas singulares y sus aplicaciones
ha sido estudiado de manera exhaustiva en los dltimos veinte afios, la
referencia mas completa de este tema es S. Lord , F. Sukochev and D.

Zanin (2012), por lo cual se recomienda su lectura.
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ANEXOS

ANEXO 1: MATRIZ DE CONSISTENCIA: TRAZAS DE OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT

PROBLEMA

OBJETIVOS

HIPOTESIS

VARIABLES

METODOLOGIA

Problema General

¢, Qué otras trazas de operadores
en espacios de Hilbert podemos
definir?

Problemas Especificos

1. ¢ Todatraza es una extension
de la traza usual?

2. (Qué aplicaciones de los

funcionales trazas existen?

Objetivo General

Construir la traza usual,
traza de Dixmier, Connes-
Dixmier de operadores en

espacios de Hilbert.

Objetivos Especificas

1. Mostrar que existen

trazas que no son
extensiones de la traza
usual.

2. Mostrar las
aplicaciones de los
funcionales traza para
hallar la solucion de

ciertas ecuaciones

diferenciales.

Hip6tesis General
El funcional traza definido

sobre el espacio de operadores
de rango finito y los limites
generalizados permitiran
construir la traza usual sobre el
ideal de operadores nucleares
asi como la traza de Dixmier y
Connes-Dixmier.

Hipoétesis Especifica

1. La propiedad de
singularidad de la traza de
Dixmier permitird

demostrar que este

funcional no es wuna

extension de la traza
usual.

2. Propiedades de un
funcional traza permitira

aplicar la teoria de trazas

al calculo de la solucién de

ciertas ecuaciones

diferenciales.

Variable dependiente

Traza de operador sobre

espacio de Hilbert.

Variable independiente

Operador lineal sobre un

espacio de Hilbert

Método de investigacion

El estudio de la investigacién es
de carécter cientifico-tedrico y el
método usado es del tipo
inductivo - deductivo tratando de
ser lo mas exhaustivo posible en
cada demostracion.

Tipo de Investigacién
Investigacion basica.

Disefio de la investigacién
sera tedrico y consiste en,

inicialmente, estudiar los ideales
de operadores de rango finito,
clase traza o nucleares y el ideal
de operadores de Lorentz.
Luego, se pretender definir los
funcionales traza usual y traza
de Dixmier. El trabajo termina
con una aplicacion de la teoria
de trazas en la solucion de la
ecuacion escalar Korteweg-de

Vries (Kdv).
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