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RESUMEN 

 

“TEOREMA DE NEWTON-PUISEUX EN LAS CURVAS PLANAS” 

 
MARISOL PAOLA DELGADO BALTAZAR 

 

Enero - 2019 

 

Asesor: Mg. Sofía Irena Durán Quiñones 

 

Titulo obtenido: Licenciado en Matemática 

 

 

En el presente trabajo haremos el estudio del Anillo de las Series de potencias formales, para 

después definir la Curva Plana, demostrando luego el Teorema de Newton-Puiseux que da 

como resultado la parametrización de una Curva Plana. 

 

Palabras Claves 

▪ Anillo de Series de Potencias. 

 

▪ Índice de intersección de Curvas Planas. 
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ABSTRACT 

 

"NEWTON-PUISEUX THEOREM IN THE FLAT CURVES" 

 
MARISOL PAOLA DELGADO BALTAZAR 

 

JANUARY, 2019 

 

Advisor : Sofía Irena Durán Quiñones 

 

Degree obtained: Bachelor of Mathematics 

 

 

 

In the present work we will study the Ring of the Series of formal powers, to then define the 

Flat Curve, then demonstrating the Newton-Puiseux Theorem that results in the 

parameterization of a Flat Curve. 

 

Keywords  

▪ Ring of Power Series. 

 

▪ Index of intersection of Curves Planas. 
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INTRODUCCIÓN 

 

En matemáticas, las series de Puiseux son una generalización de las series de 

potencias que permiten exponentes positivos y fraccionarios del parámetro  𝑇 

indeterminado. Primero fueron introducidos por Isaac Newton en 1676 y 

redescubiertos por Víctor Puiseux en 1850. 

El Teorema de Puiseux, afirma que dada una ecuación polinómica 𝑃(𝑥, 𝑦) = 0, 

sus soluciones en 𝑦, vistas como funciones de 𝑥, pueden expandirse como series 

de Puiseux que son convergentes en alguna vecindad del origen. En otras 

palabras, cada rama de una curva algebraica puede ser localmente descrita por 

una serie de Puiseux. 

El conjunto de series de Puiseux sobre un campo algebraicamente cerrado de 

característica 0 es en sí mismo un campo algebraicamente cerrado, llamado 

campo de la Serie de Puiseux, es el cierre algebraico del campo de la serie de 

Laurent. 

Esta declaración también se conoce como el Teorema de Puiseux, siendo una 

expresión del Teorema de Puiseux original en el lenguaje moderno abstracto. 
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CAPÍTULO I 

 

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACIÓN 
 

1.1. Determinación del problema 

En México, Guanajuato, Wágner Badilla Céspedes, en su tesis “Estudio 

geométrico de las singularidades de Curvas planas: el método de newton, 

pares de Puiseux y grafo de resolución” concluye que Los generadores del 

semigrupo de valores y los exponentes característicos se obtienen uno del otro, 

luego con los exponentes característico se obtienen los pares de Puiseux, estos 

me permiten definir los carruseles, de acuerdo a sus movimientos nos brindan 

comportamientos de la curva plana con la que se trabaja. Incluso se tienen los 

pares de Puiseux a partir la expansión de Puiseux, para obtener finalmente los 

exponentes característicos y los generadores del semigrupo. 

Mientras que en Argentina, Buenos Aires, María Solange Scelzaen,en su tesis 

“Una generalización del Teorema de Puiseux” analiza un método clásico para 

la determinación de soluciones de una ecuación del tipo     f(x, y) = 0, con f un 

polinomio en dos variables con coeficientes en un cuerpo algebraicamente 

cerrado K, y una generalización de este método para la determinación de 

soluciones de una ecuación polinomial en varias variables con coeficientes 

complejos. Más precisamente, dada una ecuación del tipo, 

𝐹(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑁 , 𝑥𝑁+1 ) = 0 con 𝐹 un polinomio con coeficientes complejos, 

el objetivo es hallar una solución, considerando como incógnita a la variable 

 𝑥𝑁+1 , que esté representada en función de 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑁  .En el caso 𝑁 = 1, 

un procedimiento para calcular soluciones de 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 ya era conocido por 

Newton y fue posteriormente formalizado por V. Puiseux. Estas soluciones 

pertenecen al cuerpo de series de potencias en una variable con coeficientes en K 

y exponentes fraccionarios llamadas series de Puiseux, que resulta ser un cuerpo 

algebraicamente cerrado. El primer capítulo de esta tesis está dedicado a la 

presentación de este resultado, conocido como Teorema de Puiseux.  

Así mismo en Lima, Edison Marcavillaca Niño de Guzmán, en su tesis “Moduli 

analítico de curvas analíticas irreductibles planas” introduce el concepto de 

curva algebraica irreducible plana o rama plana y estudia su parametrización dada 

por el Teorema de Newton-Puiseux. Como también Frank Collantes, docente de 

la UNMSM, en su tesis “Curvas Planas” se puede apreciar un estudio del anillo 
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de las series de potencias formales, para luego definir las curva algebroide plana, 

demuestra el teorema de Newton-Puiseux que da como resultados la 

parametrización de una curva plana. Finalmente analizó la resolución de 

singularidades de una curva plana, usando las transformaciones cuadráticas u 

explosiones. 

El problema en sí, considerando previamente a ℂ⟦𝑥⟧ como el conjunto de las 

series de potencias formales en una indeterminada y dada una curva algebraica 

(ƒ) de multiplicidad "𝑛".Se tiene además por el teorema de Preparación de 

Weierstrass; lo cual es equivalente a una curva algebraica definida por un 

polinomio de Weierstrass. 

𝑃 = 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑛 + 𝑎1(𝑥)𝑦𝑛−1 + 𝑎2(𝑥)𝑦𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 

Donde  𝑎𝑖(𝑥) ∈ ℂ⟦𝑥⟧   y  𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑎𝑖(𝑥)) ≥ 𝑖. Si denotamos por ℂ((𝑥)) al cuerpo 

de fracciones de ℂ⟦𝑥⟧. Por lo tanto para estudiar las propiedades de la curva ƒ es 

de gran utilidad conocer las raíces del polinomio 𝑃 en el cierre algebraico de 

ℂ((𝑥)); esto es, ℂ((𝑥)) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, donde debe contener las raíces de la ecuación:   𝑦𝑛 −

𝑥 = 0, ∀𝑛 ∈ ℤ+ . 

Luego de ello estudiaremos el Teorema de Newton-Puiseux que afirma que: 

ℂ((𝑥)) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ℂ((𝑥))∗ dónde: 

ℂ((𝑥))∗ = ⋃ ℂ((𝑥
1

𝑛⁄ ))

∞

𝑛=1

; 

 

1.2. Formulación del problema 

Dada la curva algebraica definida por el polinomio de Weierstrass. 

𝑃 = 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑛 + 𝑎1(𝑥)𝑦𝑛−1 + 𝑎2(𝑥)𝑦𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑦 ∈  ℂ⟦𝑥, 𝑦⟧;  

𝑎𝑖(𝑥) ∈ ℂ((𝑥))   y   𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑎𝑖(𝑥)) ≥ 𝑖, 𝑖 = 1; 2; … ; 𝑛. 

¿Será posible conocer la raíces de 𝑃 en el cierre algebraico de ℂ((𝑥))? 

Si eso es posible ¿Cómo podríamos explicitar 

𝑃(𝑥, 𝑦) = ∏ (𝑦 − 𝛼𝑖)𝑛
𝑖=1  donde 𝛼𝑖 = 𝜑 (𝜉𝑖𝑥

1
𝑛⁄ ) ∈  ℂ((𝑥))   ? 
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1.3. Objetivos de la investigación 

 

 1.3.1 Objetivo General 

Estudiaremos el teorema de Newton-Puiseux que afirma que: 

ℂ((x))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ℂ((x))∗ 

Y como consecuencia de ello mostraremos que: Dado ƒ(𝑥, 𝑦)  ∈  ℂ⟦𝑥, 𝑦⟧ un 

pseudo polinomio de grado "𝑛"; existe una extensión ℂ((x)) [𝛼] donde ella es 

resuelta; es decir, existe una función:  

𝜑 (𝑥
1

𝑛⁄ ) = ∑ 𝑏𝑖

𝑖≥1

𝑥
1

𝑛⁄  ∈  ℂ((𝑥))∗ 

tal que ƒ (𝑥, 𝜑 (𝑥
1

𝑛⁄ )) = 0 donde podemos tomar una parametrización: 

ƒ = ƒ(𝑥, 𝑦) = {

x = 𝑇𝑛 

y = ∑ 𝑏𝑖𝑇𝑖

𝑖≥1

     

de ƒ(𝑥, 𝑦) . 

 

 1.3.2 Objetivos Específicos 

 

-Estudiar las Series de potencias formales  ℂ⟦𝑥⟧  como un anillo con         unidad. 

-Estudiar el Teorema de Preparación de Weierstrass, que permite transformar una 

serie de potencias en un polinomio. 

-Estudiar las curvas algebraicas planas. 

-Demostrar el Teorema de Newton-Puiseux. 

  

1.4. Justificación 

La importancia de este trabajo radica en probar la existencia de la 

parametrización de una curva algebraica representada por un pseudo polinomio. 

 

 

 

 

 

 

 

 



9 
 

CAPÍTULO II 

 

MARCO TEÓRICO 

2.1. ANILLOS. 

Definición 2.1.1. 

Un anillo (𝑅, +,·) es un conjunto 𝑅 junto con dos operaciones binarias + y ·, llamados 

adición y multiplicación, respectivamente, tales que: 

(a) (a + b) + c = a + (b + c) para todo 𝑎, b, c ∈ 𝑅. 

(b) 𝑎 + b = b + a para todo 𝑎, b ∈ 𝑅. 

(c) Existe un elemento 0 ∈ 𝑅 tal que 

𝑎 + 0 = 𝑎 para todo 𝑎 ∈ 𝑅. 

El elemento 0 ∈ 𝑅 será llamado elemento cero. 

(d) Dado 𝑎 ∈ 𝑅, existe 𝑏 ∈ 𝑅 tal que 𝑎 + 𝑏 = 0.  

El elemento 𝑏 es único y denotaremos −𝑎. 

(e) 𝑎 · (𝑏 · 𝑐) = (𝑎 · 𝑏) · 𝑐 para todo 𝑎, b, c ∈ 𝑅. 

(f) Se cumple que  

𝑎 · (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 · 𝑏) + (𝑎 · 𝑐) 

y 

(𝑎 + 𝑏) · 𝑐 = (𝑎 · 𝑐) + (𝑏 · 𝑐) 

para todo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅.  

Los ítems (a)-(d), dicen que (𝑅, +) es un grupo abeliano. 

El ítem (f) es llamado propiedad asociativa. 

Las operaciones + y · serán sobreentendidas. 

Omitiremos el símbolo ·, escribiendo 𝑎𝑏 en vez de 𝑎 · 𝑏. 

Definición 2.1.2. 

Un anillo 𝑅 en el cual la multiplicación cumple la propiedad conmutativa, esto es,  

𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 para todo 𝑎, b ∈ 𝑅, 

es llamado anillo conmutativo. 
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Definición 2.1.3. 

Un anillo 𝑅 en el cual la multiplicación tiene elemento neutro, esto es, existe un elemento 

1 ∈ 𝑅 tal que 

𝑎1 = 1𝑎 para todo 𝑎 ∈ 𝑅, 

es un anillo con unidad. 

El elemento 1 ∈ 𝑅  será llamado elemento uno o unidad. 

Definición 2.1.4. 

Un anillo con unidad 𝑅 es llamado anillo de división si para todo 𝑎 ≠ 0 existe un elemento 

𝑏 ∈ 𝑅 tal que implica que 𝑎𝑏 = 1. 

El elemento 𝑏 es único y denotaremos 𝑏−1.  

Diremos que 𝑅 es un cuerpo si 𝑅 es un anillo de división conmutativo en el cual 1 ≠ 0. 

Definición 2.1.5. 

Sean 𝑎 un elemento no cero en un anillo 𝑅. 

Diremos que 𝑎 es un divisor de cero si existe 𝑏 no cero en 𝑅 tal que 𝑎𝑏 = 0. 

Diremos que 𝑅 es un dominio de integridad si 𝑅 es un anillo conmutativo con unidad 1 ≠ 0 

y que no contiene divisores de cero. 

Ejemplo. 

Consideraremos las operaciones usuales. 

1. ℤ es un dominio de integridad con unidad que no es cuerpo. 

2. ℚ, ℝ y ℂ son cuerpos. 

3. ℤ × ℤ  es un anillo conmutativo con unidad (1,1), que no es un dominio de integridad 

debido a que (1,0)(0,1) = (0,0). 

4. ℕ no es un anillo. 

5. El conjunto de los números irracionales no es un anillo. 

6. Dado 𝑛 ∈ ℕ con 𝑛 ≥ 2, el conjunto de matrices de orden 𝑛 × 𝑛 con entradas en ℤ, 

ℚ, ℝ o ℂ, es un anillo no conmutativo con unidad. 



11 
 

Definición 2.1.6. 

Un subanillo de un anillo 𝑅 es un subconjunto 𝑆 de 𝑅 el cual es un anillo con las operaciones 

restrictas de 𝑅. 

Definición 2.1.7. 

Una función 𝑓: 𝑅 → 𝑆 de un anillo 𝑅 en un anillo 𝑆 es llamado homomorfismo de anillos si 

para todo 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 

𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), 

𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏). 

Si 𝑅 y 𝑆 son anillos con unidad, se debe cumplir que 𝑓(1𝑅) = 1𝑆. 

Definición 2.1.8. 

Sea 𝑓: 𝑅 → 𝑆 un homomorfismo de un anillo 𝑅 en un anillo 𝑆. 

Diremos que 𝑓 es monomorfismo si 𝑓 es inyectivo. 

Diremos que 𝑓 es epimorfismo si 𝑓 es sobreyectivo. 

Diremos que 𝑓 es isomorfismo si 𝑓 es biyectivo. 

Diremos que 𝑓 es automorfismo si 𝑅 = 𝑆 y 𝑓 es isomorfismo. 

Ejemplo. 

1. Las inclusiones ℤ → ℚ, ℚ → ℝ, ℝ → ℂ y composiciones de estos, son 

monomorfismo de anillos. 

2. Las proyecciones ℤ × ℤ → ℤ sobre la primera o segunda coordenada son 

epimorfismos de anillos. 

3. El único automorfismo ℤ → ℤ es la identidad. 

Definición 2.1.9. 

Sea 𝑓: 𝑅 → 𝑆 un homomorfismo de anillos, denotaremos el núcleo de 𝑓 y la imagen de 𝑓 

como 

𝑘𝑒𝑟(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑥) = 0}, 
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𝑖𝑚(𝑓) = {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑅}, 

respectivamente. 

Definición 2.1.10. 

Sea 𝑅 un anillo. Un subconjunto no vacío 𝐼 de 𝑅 es llamado un ideal si: 

(a) 𝐼 es un subgrupo aditivo de 𝑅. 

(b) Dados 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐼, se cumple que 𝑎𝑟, 𝑟𝑎 ∈ 𝐼. 

Ejemplo. 

Consideraremos las operaciones usuales. 

1. Todo anillo 𝑅 tiene como ideales a {0} y 𝑅. 

2. Todo ideal ℤ es de la forma 𝑛ℤ con 𝑛 entero no negativo. 

3. El anillo (no conmutativo) de todas las matrices triangulares superiores de orden 

𝑛 × 𝑛, con 𝑛 ≥ 2 y entradas en ℤ, ℚ, ℝ o ℂ, tiene como ideal el conjunto de matrices 

estrictamente triangulares. 

Lema 2.1.11. 

Si 𝑓: 𝑅 → 𝑆 es un homomorfismo de anillos, entonces: 

1. 𝑘𝑒𝑟(𝑓) es un ideal de 𝑅. 

2. 𝑖𝑚(𝑓) es un subanillo de  𝑆.  

3. 𝑖𝑚(𝑓) podría no ser ideal de 𝑆.  

4. 𝑓−1(𝐼) es un ideal de 𝑅 para todo ideal de 𝑆. 

Lema 2.1.12. 

Sea 𝑓: 𝑅 → 𝑆 es un homomorfismo de anillos. Se cumple que 𝑓 es un monomorfismo si y 

solo si 𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 0. 

Teorema 2.1.13. 

Sea 𝑅 un anillo conmutativo con unidad. Se cumple que 𝑅 es un cuerpo si y solo los únicos 

ideales de 𝑅 son {0} y 𝑅. 
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Teorema 2.1.14. 

Un homomorfismo 𝑓: 𝑅 → 𝑆 de un cuerpo 𝑅 en un anillo 𝑆. Se cumple que 𝑓 = 0 o 𝑓 es 

monomorfismo. 

Demostración. 

Como 𝑘𝑒𝑟(𝑓) es ideal del cuerpo 𝑅, entonces 𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 0 o 𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 𝑅. 

Si 𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 0, entonces 𝑓 es un monomorfismo. 

Si 𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 𝑅, entonces 𝑓 = 0.                □ 

Definición 2.1.15. 

Sea 𝑇 un subconjunto de un anillo conmutativo 𝑅. Llamaremos ideal de 𝑅 generado por 𝑇 

al conjunto 

{𝑟1𝑡1+. . . +𝑟1𝑡1: 𝑛 ∈ ℕ, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ 𝑇, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅}, 

que es en efecto un ideal de 𝑅. 

Definición 2.1.16. 

Sean 𝐼, 𝐽, 𝐼1, . . . , 𝐼𝑛 ideal de un anillo conmutativo 𝑅. 

Denotaremos 𝐼𝐽, llamado ideal producto de los ideales 𝐼 y 𝐽, como el ideal generado por el 

conjunto 

{𝑟𝑠: 𝑟 ∈ 𝐼, 𝑠 ∈ 𝐽}. 

Definiremos inductivamente 

𝐼1 … 𝐼𝑛 = (𝐼1 … 𝐼𝑛−1)𝐼𝑛. 

El producto 𝑛 veces de 𝐼, será denotado como 𝐼𝑛. 

Definición 2.1.17. 

Sea 𝐼 un ideal en un anillo 𝑅. Diremos que 𝐼 es un ideal maximal de 𝑅 si dado 𝐽 ideal de 𝑅 

tal que 𝐼 ⊆ 𝐽, entonces 𝐽 = 𝐼 o 𝐽 = 𝑅. 
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2.2. ANILLO DE POLINOMIOS. 

Sea 𝐾 un cuerpo y 𝑋 una indeterminada sobre 𝐾. Denotaremos por 𝐾[𝑋], el conjunto de las 

sumas formales de la forma 

𝑝(𝑋) = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ 0, 

donde los 𝑎𝑖′𝑠 son llamados los coeficientes del polinomio 𝑝(𝑋). Emplearemos, también, la 

notación alternativa 

𝑝(𝑋) = 𝑎0𝑋𝑛 + 𝑎1𝑋𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑋 + 𝑎𝑛, 𝑛 ≥ 0. 

Diremos que 𝑎𝑖 está definido para todo 𝑖 ≥ 0, haciendo 𝑎𝑖 = 0 para todo 𝑖 > 𝑛. 

Definiremos en 𝐾[𝑋], la igualdad, suma y multiplicación de dos polinomios para hacer de 

𝐾[𝑋] un dominio de integridad, como sigue: 

Sean dos polinomios 

𝑝(𝑋) = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ 0, 

𝑞(𝑋) = 𝑏0 + 𝑏1𝑋 + 𝑏2𝑋2 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑋𝑚 , 𝑚 ≥ 0, 

tenemos: 

1. Igualdad. 

Diremos que son iguales si y solo si 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖  para todo 𝑖 ≥ 0. 

2. Suma. 

Definiremos  

𝑝(𝑋) + 𝑞(𝑋) = 𝑐0 + 𝑐1𝑋 + 𝑐2𝑋2 + ⋯ + 𝑐𝑟𝑋𝑟 , 𝑟 ≥ 0 

donde  

𝑐𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 para todo 𝑖 ≥ 0. 

3. Multiplicación. 

Definiremos  

𝑝(𝑋)𝑞(𝑋) = 𝑐0 + 𝑐1𝑋 + 𝑐2𝑋2 + ⋯ + 𝑐𝑟𝑋𝑟 , 𝑟 ≥ 0 

donde, para todo 𝑖 ≥ 0, 

𝑐𝑖 = 𝑎𝑖𝑏0 + 𝑎𝑖−1𝑏1 + ⋯ + 𝑎1𝑏𝑖−1 + 𝑎0𝑏1. 

Ejemplo. 

Ilustraremos estas operaciones. 
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Sean 

𝑝(𝑋) = 1 + 0𝑋 + 3𝑋2 + 0𝑋3,

𝑞(𝑋) = 4 + (−5)𝑋 + 7𝑋2 + (−1)𝑋3.
 

Podemos escribir en forma más simple como, 

𝑝(𝑋) = 1 + 3𝑋2,

𝑞(𝑋) = 4 − 5𝑋 + 7𝑋2 − 𝑋3.
 

Así, 

𝑝(𝑋) + 𝑞(𝑋) = (1 + 3𝑋2) + (4 − 5𝑋 + 7𝑋2 − 𝑋3)

= (1 + 4) − 5𝑋 + 3𝑋2 + (3 + 7)𝑋2 − 𝑋3

= 5 − 5𝑋 + 3𝑋2 + 10𝑋2 − 𝑋3.

 

y 

𝑝(𝑋)𝑞(𝑋) = (1 + 3𝑋2)(4 − 5𝑋 + 7𝑋2 − 𝑋3)

= (1)(4 − 5𝑋 + 7𝑋2 − 𝑋3) + (3𝑋2)(4 − 5𝑋 + 7𝑋2 − 𝑋3)

= (4 − 5𝑋 + 7𝑋2 − 𝑋3) + (12𝑋2 − 15𝑋3 + 21𝑋4 − 3𝑋5)

= 4 − 5𝑋 + 19𝑋2 − 16𝑋3 + 21𝑋4 − 3𝑋5.

 

Definición 2.2.1. 

El conjunto 𝐾[𝑋] con las operaciones de adición y de producto será el anillo de los 

polinomios en la indeterminada 𝑋 y con coeficientes en 𝐾. 

Teorema 2.2.2. 

𝐾[𝑋] es un dominio de integridad con unidad. 

Definición 2.2.3.  

Si 

𝑝(𝑋) = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛 ∈ 𝐾[𝑋], 𝑎𝑛 ≠ 0. 

Definiremos el grado de 𝑝(𝑋), que denotaremos 𝑑𝑒𝑔(𝑝), como el entero no negativo 𝑛. Que 

es el mayor entero no negativo 𝑖 tal que 𝑎𝑖 es no nulo. 
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Ejemplo. 

Sean 

𝑝(𝑋) = 1 + 3𝑋2,

𝑞(𝑋) = 4 − 5𝑋 + 7𝑋2 − 𝑋3.
 

Entonces, 

𝑑𝑒𝑔(𝑝) = 2, 𝑑𝑒𝑔(𝑝) = 3. 

Teorema 2.2.4 (Algoritmo de división). 

Dados dos polinomios 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐾[𝑋] donde 𝑔 ≠ 0, existen 𝑞, 𝑟 ∈ 𝐾[𝑋] únicos tal que 

𝑓 = 𝑞𝑔 + 𝑟 

y, 𝑟 = 0 o deg(𝑟) < deg(𝑔). 

Definición 2.2.5. 

Un dominio de integridad 𝑅 es llamado es llamado dominio de ideales principales (DIP) si 

todo ideal 𝐼 de 𝑅 es de la forma 

𝐼 = {𝑎𝑥: 𝑥 ∈ 𝑅} 

para algún 𝑎 ∈ 𝐼. 

Teorema 2.2.6. 

El anillo 𝐾[𝑋] es un dominio de ideales principales. 

Definición 2.2.7. 

Un polinomio 𝑓(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] es llamado polinomio mónico si el coeficiente de si término de 

mayor potencia es 1, esto es, 𝑓(𝑋) es de la forma 

𝑓(𝑋) = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 0, 

Definición 2.2.8.  

Sean 𝑓(𝑋), 𝑔(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋]. Diremos que: 

𝑔(𝑋) divide a 𝑓(𝑋), 
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y escribiremos que  

𝑔(𝑋)|𝑓(𝑋), 

si 

𝑓(𝑋) = 𝑔(𝑋)ℎ(𝑋) para algún ℎ(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋]. 

Definición 2.2.9.  

Sean 𝑓(𝑋), 𝑔(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] ambos no nulos, el polinomio 𝑑(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] es llamado el máximo 

común divisor de 𝑓(𝑋) y 𝑔(𝑋), 𝑑(𝑋) es un polinomio mónico tal que: 

(a) 𝑑(𝑋)|𝑓(𝑋) y 𝑑(𝑋)|𝑔(𝑋). 

(b) Si ℎ(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] es tal que ℎ(𝑋)|𝑓(𝑋) y ℎ(𝑋)|𝑔(𝑋), entonces ℎ(𝑋)|𝑑(𝑋). 

Teorema 2.2.10.  

Sean 𝑓(𝑋), 𝑔(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] ambos no nulos, el máximo común divisor d(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] de 𝑓(𝑋) 

y 𝑔(𝑋) existe; y, además, existen 𝑎(𝑋), 𝑏(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] tal que 

𝑑(𝑋) = 𝑎(𝑋)𝑓(𝑋) + 𝑏(𝑋)𝑔(𝑋). 

Definición 2.2.11. 

Dos polinomios 𝑓(𝑋), 𝑔(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] son llamados primos relativos o primos entre sí el 

máximo común divisor de 𝑓(𝑋) y 𝑔(𝑋) exactamente 1. 

Teorema 2.2.12.  

Sean 𝑓(𝑋), 𝑔(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] ambos no nulos. Se cumple que 𝑓(𝑋), 𝑔(𝑋) son primos relativos 

si y solo si 

1 = 𝑎(𝑋)𝑓(𝑋) + 𝑏(𝑋)𝑔(𝑋) 

para algunos  𝑎(𝑋), 𝑏(𝑋) ∈ 𝐾[𝑋]. 

Definición 2.2.13. 

El anillo de polinomio en 𝑟 indeterminadas y con coeficientes en 𝐾, 

𝐾[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟], 
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será el anillo definido inductivamente como 

𝐾[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟] = 𝐾[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟−1][𝑋𝑟]. 
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2.3. CUERPO DE COCIENTES. 

Sea 𝐷 un dominio de integridad se puede construir un cuerpo con la propiedad de ser el 

menor cuerpo 𝐹 que contiene 𝐷. Este cuerpo es el cuerpo de cocientes de D. 

Consideremos el conjunto 

𝑆 = {(𝑎, 𝑏): 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐷, 𝑏 ≠ 0} 

Pensemos en (𝑎, 𝑏) como 𝑎/𝑏. 

Dos elementos 𝑎/𝑏 y 𝑐/𝑑 son iguales si 𝑎𝑏 = 𝑏𝑐. Definamos entonces la relación ~ en 𝑆, 

como 

(𝑎, 𝑏)~(𝑐, 𝑑) si 𝑎𝑏 = 𝑏𝑐. 

Lema 2.3.1. 

La relación ~ en 𝑆 es una relación de equivalencia. 

 

Definamos 𝐹 como el conjunto de todas las clases de equivalencia [𝑎, 𝑏] de los elementos 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆. Inspirados en las reglas de las operaciones del cuerpo ℚ, se define las operaciones 

en 𝐹 como 

𝑎

𝑏
+

𝑐

𝑑
=

𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

𝑏𝑑
,  

𝑎

𝑏
·

𝑐

𝑑
=

𝑎𝑐

𝑏𝑑
, 

definiremos en 𝐹 las operaciones, 

[𝑎, 𝑏] + [𝑐, 𝑑] = [𝑎𝑑 + 𝑏𝑐, 𝑏𝑑], 

[𝑎, 𝑏] · [𝑐, 𝑑] = [𝑎𝑐, 𝑏𝑑], 

Teorema 2.3.2. 

La terna (𝐹, +,·) forma un cuerpo con elementos 

0𝐹 = [0,1],   1𝐹 = [1,1]. 
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El cuerpo 𝐹 es llamado cuerpo de cocientes de 𝐷 y es el menor campo conteniendo a 𝐷 como 

subanillo. 

Ejemplo. 

1. El cuerpo de cocientes de ℤ es ℚ. 

2. El cuerpo de cocientes de un cuerpo es el mismo cuerpo. 

3. El cuerpo de cocientes del anillo de polinomios 

𝐾[𝑋], 

es denotado como 

𝐾(𝑋) 

y es llamado, el cuerpo de las funciones racionales en la indeterminada 𝑋 con 

coeficientes en 𝐾. 

4. El cuerpo de cocientes del anillo de polinomios 

𝐾[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟], 

es denotado como 

𝐾(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟), 

y es llamado el cuerpo de las funciones racionales en 𝑟 indeterminadas con 

coeficientes en 𝐾. 
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2.4. EXTENSIONES DE CUERPOS. 

Definición 2.4.1. 

Un cuerpo 𝐾 ese dice de característica 𝑝 si 𝑝 es el menor entero positivo tal que 

𝑝𝑥 = 0 para todo 𝑥 ∈ 𝐾. 

Si no existe tal 𝑝, se dice que 𝐾 tiene característica 0. 

Teorema 2.4.2. 

La característica de un cuerpo es 0 o un número primo. 

Ejemplo. 

1. Los cuerpos ℚ, ℝ, ℂ son de característica cero. 

2. El cuerpo ℤ𝑝, con 𝑝 primo positivo, es de característica 𝑝. 

3. El cuerpo 𝐾(𝑋) tiene la misma característica que el cuerpo 𝐾. 

4. Generalizando, el cuerpo 𝐾(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟) tiene la misma característica que el cuerpo 

𝐾. 

Definición 2.4.3. 

Sean 𝐾 y 𝐹 dos cuerpos tal que 𝐹 ⊆ 𝐾. En este caso diremos que 𝐹 es un subcuerpo de 𝐾 y 

que 𝐾 es una extensión de 𝐹. Denotaremos esto como 𝐹\𝐾. 

Ejemplo. 

1. ℝ\ℚ. 

2. ℂ\ℝ. 

3. ℂ\ℚ. 

4. Ni ℚ, ni ℝ, ni ℂ son extensiones de ℤ𝑝 para ningún 𝑝 primo positivo. 

5. Sea 𝐾 un cuerpo y 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟 indeterminadas sobre 𝐾. Entonces, 

𝐾(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟)\𝐾. 

Definición 2.4.4. 

Sea 𝐾 un cuerpo. Sea 𝑎 ∈ 𝐾  y  

𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛 ∈ 𝐾[𝑋] 
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 Denotaremos 

𝑝(𝑎) = 𝑎0 + 𝑎1(𝑎) + 𝑎2(𝑎2) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑎𝑛) 

que es llamado evaluación de 𝑝(𝑥) en 𝑎. 

Diremos que 𝑎 es raíz de 𝑝(𝑥) si 𝑝(𝑎) = 0. 

Definición 2.4.5. 

Sean 𝐹\𝐾 dos cuerpos. Diremos que 𝑎 ∈ 𝐾 es algebraico sobre 𝐹 si existe un polinomio no 

nulo 𝑝(𝑥) ∈ 𝐹[𝑋] tal que 𝑝(𝑎) = 0. 

La extensión 𝐹\𝐾 es llamada algebraica si todo elemento de 𝐹 es algebraico sobre 𝐾. 

Definición 2.4.6. 

Sean 𝐾 un cuerpo. Diremos que 𝐾 es algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante 

𝑝(𝑥) ∈ 𝐹[𝑋] tiene una raíz en 𝐾. 

Teorema 2.4.7. 

Todo cuerpo tiene un cuerpo de extensión algebraicamente cerrado. 

Ejemplo. 

1. ℝ no es algebraicamente cerrado, por ejemplo 𝑥2 + 1 no tiene raíz en ℝ. 

2. ℂ es algebraicamente cerrado. 

Definición 2.4.8.  

Sea 𝐾 un cuerpo. Un automorfismo de 𝐾 es un homomorfismo de 𝜎: 𝐾 → 𝐾 que es 

monomorfismo y epimorfismo. 

El conjunto de todos los automorfismos de 𝐾 será denotado como 𝐴𝑢𝑡(𝐾). 

Definición 2.4.9. 

Sea 𝐹\𝐾 una extensión de cuerpos. 

Denotemos 

𝐺(𝐹\𝐾) = {𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝐹): 𝜎(𝑥) = 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐾} 
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Si  

𝐺(𝐹\𝐾) es finito 

y 

{𝑎 ∈ 𝐹: 𝜎(𝑎) = 𝑎 ∀𝜎 ∈ 𝐺(𝐹\𝐾)} = 𝐾, 

diremos que 𝐹\𝐾 es extensión galoisiana y 𝐺(𝐹\𝐾) es llamado grupo de Galois de 𝐹\𝐾. 
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2.5. ESPACIOS MÉTRICOS 

Definición 2.5.1. 

Una métrica en un conjunto 𝑀 es una función 𝑑: 𝑀 × 𝑀 → ℝ tal que para cualesquiera 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀: 

1. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

2. 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0 ⇔ 𝑥 ≠ 𝑦. 

3. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 

4. 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧). 

El par (𝑀, 𝑑) es llamado espacio métrico. 

Ejemplo. 

1. La función 𝑑: 𝑀 × 𝑀 → ℝ, definida como 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0 y 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 si 𝑥 ≠ 𝑦, es 

una métrica. 

2. La función 𝑑: ℝ × ℝ → ℝ, definida como 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|, es una métrica. 

Definición 2.5.2. 

Una sucesión en un conjunto 𝑀 es una función 𝑓: ℕ → 𝑀. Se acostumbra a escribir (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ 

donde 𝑥𝑖 = 𝑓(𝑖). 

Una subsucesión de (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ es una sucesión (𝑥𝑛𝑖
)

𝑖∈ℕ
 donde {𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑖 < ⋯ }. 

Definición 2.5.3. 

Sea (𝑀, 𝑑) un espacio métrico. Una sucesión (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ en 𝑀 converge a 𝑥 ∈ 𝑀, o 𝑥 es límite 

de  (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ, si para todo 휀 > 0 existe 𝑁 ∈ ℕ tal que 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 휀 si 𝑛 ≥ 𝑁. Denotaremos 

esto como 

lim
𝑖→+∞

𝑥𝑖 = 𝑥. 

Diremos que una sucesión en 𝑀 es convergente si converge a algún 𝑥 ∈ 𝑀. Caso contrario, 

diremos que la sucesión es divergente. 

Proposición 2.5.4. 

Una sucesión no puede tener dos límites diferentes. 
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Proposición 2.5.5. 

Si (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ es una sucesión que converge a 𝑥, entonces toda subsucesión de (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ converge, 

también, a 𝑥. 

Definición 2.5.6. 

Sea (𝑀, 𝑑) un espacio métrico. Una sucesión (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ en 𝑀 es llamado sucesión de Cauchy 

si para todo 휀 > 0 existe 𝑁 ∈ ℕ tal que 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 휀 si 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁. 

Proposición 2.5.7. 

Toda sucesión convergente es sucesión de Cauchy. 

Proposición 2.5.8. 

Si (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ es una sucesión de Cauchy que tiene una subsucesión convergente, entonces 

(𝑥𝑖)𝑖∈ℕ es convergente. 

Definición 2.5.9. 

Diremos que un espacio métrico es completo si toda sucesión de Cauchy es convergente. 

Definición 2.5.10. 

Sean 𝑀, 𝑁 espacios métricos. Diremos que una función 𝑓: 𝑀 → 𝑁 es continua si para todo 

𝑥 ∈ 𝑀, 휀 > 0 existe 𝛿 > 0 tal que 𝑑(𝑥, 𝑦) < 휀 si 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿. 

Proposición 2.5.11. 

Sean 𝑀, 𝑁 espacios métricos. Una función 𝑓: 𝑀 → 𝑁 es continua si y solo si para toda 

sucesión (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ en 𝑀 que converge a 𝑥 ∈ 𝑀, la sucesión (𝑓(𝑥𝑖))
𝑖∈ℕ

 converge a 𝑓(𝑥). 

Definición 2.5.12. 

Sea 𝑀 un espacio métrico y 𝐴 ⊆ 𝑀. Diremos que 𝐴 es denso en 𝑀 si para todo 𝑥 ∈ 𝑀 y 휀 >

0 existe 𝑦 ∈ 𝐴 tal que 𝑑(𝑥, 𝑦) < 휀. 

Proposición 2.5.13. 

Sea 𝑀 un espacio métrico y 𝐴 ⊆ 𝑀. Se cumple que 𝐴 es denso en 𝑀 si y solo si para todo 

𝑥 ∈ 𝑀 existe (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ en 𝐴 que converge a 𝑥. 
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2.6. ANILLO DE SERIES DE POTENCIAS 

Sea 𝐾 un cuerpo y 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟 indeterminadas sobre 𝐾. Denotamos por  

𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]] 

el conjunto de las sumas formales de la forma 

𝑓 = ∑ 𝑃𝑖

∞

𝑖=0

= 𝑃0 + 𝑃1 + 𝑃2 + ⋯ 

Donde cada 𝑃𝑖 es un polinomio homogéneo de grado 𝑖, en las indeterminadas  

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟 

con coeficientes en 𝐾. 

Sean 

𝑓 = ∑ 𝑃𝑖

∞

𝑖=0

, 𝑔 = ∑ 𝑄𝑖

∞

𝑖=0

∈ 𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]], 

por definición se cumple 

𝑓 = 𝑔 ⇔ 𝑃𝑖 = 𝑄𝑖 ∀𝑖 ≥ 0 

Se define en 𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]] la suma y multiplicación como: 

𝑓 + 𝑔 = ∑ 𝑃𝑖 + 𝑄𝑖

∞

𝑖=0

𝑓𝑔 = ∑

∞

𝑖=0

∑ 𝑃𝑖𝑄𝑖−𝑗

𝑖

𝑗=0

 

Definición 2.6.1. 

El conjunto 𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]] con las operaciones de adición y de producto será el anillo de 

las series de potencias formales en 𝑟 indeterminadas y con coeficientes en 𝐾. 

El anillo 𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]] es conmutativo con elemento neutro ∑ 0∞
𝑖=0  y elemento unidad 

1 + ∑ 0∞
𝑖=1 . 
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El anillo 𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]] contiene al cuerpo 𝐾 mediante el monomorfismo 

𝐾 → 𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]]

𝑥 ↦ 𝑥 + ∑ 0

∞

𝑖=1

 

Y contiene al anillo 

𝐾[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟], 

ya que todo elemento de 𝐾[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟] puede ser escrito como suma finita de elementos 

homogéneos. 

Lema 2.6.2. 

Un elemento  𝑓 = ∑ 𝑎𝑖𝑋𝑖∞

𝑖=0
∈ 𝐾[[𝑋]] es invertible si y solo si 𝑎0 ≠ 0. 

Denotemos 𝐾((𝑋)) el cuerpo de cocientes de 𝐾[[𝑋]]. 

Demostración. 

Necesitamos determinar una serie 

𝑔 = ∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖

∞

𝑖=0

∈ 𝐾[[𝑋]] 

tal que 

𝑓𝑔 = 1. 

Expandiendo este producto tenemos 

𝑓𝑔 = (∑ 𝑎𝑖𝑋𝑖

∞

𝑖=0

) (∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖

∞

𝑖=0

)

= ∑

∞

𝑘=0

(∑ 𝑎𝑖𝑏𝑘−𝑖

𝑘

𝑖=0

) 𝑋𝑘

 

Comparando los coeficientes de 𝑋𝑘 en ambos lados de 𝑓𝑔 = 1, obtenemos 

𝑎0𝑏0 = 1 y ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑘−𝑖 = 0𝑘
𝑖=0  para 𝑘 ≥ 1. 
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Notemos que si 𝑓 es invertible, entonces 𝑎0 es invertible. 

Recíprocamente, si 𝑎0 es invertible, entonces podemos definir 𝑔 como 𝑏0 = 𝑎0
−1 y, por 

∑ 𝑎𝑖𝑏𝑘−𝑖 = 0𝑘
𝑖=0 , para 𝑘 ≥ 1, inductivamente, 

𝑏𝑘 = −𝑎0
−1 ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑘−𝑖

𝑘

𝑖=1

 

Tal que 𝑓𝑔 = 1.                  □ 

Teorema 2.6.3. 

Todo ideal de 𝐾[[𝑋]] es generado por 𝑋𝑘 para algún 𝑘 ≥ 0. 

En consecuencia, 𝐾[[𝑋]] es un dominio de ideales principales y el ideal generado por 𝑋 es 

el único ideal maximal de 𝐾[[𝑋]]. 

Demostración. 

Sea 𝐼 un ideal propio de 𝐾[[𝑋]]. Tomemos 

𝑘 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑟: 𝑓 = ∑ 𝑎𝑖𝑋𝑖

∞

𝑖=𝑟

∈ 𝐼, 𝑎𝑟 ≠ 0}. 

Sea 𝑔 = ∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖∞

𝑖=𝑘
∈ 𝐼 con 𝑏𝑘 ≠ 0. Luego, podemos factorizar  

𝑔 = 𝑋𝑘 ∑ 𝑏𝑖+𝑘𝑋𝑖

∞

𝑖=0

. 

Por el lema anterior 

𝑋𝑘 = (∑ 𝑏𝑖+𝑘𝑋𝑖

∞

𝑖=0

)

−1

𝑔 ∈ 𝐼. 

Por definición de 𝑘, todo elemento no nulo de 𝐼 se puede factorizar por 𝑋𝑘. Luego 𝐼 es 

generado por 𝑋𝑘 .                   □ 

Corolario 2.6.4. 

El ideal maximal de 𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]] es el ideal generado por 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟. 
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Demostración. 

Por la proposición anterior e inducción sobre 𝑟 aplicado a 

𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟]] = 𝐾[[𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑟−1]][[𝑋𝑟]].  

Corolario 2.6.5. 

El cuerpo de cocientes de 𝐾[[𝑋]], que se denota como 𝐾((𝑋)), cumple que 

𝐾((𝑋)) = {
∑ 𝑎𝑖−𝑘𝑋𝑖∞

𝑖=0

𝑋𝑘
: 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔ú𝑛 𝑘 ∈ ℤ+ ∪ {0}, ∑ 𝑎𝑖−𝑘𝑋𝑖

∞

𝑖=0

∈ 𝐾[[𝑋]]} 

Denotaremos 

∑ 𝑎𝑖𝑋𝑖

∞

𝑖=−𝑘

≔
∑ 𝑎𝑖−𝑘𝑋𝑖∞

𝑖=0

𝑋𝑘
 

Demostración. 

Sean 𝑓 y 𝑔 ≠ 0 en 𝐾[[𝑋]]. Podemos factorizar 

𝑔 = 𝑋𝑘ℎ con ℎ invertible en 𝐾[[𝑋]]. 

Luego, 

𝑓

𝑔
=

𝑓

𝑋𝑘ℎ
=

𝑓ℎ−1

𝑋𝑘
 

          

Definición 2.6.6.   

Dado 𝑓 ∈ 𝐾((𝑋)) no nulo, podemos escribir de manera única 

𝑓 = ∑ 𝑏𝑖𝑋i

∞

𝑖=𝑖0

, 𝑏𝑖 ∈ 𝐾, 𝑏𝑖0
≠ 0. 

Definimos la multiplicidad de 𝑓, como 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓) = 𝑖0. 
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Por comodidad se define 

𝑚𝑢𝑙𝑡(0) = ∞. 

Lema 2.6.7. 

Dado 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐾((𝑋)) tenemos que: 

1. Si 𝑓 ≠ 0, entonces 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−1) = −𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓). 

2. 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓𝑔) = 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓) + 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔). 

3. 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 ± 𝑔) = 𝑚𝑖𝑛{𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓), 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔)}. 

4. 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓) ≥ 0 si y solo si 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑋]]. 

Demostración. 

Podemos escribir, para algún 𝑛, 

𝑓 = ∑ 𝑏𝑖𝑋i

∞

𝑖=𝑖0

, 𝑔 = ∑ 𝑐𝑖𝑋
i

∞

𝑖=𝑗0

, 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖 ∈ 𝐾, 𝑏𝑖0
≠ 0, 𝑐𝑗0

≠ 0. 

Esto significa que 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓) = 𝑖0, 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔) = 𝑗0. 

1. Tenemos que 

𝑓−1 = (𝑏𝑖0
𝑋𝑖0 + 𝑏𝑖0+1𝑋𝑖0+1+. . . )

−1

= (𝑋𝑖0(𝑏𝑖0
+ 𝑏𝑖0+1𝑋+. . . ))

−1

= 𝑋−𝑖0(𝑏𝑖0
+ 𝑏𝑖0+1𝑋+. . . )

−1

= 𝑋−𝑖0(𝑏𝐼0

−1 + 𝑐𝑋+. . . )

 

De donde, 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−1) = −𝑖0 = −𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓). 

2. Ahora, 

𝑓𝑔 = (∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖

∞

𝑖=𝑖0

) (∑ 𝑐𝑖𝑋
𝑖

∞

𝑖=𝑗0

)

= 𝑏𝑖0
𝑐𝑗0

𝑋𝑖0+𝑗0 + 𝑑𝑋𝑖0+𝑗0+1 + ⋯

 

 Como 𝑏𝑖0
𝑐𝑗0

≠ 0, 
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𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓𝑔) = 𝑖0 + 𝑗0 = 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓) + 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔). 

3. Tenemos tres casos, 

Caso 1. Si 𝑖0 < 𝑗0. 

𝑓 ± 𝑔 = 𝑏𝑖0
𝑋𝑖0 + 𝑑𝑋𝑖0+1 + ⋯ 

𝑜𝑟𝑑(𝑓 ± 𝑔) = 𝑖0

= 𝑚𝑖𝑛{𝑖0, 𝑗0}

= 𝑚í𝑛{𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓), 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔)}
 

Caso 2. Si 𝑖0 = 𝑗0. 

𝑓 ± 𝑔 = (𝑏𝑖0
± 𝑐𝑖0

)𝑋𝑖0 + (𝑏𝑖0+1 ± 𝑐𝑖0+1)𝑋𝑖0+1 + ⋯ 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 ± 𝑔) ≥ 𝑖0

= 𝑚í𝑛{𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓), 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔)}
 

Caso 3. Si 𝑖0 > 𝑗0. 

𝑓 ± 𝑔 = ±𝑐𝑗0
𝑋𝑖0 + 𝑑𝑋𝑖0+1 + ⋯ 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 ± 𝑔) = 𝑗0

= 𝑚í𝑛{𝑖0, 𝑗0}

= 𝑚í𝑛{𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓), 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔)}
 

En cualquier caso 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 ± 𝑔) ≥ 𝑚í𝑛{𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓), 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔)}. 

4. Finalmente, 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓) ≥ 0 ⇔ 𝑖0 ≥ 0 ⇔ 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑋]]. 
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2.7. SUSTITUCIÓN EN 𝑲[[𝑿𝟏, … , 𝑿𝒓]] 

Denotaremos 𝑆 al anillo 𝐾[[𝑋1, … , 𝑋𝑟]] y 𝑅 al anillo 𝐾[[𝑌1, … , 𝑌𝑠]]. Denotaremos 𝑀𝑆 y 𝑀𝑅 

los ideales maximales de 𝑆 y 𝑅, respectivamente. 

Sea 𝛷: 𝑅 → 𝑆 un homomorfismo. Luego, la restricción de 𝛷 al anillo de polinomios 

𝐾[𝑌1, … , 𝑌𝑠] es, también, un homomorfismo. Tenemos, así, que 𝛷 es determinado por los 

valores 

𝑔𝑖 = 𝛷(𝑌𝑖), 𝑖 = 1, … , 𝑠. 

Esto es, si 𝑝(𝑌1, … , 𝑌𝑠) ∈ 𝐾[𝑌1, … , 𝑌𝑠] entonces 

𝛷(𝑝(𝑌1, … , 𝑌𝑠)) = 𝑝(𝑔1, … , 𝑔𝑠) 

Para estudiar los homomorfismos de 𝑅 en 𝑆 estudiaremos el problema de sustituir en una 

serie arbitraria 𝑓 ∈ 𝑅 las indeterminadas 𝑌1, … , 𝑌𝑠 por series 𝑔1, … , 𝑔𝑠 ∈ 𝑆.  

Por ejemplo, podemos sustituir 𝑌1, … , 𝑌𝑠 por 0 en 𝑓 y obtenemos el término independiente 

de 𝑓. Pero, en general, no siempre es posible efectuar una sustitución, pues el resultado no 

siempre puede estar definido en 𝑆. Por ejemplo, si 

𝑓(𝑋) = ∑ 𝑋𝑘

∞

𝑘=0

= 1 + 𝑋 + 𝑋2 + ⋯ ∈ 𝐾[[𝑋]] 

Veremos en adelante que es siempre posible sustituir las indeterminadas 𝑌1, … , 𝑌𝑠 por 

series de potencias 𝑔1, … , 𝑔𝑠 ∈ 𝑀𝑆 en cualquier 𝑓 ∈ 𝑅, obteniendo de esta manera una serie 

de potencias 

𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠) ∈ 𝑆. 

Definición 2.7.1. 

Dado 𝑖 ∈ ℕ y 𝑓, ℎ ∈ 𝑅, se define 𝑓 es congruente a ℎ módulo 𝑀𝑅
𝑖  como 

𝑓 ≈ ℎ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 ⇔ 𝑓 − ℎ ∈ 𝑀𝑅

𝑖 . 

Proposición 2.7.2.  

Sean 𝑓, ℎ, ℎ1, ℎ2, 𝑓1, 𝑓2, … ∈ 𝑅 y sea 𝑔1, … , 𝑔𝑠 ∈ 𝑀𝑆. Se cumple: 
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1. 𝑓 ≈ ℎ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 ⇔ 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 − ℎ) ≥ 𝑖 

2. Si 𝑓1 ≈ 𝑓2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖  y ℎ1 ≈ ℎ2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 , entonces 

𝑓1 ± ℎ1 ≈ 𝑓2 ± ℎ2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , 

𝑓1ℎ1 ≈ 𝑓2ℎ2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , 

3. Si para todo 𝑖 ∈  ℕ se tiene que 𝑓 ≈ ℎ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , entonces 𝑓 = ℎ. 

4. Si 𝑓1, 𝑓2 son polinomios y 𝑓1 ≈ 𝑓2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , entonces 

𝑓1(𝑔1, … , 𝑔𝑠) ≈ 𝑓2(𝑔1, … , 𝑔𝑠) 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑆
𝑖 . 

5. Si para todo 𝑖 ∈  ℕ se tiene que 𝑓𝑖+1 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , entonces existe único 𝑓 ∈ 𝑅 tal 

que 

𝑓 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , 𝑖 = 1,2, … 

Demostración. 

1. Como los elementos de 𝑀𝑅
𝑖  no tienen componente homogénea de grado < 𝑖, tenemos 

𝑓 ≈ ℎ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 ⇔ 𝑓 − ℎ ∈ 𝑀𝑅

𝑖

⇔ 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 − ℎ) ≥ 𝑖.
 

2. Como 𝑓1 ≈ 𝑓2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖  y ℎ1 ≈ ℎ2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 , tenemos 𝑓1 − 𝑓2, ℎ1 − ℎ2 ∈ 𝑀𝑅
𝑖 . Luego,  

(𝑓1 ± ℎ1) − (𝑓2 ± ℎ2) = (𝑓1 − 𝑓2) ± (ℎ1 − ℎ2) ∈ 𝑀𝑅
𝑖 , 

de donde 

𝑓1 ± ℎ1 ≈ 𝑓2 ± ℎ2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 . 

Por otro lado, también 

ℎ1(𝑓1 − 𝑓2), 𝑓2(ℎ1 − ℎ2) ∈ 𝑀𝑅
𝑖 , 

se sigue que  

𝑓1ℎ1 − 𝑓2ℎ2 = ℎ1(𝑓1 − 𝑓2) − 𝑓2(ℎ1 − ℎ2) ∈ 𝑀𝑅
𝑖 , 

de donde 

𝑓1ℎ1 ≈ 𝑓2ℎ2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , 

3. Como 𝑓 ≈ ℎ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖  para todo 𝑖 ∈  ℕ, esto es,  

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 − ℎ) ≥ 𝑖 para todo 𝑖 ∈  ℕ. 
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De donde, 𝑓 − ℎ = 0, esto es, 𝑓 = ℎ. 

4. Como 𝑓1 ≈ 𝑓2 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , tenemos 𝑓1 − 𝑓2 ∈ 𝑀𝑅

𝑖 . Esto implica que, 

𝑓1 − 𝑓2 = 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖+1 + 𝑃𝑖+2 + ⋯ + 𝑃𝑑 

donde cada 𝑃𝑗 es un polinomio homogéneo de grado 𝑗. Se sigue que, 

𝑓1(𝑔1, … , 𝑔𝑠) − 𝑓2(𝑔1, … , 𝑔𝑠) = 𝑃𝑖(𝑔1, … , 𝑔𝑠) + ⋯ + 𝑃𝑑(𝑔1, … , 𝑔𝑠). 

Como 𝑔1, … , 𝑔𝑠 ∈ 𝑀𝑆, tenemos 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔𝑖) ≥ 1 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑖 = 1, … , 𝑠. 

Luego, 

𝑚𝑢𝑙𝑡 (𝑃𝑗(𝑔1, … , 𝑔𝑠)) ≥ 𝑗 ≥ 𝑖 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑗 = 𝑖, 𝑖 + 1, … , 𝑑. 

De donde, sumando los términos anteriores, tenemos 

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓1(𝑔1, … , 𝑔𝑠)) − 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓2(𝑔1, … , 𝑔𝑠)) ≥ 𝑖. 

5. Si para todo 𝑖 ∈ ℕ podemos escribir  

𝑓𝑖 = ∑ 𝑃𝑖,𝑘

∞

𝑘=0

= 𝑃𝑖,0 + 𝑃𝑖,1 + ⋯ 

donde cada 𝑃𝑖,𝑗 es un polinomio homogéneo de grado 𝑗. Como 

𝑓𝑖+1 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , 

se sigue, 

𝑓𝑖 − 𝑓𝑖+1 = (𝑃𝑖,0 − 𝑃𝑖+1,0) + ⋯ + (𝑃𝑖,𝑖−1 − 𝑃𝑖+1,𝑖−1) + (𝑃𝑖,𝑖 − 𝑃𝑖+1,𝑖) + ⋯ ∈ 𝑀𝑅
𝑖 . 

De aquí, 

𝑃𝑖,0 = 𝑃𝑖+1,0, 𝑃𝑖,1 = 𝑃𝑖+1,1, … , 𝑃𝑖,𝑖−1 = 𝑃𝑖+1,𝑖−1 

ya que todas las componentes homogéneas de grado menor que 𝑖 de elementos de 𝑀𝑅
𝑖  deben 

de ser cero. 

De donde, se sigue que 

𝑃𝑖,𝑗 = 𝑃𝑘,𝑗 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑗 ≥ 0, 𝑘 ≥ 𝑗 + 1, 𝑖 ≥ 𝑗 + 1. 

Definimos 

𝑓 = ∑ 𝑃𝑘+1,𝑘

∞

𝑘=0

= 𝑃1,0 + 𝑃2,1 + ⋯ + 𝑃𝑖+1,𝑖 + ⋯ 
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Tenemos, así, 

𝑓 − 𝑓𝑖 = ∑ 𝑃𝑘+1,𝑘 − 𝑃𝑖,𝑘

∞

𝑘=0

= (∑ 𝑃𝑘+1,𝑘 − 𝑃𝑖,𝑘

𝑖−1

𝑘=0

) + (𝑃𝑖+1,𝑖 − 𝑃𝑖,𝑖) + ⋯

= 0 + (𝑃𝑖+1,𝑖 − 𝑃𝑖,𝑖) + ⋯

= (𝑃𝑖+1,𝑖 − 𝑃𝑖,𝑖) + ⋯ ∈ 𝑀𝑅
𝑖 .

 

De donde,  

𝑓 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑖 ∈ ℕ. 

Verifique que 𝑓 es único. Sea 𝑔 ∈ 𝑅 tal que 

𝑔 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑖 ∈ ℕ. 

De esto,  

𝑓 ≈ 𝑔 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑖 ∈ ℕ. 

Por el ítem 2, 𝑓 = 𝑔. Termina la prueba.                □ 

Definición 2.7.3. 

Dado 𝑟 > 1 definimos la función 𝑑: 𝑆 × 𝑆 → [0, +∞ > definida como 

𝑑(𝑓, ℎ) = 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−ℎ) 

Es una métrica en 𝑆. 

Demostración. 

Sean 𝑓, ℎ, 𝑔 ∈ 𝑆.  

1. 𝑑(𝑓, ℎ) ≥ 0. 

En efecto, debido a que 𝑑(𝑓, ℎ) es potencia de base positiva. 

2. 𝑑(𝑓, ℎ) = 0 si y solo si 𝑓 = ℎ. 

En efecto, 
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𝑑(𝑓, ℎ) = 0 ⇔ 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−ℎ) = 0

⇔ 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 − ℎ) = +∞

⇔ 𝑓 − ℎ = 0

⇔ 𝑓 = ℎ.

 

3. 𝑑(𝑓, ℎ) = 𝑑(ℎ, 𝑓). 

En efecto, 

𝑑(𝑓, ℎ) = 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−ℎ)

= 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(−(𝑓−ℎ))

= 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(ℎ−𝑓)

= 𝑑(ℎ, 𝑓).

 

4. 𝑑(𝑓, ℎ) ≤ 𝑑(ℎ, 𝑔) + 𝑑(𝑔, 𝑓). 

En efecto, 

𝑑(𝑓, ℎ) = 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−ℎ)

= 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−𝑔+(𝑔−ℎ))

≤ 𝑟−𝑚í𝑛{𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−𝑔),𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔−ℎ)}

= 𝑟𝑚á𝑥{−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−𝑔),−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔−ℎ)}

= 𝑚á𝑥{𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−𝑔), 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔−ℎ)}

≤ 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−𝑔) + 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑔−ℎ)

= 𝑑(𝑓, 𝑔) + 𝑑(𝑔, ℎ).

 

Definición 2.7.4. 

Dado 𝑓 ∈ 𝑆 definiremos para 𝑖 ∈ ℕ el conjunto 

𝑉𝑖(𝑓) ≔ 𝐵(𝑓, 𝑟−(𝑖−1)) = {ℎ ∈ 𝑆: 𝑑(𝑓, ℎ) < 𝑟−(𝑖−1)}. 

Proposición 2.7.5. 

 𝑉𝑖(𝑓) = {ℎ ∈ 𝑆: 𝑓 ≈ ℎ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑆
𝑖  } para todo 𝑖 ∈ ℕ. 

Demostración. 

ℎ ∈ 𝑉𝑖(𝑓) ⇔ 𝑑(𝑓, ℎ) < 𝑟−(𝑖−1)

⇔ 𝑟−𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓−ℎ) < 𝑟−(𝑖−1)

⇔ 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 − ℎ) > 𝑖 − 1

⇔ 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓 − ℎ) ≥ 𝑖

⇔ 𝑓 − ℎ ∈ 𝑀𝑆
𝑖

⇔ 𝑓 ≈ ℎ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑆
𝑖 .
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Lema 2.7.6 

Si (𝑔𝑖)𝑖∈ℕ sucesión de 𝑆 tal que 𝑔𝑖+1 ≈ 𝑔𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑆
𝑖 , entonces existe 𝑔 ∈ 𝑆 tal que lim

𝑖→+∞
𝑔𝑖 =

𝑔. 

Demostración. 

Por la proposición anterior, existe 𝑔 ∈ 𝑆 tal que 𝑔 ≈ 𝑔𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑆
𝑖 . Probemos que lim

𝑖→+∞
𝑔𝑖 =

𝑔. Dado 𝑖 ∈ ℕ, la relación 𝑔 ≈ 𝑔𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑆
𝑖  implica, 𝑑(𝑔𝑖 , 𝑔) < 𝑟−(𝑖−1). Haciendo 𝑖 → +∞, 

tenemos que lim
𝑖→+∞

𝑔𝑖 = 𝑔.               □ 

Proposición 2.7.7. 

El espacio métrico (𝑆, 𝑑) es completo. 

Demostración. 

Sea (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ sucesión de Cauchy. Dado 𝑖 ∈ ℕ existe 𝑁𝑖 ∈ ℕ tal que 𝑑(𝑓𝑗 , 𝑓𝑘) < 𝑟−(𝑖−1) para 

todo 𝑗, 𝑘 ≥ 𝑁𝑖. Podemos considerar 𝑁𝑖 < 𝑁𝑖+1 para todo 𝑖 ∈ ℕ. Consideremos 𝑔𝑖 = 𝑓𝑁𝑖
. 

Haciendo 𝑗 = 𝑁𝑖+1, 𝑘 = 𝑁𝑖, tenemos 𝑑(𝑔𝑖+1, 𝑔𝑖) = 𝑑(𝑓𝑁𝑖+1
, 𝑓𝑁𝑖

) < 𝑟−(𝑖−1) para todo 𝑖 ∈ ℕ. 

Luego, 

𝑑(𝑔𝑖+1, 𝑔𝑖) < 𝑟−(𝑖−1) ⇔ 𝑔𝑖+1 − 𝑔𝑖 ∈ 𝑀𝑆
𝑖 . 

Por el lema anterior, (𝑔𝑖)𝑖∈ℕ es convergente. Luego, la sucesión (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ tiene una 

subsucesión convergente. Entonces, (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ es una sucesión convergente. Por tanto, (𝑆, 𝑑) 

es espacio métrico completo.                 □ 

Lema 2.7.8 

Dados 𝑔1, … , 𝑔𝑠 ∈ 𝑀𝑆, 𝑓 ∈ 𝑅, es siempre posible sustituir 𝑌1 = 𝑔1, … , 𝑌𝑠 = 𝑔𝑠 en 𝑓. 

Demostración. 

Sea 

𝑓 = 𝐹0 + 𝐹1 + ⋯ 

 con 𝐹𝑚 polinomio homogéneo de grado 𝑚. Para cada 𝑖 ∈ ℕ, haciendo 
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𝑓𝑖 ≔ 𝐹0 + 𝐹1 + ⋯ + 𝐹𝑖−1 

tenemos 

𝑓 − 𝑓𝑖 = 𝐹𝑖 + 𝐹𝑖+1 + ⋯ ∈ 𝑀𝑅
𝑖 , 

𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖 = 𝐹𝑖 ∈ 𝑀𝑅
𝑖 , 

de donde, 

𝑓 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , 

𝑓𝑖+1 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 . 

Haciendo,  

ℎ𝑖 ≔ 𝑓𝑖(𝑔1, … , 𝑔𝑠), 

Tenemos, 

ℎ𝑖+1 ≈ ℎ𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑆
𝑖 . 

Existe único ℎ ∈ 𝑆 tal que 

ℎ ≈ ℎ𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑆
𝑖 . 

Veamos, ahora, que ℎ no depende la elección de los polinomios 𝑓𝑖. Sean 𝑓𝑖
′ otros polinomios 

tal que 

𝑓 ≈ 𝑓𝑖
′ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 . 

Sea ℎ′ ∈ 𝑆 construido a partir de 𝑓𝑖
′ de igual manera que ℎ. Como 𝑓 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 , tenemos 

𝑓𝑖 ≈ 𝑓𝑖
′ 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 . 

Po,  

𝑓𝑖(𝑔1, … , 𝑔𝑠) ≈ 𝑓𝑖
′(𝑔1, … , 𝑔𝑠) 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 . 

De donde resulta que ℎ = ℎ′. Este único elemento ℎ ∈ 𝑆 será denotada por 𝑓𝑖(𝑔1, … , 𝑔𝑠).

                   □ 
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Proposición 2.7.9 

Dados 𝑔1, … , 𝑔𝑠 ∈ 𝑀𝑆 la función 

𝑆𝑔1,…,𝑔𝑠
: 𝑅 = 𝐾[[𝑌1, … , 𝑌𝑠]] → 𝑆 = 𝐾[[𝑋1, … , 𝑋𝑠]]

𝑓 → 𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠)
 

es un homomorfismo. 

Demostración. 

Sean 𝑓, ℎ ∈ 𝑅. Consideremos para cada 𝑖 ∈ ℕ, como en el lema anterior, 𝑓𝑖 , ℎ𝑖 ∈ 𝑅 tal que  

𝑓 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , 𝑓𝑖+1 ≈ 𝑓𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 , ℎ ≈ ℎ𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 , ℎ𝑖+1 ≈ ℎ𝑖  𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 . Tenemos, 

𝑓 + ℎ ≈ 𝑓𝑖 + ℎ𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 ,     𝑓𝑖+1 + ℎ𝑖+1 ≈ 𝑓𝑖 + ℎ𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 ,             (∗) 

𝑓ℎ ≈ 𝑓𝑖ℎ𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅
𝑖 ,     𝑓𝑖+1ℎ𝑖+𝑖 ≈ 𝑓𝑖ℎ𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑅

𝑖 ,                                 (∗∗) 

Sustituyendo 𝑌1 = 𝑔1, … , 𝑌𝑠 = 𝑔𝑠 en 𝑓 + 𝑔, 𝑓𝑔 tenemos  

(𝑓 + ℎ)(𝑔1, … , 𝑔𝑠), 𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠) + ℎ(𝑔1, … , 𝑔𝑠) 

resuelven (∗); y  

(𝑓ℎ)(𝑔1, … , 𝑔𝑠), 𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠)ℎ(𝑔1, … , 𝑔𝑠) 

Resuelven (∗∗). 

(𝑓 + ℎ)(𝑔1, … , 𝑔𝑠) = 𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠) + ℎ(𝑔1, … , 𝑔𝑠) 

(𝑓ℎ)(𝑔1, … , 𝑔𝑠), 𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠)ℎ(𝑔1, … , 𝑔𝑠) 

Por tanto, 

𝑆𝑔1,…,𝑔𝑠
(𝑓 + ℎ) = (𝑓 + ℎ)(𝑔1, … , 𝑔𝑠)

= 𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠) + ℎ(𝑔1, … , 𝑔𝑠)

= 𝑆𝑔1,…,𝑔𝑠
(𝑓) + 𝑆𝑔1,…,𝑔𝑠

(ℎ)

𝑆𝑔1,…,𝑔𝑠
(𝑓ℎ) = (𝑓ℎ)(𝑔1, … , 𝑔𝑠)

= 𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠)ℎ(𝑔1, … , 𝑔𝑠)

= 𝑆𝑔1,…,𝑔𝑠
(𝑓)𝑆𝑔1,…,𝑔𝑠

(ℎ)

 

Como se quería.                  □ 
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Proposición 2.7.11 

El homomorfismo 𝑆𝑔1,…,𝑔𝑠
 es continuo. 

Demostración. 

Dados 휀 = 𝑟𝑖−1 con 𝑖 ∈ ℕ y 𝑓 ∈ 𝑅 tomaremos 𝛿 = 휀 = 𝑟𝑖−1 > 0. Dado ℎ ∈ 𝑅 tal que 

𝑑(𝑓, ℎ) < 𝛿 = 𝑟𝑖−1. Esto significa que 𝑓 − ℎ ∈ 𝑀𝑅
𝑖 . De donde, 

𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠) − ℎ(𝑔1, … , 𝑔𝑠) ∈ 𝑀𝑆
𝑖 . 

De donde: 

𝑑(𝑓(𝑔1, … , 𝑔𝑠), ℎ(𝑔1, … , 𝑔𝑠)) < 휀 = 𝑟𝑖−1. 

Como se quería.                   □ 

Lema 2.7.12 

Un subanillo 𝐴 de 𝑆 es denso en 𝑆 si y solo si para todo polinomio homogéneo 𝑃 ∈

𝐾[𝑋1, … , 𝑋𝑟] existe un elemento en 𝑓 ∈ 𝐴 tal que 𝑃 es la componente homogénea de 

grado 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑓) de 𝑓. 

 

Proposición 2.7.13 

Sean 𝑔1, … , 𝑔𝑟 ∈ 𝑆 con componentes homogéneas lineales 𝐿1, … , 𝐿𝑟 linealmente 

independiente sobre 𝐾. Entonces 𝑆𝑔1,…,𝑔𝑟
: 𝑆 → 𝑆 es un automorfismo. 
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2.8. El cuerpo 𝑲((𝑿))
∗
 

Denotaremos 

𝐾((𝑋)) 

 el cuerpo clausura algebraica de 𝐾((𝑋)). 

Dado 𝑛 entero positivo, el polinomio 

𝑌𝑛 − 𝑋 ∈ 𝐾((𝑋))[𝑌] 

debe contener soluciones en 𝐾((𝑋)). 

Luego debe contener elementos de la forma 

𝑋1/𝑛, 

sujetos a las relaciones 

1. 𝑋1/1 = 𝑋, 

2. (𝑋1/𝑟𝑛)𝑟 = 𝑋1/𝑛 para todo 𝑛, 𝑟 ∈ ℤ con 𝑟 > 0. 

3. (𝑋1/𝑛)𝑠 = 𝑋𝑠/𝑛 para todo 𝑛, 𝑠 ∈ ℤ. 

 

De esta manera obtenemos extensiones 

𝐾 ((𝑋1/𝑛)) /𝐾((𝑋)). 

Teorema 2.8.1. 

La extensión 

𝐾 ((𝑋1/𝑛)) /𝐾((𝑋)) 

es galoisiana con grupo de Galois isomorfo al grupo aditivo ℤ𝑛. 

Demostración. 

Denotemos 

𝐺 = 𝐺 (𝐾 ((𝑋1/𝑛)) /𝐾((𝑋))). 

Sea 𝜎 ∈ 𝐺, 

(𝜎(𝑋1/𝑛))
𝑛

= 𝜎((𝑋1/𝑛)
𝑛

) = 𝜎(𝑋) = 𝑋 

De donde, 
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𝜎(𝑋1/𝑛) ∈ 𝐾 ((𝑋1/𝑛)). 

Luego, podemos escribir 

𝜎(𝑋1/𝑛) = ∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖/𝑛

∞

𝑖=𝑖0

 

Donde 𝑏𝑖 ∈ 𝐾 para todo 𝑖 ≥ 𝑖0 con 𝑏𝑖0
≠ 0. Luego, 

𝑋 = (𝜎(𝑋1 𝑛⁄ ))
𝑛

= (∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖 𝑛⁄

∞

𝑖=𝑖0

)

𝑛

= (𝑏𝑖0
𝑋𝑖0 𝑛⁄ + 𝑏𝑖0+1𝑋(𝑖0+1) 𝑛⁄ + ⋯  )

𝑛

 

Igualando, obtenemos 

𝑖0 = 1, 𝑏𝑖0

𝑛 = 𝑏1
𝑛 = 1 y 𝑏𝑖 = 0 para todo 𝑖 > 𝑖0 = 1. 

Denotando 𝑏1 por 𝑏𝜎, tenemos 

𝜎(𝑋1/𝑛) = 𝑏𝜎𝑋1/𝑛 

donde 𝑏𝜎 es raíz 𝑛-ésima de la unidad. 

Denotemos 𝜇𝑛 el conjunto de las raíces 𝑛-ésimas de la unidad. Definamos, entonces, la 

función 

ℎ : 𝐺 → 𝜇𝑛

𝜎 ↦ 𝑏𝜎
 

Se cumple que ℎ es un homomorfismo. 

En efecto, 

ℎ(𝜌 ∘ 𝜎)𝑋1 𝑛⁄ = (𝜌 ∘ 𝜎)(𝑋1 𝑛⁄ )

= 𝜌 (𝜎(𝑋1 𝑛⁄ ))

= 𝜌(𝑏𝜎𝑋1 𝑛⁄ )

= 𝑏𝜎𝜌(𝑋1 𝑛⁄ )

= 𝑏𝜎𝑏𝜌𝑋1 𝑛⁄

 

De donde, 

ℎ(𝜌 ∘ 𝜎) = 𝑏𝜎𝑏𝜌 = 𝑏𝜌𝑏𝜎 = ℎ(𝜌)ℎ(𝜎). 
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Se cumple ℎ es un monomorfismo. 

En efecto, sea 𝜎 ∈ 𝐺 tal que ℎ(𝜎) = 1. De donde, 𝑏𝜎 = 1. Luego,  

𝜎(𝑋1/𝑛) = 𝑏𝜎𝑋1/𝑛 = 𝑋1/𝑛. 

Esto es, 𝜎 es el isomorfismo identidad 𝐾 ((𝑋
1

𝑛)). 

Esto comprueba que ℎ es monomorfismo. 

Se cumple ℎ es un epimorfismo.  

En efecto, sea 𝑏 ∈ 𝜇𝑛. Definamos 𝜎𝑏 ∈ 𝐺 como  

𝜎𝑏 (𝑋
1
𝑛) = 𝑏𝑋

1
𝑛. 

Claramente ℎ(𝜎𝑏) = 𝑏.  

Esto comprueba que ℎ es epimorfismo. 

Así, ℎ es un isomorfismo. 

Con esto, 𝐺 es un grupo finito. Para probar que 

𝐾 ((𝑋
1
𝑛)) /𝐾((𝑋)) 

es extensión galoisiana debemos probar q ue 

{𝑓 ∈ 𝐾 ((𝑋
1
𝑛)) : 𝜎(𝑓) = 𝑓 ∀𝜎 ∈ 𝐺} = 𝐾((𝑋)) 

Sea  

𝑓 = ∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖 𝑛⁄

∞

𝑖=𝑖0

∈ 𝐾 ((𝑋1/𝑛)) 

 no nulo tal que  

𝜎(𝑓) = 𝑓 para todo 𝜎 ∈ 𝐺. 

Dado 𝜎 ∈ 𝐺, existe 𝑏 ∈ 𝜇𝑛tal que 𝜎 = 𝜎𝑏. 
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Luego, 

∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖 𝑛⁄

∞

𝑖=𝑖0

= 𝜎𝑏 (∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖 𝑛⁄

∞

𝑖=𝑖0

)

= 𝜎𝑏 (∑ 𝑏𝑖(𝑋1 𝑛⁄ )
𝑖

∞

𝑖=𝑖0

)

= ∑ 𝑏𝑖(𝑏𝑋1 𝑛⁄ )
𝑖

∞

𝑖=𝑖0

= ∑ 𝑏𝑖𝑏𝑖𝑋𝑖/𝑛

∞

𝑖=𝑖0

 

Luego, 

𝑏𝑖 = 𝑏𝑖𝑏𝑖 para todo 𝑖 ≥ 𝑖0. 

Para todo 𝑖 que no es divisible por 𝑛, escogiendo cómo 𝑏 es raíz 𝑛-ésima primitiva de la 

unidad, tenemos 𝑏𝑖 ≠ 1. 

Para todo 𝑖 que no es divisible por 𝑛, tenemos entonces 𝑏𝑖 = 0. 

Luego, 

𝑓 = ∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖 𝑛⁄

∞

𝑖=𝑖0

= ∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖 𝑛⁄

𝑖≥𝑖0

= ∑ 𝑏𝑘𝑛𝑋𝑘𝑛/𝑛

𝑘𝑛≥𝑖0

= ∑ 𝑏𝑘𝑛𝑋𝑘

𝑘𝑛≥𝑖0

 

Esto es, 𝑓 ∈ 𝐾((𝑋)).  

El grupo de Galois 𝐺 es isomorfo al grupo de las raíces 𝑛-ésimas de la unidad, que a su vez 

es isomorfo al grupo aditivo ℤ𝑛. 
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Podemos definir entonces 

𝐾((𝑋))
∗

=  ∪ 𝐾 ((𝑋
1
𝑛))

∞

𝑛=1
⊆ 𝐾((𝑋)), 

el cual es un cuerpo, ya que para todo 𝑛, 𝑚 enteros positivos 

𝐾 ((𝑋
1
𝑛)) ⊆ 𝐾 ((𝑋

1
𝑛𝑚)), 

𝐾 ((𝑋
1
𝑚)) ⊆ 𝐾 ((𝑋

1
𝑛𝑚)). 

También, definimos  

𝐾[[𝑋]]
∗

=  ∪ 𝐾 [[𝑋
1
𝑛]] ⊆ 𝐾((𝑋))

∗∞

𝑛=1
, 

el cual es un anillo, ya que para todo 𝑛, 𝑚 enteros positivos 

𝐾 [[𝑋
1
𝑛]] ⊆ 𝐾 [[𝑋

1
𝑛𝑚]], 

𝐾 [[𝑋
1
𝑚]] ⊆ 𝐾 [[𝑋

1
𝑛𝑚]]. 

Definición 2.8.2.  

Dado 𝑓 ∈ 𝐾((𝑋))
∗
, existe 𝑛 entero positivo tal que  

𝑓 ∈ 𝐾 ((𝑋
1
𝑛)) 

Podemos escribir de manera única 

𝑓 = ∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖 𝑛⁄

∞

𝑖=𝑖0

, 𝑏𝑖 ∈ 𝐾, 𝑏𝑖0
≠ 0. 

Definimos el orden de 𝑓, como 

𝑜𝑟𝑑(𝑓) =
𝑖0

𝑛
. 
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Por comodidad se define 

𝑜𝑟𝑑(0) = ∞. 

Lema 2.8.3. 

Dado 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐾((𝑋))
∗
 tenemos que: 

1. Si 𝑓(𝑋) = 𝑝(𝑋1 𝑛⁄ ) para algún 𝑝 ∈ 𝐾((𝑋)), entonces 

𝑜𝑟𝑑(𝑓) =
𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝)

𝑛
. 

2. 𝑜𝑟𝑑(𝑓𝑔) = 𝑜𝑟𝑑(𝑓) + 𝑜𝑟𝑑(𝑔). 

3. 𝑜𝑟𝑑(𝑓 ± 𝑔) = 𝑚𝑖𝑛{𝑜𝑟𝑑(𝑓), 𝑜𝑟𝑑(𝑔)}. 

4. 𝑜𝑟𝑑(𝑓) ≥ 0 si y solo si 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑋]]
∗
. 

Demostración. Podemos escribir, para algún 𝑛 entero positivo, 

𝑓(𝑋) = 𝑝(𝑋1 𝑛⁄ ), 𝑔(𝑋) = 𝑞(𝑋1 𝑛⁄ ) 

con 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐾((𝑋)). 

1. Si 

𝑝 = ∑ 𝑏𝑖𝑋i

∞

𝑖=𝑖0

, 𝑏𝑖 ∈ 𝐾, 𝑏𝑖0
≠ 0, 

entonces  

𝑓 = ∑ 𝑏𝑖𝑋𝑖 𝑛⁄

∞

𝑖=𝑖0

. 

Luego, 

𝑜𝑟𝑑(𝑓) =
𝑖0

𝑛
=

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝)

𝑛
. 

2. Ahora, 
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𝑜𝑟𝑑(𝑓𝑔) = 𝑜𝑟𝑑 (𝑝(𝑋1 𝑛⁄ )𝑞(𝑋1 𝑛⁄ ))

=
𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝𝑞)

𝑛

=
𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝)

𝑛
+

𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑞)

𝑛
= 𝑜𝑟𝑑(𝑓) + 𝑜𝑟𝑑(𝑔)

 

3. Luego, 

𝑜𝑟𝑑(𝑓 ± 𝑔) = 𝑜𝑟𝑑 (𝑝(𝑋1 𝑛⁄ ) ± 𝑞(𝑋1 𝑛⁄ ))

=
𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝 ± 𝑞)

𝑛

≥
𝑚í𝑛{𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝), 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑞)}

𝑛

= 𝑚í𝑛 {
𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝)

𝑛
,
𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑞)

𝑛
}

= 𝑚í𝑛{𝑓, 𝑔}

 

4. Finalmente, 

𝑜𝑟𝑑(𝑓) ≥ 0 ⇔
𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝)

𝑛
≥ 0

⇔ 𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑝) ≥ 0

⇔ 𝑝 ∈ 𝐾[[𝑋]]

⇔ 𝑓(𝑋) = 𝑝(𝑋1 𝑛⁄ ) ∈ 𝐾[[𝑋]]
∗
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2.9. EL TEOREMA DE NEWTON-PIUSEUX 

Lema 2.9.1. 

Sean 𝐾 un cuerpo y  𝑝, 𝑞 ∈ 𝐾[𝑋] no constantes primos relativos tal que 

gr(𝑝) = 𝑟, gr(𝑞) = 𝑠. 

Dado 𝐹 ∈ 𝐾[𝑋] tal que 

gr(𝑓) ≤ 𝑟 + 𝑠, 

existen únicos polinomios 𝑔, ℎ ∈ 𝐾[𝑋] tales que 

gr(ℎ) < 𝑟, gr(𝑔) < 𝑠 

y 

𝐹 = 𝑔𝑝 + ℎ𝑞. 

Demostración. 

Como 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐾[𝑋] son no constantes primos relativos, existen 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐾[𝑋] tales que 

𝑚𝑝 + 𝑛𝑞 = 1. 

Multiplicando por 𝐹, 

𝐹𝑚𝑝 + 𝐹𝑛𝑞 = 𝐹. 

Aplicando el algoritmo de la división a 𝐹𝑛 y 𝑝, existen 𝑎, ℎ ∈ 𝐾[𝑋] tales que 

𝐹𝑛 = 𝑎𝑝 + ℎ 

Con deg(ℎ) < deg(𝑝) = 𝑟. 

Reemplazando 𝐹𝑛 en la igualdad anterior, 

𝐹 = 𝐹𝑚𝑝 + 𝐹𝑛𝑞

= 𝐹𝑚𝑝 + (𝑎𝑝 + ℎ)𝑞

= (𝐹𝑚 + 𝑎𝑞)𝑝 + ℎ𝑞
 

Denotemos 𝑔 = 𝐹𝑚 + 𝑎𝑞. 

Luego 𝐹 = 𝑔𝑝 + ℎ𝑞, deg(ℎ) < 𝑟 y 
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𝑑𝑒𝑔(𝑔) = 𝑑𝑒𝑔(𝐹 − ℎ𝑞) − 𝑑𝑒𝑔(𝑝)

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑑𝑒𝑔(𝐹), 𝑑𝑒𝑔(ℎ) + 𝑑𝑒𝑔(𝑞)} − 𝑟

< 𝑚𝑎𝑥{𝑑𝑒𝑔(𝐹), 𝑟 + 𝑑𝑒𝑔(𝑞)} − 𝑟

= 𝑚𝑎𝑥{𝑟 + 𝑠, 𝑟 + 𝑠} − 𝑟

= 𝑠.

 

Falta probar la unicidad de ℎ y 𝑔. 

Supongamos otros ℎ′ y 𝑔′ tal que 

𝐹 = 𝑔𝑝 + ℎ𝑞 = 𝑔′𝑝 + ℎ′𝑞 

con deg(ℎ′) < 𝑟, deg(𝑔′) < 𝑠. 

Luego, 

(𝑔 − 𝑔′)𝑝 = (ℎ′ − ℎ)𝑞 

Como 𝑝 y 𝑞 son primos relativos, 𝑝 divide a ℎ′ − ℎ; de donde  

𝑟 = 𝑔𝑟(𝑝)

≤ 𝑔𝑟(ℎ′ − ℎ)

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑔𝑟(ℎ′), 𝑔𝑟(ℎ)}

< 𝑚𝑎𝑥{𝑟, 𝑟}

= 𝑟

 

Esta contradicción, obliga que ℎ′ − ℎ = 0, esto es, ℎ = ℎ′. 

De igual manera, 𝑔 = 𝑔′.                □ 

Lema 2.9.2 (Lema de Hensel). 

Sea 𝐾 un cuerpo y 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑋]][𝑌] mónico tal que 

𝑓(0, 𝑌) = 𝑝(𝑌)𝑞(𝑌) 

donde 𝑝(𝑌) y 𝑞(𝑌) son coprimos en 𝐾[𝑌] de grados 𝑟 y 𝑠, respectivamente. 

Entonces existen dos únicos 𝑔, ℎ ∈ 𝐾[[𝑋]][𝑌] de grados 𝑟 y 𝑠, respectivamente, tal que  

𝑓 = 𝑔ℎ 

con 

𝑔(0, 𝑌) = 𝑝(𝑌),   ℎ(0, 𝑌) = 𝑞(𝑌). 
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Demostración. 

Sea 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔𝑌(𝑓). 

Como 𝑓 ∈ 𝐾[[𝑋]][𝑌] es mónico 

𝑓(𝑋, 𝑌) = 𝑌𝑛 + 𝑎1(𝑋)𝑌𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑋) 

luego 

𝑓(0, 𝑌) = 𝑌𝑛 + 𝑎1(0)𝑌𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛(0) 

tiene grado 𝑛. 

Escribimos 

𝑓(𝑋, 𝑌) = ∑ 𝑓𝑖(𝑌)𝑋𝑖

∞

𝑖=0

= 𝑓0(𝑌) + 𝑋𝑓1(𝑌) + 𝑋2𝑓2(𝑌) + ⋯ 

Donde 𝑓𝑖(𝑌) ∈ 𝐾[𝑌] para cada 𝑖 ≥ 0, con grado menor o igual a 𝑛, ya que 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔𝑌(𝑓). 

Haciendo 𝑋=0, tenemos 

𝑓0(𝑌) = 𝑓(0, 𝑌) tiene grado 𝑛. 

Debemos hallar 

𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑔0(𝑌) + 𝑋𝑔1(𝑌) + 𝑋2𝑔2(𝑌) + ⋯ 

ℎ(𝑋, 𝑌) = ℎ0(𝑌) + 𝑋ℎ1(𝑌) + 𝑋2ℎ2(𝑌) + ⋯ 

Cumpliendo lo pedido. 

Como 𝑓 = 𝑔ℎ, deberíamos tener para cada 𝑖 ≥ 1 

𝑓𝑖(𝑌) = 𝑝(𝑌)ℎ𝑖(𝑌) + 𝑔1(𝑌)ℎ𝑖−1(𝑌) + ⋯ + 𝑔𝑖(𝑌)𝑞(𝑌). 

De donde 

𝑞(𝑌)𝑔𝑖(𝑌) + 𝑝(𝑌)ℎ𝑖(𝑌) = 𝑓𝑖(𝑌) − 𝑔1(𝑌)ℎ𝑖−1(𝑌) − ⋯ − 𝑔𝑖−1(𝑌)ℎ1(𝑌). 

Por inducción, conociendo 

𝑔1(𝑌), … , 𝑔𝑖−1(𝑌) 
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de grados menores e iguales a 𝑟 y  

ℎ1(𝑌), … , ℎ𝑖−1(𝑌) 

de grados menores e iguales a 𝑟, por el lema anterior, podemos encontrar 𝑔𝑖(𝑌), ℎ𝑖(𝑌) de 

grados menores o iguales que 𝑟 y 𝑠, respectivamente.              □ 

Finalmente, llegamos al resultado principal de este trabajo. 

Teorema 2.9.3. (de Newton-Puiseux). 

Si 𝐾 es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica 0, entonces 

𝐾((𝑋))
∗
 

es algebraicamente cerrado. 

Demostración. 

Debemos probar que todo polinomio mónico de 𝐾((𝑋))
∗
 con grado mayor o igual a dos es 

reducible. 

Tomemos 

𝑝(𝑋, 𝑌) = 𝑌𝑛 + 𝑎1(𝑋)𝑌𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑋) ∈ 𝐾((𝑋))
∗
[𝑌] 

con 𝑛 ≥ 2. 

Consideremos el 𝐾-isomorfismo 

𝛷 : 𝐾[[𝑋, 𝑌]] → 𝐾[[𝑋, 𝑍]]

𝑝(𝑋, 𝑌) ↦ 𝑝(𝑋, 𝑍 − 𝑛−1𝑎1(𝑋))
 

y aplicando a 𝑝(𝑋, 𝑌), tenemos el polinomio en 𝐾((𝑋))
∗
[𝑍]. 

𝑞(𝑋, 𝑍) = 𝛷(𝑝(𝑋, 𝑌))

= 𝑝(𝑋, 𝑍 − 𝑛−1𝑎1(𝑋))

= (𝑍 − 𝑛−1𝑎1(𝑋))
𝑛

+ 𝑎1(𝑋)(𝑍 − 𝑛−1𝑎1(𝑋))
𝑛−1

+ ⋯ + 𝑎𝑛(𝑋)

= 𝑍𝑛 + (−𝑛(𝑛−1)𝑎1(𝑋) + 𝑎1(𝑋))𝑍𝑛−1 + 𝑏2(𝑋)𝑍𝑛−2 + ⋯ + 𝑏𝑛(𝑋)

= 𝑍𝑛 + 𝑏2(𝑋)𝑍𝑛−2 + ⋯ + 𝑏𝑛(𝑋)
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Ahora, tenemos dos casos: 

Caso 1: 

Si 𝑏𝑖(𝑋) = 0 para todo 𝑖 = 2, … , 𝑛. 

Se sigue que 𝛷(𝑝(𝑋, 𝑌)) = 𝑍𝑛 es reducible en 𝐾((𝑋))
∗
[𝑍], y por tanto 𝑝(𝑋, 𝑌) es reducible 

en 𝐾((𝑋))
∗
[𝑌]. 

Caso 2: 

Si 𝑏𝑖(𝑋) ≠ 0 para algún 𝑖 = 2, … , 𝑛. 

Denotemos por 𝑢𝑖 el orden de 𝑏𝑖(𝑋) para cada 𝑖 = 2, … , 𝑛 y sea 

𝑢 = 𝑚í𝑛 {
𝑢𝑖

𝑖
: 𝑖 = 2, … , 𝑛} 

Sea 𝑖 = 2, … , 𝑛 tal que 𝑢 =
𝑢𝑟

𝑟
. 

Consideremos el isomorfismo 

𝛹 : 𝐾((𝑋))
∗
[𝑍] → 𝐾((𝑊))

∗
[𝑍]

𝑓(𝑋, 𝑍) ↦ 𝑓(𝑊𝑟 , 𝑍𝑊𝑢𝑟)
 

que preserva los grados en 𝑍, ya que 𝛹(𝑍) = 𝑍𝑊𝑢𝑟 . 

𝛹 tiene inverso 

𝛹−1 : 𝐾((𝑊))
∗
[𝑍] → 𝐾((𝑋))

∗
[𝑍]

𝑓(𝑊, 𝑍) ↦ 𝑓(𝑋1/𝑟, 𝑍𝑊−u)
 

Sea 

ℎ(𝑊, 𝑍) = 𝑊−𝑛𝑢𝑟𝛹(𝑞(𝑋, 𝑍)). 

Luego:        

ℎ(𝑊, 𝑍) = 𝑊−𝑛𝑢𝑟𝛹(𝑞(𝑋, 𝑍))

= 𝑊−𝑛𝑢𝑟𝑞(𝑊𝑟 , 𝑍𝑊𝑢𝑟)

= 𝑊−𝑛𝑢𝑟((𝑍𝑊𝑢𝑟)𝑛 + ∑ 𝑏𝑖(𝑊𝑟)(𝑍𝑊𝑢𝑟)𝑛−𝑖𝑛

𝑖=2
)

= 𝑊−𝑛𝑢𝑟𝑊𝑛𝑢𝑟𝑍𝑛 + ∑ 𝑏𝑖(𝑊𝑟)𝑍𝑛−𝑖𝑊(𝑛−𝑖)𝑢𝑟𝑊−𝑛𝑢𝑟
𝑛

𝑖=2

= 𝑍𝑛 + ∑ 𝑏𝑖(𝑊𝑟)𝑊−𝑖𝑢𝑟𝑍𝑛−𝑖𝑛

𝑖=2
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Denotando 

𝑐𝑖(𝑊) = 𝑏𝑖(𝑊𝑟)𝑊−𝑖𝑢𝑟 ∈ 𝐾((𝑋))
∗
, 

tenemos 

ℎ(𝑊, 𝑍) = 𝑍𝑛 + ∑ 𝑐𝑖(𝑊)𝑍𝑛−𝑖

𝑛

𝑖=2

. 

Tenemos que, para todo 𝑖 = 2, … , 𝑛, 

𝑜𝑟𝑑(𝑐𝑖(𝑊)) = 𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖(𝑊𝑟)𝑊−𝑖𝑢𝑟)

= 𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖(𝑊𝑟)) + 𝑜𝑟𝑑(𝑊−𝑖𝑢𝑟)

= 𝑟𝑢𝑖 − 𝑖𝑢𝑟

≥ 0

 

ya que 

𝑢𝑖

𝑖
≥

𝑢𝑟

𝑟
, 

y también, 

𝑜𝑟𝑑(𝑐𝑟(𝑊)) = 0. 

En consecuencia, 

𝑐𝑟(0) = 0 

y 

𝑐𝑖(𝑊) ∈ 𝐾[[𝑊]]
∗
 para todo 𝑖 = 2, … , 𝑛. 

Ahora, tomemos, 𝑀 entero positivo tal que 

ℎ(𝑊𝑀 , 𝑍) = 𝑍𝑛 + ∑ 𝑐𝑖(𝑊𝑀)𝑍𝑛−𝑖

𝑛

𝑖=2

∈ 𝐾[[𝑊]][𝑍]. 

Como 𝑐𝑟(0) = 0 y evaluando ℎ(𝑊𝑀 , 𝑍) en 𝑊 = 0, tenemos 

ℎ(0, 𝑍) = 𝑍𝑛 + ∑ 𝑐𝑖(0)𝑍𝑛−𝑖

𝑛

𝑖=2
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y podemos factorizar 

ℎ(0, 𝑍) = ℎ1(𝑍)ℎ2(𝑍) 

Por el lema de Hensel, existen 

ℎ(𝑊𝑀 , 𝑍) = ℎ1(𝑊, 𝑍)ℎ2(𝑊, 𝑍). 

De donde, 

ℎ(𝑊, 𝑍) = ℎ1(𝑊1/𝑀, 𝑍)ℎ2(𝑊1/𝑀, 𝑍). 

Luego, 

𝑞(𝑋, 𝑍) = 𝛹−1(𝑊𝑛𝑢𝑟ℎ(𝑊, 𝑍))

= 𝛹−1 (𝑊𝑛𝑢𝑟ℎ1(𝑊1/ 𝑀, 𝑍)ℎ2(𝑊1 𝑀⁄ , 𝑍))

= 𝛹−1(𝑊𝑛𝑢𝑟)𝛹−1 (ℎ1(𝑊1/ 𝑀, 𝑍)) 𝛹−1 (ℎ2(𝑊1 𝑀⁄ , 𝑍))

= 𝑊𝑛𝑢𝑟/𝑟𝛹−1 (ℎ1(𝑊1/ 𝑀, 𝑍)) 𝛹−1 (ℎ2(𝑊1 𝑀⁄ , 𝑍))

 

En consecuencia, 𝑞(𝑋, 𝑍) es reducible en 𝐾((𝑋))
∗
[𝑍], esto es, existen  

𝑞1(𝑋, 𝑍), 𝑞2(𝑋, 𝑍) ∈ 𝐾((𝑋))
∗
[𝑍] 

no invertibles tal que  

𝑞1(𝑋, 𝑍) = 𝑞1(𝑋, 𝑍)𝑞2(𝑋, 𝑍). 

Luego, 

𝑝(𝑋, 𝑌) = 𝛷−1(𝑞(𝑋, 𝑍))

= 𝛷−1(𝑞1(𝑋, 𝑍)𝑞2(𝑋, 𝑍))

= 𝛷−1(𝑞1(𝑋, 𝑍))𝛷−1(𝑞2(𝑋, 𝑍))

 

Y por tanto 𝑝(𝑋, 𝑌) es reducible en 𝐾((𝑋))
∗
[𝑌]. 
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CAPÍTULO III 

 

VARIABLES E HIPÓTESIS 

 

3.1 Variables de la investigación  

       

La variable de investigación es el anillo de series de potencias formales                      

ℂ⟦𝑥, 𝑦⟧ = 𝐴 

 

3.2 Operacionalización de variables 

 

Usaremos el teorema de preparación de Weierstrass que consiste en preparar una 

serie de potencias:                                                           

 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝐹𝑛+1(𝑥, 𝑦) + ⋯ + 𝐹𝑗(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ⟦𝑥, 𝑦⟧ 

con multiplicidad n y 𝐹𝑗(𝑥, 𝑦)  polinomios homogéneos de grado j, en una serie 

polinómica de la forma  

  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑌𝑛 + 𝑎1 (𝑥) 𝑌𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑗 (𝑥) 𝑌𝑛−𝑗 + ⋯ + 𝑎𝑛 (𝑥) 

donde; 𝑎𝑗 (𝑥)  ∈ ℂ⟦𝑥⟧ 

 

3.3 Hipótesis General 

 

Es factible parametrizar una curva algebraica plana representada en un polinomio de 

Weierstrass, como consecuencia al teorema de Newton-Puiseux. 

 

3.4 Hipótesis Específica 

  

Dado una serie de potencias formales f ∈ ℂ⟦𝑥, 𝑦⟧, es posible tener su equivalente en 

un polinomio de Weierstrass f ∈ ℂ((x))[y]. 
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CAPÍTULO IV 

 

METODOLOGÍA 
 

4.1 Tipo de la investigación:  

    

El presente trabajo se encuentra inmerso en un nivel de investigación descriptiva, tanto 

en los resultados obtenidos como en su aplicación, teniendo como el universo, el 

álgebra. 

El método a utilizar es de tipo deductivo y analítico, el que permitirá establecer el 

teorema de Newton-Puiseux. 

 

4.2 Diseño de la investigación  

 

Primero presentamos un soporte teórico del anillo de las series de potencias formales, 

segundo presentamos el teorema de preparación de Weierstrass que permite escribir 

una serie de potencias en un polinomio. 

Tercero, probamos el teorema de Newton Puiseux cuya consecuencia permite ver un 

polinomio de Weierstrass en su forma parametrizada. 

 

4.3 Población y muestra 

 

Por ser nuestro trabajo de carácter abstracto, no existe población ni muestra que tomar. 

Sin embargo el tema a tratar está inmerso dentro de las Series de Potencias formales 

en los polinomios de Weierstrass. 

 

4.4 Técnicas e instrumentos de recolección de datos 

 

Para la realización de nuestro trabajo se revisará bibliografía especializada así como 

también tesis de licenciatura y de maestría de universidades de la capital. 

 

4.5 Plan de análisis estadístico de datos  

 

La presente investigación no requerirá de análisis estadísticos de datos por ser un tema 

netamente abstracto. 
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CAPÍTULO V 

 

RESULTADOS 

 

1. Todo ideal de 𝐾[[𝑋]] es generado por un 𝑋𝑘 para algún 𝑘 ≥ 0. 

2. El anillo 𝐾[[𝑋]] es un dominio de ideales principales. 

3. La extensión 𝐾 ((𝑋
1

𝑛)) \𝐾((𝑋)) es galoisiana con grupo de Galois isomorfo al 

grupo aditivo ℤ𝑛. 

4. Si 𝐾 es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica 0, entonces 𝐾((𝑋))
∗
. 
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CAPÍTULO VI 

 

DISCUSIÓN DE RESULTADOS 

 

 

1. El anillo 𝐾[[𝑋]] es dominio de ideales principales al igual que 𝐾[𝑋]. 

2. Es falso que 𝐾((𝑋))
∗
 sea un cuerpo algebraicamente cerrado para 𝐾, un cuerpo 

algebraicamente cerrado de característica 𝑝 > 0. 
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CAPÍTULO VII 

 

CONCLUSIONES 

 
1. En este trabajo se usó muchas de las definiciones principales del álgebra abstracta, 

como son anillos, cuerpos, polinomios, series de potencias, clausura algebraica, etc. 

2. En este trabajo se usó nociones del análisis, como son funciones continuas y 

convergencia de sucesiones. 

3. En este trabajo se usaron conjuntamente herramientas del álgebra y análisis. 
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ANEXO 

MATRIZ DE CONSISTENCIA 

TITULO: ‘’TEOREMA DE NEWTON-PUISEUX EN LAS CURVAS PLANAS’’ 

PROBLEMA OBJETIVOS VARIABLES E HIPÓTESIS METODOLOGÍA 
POBLACIÓN 

PROBLEMA GENERAL 

En la presente investigación pretendemos demostrar el 

teorema Newton-Puiseux en las curvas planas para así 

poder aplicarla. 

 

FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

Se quieren resolver las siguientes interrogantes. 

¿Será posible conocer las raíces de un polinomio de 

Weierstrass P, en el cierre algebraico de ℂ((𝑥))? De 

ser así ¿Cómo podríamos explicitar 

𝑃(𝑥, 𝑦) = ∏ (𝑦 − 𝛼𝑖)𝑛
𝑖=1  donde 

𝛼𝑖 = 𝜑 (𝜉𝑖𝑥
1

𝑛⁄ ) ∈ ℂ((𝑥)) ? 

OBJETIVO GENERAL 

Demostraremos el teorema de Newton-Puiseux 

que afirma que la cerradura del cuerpo de 

fracciones de ℂ⟦𝑥⟧ es ⋃ ℂ(𝑥
1

𝑛))∞
𝑛=1  

Y como consecuencia de ello mostrar que existe 

una parametrización: 

{

x = 𝑇𝑛 

y = ∑ 𝑏𝑖𝑇𝑖

𝑖≥1

     

 

de ƒ(𝑥, 𝑦) . 

OBJETIVO ESPECÍFICO 

- Estudiar el Teorema de Preparación de 

Weierstrass. 

-  Estudiar las curvas algebraicas planas para la 

demostración del teorema Newton-Puiseux 

VARIABLES DE LA 

INVESTIGACIÓN 

La variable de investigación es el 

anillo de series de potencias 

formales                      ℂ⟦𝑥, 𝑦⟧ = 𝐴 

 

HIPÓTESIS GENERAL 

Es factible parametrizar una curva 

algebraica plana representada en un 

polinomio de Weierstrass, como 

consecuencia al teorema de Newton-

Puiseux. 

TIPO DE INVESTIGACIÓN 

El presente trabajo se encuentra inmerso en 

un nivel de investigación básica, tanto en los 

resultados obtenidos y como en su 

aplicación, teniendo como el universo, el 

álgebra. 

DISEÑO DE INVESTIGACIÓN 

Presentamos un soporte teórico del anillo de 

las series de potencias formales, luego 

presentamos el teorema de preparación de 

Weierstrass que permite escribir una serie de 

potencias en un polinomio y probamos el 

teorema de Newton Puiseux cuya 

consecuencia permite ver un polinomio de 

Weierstrass en su forma parametrizada. 

 

Tenemos como 

población, las series de 

potencias formales, 

luego los polinomios de 

Weierstrass y como 

consecuencia la 

parametrización. 
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