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RESUMEN

ECUACION DE BLACK-SCHOLES CON IMPULSO APLICADO AL

MERCADO DE ACCIONES

Karol Anibal Véliz Vilchez

2021

Asesor: Dr. Paulo Seminario Huertas

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematicas

La presente investigacion pretende determinar una solucion para la ecuacion
de Black-Scholes con impulso aplicado al mercado de acciones. Para ello se
realizard una investigaciéon basica de tipo inductivo y deductivo teniendo presente
gue los impulsos son perturbaciones abruptas que se pueden dar de manera
instantanea ya que ocurren en un corto espacio de tiempo, por tal motivo dichos
impulsos representaran los shocks; se sabe que los mercados de acciones o
financieros estan sujetos a shocks repentinos, como riesgos politicos, fuga de
inversiones, quiebras de empresas, entre otros. Esto nos lleva a considerar tales
efectos en la fijacion de precios de activos financieros. Finalmente usaremos la
teoria de la integracion no absoluta en el espacio funcional para obtener el valor de
la opcion de compra de un activo financiero en un momento “t” mediante la ecuacion

diferencial de Black-Scholes con impulsos.

Palabras claves: Ecuacion de Black-Scholes, mercados financieros, opcion de

compra



ABSTRACT

BLACK — SCHOLES EQUATION WITH MOMENTUM APPLIED TO THE

STOCK MARKET

Karol Anibal Véliz Vilchez

2021

Asesor: Dr. Paulo Seminario Huertas

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematicas

The present investigation intends to determine a solution for the Black-Scholes
eguation with impulse applied to the stock market. For it, a basic investigation of
inductive and deductive type will be carried out, bearing in mind that the impulses are
abrupt disturbances that can occur instantly and that occur in a short space of time,
for this reason, single impulses will represent the shocks; it is known that the stock
and financial markets are subject to sudden shocks, such as political risks,
investment flight, company failures, among others. This leads us to consider such
effects in the setting of financial asset prices. Finally, we will use the theory of
absolute integration in the functional space to obtain the value of the purchase option
of a financial asset at a “t” moment by means of the differential Black-Scholes

equation with impulses.

Keywords: Ecuacion de Black-Scholes, financial markets, purchase option
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INTRODUCCION

Un activo financiero es un reclamo por algun pago y puede tomar la
forma fisica de una hoja de papel en la que esta escrito un contrato legal
especificando el reclamo. Tales activos son negociados con frecuencia:
comprados y vendidos. Es importante establecer el valor monetario, aqui y
ahora de un activo financiero, ya que, si no se conoce su valor correcto,

entonces no se puede negociar de forma justa.

Un billete de banco (dinero) es también una hoja de papel que indica un
valor monetario donde su valor esté escrito en el. Esto también sucede con un
cheque. Por otro lado, el valor monetario de un conjunto de acciones de una
empresa se puede estimar mediante el nimero total de las acciones emitidas
por la empresa y del valor total de la empresa dado por su balance. Este valor
es determinado por el mercado de valores y se informa diariamente en los

periédicos y/o otros medios.

Pero existen otros tipos de activos financieros cuyos valores son mas
dificiles de determinar. Este es el caso, por ejemplo, de los contratos de futuros
y de opciones. Los contratos de futuros y las opciones son fundamentales para
entender los derivados, es decir, activos cuyos valores dependen del valor de

otros activos.

Es asi que el presente proyecto pretende cerrar la brecha entre el
estudio de la realidad econémica de la opcion de compra y la matematica no

deterministica mediante el estudio de la ecuaciéon de Black-Scholes con



impulso, donde se puede considerar sus chogues econémicos en el mercado

de acciones.



l. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcién de larealidad problematica

En el modelo de Black-Scholes, el precio de un activo econémico es una
funcién aleatoria temporal y se considera un movimiento browniano geometrico.
Esto implica que si el valor x;_; ocurre en el tiempo t;_,, entonces la
probabilidad de que en ¢; el proceso tenga valor x;, u; < x; < v; es dado por

vji 1 Inx; — Inx;_1)?
f —exp <— (In, -1 > dx;,
u

24, — +.
; xjAj 20 t] t]—l

donde 4; es el factor de normalizacion \/27102(1:]- —tji—1), paraj =12,..,n.

Al fijar el precio de un activo derivado, tal como una opcién de compra
europea, cuyo valor depende del movimiento del valor del activo adyacente, la

probabilidad involucrada es dada por

1 2
jvj 1 1 [Inxj —Inxj_; — (u— 702)(tj —tj_1) - 4
w54 | 207 tj = tj-1 G = b0 &

donde ¢ es la volatilidad y u es la tendencia ( tasa de desviacién) del

movimiento browniano.

En general, la probabilidad de que, en el momento t;, el precio del activo

subyacente sea x;, donde u; < x; <v; y1 < j < n, esta dada por la integral

J‘Ul Jvn
U, u

n j=

n

Bjdx1 ...dxn,
1



Doénde

1 2
1 1 [Inxj —Inxj_y — (r — 702)(tj —tj_1)
Bi = ——exp|—

XjA;

(ti —ti_q)
2 — ¢t T
20 b —tj-1

yA; = JZnaz(tj —ti_1),1<j<n

La teoria de valoracién requiere que se amplie el espacio muestral para
los eventos ocurridos usando el teorema de Kolmogorov para un ¢ — algebra
de conjuntos medibles en un espacio muestral de dimension infinita, cuyos
elementos representativos son funciones continuas, esto requiere que el
proceso involucrado sea representado por una ecuacion diferencial estocastica
apropiada, con una medida adecuada para dicho espacio muestral mediante
los teoremas de Girorsanov y Radon-Nikodym, requiriendo también que el valor
del activo derivado sea determinado por medio de un valor esperado

(esperanza) a partir del uso de la integral de Lebesgue.

P. Muldowney consider6 una opcién de compra europea, cuya
dependencia del valor del activo subyacente tiene una forma muy simple,
obteniendo un valor estadistico esperado dado por una integral en n
dimensiones. Asi, P. Muldowney obtuvo un resultado similar al resultado
conocido por el modelo continuo utilizando la integral de Henstock en lugar de
la integral de Lebesgue. Ademas de esto, el valor esperado satisface la clasica

ecuacioén diferencial parcial de Black-Scholes

El presente proyecto visa a estudiar el trabajo realizado por P.

Muldowney, para un proceso sujeto a acciones impulsivas en momentos



predeterminados. Con este fin, se usara la teoria moderna de integracion no
absoluta basada en la teoria generalizada de integracion de Riemann de

Henstock y Kurzweil.

1.2. Formulacion del problema

1.2.1. Problema general
¢ Existe una solucién para la ecuacion de Black-Scholes con impulso

aplicado al mercado de acciones?

1.2.2. Problemas especificos
¢, Sera posible encontrar técnicas de integracion para procesos estocasticos

con impulso?

¢, Sera posible predecir el valor de una opcion de compra cuando hay shocks

en el mercado de acciones via ecuaciones estocasticas?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general
Probar que existe una solucién para el problema de Black-Scholes con

impulso aplicado al mercado de acciones.

1.3.2. Objetivos especificos
Probar que existe una integral bien definida para procesos estocasticos con

impulsos.

Probar que es posible determinar el valor de una opcion de compra cuando

hay shocks en el mercado de acciones via ecuaciones estocasticas.



1.4. Limitantes de la investigacion

1.4.1. Teorica

Al realizar una investigacion en la literatura con respecto al tema a
desarrollar, se ha visto que no se cuenta con trabajos relevantes a nivel
nacional, por este motivo, los trabajos tedricos de referencia son de nivel
internacional, los cuales son obtenidos en su mayoria por medio de articulos
cientificos en revistas especializadas. Es asi que la principal limitacion es el
acceso a dicho material, ya que la mayoria de revistas consideran un monto a
pagar por sus articulos ademas de ser un tema nuevo en el mercado

financiero.

Segun Torres Bardales “La limitante tedrica esta determinada por la

existencia de investigaciones afines a la que pretendemos realizar”. pg 80

1.4.2. Temporal
En la actualidad, dada la coyuntura que pasa el pais por el motivo de la
pandemia causada por el virus Sars — cov 2, los diferentes trabajos optaron por
una sobrecarga laboral desde casa, esto hace que el tiempo dedicado a la
investigacion se reduzca considerablemente por lo cual lo considero un

limitante temporal.

Segun Torres Bardales “Las investigaciones empiricas y los analisis

tedricos tienen fecha de inicio y de término” pg 81

1.4.3. Espacial
Conforme a los lineamientos establecidos por el Ministerio de Educacion

y la Superintendencia de Nacional de Educacion Superior Universitaria



(SUNEDU) dictados en el marco de la emergencia sanitaria para prevenir y
controlar el COVID-19, en los que se menciona que no se puede desplazarnos
libremente, no se puede acudir a centros de estudios como biblioteca o la
ciudad universitaria, etc, la presente investigacion se proporcionara de manera

virtual.

Segun Torres Bardales "Se refiere al area geografica en el cual esta

comprendido el problema de investigacion". pg 82.



Il. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1. Internacionales
Se considerara los siguientes antecedentes internacionales para

enmarcar la relevancia del presente trabajo.

1) Beatriz Salvador & Cornelis W. Oosterlee (2021), “Total value
adjustment for a stochastic volatility model. A comparison with the
Black—Scholes model”. Mencionan que desde la crisis financiera del 20
de julio de 2008, el ajuste del valor total (XVA) debe incluirse al fijar el
precio de los derivados financieros. En el presente documento, los
valores de los derivados de las opciones europeas y americanas se han
valorado teniendo en cuenta el riesgo de contraparte. De acuerdo con
la dinamica de Black-Scholes, las opciones europeas y americanas que
consideran el riesgo de contraparte ya han sido cotizadas, aqui la
contribucion novedosa es la introduccién de volatilidad estocastica que
resulta en una ecuacioén diferencial parcial del tipo de volatilidad
estocéastica Heston que debe resolverse. Derivan la ecuacion diferencial
parcial modelando el XVA cuando se supone la volatilidad estocéstica.
Tanto para las opciones europeas como para las americanas, luego
deducen un problema lineal y uno no lineal. Para obtener una solucién
numerica, se han considerado condiciones de contorno adecuadas y
apropiadas. Ademas, se ha implementado un método de caracteristicas

para la discretizacion temporal combinado con un método de elementos



2)

3)

finitos en la discretizacidon espacial. La exposicion esperada y la
exposicion futura potencial también se calculan para comparar el
modelo actual con el modelo Black-Scholes asociado.

Meng Zhang & Quanxin Zhu (2019) “Input-to-state stability for impulsive
stochastic nonlinear systems with delayed impulses”. En este articulo,
se investigan los problemas de las propiedades estocasticas de
estabilidad de entrada a estado (SISS) para sistemas impulsivos
estocasticos no lineales con impulsos retardados. Empleando el método
de Lyapunov junto con un enfoque de intervalo impulsivo promedio, se
establecen las condiciones suficientes para asegurar las propiedades
para sistemas estocasticos impulsivos con todos los subsistemas
estables. Ademas, las propiedades de ISS también se derivan

para los sistemas estocasticos cuando el sistema tiene subsistemas
tanto estables como inestables. Entonces, también se estudia sistemas
impulsivos con multiples saltos, es decir, hay diferentes impulsos en un
sistema. Por ahora no ha habido trabajos que consideren saltos
multiples para casos estocasticos. Finalmente, se proporcionan dos
ejemplos para ilustrar la efectividad de nuestros resultados.

Bonotto & Azevedo (2013) “On asymptotic stability in impulsive
semidynamical systems” En el presente articulo estudiamos resultados
sobre estabilidad asintética para sistemas semi dinamicos con impulsos
en tiempos variables. Al considerar un sistema semi dinamico impulsivo
(X, m; M, ), establecen las condiciones para que un subconjunto

cerrado A de X sea asintéticamente estable en el sistema impulsivo.



Para obtener los resultados utilizaron los funcionales de Lyapunov. En

conclusién, muestran que el tiempo continuo de tres especies de presa-

depredadores controlados por una entrada de control de

retroalimentacion no lineal sigue siendo globalmente asintética estable

si se considera tal sistema con perturbacion de impulsos.

2.1.2. Nacionales

Debido a la naturaleza matematica y econdmica del trabajo se encontrd

los siguientes resultados nacionales.

1)

2)

Jorge Chavez (2004), “El modelo de black-scholes”. En este trabajo
se presenta el modelo de Black-Scholes, a través del mas popular de
los contratos financieros, esto es, la opcién de compra europea. Se
establece la formula de valuacion martingala para reclamos
contingentes en general y se muestra una aplicacion de ella
mediante la obtencién del precio del contrato call. Al final se
establece también la ecuacion de Black-Scholes, que es una
ecuacion diferencial parcial no lineal de segundo orden, y que
constituye una forma alternativa para la preciaciéon de activos
derivados.

Sandra Nufiez (2009), “Adaptacion del modelo Black-Scholes en la
simulacion de un portafolio de acciones”, menciona que el modelo de
Black-Scholes fue publicado en 1973. Para este modelo, el
movimiento browniano geomeétrico esta asociado a la dinamica de los
precios de las acciones, la cual esta descrita por una ecuacion

diferencial estocéastica. Este modelo tiene debilidades que estan

10



3)

relacionadas a la inexactitud de sus presunciones con respecto a lo
gue sucede en el mercado de valores y a los factores externos que
son incontrolables. Por ello, se ha realizado un estudio de mejora del
mismo, para lo cual se ha escogido cuatro empresas que son
representativas del mercado de valores del pais. Se ha planteado
cuatro propuestas en las que se modifica el valor de la volatilidad y
mediante el software SciLab se simulan los valores de las acciones
para cada una de las empresas y luego se comparan los resultados y
se escoge la que estima mejor el precio de las acciones y con la que
se obtiene un error menor.

Luis Huaringa (2018), “Ecuaciones diferenciales parciales aplicado a
finanzas: modelo de Black-Scholes”. Menciona que desde la
publicacién del modelo Black—Scholes dicho modelo ha tenido un uso
satisfactorio que ayuda en la toma de decisiones en sistemas
financieros y empresas. Ademas, el modelo nos sirve para estimar el
valor de las acciones a tiempo futuro, tanto en compra como venta,
resolviendo una igualdad que sigue un movimiento browniano. El
trabajo tiene como finalidad el resolver la ecuacion en derivadas
parciales de Black-Scholes, reduciéndola a través de un cambio de
variables a la forma de una ecuacion de calor la cual facilitard su
desarrollo. Luego pasara a resolver dicha ecuacion usando
transformada de Fourier obteniendo asi su solucion. Por ultimo, la
solucion de la ecuacidon podra pasar a ser estudiada y aplicada en un

caso real en el cual se podria escoger cualquier accion que cotice en

11



la bolsa de valores como activo. Una vez resuelta la ecuacion se
plantearan formas las cuales se pueden aplicar en las acciones de
las principales empresas que coticen en Pera y a través de estos
datos se calcularan los valores para la call europea teniendo en
cuenta el beneficio que nos otorga el modelo en la prediccién de
estas opciones, y que tan preciso es y a su vez se encontrara sus

posibles aplicaciones y usos en la bolsa de valores.
2.2. Bases teoricas

Esta seccion esta dedicada a mostrar los resultados mas relevantes de la
teoria donde se enmarca el presente trabajo, para esto se seguira lo mostrado

en:

2.2.1. Lemade It
El precio de una accion es una funciéon que depende del precio de la
accion subyacente y del tiempo. En general, decimos que la funcion precio de
cualquier derivado es una funcién que depende de la precio y tiempo del
derivado adyacente. Un resultado importante en esta area fue descubierto por
el matematico K. Ité, en 1951, conocido como Lema de Itd. Antes de informar

este resultado, definamos el proceso It0.

Definicion 1. Sean a y b funciones que dependen de las variables x y t, es

decir, a = a(x,t) y b = b(x, t). Un proceso It6 esta representado por

dx = a(x, t)dt + b(x,t)dz

Doénde
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a) a(x,t) es la deriva o tendencia instantdnea del proceso It6;

b) b2(x,t) es la tasa de varianza instantanea del proceso;

c) dz es el incremento de Wiener, es decir, dz = evVdt donde ¢ es una

variable aleatoria que obedece una distribuciéon normal N(0,1).
El proceso It tiene las siguientes propiedades estadisticas:

e [E(dx) = a(x,t)dt;

e var(dx) = b?(x, t)dt.
Lema de Itd6. Supongamos que la variable x sigue un proceso It0,
dx = a(x, t)dt + b(x,t)dz (1.2)
Sea f una funcién que depende del proceso x y del tiempo, es decir,

f = f(x,t). Asumamos que f es una funcion de clase C?(R X R,.

Entonces f sigue un proceso Itd que satisface lo siguiente ecuacion estocastica

of af 19> of
df <a +E+Eﬁb dt+abdZ,

donde dz es el mismo proceso de Wiener de la ecuacion (1.1) .

En la hipotesis de Lema de 1t6, la tasa de deriva o tendencia y la tasa de

varianza del proceso f estan dadas por

of

f 2 of 2 .
ax -|- -|- " zb y (a) respectlvamente.
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2.2.2. El proceso de Wiener o movimiento browniano
En 1828, el botanico Robert Brown observd un movimiento irregular de
polenes en el agua. Hoy, este movimiento se llama movimiento browniano o
proceso de Wiener. A principios de siglo XX, se descubrieron aplicaciones
importantes del movimiento browniano. la primero ocurrié en la teoria de los
precios de las acciones flotantes de L. Bachelier (1900). La segundo se dio en
la investigacion de las propiedades de la densidad de particulas en una

determinada posicién y tiempo por A. Einstein (1953).

La definicion formal del movimiento browniano se presenta a

continuacion.

Definicion 1. Un movimiento browniano o un proceso de Wiener, es un
proceso estocastico de valores reales {W,};er, T =[0,+o[ 0T = [0,T](T € R,)
definido en un espacio de probabilidad (2, F, P), cumpliendo las siguientes

condiciones:

1. P(W,=0)=1y W, escontinuo paratodot € T;

2. para cada n > 1y en cualquier momento 0 <t, <t; <t, <-<t,, las
variables aleatorias Wy , W, — W, ...,W, — W, _ son independientes;

3. Para 0<s <t el incremento W, — W, tiene una distribucion normal

(gaussiana) con media cero y varianza o?(t — s), es decir,
P(W, — W, € A) J ! ( il )d
- = ——————exp|\ 57— |dx
o A4 /2mo?(t —s) 20%(t — )

donde A € Q.
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El pardmetro o2 en la definicién anterior se conoce como
varianza. Un proceso con o2 = 1 se llama movimiento browniano
canonico. La existencia del movimiento browniano puede ser

demostrada por varios argumentos. Véase, por ejemplo, [19].

Definicion 2. Un proceso de {W;}ier, T = [0,+o[ 0o T = [0, T|(T € R,), de
valores reales positivos es un movimiento browniano geométrico, si {In(W;)};er

€S un movimiento browniano.
2.3. Conceptual

2.3.1. Fundamentos del mercado financiero
A continuacion, presentamos un breve resumen de algunos conceptos
en Finanzas que usaremos mas tarde. El glosario que presentamos y el uso de
términos técnicos en Finanzas han basado en los glosarios de Baxter & Rennie
(1998), Bernstein (1997), Brealey & Myers (1998), Downes& Goodman (1993),

Gélédan & Brémond (1988), Pindyck & Rubinfeld (1994), Siqueira (1999).

Un activo o bien (asset) es algo capaz de producir flujo de efectivo para
el propietario. es cualquier bien con valor comercial o valor de cambio
perteneciente a una empresa, institucion o persona fisica. Ejemplos:
bienes raices, dinero invertido, acciones, joyas, etc.

Valor mobiliario (security) es un instrumento que indica participacion en
una empresa. (acciones), la relacién de un acreedor con una empresa o
entidad gubernamental (obligaciones), o derechos de propiedad
representados por instrumentos tales como opcién, derecho de

suscripcién y bonos de suscripcion.
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Accion (share) es el valor emitido por las empresas y que representa
una parte del capital. Es el documento que indica que su poseedor es
propietario de una cierta fraccion de una determinada empresa. Las
acciones representan la fraccion mas pequefia del capital social de estas
empresas, es decir, es el resultado de la division del capital social en
partes iguales. Cuando es emitido por empresas abiertas o similares se
negocian en la bolsa de valores o en el lamado mercado bursatil. Por
tanto, el inversor se convierte en socio de la empresa de la cual adquirié
las acciones y las facultades que se le atribuyen, estan limitados por el
tipo de acciones que compré y también por el nimero de acciones que
posee.

Los productos basicos (commodities) son productos como cereales,
metales y alimentos que se comercializan en una bolsa de productos
bésicos o en el mercado al contado.

Dividendo (dividend) es la parte de las ganancias de la empresa que se
distribuye a los accionistas, segun el nUmero de acciones poseidas.
Suele ser el resultado de las ganancias obtenidas por una empresa.

La rentabilidad o rendimiento (return) es la medida de la ganancia
financiera nominal sobre el total de la inversion, expresada en términos
porcentuales. Ejemplo: una inversién inicial de S/. 100,00, que hoy vale
S/. 107,00, generd una ganancia financiera nominal de R $ 7,00 y una
rentabilidad del 7%.

Riesgo (risky) es el grado de incertidumbre de la rentabilidad de una

inversion. Ejemplo: afirmar que una inversion es de alto riesgo significa
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gue tenemos pocas posibilidades de predecir con precision el retorno de
esta inversion. Por otro lado, esta inversion ofrece la posibilidad de un
retorno mas alto que una inversion conservadora. En la jerga financiera,
la palabra "riesgo" siempre es asociado con la probabilidad de
ganancias o pérdidas por encima o por debajo del promedio del
mercado. El inversionista debe estar atento a esa diferencia, porque en
el lenguaje cotidiano la palabra "riesgo” muchas veces es usada para
indicar la posibilidad de pérdida (disminucién) o mantenimiento del
estado actual, excluyendo la posibilidad de ganancia (retorno o
crecimiento).

Bonos o titulos (bonds) es el reconocimiento formal, por escrito, de una
deuda, por lo cual una de las partes se compromete a pagar una
determinada cantidad, en una determinada fecha futura, mas intereses,
en fechas fijas, hasta el vencimiento.

Activo financiero (finalcial asset) es cualquier titulo o valor que
represente una parte del capital o deuda. Ejemplos: bonos del gobierno,
contratos de derivados, acciones, etc.

Derivados (derivative) son activos financieros cuyos valores y
caracteristicas de negociacion estan ligados a los activos que sirven de
referencia (Ilamados activos base). La palabra "derivado” proviene del
hecho de que el precio del activo se deriva de otro activo (activo base).
Ejemplo: opcion Petroperq, el precio de esta opcion se deriva del activo

base “Accion de Petroperu”
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La tendencia (drift), que representamos con la letra |, es la tasa de
rendimiento esperada de un activo respecto a una medida de
probabilidad.

La volatilidad (volatility), que representamos con la letra o, es un
indicador que mide el riesgo de una determinada inversion. Cuanto
mayor sea la volatilidad, mayor sera el riesgo para el inversor, en
comparacion con el resto de fondos del segmento en cuestion. El calculo
de este indicador considerala dispersion hacia arriba o hacia abajo de la
rentabilidad diaria en relacion con la rentabilidad media en un periodo
determinado (desviacion estandar). También mide el grado medio de
variacion de precios de un titulo (valor) o fondo de inversién en un
periodo de tiempo determinado. Alta volatilidad significa que el valor de
la cotizacion presenta una fuerte variacion.

La venta corta es una forma de negociacion en la que un comerciante
vende un activo financiero o derivado que no es de su propiedad,
esperando que su precio baje, para luego comprelo, cerrando su
posicién y obteniendo los beneficios de la transaccion. Ejemplo: Juan se
da cuenta que el precio de las acciones de la empresa A es muy alto, en
S/. 50, y que una caida en el precio es inminente. Juan no tiene ningun
rol en la empresa A. Alun asi, decide vender 1000 documentos. Su
cuenta en el corredor de bolsa se acredita a 1000 x S/. 50 = S/. 50.000.
Dias después, la expectativa de Juan se hace realidad y el precio

realmente baja, llegando a S/. 40. Juan, luego, compre 1000 papeles. Su
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cuenta se carga a 1000 x S/. 40 = S/. 40.000. Con esto Juan obtuvo una

ganancia de S/.50 000 — S/. 40 000 = S/. 10 000

El riesgo obvio de tal operacion es que la expectativa no se cumple y el
precio aumente en lugar de bajar. Si, en nuestro ejemplo, el precio de A
alcanza S/. 60, Juan sufriria una pérdida de S/. 10.000. En teoria, no hay
limite en el precio de un activo o derivado. Un comerciante podria sufrir
una pérdida infinita en una transaccion de venta corta. La ganancia, sin
embargo, es limitado al monto acreditado en el momento de la venta, y
el concesionario solo obtendra este beneficio cuando el precio del activo

llega a cero.

Arbitraje (arbitrage) es la compra de un valor mobiliario y su venta
simultanea al obtener beneficios libres de riesgo u obtener beneficios
garantizados sin incertidumbre, con uno o mas transacciones de
mercado. El arbitraje es la obtencion de beneficios con diferencias de
precio cuando el mismo titulo (valor), divisa 0 mercancias se negocia en
dos 0 mas mercados. Ejemplo: suponga que dos bancos Ay B
establecen la tasa de interés anual en un monto de 8% y 10%
respectivamente. Un arbitro debe tomar la mayor cantidad posible de
préstamos del Banco A y depositar todo valor en el banco B, ya que la
ganancia del 2% es segura. Un mercado libre de arbitraje no tiene
determinadas oportunidades de lucro seguros. Una oportunidad de
arbitraje podria ser una estrategia de negociacion autosuficiente que

comienza con cero y termine, en una fecha futura, con un valor positivo.
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Se dice que un mercado esta libre de arbitraje si no existen tales
oportunidades de arbitraje.

Los costos de transaccion (transaction costs) son los costos de
compra y venta de un valor mobiliaria, que consisten principalmente en
comisiones de corretaje, margen del inversor o una tarifa (como, por
ejemplo, la tarifa cobrada por un banco o corredor para negociar titulo
(valores) de gobierno), pero también incluye impuestos directos, como la
comision de la SEC en EE. UU., asi como cualquier impuesto
gubernamental sobre transferencias y otros impuestos directos.

El banco ideal es el banco donde las tasas de interés de depdsitos y
préstamos son iguales y no hay tarifas de servicio y transaccion. Las
tasas de interés también son independientes del monto principal.

El mercado perfecto es un mercado sin costos de transaccion y
subasta; en él todos los acuerdos se cumplen; es posible comprar /
vender cualquier cantidad de cada valor mobiliario; las transacciones
ocurren continuamente y existe la posibilidad de ventas en corto
ilimitadas; hay ausencia de impuestos; La liquidacién es instantanea, la
transaccion se realiza en efectivo, al contado (sin pago a plazos) y hay
un banco ideal constante. En el caso de las acciones, no se considera el
dividendo, los bonos, el cupon.

Cartera (portfolio) es un conjunto de titulos (valores) mantenidos por un
fondo mutuo o por un inversionista. Es una cartera de titulos (valores),
es decir, un conjunto de valores de renta fija y variable, de propiedad de

personas fisicas o juridicas.
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2.3.2. Mercado de derivados
Los mercados de derivados se pueden caracterizar como innovaciones
financieras, ya que surgieron como nuevos productos para mejor la distribucion
del riesgo individual y previsibilidad de precios. Estas dos funciones
econdémicas son importantes y el mercado las tiene realizando en los ultimos

afos debido a la liquidez obtenida.

La distribucion del riesgo es posible gracias a la cobertura, una
operacion que permite la realizacion de seguro contra las fluctuaciones de
precios. La segunda funcion corresponde a la informacion que este mercado
proporciona los precios a plazo de los activos base, es decir, en la prevision

gue este mercado hace del mercado a la vista (o al contado).

Asi, se puede decir que el mercado de derivados existe para facilitar la
transferencia / distribucién del riesgo entre los agentes econémicos, al mismo
tiempo que, debido a las expectativas creadas y gracias a la ley de la oferta y la
demanda, influye directamente en la formacién futura de precios de bienes y

activos financieros negociados en estos mercados.

Los derivados ayudan en la gestion de riesgos del instrumento al que se
refieren y estan vinculados a la vida de empresas y bancos, convirtiéndose en

instrumentos indispensables en la gestion financiera moderna

JC Hull (1997) define los derivados (también llamados activos
contingentes como productos o Instrumentos financieros derivados de otro
activo, conocido como activo base. Hay tres grupos de derivados: contratos a

plazo y futuros, opciones y swaps.

21



Contrato a plazo (forward contract) es un acuerdo que establece que un
activo serad comprado y vendido en una fecha futura establecida a un
precio fijado en el presente.

Contrato de futuro (future contract) es similar a un contrato a plazo con
la excepcidn de que los contratos de futuros se negocian en bolsas y
estan sujetos a la revalorizacion diaria del precio de referencia.

Opciodn (option) son contratos que otorgan el derecho (no la obligacién)
de comprar o vender un determinado activo en una fecha futura
especificada, otorgado contra el pago de una cantidad acordada entre
las partes. Si el derecho no se ejerce después del periodo especificado,
la opcidn finaliza al vencimiento y el comprador de la opcion pierde el
monto pagado para obtener la opcion.

Swap es la jerga utilizada en el mercado financiero para un contrato de
intercambio, ya sea divisas, commodities o activos financieros. Ejemplo:
si obtenemos un activo que devenga una comisién prefijada, a través de
un contrato de swap, podemos canjearlo por un activo que produce

variacion tipo de cambio méas un cupon.

En la siguiente seccion, nos centraremos en Opciones, que es nuestro

tema de estudio.

2.3.3. Opciones
Hemos visto que un contrato de opcién otorga el derecho (no la
obligacion) de comprar o vender un activo determinado en una fecha futura
especificada, otorgado mediante el pago de una cantidad acordada entre las

partes. La fecha en la que expira el contrato de opcion se denomina fecha de
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ejercicio o vencimiento (exercise date or maturity) y el precio fijado hoy se llama

precio de ejercicio de la opcion (strike price).

Existen diferentes tipos de opciones, como las opciones americanas y
europeas. La opcion americana es una opcion que puede ser ejercida en
cualguier momento hasta la fecha final del ejercicio. La opcién europea es una

opcion que solo se puede ejercer al vencimiento.

Nos centraremos en las opciones europeas, que es el objetivo del

trabajo.

Hay dos tipos basicos de opciones: opcién de compra y opcion de venta.

1. Opcién de compra (call option) es la opcidn que otorga al titular el
derecho, pero no obliga comprar un activo en una fecha futura
(generalmente 3, 6 0 9 meses), por un precio fijo establecido. Por ese
derecho, el comprador de la opcion de compra paga al vendedor de la
opcion, llamado lanzador, una comisién llamada premium, que se
perdera si el comprador no ejerce la opcién hasta la fecha pactada. Por
lo tanto, el comprador de una opcién de compra especula, esperando
que el precio de las acciones — objeto aumente dentro del periodo

especificado.

Consideremos el siguiente ejemplo presentado por JC Hull en (1997):
supongamos que un comerciante quiere comprar un contrato de opcion de
compra europea por 100 acciones de IBM, el precio de ejercicio es de $ 100
por accion y la fecha de vencimiento es de dos meses. Supongamos que el

precio de la accion es de $ 5, es decir, el comprador debe pagar una prima
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de $ 5 por accion. Supongamos también que el precio actual de las acciones
es de $ 98. Como la opcion es europea, el comprador puede ejercer la
opcion solo en la fecha de vencimiento. Si en la fecha de vencimiento el
precio de la accion es inferior a $ 100, claramente el comprador no ejercera
la opcidn, ya que no hay razon para comprar una accion por $ 100, con un
valor de mercado menor. En estas circunstancias, el comprador pierde la
inversion inicial total de $ 500. Por otro lado, si en la fecha de vencimiento el
precio de la accion es superior a $ 100, el comprador ejercera la opcion.
Supongamos, por ejemplo que el precio de la accion es de $ 115 al
vencimiento. Al ejercer la opcion, el comprador comprara 100 acciones por $
100 cada una. Si la accién se vende inmediatamente, el comprador obtendra
una ganancia de $ 15 por accion, es decir, $ 1,500.00 (ignorando los costos
de transaccion). Cuando el costo inicial de la accion es tomado en cuenta, la
ganancia neta para el comprador es de $ 10 por accion, es decir, $ 1.000.
Consideremos ahora la situacion en la que el precio de la accién es de $ 103
al vencimiento. El comprador también ejercera la opcién, aun teniendo en
cuenta que perdera 200 délares. pues si no se ejerce la opcion se perderia $

500.

La opcion contraria a la opcion de compra es,

2. Laopcidén de venta (putt option), lo que garantiza al comprador el
derecho a vender un activo por un precio establecido hasta la fecha de
vencimiento. Los Compradores de las opciones de venta apuestan por la
caida del precio de la accion _ objeto. Ejemplo: consideremos un

comerciante que quiere comprar un contrato de opcion de venta europea
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sobre 100 acciones de Exxon cuyo precio de ejercicio es de $ 70, es
decir, él compra el derecho de vender 100 acciones de Exxon por $ 70
cada uno. Suponga que el precio actual de la accion es $ 66, la fecha de
vencimiento es en tres meses y el precio de la opcion esde $ 7 ($ 7 por
accion). Como la opcion es europea, el comprador puede ejercer la
opcion solo en la fecha de vencimiento. Si en la fecha de vencimiento el
precio de la accion fuera menor de $ 70, el comprador ejercera la
opcion. Supongamos, por ejemplo, que el precio de la accion es de $ 50
al vencimiento. Al ejercer la opcion, el comprador comprara 100
acciones por $ 50 cada una. y, bajo la opcion de venta, vendera las
mismas acciones por $ 70, obteniendo una ganancia de $ 20 por accion,
es decir, $ 2,000 (ignorando los costos de transaccion). Cuando el costo
inicial de la accion es tomado en cuenta, el beneficio neto para el
comprador es de $ 13 por accién, es decir, $ 1300. Si el precio de la
accion es mayor de $ 70 al vencimiento, el comprador no ejercera la
opcién porgue la opcion no tendra valor y el comprador perdera $ 7 por

accion, o $ 700.

Definicién de términos basicos

Las siguientes definiciones las podemos encontrar en P. Muldowney

(1999) Topics in probability using generalised Riemann integration,

Mathematical Proceedings of the Royal Irish Academy

Definicion 1. Una medida de probabilidad, o simplemente una probabilidad P,

es una funcion real de conjuntos, definido en un o — algebra F de subconjuntos
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de un conjunto no vacio Q, que satisface:

a) P >0, paratodo A € F (positividad)
b) P(Q) =1 (normal)
c) P(UZ A =210 P(4,),siA, €F, n=12,..yA, NA,, =@Bparan #

m(o — aditividad)

Las condiciones a), b) y ¢) anteriores se conocen como axiomas de

Kolmogorov.

Definicidon 2. Un espacio de probabilidad es un triple ordenado (Q, F, P)

donde:

a) Q es un conjunto arbitrario no vacio
b) F es un o — algebra de subconjuntos de Q

c) P es una medida de probabilidad

En lenguaje probabilistico, los puntos w € Q representan los posibles
resultados de una experimento aleatorio, los subconjuntos A € F se denominan
eventos y la probabilidad P es una aplicacién que asigna grados de

incertidumbre a los eventos F.

El concepto de independencia, que se definirad a continuacion,
particulariza la teoria de probabilidad como una rama distinta en la teoria

general de la medida.

Definicion 3. Sea (2, F, IP) un espacio de probabilidad. Diremos que los

eventos Ay B en F son independientes si:
P(A N B) = P(A).P(B)
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Una clase de evento € c F se llamara una clase de evento
independiente si, para toda la coleccion finita de eventos 44, 4,, ..., A, €n &,

tenemos

Definicidn 4. Si ¢; € F es una clase de evento, con A perteneciente a un
conjunto de indices A, diremos que {¢;: A € A} es una familia de clases

independientes si, para cada seleccidén de A, € ¢, laclase {4,: 1 € A} contiene

solo eventos independientes.

En lo que sigue, consideraremos (£, F, P) un espacio de probabilidad y

(Q,F)) un espacio mensurable.
Definicién 5. Una aplicacion X:Q —» Q es F — F medible, si
X '(B)={w € Q:X(w) € B} € FparatodoB € F..

Definicién 6. Una aplicacion X: Q —» Q que es F — F medible se llama
elemento aleatorio con valores en Q (notacion: X : (Q, F) — (Q, F)). Cuando

Q" =R(R® yF = B(R)(B(R")), el elemento aleatorio X se llama variable

aleatoria (vector aleatorio)

Definicién 7. Sea X una variable aleatoria continua. La funcién de densidad de
probabilidad de X es una funcién fy(x) que satisface las siguientes

propiedades:

1. fx(x) =0, paratodo x € R
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2. fj;ofx(x) dx =1

3. Paracualquier a,b € R,a < b, tenemos P(a < X < b) = f: fx (x)dx.

La funcién de distribucién de probabilidad de X estéd definida por

Fe(x) = P(X < %) = f ) dy,

para cada x € R. Definimos el valor promedio o esperado de X por

E(X) = j+ooxfx(x) dx

y la varianza de X por var(X) = E(X?) — [E(X)]?.
Ahora definiremos un tipo especial de distribucion: la distribuciéon normal.

Definicién 8. Se dice que una variable aleatoria continua X tiene una
distribucion normal, con parametros u y o2, si su funcién de densidad de

probabilidad esta dada por

1 _ 2
o) = grzemn (-2

para cada x € R. El valor esperado de X viene dado por E(X) = uy la

varianza var(X) = o2. En este caso, escribimos X ~ N(u, ¢2).

En la siguiente definicion, estableceremos el concepto de proceso

estocastico.

Definicion 9. Un proceso estocastico es una estructura que consta de un

espacio de probabilidad (2, F, P), un conjunto T no vacio y una aplicacion
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X:T x Q- R tal que, paracadat € T, la funcién X(t, -): Q — R es una variable
aleatoria. En otras palabras, un proceso estocastico es una coleccion de

variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (Q, F, P),

indexadas por un conjunto T.

Para cadat € T, X; o X(t) denotara la variable aleatoria X (¢, -), es decir,
X(t, -) = X(t) = X, La coleccion de variables aleatorias {X(t): t € T} también
serd denotada por X. T se llamara indice o parametros. Para cada w € Q, la
funcién X(-,w): T — R ser& llamada trayectoria, realizacién o funcién de

muestreo correspondiente a w.

29



1. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipotesis

3.1.1. Hipotesis general
Es posible encontrar una solucion para la ecuacion de Black-Scholes con

impulso aplicado al mercado de acciones.

3.1.2. Hipdtesis especificas
Existe una integral bien definida para procesos estocasticos con

impulso.

Es posible determinar el valor de una opcién de compra cuando hay shocks

en el mercado de acciones via ecuaciones estocasticas.

3.2. Definicion conceptual de variables

Variable dependiente (D)

El mercado de acciones:

El mercado de las acciones es el mercado en el que las sociedades pueden
emitir titulos con el fin de encontrar financiaciones. Los inversores que compran
estos titulos se convierten entonces en accionistas de la sociedad y obtienen
dividendos calculados a partir de los beneficios realizados por la empresa
gracias a esta financiacion y de manera proporcional al nimero de acciones

compradas.

Asi pues, el mercado de las acciones permite adquirir titulos de todas las

sociedades cotizadas en Bolsa sobre los distintos mercados financieros
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mundiales.

Variable independiente (I)

Ecuacion de Black-Scholes con impulso:

El modelo Black-Scholes es una formula utilizada para valorar el precio
de una opciodn financiera. Esta formula esta basada en la teoria de los procesos
estocasticos. El modelo Black-Scholes le debe su nombre a los dos
matematicos que lo desarrollaron, Fisher Black y Myron Scholes. Black-Scholes
se utilizdé, en un principio, para valorar opciones que no repartian dividendos. O
lo que es lo mismo, para intentar calcular cual deberia ser el precio ‘justo’ de
una opcion financiera. Mas tarde, el calculo se amplié para todo tipo de

opciones.
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3.3. Operacionalizacién de las variables

Tabla 1: Operacionalizacion de las variables

Variable Dimensiones Indicadores Método Técnica
Opcidon de compra Valor de compra Método de Documentos
a futuro escritorio o de  cualitativos
El Precio de la Volatilidad biblioteca Revisién
mercado accién Shocks en el bibliogréafica
de mercado de
acciones acciones
Tiempo de Fecha de Trabajo con equipos
contrato vencimiento de investigacion
Ecuacion de Proceso Método de Documentos
Ecuacion  Black-Scholes Browniano escritorio o de  cualitativos
de Black- biblioteca
Scholes Impulso temporal  Funcién de Revision
con impulso bibliografica
impulso Integral de It Lema de Itd

Trabajo con equipos

de investigacion
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IV. DISENO METODOLOGICO

4.1. Tipo y disefo de investigacion

4.1.1. Tipo de investigacion
La investigacion es de tipo basica, pura o fundamental, pues se utiliza
las teorias existentes para profundizar en ellas, generando nuevos

conocimientos o criterios.

4.1.2. Disefio de lainvestigacion
La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo — deductivo

tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracion.

Se empezara definiendo los términos basicos relacionados a la
economia, luego se expondréa las herramientas matematicas suficientes que
permitiran plantear el modelo de Black — Scholes con impulso ademas se
realizara una descripcion detallada de la integral de Wiener con impulso debido

a la naturaleza estocéastica del problema.

Finalmente se aplicara la teoria a un problema de valor de opcion de

compra.

4.2. Método de investigacion

Por la naturaleza de la investigacion, al ser esta del tipo basica, el
método empleado es el método de escritorio o de biblioteca, es decir, se
realizara un analisis bibliografico a profundidad con respecto a las teorias

relacionadas al presente tema de investigacion.
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4.3. Poblacion y muestra

Debido a la naturaleza tedrica del trabajo, no se aplica poblacion y

muestra para este estudio.

4.4. Lugar de estudio

Se puede considerar lugar de estudio todo espacio fisico que contribuya
en la elaboracion del presente trabajo, por ejemplo, la Facultad de Ciencias
Naturales y Matematica de la UNAC, la biblioteca central de la UNAC, un lugar

en mi hogar desde donde hago mi trabajo remoto, etc.
4.5. Técnicas e instrumentos para la recolecciéon de la informacion

Para la realizacién de este trabajo de tesis se utilizar4 la modalidad de:
Investigacion documental — bibliografica, dado que, para la realizacion de
nuestro trabajo, se revisaréa bibliografia especializada que se encontré en
repositorios de universidades nacionales e internacionales, asi como
informacion obtenida via internet, analizando de manera cualitativa los

documentos especializados en el tema.

Segun Abril (2008) "la eleccidn de técnicas e instrumentos Constituyen

los procedimientos concretos que el investigador utiliza para lograr informacion”

pg 2
4.6. Analisis y procesamiento de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesito
procedimientos de recoleccion de datos mas que la revision de bibliografia

(libros, Paginas web, paper, etc.)
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V. RESULTADOS

5.1. El modelo de Black-Scholes

5.1.1. El proceso de Wiener o movimiento browniano

En 1828, el botanico Robert Brown observé un movimiento irregular de
polenes en el agua. Hoy, este movimiento se llama movimiento browniano o
proceso de Wiener. A principios de siglo XX, se descubrieron aplicaciones
importantes del movimiento browniano. la primero ocurrié en la teoria de los
precios de las acciones flotantes de L. Bachelier (1900). La segundo se dio en
la investigacion de las propiedades de la densidad de particulas en una
determinada posicidén y tiempo por A. Einstein. Detalles sobre la teoria del
movimiento browniano se puede encontrar en Baxter & Rennie (1998),

Etheridge (2002), Karatzas & Shreve (1991) y Lamberton & Lapeyre (2000).

La definicion formal del movimiento browniano se presenta a

continuacion.

Definicion 1. Un movimiento browniano o un proceso de Wiener, es un
proceso estocastico de valores reales {W,};er, T =[0,+o[ 0T = [0,T](T € R,)
definido en un espacio de probabilidad (2, F, P), cumpliendo las siguientes

condiciones:

1. P(W, =0)=1y W, es continuo paratodot € T;
2. para cada n > 1y en cualquier momento 0 <t, <t; <t, < <t,, las

variables aleatorias Wy, W;, — W, ..., W, — W, _ son independientes;
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3. Para 0<s <t el incremento W, — W, tiene una distribucién normal

(gaussiana) con media cero y varianza o?(t — s), es decir,

P(Wt—meA)zf
A

1 x? 4
roti—s) " (‘ 202(t — s)> x

donde A € Q).

El pardmetro ¢ en la definiciéon anterior se conoce como
varianza. Un proceso con o2 = 1 se llama movimiento browniano
canonico. La existencia del movimiento browniano puede ser

demostrada por varios argumentos. Véase, por ejemplo, [ 19].

Definicion 2. Un proceso de {W;}:er, T = [0,+o[ 0o T = [0, T|(T € R,), de
valores reales positivos es un movimiento browniano geométrico, si {In(W;)}er

€S un movimiento browniano.

5.1.2. Hipotesis del modelo de Black-Scholes
Para obtener el modelo, Fischer Black y Myron Scholes admitieron las

siguientes hipotesis:

1. Elpreciode laaccion, S, sigue un proceso estocastico en tiempo continuo,
dS = uSdt + oSdz,
donde z es un movimiento browniano y la deriva o tendencia u y
la volatilidad o son constantes. (S es un movimiento browniano
geometrico);
2. El tipo de interés de corto plazo libre de riesgo r es conocido y constante

en el tiempo;
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3. La accion no paga dividendos;
4. El mercado es perfecto;
5. Es posible vender las acciones al descubierto (short - selling);

6. No existen oportunidades de arbitraje sin riesgo

5.1.3. Obtencion de la ecuacion diferencial de Black-Scholes
Sea f = f(S,t) una funcion que designa el precio de una opcion de
compra europea en el tiempo t para un cierto valor de un activo adyacente S.
Para obtener un modelo ausente de arbitraje, una construccion para la

ecuacion de Black-Scholes se hace a partir de la construccién de una cartera

(portafolio) que contiene una opcién y una determinada cantidad g—’; acciones:

—1:0pcién

JOF
ETS .acciones

Entonces, el valor de la cartera viene dado por (véase lema de It6 ecuaciéon 1

seccion 2.2.1)
a
Mi=—f+Zs (1.2)
as
El cambio en el valor de la cartera entre los instantes t y t + dt viene

dado por:

of

aSAS (1.3)

ATl = — Af +

Como S satisface la siguiente ecuacion diferencial estocastica

dS = uSdt + 0Sdz (1.4)

A
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por el lema Itd, tenemos

df = (Lus+Z +;‘35§ 252) dt + 2L oSdz (1.5)

Las versiones discretas de las ecuaciones ( 1.4) y (1.5) son

AS = uSAt + oSAz (1.6)
y
af = (Zus+ ;gs’; 252) At + 2L oSAz (1.7)

Sustituyendo las ecuaciones (1.6 ) y (1.7) en la ecuacion (1.3),

obtenemos

AHz—(%uS f+ f a2S >A —gaSAz+g[,uSAt+aSAz],

ot 2652 aS aS
0 sea,
_ _(9f  109°F o 2)
AT = (at+2652 S2) At (1.8)

Como la ecuacion (1.8) no contiene el término Az, la cartera o portafolio
esté libre de riesgo durante el intervalo de tiempo. Por lo tanto, la cartera o
portafolio esta libre de riesgo en las condiciones del modelo. Entonces, por el
principio de no arbitraje, el valor de la variacién de la cartera o portafolio debe
ser instantAneamente el mismo que la cartera o portafolio multiplicado por la

tasa de interés libre de riesgo r, es decir,

s[=r] e

Sustituyendo (1.2) y (1.8) en la ultima ecuaciéon, obtenemos
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of 10°*f of
<6t+2652 S At-r( f+£S)At

Resultando en

of of  10°f 5252 —
++Sas+2652 5 rf (1.9)

La ecuacion (1.9) es la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes.
Tiene varias soluciones dependiendo del tipo de derivada que se pueda definir,
con S como variable subyacente. el derivado particular que se obtiene cuando
se resuelve la ecuacion depende de las condiciones de contorno que se
utilizan. En el caso de la opcién compra europea, como vimos, la condicién de

contorno es
f(ST: T) = max{Sr — K, 0},

donde T es el vencimiento, K es el precio de ejercicio de la opcion (strike
Price) y S; es el precio de la accion subyacente en el vencimiento. En el caso

de una opcidén de venta europea, tenemos
f(STﬁT) = maX{K - ST: 0}

Ademas de estas condiciones, cuando S = 0, el valor del contrato se

convierte en f(0,t) = 0 paratodo t €]0,T[y shT f(S t)

=1,t€]0,T[.

Podemos observar en la ecuaciéon de Black-Scholes, que el valor

esperado del precio de la accion no es mostrado explicitamente. El argumento
econdmico para esto es que, debido a la existencia de una cobertura perfecta

para la opcion, realizada sobre un determinado niamero de acciones, ninguna
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prima por riesgo debe concederse al inversor, solamente el rendimiento de un

activo libre de riesgo.

Un punto que debemos enfatizar sobre el portafolio utilizado para derivar
la ecuacion (1.9) es que no esta libre de riesgos de forma permanente. Es libre

de riesgos solo por un periodo de tiempo suficientemente pequefio. Como Sy t

varian, % también varia. Para mantener la cartera o portafolio libre de riesgos,

es necesario variar frecuentemente las proporciones relativas del derivado y de

las acciones en la cartera o portafolio.

5.1.4. Laformula del precio de una opcion de compra europea
Ahora podemos determinar el valor de una opcion de compra europea
mediante la ecuacion diferencial de Black-Scholes. Suponga que una accién se
negocia a un precio S. Sea K el precio de ejercicio de la accion, es decir, el
derecho a comprar la accion al precio K en el tiempo de vencimiento T. Sea r
La tasa de interés libre de riesgo y ¢ la volatilidad, ambas constantes. Vamos a

establecer el precio de la opcion en el momento t, donde0 <t < T.

Para resolver el problema

2
rafgs;, 2 +7S af((;, 2 +%a };g t)azsz —1f(S,t) =0,t €]0,T[,S €]0,+oo],
f(S7,T) = max{Sr — K, 0},
f(0,t) =0,t €]0,T],
lim @ =1,t €]0,T[

\ S—+00

transformaremos la ecuacién de Black-Scholes en una ecuacion de

difusién de calor, que puede ser resuelta utilizando métodos habituales. Para

eso, hagamos el siguiente cambio de variable
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— 1 2 T
T=50 (T-1¢
y escribimos
f(5.t) = f (Ke*,T - %) = Kv(x,7) (1.10)

Comot €]0,T[yS €]0,+[,entonces t €| O,%JZT[yx €] — oo, +o0[.

Por lo tanto, reemplazando (1.10) en la ecuacién de Black-Scholes, obtenemos

w(x) 0%v(x,1) _ar\v(xo) | 2r B
ot dx? + (1 52) dx + o2 v(x,7) =0 (1.11)

2r

Definiendo A; = —; tenemos
o)
ov(x,t) 0%v(x, 1) ov(x, 1)
5 .2 +(1-4)) Ep + Av(x,7) =0,
es decir,
ov(x,t) 0%v(x,1) ov(x, 1)
aT - axz + (Al - 1) - Alv(xl T)

Ahora, considere el siguiente cambio
v(x, 1) = e™*Fu(x, 1),

donde a = —%(A1 —-1Dyp= —i(A1 + 1)2. Entonces, obtenemos la

ecuacion de difusién
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ou(x,7)  0%u(x,7)
ot ox?z

cuyas condiciones fronterizas son:

1 1
e u(x,0)= max{eE(A1+1)x _ eE(Al—l)x’ 0}

e lim exp (—E(Al —1Dx —i(Al + 1)21')u(x, 7)=0

X——00 2

. u(x,7)
e lim o - =1
X—+00 exp(E(A1+1)x+Z(A1+1)2-r)

Tenga en cuenta que, en particular, la segunda condicion anterior

implica que lim u(x,7) = 0. También tenga en cuenta que
X——00

1 1
§(A1+1)x _ eE(Al—l)x’ Sl x 2 0

u(x,0) = uy(x) {e

0, six <0

Se sabe que la solucién de la ecuacion de difusién viene dada por

u(x,7) =

1 + o0 _ 2
Zﬁf_m uy(s)exp <—%) ds,

que se puede reescribir como

1 o0 2
u(x, 1) = ﬁfjoo uy(x + yV21) exp (— y?) dy (1.12)
Donde
eZUTFDEHNTD) _ 3= D(E+nTD) g o) > _\/L_,
uo(x + y\/z) = . . 3T
) siy < ———
V2t
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Sustituyendo esta expresion en (1.12 ), obtenemos

u(x,7) =L(x,7) — L(x,7)

Dénde
+ oo 5
Il(x T) = _1 f e%(A1+1)(x+y\/ﬁ)e—y7dy
VZT[ _x/m
y
+0oo 1 y2
L(x,7) = — 3 (A= D(HIVD) ;- Sray
V21 )y vz

Analizando estas expresiones por separado, obtenemos

1 1
11 (x, T) — eE(A1+1)x+Z(A1+1)2TN(q1)

1 1
L(x,7) = ez D¥ Ny (g,

donde N es la funcién gaussiana dada por

W==[ eia
N = — e 2
Y 21 —0o 1

X 1
=+ 2(4 + V2T
q1 \/2—1_ 2(1 )
- +1(A V2
=—T= - T
A R

Recordando que
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1 1
) = e—E(Al—l)x—Z(A1+1)2‘L'

u(x,t u(x, 1),

y
f(S,t) = Kv(x, 1),
obtenemos
f(S,6) = SN(q,) — Ke "T"9N(q,),
con
W==[ eia
N = — e 2
Y=l 1
S 1
.- ln(i) + (r+§az) (T —t)
! oVT —t
y
S 1
. (%) +(r—50%) T -1
2 oNT — t

Asi, acabamos de probar siguiente resultado.
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Teorema 1.14. El valor de una opcion de compra europea f (S, t),

modelado por la ecuacién de black - Scholes

S8 S 19%f(S,0)

202 _ _
5% +r S > 552 0“Sc—rf(S5,t) =0
con
condicion final: f(S7,T) = max{S; — K, 0},
condicion de frontera: f(0,t) =0
condicion asintética: f(S,t)~S,cuando S = +o,
es dado por
f(S,t) = SN(q,) — Ke TT9IN(qy),
Dénde
VoY == [ e
=— e
Y 2T —00 1
In (£> + (r + —02) (T-1)
_ K 2
q =
oVvT —t
y
In (i) + (r — —0'2) (T—1¢)
K 2
q; =
oVvT —t
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5.2. Integracion en espacio de funciones

5.2.1. Introduccion

La integral de Riemann generalizada es una adaptacion de la integracion
de Riemann habitual. La idea de la integral de Riemann generalizada se
presenta como sigue. Tenemos un dominio que es particionado a traves de una
coleccion finita de conjuntos disjuntos,{/}, los cuales podemos pensar como
"intervalos”, donde |I| denota la medida de un intervalo I. "Reduciendo” las
particiones, podemos estimar la integral de Riemann de una funcion f(x),
donde x pertenece a un dominio, formando la sumatoria de Riemann }; f(x)|I],

con la sumatoria sobre los intervalos I de la particion.

En la integracion de Riemann habitual, en cualquier grafico f(x)|I| de la
sumatoria de Riemann, la Unica restriccion para elegir el calculo de f en el
punto x es que x debe pertenecer al intervalo correspondiente en la particion.
La adaptacion en la integral de Riemann generalizada consiste en hacer una
seleccién de cada intervalo I en la particion depende de la eleccidén de cada
punto x en }; f(x)|I]. ¢ Qué diferencia hace eso? Esto significa que podemos
formar las sumas de Riemann de una manera que sea sensible al
comportamiento local del participante. Por ejemplo, si f es una funcién que
oscila en una vecindad particular, asumiendo muchos valores suficientemente
grandes, positivos y negativos, en esta vecindad, entonces podemos forzar los
términos locales de la suma de Riemann para que coincidan con el
comportamiento local de f. Entonces, en este escenario donde f tiene un valor

positivo en un punto x y un valor negativo en un punto cercano a x”, los
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intervalos de la particion I, I pueden ser escogidos de tal forma que la suma de
Riemann ...+ f(x)|I| + f(x")|I| + --- "captura" la variacion de f. Con esto,
producimos, en la suma de Riemann, un efecto de cancelacion en la vecindad
de x y x". De esta manera, podemos definir una integral de f, que sera igual a
la integral de Lebesgue de f, siempre que esta ultima exista. Llamamos a esta
integral, integral de Riemann generalizada, también conocida como integral de

Henstock o integral de Henstock-Kurzweil.

Ahora, consideremos algunos cambios en la integral habitual de
Henstock. En lugar de usar la medida de Lebesgue del intervalo I, |I|, podemos
usar una funcion de intervalo cilindricos u(I) y la definicion resultante de la
integral [ f(x)u(I) por sumas de Riemann seguiran siendo vélidas. En un caso
mas general, en lugar de integrar el producto f(x)u(Il), podemos integrar
funciones h(x, ), tomando las sumas de Riemann } h(x,I), donde x depende

de la particion {I} del dominio de integracion.

La discusion anterior se puede leer de una manera que asume el
dominio de la integracion como un rango limitado [a, b] de manera que cada
intervalo dividido I sea un intervalo real limitado. Sin embargo, los argumentos
presentados en la discusiéon anterior, siguen siendo validos en un dominio de
integracion mas general, como el espacio multidimensional R", en el cual

algunos de los intervalos particionados no son limitadas o compactas.

El problema que estudiamos en este trabajo nos obliga a considerar una
funcion de desplazamiento x;, en el tiempo t en algun intervalo ]t’, t[ y también

gue consideramos la posibilidad de que en tiempos arbitrarios 7" < t; < -+ <
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tn-1 < T, €l desplazamiento x,, satisface u; < x; < vj, para 1<j<n-1;0
x; € I; (cierre de I;, donde escribimos I; = [u;,v;[ , paracadaj = 1,..,n — 1.
Escribiendo
x=@)telt, [ yl={x:x;€[,1<j<n-—1}

consideremos las sumas de Riemann como ), f (x)u(l). La integral
correspondiente se denotara por [ f(x)u(I). El dominio de integracién es el

conjunto {x}, donde cada x es una aplicacién de la forma
x:]t,t[= Rtal que x; = x(t) E R,parat <t<1t

Denotamos este dominio por RI**[, que puede ser visto como el
producto cartesiano de R incluso un nimero innumerable de veces. Los
intervalos particionados I son subconjuntos cilindricos de RI*"*l, es decir,

rectangulos en RI7"L,

La idea de la integracion de Riemann generalizada en espacios de
dimensién finita esbozada anteriormente se puede adaptar al caso de

dimensién infinita. Esto se explicara en detalle en la seccion siguiente

5.2.2. Laintegral de Henstock en espacios de funciones

Sea I un intervalo real de una de las siguientes formas:
| —oo,v[, [w,v[ 0 [u,+oo (2.1)

Una particion de R es una coleccidn finita de intervalos disjuntos I cuya

union es R. Diremos que el intervalo I esta asociado con x si tenemos

X=—00, X=UOV, 0 X = 400,
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respectivamente.

Denotemos R como la unién del dominio de integracion R con el
conjunto de puntos asociados con x del intervalo real I, es decir, R =

R U{—o0, +0o0}.

En la integracién de Riemann generalizada, la convencién es que el
dominio de integracién sea el espacio que esta dividido por intervalos. Un punto
x no siempre es un elemento del intervalo I con el que esta asociado. Por
tanto, el conjunto de puntos asociados x puede constituir un conjunto que
difiere del dominio de integracion. En nuestro caso, el dominio de integracion

es R y el conjunto de puntos asociados es R.

Definicién 1. Sea 6: R — R’ una funcion definida para x € R. Si I fuera

asociado con x, diremos que el par (x,1) es § — fino, Si

1 1
v<—%,v—u<6(x), 0 u>%, (2.2)

respectivamente. Llamamos & de funcién calibre.

En esta versién integral, los puntos asociados con x de un intervalo I
son uno de sus veértices. En otra version (ver [16 ]), los puntos asociados se
eligen en la unién de los intervalos I con sus vértices, es decir, en la cerradura
de los I en la topologia de los intervalos abiertos. Estas dos versiones son
equivalentes siempre que el "integrador" (medida o funcion de intervalos) sea

finitamente aditivo, porque si x fuera un punto interior del intervalo [u.v],

entonces f(x)m([u,v[) = f(x)m([u, x[) + f(x)m([x, v[).
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Una definicion equivalente a la integral de Lebesgue es construida, si los
intervalos asociados con un punto x fueran los intervalos I que satisfacen la
condicion I € Jx — §(x),x + §(x)[. En este caso, los puntos asociados con un
intervalo pueden estar fuera de la cerradura de I en la topologia de los
intervalos abiertos. En cualquier caso, sin embargo, el dominio de integracién

es el espacio que est4 particionado por intervalos.

Si N = {ty, ..., t,} €s un conjunto finito, con R, = Ry R, = R,

denotaremos x = (x(t;), ..., x(t,,)) como cualquier elemento del espacio

[ [R5 en}=mY

Denotemos x(t;) por ¢, 1 < j < n. Paracadat; € N, sea l; = I(t;) un
intervalo de la forma (2.1). Entonces I = I, x ... xI,, es un intervalo del espacio de
H{[R{tj: tj € N} = RN. Un par (x,1) se dice que esta asociado en R", si cada par
(x;,1;) esta asociado en R, 1 < j < n, es decir, si x es el vértice de I en R".
Dada una funcién §: RY - R, un par asociado (x, 1) del dominio RN es § —
fino, si cada par (x;, I;) satisface una de las condiciones dadas en (2.2),
dependiendo del tipo de intervalo I; (ver (2.1)). Una coleccion finita £ = {(x;, 1;)}
de pares asociados (x;,I;), donde cada par (x;,I;) esté asociado con R, es
una division de R", si los intervalos I; fueran disjuntos con union RM. Entonces
la division sera 6 — fino, si cada par (x;,1;), 1 < j <n, es § — fino. Una prueba
de la existencia de una division § — fino para una funcion de calibre § dada se

puede encontrar en [16], Teorema 4.1.
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Sea B un conjunto infinito y sea F(B) la familia de los subconjuntos
finitos de B. a continuacién, consideraremos el espacio del producto [[;¢5 R¢,
con R, = R para cada t € B, es decir, el conjunto de todas las funciones
definidas en B a valores en R. Preferimos usar, para este producto, la notaciéon

REque es habitual en la teoria de procesos estocasticos.
Sea x = xz un elemento del espacio RE. Siendo
N = NB = {tl, ...,tn} € ?(B),

sea x(N) = x(Ng) un punto (xy, ..., x,) = (x(ty), ..., x(t,)) de RV,

Considere la proyeccion
Py:RE - RV, Py(x) = (x(ty), ..., x(tn))

y de manera similar, la proyeccion Py: R® - R". Entonces, para cada
intervalo I;x ...xI,, de RV, hay intervalos cilindricos correspondientes I[N] :=
Pyt(Lx ...x1,), los cuales forman un subconjunto de RE. Es conveniente
denotar I, x ... xI,, por I(t;)x ...xI(t,) 0 I(N) de manera que I[N] = I(N) x RE\V,

Del mismo modo, escribimos
Py(xg) = x(N) € RV, para x = xz € R8

Dados x € RE e I[N] c RE, decimos que (x,I[N]) esta asociado en R, si
el par (x(N),I(N) Esta relacionada con RY. Nuestro dominio de integracién es
RE y el conjunto de puntos asociados es R5.

Definicion 2. Una coleccién finita € = {(x/, I/[N]):x/ € RBy N € F(B)}

de pares asociados se dice que es una division de R?, si los intervalos I/[N]
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fueran disjuntos con unién igual a RZ. Denotaremos esta divisién por £ =

{(x, IIND}.

Ejemplo. Sea N = {t;,t,} € F(B). Sean ul,u?,u3,u}, u3,ul, uz,ud, uj y ud

nameros reales tales que

ul <u? <ud <uf <u}

ul <ul<ul<ujl<uj

Considere los intervalos cilindricos
IMN] = [ud, u3] x [ud, ud[ x RE 2
I2[N] = [u2, uf[ x [uf, u§[ x R 02

I3[N] = [, ub[ x [ud, ud[ x R\
I*IN] = [u, +oo[ x 10, ub[ x RS\t
I[N] = [uf, +oo[ x Jud, ud[ x RS\
I8[N] = [uf, +oo[ x Jug, +oo[ x RE\2t2)
I7[N] = [u?, ut[ x Jug, +oo[ x RE\Fv 2]
I8[N] = [0, u2[ x Ju?, +oo[ x RE\1t2)
I°[N] = [0, ul] x JuZ, ud[ x RE\rt2)
I'°[N] = [0,u3[ x 10, u2[ x RE\vt2)

I} = [ud, ug[x RY
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Tenemos UjZ, I/[N] = RE. Tomando x*(N,) = (ug, u3), x*(N;) = (uf, u3),

x3(N3) = (7, u3), x*(Ny) = (uf,uz), x°(Ns) = (+90,u3),x°(Ne) =

(uf'+°°);x7(N7) = (u%ﬂé)» xB(Ns) = (0,4), x°(Ng) = (u},u%), x1%(Nyp) =

W3,0) y x11(Nyy) = {ud}, luego {(x/, /[N;])}1<j<11 €S una division de R, con

Ny == Njg = Ny Ny; = {t;}
Iy
usy — // Ig
Is I
e

\
\
\

u3
Iy I
I3 I
ayl
up ——=
u.é-- Ilﬂ - T
4
— ; |
5 . =
-u.i -u.‘l* -u:f’ 'l.-i_ll H‘T

Figura 2.1: Division de R%.

Divisiones de intervalos cilindricos en R? se definen de forma analoga.
Ahora, abordemos la cuestion de establecer una funcion de calibre para
RE, es decir, una regla que determina qué pares de intervalos de puntos
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asociados (x, I[N]) se consideraran, como elementos de una division, para
formar una suma de Riemann que se aproxime al valor de la integral en un
espacio de dimensién infinita espacio RZ. Para ello, definiremos aplicaciones
Ly sobre el conjunto de puntos asociados R? del dominio de integracion R? y
aplicaciones 6 sobre RExF(B). Esto nos dara una clase efectiva de funciones

calibre.
Definimos

Lg:RE - F(B), Lg(x) € F(B);

Sp:RExF(B) > R}, 0<685(x,N) < +oo,

Una eleccién de Ly y 65 nos da un miembro representativo de las

funciones de calibre
vs = (L, 6p). (2.3)

Diremos que un par punto-intervalo asociado (x,I[N]) es yz — fino, Si

tenemos
N 2 Lg(x) y (x(N),I(N)) para 85 — fino en RV,

A continuacién, describiremos la motivacion de esta regla de formacion
de los intervalos que seran utilizados en la particion del dominio de integracion

para las sumas de Riemann de la integral.

En la integracién de Riemann habitual, formamos sumas de Riemann
eligiendo particiones cuyos intervalos de dimensién finita tienen lados que
estan limitados por una constante positiva §. Entonces hacemos &

sucesivamente pequefio. Lo mismo se hace en la integracion de Riemann
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generalizada, donde la constante § se reemplaza por una funcion positiva §(x).
En cualquier caso, elegimos particiones sucesivas en las que los componentes
del intervalo se "reducen” en algun sentido. Para la situacion en dimension
infinita, miramos, de manera similar, como “Reducir” los intervalos cilindricos

I[N] para los que se elegiran particiones sucesivas.

En el siguiente ejemplo, mostramos diferentes formas en las que un
espacio cilindrico puede ser un subconjunto de un rango cilindrico mas grande
y, por lo tanto, intentamos establecer reglas con lo cual los sucesivos intervalos

de particién pueden hacerse sucesivamente pequefios.

Sea B un conjunto infinito de indices. Escogemos t,,t, € B,t; #t, Y

sean R, y R;, los espacios coordenados correspondientes de [];c5 R® . Sean
[uf, ui[c [ui,uf[c R, , conuj <uf <uj <uf.Denotemos

I* = [ul,uf[x 1_[ R, = [ul, u?[ x RE\ ()

tEB,t#t,

Entonces el intervalo 1? = [u?,u3[ x RE\{t1} es un subintervalo de I* en
el que el lado correspondiente del espacio coordenado "restringido” R, es
menor que el lado correspondiente de I*. Este tipo de “Reduccién” es familiar
con la integracion de Riemann en dimensiones finitas. Conseguimos obtener
eso imponiendo la condicién de que los lados de los intervalos sean mas
pequefios que una funcion positiva § y luego tomamos § sucesivamente mas

pequefios.

Ahora, sea [u3, u5[c R, y consideremos
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PP = [uf,uf[x [u%,u%[x RB\ {t1,t2}

Que es un subconjunto de I? cuyas longitudes en los lados restringidos
pueden ser las mismas longitudes de los lados restringidos de 12, pero para los
cuales hay una coordenada restringida adicional correspondiente al indice t,.
Entonces, podemos "reducir” sin cambiar &, pero requiriendo que el intervalo en
cuestion contiene coordenadas restringidas adicionales. Y podemos hacer eso
especificando algun conjunto minimal de coordenadas adicionales restringidas.
Hacemos este conjunto minimal L(x) depende del punto asociado x del
intervalo en cuestion, exactamente como hacemos con la restriccion §(x) sobre
la longitud de los lados. El intervalo se puede restringir en la coordenada
adicional fuera del conjunto minimal. Asi los lados pueden ser tan pequefios
como lo deseemos, desde que sus longitudes estén limitadas por §(x).
Entonces podemos obtener la "reduccion” de los intervalos aumentando, sin
limite, el tamafio del conjunto minimal, asi como podemos obtener una
“reduccion” al disminuir la longitud de &(x) que limita las longitudes de los lados

restringidos.

Podemos hacer los dos procedimientos de reduccion anteriores: mayor
namero de coordenadas bien restringidas como lados menores. Si B es finito,
no podemos aumentar L(x) sin limite. En este caso, tendremos L(x) = B para
todo x € RE. Entonces la definicién de funcién calibre se reduce al caso ya

descrito en dimensién finita.
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Definicion 3. Una division € = {(x,I[N]):x € RE y N € F(B)} del dominio
de integracion es yz — fina, 0 es una yp — division, si cada uno de los pares

(x,1[N]) esyp — fino. En este caso, denotamos € por &, .

El espacio R admite una y — division, donde y5 es dada. Este
resultado se expone a continuacion y una prueba de ello se puede encontrar en

[14], Teorema 1.

Teorema 1. Para cualquier conjunto infinito B y para cualquier funcién

calibre y; dada, existe y; — fina de R5.

Suponga que h sea una funcion que depende de los pares asociados
(x,I[N]). A veces, h(x,I[N]) no esta definida para un cierto punto x €
RZ (0 RE), por ejemplo, para aquellos x tal que x(t) =0 0 o, parat € N. En
este caso, podemos tomar h(x,I[N]) como cero y estos términos se omiten de

la suma de Riemann.

Si E denota un conjunto elemental (es decir, un intervalo o una unién

finita de intervalos), entonces la variacion de h en E sera dada por

iyr}gf{sup{(gy,gﬂh(xnI[N])|},

¥B

donde &, es cualquier y5 — division de E. En general, si X es cualquier

subconjunto de R? | la variacion de h en R® relativa a X sera dada por

iyrllgf{sup{(gy,g) |h(x, I[N])|1X(x)}}

¥B
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donde 1x(x) es la funcion caracteristica o funcién indicadora de X y £,
es cualquier yz — division de RE. Diremos que h es de variacion limitada en X,
si su variacion en X es finita. Diremos que h es VBG* (0 h es de variacion
limitada generalizada en R?), si R® es una unién de conjuntos disjuntos X;,

siendo h de variacion limitada en cada X;, j = 1,2, ...

La integral de Riemann generalizada de una funcion h de un par

asociado (x,I[N]) es definida como sigue Muldowney (1987).

Definicion 4. La funcién h es Riemann integrable generalizada sobre

R, con integral @ = [, h, si dado € > 0, hay una funci6n calibre y; tal que

h(x,I[N]) —a| <€

(x,I[N]€gy
para toda yp — division ¢, de R,

A veces, integramos funciones h(I[N]) que no dependen de los puntos
asociados x de las variables I[N]. En la integracion de Riemann generalizada,
esto debe manejarse con cuidado. Debemos pensar en el integrando como
h(I[N]) = h(x,I[N]) para cada x asociado con I[N]. Asi, aunque la variable x
no aparece explicitamente en el integrando, los términos Y h(I[N]) de la suma
de Riemann aun dependen de las x de la division {(x, I[N])} que determina la

suma de Riemann.

Dos funciones h,(x,I[N]) y h,(x,I[N]) son variablemente equivalentes

en R5, si h; — h, tiene variacion cero en R® Muldowney (1987), pg 32. Es facil

58



demostrar que h, es variablemente equivalente h,, si dado € > 0, hay una

funcion calibre y; tal que, para toda division ¢, , tenemos

|ha (x, I[N]) = h(x, I[ND)| < €

(xIINDE gy p

Si h, es integrable en X € R? y si h, es variablemente equivalente a h;,

entonces h, es integrable en X, con [, hy = [, h, (Muldowney (1987),

Proposicidon 18, pg 32). Este resultado es importante porque a veces nos

gustaria establecer una propiedad para fX h,, y es mas facil hacer esto primero

para la integral fX h,, donde h, es "equivalente”, en el sentido variacional, a h;.

5.2.3. Propiedades integrales
En [24], P. Muldowney hace todo el tratamiento teorico de la integral de
Riemann generalizada en espacios de dimension infinita. Varias propiedades
de esta integral se demuestran en Muldowney (1987). A continuacion,

enumeramos algunas de estas propiedades.

Consideremos E un conjunto elemental, es decir, un intervalo o una

union finita de intervalos R? .

Proposicién 1. Sea a € R o C. Suponga que h; y h, sean funciones de

Riemann integrables generalizadas en E, entonces:

1. h,; + h, esintegrable generalizado de Riemannen E'y fE (hy + hy) =

fE hl + fE hZ
2. ah, es Riemann integrable generalizadaen E'y [, ah; = a [, hy;

3. Sihy < h,, entonces [, hy <[ hy.
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Demostracion: Sean a, y a, respectivamente los valores de las

integrales de h; y h, en E.

1. Dado que h,; y h, son integrarse en E, dado € > 0, existen funciones
calibre y; = (L1,6,) Y 72 = (L,, 8,)) tales que

€
hi(x,I[N]) —aq) | < 2
(x, 1INDe &y,

paratoda y; — division £, de E, y

€
h,(x,I[N]) —ay) | < 3
(x, IINDe &y,

para toda y, — division £, de E. consideremos

y = (L,6),

donde L =L, UL, y§ = min{d,;, 5,}, entonces
hl(X,I[N])+ Z hz(x,I[N]) —(a1+0(2) < €.
(x, I[NJ€ &y (x, I[N]J€ &y,

2. Sia =0, el resultado sigue. Suponga |a| # 0. Por la integrabilidad de h,,
dado € > 0, existe una funcién calibre y = (L, §) tal que

€
hy (¢ IIN]) — ) | < m
@, MWDeg,,

para toda y; — divisiéon €, de E. Entonces, para esta funcion calibre,

tenemos

ah,(x,I[N]) —aa; | < |a| hy(x,I[N])) —a; | <=
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y el resultado sigue.

3. Usando las notaciones y la funcion calibre y = (L, §) del item 1, tenemos

G-5< Y mIND <Y hGlIND <a+

(x, I[NDe¢gy, (x, I[NDegy,, 2
esto es,
a < a, t+e
para todo € > 0. Por lo tanto a; < «,.
Con esto, la prueba de la proposicién esta completa.

El siguiente resultado trata del Criterio de Cauchy para integrales en

espacios de funciones.

Proposicion 2. La funcion h seréd integrable en E en el sentido de la
integral de Riemann generalizada si, y solo si, dado € > 0, existe una funcion
calibre n. tal que, si &, y €, sean divisiones n. — finas de E, entonces

tendremos

h(x,I[N z h(x,I[N]D | <e

(x, I[NDe &, (x, IINDe&;

Demostracion: (=) Sea H laintegral de h en E. Dado € > 0, existe una

funcién calibre y y. = (L, 6.) tal que

€
h(x,I[N]) —H|< E
(x, I[NDe &y,
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Tomando 6, = % yn, = (Le, 56), entonces para cualquier division

E1y &, n. — finas de E, valen
€
h(x,I[N]) - H| <=

2

(x, IINDE &

y
€
h(X,I[N]) —H|< E
(x, IINDE &,
Por lo tanto,
z h(x, I[N z h(x, I[N <e€
(x, I[NDe & (x, I[NDEeE;

(&) Para cada n € N, considere la funcién calibre y,, = (L, , 6,) tal que,

si &,y E, fuerany, — finas de E, entonces

1
h(x,I[N]) — h(x, IIND| < =
(x, IINDe &y (x, I[N)De &, n

Podemos suponer que 6,(x.N) = §,,1(x,N), paratodo (x,N) €
E x F,n € N, pues caso contrario, podriamos sustituir §,, por 8,,;,(x, N) =
min{d; (x, N), ..., 6,(x, N)}. Supongamos también que L, ;(x) 2 L,(x),con x €

E.

Para cada n € N, sea &,, una division y,, — fina de E. Si m > n, entonces

En también sera una division y,, — fina de E. Por lo tanto, es
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1
h(x, I[N]) — 2 A IIND)| <~

(x, I[NDe &, (x, IINDEER

para m > n. En consecuencia, la secuencia
{Ze, vpee, h(x,I[N])}m>1 es una secuencia de Cauchy en R. Sea H, su

limite. Haciendo m — +oo, obtenemos

1
h(xJI[N])_Hl <_:
(x, IINDE &n n
para todo n € N.
Por lo tanto, dado € > 0, sea K € N. satisfaga K > E Si E es una divisién

Yk — fina, entonces tendremos

h(x, I[N]) — H, | <
(x, IINDEE
< Z h(x, I[N]) — Z h(x, I[N]) | + h(x, I[N]) — H, | <
(x, IINDeE (x, IINDE €k (x, IINDE €k
< ! + ! <
K"k °€

y la prueba esta completa.

Proposicién 3. Si h fuera integrable de Riemann generalizada en E,

entonces h es integrable de Riemannen generalizada en P, paracada P C E.

Demostracion: como h es integrable en E, dado € < 0, existe una

funcion calibre y = (L, §) tal que
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€
h(x,I[N]) —a| < 3
&, iINDes,

Para toda y — division €, de E. Para cada P € E, tenemos &, = £; U &7
tal que £, es una division de P y €7 es una division de E/P. Ahora sea F, =

& U & tal que £ es unay — divisién de P. Sea

o« = Z h(x, I[N]),

(xI[NDEeE}

B= ) hGoIIND,

(xI[NDEeE

§= ) hGoIIND,

(xI[NDeEZ

entonces

<6
2

€
a+§—f h|<—y|ﬁ+§—f h
E 2 E
asi vale |a — B| < €,

esto es,

h(x, I[N]) — Z h(o IIN]) | < e

(x, I[NDe &y (x, I[NDe €2

donde &, y &; son cualquier particiéon de P. Por lo tanto, el resultado

sigue la Proposicion 2.3.2.
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El siguiente resultado es una version del teorema de convergencia
dominada de Lebesgue en espacios de funciones. Se puede encontrar una

demostracion de este resultado en Muldowney (1987), Proposicion 33.

Teorema 1. Supongamos que, para cada par ordenado (x,I[N]), la
secuencia h;(x, I[N]), j = 1,2,3, ..., sea una secuencia real de funciones de
Riemann integrables generalizadas en E que es convergente a la funciéon
h(x,I[N]), cuando j —» +o0. Suponga que g, = (x,I[N]) sea una funcion real
positiva definida en I, x, N, que es Riemann integrable generalizada de en E.
Supongamos ahora que, dado € > 0, hay una funcién calibre y; y un nimero

entero j, = jo(x, I[N] > 0 tal que
|h(x, I[N]) — h;(x, I[N])| < ego(x, I[N]),

para cualquier j > j, ¥ (x,I[N]) € &,,. Si g;(x,I[N]) y g»(x,I[N]) son
funciones de Riemann integrables generalizables en E, y existe una funcién de

calibre y, tal que
91(x I[N]) < hi(x,I[N]) < ga(x, I[ND),

para cada j y para cada par de asociados y, — finos, (x,I[N]), entonces

h seré integrable en el sentido de la integral de Riemann generalizada en E y

lim [ hy(x I[N]) = f h(x, I[N])

5.2.4. Laintegral de Wiener
Si0=ty,<t; <t < <t, =71 Yx: esunafuncion de posicién de una

particula que sigue un movimiento browniano, entonces la probabilidad de que
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esta particula, con posicion inicial cero, sea encontrada en u; < x; < v;, en el

tiempot, 1 <j<n-1yen¢, eneltiempor, es

V1 Un-1
w(l) = f f pQxy, t))p(x; —ty, ty —tg) . p(Xy — Xp1, ty
U4 u

n-1

- tn_l)dxl I dxn_1

Dénde

2
1 (% — %-1)
,D(xj —Xj—1,tj — tj—l) = \/47TD(tj — tj_l) exp (— —4D(tj — tj_l)

paratodo 1 <j <n, donde x, = 0,t, = 0,y D es el coeficiente de
difusién que depende de la viscosidad media y de las dimensiones de la

particula, y contiene el nUmero de Avogadro.

Wiener (1930) mostro que esta funcion de intervalo, w(I), produce una

medida en el espacio C de las funciones continuas x definidas en ]0, [, con
x(0) =0yx(r) =¢.

Kac (1957) mostré que si U es una funcion positiva continua de la
funcién de posicion y u(x) = exp(— [ U(x(t) dt), x € C, entonces
Jp u(x)dw existiray (¢, 7) = [, u(x)dw satisfara una ecuacion anéloga a la
ecuacion de Schrodinger y a la ecuacion de difusion. Este asunto fue abordado

en Muldowney (1987) utilizando integracién en espacio de funciones.

A continuacion, presentaremos en detalle este tratamiento hecho por
Muldowney (1987). Considere RI%?l el espacio de las funciones de valores

reales x definidos en ]0, [, con x(0) =0y x(r) = ¢,donde { e R. Sea 0 = t, <
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ty <<ty =T,N={t;,ts ., bt} yx(;) =%, 0<j<n,talquex, =0y x, =

¢. Definamos I(t;) = I; = [w,vj| yAL =vj —u;,1<j<n-—1.Seay=

(1) e+ Yn-1) € Lix ...x I,_;. Definamos ahora las siguientes funciones:

. 1(‘_ '—1)2 : -1/2
wieN) = [ [exp (—5%) H[ZR(@- ~ )Y
e

j=1

n
w(l,x,N) =w(x,N) 1_[ Al;
j=1

w(l,N) = fIn—l fll w(x, N)dy; ...dy,_1 (2.4)
La prueba del siguiente lema es inmediata.

Lemal. Seaa,b,u,v € R,cona > 0,b > 0,y considere también, la funcién

h(a) dada por

h(a) =\/§e‘“(“‘“)2\/ge‘b(“‘")2.
T A

Entonces h es Riemann integrable y vale

+oo ab ab
—a(u—a)? —b(a- v)2 (_ _ 2)
] \f f mar ) P\ Tarp Y

Observacion 2.1. En el ejemplo 2.3, presentado en la seccion 2.2 de este

capitulo, el conjunto N para el cual el par asociado (x, I[N]) pertenece a la
division € no es el mismo para todos los pares asociados. De hecho, tenemos

N = {t,} para el par (x,I**[N]), mientras que {t,, t,} es el conjunto N para los
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otros intervalos, digamos, I, I, ... ;. Tomando M =U {N: (x,I[N] € £} = {t;, t,},

podemos representar la suma de Riemann ., ;ivjec w(I, N) como

Z(x.I[N]ee w(l, M), donde

w(l,M) =
(x, IMD €€

1y, — 3’0) )exp (_%()’tzz—_}?l)z> exp (_%()’53—_3222)2)

j - j = /7t1 — dydy;
2n(t; — to) V2 (t, — t1) \2m(t; —ty)

De hecho, por el Lema 2.11, tenemos

1 _ 2
son( g ) w7

I,N) =
'I;uW( ) u% v Zﬂ(tz - tO) vV Zﬂ(t3 - tz)

(3’1 3’0)2) exp( (ytzz _321)2) exp <_%(yt33_—3222)2)

+ 00 eXp t—1t
1~ o
]u —[—oo 1/27T(t1 —to) V2 (t, — t1) V2 (t; — t3)

dy,.

Por lo tanto, basta usar la propiedad de aditividad de la integral.

La funcion w(l, N) dada por (2 .4) es un Riemann integrable
generalizada en todo intervalo elemental E € RI>*[, como se muestra en el

siguiente resultado.

Teorema 1. La funcion de Wiener w(l, N) definida en (2.4) es Riemann

integrable generalizada en cada intervalo elemental E € RI!%L. En particular,

vale

dy,dy,
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Demostracion: Consideremos una division & = {(x, I[N]} de RI°?[, donde N €

F(]0,t[). Entonces la suma de Riemann de la funcion w(l, N) esta dada por

w(l,N) = z f f w(y,N)dy; ...dy,_; .

(x,I[N]€€ (xI[Nje€ “In-1 I

Sea M =U {N: (x,I[N] € £} y enumeremos M como {ty, ..., t,,_1}, donde

T =ty T=ty Yto <t; < <tmq <tn.

Cada término de w(l, N) en la suma de Riemann se puede reescribir
como w(l, M). basta insertar expresiones adicionales "y;" en la expresion de
w(y, N) y integramos de —oo a + oo nuestros y;’s extras. Entonces la suma de

Riemann se convierte en

w(l, M) = f | wo My, . dyms,
I

(x,I[M]€E (o I[Mleg “tm-1 7l

donde M es un conjunto fijo de dimensiones. Tenga en cuenta que ahora
estamos tratando con una suma de Riemann de una integral en dimensién m —
1. Entonces, cada término en la suma de Riemann es una integral sobre I[M] c

R™~1y debido a la aditividad finita de esta integral en R™"1, tenemos

+00 +00
w(l,M) = f f w(y, M)dy; ...dym,—1 (2.5)
(x,I[M]€E -® -®

Por el lema 1, obtenemos

+o0 +o0 1 52
J J w(y,M)dy; ...dym,m—1 = \/Z—_Mexp <— Z)
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Por lo tanto, dado € > 0, para cualquier funcion calibre y, si (x,I[N]) € &,

, con L(x) € N, entonces tendremos

w(l,N) —
(x.I[N]€Ey

=5 <
exp| —— €.
21T P\72¢

2
por lo tanto leo,,[w(I, N) = \/%exp (— %) y la prueba esta completa.

Como consecuencia de la Proposicién 37 en Muldowney (1987), las

funciones w(l,x, N) y w(I, N) son variacionalmente equivalentes.

Supongamos que U es una funcién con valores reales definidos en R.

Para N = {t, .., t,_1} €]0,7[ y x € RI%7l, sea
U=U@)=Ux(t)), 0<j<n—1.

Definamos

n
u(x,N) = exp —Z Ui—1(tj — tj—1)
j=1

u(l,N) =f u(x, N)w(x, N)dx(N).

I(N)

Paran >0,0<0—-1<1,0<|{—¢&| <n, consideremos

h(,0) = ——————exp (JM Uyt ))
21(0 — ty_1) 2 0—thq " "
Wy(Il,x,N) =
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n-—1 n-1

NS T

—tj-1) J=1

Uy

W,(,x,N;{,0) = h({,a)W;(l, x,N).

Muldowney (1987) demostré que ¢(&,1) = fR]o,r[u(L N) es una

representacion de Feynman — kac de la solucion de

ap 192
9 208 U)o,

Siempre que U = 0 sea continua en é, W, (I,x,N; {,o0) es integrable

generalizado de Riemannen RI%lpara0 <o —t<n0<|( - & <nyla

. . ., 0 .
derivada parcial a—‘f exista.

En el proximo capitulo, ampliaremos estos resultados para procesos con

impulsos.
5.3. Integral de Wiener para un proceso con impulsos

Cuando un proceso browniano se somete a condiciones de impulso,
donde, donde, en momentos de tiempos especificos 7, el proceso sufre saltos

de tamafo J,, obtenemos el siguiente proceso impulsivo

z=1{z} = (z(0): t €T, T}, donde z(t) = x(t) + 2 T

Ty st

Asi, consideremos la siguiente medida
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1(z,y,1>\
2 tj—tj_q
I) = d .d ’
u()fl flnl D) Y1 o dYn1

donde z; = y; + J;, si t; es uno de los instantes 7, y z; = y; en caso contrario.

En este capitulo, consideraremos la funcién de volumen u(I) para un
proceso impulsivo {z,} respondiendo a la funcién de Wiener w(y, N),
demostraremos que esta funcion es integrable en el sentido de integral de
Riemann generalizada en un espacio de funciones y estudiaremos algunas

propiedades de funciones que dependen de un proceso con impulsos.

5.3.1. Lafuncién de volumen para un proceso con impulso
Sea {x;}+>0 Un Movimiento browniano. Supongamos que, en el instante
ti_; > 0, la funcion de posicion sea x;_; = x(t;_,). Por tanto, para un instante
posterior ¢;, el incremento x; — x;_; es dado por una distribucion normal, con
media cero y varianza t; — t;_;. Por lo tanto, la probabilidad de que x; = x(t;) €

[u;, v;[ sera

! ijexp <—1—(yj_x] 1) )dy
,/277.'(1'] - tj—l) uj 2 t] — tj—l J

Luego, dado x(t,) = ¢, la probabilidad conjunta de que x; € I, ..., x,, €

I, donde [; = [u;, v;[, 1 < j <n, sera dado por

2
exp | — L v = ¥-1)
v, vy p 2 tj - tj 1

dy, ...dy,. (3.1
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Asi, en el movimiento browniano, nos vemos llevados a considerar

expresiones de la forma

(3.2)

A continuacioén, presentaremos una version para las expresiones (3.1) y
(3.2), cuando el movimiento browniano estuviera sujeto a condiciones de

impulso en algunos momentos de tiempo.

Consideremos el operador impulso J: R - R como una funcién continua.
Sean 7',T nimeros reales tales que 0 < 7' < Ty N = {t,, ..., t,_1} < |7, T,
donde 7' =ty y T = t,. Supongamos que T = {73, ..,7,} € N, donde 7; < 7, <
-+ < T, . Entonces, {7y, ..., p} = ti, ty,, .., t;,, donde i; € {1,2,...,n — 1} para 1 <

j<p.Sean N ={1,2,..,n}y J = {iy, i ..., Ip}.

Dado x € R7"7L, definamos un proceso z € R7"7[ de la siguiente forma

z(t) = x(t),paraT <t <7y, (3.3)
2©=x@®+ ) J&(T)),  F<t<T =12, (3.4)
Tjst

donde 7., := 7. La figura 3.1 ilustra el comportamiento del proceso
impulsivo z(t),7’ < t < T,donde x € C(]7",7T[), siendo C(]7",T[) el

subconjunto de todas las funciones continuas en R7"7L.
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Figura 3.1: Proceso z € R7"7L,

Definamos ahora la funcién de volumen para un proceso impulsivo. Para
esto, definimos, en primer lugar, la funcién para un proceso impulsivo
correspondiente a la funcién de Wiener w(y, N), representada por gz(y,N) y

dado por

<% Os =3a). yt11)>nexp< 10 —(y.,l ](Y,)))>

JEN\J /Zn(t tj-1) ]EJ 2n(t; — tj-q)

que esigual a

s o D) o0

j j-1

jl;lz] /Zn(tj —tj 1) 1;[ /271(1: 1)

(3.5)
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Definicion 3.1. Sea I(t;) = = [w, vj[AL =vj —u,1<j<n—1yI(N) =
I; X ...x I,_; La funcion de volumen para un proceso con impulsivos en los

instantes 73, ..., 7, esta definida por

Qz(I[N]) = gz (y, N)dy(N).

I(N)

Sea C(R, R) el conjunto de funciones continuas definidas en R en

valores reales. Consideremos el siguiente conjunto

( / exp <_ 1 U (yj)t;r _yjt;yj—l)2>\

z=él]€C(R'R):foo k \/m /

)
j= 1,2,...,p£
I
)

Seaa € R. Si J(w) = a, para cada w € R, entonces J € Z. Por lo tanto,

Z + Q.

Definicidon 3.2. Sea J € Z y z sea un proceso impulsivo dado por las

ecuaciones (3,3) - (3,4). Entonces Q4 (I[N]) sera una funcién distribucién de

probabilidad, o sea, la probabilidad de x; € I;, paral < j <n -1, con x(T') =

§yx(T)=¢.

Si (x,1) es un par de asociados, donde [ = I[N], entonces definimos

Gz(x, I[N]) = Qz(I[N])
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Y nuestro objetivo ahora es mostrar que la funcién Gz (x,I[N]) es
integrable en el sentido de la integral de Riemann generalizada en R7"7L, Para

probar esto, mostraremos un resultado auxiliar.

Primero, recordemos la version del teorema de Tonelli para integrales de
Riemann generalizadas, que sera util en el proximo resultado. Ver Yee &

Vyborny (2000), Teorema 6.6.5, para una prueba de este resultado.

Teorema 3.3. Sea J un intervalo en R", con J = H x K, donde H y K pertenecen
a R'y a R™ la respectivamente, n = [ + m. Sea f una funcién definida en R". Si

se cumplen las siguientes condiciones fueran satisfechas:

i) f es medible en J;
ii) existe una funcion g tal que |f| < gen]Jy

A = fH <L g(x,y)dy) dx < ©
A; = jK (JH g(x,y)dx> dy < o,

entonces f serd Riemann integrable generalizada en J y

[[ 7= (] remay)as

Tenemos el siguiente corolario del Teorema de Tonelli (ver Yee & Vyborny

(2000), Corolario 6.6.7).

Corolario 3.4. Si f es una funcion medible no negativa, entonces

| =], ([ rway)as=[ ([ reyax)ay
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siempre gue exista una de las integrales.

Ahora, considere las siguientes funciones auxiliares ¢4, ¢,: R X |7/, T[—>

Ry ®:RxRx [T, T[x]T",T[— R,j =12,..,p — 1, definido por

Bt oL 1Gi— ¢
1Wko Lk ——m@(p 2 te—7" )

parak € {1,2,..,i; — 1},

1 1(5—3’1',,)2
@Z(yifti):—exp Sl I
PP 2 T—¢
ZT[(tk _tip) p
y
2

d)j(yl-j,yijﬂ—1,tl-j,tl-j+1—1)= exp| -2 L —1-t,
J+1 ]

\/Zﬂ(tl’j+1 —-1- tij)

paraj = 1,2,...,p — 1. De manera similar, definimos ¢, (J(yi) , t,) para
k € Jreemplazando y, con J(yx) + yx €n la expresion de ¢, (yx, tx), Y
definamos ®; (yl-j,](yij+1), ti; tij+1) reemplazando Yij,, —1por] (}’ij+1) + Vi Y
ti,, —1 port;  en la expresion de @; (yij,yl-j+1 Lt — 1), paraj €
{1,2,...,p—1}.

La siguiente Proposicion 3.5 dice que, dado y = (y4, ..., Vn—1) € R* 1, la
funcion g+ (y, N) definido por la ecuacion (3.5) es el integrable generalizado de

Riemann con respecto a y en R*1 .
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Proposicion 3.5. Sea N = {t, ty, ..., t,—1 } <]7,T[ un conjunto fijo, con t, = T’
y t, = T. Sea g+ una funcion definida como en (3,5), donde y(T') = y(t,) =
& yy(@) =y(t,) = & Entonces g¢ es Riemann integrable generalizado con

respectoayen R 1y

lgz(y, N)dy,dy, ...dy,_, =
R

+o0 L
f f ¢1 ](yll) tl] HCD] yl] ](3’1]+1)' l]' l]+1) ¢2 YLp ip dely
—o - j=1

1
j=1

Demostracion: Sea T = {73, 73, ..., T} = {ti,, tiy, -, ti,}, €ON i € {1,2,...,n — 1}

paral < j < p. Consideremos
N ={12,..,i; —1,i;,i; + 1,. —1,ip i, +1,. —1,n}

Con esto, definimos las siguientes funciones

2
1 1(y; —vyj- .
V(v yj-1) = exp <—E%),] € NM\J,
’Zﬂ(t] — tj—l) 1 -1

2
1 exp (_1(]()’1') + ¥ —Yj_1) ),j €7

0 (¥j,yj-1) = . 2 t—t
27T(t] — tj—l) J -1

Del Lema 2.11, podemos concluir que
+00 +00
f f Y1V, Yo) - Piy -1, (}’il—p)’il—z)d% Ay —p =
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1 1(y ";/)2
i1—1
= -1 - "7 = - ,t‘ 1), 36
V2r(ty—1 —T") exp( 2ty =T’ ) ¢1 (V-1 i) (3.6)

+ 00 + 00
f f l/)i]'-l-l (yij+1' yl]) "'l/)l'j_'_l—ll (Yij+1—1' Yin—z) d}’ij+1 "'dyij+1—2 =

2
1 1()’i~+1—1 —Yi-)
- <P\ 73 tj- — t-j =P (yif’yifﬂ—l’tij’ tij+1‘1)’(3'7)
2m(t;, 4 —t;) b1 T 0
T l]+1_1 l]

j=12,..,p—1y

+00 +o0
f f wip+1(yip+1,yip)---llin,(yn.yn_l)dyi,,ﬂ v ldyn_1 =

(6-9)
I S AL Y = ¢ (vt (3.8)

lon(T - t,) 2 Tt

Asi, tomando ti41 = th-1, £ EN, de las ecuaciones (3.6), (3.7) y (3.8),

obtenemos
+oo +oo i1—2 p—1 y
j j 9z(y,N) l_[dyj ﬂdyi,-+1 wdYij -2 deip+j=(3-9)
—00 — 00 j=1 j=1 j:l
p—-1
= ¢1(¥i,-1, tiy-1) 1_[<Pij()’ij,yij—1)q)j (}’ij'}’ijﬂ—p ti,-,ti,-+1—1) Pip, Vips Vip-1) 2 Vi, ti,)
j=1

Segun el Lema 2.11, tenemos
+00
f 1 (vip ti-1) @i, (Vi Vig-1) Vi, -1 = 1 (](yil)' ti]-) (3.10)
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+ 00
f_ (yl] yl]+1—1;tl] ljy1— )(pl]+1 (ylj+1’yl]+1 )dyij+1—1= (311)

= @; (}’ij»](yL'jH,tij» ti,-+1)']' =1.,p—-1L

De (3.9), (3.10) y (3.11), obtenemos

j f 9z, N)

JEN\J

-

](yll) tl] 1_[ yl] ](yl]H) tlj tle) ¢)2 (yip'tip) (3-12)

Ahora, defina las funciones f, F: R’ — R dada por
p—

f Vigr e ylp 1_[ yl] ](leH) tlJ tlJ+1) ¢2 (yiprtip)

j=

F (:Vil' ---)’ip) =0 Ji) ti)f (Yil' ---}’ip)-

Entonces F es continua, |F (yil, ...yip)| < M y

 |em(t, -7

+o yl1' yl,,) 1
f f yl1 ...dyl-p = —.
Vem(t, —T') Vem(t, —T')

Por el Teorema de Tonelli (Teorema 3.3), la funcién F es integrable

generalizada de Riemann en RP? y la integral



Yiyr Vi, ) AViy - AYi, = yll,- Vi, ) Ayi, - dyi,
Jo 7 Gr) [P lun)

es finito. Entonces, de la ecuacion (3.12), se sigue

f f 93y, N) dy1dy; ...dy,—1 = f f yll,- ylp) dyi, ...dy;, <o

Por el corolario del teorema de Tonelli (Corolario 3.4), podemos concluir

que g<(y, N) es integrable con respecto a y en R* "1 y vale

j gz, N) dy; ..dy,_, =
Rn—l

+o0 +o0
=] j gz, N) dy,dy, ...dy,_4

400 400 p-
=f f ¢1 ](yll) tl] 1_[ yl] ](leH) tlj tle) ¢)2 ylp l.p HdYL]
e T j=1 j=

gque completa la prueba.

Ahora, presentaremos el resultado que establece la integrabilidad de

G+ (x,I[N]) en el espacio de las funciones RI7' 71 .

Teorema 3.6. La funcion Gy (x, I[N]) es integrable generalizado de

Riemann, es decir, la integral

[
RITTI

existe.
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Demostracion: Considere una division € = {(x,I [N])} de R 7L, donde cada
N elegidoestalque T € N € F (]7', T[). Entonces, la suma de Riemann de
G+ es dado por

D G@IND= ) Q:UIND.

(x,I[N]eE (x,I[N]eE

SeaM = U{N:(x,I[N]) € £}y enumere M como {ty, ..., t,;,—1}, donde
T '=ty, T =ty Yty<t; < <tm <ty Cada Q<(I[N]) de la suma de
Riemann se puede reescribir como Q< (I[M]); simplemente inserte y;'s
adicionales en la expresion de g, j € NV \ J, e integramos —o a + o en los
yj’s extra. Entonces la suma de Riemann se convierte en

Qz([N]),

(x,I[M])eE

Siendo M un conjunto fijo de dimensiones. De esta forma se trata de una
suma de Riemann de una integral en m — 1 dimensiones. Por tanto, cada
término de la suma de Riemann es un integral sobre I [M] c R™ ! y, debido a

la propiedad de aditividad finita de esta integral en R™~1 ;tenemos

+00 +00
e = [ | geMyanidy, v @13)
(x,I[M])eE —® -®

Por la Proposicion 3.5, la integral en (3.13) existe y podemos reescribir

Q= (I[M])

(x,1[M])e€E

como
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o re p-1 p
= f+ f+ b1 (vi,) ti,) Hq’j ()’ij,](}’ijﬂ)' tij,tijﬂ) b2 (}’ip'ti,,)l_[d}’ij- (3.14)
—oo —o =1 j=1

Sea B el valor de la integral en (3.14). Por lo tanto, dado € > 0, para
cualquier funcion de calibre y elegida tal que L(x) 2 ¥, para todo (x,I [N] €

&, T € L(x) € N implica que

Gz (x,I[N]) = B| <.
(xI[N]eg,

Entonces fR]T,,T[ Gz (x,I[N]) = B y la demostracion esta completa.

Mostraremos a continuacion que las expresiones
gx(x, N) [T}=1 Al; y Gg(x,I[N]) son variacionalmente equivalente en RI7'IT,
Este resultado sera una consecuencia de la Proposicion 3.7, que presentamos

en la secuencia.

Definamos la funcién auxiliar g (I[N]) por

n—1
axUIND = g5 0o ) | [
j=1

Si (x,1) es un par de asociados, donde I = I(N), entonces definimos

qz(x, I[N]) = qz(I[N]).

Proposicion 3.7. Sea k(x(N)) = k(x(t,),...,x(t,—1)) una funcion real que
depende de las variables x(t;),..., x(t,—1). Si k es continua en cada x;,1 < j <

n — 1, entonces las expresiones
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k(x(N))qe(x, I[N]) y fI(N) k(y(N))g<(y, N)dy(N) seran variacionalmente

. ! . . .
equivalentes en R 71, siempre que exista la integral de uno de ellos.

Demostracion: Dado € > 0. como el operador de impulso J es una funcién
continua, para x € RI7'7l, podemos elegir L (x) y § (x,N) tal que, siN 2

L(x)2g, (I(N),x(N))es 6 — fino y si y € I(N), entonces tendremos

k(W) g (e W) = k(y(WN) g )| < 5 [2r(ty, = Tga(x, D

1
gi(yiN) > Egi(er)

Luego,

k(x(N))qz(x, I[N]) — ( )k(y(N))gz(y,N)dy(N)| =

Kc0)gsCe M | Ja1= [ kG00)g20 My
o1 I(N

<

j ( )[k(x(N))g:((x, N) = k(y(N))g=(y, N)|dy(N)
I(N

<

N m

2n(t, -7 0!

Asi, podemos elegir una funcion de calibre y tal que, para cada division

&y, valga

84



k(x(N))gz(x, I[N]) — ()k(y(N))gz(y.N)dy(N) <
I(N

(xI[N]EEy

E 1A

<52t~ T [ gxtmavan =
(xI[Njeg, T
E !
S35 2n(t;, — T )f 9=z, N)dy(N) < e
]Rn—l

Por lo tanto,

[ ke i) = [ |k n0)gx0 My
]R]T T ]R]T T[ I(N)

y la prueba esta completa.

Corolario 3.8. Las expresiones g+ (x,I[N]) y G¢(x,I[N]) son varacionalmente

equivalentes en RI7' 71,
Definicion 3.9. Dado 7' < T; < T, definimos el conjunto
D; = {x € RI”"7L: x es discontinua en Ty }.
Tenemos la intencion de mostrar que fDl Gz (x,I[N]) existe y es igual a

cero. Este resultado sera util en siguiente capitulo.

Primero, sin embargo, necesitamos establecer algunos resultados

auxiliares.

Definicién 3.10. SeaM = {Ty,...,T,, } € ]7',T [. Decimos que una h funcional

que satisface h(x) = h(x(M)) para todo x € R es una funcién cilindrica.
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Tenga en cuenta que h depende solo de los valores de la coordenada x

enTy,.., Ty, Yy podemos tratar con esto en funcién de x(M) € R™ o en funcion

de x € RI”'7L. Considere el caso particular en el que M = {T;, T,} y h (x) =

h(x(M)). Definimos H« (I [N]) como el valor de la integral

h(x,M)g«(x,N) dx; ... dx,_.

I(N)

SiT;<T, <T,<Ti; paraalgunosi €{0,1,2,...,p}, Ko =Ty, =T,

definimos

exp| — % (ij + ]7;(36_717);__ xTi—l)z

[uy

|
)

exp <_ 1 (xT1 __xTL)2> exp (_ 1 (XTZ - XT1)2> exp (_%(xfiﬂ +](XTL'+1) - xT2)2>

2 Ty =7 2 T,-T Jiv1 = T2
X
2 (T, — T7) 2n(T, — Ty) 2n(Tip1 — T2)
2 2
1 (o +1 (o) = 27,.,) G
ex ) ex -
p P 72 T -7, P\ 7277 =7,
x | 1_[ |
k 20 (%) - 5)-1) /' 2n(7 - 7,)

V,SiTy =T,yT, <T, <T;,, paraalguni € {1, 2,...,p}, definimos
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I

/exp _7(x7 +](x; )2

p—l

i
H, (M) = h(xn) | | x
j=t \ 2m(%; — 7j-1)
2 2
exp | — l_(xTZ _ xTi) ex 1 ('le+1 +](x71+1) xTz)
P 2 o7 P Jiv1 — T2
X X
2 (T, — ) 2n(Tip1 — T2)
2 B =Jj1 2 T-7,

El siguiente teorema establece condiciones en H,(x, M) y H,(x, M) para

que la funcién Hy(I[N]) es integrable de Riemann generalizado en RI7' 7L,

Teorema 3.11. Suponga que h, una funcién de x(M) = (x (T;),x(T,)) € R?, es

positiva y continua en casi todas partes.

1. SiT;<T,<T,<T;,, paraalgunosi €{0,1,...,p}y Hi(x,M) es
integrable Riemann generalizado en RP*2 con respecto a las variables
Xy wees X3 X1y, X1y X3 1y 200, Xy, €NTONCES Hy (I[N]) sera Riemann

integrable generalizado enR”7"71, y

] HS(I[N]) = j Hl(x, M) del deideldedeg—ﬁl dep'
RIT.TI

RP+2

2. SiTy,=TyT, <T, <T;,, paraalgunosi € {1,2,...,p} y Hy(x,M) es
Riemann integrable generalizado en R?*! con respecto a las variables
XTy» woes X7 X1y X731y oon s Xy, €NTONCES H+(I[N]) sera Riemann integrable

generalizado en R77'7L y

f]TIT[Hs:(I[N]) = f H,(x, M) dxg, ... dxg,dxr,dxg,,, ...dXs,.
R

]Rp+1
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Demostracion: probemos el item 1. Sea € = {(x,I [N])} una divisién de RI7"7T,

donde cada N estalque T < N e F(]T', T[)}. Sea

Hy(I[N]) = h(x,M)g<(x,N) dx; ... dx,_;.
I(N)

Tomemos 0 = U{N: (x,I [N]) € £}y enumere O como {t4,...,t,_1},

donde 7' =t,, T =to, T =t,yt, < t; <...< t,_; < t,.. Como en la

demostracion del teorema 3.6, cada término H+(/[N]) de la suma de Riemann

se puede reescribir como H«(I[0]). Asi, por la aditividad finita de la integral, la

suma de Riemann se convierte en

HUIND = ) HaU[O]) = h(x, M) g (x, 0) dx; ...dx,

(xI[NDeE (x,1[0))ee xi[o)ee ~ 1)

Pero,

h(x, M)g+(x,0) dx; ...dx,_, =
(x.i[0)ee ~1(O)

+00 +00
=f f h(x,M)g+(x,0)dx; ...dx,_, =

+ 00 + 00
= j J Hy(x, M)dxy, ... dxsdxr, dxr,dxy, . dxz, , por (¥)

donde el pasaje (*) se sigue del Lema 2.11 y el Corolario 3.4.

Sea f el valor de la integral

+00 +00
f f Hy(x, M)dxg, ...dxsdxr, dxr,dxg, o dxg,.
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Dado € > 0, podemos elegir una funcion de calibre y tal que, para cada divisién

&, , tengamos

Entonces [y, Hz(I[N]) = B.
Asimismo, se prueba el item 2.

Definicion 3.12. SeaT' < T, < Ty sea D, = {x € R 7L: x es discontinuo en
T,}. Datos T, talque 7' < T, < T, T, # Ty, definimos

X' = {x € R7'7L lim |x(Ty) — x(Ty)|? = 1},
T,-Ty

. , 1 1
sz{xE]R]T'T[:—,Slim x(T,) — x(T)|? < — },
[ T2—>T1| (T2) — x(Ty)| P
i=23,..

Lema 3.13. Donde D" = Uj_, X/, tenemos D, = U/ D".

Demostraremos, a continuacion, que Gz (x, I[N]) es Riemann integrable
generalizado en D", con integral igual a cero y luego concluiremos que esta

funcién es integrable generalizada de Riemann en D, con integral igual a cero.
Lema 3.14. parar = 1,2,3, ...,fDr Gz (x,I[N]) existe y es igual a cero.

Demostracion: suponga queT; & {Tl, ...,7;,}. Podemos asumir, sin pérdida de

generalidad, que 7; < T; < T, < J;,, para algunos i € {0,1, 2,...,p},

Jo =Ty Tp41 = T note que
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e 2 1 (xTz B le)z
f_oo (xTz _le) exp —Eﬁ de1 =

1
V2n(T, —Ty)

2(T, — Ty) r (3) _

20T, = Ty) (**
%f_w u? exp(—u?)du = 7 5

Mﬁ_T —T, =T, = T4
ir 2 2~ TIh 2 — Il

Entonces,

: i T -7,

.’,+oo .f+oo |xT2 — X, 1_[ X
o) VL J5-72)

2 2
1 (xr, —x7) 1 (r, — x7,)
exp (‘7#) exp <—7ﬁ
X X

V2 (T, — T;) V2 (T, = Ty)

_ 1 (xTi+1 +](xTi+1) — xTz)Z
P\ 72 Tio1—To

) :
y X
2n(Tiyq — Ty) jl;ulz 271(17} - 7}—1)

1 (xT . pr>2

exp —2 T—f];,

X dxg, ...dxgdxr dxr,dxy,

ﬁﬂ?—%) .

Sea ¢ el valor de esta Ultima integral. Considere h(x(M)) = (xr, — xT1)2

T, = Til

...dep =

en la expresion de H, (x, M). Entonces, por el item 1. del teorema 3.11,

obtenemos

90



+00 + 00 5 L exp 2 :7}_7}—1
f f per, = | | x
o e -1 2n(7; - 1)
2 2
1 (%, — x7) 1 (¥r, —x1,)
o452 o)
X X

V2n(T, — T7) 2n(T, — Ty)

2
2 xr +J (x7, ) —x
ex _l(xTi+1 +](xTi+1) - xTz) /exp _% ( Tj ]:T( Tjg).. j]}_l) \
b 2 Jiv1 — T2 P i~ Jj-1 |
" 1_[ | | x
SO I
2
1 (xT B pr)
P\ T2T T -7,
X dxg, ...dxgdxr dxr,dxz,  ...dxs,
2n(7 - 7,)
< ¢ = ITZ — Tll

Vor(@ -7’
donde la ultima desigualdad se sigue del Teorema de Tonelli (Teorema 3.3).

Dados € > 0y j € N, podemos elegir T, y una division &, tal que

€ 2
-> Z H+(x,I[N]) = Z f (xT2 — le) gz (x,0) dxy ...dx,_1 por(*)
(. I[NJeg, (x1loneg, "1
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. 2
X(Xf,x)f (xr, — x7,) 92 (x,0) dxy ...dx,_y =
(x.1[0]e€, 10)

==
J (x1[0]€E,

X(X7,x) gz (x,0)dxy ...dx,_4 =
1(0)

1 )
_Z Z X (X7, x) Gz (x, 1[0)).
J (x,1[0]€Ey

El simbolo O en el pasaje () viene dado por O = U{N: (x,I [N]) € &,}.
Dado que € es arbitrario,
Jgr 7 X (X7, x) Gz (x, I[N]) = 0, paratodo j = 1,2, ... Entonces, debido a

la propiedad de aditividad integral finita, [, X (D7, x) Gz(x,I[N]) = 0,
SiT, €{7,..,7,}, entonces T, = J; para algunos i € {1,2,...,p}.

2
Considere T; < T, < T;,,. C6mo f”"% exp <_1M> dxy, =
- ;

|T, — Ty|, entonces

exp _?("TJ +J (xﬂ%—lxﬂ )

sk x

2T, - T — T
X X

Y 2n(T, — T7) 2n(Ti1 — To)

exp( 1 (xr, — T)> ( 1((er,,) + 27, — xrz)z)
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X
\ 2n(%) — 7-1) 2m(T - 7,)
|T, — Tl
X dxg, ... dxgdxr,dxs, | ng"p =

2n (7 = T)

Por lo tanto,

T, — T
j Hy(I[N]) < N hl
RIT'TI V2rn(T —T")
Doénde

f H:(I[N]) = j Hy(x, M) dxg, ...dxgdxr,dxs,, | ...dxfp
RI7"TI

Rp+1

como h(x, M) = (xr, — le)2 en la expresion de H,(x, M). El resto de la

carrera es seguida por un tratamiento analogo.
Teorema 3.15. La integral fDl G+ (x,I[N]) existe y es igual a cero.

Demostracion: tenga en cuenta que D; = U2 D™ y D" < D™*1. Para cada par

de asociados (x,I [N]), definimos
fi(x,I[N]) = X(D¥,x)Gz(x,I[N]), k =1,2,3,..

Dado x € D;, hay un entero positivo k, tal que x € D* , para k > k, .
Entonces X (D*,x) = X (D4, x), para k = k,. En consecuencia, para cada par de

asociados (x,I [N]), tendremos
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oG IIND =5 £y 1IN ),
donde f,(x, I[N ]) = X (D", x)G+(x, I[N]). Nota que
foGe IIN DI = GxCe IIND Y 1ficGo 1IN DI = G, IIND, k = 1,2,3, .
Dado e > 0, hay k, > 0 tal que
foGe IINT) = fielx, 1N DI < €6y (x, IIND),

para k > k, y para cada par de asociados(x, I[N ]). Segun el teorema
3.6, G;(x,I[N]) es Riemann integrable generalizable en RI7"7L. Por el teorema

2.10, f, es integrable generalizado de Riemann en R "7y vale

[, s = Jim [ fGolinD
RITTI [

—+0c0 R]T’,T

Por tanto, usando el Lema 3.14, obtenemos

f X (DY, x)G+(x,I[N]) = 0,
RIT'TI

que finaliza la demostracion.
5.4. Laecuaciéon de Black-Scholes con impulso

En el modelo de Black-Scholes, el precio de un activo econémico es una
funcién aleatoria. temporal y se considera un movimiento browniano

geometrico. Esto implica que si el valor x;_; ocurre en el tiempo t;_;, entonces

la probabilidad de que en t; el proceso tenga valor x;, u; < x; < v; , es dado por

f"j 1 < (Inx; — lnxj_1)2> p
—exp| — X,
u; %4 20%(t; —tj-1) )
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Donde4; es el factor de normalizacién \/ZHUZ(tj —t_4),paraj=1,2,...,n

Cuando valoramos un activo derivado, como una opcion de compra europea,
cuyo valor depende del movimiento del valor del activo adyacente, se da la

probabilidad involucrada por

—exp|—
; xjAj 202 (tj - tj—l)

vi 1 1 [Inx; —Inxj_4 — (,u - %02) (tj - tj_l) i
f (t] - tj—l) dx]
u

donde ¢ es la volatilidad y p es la tendencia (tasa de deriva) del movimiento

browniano.

En general, la probabilidad de que, en el momento ¢;, el precio del activo

subyacente sea x;,

donde u; < x; <v; ¥y 1 < j < n, esta dada por la integral

U1 Un n
f f l_[B]dx] ...dxn,
Uus

Un -3

Dénde

1
5 1 1 [Inx; —Inx;_; — (r - 70'2) (t —tj-1)
1A | " 20 (= tj-1)

yAj = \/2n02(tj—tj_1),1 <j<n

La teoria de la fijacion de precios requiere que se amplie el espacio de

muestreo para los eventos que han ocurrido utilizando el teorema de



Kolmogorov para un algebra sigma de conjuntos medibles en un espacio
muestral de dimensidn infinita, cuyos elementos representativos son funciones
continuas, requiere que el proceso involucrado esta representado por una
ecuacion diferencial estocastica apropiada, que una medida adecuada para el
espacio muestral se encuentra a través de los teoremas de Gir-sanov y Radon-
Nikodym y también requiere que el valor del activo derivado sea determinado

por medio de un valor esperado (esperanza) utilizando la integral de Lebesgue.

Muldowney (2001) considerd una opcion de compra europea, cuya
dependencia del valor del activo subyacente tiene una forma muy simple, y
obtuvo un valor esperado estadistico dado por una integral en n dimensiones,
con respecto a la probabilidad definida por la integral n-dimensional arriba. Asi,
P. Muldowney obtuvo un resultado similar al conocido. por el modelo continuo
utilizando la integral de Henstock en lugar de la integral de Lebesgue. Ademas,
el valor esperado satisface la clasica ecuacion diferencial parcial de Black-

Scholes (Baxter & Rennie (1998), pag. 91).

En este capitulo, ampliaremos el trabajo realizado por Muldowney
(2001), a un proceso sujeto a acciones impulsivas en momentos
predeterminados. Usaremos la teoria moderna de integracién no absoluta
basada en la teoria de integracién de Riemann generalizada de Henstock y

Kurzweil.
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5.4.1. Lafuncidén de distribucién de probabilidad para un proceso
con impulso
Sea J: R —» R} el operador de impulso que consideraremos una funcion
continua. Sea ', 7 numeros reales talesque 0 < 7' < Ty N =
{ti,ty, i, ty,trn} €], T[,donde T’ =t, y T = t,, Y consideremos el conjunto

T={7, . ,} SN[ <Tp < <7,

!
Denotaremos el espacio funcional ]R{]f 7L como el espacio de todas las

funciones definidas en |7, 7'[ con valores enR}.

Sea o € R, una constante positiva. Dado y € ]Rl]f T supongamos que el
precio del activo adyacente viene dada por una distribucién logaritmica normal
con volatilidad ¢. Sea § la funcién definida en el ejemplo de la Seccion 4.3 del

Capitulo 4. Definamos h«(y, N) por

e [ — 1 (InS(y;) —Iny;_1)?
3 AN Ch )

o) =] | (5.
j=1 \/27'[0'2 (t] - tj—l)
y la funcién K< (x,N,1,&,T"), por
dx; d i (Vn d dx
KeGo N LET) = | ho(x, N) 22 f f he G, N) 22 2
I(N) X1 Xn u Juy X, X

Donde N = {ty,ty, ..., tp_, tpyconT' =t,yT =t, VY

x(T") = &> 0. Note que I(N) = [uq, v1[X ... X [Up, V[
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Sean x, N e I asociados, es decir, (x,I[N]) es un par de asociados. Asi

que definimos en el espacio dimensional infinito R ! la funcién
Ky (x, I[N]D): = Ky (x, N, 1,&,T").

Para demostrar que K+ (x,I[N]) representa una funcién de distribucién
de probabilidad, necesitamos imponer alguna condicién al operador de impulso

sl

J. Entonces, para y € ]R]+ , consideramos el conjunto de operadores de

impulso

+ o0

( / 1 [ln]( )+1nyl —Inyg, 1]2\ )
|

o 202 (t tl} 1) I .
|dyl-j =1,j=12,..p;

\yl\/Znaz . 1,1)/

L=<]eC(]R§]R)f

\

Tenga en cuenta que £ # @, ya que una funcién constante pertenece a

este conjunto. Asumiremos, en este capitulo, que el operador de impulso J € L.
Nuestro interés ahora es verificar que la funcion K+ (x,I[N]) es integrable
17771

en el sentido de la integral Riemann generalizado en R}

Recordemos algunas funciones auxiliares que se introdujeron en el

Capitulo 3, a saber, ¢4, ¢,:
RX]T", T[> Ry ®:RxRX]|T",T[X]T', T[> R,

j=12..,p—1, definido por

~ 1 1 k=9
¢1(yk’tk)_\/Zﬂdz(tk_T’)exp< 202 (1 _T)>
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parak € {1,2,...,i; — 1},

2
~ 1 1 0%—%)
¢ (yip’tip) - JZnaz (T ~ tip) P\ T202 T = ti: '
y
)
P; (yij,yijﬂ_l,tij,tin_I) - 1 exp —2(172 y;j+1—1 ):'j

ij+1—1 - ij

2 —t;
JZna (tij+1—1 tz,-)

paraj=1,2,...,p — 1.

Como hicimos antes, definimos ¢, (J/(yx), ti) para k € ] = {iy, iz,...,ip},
sustituyendo y, por J(yx) + yi en la expresion de

1 (Y, ty) y definimos &; (yl-j,] (yij+1) L) tin) reemplazando Yijpy—1 POT

] (yi,-+1) + Vijy, Y tip—1 POM ;€N la expresion

de q)] (yij'yij+1—1' tij, tij+1—1) paraj € {1, 2,.. b= 1}

Proposicion 5.1. Sea N = {t;, t,,...,t,} |7, T[,cont, =Ty t, =T.
Sea hs(y, N) dado por (5.1), donde y(T') = y (t,) = & Entonces la
funcion hy(y, N) es el integrable de Riemann generalizado con respecto a
yenR}y

dy, d
f he(e, N) 2L 2 g
R Y1 Yn

n
+
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Demostracion: Al cambiar la variable x; = Iny;, paracadaj = 1,2,...,n,

obtenemos

too e d d
f f hz(y,N)ﬂ ﬂ f f gz (x,N) dx; ...dxy,
0 0

donde x, := In ¢ es la funcion impulso en la expresion de gy es dada por la
composiciéon J' = Ine J o exp. Por la Proposicion 3.5, gz(x, N) es un integrable de

Riemann generalizado sobre R 1y

f gi(x; N) dx1 "'dxn—l =
]:Rn—l

-1

[ 0o H O ()t )| 92 (s ﬂdyl,

Como

exp -
+o0 lp

f+oo¢’2 (31,5, ) o = f dx, = 1,
- - \/27102 (T — tip)

Podemos concluir que

J gz(X, N) dxl dxn_ldxn =
R™

ro ot p-1 p
j j ¢ (V' (i) ti,) ncbj (}’il,]' (}’ijﬂ)'tij' ti]-+1) ndyl'j.
—® —® j=1 j=1

Como J € L, llegamos a la conclusion que
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d d
he(y, N) 22 2
R} Y1 Yn

y tenemos el resultado.

Ahora podemos obtener la integrabilidad de K+ (x, I[N]) en el espacio de

177,71

dimension infinita Ry .

Teorema 5.2. La funcidn K« (x, I[N]) es integrable de Riemann generalizado

!
en ]R]f 71 es decir, la integral

[ o K2GRIIND

+

existe y vale 1.

Prueba: Consideremos una division € = {(x,I [N])} de R]J;T"T], donde cada N
elegido es tal que T < N € F(],7',T]). Entonces, la suma de Riemann de Ky es

dado por

Sea M =U {N: (x,I[N]) € €} y enumere M como {t,, t,, ..., t,,}, donde
T'=t, T =ty Yty <t; < <ty <ty Cadatérmino K;(x,I[N]) de la suma
de Riemann se puede reescribir como K+ (x, [[M]); simplemente inserte
Iny;'s adicionales en la expresion de hg,j € N\/, e integramos de 0 a +o sobre
los y;'s adicionales. Entonces la suma de Riemann se convierte en

Kfz(x; I[M]);
(x,I[M]) €&

Siendo M un conjunto fijo de dimensiones. De esta forma, se trata de

una suma de Riemann de una integral en m dimensiones. Por tanto, cada
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término de la suma de Riemann es una integral sobre I[M] c R™ y, por la

propiedad de aditividad finita de esta integral en R™, tenemos

roo e dy, dy,
Kz(x,I[M])zj; fo hz(y,M)%...L (5.2)

(e I[M]) € € m

Por la Proposicion 5.1 , la integral (5.2) existe y su valor es igual a 1. Por

lo tanto

K+(x, I[M]) = 1.
(x,I[M]) €&

Entonces, dado € > 0, para cualquier funcién calibre y, elegido tal que

L(x) 2 T, paratodo (x,I[N]) € €, , T € L(x) € N implica que

Ke(x, I[M]) < 1| < e.
(o I[M]) € &

Por lo tanto, fR]Tf,T[Kz(x,I[N]) = 1y la demostracion estad completa.
+

Por lo tanto, K+ (x, I[N]) es una funcién de distribucion de probabilidad, o
sea, si un activo financiero tiene valor x(tj_l) = xj_, en el momento ¢;_,

entonces la funcién Kz (x, N, I;&,T") nos dara la probabilidad de que, en el

momento t;, el precio tenga un valor x; = x(t;) entre u; y v;.

Como consecuencia del Corolario 3.8 (ver también la Proposicion 3.7),

obtenemos el resultado a seguir.

Proposicion 5.3. Las funciones hg(x,N) H}‘zl% y K« (%, I[N]) son
)

variacionalmente equivalentes.
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5.4.2. La ecuacién de Black-Scholes con impulso
Sean ¢ y u la volatilidad y la tendencia respectivamente para un proceso

de Wiener x(t).

Sea u una constante real. Dado N = {t,, ...,t,},cont, =Ty t, =T,
Muldowney (2001) define g, (x, N; u, o) por
1, 2
1 [Inx;— {ln(xj_l) + (,u —50 ) (t - tj_l)}

exp| — = (tj —tj-1)
20'2 t] tj—l J J

j=1 \/27‘[0’2(1:]- —ti_q)

y la funcién Q,,(I[N]) por

n d ]
VD = | guoCetin)| [
j=1

En una aproximacion habitual, utilizando el calculo de 1t6 y la integracién

de Lebesgue, Q,,(I[N]) puede verse como una medida previa que se utiliza
para generar una medida de probabilidad Po,, sobre un espacio muestral Q, y

gue puede determinar el valor esperado de funcionales h definidos en el

espacio muestral Q.

Sea h(x) la funcion de descuento y e "9 max{x(T) — K, 0},r > 0. Por
la férmula de Black-Scholes, el precio de una opcién de compra europea en el

momento t, con precio de ejercicio K al vencimiento T, esta dado por el valor

esperado E(h) = [

carr dPo,,» Siempre que se tome x como el tipo de
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interés libre de riesgo r. El espacio C(]7',T]) en la integral denota el espacio

de las funciones continuas en R7"71,

Sin embargo, utilizando la integral de Riemann generalizada de
Henstock, Muldowney, (2001), deriva la férmula de fijacion de precios

directamente de la pre medida Q,,(I/[N]), calculando la integral
fc(]T/,T])h(x)Q#U(I[N]) como integral de Henstock. El célculo de It6 no se utiliza

en esta aproximacion y, a excepcion de algunos detalles técnicos presentados
en Muldowney, (2001), el resultado sigue directamente de la definicion de la
integral de Henstock (1991). Véanse también Henstock (2006) y Muldowney

(1987).

Extenderemos este resultado a continuacion. Consideraremos cualquier
proceso definido en un espacio de la forma R7"71 sujeto a una accion
impulsiva. Primero, estableceremos la funcion distribucién de probabilidad para
un proceso con impulsos en un espacio de funciones que lo usaremos en la

ecuacion de Balck-Scholes.

Dado N = {t;, ..., t,},cont, =T'y t, = T, definimos la funcién
Hi(x,N;u, o) por
1 2
1 (Ins(x) = {In(x0) + (k= 50%) (4~ 4-0)}

exp( — — (tj —tj-1)
2072 t] tj—l J 7

S

j=1 \/277,'0'2(1']' - tj—l)

Definimos la distribucion de probabilidad de #Hz(x, N; u, o) por
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n
dx;
anD = [ stwmine) [ |3
I[N] 2 X
j=1
Tenga en cuenta que la funcién Hz(x, N; u, o) es igual a

1 [ln S(xj) — {ln(xj_l) + (,u - %02) (¢ - tj—l)}]z

20-2 t] - tj—l

exp| —

j=1 \/27‘[02(1:]- —ti_q)

Sea xj_1, Xx, Xr+1NUMeros reales estrictamente positivos e t,_; < t;, <

ti+1- pOrellema 2.11, tenemos

22

[ 1
~ Inx; — {ln(xj_l) + (u - 702) (¢ — tj_l)}
e | P\ T 207 t = tj-1

+00
J, 11 dx
0 ok

xk\/ZTEO'Z(tj - tj—l)

1 [ln Xjp1 — {ln(xk_l) + (u - %02) (tksr — tk—l)}]z
202 b1 — ti—1

exp

X1 202 (tr — tr—1)

De esta manera, podemos concluir, como hicimos en la Proposicion 5.1, que

40 +oo . n dxj
0 0 jor

p—1

+00 +0oo
fo fo $:(57") Ha)i(yij’]’(yij+1)’tif’tif+1) X

Jj=1
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4
%@ (viprti,) | | | @5, |y, (5:3)

j=1
donde J' = IneoJ o exp,

d_)l (EJ T,)

- P 202 t, —7

1 1 []’(%1) +y;, —Ing — (.U - 072> (t;, — T')r\
\/2n02(ti1 —-7) /

D (yi,-'] ' (3’ ij+1) L t"f+1) B

, o’ 2\
1 |/ 1 [] (yij+1) Vi Yy T (“ I ) (tij+1 B tl’j)] |

= exp| —
202 tij+1 - tij /

\/ZHGZ (tim N tif) \

1 [yf + ¥, ~ (# —072) (7 - tip)m

_ 1
2 (yip’ tip) - P 7552 T —t, /

\/ 2n02 (T — ;)

Como fj;o ¢, (yip, tip) dyr =1y ] = L, obtenemos

+oo +oo = dx;
J f %%(x,N;u,a) 1_[—]=1.
0 0 j=1 Y

De manera analoga, como hicimos en la demostracién del teorema 5.2,

obtenemos
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[ @b amwp =1
-

+

Nuevamente por el Corolario 3.8, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.4. Las funciones H4(x,N; y, o) H}‘=1% y Q5 (I[N]) son
]
171,7(

variacionalmente equivalentes en R} " ".

Como se presenta en el Capitulo 1, una opcién de compra europea
asegura a su tenedor el derecho, pero no obligacién, de comprar un activo en
una fecha futura T (vencimiento) por un precio establecido K (precio de

ejercicio de la opcion).

Fijemos el precio de una opcion de compra en un tiempo t < T,

asumiendo que entre ¢ y T hay momentos de impulso en los instantes 73, ..., 7,

cont<7; < <7T,<T.
Entonces, consideremos N = {t;, ..., t,}, cont, = t,t, =T
y x(ty) = x(t) = ¢ > 0. Definamos el funcional cilindrico h(x) = h (x(tn_l)), por
e "= max{x,_, — K, 0}

y la funcién

feo=|,

R

| hEOQE N

siempre que exista la integral.
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Presentamos la existencia de f(&,t) en la siguiente proposicion, cuya
demostracion se sigue de la ecuacion (5.3) y la idea de prueba de la

Proposicion 4.3.

Proposicién 5.5. Sea h(ys,t) = e 7T~ max{e”” — K, 0} y u(é,t) dado por
p
h(yT’ t)d_)l(fl t) 1_[ cT)j (yij'], (yij+1) ’ ti]., tij+1)'
j=1

donde @, (Yip,I’ (yip+1):tip'tip+1) = ¢, (yip,tip). Si u( t) esintegrable
generalizado Riemann en RP*1, entonces h(x(tn_l))QQ"(I[N]) serd Riemann

integrable generalizado ]Rl]f’T[ y f(&,t) serd dado por

feo=[ | ueo [Tevs )
j=1

El siguiente resultado dice que f(¢,t) es continuapara¢é >0yt =7j,j

1,...,p. La prueba de esto hecho se sigue de la Proposicion 5.5y de la

demostracion hecha en la Proposicion 4.5.

Proposicion 5.6. Seas € |7, T[\ {7}, ...,T,}y £ > 0.Dado € > 0, hay § > 0 tal

que, si|s; —s| <8y & —¢&| < 3§, entonces |f(&,51) — f(€,5)| <e.

Para que el precio de una accion no tienda al infinito en suficientes
momentos de tiempo cerca de un momento en que el mercado de valores cae,
impondremos otra condicidén sobre la funcion impulso J. Asi, diremos que la

funcién J € L, satisface la condicion C, si paracada k = 1,2,...,p, el limite
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[ 1) +a-c-(k-%)9]

exXp \— 252 5 X
+00

lim
5-0* —00 277.'6

exp /_ 212 []I(Eik+1) + Sies ~ S —6<ll - 072) (tip,, — tik)]z
o
8 \ dx;,

\/ZT[O_Z(tikH - tik)

existen, con ¢ € Ry J' = InoJ o exp, y su valor sera una funcién k(x;,, )

tal que la funcion
14
k(xik+1) 1_[ cDj (yijl], (yij+1) ’ tij' tij+1) ¢2 (yip' tip)
j=1
es el integrable de Riemann generalizado en RP~*+1

Si la funcién J' = Ine J o exp no depende de la funcion de posicion x(t),
es decir, si J'(x(t)) = f(t), donde f es una funcién real definida en R, del Lema

2.11 se sigue que J € Ly ] satisfacen la condicion C.

Con la condicion C establecida anteriormente, tenemos que la funcién
f (&, t) admite los limites laterales en J;,j = 1,2,...,p, como se muestra en el

siguiente resultado.

Teorema 5.7. Sea x() = §,k = 1,2, ...,p. Si] € £ satisface la condicion C ,

entonces los limites

lim  f(gs) lim  f(gs)
(C'S)_’(Ek:jij) > Y (C.S)*(Ek,fk‘) K
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existira lim (g s) = f(§,Ty), paracadak = 1,2, ...
y L S & Tk), P p

Prueba: Sea 7y arbitrario, donde k € {1, 2,..., p}. Consideremos las secuencias

reales {t,},>1 Y {Ge}e>1 tal que

£+ £+
tp =Tk Yo — Sk

cont, > T, paracada ¥ = 1,2, ... Por lo tanto, hay ¢, > 0 tal que t, < J;,,, para

cada? > ¢,.

Denotemos 7., = tipn =Ty]J (yl-pﬂ) = 0.

Por la Proposicion 5.5, si £ > ¢, entonces

10T = kO T)®1 (& T) 1_[ (i (Vi) ity

j=k+1

u(se te) = h(yr, t)P1(5e te) 1_[ yl] (}’ijﬂ)'ti,-'tijﬂ)

j=k+1

Dénde

h(yT' :Tlvc)(T)l(fk' 7?() = max{eyT - K' O} X

, o \

e~T(T=T) / 1 [] (Vigss) + Vig,, —In &, — (M - 7) (The1 — Tk)]
exp| —

V2102 (Teir — T) 20? Tie+1 — Tk
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h(yr, tp)d1(se, t;) = max{e’” — K, 0} x

, a? 2\
e-T(T—tp) / 1 [] (Vigys) + Vi,, —Inge — (ll - 7) (The1 — tf)]

exp| —
V2w 2(Typq — to) \ 207 Tie+1 — Lo

Luego,

£>+00
u(se ty) — u(éy, Ti)

Dado € > 0, hay ¢, > 0, con £, > £, tal que

|,Ll(§'[, tf) - ,u(fk; :7;<)| < Eﬂ(fk' 7;():

Para todo ¢ > ¢;. Por lo tanto, por el teorema de convergencia dominado

(Teorema 2.10), concluimos el resultado, es decir,

(5,5)~ (Ek:r f(c,s) f e T

La existencia del limite

f (s,5),

(s S)—>(Ek 7)

se sigue de la condicién C y el teorema de convergencia dominada

(Teorema 2.10).

SiN ={t;,..,ty},conty, =t t, =T,y t; <7;, denotaremos w(¢,t) como

la siguiente expresion

_ 2\\?
exp{— 2;2 <1n9& - }:Hf_ (M‘%)) (ty —t) —r(T — t)}

V2mo?(t; —t)
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Luego,

g%\ o? o?
ow _w w (lnxl—ln§>2+ ”( _7> 7('“_7> 4
ot 2(t;—t) 202\ t;—t v .

207 207
ow  w [Inx; —In¢ o?
08 to?| t—t K75

y
62W_ w (lnxl—lnf)z Z/JW(lnxl—lnE) w (lnx1—1n6>
082 204\ t;—t 204\ t;—t 202\ t;—t
LW o? w o? w (lnx1—1n6>
e2ga P\ T3 ) T 2252 \F T2 ) Tezg2 Tt — ¢
LW o? w
£202\" T2 ) T gt - 0)
Por lo tanto,

ow 0W+025202W
ot - et e

=rw (5.4)

Ahora, denotemos w' = max{x(T) — K, 0} x w'"’, donde

[exp B ziz (mS(xj) _ {m(xj‘l) + (,u _ %02) (4 - tj‘l)}>2 (¢ —ti-1) }

t—t_,
n
W” —
j=2 [2ma?(t; — tj—l)]l/z
~ AL
X —]
j=1

notemos que
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1 s AIJ’
ww' = h(x)HL(x, N; 1, o) ﬂx—
j=1 "7

Sin embargo, continuemos representando h(x)Hz (x, N; i, o) 1"[};1% por
]
ww .

Como w' es independiente de ¢ y t, entonces multiplicando la ecuacion (5.4)
por w', obtenemos

0W’W+ 0W’W+025262W’W
ot TR e YT e

=7rw'w.

Como h(x(t,-1))Q%’ (I[N]) es integrable de Riemann generalizado en ]R]f Tl

ler.r[ h(x(ta-1)QIUIND = f(£,0),

se desprende de la Proposicion 5.4 que

j <6W’W ow'w  d?&?29%?w'w
RIET

e T e >=rf(€.t)-

Tal como hicimos en el capitulo 4, demostremos que

f ow'w 09 J‘ , f ow'w 0 f ,
= — ww', = — ww
RIET) ot ot RIET) RIET) 0¢ 0¢ RIET)

f ’w'w azf .
R]Jf'T] 0&? _afz ]R{]Jf'T]WW

Para esto, definimos
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Dapcf (€, 1) ——fa(f t) + ué - fb(f £) + 5 25 foc(&, 1),
Dénde

fa(fit) =f(€,t+a) _f(s;,t)

focG ) =fE+b+c,t) = fE+b)-f(E+ct)+f(E0)

para a, b, c cualquier nimero real distinto de cero. Luego
lim Dabcf(’f’ t)
a,b,c—0

existira y sera igual a

f of o*f

SO S ED + 50 S (D

of @ *f

LT Ly 2L o5z eXiste.

Si, y solo si, las derivadas parciales —

owwr owwr  d2wwr

como las derivadas ——, e Y am

existen, entonces

'+ 6WW'+0252 0’ww' ) c e

Y D aww
m WW
a,b,c— abe dat

Dado que ww' es Riemann integrable generalizado, obtenemos

[ o olim Dapern’ =175,
]R

esto es,
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+ 00 + 0o
f f lim Dgpcww' dx;, o dxy dxr =1f(E, 1) (5.6)

a,b,c—0

Dado € > 0, por la ecuacion (5.5), podemos elegir u > 0 tal que si 0 < |a| <

w,0<|Bl<puyo0<l|y| <u, entonces
|Dapeww’ — rww'| < Q5° (I[N])e.

Dado x, N, I, elegimos «,, B, y v, satisfaciendo 0 < @y < u,0 < Sy <uy 0 <y, <

u tal qué

sup |Dggyww’ —rww'| < Q7 (I[N])
0<|al<ay
0<|B|<Bo
0<|yl<vo

Como 0 < |a| < ag, 0<|Bl<BoY0< |yl <y, entonces
—Q%°U[N]) < Dgpg,ww' —rww’ < QL (I[ND).

La funcién Q%° (I[N]) es Riemann integrable generalizado con valor
integral igual a 1, como presentamos al comienzo de esta seccion. Por tanto,

segun el teorema de la convergencia dominada (Teorema 2.10), obtenemos

+00 +00
lim Dypgyww'dx;, ...dx; dxp =
aBy-0)_, . afy i1 ip AT

400 +o0
= j J rww’ dx;, o dxg dxr = rf(ét) =

+00 +00
= j_oo ...J_oo a}gig/n_)ODaﬁyww’ dx;, ...dxipde, por (5.6)

Yy, COMo
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+ o0 + oo
lim D, g,ww' dx;. ..dx; dx; =
why—0) u apy i ip4AT

T €0+ u @0 43020 L 0
llegamos a la conclusién de que
2
6f+”€6f afzﬂzrf.

¢ 0¢?

Por la definicion de la solucién de una ecuacion diferencial parcial con

impulsos (Definicion 4.2.1), acabamos de probar el siguiente resultado.

Teorema 5.8. La funcion f (¢, t) satisface la ecuacion diferencial parcial en T

*f(0) _
o

IHEH Eaf(f, t)

1
Gt 5 0% =rfED  (57)

sujeto a la condicion de impulso

[T — fT) = f(§o T — Sl_i)f}lk_ f(§xs)

paracadak =1,2,...,p, y con condicion de contorno

f(fTi T) = maX{fT -K 0}

Tomamos p como una variable arbitraria. En particular, cuandou =ryr
es la tasa de interés libre de riesgo, entonces la ecuacion diferencial

parcial (5.7) se reduce a la ecuacién de Black-Scholes.

Veamos como aplicar esta ecuacion en el siguiente ejemplo.
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5.4.3. Aplicacién al mercado de acciones con Shocks
Suponga que una accién se negocia a un precio Sy sea t = 0 el tiempo
correspondiente. Sea K el precio de ejercicio de la accién, es decir, el derecho
a comprar la accion por el precio K en la fecha de vencimiento T. Sea r la tasa
de interés libre de riesgo y o la volatilidad, ambas constantes. Suponga que
entret =0yt =T,digamos 7;, ...,7p, con 0 < J; <--- < T, < T, hay shocks del
mercado de acciones. Sea J: R — R} el operador de impulso, que representa

los shocks del mercado, tales que

] (*(3) =
paraj =12,..,p.

Determinemos el valor de una opcion de compra europea en el momento

t = 0, mediante la ecuacién Diferencial de Black-Scholes con impulsos.

Por el lema 2.11, tenemos
+00 +00
f f u(é,t)dx;, ...dxip =

e—rT

2
p
1 o?
= ———max{e*" — K,0}exp| — 5 xT—ln€—<r——>T+Zaj .
V2ro?T 20°T 2 =

Luego,

+o00 —rT
f(,0) = f ﬁmax{e” —K,0} x
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2

1 a? g
X exp 2577 xr—Iné — r—7 T+Zaj dxp =
j=1

2

too  ,=rT 1 g2 P
— —_ XT __ — — — — )
= fan m(e T — K) exp 0T xr —1Iné (r 5 )T + Za] dxr.
]=

2
Sea A = (r — %) T — Z]I;l a; Yy B =+Vo?T. Por lo tanto, haciendo el

siguiente cambio de variable

xr—Iné—A

obtenemos
e—T'T a 1 2
FE0) = | gerwr-pean,
TJ)
£
In(>

donde a = M.

B
Como

“ N A+ip?
e 2 du=e""2
-0

y recordando que A = (r - ”72) T — 25.’:1 ajy B=Vo?T.

obtenemos
p
1 a+o\T 1 . 1 a 1
fE0)=¢%exp| — ) a; || = e 2 du|—Ke™ (—f ez du),(5.8)
= V2 J_» V2 J_»
Donde

118



ln(%)+(r—%2)T Z] 19
VT

a =
Por tanto, f(¢,0), obtenido de la ecuacién (5.8), nos da el valor de una
opcion de compra europea.

Tenga en cuenta que cuando «; = 0 para todo j = 1,2, ...,p, obtenemos la

formula clasica de Black-Scholes para el precio de una opcion de compra.

Tenga en cuenta también que el valor de la opcién de compra europea en el

momento t,0 < t < T, digamos f(¢&,t), viene dada por

p b+o (T t 1 2 1 b 1 5
exp| — ) «a; e 2% du|—Ke TT-D <—f e 24 du)
g P Z J < f ) VZTC —0

Dénde

(T - t) ij‘ aj

5
~~
ARy
—

+

/\
v

La funcion f(¢,t) es una solucion de la ecuacion diferencial parcial con

impulsos dados por el Teorema 5.8, donde u se reemplaza por r.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostracion de la hipotesis con los resultados

Esta seccion esta dedicada a verificar que las hipotesis planteadas en el

capitulo 11l son verdaderas.

Con relacion a la hipétesis general, dada por:

Es posible encontrar una solucién para la ecuacion de Black-Scholes

con impulso aplicado al mercado de acciones

Recordemos que la ecuacion de Black-Scholes con impulso aplicado al

mercado de acciones, esta dada por

oAED , D 1

,0°f(&, )
u ——————————
at ot 2

0P 5 =10

sujeto a la condicion de impulso

[T — f T ) = [T — Sﬁr}lk_ f €k s)

paracadak =1,2,...,p, y con condicion de contorno
f(,t) = max{ér — K, 0}.
Ademas, por el teorema 5.8y f(§,6) = [77 .. [77 u(&, ) ( ?zldyl-j) dyr
Se tiene que la funcién f(&,¢) = ["° .. ["° u(&,©) ( ?zldyl-j) dyr
Es una solucién explicita para dicha ecuacién.

Esto demuestra que la hipotesis general es verdadera.
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Con respecto a las hipétesis especificas las cuales son:

Existe una integral bien definida para procesos estocasticos con

impulso.

Es posible determinar el valor de una opcién de compra cuando hay

shocks en el mercado de acciones via ecuaciones estocasticas

Se tiene, en la seccion 5.3 del capitulo V, la existencia de una integral de

Wiener con impulso a partir de la medida.

1(21 Y~ 1)2
T2 -t

u(l)—fll f, k—zm — |,

Lo que muestra la veracidad de la Hipotesis especifica 1. Por otro lado,
en la seccién 5.4.3 del capitulo V, se tiene que a partir de un precio de ejercicio
de la accion (K), una fecha de vencimiento (T), una tasa de interés (r), la

volatilidad (o) y los shocks en el mercado de acciones dados por:
0<TH{ << <T,<T
Se tiene que f(¢,t) esta dado por
14

b+o (T t) 1, 0
Eexp —Za- f e 2" du|—Ke Tt ( f e‘iu du)
[, 5

satisfaciendo
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ln(%)+(r—%2)(T—t)— L7, @

oVvVT —t

b=

Representa el valor de opcion de compra a partir de la solucién de la
ecuacion de Black-Scholes con impulso, lo que muestra la veracidad de la

Hipdtesis especifica 2.

Con esto se tiene que todas las hipotesis planteadas en este trabajo son

verdaderas.
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CONCLUSIONES

1. La hipotesis basica de la teoria de Black-Scholes para la fijacion de precios
de un activo es que, como una variable aleatoria, el precio de un activo, en
cualguier momento particular en el futuro, sigue una distribucion logaritmica
normal. Con esto, el valor real de mercado se obtiene como un "consenso”
del mercado como resultado de las humerosas transacciones que se llevan
a cabo.

2. Enfisica, pensamos en la presion atmosférica como un macro-fenébmeno,
medido por un macro-instrumento (el barémetro, por ejemplo), que es el
efecto final de innumerables impactos de moléculas de gas atmosférico en
el instrumento de medicion. Es razonable suponer que los impactos de las
moléculas de gas en el medidor tienen una cierta cantidad de energia y la
energia entre las moléculas ocurren en proporciones mas pequefias.
Entonces, incluso antes de que se tome la medida real, el valor de la
presion atmosférica se puede estimar, en circunstancias meteorol6gicas no
excepcionales, con una pequefia probabilidad de que la presion, cuando se
mide, sea diferente del valor estimado.

3. En analogia con el mercado financiero, el precio de mercado de un activo
corresponde a la presion atmosférico. Los impactos moleculares
corresponden a las transacciones de individuos con el activo, con la
condicion de frontera de que el conjunto de eventos que contribuyen al
resultado neto es en pequeiia escala y no excepcionales.

4. En los mercados financieros, como ocurre con el fendbmeno del tiempo, los

eventos excepcionales y los extremos ocurren y a gran escala. A veces,
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tales eventos se pueden representar por eventos impulsivos que pueden ser
el resultado de decisiones politicas, guerras o desastres naturales. O

podrian ser fendmenos de mercado atipicos, como la crisis hipotecaria en

EEUU en el afio 2008.
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RECOMENDACIONES

En este contexto, al considerar la teoria de precios de una opcién de tipo
europeo, sujeta a shocks del mercado, a través del tratamiento de la teoria de
la integracién no absoluta en espacios de funciones, hay algunos otros

problemas que tenemos la intencion de abordar en un futuro préximo:

1. El estudio del operador de impulso /, para obtener un precio justo de la
opcién de compra europea sujeta a shocks del mercado;

2. La construccion del modelo Black-Scholes sometido a choques en
tiempo desconocido (tiempo variable);

3. Lainvestigacidon del modelo de Black-Scholes cuando las variables r
(tasa de interés libre de riesgos) y o (volatilidad) son funciones aleatorias

en el tiempo.
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MATRIZ DE CONSISTENCIA

ANEXOS

Tabla 2: Matriz de consistencia

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA POBLACION
Y MUESTRA
Problema general Objetivo Hipotesis Tipo de La poblacion
¢ Existe una general general investigacion son las
solucién para la Probar que Es posible La investigacion es ecuaciones
ecuacion de Black- existe una encontrar una  de tipo basica, estocésticas y

Scholes con

impulso?

Problemas
especificos

¢ Seré posible
encontrar técnicas
de integracion
para procesos
estocasticos con

impulso?

solucion para
la ecuacion de
Black-Scholes

con impulso

Objetivos
especificos
Probar que
existe una
integral bien
definida para
procesos
estocasticos

con impulsos.

solucién para
la ecuacion de
Black-Scholes

con impulso

Hipotesis
especificas
Existe una
integral bien
definida para
procesos
estocasticos

con impulso.

pura o
fundamental, pues
se utiliza las
teorias existentes
para profundizar
en ellas,
generando nuevos
conocimientos o
criterios.

Método de
investigacion

Por la naturaleza
de la investigacion,
al ser esta del tipo
basica, el método
empleado es el
método de

escritorio o de

la muestra es
la ecuacion de
Black-Scholes

con impulso
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¢ Sera posible
predecir el valor de
una opcion de
compra cuando
hay shocks en el
mercado de
acciones via
ecuaciones

estocasticas?

Probar que es
posible
determinar el
valor de una
opcion de
compra
cuando hay
shocks en el
mercado de
acciones via
ecuaciones

estocasticas.

Es posible
determinar el
valor de una
opcion de
compra
cuando hay
shocks en el
mercado de
acciones via
ecuaciones

estocasticas

biblioteca, es decir,
se realizara un
andlisis
bibliogréafico a
profundidad con
respecto a las
teorias
relacionadas al
presente tema de
investigacion.
Disefio de la
investigacion

La investigacion
que se desarrolla
presenta el tipo
inductivo —
deductivo tratando
de ser lo mas
exhaustivo posible
en cada
demostracion.

Se empezara
definiendo los
términos basicos
relacionados a la
economia, luego
se expondra las
herramientas

matematicas
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suficientes que
permitiran plantear
el modelo de
Black—Scholes con
impulso ademas se
realizari una
descripcion
detallada de la
integral de Wiener
con impulso debido
a la naturaleza
estocéstica del
problema.
Finalmente se
aplicard la teoria a
un problema de
valor de opcion de

compra.

Elaboracion propia
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