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RESUMEN DENSIDAD DE ESTADOS Y EL FEN * OMENO LIFSHITZ TALS PARA EL NODELO 02 Cueva Carranza 2020 Asesar'Mq T 1tulo obtenido: L atica El presente trabajo esudiar la fen” Lifshicz tals para el Tal de schr
ergodi- cos. “icitamente el espectrodel torioPc.t. idoa cubos f dos enfoques dife- rentes y la conexi‘on con el espectro del
odelo de Anderson, de manera m"as general con el e Dedmdeun operador erg odico, fen mls parael que describe el otico de la “oximoal " tro. Palabras Cl Ergodicidad, Lifshitz tals. 5
ABSTRACT THE DENSITY OF STATES AND PHENOMENON LIFSHITZ TAIL FOR THE DISCRETE. ANDERSON MODEL Cueva :anam ino Beto March-2020 Adviser: Mg. Alfredo Sotelo Pej Licentiate in Mathematics v 35 main objectiv 1 study the density of sttesand phermencn itz as for the dicrete multdmensional Anderson model. Such model mxmulss a family of ergodic and random s<nr odmaer operators. First we
study ergodic and spectral properties, and explicitly determine the spectrum of the Anderson model, which is a n d to finite cubes. L the connection between the spectrum
called Ltz tals for the decrete Anderson madel, which descrbes the smpwtc sehaiorof e mwwawd aamm states near the infimum (or supreme) of the spectrum. Keywords: Discrete Anderson model, Density of states, Ergodicity, Lifshitz tals. 6
INTRODUCCI * ON €n Las ultimas d odinger area de a F' sica-Matem " atica. Tales operadores son usados para describir la evoluci‘on del estado cu’antico de un sistema f'isico. La ecuaci‘on de Schr”odinger que depende del tiempo dada por 12 ty = Hu, (1) determina una evoluci‘on din’amica del sistema dada por (1) = e itH y(0) (es decir, la evoluci’on temporal del vector y(t) en
el espacio de Hilbert describe el movimiento del electr'on), donde H s el nmvmomesmv odmgermmd 2Rd)0(2(2d). =HO+Y, donde H 0 el Lapackno y ¥ e potenchl. Los peradores de S g se clasFian de acuerdo a L naursera de 1 otenclal en pm ‘odicos, casi per hrodinger ri*odicos son modelos cu’anticos
cristales's “odicos para el estudio por hr oding sado anicos cu’ clemplos' lvau n deemms cu’ anticos est'a siendo muy estudiado en los “ultimos a™nos, ese problema intenta explicar las propiedades de
ranpore de i elecr'on en s ol amore. L modelabskn el estuk -5 propiadc e e moceio ropesn po e 1k rcrsan e 135, e Gesrbe s oectos o a mec ank e anika d 3 por primera vez en [2]. Anderson percibi’o que el
ransporte de un electr”on era suprimido debido al desor- den, y as'1 impurezas aleatorias pod 1an transformar a los islantes; en t' aticos ‘espectro del operador energ 1a potencial wmmededeesmu puro punto, ya que: et ;gm:uau o del espec i (wansporte), continuo espectro puro punto (ausencia de
transporte). En este. 22 12zd Zd— €/ XneZd]uin) 285+ | queser’ ver [20]. Definici‘on 1 Parawe el
dimensional d > 1, s a famita de operadores de Schrodinger aleatorios H w = H 0+ Vw , 2)7
2(2d), siendo H0el L: {H0un) =Xtk =1 (u(m)- wio) (3)donde .1 plicaci‘on, estoes, (Vwu) (n) = va
(n)u(n), donde { d esuna sucesi' id una medida de un P 0 definida por P 0 (A) =P ({w: v w (n) € A)) para todo n el n ' para cualquier conjunto de Borel A R, donde P s la medida de probabiidad sobre conjuntos barelianos cil indricos de 0= R Z d . Otro de los temas que estudiaremos como herramienta para desarrollar el pre- sente trabajo ser'a la
teor 1a erg "odica, nos enfocaremos principalmente en el Teorema erg. umm de Birkhof [24,29]. as 15,18, 19, 22, 49], al “1sicos de la ([E 1 E2]), nos da el n”umero de niveles de energ 12 por unidad de volumen con energ 1as entre E 1y E 2 . Como sistemas t 1picos que.
surgen en la fsica de estado s"olido tienen po peri”odicos o erg o di vn(ervalﬂ 3 | (E2] la proyecci‘on espectral e cualquier proyecci”on espectral de H w s cero o infinito. Por otro lado el n’umero de electrones en tal sistema tiende al infinito o es
infinito por esas dos razones, el principio de ?auhwt-we sentido mmemam o embargo, hay una tener sentido, sistema a L. por on espectral de H wen el cubo finito A L, en seguida tomamos la dimensi”on de Ranx AL (H w )y dividimos por AL | = (2L + 1) . Finalmente, tomamos el 'mite cuando L - -, Este procedimiento es llamado
Uimite termodin”amico. trabajo, toda 0. Definici"on 2 La medida v definida por v(A) = E((3.0 A (Hw.
50, cR, Lamn:vmmsmhu(v on N de v cada por N(E) = vi(~ ,E]) (5) es llamada densidad integrada de estados paraH w. 8
onica del 2(2d) XdP denota la esperanza matem- atica de la variable aleatoria X, Notemos que la medida densidad de medida de pr , pues v(R) = 1. Otro este trabajo son 2 restringido a cubos finitos, el motivo principal de estudiar tales
" on del Teorema 1, el cualdexrvbeeﬂsn ‘omeno Lifshitz tails para el modelo de Anderson discreto H w .I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 1.1, Descripcion de atica, Enel Zd—CI XneZ d uiml Iﬁsl T Vdenoremos pora b cuando a tiende a b por la derecha. El intervalo previsile de
vr\depen amem'  calculado v'1a m”etodo num”erico. La raz on est'a en el mleresanh!en amenel\amade Lvlsmu uux, uefue descubiert e el 1o 1964 or el sk . Lishiz v [zzn El observ’o que la densidad -mvaaa de estados N(E) decae exponencialmente cuando la energ1a  est"a muy pr " oximo del “infimo del espectro [1]. Ese fen”omeno puede
ser 2 . para el operador de Schr“odinger H con potencial peri odico): N(E) ~ C(E - £0) - d2 cuando E = inf o(H). ¥ dor de Schr“odinger N(E)~C1eC(E-ED)-d2 cuandoE
VEO. (7) Enla ecuact on 6 escribimos N(E) ~ C(E - Eﬂlrdzcmnmi\ia para ind- car que | mmnmzmz E0)-d2-1,yan ‘on 7. Una forma m as d mﬁ) e sls\gu\enm teorema. Teorema 1 4umau«;y Para el la
satsface 'im EXEOIn) InNE) InfE - EO) = - d2 on del teorema 1 para el la demostraci‘on se diviir“a en dos etapas, superior usando las a acotaci”on inferior donde ser'a usado las condiciones de frontera e Dirchlet. La demostraci‘on del teorema para otros modelos puede ser encontrado en [1,22,46]. EL
fen”omeno Lifshitz tals es una propiedad muy mporanie de la densidad int- grada de estados. Sin embargo, exiten otras propiedades, tales como a contiuidad de la densidad ntegrada de estados, la convergencha dela et donsind e 5. oo como converenca ‘de medidas  la relaci’on que exste entre el soporte de la mednﬂ densidad de estados y el espectro el operador erg " odico. 1.2.
Formuaci‘on del probiema 1.2.1 e a densidad integrada de estados N(E) cuando L energ a E est'a pr*oximo al ‘nfimo del espectro de H la medida ficos 1. Es Wﬂbletﬁmm ‘odin- ger. 2. jSer"a posible
mostrar la Dlr.ldmudzlu de 3. L modelo de es ergadico?. 1.3, Demostrar el e densitnd integrada de estados N(E) o s energ 1 E est'a pr’oximo al ‘infimo del espectro deHmynnAmnv as pro- piedad medida para el discreto. ficos 1. Estudiar
odinger. 10
2. Mostrar la existencia de la densidad de estados para el modelo de Anderson discreto. 3. Mostrar que el modelo de Anderson discreto es erg ‘odico. 1.4. Limitantes de la investigaci‘on Limitante te” rico EL limitante te”orico donde s circunscribe nuestro trabajo es el espacio de Hilbert [ 2 (Z d ), ya que en espacios de Hilbert m"as generales no esta garantizado la existencia de la densidad de estados. Limitante temporal Por ser nuestro trabajo netamente te orico no se
presentan limiaciones tempo- raes. Limiante espacial Debido a que nuestra investgaci on s netamentz te”orca o se presentan limia- ciones espacales. Il IARCO TE * ORICO 2.1. Antecedentes Antecedente intermacional €n el a”o 1964 el '15co . Lifhiz descubri o el famoso fen‘omeno lamado Lifhiz tails. 4 base dz argumentos {1505 "el determin’o que la densidad integrada de estados se comparta camo en la ecuaci on 6 y 7 para sstemas nmenaduxy

Gesordenacos respectivamente. L fen’omeno Lifshitz tails fue probado matem-aticamente por primera vez en el a"no 1975 por Donsker y Varadrian [16] para el modelo de Posson, que son una clase e operadores de l forma H = H 0 <V w , dorde V.
st ar el mimo madl, e prcs conste e s el on st
Wiener

7 a3 oo Serd 112 a3 £ £ 197 o s o ramentos e Dner Vs, Nk (3] P 36 éepandentment,esenaro e dmesoact

s rigurosa de Lifshtz

mEAEOION(E) £ -£0) d2=-C2. 9)11
Aro s e, caacamente el 3" 198, Kesh y arntl 1] enconarh u i aternaa v ol model d Polsn y oves oo ires, s prbarn t forma i 7 o por ' EVE O - N (N ~£0) =~ 42 . (10)En 2™ 1985, Barry Smon [15] o prie hecho por Kisch y Marnel par el moddo de odmon dcrt psteroments o e one L s e probno ar ernes tosde oeradres ves pr el

[1], (2], [46], {45 Por otro ado la primera demostraci‘on de existencia de la densidad de estados se remonta al trabajo hecho por Pastur [37], quien mosts” la existenca bas' andose en la ransfommad de Laplace de la densidad integrads de estados. ¥ la demosiraci on v'1a | mite termodin Avron y Simen (3] 22. Bases te”oricas Las bases te”oricas que usaremos en
este rabajo ser"an las siguientes: El siguiente teorema nos garantiza la existencia de la medica densidad de estados. para el modelo de Anderson. Teorema 2 (Representaci on de Riesz) Sea X un espacio compacto de Haus- dorff y C(X) el de XenR. Para e o b o COh b - e en Q80 = 2 (e 10 Ntk an 1l e s G e, Voo G por 7. re ko e
Gert reitado cs v aldo e pre o 1especio a ' edka d probabiiad P, B tearea e enuncareno o cnnuac on descrbe ex iamente el especr de motelo de Anderson G o s de orjnta. Terea B cpecto de el G Aeron i 5 P-c.p. o por o - 1o, a1+ s 0. (12) 8 Teorema g “aerg odica, propiedades.

dela medida densicad ce estacos. 12
odicas y E(XO ) gt - entonces 'm L1 2L + 1) 4 XIEALX i~ EIX0 ), P . )=2X04REl relaci de estados. Teorema 5 Para el modelo de Anderson discreto H w tenemos que suppl() = o(H w ) (14) donde supp(v) denota el soporte de (a medida
dedad de etdos v. 2.3 Conceptn Losoperadorde St odger s oprsdores e formaH - H 0V acuand sbre ol espcide Hibert 2 (R.4)012 (24), donde 0 el Laacndcue epesera L enes i ch et o sty ¥ o energ 1 pencl. e o doopernites e dvadon o operadre d it o 3 Ao, un 50 ottt s aeror o S’ g 4o o ol 8 rion dicrsto ada ena ek on
(E1E2),esla 1 por unidad s entre € 1y E 2 . Cuya definici on Matem-atica esta dada en la definici on 2. EL fen"omeno energ i E est’a muy pr’oximo del “nfimo del espectro, matem’ to por 7
parasumasorﬁenadﬁsydewrﬁenadosreweclwamenle o vt on 4 o nvaci'on, an nvestigacy on. Definici‘on 3 () Sean X y ¥ espacios vectoriales, Un operador Lineal es una apl- caci ‘on A: D(A) € X— Y, vectorialy A(g + an) = AE) EnEDM)yack. Uimitado st
existe C &lt; 0 de modo que IAE)I < CIEH para todo £ € DIA). 13
Seah: D(A) < H- denotad c o por R (4] H ~—D(A) , RA(A) = (A~ M) -1 , existe  es im tado. Por simplicidad usaremos la notaci
“onA-M =4~ ()Sez1,22 € plA) entonces (A-21) -1 - (A - m 1=z e A (15) (1) 1 DA) = D(B) y 2 p{A) 1 p(B), entonces (A - 2)
S1-@-2-1= k-2t B-2)-1(8- m 1416 Do on 4l espcro deunperadorine A st conio ot =\ P e 1:emSeahun PIAL.Se ene que /A - 2] -1 | = 1distzo1A) . En particular para el operador autoadunto A y Z€ C\R, 1A ~2) =1 < 1 Izl Sea P un polinomio compieio en una variaie real. S1PO\
P ni-02 1), entonces PAI - n X|-0a nA| . roposic Entonces IPA)l = sup Demomacton IPAN D 1A) Pl PPN ~Sip3EoPP) < Ao PP R P 12 14
Sea A un operador Ribertn. o Cloth) e conjomo de OA) o ) e spac d s aprsdorsLneolsacoados de e . st i i apccton g IO 1) satsfckndo s st propidces a5 <Cl) (1321 ) )= ). 4002000, 01 = 0 = 40 -5 . 0508, 10 BIH) < C: gt Cogt = @SIT
esta funci 3 (@5iAw) o) (15120, et ons e)sea 0. Una familia A (EEiEA; A (b)sea oyAumac- aliers
eemes a0 st e 1001015, o 1o Suce on(E 1 N 6 conunes oS an A . e - UETL mer, on caracter 011 0 .04 oo Dl on €50 per = i espectralde A, ‘on caracterstica de o(A) en e conjunto
a5
L ) Cada P es una proyecc” ~0;(PATPO2=POINA2; Qncna SUmN-=NX  n=1Pan A Proposii’on 21 €0lAJsiy s0lo 5 P A-Ave)/= 0 para do ¢ B4 0.
La demostaci on de este esulado puede ser encontrada en (13 operador A se lama >0 DA, 41, € D(A) y pra algun A € R. Defimc on 7 Sea H un espacio de Hibert (£ ) neN una base ortonormal ce H. Para un operador positv A + H - H se defne la raza de A por t7 (N AER ). la raza es lineal, 0 sea, tr(A + B) = A + WB e tr(h) = Nr(A) para todo h € C. Ademas r(AB) = tr(BA) y la
0§ €Hse tiene & = XneN (€0 6180 (17)y 11 2= XneN [(€n &)1 2
a9siT, dice que T DT}y existen a,b > 0 de forma que ITEI < lSEI + DIEI, para todo & € DI(S); el "1fimo de os valores dea > 0 que tal relaci ones v’ T Teorema 7 . T un operador tineal re perador lineal s D(B) < H que es T-limitado con T-{"mite &gt; 1. Entonces T + B es autoadjunto en
D(T) yesesencialments autoadjuntoen todo el n“ucleo de T. 16
La demostracion del teorema anterior puede ser encontrada en [40]. Para un operador A sobre el espacio de Hilbert H con dominio D(A), el conjunto de los autovalores de A es dado por &(A) = (A €C : Ap= Ap para 9 € nm\(o)} La L ‘on del :Ap- o 2. 51y s wna proyecci‘on de operador A, A “e fgual al rp((M). Un autovalor de A se llama
degeneradosi e dimeron i Un sl Lanado sl e ¢ 1 Ol e ot 102 ) 3. Defn on 5. junto. conjunto (b) ELespectro esencial de A es el = 0lA)) 0 ds (A). W= 3
W= yrake 1, V8= 3y 10k SH AR 6 DI 191 1,y 1 k). 8 operador $iA es imitado inferiormente y tiene espectro
 oess ()= W oo O W< E1 M 20
inferiormente, entonces £ k (A) = Wm, para todok > 0. La prueba de este Uneales. La notaci‘on & U440 < 080, VD) Cordrs | Sen B docprsdres uoadntcs,imads nferoment e eren spectrouamente ducret, A < B, ertonces £ 1) < EX B s ok 0. 17
(R)= 1€ CIR):im x-—s+=x) = Oy ' x=— )= 0. Un subcon- funto RS geDyfeD q ulq proximo teorema, cuya_demostracion puede ser encontrada en [42], es uno de los resultados m trabajo, Teorema 9 ( o balgebra involuthva
de C - (R) que separa puntos, entonces D es denso en C = (R) con La topolog iforme. Ejemplo | - fxczpans D 2EC\R fomanuna subalgehu olutindo G- (8 cue seprs s 1. VARIABLESE I - OTESS .1 i ot senrat e i et spc o Ho o genern Neumann decaimiento exponencial de
1a densidad integrada de estados N(E) cuando la energ 1a € est"a proximo al ‘ifimo del espectro de H la teor'1a yoec’ Hip"otesis espec “alsis funcional
aleatorio casisiempre. Usando el teorema erg
R Basado enla teor 1a erg creto es erg”adico. 3.2. Definicon conceptual R ®
© R AR« Aesigual aR A Inductivo- deductivo Anal 1tca Dependi ente  s1L'im L=1 | A L | tr(g(Hw )X AL ) existe
(e s e - aces e de s 51/ L= 1| AL | 10 L) o et o e e d o () cth deductho Al V. DISE - O WETODOL  OGCO .1 Ty dsen de vetgac o T e mestgaon £ g de et an desarolen e oo 35k, D 0 e o st o asicos de an’ali- sis fncional, como herramienta
este 13,14,23,25,42,43,48]. 2. modelo “a nuestro obje: trabajo, y estudiaremos cada componente ysus Imen- t2
Caracterizaremos el espectro et e e s e e e o s S e en s a5 (120,461 3. Come St oo sl s G e rslndos e 3 ot s g o0k s erg'od 4,29,33]. 4. Con toda la teor
esta parte del babajo, pasaremos a - tudiar [os conceptos m
R rabajo, la medida. e estados, estudiaremos sus propie: una de ellas. Tambi's frontera de Neumann y de Dirichlet. Para m-as detalles de tales resultados v*ease [10,19,20,22,49]. 19
Frmerte mosaers o objeto privcpl e prserts o o Terams Para dicha prueba para dicha prueba y ver [1,2022,45,46], 42. M
etodo de investigaci on Para a realizaci westigaci‘on, en primer ugar s ha hecho recolecci”on de material bibkiogr” “acter cient 1fico- te’ 1 wsada para el rabajo es de tipo inductivo- deductivo tratando de dar tod demostraci‘on de ‘) faciitar (a ectura del trabajo. 4.3. Poblaci on y muestra No aplica para este o de
investigaci‘on. 4.4 Lu!ardeesmmuyperndu ot .44 Lugorde et nwersig ocirel st Calln, ocu i dn Clenhs reureis Nt e 20
442, El presents 2020 agosto del : Actividades a Ter « roblema X Marco te" orico X X Hip"otesi y variables Dise” no metodol"o- gico X Resulados X X Discusi”on de re- sultados, Conclu- siones y Recomen- daciones
XDiiacon el rabajo X 4.5 - ecias ¢ nsrumentosde receecel o d o forma- 1 o Pra arealzact o bibtiogs onde nformactancbtenda v -ammmemnmpwemmmmwm- oyt eviqecer o wabg 46, sl procesminto et Noseaphca araestetpode waajo 21
. Resuliados 5.1. 1.1, Espectro del secci'on espectro del L  algunas prn pldades e potncles ek, e specl b s potencles Gl model e Andron n del T e Schr“odinger libre (modela una
part’1cula lbre sin acci‘on d g 2(2d),dz1 91 g 2201 (0:24C XHEZMW\HIB;(-\y\amm\aﬁeunvecbvueneseewa:-ce-sdadapovluﬂ-Xneld ittty La:ua\esmduadapovdpmﬂu:\omitmum\w) - XnEZ doiniyin), para @@ €12 (Z).Dadon= (n1 2,0 d) € 2d. se define a norma cel

SUpremo I+ = 5p V=tV ylanormadelasuma I =4Xv=1 oy | Definc‘on 9l perador  0:12 2.4
opwradorH 0wt abin eido s 1H 00l = XneZd I Ol 2112

—+12(2d) definido por H O ufn = - X milm NUM'u(n\)MQ)gsHamadoLaummo discet
6L st 37712 KN ot i) ) s XL e i o e 1 22 0 2412+ X2 i 241222 <

ASIHOUEL 2 (24) paratodo u e L2 (Zd). Ademas, H 0 es tmitado. La forma cuadr”atca del operadar H O es dada por (WH 0) = 12 XIEZd XIj-1 1 =1 (u() = i) - v()). (20)

e e e demel o 4 1 arpameres ot e girraloades a4l - T, oM 0 = 2 6 0 D)= TX R 1 3+ ) -2 Xl - T 4% oA 2
Por ot lado, X ieZ X m|-1 0N ) -0~ D)t )+ I~ X2 -l )~ = = ) XISZ U)o M)t 1) i i )=~ 2T )< XIGE Wi ) X120 S 0o
(WHOV=12XIZXE ) Ut - V0. De st dor W i FEL2(24) 200,20 ), (0] - X2 e Ak, s s ol agacdel o H 06 o, 4. Efocs, - s il d = | moumes E40 )« X O s )« 1) o 2l - X 0211 - Y~k - X2 o 1 -tk 2 XnuZ ol -4k - K2
e X oo - 2XeZ v - o kX ek~ X PEE umn ety b0 e <2 2R, F1u 0= Maw) (), perador de mudtilicaci on enL2 (0, 2] d) por a funci‘on g(k) =2 P d i1 (1 ~cosk 1) parak = k 1, Kd) €020
s, Mg por o(H0) = ot 4] 24

seanijezd omui&w}dalasmaolzrld}wvan fsei=)0seii ) -z A= (51.481). 21)A p mau, + R S L =222 22451 311,050
[(STEETER on tes de la as cuales ser an usadas en | del modelo de Anderson Teorema 3, el cual det espectro de este modelo. ser 19,28]. Definici on na funci’on real medible en un espacio de probabilidad (QFP) 51

onceXal ansapor PO ) st onde v les, d ellas sonid Una famita (¢ T.in]del, P (wXiTw)Efal b1IXi2 w)E@2,b2] Xin@lenpbal)
PLWIXi1 @] €[a1 b1 ) .. PwXin ] € an bn D). SiXison
con "unP O, entonces P (WXi1 (W)€ [a 1,61 1XIZ(I€[a2 b2] .. Xin(w|ef2nbnl)=PO (a1 b1]-PO[a2b2])-. PO(anbnl: eor

o demostrac o pusdesr enconiado n 23], 25
Teorema 10 (Lema de Bor (1)51P~n=1 PIA N ) &gt - entonces (A - | = 0; 2] Si(An)son  independientes y P - n= , entonces PA =) = 1. Ewsderemwsammamaae(adeAnaersunHm H0 -V u defindo en la Itro-
i et fo bt d 1 s oy o) P 4 0 ptencen) e o G o, o o 0 D= x €K - P~ o5+ B O i 0 (25 s e e, amoncs <o serd . o s P .5 tondh 1 o1 L1 28 ). Por o s i o e L e o mulwlv:a:l onV w es autoadjunto en el dominio D w
w oI = XneZ d v n]gin) 2. Como la funci'on 99 €R, - adunto en Dw . Ademas, H 0 esV w -limiado pues IH 09l < allVw gl + 4dipl, para 0d00 < 3 &gt 1. 24) Luego, por el (Teorema ), 01202 8) - 0 1228)
demstaci on del Teorema 3. Proposic

on, confome a a Definici‘on 1. Bl soporte de la
€12(2d):Vwgel2 Zd)Enefect (V1 09) =XneZ dvas o) = XneZ dv
‘excepto para un numero finio de puntos n). ELpr'oximo resultado ser'a usado en la

1 cualauier w € 00, cualquier 212 culquorsceson g1, con a1 5pp P Oy Ve & 0, el unasues on 12 con =~ que splen ai v+ gt . 26
Demesrac o Femosn consor s A um o an(q1 ) A, Wﬂq\ssupp?ﬂysmlvhell\aA w:supieh 1vw ()~ qi | &gt . Como. i , en PIAY=P (M EA: v ()~ a1 &5 €)= (P (Ivw (©) ~qO | €8¢ &) [Al = PO (g0 ~£,G0-+ c) &l 0. Ahora lomemosta sucesi‘on{ n} < Z d al quea distancia entre cualquier] | m , con m = , sea mayor que el doble del dameto de A
Entonces los eventos A = A IA(q1}iEA €)= nl- 1= P(A) Bl 0. Adem’ ax,Ammrumpomram\uaem-amvessmnnm)msu n e, mestos e T=1mA R~ AD. ) 63 €T -1 AN . ENGRST €A 1, conde4p A VT M (1 10) -1 898 & Mo VT (1) 1), enoncss ipieh a0 =) - ] 895 ¢ Usgo wEAN . or s T =1 man <A () ea ¢
K Eces A v 1 0y 41188 .10 o e oA VT 1 1 1 g1 159 5. Evorces T AN A g CT 1 m Ay oo, A T-1m A Do 10y s i T -1 A <A1 oo e vt porT v amemers Py 10 que implca P~ 1 PIA T | = @ie= n 1 Res
separabe 0. Adem’as, a colecei"on = de todos Los subconjuntos finfos de Z d es numerable. As'l el conjunto 010 =\ A= {q 116R 0 ,nN @ A,{q 1], 1  tiene probablldad 1. Pues es una intersecci 1dad 1. EL conjunto quisitos de a afimact
e ta rapeskon 27
Teorema Introducei [1,27,46)). Demostraci on. (Te ), por tanto oV &
)= 5upp PO, P- C.t.p.. Por oo lado, para idores 4,8 : D(A) -— H e UGB £ A 1. 2) Corlere A - H s BV v+ 20, s - B 20y como o1y« b7 0.+ 2 enemos a1 oo P + [, 40 a inclusi‘on (vefa (11 ) €00, 1901~ 1 talquel(Hw - A9 -0, donde!
autoadjunto. La suce- s1'on  n es lamada sucesion de Weyl. Sea [0, 4d] + supp PO . Entonces A=A 0 +A 1
COM0) [0 4Avn |y PO Tamemon.n acertande wel g paraH D720  cstocs N3N 10 01— O ctn gt = 12024 Que@n€D 0. Seaq (j) ()= o(i - ). Entonces HO 9 ) = (H0 ) )
e, O 9D )= X1 (00) )0 0 o e XU 0 11 (e~ S X 1501 o o) G i s bl e vre = o< 1 Pt o iy 0459 ) 00 ¥ 1 X o1 ()
- @n 1) =~ X Im-Kl 1 =1 (9(m) - 9. (
Def ot on3, para A= 5uppg.ny i =X T existe una sucesi"0n |} € Z.d conl I = —— = tal que sUpIESUPD @ v 1+ ) — A1 gt 1n. Definiendo y n= | nn  enemos [(H O — A0y 1 =IIH O —A0/g)nnl =XIEZd(HO @jnn i)~ AO@nNKiI2112=XIEZd|HO@n)i—|n)—AO@NH—|n)|2!12=XIEZ4(HO—A0/gni—n)2112=1HO—A0jpnl. 30)Adem as,IV e — A1)y
I=Wweinn—Aiein v oI NN~ A1ginn 2112 =XieZd Ve lipni—in)—A1on(i—|n)212=XiZd |(ve () -\ 1)on (i 1n\wm—mz\wnu—mnzmqupmempwwmmqny—muwnuuwmaeumnse\mmuaevanamm K —in Porowo ado enemos IO+~ A0 A 1)0TI<IHO-A0)unE IV M| T <I0- 30911 < swpicspogn vt +in) 3116229
Undotoeriacone 50y i concomon e 1 o 21 -0l s on e Wy P Por o C ol 05105070046 o). 512 Popleddes g e Lo or g ok o ami v, et e e el sudrenos o oty esdas mpranes s un il e pendors e ks, e el mestorne e
modelo de Anderson s erg"odico. Usaremos tales re- sultados en los pr”oximas secciones. Para mas detalles vea [10,24,29,33]. 5.1.3. Variables Aleatorias Erg’odicas Una famiia {Xv)ve‘lddevarumesaleamnasnllamam procesesoc s, Sen (O,F,P) un e d probabidad, Una furc o medble T ;0 —— 5 i . tanomac o e reserv mecda T -1 4« PUA) ars tdoa €. 3)Dadaura il e rarstomacens [ €2 d e peeseran meck,
U coe A pot 713 711 A< A, 1 €2 Detr n 1 5a (07 un epac deprosabha Ur famite {1 1)t s ormadons e presenvan medi €5 lamad o odc 1 500 copot arime A € Dot on 17 Una i 011162
ed T JZ s que X T)) = X1-J0. _ Uneenpio iz por Tiw)j=wj-i Tt iy o, pore 0012, aposeson 4500 111162 duna ol unespacio de o i) entonces f es Demostaci‘on.
Mostraremos que P(w fw] = a alguna constante M0 Sea M = (wlflw) < (0= MD 30
camammnamewm),enmncesm-w;-um eamoce e v o 1.0 So €7 1100 M. Enlonces (s €0 Wuegoportadefcande 1 enemos, (T ) . Comof( ) =), enonces ()<, dondes € OM. Por i, T—1 01 M M. (Se0y € Ence () 4y como = se e 114 2 Lieo 1y €0 comecuentemente Y1110 Mypor o, QM= +110 - De () (8 obtenemos e T -1 100
-am i) 112 g ocicos YO s i evonces PO =10 PIQM = . Consdeermos 1852 enances ) < )€ () <M}, camz UMEZ QM. 2] Como Z< R ROM R talquex €M Luegoexisteun enteroM &l M a5, O
i maam e am \monces O CUMCTOM 451 xS UNZOM am. an NMEROM = NMEZQ M HERQ M) = 0 Eneiace pongamos qu PAMER () =ak O Como OM:> NMERD M pur cumlger HDM)BI:P\HMEROM\‘enbnceswnmwaun&\luparacualqmevm ComoPmM\-10?\\1Mv-mmwequeﬂnM\-ipava:ua\qmer
" PaM) =1, =m)=1 . flw) == P-ctp..Por tanto, wn:\u\mmque?{ﬂMeRnM\-n Definamos MO = “inf P(Q M J=1 M. € Entonces MO = - MO = - . Supongamos que M0 = - Entonces PO M i~ 1 para todo M. Como PIQ M | = 10 PO M
) =0.para todo M. ¥ cup. “on Por o, MOL -
=1 para todo M, Fornto WOes i Notrios aoe MO =N M 0. 11 efinos” 0O~ (o) 855100} Nownos b e OO =1 OMD 1101
ComomOn s 11 . mos a0t POMO - 11 1 s todem N PUSMO 1 NEITMO.Ader s PONO  10) -0 es FOMO =111 1AS,POIAO) =PI\ AN OMO (110171 OMO ) PINENO MO~ 1) Tenemos O MO = <M )y 0} amor- “ QMO tenemos Pwlfiw) = MOJ) = PIAM O\~ QMO = PQMO )~ Pl” QMO ) =1 0= 1.Por anio fes
constante P — q.tp. Operadores Erg “astico erg o ransfor- maci 1) en 0l o T 1wt - v 0~ ) 64y cusler subconkoni A de 0 ariane per(YA)«enembab<l<adP(Ar-DnP(A)-1 La siguiente definici on "¢ una noci”on natural de fsomorfismo entre espacios con producto interno Definic on 13 Un aperador tneal Us (X,(-,)X ) ~— (¥,(.,.) Y ), entre dos espackos

con prodiucto fnterno, es unitarko s fuera sobreyectiva en Y y (1)

,(ug,umvmm;,nsxsmm tal operader unitark, ‘ os Xe ¥ Progsici‘on’s uniario, 1) = t(A). (35) A eguir daremos una mpertante definici‘on que fue introducida por L primera vez por Pastur. Definici'on 14 Sean (9,F,P) un espacio de probabiicad y T n } nel ransformacio-
nes a T sobe  alesue T e denes s e v 31
ELproximo resultado nos dice que el modelo de Anderson discreto H w es erg odico. Proposici‘on 6 La familia de operadores (H ) weQ, donde H = H O +V w, es ergodi ca. Demostract on. () Para @ €12 (Zd ) e n,m €2, sea (Un g)(m) = g(m + n) la sucest’ wastacton (2d)consus dunos (U« Tenemos queV T aw =UnV w U n. Enefecto, para 1060 €12(2d) UnV w U= diim) =
01 ) Luego, pora Detc‘on 14, Vv serg odko (1) Ntemos ue  OU n = UnHO. En etects, para 1000 €122 d) y k€ 2 tenemos (40U 9))~Xim-K1 1-1 (U 79~ M) < XUk 11 (9 ) o~ . Poraoaco, (U1 HO@)K) = UnZ2 XIKI 1 ()~ 00) 72 =Xkt 1 (4= )~ otk )
or 0 tanto, por la Definici‘on 14, H w es erg odico. Teorema 11 (Proje, c"a0 Ortogonal) S es un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert H, entonce @ E L. El subespacho € L es llamado complemento ortogonal de Een H. 33

L dmosrac o e te ety pute e enconrads e (14, Defc o 1956a = € B 1. e define oL peradr proyece o ortogonal P E sbre £ por £ famitia (P w) esd aplicaci o w —— (P 0 ) fuera QuEH Lema 1

0 se2 una familia d's PTnw=UnPwU-n, donde Un son operadores unitaris. Entonces dimRan(P WEE) = 1P wEl 220 para 0do ., los operado- res P son positios; se sgue que 1P w es 1 @)a2).
ortonormal b1 (w),b2 (w), e P £ por el Teorem 1 oo e 3 2 akian? oo 1 = dmRan(pw) Sen (3124 e
tonormal can' onica de 2 (Zd ). Pifel Puei)estna Veamos que Ti.Enefecto, ‘on' tenemos que (P Tjw) = w(UjPw U +}) = 5(Uj PwU-1])
= (P ) 033, P s variant por T . Luego, por a Proposici‘on-4,tenemos que dimRan(? ) = (P ) €5 constante P c.L.p....34
Porotro lado 1P Xi=i Ee1 Pwei))= X i 2NE(e] Pwei )= X faNE(ei U=iP TiwUiei) = X/izNEUi el PTiwUiei)): X 1NE(0 PTiwe0) > X i=NE(0 Pwe0))= 2N+ 1 dEe0 Pwe0)|P - qip. C arbivariaments, = 0SiE(€0 Pwe0)) = 00uPw= - SiE(e0,Puwe0)) &lt 0. & siguientsresultado caracteriza el espectro de operadores erg odicos autoad-
oo enartca, s 9 pre e madel de Andesn) comd un okt o sestorio 4. Compre con el Teorema 3. Teorerma Rl que(H ) =3, par P ., Derostrack n.Denatemos por £ o) aproyecer oncpectvalde . sbre un comunt de Borel 2 Comorl operdor o ¢ €17

fico, entonces HT 11 = U H U +1 . Aplcandb la funci‘on caracter 1stica y usando el Lema 2 tenemos x & (HT 140 ) = Uix & H w U + . De la cefici on de proyeeci on espectral se tiene £ A (4T 112} = U1E A Hw U » 1 Ahora mostraremos que para un corjunto de Borel A o, E & (u) es d

e mee 12 0 AR 9 {080y e s oSy 158
ef

fecto, comow — (0 todos 9,y €H ypor 209 H-w ol w) X1 (oHudn Gn Hav), (sal14), ciorcesta sy o (20 ) csmediepar s . oo, o i e d
R . Por ot lado, £0(w) por ~op-
. Aho (pa) den onnpor (o, 0 at 4.Lp. ot annest pa
(@ dmRanE (pl y 1 paeQ 0 pa e probablidad it oo e P20 - 1. A1 1w2e00 T s En oo s A 16 ot 1 or  Propont-on2 s 01
185 812 ot r xiosde, IR L 112)(01)=0 - AIRAE 112161} =0, Como 14200, Inplks e 147 € 0. s . Liegorancadh .10, MRME 5) 4 1) =) = MRNE 3 (02 )P0 EnATUGA,pra 1 A28 on 1 Bt B4 2 sflcmment o Oxmcs e, GORME 112) (1) BORME R 1 A2) (42) =0 LisgoE L1 A2) (52 0. Porl sl on23 /¢
5(H02). Poranto, o(Hw2) < olHw 1), Tewzenel w11c oM w2).Com conP0 Jes constante P-c.tp

i rsstnd, o domosac o pede s axconvads o 2], - s s s . Lo 2 S A 0 perdor ooy 74 o opaadr s, Gt ot on et e O AL+ 511 En esta secei‘on densidad de estados, ntroducida en La defcion 2. Los conceptos .  pu 10,20,46]. Existencia y propiedades
e la medida Densidad de Estados Sean n 0 €2 d yL € N. Se define el cubo de centro n 0 y adio L por AL (n
[n€2d:In-n01 =< Ly denotamos AL (0) = AL . Para cualquier funci’on medible limitada  se define la cantidad £ L (¢)
alque L (o)

IALT trxAL@(H W) AL) =1 AL trie(Hw)xAL ) (36) donde XA denota la funci“on caracter stica del conjunto Ay el operador it ) es definido v*1a teorema espectral. Como &L es un funcional das, por el Teorema on de Riesz (T ) existz una medida v L
LR aIdrL (). (37) Dt on 17 L sce on v de i de e R dremos cue convene paa e medis de el V12 g1 ()~ 2o s e 0 €COR), dondeC 0 ) e Observaci‘on 1 wabajo, 2 B

Teorema 13 L2 medda v . converge paaia mecita 7. < p. e 5 ex i om0 con osabidad | ase v L) -2 oh v par o € CO )y par o Demostr CORIconla topologiadela  convergencia uniforme. Sea el conjunto O @ con PO ¢ ! el torems arerior s 1o Lus, el corfnt 0.0 1 9D 0.0 g tene probabidad 1, e 00 ¢ terec an
numerable e conjuntos de probabili dad 1. Como D 0 es denso en C.0 (R}, i@ € C 0 (R) existe g € DO tal que ¢ - AN 7SI T T D) 7 8RB 79N IO 0 29y TV D 8 - V10 41~ 2 08 NN T 0 DI ) Com o D0 o gtmTormanen = ka7 AN Ly 2 A o
o9 .0 () g oo € 0.0 A s snncimos ydenosrancsu etad e s s puseromente. Ta oo s usdo T mthac o rs i s e devidd d s, g an 7 .5 e scodn,enonces ra L. L= 1AL (0 XAL) (50 0(10)00)). b n: ol nce b e upe(aﬂwmnemuﬂ 1AL 1ot KAL)= 1 QL + 1) d XIEAL (51,00 w)31). 38

Hwbi) eserg”odica. Enci wsoner 2,5 tene que X1 Tw)= (61 pH T10)51) = (61 U1 H WU+ 1)61) = (01 U) GH 01U +]51) = (U+] 51 pH @)U+ 1) = (5i] o w i) =X i) ) donde ulzamos a igualdad U 01 1] = 51+ | = i 1. Por oo ado, como X1 = (31 oH w OfH ) pAIdY 51,510 < m'axe)| ZaH w | 6udi 51 K <
ot - P lcancol Teotemede Skt (Tearama ) enenos 1AL | 4080 AL 1= 1 2L+ 1) SKIEALX i+ EIXO )~ E(BO 1l 0150 ) clandoL - Lema: 5u ucron PR - e5mon entances F tiene una Demetrac on. Como F ¢ mon o exsenF(L ) 17 F & FLe ) - St Fl). S s dsomina
ente R, entonces it +) - F(t~ ) &l5 0. Sea el conjuno D n = LR | F(t+) =t )65 10 por SnenD neNalaed Comola funci on F es mon’olona , ela ser Luego, DT MeR Deah' =SMeNDaT
una contradice on.Sea NIE) = (- £l ladensidad  integrada de estados para H  (vea Definici‘on 2). 39
Corolaro 2Para u P~ c..p., el sigunte resulado esvalilo: Paa todo E R se tiene N(E) = L' L= v L (- ). Demostraci‘on. Iniiamente mosraremos el resltado para energ1as € en que N e contina. Sea D el conjunto de los putos de dscontinuidad de N, como N es mon”otona creciene pr el Lema 3, D es como m luego D es magroen \ 2 queet Res denso
enR (veja (14]). R\ D es separable, e enso en R. Pr a Proposic on 7 existe un conjunt con pobabiidad 1 talaue Zx (= E] () L () —— N(E) cuando L ——, para todo € 5. Donde n37 Tome ¢ 6160 . ol existenE £ +
S5eE~ 1€ 12+ MesaueNE ) NE-) a2 Yomont e crcerte o NE) - 24« 10000 <ME ) T £ 100 0)CNE - NE - ME- ) ZX00 £ 1000 D) <. ForrsladrNE - L 1 ML 0 5 ME - -2 E'lmdvuknmi-)-NtE'J-N\E-w-ZxL< £+ TNVL > —e.L N
s0n numeraties,por a Proposici‘on 7se ene el an on enire el espectro del operador y el soporte de a medda densiiad de estados. Teorema 14 Para el modelo de Andersan discreto = ot w) (38) e de s 40 Demostaci on. | e xA-erec)
B O Comae o 18 o Dot S o1 o e et G o 6 PO a1 o€ o Errce s e ot 4 o0 e Comox A~k -l e proyec o et n< 24 e x Pttty Porovoata {eomant s eers'oak emmes T i U 1105 Ade 5 X b cAver s odblr Enlnees, ot ema 2 83t 1 Thw)=Unx
(=cXec) (H @)U+ Deah’t, O E[8 n x A—cAec)(H e 1) = E(8 n.x (chec) U+ 1 (H T w U 8] =E(5 0 x A-chec)H @ 50)] = V(I — A + ). De la defnci a 0] ser"a funda- menta en'a demostraci on del Teorema 15 alor propio, AscLat
gt -~ Noes dif i ver qu on cont-nua, o e 20 e mon om0 s oo (v (15, ot et o r vk e, T oo 13Pac 8o A € R, D0 < B. beenac o AeandelaPrapetsn T s O i L L DUALDY o) 4

Luiys )4 eremos AL ) 1)~ LXAL X)) 1)+ () XL B) HiJ8 )= X1 XALXR) (1)) < GMXAL (V1) <CL -1 dondeenla i sl samos lLem D', ' Lo 1 e 1) AUXALD) Hia) <UL 1 2+ ) 0. or s, v(0) - ondiciones de frontera definie operadores
diferenciles sobre conjuntos M con frontera. Denotamos por 4 N M e 4D Ml Laplaciano en L2 (W, M< R, con M2s0n aym
U 2) ks~ ANT - & WAZAN<ADA< - ADA 1~ ADIL .1 Nt fthn tn st o etr sy alogas s o )t ik e 1, st e s o imsca s o demosact o d s . Dt on 881 Zd esel operador o)A

(n,m)= (50, HOBm), donde n,m € A. Dadoel conjunto A  Zd . el cloperada i - (10) A+, e “on porla funci‘on v
ylafrontera extzrior de A por 2+ MEA, 3 1 € con n,m) € AL De s definicones anteriores note que. — (CAY. Para un conjuntd A & 2 se define el operador de fronera T A por T A fnmi

nm €ZdxZd:in—mi |
taamean s s o el

&€ AMEN 0 NEAM € A Adem"as,se define a foniera interor de A pord — A =(n €2d | € A,3 mEA con n,m) € N] 42
0+ 0 H=HAGHCA+TA,(40conl2(Zd)|=12 N @ 2(CA)y HA®H CAnm

3

2222H A Inm)sinm €A, H CA[nm) sinmEA, 0 caso contario. £l

mero de ptos adcenies €5 dodo pon 1= €A = 1) 4 donde B deramct umevodee\emenmsdelmmunmBS etnela iz ayocenc esengiol connlo Agor AP men, indo a relaci‘on (22), adopor a0~ Xt 4118 051, € Ay deah’r el operador (HO) Asobre |2 (A) puede ser escrito como (H O ) A =2+ A
Definicion N Asowe U2 (el por (1010~ 1 » A s o n e operadr s o o Ac (H0)D A sobre 2 (1) definico por (H0) D (2d-nA)+AN. 43
definii"on anterior del wan’ (9. A ipos de Laplaciano. Daduelmﬂyunml\cldxt:ntmﬂ]NA<(Hﬂ)A<(Hﬂ)DAyHﬂ—MD)N/\@LHV)N(IUrNI\ Ho)D/\ea(NnyDu\orDAnanaerNAm 2222222224 A () sii=1,1€A, 24— nCA () si1=], 1€ CA, -1 5 (1) € N, Ocaso contrarioy T DA (i

€A, NOA (1)~ 205113, 1€ CA, - o <o ot L o an e oprador T NA e dots por (M oy 123 ()CON - w0 o 0 apmndr 0 Ao 070 e - 12X L9600 - S VO . Como con- secuencia inmediata de este hecho. ! alog on (39)):

dselvene(NDXNA$(NDINCA<ND4AHU)DA$lHurDU\ Dado el conjunto A y el operador H = 0 + V., definimos los operadores H NA 0)DA+V. 44

Estos operadores satsfacen HNA@ HN CA<H < HDA® HD. A2cZdconAtCAZ. TATGEATSNAZRTONZ AT~ 1NAZHAT) () N 1= 1€ [ENTENZUMT Ui EATIAT A1) Con e, enemos e 2

BN AT RO T DN AS NN GHNATAT A AIAT N (TH D NE~RD AT GRD BT NEAT D (b aondet N2 A1 (22302127705 EAZVAT,~15i(1)) €2AZAT, Ocasocontrario, [ AZATN (1) =277222222A2 (1) -

DTS4 IEAT A0 DT (031-1 EAZIAT, 151() ORZAT Dcmoconars TAZAID 1) =222 2222 20A1 ) -0A2()s1 =), 1EAT AT AR (=3, (EAAAT 1 s1(3) CARZA1  Dcsscomrs Enpartiatar A=\ 1UAZGni A2 dnts,tramasH NAT@ HNAZ GHNAGHD A HDAT® HOAZ (43150 T AR 1N308T AA1D 0.l ftntecorolariogaeralz el o 43, Cororio 3508

ALezdla SHNALGHDALS
WDk (4645
‘on damos una definici Entapri funci Hu, tomandosu L vaza. daje, operadora AL . aplicamos la funci‘on al operador H
resvisidoy dep s omans Para un conjunto X HNAOHDA XLl L VHL LI Z9ON XL 1AL XA Lact'vasobre el ne ot e on L sus valores propios. X
AL)ISETHXAL) Usando esta notaci"on en  reaci‘onj47) te AV XLI = 1IAL X0 0E Lpor NHXALE|= [[n-En

AT Gt donde o denr o de i . Eronee, AL WAL t1a et o on o e X o500 L NHX AL By 7 - E10 XL . oo 1685 meds v ¥y D commrgen F-cip.pors e densidd e conds
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. Demostraci‘on. Mostraremos el resultado para la medida “vL; para “v NLy D L son an'al quevL Que ZG)d VL () -2 -, para toda rz(h)=1A-zparazeCIR, 46

- (R) por el Teorema Note que Zr Z(d VL (N) =1 Q2L+ 1) du((HAL=2) =1 )= 1 2L+ 1) dXnEAL(HAL = 2) =1 (0.0 yZrz (M) =1 (2L + 1) AU(XALH=2) =1 ) =1 @L+ 1) dXnEAL (H-2) =1 (). on (40),
(HAL=2 =1 (30~ (421 (30) = HAL=1) 16 ~HALI -21-1 (00) = X(kk JSBALKGAL K ‘SCAL MAL =240KIT AL k) = 51=1 K1) cont ALKK! = =1, 0e k') €GAL. Doy e e cue XDEALIM AL —3 -1 1hr) ~ W 0~ o = | XN L XIK JGALKGALK'SCA L AL = 2=1 (014 =311 K] € XK IGALKEALK'€CALXD I AL 311 KIZ1 12 X =31 &
121172 = X bk 16 LKEAL K €CALIHAL = 2) =1 K Il AH = 2 18K I < cL.d=1IIH AL~ 2 =1 §-IIH —2) =11 & ¢ (im2)2 L d—1, donde usamos a dentdad de Parseval (Teorema 61, Por tanto, 2 2 K™V LN = 212 AIvIA) < Imz) 21 L ~— O cuandoLL — oel - ()t resiltado para toda ¢ € CO (R)
5115, Lifshitz Talls En este secc fen’omeno . el cual la densidad ntegrada de estados N(E) cuando la energa E converge para el “1nfimo (o supremo) del especiro. Referencias [1,11,20,22,45,46]. Resultados Prelmis
queser’ secclon. Teorema 17 odicosent2(2d)y (HL tp.setiene . XLHL=HLXL;2 UIXLHL-XLHw| gt =yl 'mL-—=1AL| txLHL-XLH tonces existe un conjunto 00 con probabilidad 1 de maco que l'vm L-—=1 AL | trx L{(HL) = ZR f{u)dviu) para toda f & CO (R) ew £ 00, donde v es a medida densidad de estados,
Demostraci on. Definimos la medida uL por ZR f(u)duL (1) = 1 [AL | ux L{(HL ). Para demostar el la medidav. queZ f(u)duL (u) - — Zf(udv(u), cvandol —
=, para toda funci‘on f de la forma f(u) = r2(u) = 1u~z paraz€ C\R, n tneal involutiva de C = (R) que separa puntos (vea ejemplo 1), consecuentemente s denso en C = R) por el Teorema de Stone-Welersirass (Teorema 9). Usando que Zr 2 (WjduL (3= 1 1AL | UL (r2 (HL))yZrz (u)dv L (u) =1 IAL | tXL (2 (Hw)) 48
eremos s AL L2 KL AL U1 2B o AL LIt L) 12 ] o 1AL XL £ LI 6 1 L2 a] & VAL| e 2018 1 L1 e quandol o 2 < 1 Im2 AL Z e z{uduL (u) —
Zr2 (W)L () ~— 0, cuando L — . Pero del Teorema 13 abemos que ex'ste un conjunto 0 con probabilidad 1 de modo que Z 2 (uldy L (u) ~—Z £z (u)dv(u) para todo w € 0.0. Luego, usando la desigualdad triangular tenemos 2 12 (u)du L (u) ~ Zr 2 (uldv(u) = 2 2 (u)du L (u) ~ Zr 2 (u)dv L (u) + Zr 2 (uldv L (1)~ Zr2 (u)cv(u) o que implica Zr2 (u)duL (u) ~ 22 (ldv(u) ~— 0, cuando L —~. Por tanto, mammmquuLmnm;epmumemvnlp Corolario 4 Con las
condiciones dadas en el Teorema 17 se tiene N(E) = 1'1m L-—=uL {(+ £]) = 'im L-—= 1 [A.L | N(H L ) para sP-c.L.p. y para todo E € R. Demostraci”on. Inicialmente mostraremos el resultado para energ1as E, donde N(E) es continua. Como N es monotona creciente, por el Lema 3 el conjunto de los es como e ah 't existe un untos omoZRf(UduL (u) =1 1A
LIt LiHL), 49
emocesuL e )= 11AL | 5L -1 L. or o T 1 st cnforts con okl g 2 (L. 0~ MY pr s £, oo, e e oma n'aloge como o Corars2, e ek or e u Ly kol Gl 1 (AL | WAL
B=2x(- 8 L), Vo.Para €Rse tiene 1 A | E[N(HDALE] < NE)s 1 IA L] EN(H NALE)]. Demostraci‘on. Para L &1 lt; O, consideremos el cubo A\ L grande siendo La uni”on dijunta de cubos peque”nos A Lk con lado lateral L . Por el Corolario 3 y Corolario 1 obtenemos X k N(H DALk €)< N(H DAL €) N(HNAL £) s XKN(HN ALK £). Tomando la
za matem‘atica, E[ XK NIHDALK, <N DAL < AN L Sl e A s ) Comoesin
IALTIAL T 1IALLEINHDALEN s EINHDAL,E)] < EINHNAL E)]< AL | 1AL EIN(HNALE]. Dividiendo por AL, 1 AL EIN(HDALE] <1 IAL | EINHDAL £)]1< 1 1AL EINHNAL £)]5 1 IALIEINHNAL £ - 3 o

LIEINHNAL B <PEO(HNAL) B26 E)y T 1A L EINHDALE) 21 1A L| PIEO (HDAL) &gt ). Demostraci on. Por ladefinici‘on de NH # AL £), frontera, =22 IALI=1Xi=0X - E)[E1(H #AL) 2= AL |=1Xi=OPE i[H # AL | &gt El. Como PIEi(H # AL |6t €] 2 0 nemosEINIH #AL ]2 PEO H #AL )

EINH #AL E1<IALIEO HARL

v
8555 Pororolae, FELH AL 185061« PO AAL 5 E) Dok
) gt ). Elpr

Lem VE1=mf(oA
€03, wgw,m o = sfcento v 4w e eSO 2 (y AN ~BAZ0) (A 2E 1~ (9Ay . e on o el eorema el eremcs Pty 1, paracualquier u & DA <on 1~ 150 G (A2 ) E1 (A8~ EO (3 Ag) 100,51 Lucgo, E1E0~EO (3Aw 2 E1 (wAw) (AW 2~ (WAZ ) (pAV) 2). Como 1 (sAv) €0, PENETOEE 01 0) VALY ~ (WA 2 1~ (A1) M

ducer s w () nez buidas, con distrbuci”on com’un P O , cuyo soporte es limitado nferiormente, es dectr, a O := "1nf supp P O It - . Por el Teorema 3 tenemos € O := ‘i ofH ad on P 0 noes tivial, o sea, para alg uncx&n.ﬂybda:ﬁlt‘ﬂ
Ctemenene peque m,Po([ao 22 Cox. 493 S srd i gneraa, iporgaas s £ 0. Entoncen +.0 (v . C cona, et coslrn o apaador . - 5,016 g 10 Con s condicionss mossaramcs o Toorem o pu’es un para NELL perior En esta
mostradoa siguiente desigualdad:m sup EXO tn| (nN(E) InE) = — d2
(50) Demostraci”on. Por los Lemas 5 y6 tenemos N(E) = 1AL | E(NHNA L E)) < P(E O (H NA L ) 8gt; . (51) Para estimar el “ultimo t"ermino de la desigualdad anterior usaremos la desigualcad de Temple (Lema 7) on la funci“on 0 dada por 0 (n) = 1 IAL | 1/2para todon €AL. 52
Note que (H O NAL 0 = 0.Enefecto, comoH O ) NAL =n A+ A, tenemos (H 0) NAL WO fnl =(nA w0 in)+ AAW O Kl =1 Anly O (n) = Xjij=nll 1=1$ 0 )= 0. Luego, (y O.H NALWO) = WOV wyO) =1 (2L +1)d XiA Ly . Por el Teorema erg odico de Birkhoff Teorema 4),

ImL—e 1 @L 1) dXIEA LV ()= a.tp. P 2L+ 1) 8XieALve () B8t E 1(HNAL), lo queno ocurre, pues | 'im L-—= E T (HNAL) = 0. En efecto, por el Corolarko 1 yun c'alculo directo (vea [45]) se tione E 1 (HNAL)2E 1 ((HO)NAL)zcl -2, o. 0= v, ¢3L-20. ForsL i, asarsties
aleatorias v (L) w () son i ndem‘as, s H (L= (HO)NAL + V(1) con (V (1)) v () (1o, entoncespor el Corolari 1, E0 (NAL )2 £O (L) ). Dela definici‘onde (L) s g qve (9. (L) 90) = 1 (2L + )X ALY (L) (£ €3 L2 . (53 D as relacones (52) y (5) abtenemos (40 H () oy 0) <€ 3L -2 645 £ 1 (HO)NAL)<E1 (4 (L)
10:ED K NAL ED(H LIl (4D, H1)g0) (v O (1)) 29 0) -2 (WO.H L)y O)» 1211 XIEAL VLI (1= 1 BLe ) AXIEALVI) W2 (e~ €202 1 (2 1AXIEALVO) )1 GL1) AXIEALVILIOW E3L 223 L2312 121 1 XiLvi()54)Dels elcons i)y (54 wneros )< PE0 ¢ NA L g5 o A L st 261
Usando el Lema 8 abajo tenemos NIE) < P 1 2L+ 1) d XIEA Lv (L) w ) &gt 26 1< e —yiAL RIBE—12]+1)d
CYERES 1210 2ey £ 2 puaalg ny GO £~ 42 N )y 4210 ) Fimens
e 121 o e . semimem gandernon 1 AL IXIE s )0 B TE) £ o YA |55 prs sy I .Derosvctan. P o' owsst £ B - 17, lo e Iplen 2 43931 -3 Enoncs? | AL |KICALv s 16852515 71 AL XIA Lo 0101 3t 82L 2.1 £P A5 (0 48 €30 21516526 1AL | on (52).En'ta )o () gt 312082t 1
—652:|/\u—=| IALTXRAL D) 1271 2. elect, Do (L1 ()¢ 3L 23 emorces | 1AL 1 ALYy ()= 1 AL 1 XKD Ly (3 INL oI 0 =1 INL| D021 INL1692€ AL 1€ DL 22021 -2 Como P () ) i, et BL 01 e 1 1)) B85 1 gt 1. Dot (10 (1) 0 g, 2 . Ademas, EE1) = 0.

~3p2 c. Tomando  suficientemente peque”no poderos garantizar que q 6gt;  &gt; 1. Entonces, para L suficentemente grande tenemos P 1 1AL | XieALv (L) o () &gt 2E1 P #(i1v (L) w () &5 <31-2 ) 2 1IAL| < P#Gilv (0w
mauvwmwwMuxm»u (56155

ado, para una variable aleatoria X se iene P(X lt; 3) < & ~ta E(e 1) para 2 0. (57) En efecto, P(X&1t 2) = I menxpacy <e-taZetiep. Luego, i€ien a estmatia (56), obtenemos P 1 AL | XieA Lv(L) w () &6 2E1<P 1 IAL | Xi§i2r1<e | ALIRE YieALeti1<e | AL (tEle ALIEO) =e| AL t—ln Ele £0)) X
et e 1 ~ER0e k0 kK 0). egor 0 oo (410 it Inferior En esta {/min X0l N I~ 62,59 Demostac on PorlosLemas Y6 tenemos NI AL ENH DAL E) x| ALIPEO (DAL 8 £) 60 Pl prncpo min-mx (eareradl EO HDAL | s WHDA | Lw) 0)DAL W)+ XiEAL v ()1l 2(61) %
iz yeoni) = 1 Ao emin 0 01 DAL ay. st st mamos i 119101 L con w1 11 AL Paran LT tenemes Qe - o2 L2.Ernces (PR 91 1T X oALT 0 1012 £ ALZ,L22 ko2 cuade” Lsetene (1, HO)DALYT) =(w1,HOIALYT) +

1.2 A X ALl 1 o119 ) W1 S i JEAL AR LA a1 1= 2 CTLd

(65 don s e 11 10111012 15111+ 1 0 5 lchmes 2 (65 ebenemos £0 (400 DAL) =y 1,401 DALy 1) (91,1 = 0L, (64 pralaconsate € 0 ¢ 1 0. Usndo 6, (61 y 645 551 ueNE) = 1IAL P XIEAL v (1) 2 g ~coL 21
21IALIP227C2 AL IXIEAL2vuw () gt E-COL 27772 1|AL |Pparatodo 1AL 2, Ve (1 &gt 1€ 2 (E-COL -2) =1 IALPVe (0)836 1C 2 (E-COL-2) INLZ |21 IALIPO (0,€/2)) c3Ld.57
Anora usando a hp’ oesis (49) con NE)2 c4L—dECIXLG= c4L—de (nElc3kLd, (65 para constantes c 3,c4 it 0. Tomando fenemos NiEj 2c 4 EdiZe ¢ 3 InEIE—d12, 3. a8k 3
<150 sgue que INNIE) 2 (nc 4+ 1nE 2+ ¢ 3 (NEE ~d/2 == INNE) = Inc 4 |+ [ INE d12 |+ c 3 (nEIE ~di2 | == n| NE) E =(n | Inc 4| + | I0E &2+ [c 3 (NEIE a2 | 1E . Comonfa+ bl 12 Ina + Inb)para todo ab &IE O entonces ] (nN(E) 1n 2 nf lnc 4+ InE 612 )+ nllc 3 (nEIE
~412/121nE 2 n/Inc 4 | 410 + n] InE d/2 | 410 + Inc3 (NE)E —d/2 | 2 nE.. Tomando el mite inferior tenemos L' inf EXO (n| (NNIE) (nE = "1m inf EXO {n (4 | 41nE + (n| (€ 412 | 4(0E  In(lc 3 (MEIE ~d2 ]2 == L' inf ESOn| (NNIE] InE = — 32 . De los 'imites superior (50) e inferior

(5 bitosentsSccones 6263 oo~ 421 20 NE) 1 m ipE0 IWINE) )2~ 42, o s el mEX0n NEY =~ 42 camoer 2 omerso enla matem " atica abstracta. 5.3, 010 tipo. 2 Tsticas. 58
. DISCUS! * ON DE RESULTADOS 6.1 Contrastaci on y demstraci on de a hp ‘ons.1.5, de frontera de Neumann Teorema 1 para el discreto y en la secci’on 5.1.4, dela teor'1a de p 2 2 el madlo de e dcre oo os
esultados de la teor'1a de pr s funcional Teorema :, espectra de conjunta no aleatorio cast siempre. En la Seccion 5.1.4, usando el teorema erg”odico para el modelo de Anderson ds- creto. Basado en a teor'1a erg o
Anderson discreto es erg odico. 6.2. Contrastaci Teorema 1 X teorema para el el cual discreto fus bt o 1451, dicho autor manirs e oo prs o s i et perocanun et
diferente al realizado en el presente trabajo. Otros estudios simiares del fen’omenoLIfshiz tals para dife [22], [46], 4. Por de la demosiraci de la densidad enel 137), qulen muestra andoseen o
estados y la demostraci'on v'1a it termodin’amico fue hecho por Avron y Simon [3] para operadores casi peri”odicos. Un estudio similar del espectro del operador fue hecho por Elgart, Kr”uger, Tau- tenhahn y Vesel'1c 50], dichos autores calcularon el espectro para la famila de operadores de Schr”odinger aleatorios discretos con pamn(ul de tipo aleaci‘on, dado por H w = H 0+ AV u, donde A BLt; 0. Esta familia de operadores es Tamad i on ot et
e tpo aleaci‘on. 5 thoaleactonycomoct presente trabajo tienen por espectro el mismo conjunto [0, 40] - UppPO , G.L
Teorema 3, que tiene el L Staffer y puede ser en- ) otra prueba para el mismo teorema lo entramos tambi”en en [10]. ergodi odico entas siguien 110,24,29,33]. 6.3 ‘etica de acverdo a
do con Codigo de "etica de investigaci‘on de la 210-2017-CU cel 06 de julio de 2017, en esta investigaci on se respet’o y cumpli o con todo el rigor clent 1fico para [a validaci on, 2
on. 60
presente e “sica-Matem atica, - Esudncs am ergodicos, e
2 finitos. Posteriormente. destacamos la 15). Finalmente fenameno stz i para L
Dirchlet para para la densidad por 1. En el presente d do el Teorema 1 " E convergeal , s embargo, el resultado es " € converge al supremo del espectro (v'ease [451) 2. En dosyla
Gensia iegrac de stados, enve los csudames 15), 0o obstante, o ter ot (s (3. . L 05 conmtdn e e derdd et 8 s, 0 atacs ot a1, Primer o o o el s L e 5 -l Troue, P o sl e ponenes de Ly o e o s o
ulicimersina f sorce s diernte (ea [Bh 4. Otra propiecad importante que no fue desarrallado en este trabajo y que va e s pena mencionr o older NE 1)~ NE2) = CIET ~ E2] aparaalg una B1; 0 vea [30]. 61
120), por referencia para amplia los temas o (vea 1)), tesis.
2 T2 B o4, o [4&] 61 rs contuncan ot . v e st a0t -8 ot e L G gt o o i 1, 3 que este modelo puede ‘omula de Thoues, que relaciona la
densicad integrac 0 [1012:26,27,47). Como vabjo o et poe tests para una clase @
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Problema Objetvos Hip*otess Hetodolog ‘2 Pobiaci on .. Descripei atica. £ V'iam"etodo num-eri- co. La raz”on est'a en el interesante fen
o lamads stz s, 12. Formiact o del protiema. 1.0 ser' e dela 12 Eest’a proximo al “nfimo del espectro de H uy . 1.2.1 ficos, propieda- - odinger aleato- rios
discretos. Mostrar la existen- cia de . Mostrar que el odi co. Objetivo Gene- ral. Demostrar el de- caimiento exponen- cal de la densilad integrada de esta- dos N(E) cuando la energ 1a € est'a pr”oximo al ‘infimo del espectro de H wy estudiar as pro- les de la medida ficos. 1.
Estudiar 2. Mostrar a exis- tencia e la densi- dad de estados par ra el modelo de An- derson discreto. 3. Mostrar que el modelo de An- derson discreto eserg.
"otk Hip ot sene . Usndo s cont cones e oners e Neumanny de Diiet demosta- remos ol decamin. t exponenci de  densidod g e sados NE)cando o eery 1 € e pr s o el specto e vy ard e s e ko s e : ipotests e pecfica
a ‘aliss funclo s et s confnt st o cos sempre, Usado e, ma e s e Bl s s o el Basado en la teor'1a erg remos que el mode. PN vestigaci”on. Lt
pode nvestigaci s o derlde o etn rabajo es Basica. Dise"no dla investigaci on oo 3 y resul- tados de la teor 1a erg odica, - diar as trabajo, la medida ¥la medida
densidad . Final. Teorema 1 43, Poblact on y muestra. Noapki Investigacion. 68
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

ACTA DE SUSTENTACION DE TESIS

En el ambiente virtual, asignado con el ID https://meet.google.com/xwx-ebph-taf mediante el uso de la
aplicacion Google Meet para video conferencias, desde el domicilio de cada uno de los docentes integrantes
del Jurado, a causa del estado de Emergencia Nacional, debido al Coronavirus (COVID-19); siendo las 10:05
horas del dia Viernes 02 de Julio del afio dos mil veintiuno, se reunieron en Sesion Virtual a fin de proceder
al acto de instalacién del Jurado de Sustentacion de la Tesis presentada por el Sefior Bachiller CUEVA
CARRANZA YINO BETO, Titulada “DENSIDAD DE ESTADOS Y EL FENOMENO LIFSHITZ TAILS PARA
EL MODELO DE ANDERSON DISCRETO” Jurado que esta integrado por los siguientes docentes de la
Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao:

Mg. Wilfredo Mendoza Quispe Presidente
Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega Vocal

Mg. Jorge Luis Rojas Orbegoso Secretario
Lic. Moises L&zaro Carrion Suplente

Luego de la Instalacién, el Secretario del Jurado dio lectura a la Resolucién Decanal N° 045-2021-FCNM, que
designa a los miembros del Jurado de Sustentacion de la Tesis.

A continuacién, se dio inicio a la Exposicion del Trabajo de Tesis de Acuerdo a lo normado por el Art. 82° del
Reglamento de Grados y Titulos de la Universidad Nacional del Callao, aprobado por Resolucién N° 245-
2018-CU de fecha 30-10-2018.

Culminado el acto de exposicién virtual de la tesis, los sefiores miembros del Jurado procedieron a formular
las preguntas, las mismas que fueron absueltas.

Luego de un cuarto intermedio para la deliberacion en privado del Jurado, con la participacion con voz del
asesor, y después de calificar el Trabajo de Tesis, se ACORDO por unanimidad CALIFICAR la Tesis
sustentada por el Sefor Bachiller CUEVA CARRANZA YINO BETO, para optar el Titulo Profesional de
Licenciado en Matemética, segun la puntuacion cuantitativa y cualitativa que, de acuerdo al Art. 27° del Citado
reglamento, a continuacion se indica.

Calificacion cuantitativa Calificacion Cualitativa
17 Muy buena

Finalmente, el Secretario del Jurado procedié a redactar y dar lectura al acta de sustentacion del trabajo de
tesis.

Siendo las 11:48 horas del dia viernes 02 de julio del afio dos mil veintiuno, el sefior presidente del Jurado
dio por concluido el acto de sustentacion virtual de la tesis.
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RESUMEN

DENSIDAD DE ESTADOS Y EL FENOMENO LIFSHITZ TAILS PARA EL
MODELO DE ANDERSON DISCRETO

Cueva Carranza Yino Beto
Marzo, 2020

Asesor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey
Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

El presente trabajo tiene como objetivo principal estudiar la densidad de estados
y el fendmeno Lifshitz tails para el modelo de Anderson discreto multidimensional.
Tal modelo constituye una familia de operadores de Schrodinger aleatorios y ergbédi-
cos. Primeramente estudiamos propiedades espectrales,ergbdicas e determinamos
expl’icitamente el espectro del modelo de Anderson, el cual es un conjunto no alea-
torio P c.t.p.. Abordamos también condiciones de frontera simples, de Neumann y
de Dirichlet para tales operadores actuando sobre el espacio /? restringido a cubos
finitos. En seguida discutimos la medida densidad de estados con dos enfoques dife-
rentes y la conexion con el espectro del modelo de Anderson, de manera mas general
con el espectro de un operador ergbdico, finalmente estudiamos el fendmeno llamado
Lifshitz tails para el modelo de Anderson discreto, que describe el comportamiento
asintotico de la densidad integrada de estados proximo al infimo (o supremo) del
espectro.

Palabras Claves: Modelo de Anderson discreto, Densidad de estados, Ergodicidad,
Lifshitz tails.



ABSTRACT

THE DENSITY OF STATES AND PHENOMENON LIFSHITZ TAIL FOR THE
DISCRETE ANDERSON MODEL

Cueva Carranza Yino Beto
March-2020

Adviser: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey
Degree obtained: Licentiate in Mathematics

The present work have as main objective to study the density of states and
phenomenon Lifshitz tails for the discrete multidimensional Anderson model. Such
model constitutes a family of ergodic and random Schrddinger operators. First we
study ergodic and spectral properties, and explicitly determine the spectrum of the
Anderson model, which is a non-random set almost surely. We also deal with simple
boundary conditions, Neumann and Dirichlet for such operators acting in the space
I? restricted to finite cubes. Later we discuss the density of state measure with
two different approaches and the connection between the spectrum of an ergodic
operator and this measure. Finally, we study the phenomenon called Lifshitz tails
for the discrete Anderson model, which describes the asymptotic behavior of the
integrated density of states near the infimum (or supreme) of the spectrum.

Keywords: Discrete Anderson model, Density of states, Ergodicity, Lifshitz tails.



INTRODUCCION

En las Gltimas décadas los operadores de Schrodinger ha llamado mucho la aten-
cion a muchos investigadores del area de la Fisica-Matematica. Tales operadores
son usados para describir la evolucién del estado cuantico de un sistema fisico. La
ecuacion de Schrodinger que depende del tiempo dada por

I'dtl,b = Hl,b, (1)

determina una evolucion dindmica del sistema dada por ¢ (t) = e™((0) (es decir, la
evolucion temporal del vector ¢(t) en el espacio de Hilbert describe el movimiento
del electron), donde H es el operador de Schrodinger sobre el espacio de Hilbert
L2(RY) o I2(Z9), que es definido como una suma de operadores H = Ho + V, donde Ho
el Laplaciano y V un potencial.

Los operadores de Schrodinger se clasifican de acuerdo a la naturaleza de su
potencial en periodicos, casi periddicos y aleatorios. Los operadores de Schrodinger
con potenciales periédicos son modelos cuanticos adecuados para estudiar cristales
solidos perfectos y con potenciales casi periddicos para el estudio de casi cristales.
Por otro lado los operadores de Schrodinger con potenciales aleatorios son usado
como modelos para sistemas mecanicos cuanticos desordenados como por ejemplo
s6lidos amorfos o liquidos.

El problema de localizacion de estados cuanticos estd siendo muy estudiado en
los Gltimos afos, ese problema intenta explicar las propiedades de transporte de un
electron en un sbélido amorfo. El modelo basico para el estudio de esa propiedad
es el modelo propuesto por el f'isico Anderson en 1958, que describe los efectos de
la mecanica cuantica de desorden presentes en las ligas de metales y medios cuya
estructura no tiene un orden es decir, no poseen estructuras atomicas definidas, tal
modelo es llamado modelo de Anderson que fue presentado por primera vez en [2].

Anderson percibi6 que el transporte de un electréon era suprimido debido al desor-
den, y asi impurezas aleatorias podian transformar a los conductores en aislantes; en
términos matematicos significa que ciertas partes del espectro del operador energia
potencial consiste de de espectro puro punto, ya que el significado fisico del espec-
tro es como sigue: Espectro absolutamente continuo (transporte), espectro singular
continuo (transporte parcial), espectro puro punto (ausencia de transporte).

En este trabajo estudiaremos una clase de operadores de Schrodinger aleatorios
sobre el espacio /2(Z?) denominada modelo de Anderson discreto, donde el espacio A(Z%
es definido por

( - )
(Z29) = u:Z%-C| u(n)? <=
nezd

Ahora vamos a introducir el modelo de Anderson discreto que serd uno de los
objetos de estudio de este trabajo (ver [19]).

Definicion 1 Dado el espacio de probabildad (Q, F, P). Para w € Q, el modelo de
Anderson discreto d-dimensional, d > 1, es la familia de operadores de Schrédinger
aleatorios

Hw = Ho + Vw, (2)



actuando sobre el espacio de Hilbert *(Z°), siendo Ho el Laplaciano discreto

dado por

>
(Hou)(n) := ~ (u(m) = u(n)), (3)

m:m-nj1=1

donde |.|1 es la norma de la suma y cada V,, es un potencial aleatorio actuando sobre u
€ 12(Z%) como operador de multiplicacién, esto es, (V,u) (n) = vw(n)u(n), donde
Yw(n) }, oo €s una sucesion de valores reales de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.) con una medida de probabilidad comin Py definida
por

Po(A) = P ({w : vu(n) € A})

para todo ne 7% y para cualquier conjunto de Borel A c R, donde P es la medida
de probabilidad sobre conjuntos borelianos cil'indricos de Q = R

Otro de los temas que estudiaremos como herramienta para desarrollar el pre- sente
trabajo serad la teoria ergbdica, nos enfocaremos principalmente en el Teorema
ergddico de Birkhoff [23,28].

Uno de los puntos mas importantes de este trabajo es la medida densidad de
estados [14, 17, 18, 21, 48], que es una cantidad de importancia fundamental para
ciertos modelos f'isicos de la materia condensada. La medida densidad de estados
V([E1, E2]), nos da el nimero de niveles de energia por unidad de volumen con
energ’ias entre E1 y Es.

Como sistemas tipicos que surgen en la fisica de estado sblido tienen potenciales
periédicos o ergddicos, entonces el espectro de su correspondiente Hamiltoniano no
es discreto, luego no podemos simplemente contar los valores propios dentro de un
intervalo [E1, E»], o equivalentemente tomar la proyeccion espectral correspondiente,
ya que la dimension de cualquier proyeccion espectral de H, es cero o infinito. Por
otro lado el nGmero de electrones en tal sistema tiende al infinito o es infinito por esas
dos razones, el principio de Pauli no tiene sentido inmediato. Sin embargo, hay una
posibilidad de que el principio de Pauli pueda tener sentido, es cuando restringimos
el sistema a un cubo finito A;.

por motivos antes mencionados tomamos la proyeccion espectral de Hy, en el cubo
finito A., en seguida tomamos la dimension de Ranxa, (Hw) y dividimos por AL =
(2L + 1)?. Finalmente, tomamos el I'imite cuando L —, = . Este procedimiento es
llamado limite termodinamico.

En lo que sigue de este trabajo, toda vez que escribimos w estaremos haciendo
referencia a w € Q.

Definicion 2 La medida v definida por
v(A) = E((6o, xa(Hw)b0)) , para conjuntos de Borel AC R, (4)
es llamada densidad de estados para H,. La funcién distribucién N de v dada por
N(E) = v((==, E]) (5)

es llamada densidad integrada de estados para H.



Donde los vectqres 6; forman la base ortonormal canodnica del espacio de Hilbert
12(Z%) y E(X) := XdP denota la esperanza matematica de la variable aleatoria

X. Notemos que la medida densidad de estados v es no aleatoria y es una medida
de probabilidad, pues v(R) = 1.

Otro topico que abordamos en este trabajo son las condiciones de frontera para
operadores de Schrodinger sobre el espacio /? restringido a cubos finitos, el motivo
principal de estudiar tales condiciones es porque lo usaremos como herramienta en
la demostracion del Teorema 1, el cual describe el fendmeno Lifshitz tails para el
modelo de Anderson discreto H,,.

I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica.

En el presente trabajo denotaremos por /A(Z9) al espacio de Hilbert definido por
( - )
12(Z9) = w:Z9-C| u(n)? < e
nezd

Y denotaremos por a \ b cuando a tiende a b por la derecha.

El intervalo previsible de los espectros de los operadores con potenciales indepen-
dientes idénticamente distribuidos muchas veces no concuerda con el calculado via
método numérico. La razon estd en el interesante fenomeno llamado Lifshitz tails,
que fue descubierto en el afo 1964 por el fisico I. Lifshitz (ver [31]). El observd que
la densidad integrada de estados N(E) decae exponencialmente cuando la energ’ia
E estd muy proximo del infimo del espectro [1].

Ese fendmeno puede ser descrito matematicamente de la siguiente forma, para un
sistema ordenado (o sea, para el operador de Schrodinger H con potencial periodico):

N(E) ~ C(E - Eo) 2 ° cuando E \ Eo (6)

donde Ep ="Inf o(H).
Y para un sistema desordenado (o sea, para el operador de Schrédinger H con
potencial aleatorio) como

cE-£ )7
N(E) ~ Cie 0 cuando E \ E,. (7)

En la ecuacic')nl\(?(elz___s)cribimos N(E) ~ C(E Eo)‘—; cuando E  Ey, para indi-
carquel''m — =1,y analogamente ena ecuacion 7.
ENEo C(E - Eo) 2 .
Una forma mas débil de la ecuacion (7) para el modelo de Anderson discreto es
dada por el siguiente teorema.

Teorema 1 (Lifshitz tails). Para el modelo de Anderson H,, con la medida Po no
trivial y con soporte inferiormente acotado, la densidad integrada de estados N (E)

9



In InN(E) _ d
I'm ) (8)
E\Eo |In(E — Eo) 2

satisface

En este trabajo presentaremos una demostracion del teorema 1 para el modelo
de Anderson discreto, la demostracion se dividira en dos etapas, primero haremos la
acotacion superior usando las condiciones de frontera de Neumann y posteriormente la
acotacion inferior donde serd usado las condiciones de frontera de Dirichlet. La
demostracion del teorema para otros modelos puede ser encontrado en [1,21,45].

El fendmeno Lifshitz tails es una propiedad muy importante de la densidad inte-
grada de estados. Sin embargo, existen otras propiedades, tales como la continuidad
de la densidad integrada de estados, la convergencia de la medida densidad de es- tados
como convergencia de medidas y la relacién que existe entre el soporte de la medida
densidad de estados y el espectro del operador ergddico.

1.2. Formulacion del problema
1.2.1. Problema general

éSera posible demostrar el decaimiento exponencial de la densidad integrada de
estados N(E) cuando la energia E esta proximo al infimo del espectro de H, y
estudiar propiedades principales de la medida densidad de estados para el modelo
de Anderson discreto?.

1.2.2. Problemas especificos

1. ¢Es posible estudiar propiedades espectrales para los operadores de Schrodin-
ger aleatorios discretos?.

2. ¢Sera posible mostrar la existencia de la densidad de estados para el modelo
de Anderson discreto?.

3. ¢El modelo de Anderson discreto es ergddico?.

1.3. Objetivos

Objetivo General

Demostrar el decaimiento exponencial de la densidad integrada de estados N (E)
cuando la energia E esta proximo al infimo del espectro de H, y estudiar las pro-
piedades principales de la medida densidad de estados para el modelo de Anderson
discreto.

Objetivos especificos

1. Estudiar propiedades espectrales para los operadores de Schrodinger aleatorios
discretos.
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2. Mostrar la existencia de la densidad de estados para el modelo de Anderson
discreto.

3. Mostrar que el modelo de Anderson discreto es ergbdico.

1.4. Limitantes de la investigacion
Limitante teorico

El limitante teb6rico donde se circunscribe nuestro trabajo es el espacio de Hilbert
12(Z9), ya que en espacios de Hilbert mas generales no esta garantizado la existencia
de la densidad de estados.

Limitante temporal

Por ser nuestro trabajo netamente tebrico no se presentan limitaciones tempo-
rales.

Limitante espacial

Debido a que nuestra investigacion es netamente tebrica no se presentan limita-
ciones espaciales.

II. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

Antecedente internacional

En el afo 1964 el fisico I. Lifshitz descubrid el famoso fenémeno Ilamado Lifshitz
tails. A base de argumentos fisicos él determind que la densidad integrada de estados
se comporta como en la ecuacién 6 y 7 para sistemas ordenados y desordenados
respectivamente.

El fendmeno Lifshitz tails fue probado matematicamente por primera vez en el
afio 1975 por Donsker y Varadhan [15] para el mode@e Poisson, que son una clase
de operadores de la forma H = Ho+V,,, donde V,, = gi(w)f(x-(i+xi(w)); siendo

i€z
gi la carga x € RY En 1977 usando los mismos argumentos de Donsker y Varadhan,
Nakao [33] y Pastur [35] independientemente, presentaron una demostracion mas
rigurosa de Lifshitz tails para el mismo modelo, esa prueba consiste en la evaluacion
asintotica de ciertas integrales de Wiener. Ellos probaron precisamente
In N (E)

I — - =—C. (9)
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Afos mas tarde, exactamente en el aifio 1983, Kirsch y Martinelli [20] encontraron
una prueba alternativa para el modelo de Poisson y otros modelos similares, ellos
probaron la forma débil de 7 dada por

I'im In(=In N(E)) = _d . (10)

E\Eo In(E - Ep) 2

En el afio 1985, Barry Simon [44] adaptd la prueba hecho por Kirsch y Martinelli
para el modelo de Anderson discreto. Posteriormente el fendmeno Lifshitz tails fue
probado para diferentes tipos de operadores vea por ejemplo [1], [21], [45], [48].

Por otro lado la primera demostracion de existencia de la densidad de estados se
remonta al trabajo hecho por Pastur [36], quien mostro la existencia basandose en
la transformada de Laplace de la densidad integrada de estados. Y la demostracion
via limite termodindmico fue hecho por Avron y Simon [3] para operadores casi
periodicos.

Antecedente nacional

No existe antecedentes nacionales.

2.2. Bases teoricas

Las bases tebricas que usaremos en este trabajo seran las siguientes:

El siguiente teorema nos garantiza la existencia de la medida densidad de estados
para el modelo de Anderson.

Teorema 2 (Representacion de Riesz) Sea X un espacio compacto de Haus-
dorffy C(X) el espacio de funciones continuas de X en R. Para cualquier funcional
lineal positivo ¢ en C(X), existe una tnica medida u en X tal que

I
e(f) = f(x)du(x). (11)

X

Notacion 1 En lo que sigue de este trabajo denotaremos por P-c.t.p. para indicar
que cierto resultado es vdlido casi siempre con respecto a la medida de probabilidad
P.

El teorema que enunciaremos a continuacion describe explicitamente el espectro
del modelo de Anderson como una suma de conjuntos.

Teorema 3 El espectro del modelo de Anderson H,, es P-c.t.p. dado por

o(Hw) = [0, 4d] + supp Po. (12)

El Teorema ergoddico de Birkhoff es uno de los teoremas mas importantes de la
teoria ergbdica, dicho teorema usaremos para demostrar propiedades de la medida
densidad de estados.
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Teorema 4 (Teorema ergddico de Birkhoff) Si {X;}icza es una familia de va-
riables aleatorias ergédicas y E( Xo) < =, entonces

I"tm #Z x —EX), P-c.t.p. (23)
L 2L+ 1) °
i)
donde E(Xo) := Xo dP.

El siguiente resultado establece una relacion entre el espectro del operador y el
soporte de la medida densidad de estados.

Teorema 5 Para el modelo de Anderson discreto H, tenemos que
supp(v) = o(Hw) (14)

donde supp(v) denota el soporte de la medida densidad de estados v.

2.3. Conceptual

Los operador de Schrodinger son operadores de la forma H = Ho + V actuando
sobre el espacio de Hilbert L2(RY) o 2(Z9), donde Ho es el Laplaciano que representa
la energia cinética del sistema y V la energia potencial.

Este tipo de operadores se dividen en operadores de Schrodinger continuos y
discretos, un caso particular de operadores de Schrodinger discretos es el modelo de
Anderson discreto dada en la definicion 1.

La densidad de estados v([E3, E2]), es la medida que nos permite calcular el nGmero
de niveles de energia por unidad de volumen con energias entre E1 y E3. Cuya
definicion Matematica esta dada en la definicién 2.

El fenomeno Lifshitz tails es el decaimiento exponencial de la medida densidad
integrada de estados cuando la energia E estd muy proximo del infimo del espectro,
matematicamente este comportamiento esta descrito por las ecuaciones 6 e 7 para
sistemas ordenados y desordenados respectivamente.

2.4. Definicion de términos basicos

A continuacion, daremos algunas definiciones que nos servirdan como base para
el desarrollo de esta investigacion.

Definicion 3 (i) Sean X y Y espacios vectoriales. Un operador lineal es una apli-
cacion A : D(A) ¢ X -, Y, en que su dominio D(A) es un subespacio vectorial y
A(& + an) = A(€) + aA(n) para cualquier §,n B(A) y a F. €

(i) Decimos que un operador lineal A es limitado si existe C >0 de modo que
IA(&)] < Clél para todo & € D(A).
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Sea A : D(A) c H--H un operador lineal en un espacio de Hilberk . El
conjunto resolvente de A, denotado por p(A), es el conjunto de los A C para los cuales
el operador resolvente de A en A, dado por

RA(A) : H —— D(A), Ra(A):=(A-A1)",

existe y es limitado. Por simplicidad usaremos la notacion A — A1 = A - A, donde
1 denota o operador identidad.

El operador resolvente satisface las siguientes propriedades:
(i) Se z1,z; € p(A) entonces

A-z)t-(A-2)! = (z1-22)A-21) HA-22) *
= (z1-22)A-22) Y{A-21) L. (15)
(ii) Si D(A) = D(B) y z € p(A) N p(B), entonces
A-2)1-(B-2)" = (A-2)Y(B-A)B-2)1
= (B-z) (B-A)(A-2) "L (16)

Definicion 4 E/ espectro de un operador lineal A es el conjunto a(A) = C \ p(A).
Para z € Cy M c (C, definimos la distancia del punto z al conjunto M como
dist(z, M) :=infllz-C : e M}.

Sea A un operador autoadjunto y z € p(A). Se tiene que
1

dist(z, 5(A))

En particular, para el operador autoadjunto Ay z € C \ R,

[A- 25 =

| A 2 =T
imz|

Sea P un polinomio complejo en una variable real. Si P(A) = ;;0 an, entonces

=z
P(A)=  anA.
j=0

Proposicion 1 Sea A un operador autoadjunto. Entonces

|P(A)] = sup P(A).
A€a(A)

Demostracion.

IP(A)? = [P(A)P(A)
= |[(PP)(A)

= sup Al
AEG(PP (A))

= sup PP(A)
Aeo'(A)
L9}
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sup
AEa(A)
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Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert{ Denotemos por
C(o(A)) el conjunto de todas las funciones continuas f : a(A) C y por BH) el
espacio de los operadores lineales acotados de H en H. Existe una Gnica aplicacion
@:C(o(A)) --B( )HEhtisfaciendo las siguientes propiedades paraf, g Céto(A)) (vea
[41]):

(@) @(fg) = e(flela) , @Af) =A0(f), 1) =1, of)=(e();

(b) ¢ es continua, o sea, [¢(f)ls < Clfl- para alguna constante 0 < C < =;
(c) Si f es la funcion tal que f(x) = x, entonces @(f) = A;

(d) Si A(Y) = AY, entonces @(f)yY = f(A)Y;

(e) alo(A)] = {f(A)Aea(A)};

(f) Si £ >0, entonces ¢(f) > 0.

Definicion 5 (a) Sea X un conjunto no vacio. Una familia A de subconjuntos de
X es una o-dlgebra se satisface:

1. Si {Eji}ien es una sucesién de conjuntos en A, entonces Ei € A;
i=1

2. Si E € A, entonces E° € A.
(b) Sea X un conjunto no vacio y A una o-dlgebra. Decimos que la funcién
u:A—— [0, +=]

es una medida si

1. u(0) =0;
2. para toda sucesién {E;} jen de Conjun‘os disjuntos en A se tiene
r =
u E = u(E).
i i
i=1 i=1

Para un conjunto de Borel M c R, xm denota la funcidon caracteristica definida
por
( 1 i AEM
si EM,
X ) = .
0 si A/em.

Definicion 6 Sea A un operador autoadjunto acotado y Q c R un conjunto de
Borel. Pq = xa(A) es llamado proyeccién espectral de A, donde xa(A) es la funcién
caracter’istica de o(A) en el conjunto Q.
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La familia Aqo de proyecciones espectrales de un operador autoadjunto limitado
A satisface las siguientes propiedades:
(a) Cada Pq es una proyeccion ortogonal;
(b) Pg =0;
(€) Pa,Pa, =Paina,;
(d)SiQ=",_,Qncon QnNQm = @ para todo n m, entonces

N

>
Pao= I'im Pao. .

n'

La familia de proyecciones ortogonales satisfaciendo (a)-(d) es llamada medida
proyectiva del operador A.

Proposicion 2 A € g(A) si y solo si Pa-gr+¢) 0 para todo € > 0.

La demostracion de este resultado puede ser encontrada en [12].
El operador A se llama positivo si [, Ap] = 0, Y@ € D(A), y es dicho limitado
inferiormente si (@, A@| = -M|p, @], Yo € D(A) y para algin M € R.

Definicién 7 Sea H un espacio de Hilbert y {&,} nen una base ortonormal de H.
Para un operador positivo A : H - H se define la traza de A por

-
trA = <§n, AEn).
n=1

la traza es lineal, o sea, tr(A + B) = trA + trB e tr(AA) = Atr(A) para todo
A € C. Ademas tr(AB) = tr(BA) y la traza es independiente de la base ortonormal.

Teorema 6 (Identidade de Parseval) Sean H un espacio de Hilbert y {&,} nen
una base ortonormal de H. Entonces para todo & € H se tiene

>
¢ = (§n, &)n (17)
neN
y > ,
€% = (€n, €)°. (18)
neN

Si T, S son operadores lineales cerrados en H, se dice que T es S-limitado si
D(S) cD(T) vy existen a,b = 0 de forma que | Tf < ¢ § +b|§ , para todo
& € D(S); el infimo de los valores de a = 0 que tal relacién es valido es llamado
S-limite de T.

Teorema 7 (Kato-Rellich) Sean Ui espacio de Hilbert, T un operador lineal
autoadjunto en D(T) c H y B un operador lineal simétrico y cerrado en D(B) c H
que es T-limitado con T-limite < 1. Entonces T + B es autoadjunto en D(T) y es
esencialmente autoadjunto en todo el nicleo de T.

17



La demostracion del teorema anterior puede ser encontrada en [39].
Para un operador A sobre el espacio de Hilbert [don dominio D(A), el conjuntode
los autovalores de A es dado por

g(A)= (A€ C:Ap=A¢ para ¢ € D(A)\{0}}.

La multiplicidad de un autovalor A de A es la dimension del espacio propio
¢d e D(A) : Ap = A¢ } asociado a A. Si u es una proyeccion a valor de medida de
operador A, entonces la multiplicidad de A é igual al tru( {A} ). Un autovalor de A se
llama simple o no degenerado si tiene multiplicidad 1 y es finitamente generado si
su espacio propio tiene dimension finita. Un autovalor A es llamado aislado si existe
un € > 0 tal que

o(A)N(A-gA+¢g) = {A}.

Definicion 8 Sea A un operador autoadjunto.

(a) El espectro discreto de A es el conjunto o4is(A) de todos los autovalores de
multiplicidad finita.

(b) El espectro esencial de A es el conjunto Oess(A) := o(A) \ odis(A).

Para un operador A definimos
po(A) = inflip, Ap| : @ € D(A), l¢| = 1}
y para k = 1,

uA) = sup infllp, Ap): @ € D(A), lol =1, oL, ..., Yu).
Y,..., el

El operador A es limitado inferiormente si y solo si uo(A) > -« y uo(A) es el
“Infimo del espectro de A. Si A es limitado inferiormente y tiene espectro puramente
discreto (o sea, gess(A) = @), podemos ordenar los autovalores E,(A) en orden
creciente, repitiéndolos de acuerdo con sus multiplicidades, como

Eo(A) < E1(A) < E2(A) < ....

Teorema 8 (Principio Min-max) Si el operador autoadjunto A tiene espectro
puramente discreto y es limitado inferiormente, entonces

Ex(A) = uk(A),  paratodok = 0.

La prueba de este teorema puede ser encontrada en [40].
Sean A y B dos operadores lineales. La notacion A < B significa que D(B) c
D(A) Yy (¢, Ap| < (@, By, Yo € D(B).

Corolario 1 Sean A y B dos operadores autoadjuntos, limitados inferiormente y
que tienen espectro puramente discreto. Si A < B, entonces Ex(A) < Ex(B) para todo k >
0.
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f(x) =0 . Un subcon-
Sea C-(R) = fe€C(R) b Ijmmf(x) =0 vy I"im

X—m—o0

junto D es llamado subalgebra involutiva de C-(R) sif,g € Dentoncesf g €D yf
. ebimos que  sepdya puntos si para x,y R existe una funcion f €D tal
que f(x) # f(y) y f(x), f(y) = 0.

El proximo teorema, cuya demostracion puede ser encontrada en [41], es uno de
los resultados mas importantes para el desarrollo de este trabajo.

Teorema 9 ( Stone-Weierstrass) Si D es una subalgebra involutiva de C.-(R)que
separa puntos, entonces esdenso en C-(R) con la topolog'ia de la convergencia
uniforme.

Ejemplo 1 E/ conjunto de las combinaciones lineales de las funciones f;(x) = 1

X-z

para todo z € C\ R forman una subalgebra involutiva de C.- (R) que separa puntos.

Ill. VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Hipotesis general e hipotesis especifica
Hipotesis general

Usando las condiciones de frontera de Neumann y de Dirichlet demostraremos el
decaimiento exponencial de la densidad integrada de estados N (E) cuando la energ’ia
E estd proximo al infimo del espectro de H, y usando resultados de la teoria de
probabilidad y de calculo espectral estudiaremos las propiedades principales de la
medida densidad de estados para el modelo de Anderson discreto.

Hipotesis especifica

= Aplicando los resultados de la teoria de probabilidad y de analisis funcional
mostraremos que el espectro de modelo de Anderson discreto es un conjunto
no aleatorio casi siempre.

= Usando el teorema ergddico de Birkhoff demostraremos la existencia de la
medida densidad de estados para el modelo de Anderson discreto.

= Basado en la teoria ergddica demostraremos que el modelo de Anderson dis-
creto es ergodico.

3.2. Definicion conceptual de variables

En este trabajo estudiaremos las siguientes variables

= Variable Independiente: Conjuntos de Borel A c R.

= Variable Dependiente: Densidad de estados.
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3.2.1. Operacionalizacion de variables
Variables Dimensiones Indicadores indices | Método Técnica
Independi- + ACR + A es un
ente. subconjunto
propio de R
Conjuntos +A=R v Aesiguala | A inductivo- | Anal’itica
de Borel R deductivo
AcCR
. 1
Dependi- | ' si |lm‘7‘ tr(p(Ho)xn,) | * Existe den-
ente Lol sidad de es-
existe
1 tados
Densidad vsi I’|mm tr(p(Hw)xn,) | + No existe | v(A) inductivo- | Anal’itica
de estados L= 1AL densidad de deductivo
no existe
estados
IV. DISENO METODOLOGICO
4.1. Tipo y diseiio de investigacion

Tipo de la investigacion

El tipo de investigacion desarrollado en este trabajo es Basica.

Diseiio de la investigacion

1.

Comenzaremos presentando definiciones y algunos resultados basicos de anali-
sis funcional, como herramienta esencial para nuestro estudio, en el cual nos
restringiremos a las particularidades necesarias para desenvolver este traba-
jo. Tales definiciones y resultados se encuentran en las siguientes referen- cias
[7,12,13,22,24,41,42,47].

En segundo lugar, introduciremos el modelo de Anderson discreto que sera
nuestro objeto de estudio en este trabajo, y estudiaremos cada componente
de este operador y sus propiedades principales para cada operador, finalmen-
te caracterizaremos el espectro de modelo de Anderson. para esta parte del
trabajo usaremos las siguientes referencias bibliograficas [1, 19, 45]

Como siguiente topico desarrollaremos algunas definiciones y resultados de la
teoria ergoddica que serd usado posteriormente y mostraremos que el modelo
de Anderson es un operador ergddico. Dichos resultados se encuentran princi-
palmente en las siguientes referencias [10, 23, 28, 32].

Con toda la teor’ia desarrollada hasta esta parte del trabajo, pasaremos a es-
tudiar los conceptos mas importantes de este trabajo, la medida densidad de
estados y la medida densidad integrada de estados, estudiaremos sus propie-
dades de estas medidas demostrando cada una de ellas. También estudiaremos
las condiciones de frontera de Neumann y de Dirichlet. Para mas detalles de
tales resultados véase [10, 18,19, 21, 48].
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5. Finalmente mostraremos el objetivo principal del presente trabajo el Teorema
1 para el modelo de Anderson discreto. Para dicha prueba usaremos las condi-
ciones de frontera de Neumann y de Dirichlet estudiadas anteriormente. para
dicha prueba y pruebas alternativas ver [1,19, 21, 44, 45].

4.2. Meétodo de investigacion

Para la realizacion de la presente investigacion, en primer lugar se ha hecho
recoleccién de material bibliografico especializado. El estudio realizado es de caracter
cientifico- teorico y la metodologia usada para el desarrollo de este trabajo es de tipo
inductivo-deductivo tratando de dar todos los detalles posibles en cada demostracion
de los resultados y as’i facilitar la lectura del trabajo.

4.3. Poblacion y muestra

No aplica para este tipo de investigacion.

4.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado
4.4.1. Lugar de estudio.

Universidad Nacional del Callao, Facultad de Ciencias Naturales y Matematica.
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4.4.2. Periodo desarrollado.

El presente trabajo fue desarrollado durante el periodo enero del 2020 a agosto
del 2020 con actividades distribuidadas de la siguiente manera:

Actividades | Primer| Segundo| Tercer| Cuarto| Quinto| sexto | sépti- octavo
a realizar mes mes mes | mes mes mes | mo mes
mes

Planteami- | X
ento del
problema

Marco X X
teobrico

Hipotesis X
y variables
Disefio
metodolo-
gico

Resultados X X

Discusion X
de re-
sultados,
Conclu-
siones y
Recomen-
daciones

Digitacion X
del trabajo

4.5. Técnicas e instrumentos de recoleccion de la informa-
cion
Para la realizacion de este trabajo de tesis se reviso bibliografia relacionado a los

temas tratados en este trabajo y recopilacién de informacion obtenida via Internet
para complementar informacion y asi enriquecer el trabajo.

4.6. Analisis y procesamiento de datos

No se aplica para este tipo de trabajo.
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V. Resultados

5.1. Resultados descriptivos

5.1.1. Espectro del Modelo de Anderson

En esta seccion estudiaremos el espectro del Laplaciano discreto, algunas pro-
piedades de potenciales aleatorios, en especial sobre los potenciales del modelo de
Anderson, y presentaremos la demostracion del Teorema 3 enunciado en la Intro-

duccion.

Laplaciano Discreto

En esta parte del trabajo estudiaremos el Laplaciano discreto, que es un operador de
Schrodinger libre (modela una particula libre sin accion de potenciales) actuando

sobre el espacio de Hilbert /2(Z%), d 1>

Los resultados aqu’i estudiados pueden ser encontrados en [5,10, 19, 45].

El espacio 2(Z9) es definido por
( - )
12(Z9) = u:Z9-C u(n)? <

nezd

y la norma de un vector u en ese espacio es dada por

! 1/2
Jul = u(n)?
nezd
la cual es inducida por el producto interno
=
b, ¢) = ¢(n)(n), para @, ¢ €/1*(Z%).
nezd

Dado n = (ny, Ny, ..., n4) € Z¢ se define la norma del supremo

|Mlee = sup ny
v=1,...,d
y la norma de la suma
Inly == ny. .
v=1

Definicién 9 E/ operador Hyo : I*(Z%) — I?(Z%) definido por

>
(Hou)(n) := ~ (u(m) - u(n))

es llamado Laplaciano discreto.
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m:im-nj1=1
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El operador Hg esta bien definido pues

> '
|[Hou| = (Hou)(n) ?
nezd
]
o3
z ; 21
=0 | (u(n +j) - u(n))
neZ Yh=1
> L
< (u(n +j) - u(n)) ?
Jh=1 nezd
1.
2> = ]
S (lu(n +4) + lu(n)|)?
lila=1 nezd
!l ! lﬂ
- = 2 2
< uln+j)?> + u(n)?® °
lili=1¢ nezd nezd
< 4d|ul.
As’t Hou € 2(Z9) para todo u € 2(Z%. Ademas, Ho es limitado.
La forma cuadratica del operador Hyp es dada por
1 z z T N 7 \\7 . -
(mfhw='é (u(i) -u(v(i) - v(y)). (20)
i€Z |j-ilh =1

Mostraremos esto para dimension d = 1; los argumentos pueden ser generalizados
para d > 1. En efecto,
> _
2u, Hyv) = 2 u(i)(Hov)(i)

2 u()(—v(i—1) - v(i+1)+ 2v(i)

¥ — > — >
-2 u()v(@(i-1)-2 u(@)v(@ii+1)+4 u(i)v(i).
i€z i€z i€z
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Por otro lado,
> =
(u(i) = u()(v(i) - v(j))

I |f-itr=%
= (ui) = u(i = 1)) (v(i) - v(i - 1)) + (u(i) = uli + 1)) (v(i) - v(i + 1))
% o i€z
= u(v(i) — u(i — 1)v(i) — uli)v(i — 1) + u(i — 1)v(i — 1)
i€Z . I
+ u(iyv(i) — u(i + 1)v(i) — u()v(i + 1) + u(i + 1)v(i + 1)
> >

_ > _
-2 u()v(@(i-1)-2 wu@)v@i+1)+4 u(i)v(i).

i€Z i€Z

i€Z
Se sigue que

1= =
u Hy)= ~ (u(i) -uv(i) - v(j)).

€Z |j-il=1

De este Gltimo resultado concluimos que el operador Hp es autoadjunto.
Usando la transformada de Fourier

=

F : 12(Z9) - L?([0, 2rt]9), (Fu)(k) = u(n)e ink,

nezd

se muestra que el espectro del operador Hp es el intervalo [0, 4d] . En efecto, consi-
derando inicialmente d = 1 tenemos

=
F (Hou)(k) = (-u(n - 1) - u(n + 1) + 2u(n))e "k
" > = = o
= -  u(n-1)eink- u(n + e "k +2  u(n)e "k
nez neZ neZ
- _ u(n)e—/(n+1)‘k _ u(n)e—/(n—l)‘k +2 u(n)e—/n‘k
nez ne€Z n€Z
— _efl‘k U(n)efm‘k _ el‘k u(n)eﬁn‘k +2 u(n)efm-k
nez n€Z nez

-e 'KF (u(k)) - e’F (u(k)) + 2F (u(k))
(—2 cos(k) + 2)F(u(k)).

Generalizando este resultado para d 2 1 obtenemos que

FHoF Y (k) = (Mgy) (k),

nde M, denota el operador de multiplicacidon en L%([0, 2r1]9) por la funcién g(k) =
2 7=1(1 — cos ki) para k = (k, ..., ka) € [0, 2]%. As’I, Ho es unitariamente equiva-

lente a M, lo que implica que su espectro es dado por

o(Ho) = o(Mg) = Im(g) = [0, 4d]
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y que Hop tiene espectro absolutamente continuo puro.

Sean i, j € Z9. Se define la base ortonormal candnica {6;} del espacio /2(Z?) por

(1 o
6,(7) = se =],

0 se i/=j.
Dado un operador A : [A(Z% - P(Z9) se define sus elementos de matriz por
Ali, J) = (6i, Abj). (21)
A partir de los elementos de matriz, se recupera el operador de forma Unica como
(Au)(i) =A@, Hu()). (22)
jezd
Los elementos de la matriz del Laplaciano discreto son
0 2d  si Q=
Ho(i,j)= -1 si [i-jh=1
0
0 si li-jh>1

Potenciales aleatorios y espectro del modelo

En esta seccion presentaremos algunas propiedades importantes de la teoria de
probabilidad, las cuales seran usadas en los potenciales del modelo de Anderson y
demostraremos el Teorema 3, el cual determina explicitamente el espectro de este
modelo. Tales resultados pueden ser encontrados en [4, 18, 27].

Definicion 10 Una variable aleatoria es una funcién real medible en un espacio de
probabilidad (Q, F, P).

Si X es una variable aleatoria y A un conjunto de Borel, se llama distribucion
de X a la medida de probabilidad Py de A dada por

Po(A) = P({w X(w) € A}).

Sean X, Y variables aleatorias. Si la distribucion de X y Y son iguales, decimos
que ellas son idénticamente distribuidas.

Una familia {X;} i/ de variables aleatorias es dicha independiente si para cual-
quier subconjunto finito {i1,...,in} de [,

P ( {(U Xil((.L)) € [01/ bl]/ Xiz(w) € [azl bZ]/ .. .,Xin(U.)) € [anl bn]})
= P({w Xi, (w) € [a1, b1]}) ... P({w/Xi, () € [an, bnl}).

Si X son variables aleatorias idénticamente distribuidas con una medida de proba-
bilidad comdn Pg, entonces

p ( {(U Xil((.L)) € [01/ bl]/ Xiz(w) € [azl bZ]/ .. .,Xin(U.)) € [anl bn]})
= Po([CIl, bl]) ' Po([az, bz]) et Po([a,,, bn])

Ahora presentaremos un teorema importante de la teor’ia de probabilidad, cuya
demostracion puede ser encontrada en [27].
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Teorema 10 (Lema de Borel-Cantelli) Sean (Q, F, P) un espacio de probabili-
dad y {An} nen una sucesién de conjuntos en F. Denotamos por A-. el conjunto

A.. = {w € Qw e A, excepto para un nimero finito de puntos n}.

>
(1) Si  ,-1 P(An) <=, entoncesf(Am) =0,
(2) Si {An} son independientes y . _, P(An) = =, entonces P(A-.) = 1.

Consideremos ahora el modelo de Anderson Hy, = Ho + V, definido en la Intro-
duccion, conforme a la Definicion 1.

El soporte de la medida Po (medida de probabilidad de la sucesion {v,(n) },,Ezd
de potenciales) es, por definicion, el conjunto

supp Po= {(xER:Po((x -, x+€)) >0  Ve>O0}. (23)

Si supp Po es compacto, entonces cada operador H, es limitado w P c.t.p. y
autoadjunto en (Z?. Por otro lado, si supp Po no es compacto, el operador de
multiplicacién V., es autoadjunto en el dominio D, = {p € *(Z9) : Vup € P(Z%)}.
En efecto,

=

Vo, ¢ = vw(n)$(n)d(n)
5
= vw(n)g(n)g(n)
d
= Vo(n) ¢(n) 2.

nezd

Como la funcidén v, asume valores reales, entonces (Vwg, @) € R, luego V., es auto-
adjunto en D,. Ademas, Ho es Vy-limitado pues

IHod| < a|Vwo| + 4d|¢|, paratodo 0 <a < 1. (24)

Luego, por el Teorema de Kato-Rellich (Teorema 7), H, es autoadjunto en D, y
esencialmente autoadjunto sobre el espacio

(Z%) = {¢ € I*(Z9) : p(n) = 0 excepto para un nGmero finito de puntos n}.
El proximo resultado serad usado en la demostracion del Teorema 3.

Proposicion 3 Existe un conjunto Qo de probabilidad 1 tal que la siguiente afir-
macién es verdadera: Para cualquier w € Qo, cualquier conjunto finito A c I?(Z%),
cualquier sucesién {q;i}ien, con qi € supp Po y Y& > 0, existe una sucesién {jn,} c Z°¢
con |jn|es = = tal que

sup|gi- Vuli +jn) < €.
JEN
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Demostracion. Fijemos un conjunto finito A, una sucesién gi}ien, cong; ¢ supp Po
y € > 0. Defina
A= w: sup vul(i)-gi <¢€
ieEN
Como vy (n) son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, en-
tonces tenemos

P(A) = P(WieA: vu(i)-qi <¢)
= (P(vu(0)-gqol <en”
= Po((gqo — & ,go+¢€)) >0.

Ahora tomemos la sucesidon {j,} ¢ Z? tal que la distancia entre cualquier jn, jm,
con m = n, sea mayor que el doble del didmetro de A. Entonces los eventos

An = An(N {gitien, €) = A = {w| sup vu(i +jn) - qil <é&
JEN
son independientes y P(An) = P(A) > 0. Ademas, A, es invariante por la familia de
operadores shift {Tm} mezs. En efecto, mostremos que T,,'A, = An.
(i) Sea w € T, An. Entonces Tmw € Ap, donde
sup| vr,wl(i+jn) - qi <e&.
iEN
Como vr,,(n) = vw(n — m), entonces
sup Vo(i + jn-m) - qi\ <g
ieEN
luego w € An. Por tanto, T,'A, C Ap.
(ii) Sea w € A,. Entonces
sup| vwli +jn) - qi <€
ieEN
lo que implica
sup| vr, (i +jn+m) - gi <e.
iEN
Entonces Tmw € An. Asi, w € T,'A, y por tanto, A, C T, 1A,.
De (i) y (ii) se obtieneT,'!A, = A,. Como A, es invariante por Tn, entonces

P(A,) = 1, lo que implica“~ [ P(An) = « . Por el Lema de Borel-Cantelli (Teorema
10) el conjunto

Qn ig),e = {w 'w € A, excepto para un ndmero finito de puntos n}

tiene probabilidad 1. El conjunto supp Po € R es separable, consecuentemente
contiene un conjunto denso y numerable Ro. Ademas, la coleccion = de todos los
subconjuntos finitos de Z9 es numeraQe. As’l, el conjunto

QO = Q/\, {Qi} 1

‘n

{g//éRE.NEN
tiene probabilidad 1. Pues es una interseccion numerable de conjuntos de probabi-

lidad 1. El conjunto Qo satisface los requisitos de la afirmacion de la Proposicion.
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Finalizamos esta seccion demostrando el Teorema 3 enunciado en la Introduccion
(para informaciones adicionales vea también las referencias [1, 26, 45]).

Demostracion. (Teorema 3). El espectro o(V,) del operador de multiplicacion
V. por la funcion vy(n) es dado por /m(vy), por tanto o(Vy) = supp Po, P- c.t.p..
Por otro lado, para los operadores A, B : D(A) — H sobre un espacio de HilbertH
se tiene

dist(o(A), o(B)) < |A - B|. (25)
Considere A = Hy, e B =V, + 2d. Entonces |A- PB< 2d y como o(B) =
supp Po + 2d tenemos

0(Hw) < supp Po + [0, 4d].

Para demonstrar la inclusion contraria usaremos el criterio de Weyl ( veja [1]):
A€o(Hy) < 3¢n €Dy, |pn| =1 tal que |(Hw -A)ppn| — 0O,

donde Dg es un espacio vectorial en que H, es esencialmente autoadjunto. La suce-
sion ¢n es llamada sucesion de Weyl.

Sea A € [0, 4d] + supp Po. Entonces A = Ag + A1 con Ao € o(Ho) = [0,4d] vy
A1 € supp Po.

Tomemos una sucesion de Weyl ¢, para Ho y Ao, esto es, |(Ho - Ao)¢n| — 0 con
l¢pn] = 1. Como Ho es esencialmente autoadjunto sobre el espacio Do = 2(Z7) 0
podemos suponer que ¢, € Do.

Sea ¢U)(i) = ¢(i — j). Entonces

Hogpl) = (Hogp)Y). (26)

En efecto,

>3 . .
HogpW)(n) = - (@V(m) - ¢V(n))

I\m—%l
= - (@(m —j) = p(n - j)

Im-nj1z1
= - (d(m —j) = ¢(n - j))
I(m-j)-(n-j)l.=1

>
= - (1) — (k) (27)

li-kla=1

donde usamos el cambio de variable i=m —j e k = n - j. Por otro lado,(Hog)"(n)

= (Ho)(n — )
>
= - (@¢(m) = ¢(n - )
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\Imtj)\lﬁl
= - (¢(m) — (k). (28)

Im-kla=1
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De (27) y (28) obtenemos que
Hogp!) = (Hog)V). (29)

Usando la Proposicidn 3, para A = suppn y q; = A1 existe una sucesiéon {jn} C
Z9 con |fn|es — = tal que

1
SUP |y, (i + jn) -A1 < —.
JEsupp ¢n w( ]n) ! n

Definiendo ¢ = ¢/, tenemos

Jn
[(Ho - Ao)dnl = [(Ho - Ao}, | .
> _ _ <2
- (Hod"")(i) - (Ao 7 )(i)
jezd n n
V11
z 2
= (Hodn)(i ~ jin) - (Aodn)i -~ jn) 2
{EZ !l
= [(Ho-Ao)n(i~jn) 2
jezd
= |(Ho - Ao)dnl. (30)
Ademas,
Jn Jn
(Vo -Anl = IVud, - A1, | .
> _ _ <2
= V@’ (i) - Aagp 7 (i) *
jezd n n
V12
Z 2
= Vo ()Pl = jn) - Arpn (i - jin)| 2
‘/EZ !l
= (vel)) - A)@nli~jn) 2
jezd
. 1
= Weli) - A1l Ypali - jin) 2
jezd
< sup  Vu(m +jn) - A1 |@nl (31)
mesuppdn

donde usamos el cambio de variable m =k - jn.
Por otro lado, tenemos
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[(Ho + Vo = (Ao + A1))nl < [(Ho = Ao)dn| + (Vi - A1) n]

< |(Ho - Ao)@n| + sup [vu(i+jn) - A1l.(32)
iesupp ¢n
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Usando las relaciones (30) y (31) concluimos que |[(Hw -A)Yn| — 0, luego ¢ una
sucesion de Weyl para Hy,. Por tanto, A € o(Hy) y as’i

supp Po + [0, 4d] < o(Hw).

5.1.2. Propiedades ergoddicas

La teoria ergddica es una area de la Matematica que estudia sistemas dinami-
cos provisto de medidas invariantes. En esta parte del trabajo estudiaremos algunos
conceptos y resultados importantes para una familia de operadores ergbdicos, en
particular mostraremos que el modelo de Anderson es ergbdico. Usaremos tales re-
sultados en los proximas secciones. Para mas detalles vea [10, 23, 28, 32].

5.1.3. Variables Aleatorias Ergodicas

Una familia {X;}iezs de variables aleatorias es llamado proceso estocastico.
Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Una funcion medible T : Q —, Q es
dicha una transformacion que preserva medida si

P(T *A) = P(A), para todoA €F. (33)

Dada una familia de transformaciones {Tj} iezs que preservan medida, un conjunto
A es invariante por {Tj} si

TA=A Vi€Zl

Definicion 11 Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Una familia {Ti} de trans-
formaciones que preservan medida es llamada ergédica si todo conjunto invariante
A €F tiene probabilidad P(A) =0 o P(A) =1, esto equivale a decir que el sistema
es dinamicamente indivisible.

Definicion 12 Una familia {Xi}ieza de variables aleatorias es llamada ergédica si
existe una familia ergédica de transformaciones que preservan medida {T;}ieza tales
que Xi(Tjw) = Xi—j(w).

Un ejemplo importante de ello es |la familia de operadores shift {Ti} iezedefinidos
por (Tiw); = wj-i. Una variable aleatoria Y se dice invariante por T; si Y (Tiw) =

Y (w), para todo i € Z°.

Proposicidon 4 Sea (T} ezs una familia de transformaciones que preservan medida
en un espacio de probabilidad (Q, F, P). Siuna variable aleatoria f: Q — Resinvariante
por {Ti}, entonces f es constante P-c.t.p..

Demostracion. Mostraremos que P({w f(w) = Mo}) = 1 para alguna constante
Mpo. Sea

Om = {w/f(w) SM} = F H(-~, M]}
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Como fes invariante por {T;}, entonces f(Tiw) = f(w). Veamos que Qu es inva-
riante por {Ti}.

(i) Sea x € T ;'!Qum. Entonces Ti(x) € Qum luego por la definicion de Qun tenemos,
f(Tix) < M.

Como f(Tiw) = f(w), entonces f(x) < M, donde x € Qu.Por

tanto, T_lQ,\ﬂ c Qu.

(ii) Sea y € Qn. Entonces f(y) < M y como f°T; = f se sigue que fT;(y) < M.

Luego, Tiy € Qum consecuentemente y € T 1Qu y por tanto, Qu € T Qu.

De (i) y (i) obtenemos que T 'Qu = Qu . As’i, el conjunto Qum es invariante por T;
{Luego como los operadores T; $on ergdodicos y Qus es invariante, entonces P(Qum
)=1 o0 P(Qum) =0.

Consideremos M1 < M, entonces {w f(w) < M1} ¢ {w f(w) < Ma}, lo que
implica que Qum, € Qu,.

Ahora veamos que UwnerQwm = UnezQum.

(a) Como Z c R tenemos que UwmezQm C UnerQwu.

(b) Seax € UmerQwm . Entonces existe un M’ € R tal que x € Qum. Luego existe un
entero M" > M' as’i, Qu’ € UmezQm. Como Qu € Qur, entonces Qur € UnezQum.
As’l, x € UpezQum.

De (a) y (b) se sigue que UnmerQwm = UnezQwm.

Analogamente se obtiene NymerRQm = NvezQm.

Mostremos ahora que P(NyerQum ) = 0. En efecto, supongamos que P(NumerQm ) =a
= 0. Como Qv > n merQwm para cualquier M, P(Qm ) > P( merQm ), entonces
P(Qum ) > a > 0 para cualquier M. Como P(Qvm) = 1 o P(Qm) = 0, implica que
P(Qwm ) = 1 para cualquier M, lo que contradice el hecho que f(w) es finito. En
efecto, si P(Qm) = 1, entonces P({w f(w) < M}) = 1 para cualquier M, lo que
implica que f (w) < M para cualquier M, consecuentemente, f (w) = -~ P — c.t.p.. Por
tanto, concluimos que P(NyerQm) = 0.

Definamos Mo = “Inf M. Veamos que My es finito. En efecto, supongamos
P(Qm)=1

que Mp es infinito. Entonces Mo =~ 0 My = —~. Supongamos que Mp = .
Entonces P(Qwm) = 1 para todo M. Como P(Qm) = 1 o P(Qum) = 0, implica que
P(Qum ) =0. para todo M. Entonces « f(w) M tiene medida O para todo M, lo
cual implica f = <P —c.tp., que es una contradiccién. Por tanto, Mo # .
Ahora suponiendo que My =—~entonces P(Qv ) = 1 para todo M, lo que es una
contradiccion con el hecho que f(w) es finito como en el caso anterior. Por tanto,

Mp es finito.
Notemos que

\
Qnto = Qpage(2)-
neN

Definimos
Qn, = {wf(w) < Mo}.
Notemos también que
(NQMO = Ql\/loﬁq'
neN
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Como Mo = P((I):Ll M, tenemos que P(Q,,.1) = 1 para todo n € N, pues

Mo + % > Mo. Ademas, P(Qy,, 1) = 0 pues P(Q, ,1) & 1. Asi,

AN
P(QMO) = P( QM0+(rl7))

neN

) C
P(Ou,) =P Q).

neN

Tenemos Qu, = {w f(w) < Mo} vy Qu, = {wf(w) < Mo}. Notamos que
{wf(w) = Mo} = Qumy \ Quiy Y cOMO Qus, O Qp, tenemos

P({w f(w) = Mo}) = P(Qum, \ Qumo) = P(Qm,) - P(Qng,) =1-0= 1.

Por tanto f es constante P — q.t.p..

N
Operadores Ergodicos
Sea {vw(n)}nezs un proceso estocastico ergddico. Entonces existe una transfor-
macién que preserva medida {7;} en Q tal que
VT;w(n) = Vw(n - i) (34)

y cualquier subconjunto A de Q invariante por{ T} tiene probabilidad P(A)=0o0
P(A) = 1.

La siguiente definicion é una nocién natural de isomorfismo entre espacios con
producto interno

Definicion 13 Un operador lineal U : (X, |., .)x) — (Y, (., .Jy), entre dos espacios con
producto interno, es unitario si fuera sobreyectivaenY y & n{x=) U Un v pdra
todos & n X. Si existe tal operador unitario, entonces los espacios X e Y son llamados
unitariamente equivalentes.

Proposicion 5 Si A es un operador positivo y U un operador unitario, entonces
tr(UAU 1) = tr(A). (35)

A seguir daremos una importante definicion que fue introducida por la primera
vez por Pastur.

Definicion 14 Sean (Q, I, P) un espacio de probabilidad y {Tn}nes transformacio-
nes que preservan medida. Una familia de operadores {H.} weq sobre un espacio de
Hilbert H es llamada ergédica si existen operadores unitarios {Un} nes sobre H tales
que
Han = UnHwU;,
donde U,, denota adjunto de Up.
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El proximo resultado nos dice que el modelo de Anderson discreto H,, es ergbdico.

Proposicion 6 La familia de operadores {H.} wea, donde H, = Ho+V,, es ergédi-
ca.

Demostracion. (i) Para ¢ € 12(Z%) e n,m € Z9 sea (Und)(m) = ¢p(m + n) la
sucesidon de operadores traslacion (unitarios) sobre /2(Z%) con sus correspondientes
adjuntos (U,¢9)(m) = ¢(m -n). Tenemos que Vr,, = UnV,U,, En efecto, para todo ¢
€ 12(Z)

(UnVuUp)(m) = UnVwUyp(m)
= Un(Vwep)(m - n)
= Unvuw(m - n)(m — n)
= Vu(m — n)(Un)(m — n)
= Vo(m — n)ep(m)
= Vrw(m)ep(m)
(V1,0@)(m).

Luego, por la Definicion 14, V,, es ergodico.
(i) Notemos que HoU, = UpHo. En efecto, para todo ¢ € A(Z% y k € Z9 tenemos

> >
(HoUng)(k) = (Und)(m) — (Ungp)(k) = (¢(m —n) — ¢k — n)).
Im-kj1=1 Im-kj1=1
Por otro lado,
= =
(UnHo)(k) = Un°® (¢(m) - (k)" = (¢(m —n) — ¢k —n)).
Im-kla=1 Im-kla=1

Luego, HoUn = UnHo. As’1, por (i) y (ii) tenemos

UnHuwU, = U,HU,+ U,V, U,
= HoU,U,+ U,V,U,
= Ho+ V714
= Han .

Por lo tanto, por la Definicién 14, H, es ergbdico.

Teorema 11 (Projecao Ortogonal) Si E es un subespacio vectorial cerrado de
un espacio de Hilbert H, entonces

H=E®E.

37



El subespacio E' es llamado complemento ortogonal de E en H.
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La demostracion de este resultado puede ser encontrada en [13].

Definicion 15 Sea H = E § E™*. Se define el operador proyeccién ortogonal Pe
sobre E por

PE . H - E
E s PEE = ‘SE/
siendo € = & + &., con & € E e &. € E*,
Definicidn 16 Decimos que una familia {P,}wea de operadores limitados sobre un

espacio de Hilbert H es débilmente medible si la aplicacion w — (¢, Puy| fuera
medible para cualquier ¢, Y € H.

Lema 1 Supongamos que {P.} wea sea una familia débilmente medible de proyec-
ciones ortogonales satisfaciendo

Pan - UnPwU;.,

donde U, son operadores unitarios. Entonces dimRan(P,) =0 P - ctp.o
dimRan(Py) = <« P —c.t.p..

Demostracion. Como (P&, & = (P2§, &) = |PLE[* 2 0 para todo &, los operado- res
P, son positivos; se sigue que trP, es Gnicamente definido (posiblemente como
+ e Fijando w y escogiendo una base ortonormal ai(w), a2(w), ... de Ran(P,) yuna

base ortonormal bi(w), bz2(w), . . . de (Ran(Pw))l, por el Teorema 11 tenemos que
I(Z9 = Ran(P.) @® Ran(P.)*, luego
= =
tr(Pu) = lgi(w), Puai(w)] +  (bi(w), Pubi(w))
= "
= (ai(w)l Pwai(CU)>
=dimRan(Pw).
Sea {ei}ieza la base ortonormal candnica de lz(Zd).fomo la familia de opera-

dores {P.} weq es débilmente medible, entonces trP, =  ilei, Pwei) €s una variable
aleatoria.

Veamos que trP, es invariante por T;. En efecto, usando la Proposicion 5 tenemos
que . ~
J J
o sea, trP, es invariante por T;. Luego, por la Proposicién 4, tenemos que

dimRan(Py) = tr(Pw)

es constante P — c.t.p..
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Por otro lado

trPy, = E(tr%))

= E(lei, Puei))

2 E(lei, Pwei))
ils

= E(lei, U;Pr,uUiei))
ils
=

= E({Uiei, Pt,wUiei))
il

2 E(leo, Pr,0€0))

>

E(leo, Pweo))

i<N

= (2N + 1)?E(leo, Pweo)) P -g.t.p..

Como N puede ser tomado arbitrariamente, se sigue que trP, = 0si E(leo, Pweo]) =
0 o trP, = = si E(leo, Pweo]) > 0.

El siguiente resultado caracteriza el espectro de operadores ergbdicos autoad-
juntos (en particular, se aplica para el modelo de Anderson) como un conjunto no
aleatorio c.t.p.. Compare con el Teorema 3.

Teorema 12 (Pastur) Si H, es una familia de operadores ergddicos autoadjuntos,
entonces existe un conjunto X c R tal que o(Hyw) =%, para w P- c.t.p..

Demostracion. Denotemos por Ea(w) la proyeccion espectral de H, sobre un
conjunto de Borel A. Como el operador H, es ergbdico, entonces

Hr,w = UiH,U;.
Aplicando la funcion caracteristica y usando el Lema 2 tenemos
Xa(Htw) = UixaHuU;.
De la definicion de proyeccion espectral se tiene
En(Hr,0) = UiEAHLU;.

Ahora mostraremos que para un conjunto de Borel A fijo, Ean(w) es débilmente
medible, o sea, la aplicacion w — (¢, Eal) es medible para todos ¢, ¢, € H. En
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efecto, como w — (¢, Huy) es medible para todos ¢, ¢ € Hypor la propriedad de
bases ortonormales tenemos que (¢, H%) = (H ¢, Hu)) = (b, Hwbn|0n, Hu),

n
(vea [13]), entonces la aplicacion w — (¢, H2¢),es medible para todos ¢, ¢ € H.
Luego, por induccion, H] es débilmente medible para cada n € N.

Por otro lado, es posible aproximar Ea(w) por w-polinomios independientes en
Hy. Asi, Ean(w) es débilmente medible, ya que todo polinomio de Hy, lo es. Como la
familia { Ea(w) leaq satisface las condiciones del Lema 1, entonces dimRan(Ea(w)) =0
P c.t.p. o dimRan(Ea(w)) = P c.tep.. -

Ahora, para cada par (p, g) de nmeros racionales definamos la funcién n por

(
0O si dimRan(E w)) =0 P -gq.t.p.
(b, q) = (Etp,)(w)) q.t.p

< si  dimRan(Ep,q(w)) = = P — q.t.p.

Note que la funcién n esta bien definida debido al Lema 1.
Definamos los conjuntos

Qpq = {w| dimRan(Ep,q(w)) = n(p, q)}

v \
Qo= Q.

p,9€Q

Como cada Q4 tiene probabilidad 1 y la interseccion sobre p,q € Q es numerable,
tenemos que P(Qo) = 1.

Ahora mostremos que si w1, w2 € Qo entonces o(Hw,) = 0(Hw,). En efecto, siA
/ 0(Hw,), por la Proposicion 2 para todo A1, A2 con A1 < A < A; suficientemente
proximos de A, tenemos

E(ALAZ)(wl) =0=> dimRanE(,\L,\z)(wl) =0.

Como w1, w2 € Qq implica que w1, w2 € Qpq para todos p, g € Q. Luego para cada
par p,q €Q,

dimRankEp,q)(w1) = n(p, q) = dimRanE,q(wz2) P - c.t.p..
En particular, para A1, A2 € Q, con A1 < A < A; suficientemente proximos de A,
dimRanEgp, z,)(w1) = dimRanEgp, p,)(w2) = 0.

Luego
E(Al,/\z)(wz) =0.

Por la Proposicion 2 A £ o(Hw,). Por tanto, 0(Hw,) € 0(Huw,). Invirtiendo los roles
de wi1 e w> en el argumento anterior, se muestra que o(Hw,) @(Hw,). Como w1, w2 son
elementos arbitrarios de Qo con P(Qo) = 1, se sigue que o(Hw) es constante P-c.t.p., lo
gue demuestra el teorema.
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El siguiente resultado, cuya demostracion puede ser encontrada en [19], serd
usado na proxima seccion.

Lema 2 Sean A un operador autoadjunto y U un operador unitario. Para cualquier
funcién medible f se tiene

f(UAU™) = Uf(A)U".

5.1.4. La Densidad de Estados

En esta seccion estudiamos la medida densidad de estados, introducida en la
deficion 2. Los conceptos y resultados abordados aqui pueden ser encontrados en las
referencias [1, 10, 19, 45].

Existencia y propiedades de la medida Densidad de Estados

Sean no € Z%y L € N. Se define el cubo de centro no y radio L por/A.(no)
:={n€Z:|n-nole < L}

y denotamos A;(0) = A;.
Para cualquier funcion medible limitada ¢ se define la cantidad

$u() = tr(xn, (Ho)xn,) = tr(¢(Hw)xn,) (36)

A A

donde ya denota la funcion caracter’istica del conjunto A y el operador ¢(Hw) es
definido v'ia teorema espectral. Como &, es un funcional linear positivo sobre el
espacio de las funciones continuas acotadas, por el Teorema de Representacion de
Riesz (Teorema 2) existe una medida v, tal que

il
§() = P(A)dvi(A). (37)

R

Definicion 17 Una sucesién v, de medidas de Borel en R diremos que converge
para una medida de Borel v si

i) S
d(x)dvn(x) —  p(x)dv(x) para toda ¢ € Co(R),

donde Co(R) denota el conjunto de las funciones continuas con soporte compacto.

Observacion 1 En lo que sigue de este trabajo, cuando decimos que una sucesion
de medidas converge para una medida nos referimos a este tipo de convergencia.

El teorema a seguir muestra la convergencia de la medida v, para la medida
densidad de estados v (veja Defini¢do 2 de la medida v).
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Teorema 13 La medida v. converge para la medida v P-c.t.p., esto es, existe un
conjunto Qo con probabilidad 1 tal que

dA)dvi(A) —  @(A)dv(A),

para toda ¢ € Co(R) y para todo w € Q.

Demostracion. Tomemos un conjunto numerable y denso Do c¢ GCo(R) con la
topologia de la convergencia uniforme. Sea el conjunto Q¢ con P(Qg) = 1 para el cual
el teorema anterior es valido. Luego, el conjunto

AN
Qo = Q¢
¢EDO

tiene probabilidad 1, pues Qo es interseccion numerable de conjuntos de probabili-
dad 1. Como Do es denso en Co(R), si ¢ Co(R existe ¢, Do tal que ¢n ¢ uniformemente
y usando la desigualdad triangular tenemos

) ) ) )
PNAVA) - $Ndvlh) < AAVA) - GaAavA)
) )
+ oadvd) - PnA)dvi(A) |
) )

+ . daNavid) - p(A)dvi(d) |
S 1@ gl VIR 16 dnl vi(R)
+ ®n(A)dv(A) - dn(A)dvi(A) .

Como ¢n € Do e ¢» — ¢ uniformemente, se sigue que

d(A)dvi(A) —  @(A)dv(A),

para toda ¢ € Co(R) y para todo w € Qo.
[ ]

A seguir enunciamos y demostramos un resultado que sera usado posteriormente.
Tal resultado es usado como motivacion para introducir la medida densidad de
estados.

Proposicion 7 Si ¢ es una funciéon medible acotada, entonces para w P-c.t.p.
1

I"tm

= | A

tr(¢(Hw)xn,) = E(lbo, ¢(Hw)bo)).

Demostracion. Por la definicion de la traza de un operador tenemos
1 =

1
T HeRXA) = G B

IENL
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Note que la familia de variables aleatorias Xi(w) = (6, ¢(Hw)bi| es ergddica. En
efecto, como los operadores H, son ergddicos y usando el Lema 2, se tiene que

Xi(Tjw) = 16i, ¢(H7;0)6i)
= 6;, (U;HwU;)6i)
= (6;, Uidp(Hw)U;6i)
= (U;6i, o(Hw)U,6/)
= (6i—j, d(Hw)bi-j)
Xi-j(w),

donde utilizamos la igualdad U;6i(n) = 6i(n + j) = 6i-;(n). Por otro lado, como

Xl = jﬁi,qb(Hw)cS,-)\
= o(Hw) d)(A)C-j[_IJ‘Si,(Si (A)

< max ¢(A) | dus; s;(A)

o(Hw)
S @l

las variables aleatorias X; son integrables (con respecto a la medida P). Aplicando
el Teorema de Birkhoff (Teorema 4) tenemos

1 1 >

| Ae | tr(p(H)xa)=" X — EX)=E(§,¢H )5)),

(2L + 1) N 0 0 w 0

cuando L — .,

Lema 3 Si una funcién F : R - R es monétona creciente, entonces F tiene una
cantidad numerable de puntos de discontinuidad.

Demostracion. Como F es monbtona existen F(t-) = lims>F(s) e F(t+) =
lims<t F(s). Si F es descontinua en t ¢ R, entonces F(t+) - F(t-) > 0. Sea el
conjunto
Dn= teR| F(t,)-F(t- )>"
n

S

El conjunto D de los puntos de discontinuidad de F es dado por ,,E N Dn.
Supongamos que D no es numerable. Entonces existe n € N tal que D, no es
numerable. Como la funcion F es-linonc')tona y definida en todo R, ella serd acotada
en cualquier intervgo. LuegoOn [-M, M] es finito para cualquier M € R. De ahi
sesigueque Dn= en(Pn [-M, M]) es numerable, lo que es una contradiccion.

Sea N(E) = v(( -~ , E]) la densidad integrada de estados para H, (vea Defini-
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cion 2).
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Corolario 2 Para w P- c.t.p., el siguiente resultado es valido: Para todo E€ R
se tiene
N(E) = I'm vy, (-, E]).

Lo

Demostracion. Inicialmente mostraremos el resultado para energias E en que N
es continua. Sea D el conjunto de los puntos de discontinuidad de N, como N es
monodtona creciente por el Lema 3, D es como maximo numerable, luego D es
magro en R consecuentemente R\ D es denso en R, ya que el complemento de todo
subconjunto magro en R es denso en R (veja [13]). Como R es separable R D es
separable, luego existe un conjunto numerable S de puntos de continuidad de N
denso en R. Por la Proposicion 7 existe un conjunto con probabilidad 1 tal que

J
X(—=£1(A)dvi(A) — N(E) cuando L — s,

para todo E € S. Donde usamos la ecuacién 37

Tome € > 0. Sea E un punto de continuidad arbitrario de N. Por la densidad
de S en R y continuidad de N, existen E_,Ex € S con E- < E < E, tales queN
(E+) — N(E-) < &/2. Y como N es creciente tenemos

S S
N(E) =  x=al)dvid) < N(E)-  x-e(A)dvi(d)

J
< N(E)-N(E)+N(E) - XeA)dvi(A)
<

E.

Por otro lado,

I I
N(E) = X-a(A)dvi(d) = N(E-) -  x-=-ei(A)dvi(A)

J
= N(E-) - N(E:) = N(E+) = Xi—-£(A)dvi(A)

= -—¢.

Luego el resultado es valido para todo E perteneciente al conjunto de puntos de
continuidad de N . Como los puntos de discontinuidad de N son numerables, porla
Proposiciébn 7 se tiene el resultado para estos puntos, por tanto para todos los
puntos E.

El siguiente resultado establece una relacién entre el espectro del operador vy el
soporte de la medida densidad de estados.

Teorema 14 Para el modelo de Anderson discreto H, tenemos que
supp(v) = o(Hw) (38)

donde supp(v) denota el soporte de la medida densidad de estados v.
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Demostracion. (i) Sea A /¢ a(Hy). Entonces existe € > 0 tal que x(A-ga+e)(Hw) = 0
P-c.t.p.. Como Vv((A - g A + €)) = E[/bo, X(r-er1+e)(Hw)b0)] = 0, se sigue de la
definicion de supp(v) que supp(v) c o(Hw).

(ii) Sea A € o(Hw). Entonces, para todo € > 0, xa-er+e)(Hw) /= 0 P—c.t.p.. Como
Xa-er+e)(Hw) €5 una proyeccion, existe n € Z? tal que

E[[6n, X(1-e2+¢)(Hw)bn]) /= 0.
Por otro lado, como H,, es ergddico tenemos
Hr,o = UnH,U,,
Ademas, x(1-¢1+¢) €s medible. Entonces, por el Lema 2
Xa-er+e)(Hrw) = UnXa-er+e)(H) Uy
De ah’,

0 /= E[l6n, X(A-er+€) (Hw)bn]]
= E[6n, X(A-g,A+¢) Ur*i(Han )Unbn)]
= El[/6o, X(1-£.a+¢) (Hw)b0)]
= v((A—-¢g A+¢g)).

De la definicion de soporte obtenemos o(H») c supp(v). el resultado se sigue de (i)
y (ii).

El siguiente lema, cuya demostracion puede ser encontrada en [19], serd funda-
mental en la demostracion del Teorema 15.

Lema 4 Si V) es el espacio propio para H, asociado al valor propio A, entonces
dim(xa,(Va)) < CL9?
para alguna constante 0 < C < o,
No es dificil ver que a densidad integrada de estados N (A) es una funcién conti-
nua, lo que es equivalente a la afirmacion que v ndo tiene atomos, o sea, v({A} ) =0
para todo A (vea [10]). Esto es el resultado del proximo teorema.

Teorema 15 Para todo A € R, v({A}) = 0.

Demostracion. Aplicando la Proposicion 7 tenemos

. 1
V(A ) = Ilrﬂwm trOen, x v (Hw)).
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Si fies una base ortonormal de xa(¥) y giuna base ortonormal de xa,( s
tenemos
> >
tr(xa, x w (Ho)) = Ui, Xne X o (Ho)fi) + (g, Xn X 0 (Hw ) g

< J
= Ui, xn. X o (How)fi)

!

< dim(x (V) € €19,

donde en la Gltima desigualdad usamos el Lema 4. De ahi,

. 1 . Ld71
I'im — S trbenxv(Hu)) € Cllim - = 0.
L= (2L + 1) L= (2L + 1)

Por tanto, v({A})=0.

Condicioneses de Frontera

Condiciones de frontera son usadas para definir operadores diferenciales sobre
conjuntos M con frontera. Denotamos por —AY, e —AP gl Laplaciano en L3(M),
M c RY con condiciones de frontera de Neumann vy Dirichlet respectivamente.
Para nuestro proposito el punto mas importante de las condiciones de frontera de
Neumann y Dirichlet es el llamado bracketing Dirichlet-Neumann, que es el siguiente:
Si M1, M; son dos subconjuntos abiertos disjuntos en Ry M = int(M1 M), entonces
—f, @® o, S0V <0 < -0 @opy - (39)

N D
M M M

Nuestro objetivo en esta seccién es obtener relaciones analogas a la ecuacion (39)
para el Laplaciano discreto Ho, las cuales seran usadas en el proximo capitulo en la
demostracion de Lifshitz tails.

Definicion 18 E/ Laplaciano discreto con condiciones de frontera simples sobre el
conjunto A < Z9 es el operador Ho sobre el espacio 2(A\) definido por

(Ho)a(n, m) = (6n, Hobm),
donde n,m € A.

Dado el conjunto Ac Z%e H = Ho + V, se define el operador Ha = (Ho)a + V,
donde V es el operador de multiplicacion por la funcion v restrito a A.
La frontera de A es el conjunto JA definido por

ON={(n,m)eZIxZ? : In-mhi=1e neANmlEN o nltA meA}. Ademas,

se define la frontera interior de A por
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OAN=1{n€Z  neN Im/eN con (n, m)E I}
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y la frontera exterior de A por
O*'AN={meZl | m/eN In€eN con (n m)EOIA}.

De las definiciones anteriores note que 0*A =0 (CA).
Para un conjunto A c Z%se define el operador de frontera 'x por

(

[ (n,m) = -1 si (n,m)€OJA

0 si (n,m)/€ oA
Asi, el operador de Schrodinger discreto H = Ho + V puede ser escrito como
H = HA @ Hep + Ta, (40)
con P(Z9) = P(A\) @ A(CA) y
Ha(n,m) si n,mEeAN,

(Ha @ Hea)(n, m) = Ho(n,m) si nm /€N,

0 caso contrario.
El nGmero de puntos adyacentes a i € A es dado por

na(i)=1[Gen : lji-ilh=1 (41)

donde |B| denota el nGmero de elementos del conjunto B.
Se define la matriz adyacencia restringido al conjunto A por

(

-1 se nmeN |[n-mh=1
A m) = A n - ml
0 caso contrario.

De la matriz adyacencia, usando la relacién (22), tenemos el operador Ax dado por
=
(Aau) (i) = - u(j) paratodosi,j €A
J-Mh=1
y de ah’i el operador (Ho)a sobre >(A) puede ser escrito como
(Ho)a = 2d + An.

Definicion 19 E/ Laplaciano discreto con condiciones de frontera de Neumann so-
bre el conjunto A < Z% es el operador (Ho)V\ sobre I*(\) definido por

(HO)/\ = na + An,
donde na es el operador de multiplicacion por la funcién na(i).

Definicion 20 E/ Laplaciano discreto con condiciones de frontera de Dirichlet sobre
el conjunto A\ c Z%es el operador (Ho)° ,sobre *(N\) definido por
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(Ho)? = 2d + (2d — na) + An.
N
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La definicion anterior del Laplaciano discreto de Dirichlet garantiza un anéalogo
discreto de la desigualdad (39).

A seguir presentaremos algunos resultados sobre los tres tipos de Laplaciano.
Dado el conjunto A c Z9se tiene

(Ho)"\ < (Ho)a < (Ho)® ,

y
Ho = (Ho)"\ @ (Ho)¢, + 'Y
= (Ho)®? @ (Ho)® +T1°
N CA N
donde
2d — na(i) sii=j, i€ N
0
2d — neali sii=j, i €CNA
(i, j) = nll) st
. -1 si (i, j) € ONA,
0 caso contrario
Yy
2d — na(i) sei=j, i€ N\,
Ff(i,j) _ nea(i) —2d  sii=j, i € CA,
. -1 si (i,j) € ON,
0 caso contrario.

La forma cuadratica del operador I\ es dada por

2
W= = () - ul)vi) - vi))

A 2
(iJ)EON
y del operador I? por
D 12
(u, T v = - 5 (u(i) + u())(v(i) + v(j)).
(i,j)eoN

Note que el operador 'Y es definido positivo y '} es definido negativo. Como con-
secuencia inmediata de este hecho tenemos el siguiente resultado (analogo discreto
de la ecuacion (39)):

Para un conjunto A c Z%se tiene
(Ho)"\ D (Ho)",,< Ho < (Ho) R @ (Ho)g,.

Dado el conjunto Ay el operador H = Hp + V, definimos los operadores
HN = (Ho)N + Vv
N JAN
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HP = (Ho)P + V.
N N
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Estos operadores satisfacen

HY @ HY, <H<H P2 @®HE.

Sean los conjuntos A1, A2 © Zcon A1 © A,. Definimos la frontera relativa o A

de A1 en A, por

On, N1 = 0N N (A2 xN\2)

= {(I,_[) : ‘|i—j||1=1€iE/\1,jE/\2\/\1 ou iE/\z\/\l,jE/\l}.

Con esto, tenemos que

H/\2 = HAl @ H/\z\/\1 + r/\2/
N N1
N
H/I\\Iz = H/Itll @ H/\Z\/\l + r/>\21 ’
D
H/?z = H/?l @ I-RZ\Al + r//\\21 ’
donde
0 siizj, i€,
o 0 sii=j, i €N\ Ny,

M2(i, j) =
A () 1 si(ij) € OmAy
0 caso contrario,
n/\z(i) —n/\l(i) Sii = j, i € Ny, na,
I"\ZN(i,j) _ (I) - n/\z\,\l(i) Sii =j, i € N> \ N1,
-1 si(i,j) € OaNg
0 caso contrario,
na, (/) = na, (i) sii=j, i€ Ny,
I"\ZD(i,j) — n/\z\/\l(i) - n/\z(i) sii=j, i €N \ Ay,
A

-1 si(ij) € d/\z/\1,
0 caso contrario.

En particular, para A = A1 U Ay con A1 y Az disjuntos, tenemos

Hny @Hn < HV V< HP < H° @ Hbp

N1 N2 AN AN AN N2

N D
pues M\ ">0 e M, <0.

El siguiente corolario generaliza la relacion (45).

Corolario 3 Sea A ¢ Z? la unién disjunta de conjuntos Nk, kK = 1,2,...

Entonces

M MM

(42)

(43)
(44)

(45)
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Enfoque Alternativo para la Densidad de Estados

En la presente seccion damos una definicién alternativa para la medida densidad
de estados.

En la primera parte de este trabajo definimos la densidad de estados iniciando
con una funcién ¢ del operador H,, tomando su traza restringido a un cubo A. y
normalizando esa traza. En este segundo abordaje, primero restringimos el operador
a /AL con condiciones de contorno apropiadas, aplicamos la funcion ¢ al operador
H,, restringido y después tomamos la traza normalizado.

Para un conjunto A denotemos por HY cualquiera de los siguientes operadores:

Ha, HN o HP. Se define la medida VX (esto es, V., ¥V, VP) por
N N L L L

$(A)drX(A) = —

AL trep(H* ). (47)

AV

Note que el operador HX actla sobre el espacio de Hilbert /*(A.) de dimension
finita, luego el espectro de H,’\(L esta formado por sus valores propios que pueden ser
enumerados en orden creciente

Eo(HX) < EA(HX) < ....
AVE AVE

Usando esta notacion en la relacion(47) tenemos
J =
¢(A)d\7f(/l) = P(E (H¥ ). (48)

n /L

AL "

Definimos la funcion que cuenta los valores propios para el operador H),(\L por

N(HS, E) = | {n: Es(HX) < E},

donde |M| denota el nimero de elementos de M. Entonces, _* N(HX,E) es la
AV AL

funcion distribucion de la medida ¥, o sea,

I

1 ~
TONECB = Xiea W)
L

Teorema 16 Las medidas V., V) y VP convergen P-c.t.p. para la medida densidad

L
de estados v.

Demostracion.
Mostraremos el resultado para la medida ¥.; para ¥} y 72 son andlogos. Para
mostrar que ¥, converge para v es suficiente mostrar que
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i) S
d(A)dVL(A) —  P(A)dv(A) cuando L — o,

para toda ¢ de la forma

1
d(A) = rA) = 1=, Paraz €EC\R,
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ya que la combinacion lineal de esas funciones es una subalgebra involutiva de C-(R)
gue separa puntos (veja exemplo 1), consecuentemente es densa en C.(R) por el
Tejorema de Stone-Weierstrass (Teorema 9). Note que

. 1 . 1 =
r (A)dv (A) = tr((H —2) 1) = (H - z)_l(n’ n)
z L (2L + 1)@ A L+1)¢ ™
Yy
! VAV = trn (H - 21 ——2— T (H — 23, 1)
: Trea)d AT TETT o) ) on < A

Usando la ecuacion del resolvente (16) y la relacion (40), tenemos para n € A.:
(HA, —2) Y(n,n) = (H - 2) Y(n, n)

= (Hng2) (H-Hr WH-2) (n,n)

= (HA, —2) H(n, k) Ta (k K) (H - 2) YK, n)
(k,k")eoNL
kE/\/_,k’EC/\/_

con T, (k k') = -1, pues (k, k') € OA.. De ah’i, se sigue que

>
| (Ha, —2) Yn,n)-(H-2z)(n,n)

=
= | , (Ha, —2) X(n, k) (H -z) Y(K’, n)
(k,k YEONL
neEN,
kE/\/_,k’EC/\L
> Yz > e
< (Ha, —2) X(n, k)? ‘ (H -z) Yk, n)?
(k,k")EdNL n n
kE/\/_ﬁC/\/_
= [(HA, —2) 'kl I(H - z) 6|
(k,k’)EONL
keNL, k' ECAL
S el MN(HA ~2) Y (H-2)7
< c Ld*l

(Im z)?

donde usamos la identidad de Parseval (Teorema 6). Por tanto,
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s s o
rdv A= rAdvd) < -0 cuando L —— e

(Imz)? L

Como el conjunto de las funciones continuas con soporte compacto Co(R) es denso
en C~(R) tenemos el resultado para toda ¢ € Co(R).
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5.1.5. Lifshitz Tails

En este seccion estudiaremos el fendbmeno llamado Lifshitz tails para el modelo
de Anderson discreto, el cual establece un decaimiento exponencial para la densidad
integrada de estados N (E) cuando la energ’ia E converge para el “infimo (o supremo) del
espectro. Referencias generales para este seccion son [1,19, 21, 44,45].

Resultados Preliminares para la Densidade Integrada de Estados

Comenzaremos enunciando y demostrando algunos resultados que seran utiliza-
dos en esta seccion.

Teorema 17 Sea H, una familia de operadores ergédicos en 1*(Z%) y (HL)ren una
secesion de operadores tales que para w P-c.t.p. se tiene

1. XLHL = HLXL;

, 1
2. trxcHL - XtHol <= y LI im mtr\XLHL -xLHo =0.
— L

Entonces existe un conjunto Qo con probabilidad 1 de modo que
I'im trxuf (HL) =
L flu)av(u)

L= AL R

para toda f€ Co(R) e w € Qo donde v es la medida densidad de estados.

Demostracion. Definimos la medida u; por
i)

u)du (u) =""

Rf( )du A

trXcf(HL).
AL

Para demostrar el teorema debemos mostrar que la medida u; converge para la
medida v.
Para eso es suficiente demostrar que

f(u)dui(u) ——  f(u)dv(u), cuando L — e,

para toda funcion f de la forma

1
flu) = ru) = s paraz € C\R,

ya que la combinacion lineal de esas funciones es una subalgebra involutiva de C-(R)
que separa puntos (vea ejemplo 1), consecuentemente es denso en C-(R) por el
Teorema de Stone—Weien:Ptrass (Teorema 9). Usando que

r(u)du (= _1 try (r (H))

z L



J’ ‘/\L L =z L
r-(u)dv.

1
="t
(u) N rXL (r:(Hw))
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tenemos )

_1
:\/\1_ trXL(rz(HL))_ AL trXL(rz(Hw
1

/\L‘ ‘trXL[rZ(HL) - "Z(Hw)]‘

1
- m\trXL[rz(HL)(Hw - HL)rz(Ho)]

T
ST Mz X (M=) —0,  quando L=,
L

donde utilizamos la ecuacion del resolvente y la desigualdad |r (H) | < 1 Asi,
/
I I

r{u)duc(u) - riu)dvi(u) —— 0, cuando L — .

Pero del Teorema 13 sabemos que existe un conjunto Qo con probabilidad 1 de
modo que
i) i)

rAu)dvi(u) —  r(u)dv(u)
para todo w € Q. Luego, usando la desigualdad triangular tenemos

S S
o ru)dui(u) - r(u)dv(u)
S S S S

< ) r(u)dui(u) — r(u)dv.(u) + - (Z(u)de(u) - r(u)dv(u)lo

que implica
i) 1)

rAu)du(u) —  rAu)dv(u) . —0, cuando L — e,

Por tanto, concluimos que u; converge para la medida v P-c.t.p..

Corolario 4 Con las condiciones dadas en el Teorema 17 se tiene

1
NE) = 'm ul(-= ,ED= I'm —N(Hy, E)

L —= AL

para w P-c.t.p. y para todo E € R.

Demostracion. Inicialmente mostraremos el resultado para energias E, donde
N(E) es continua. Como N es monbdtona creciente, por el Lema 3 el conjunto de
los puntos de discontinuidad de N es como maximo numerable; de ahi existe un
conjunto numerable S de puntos de continuidad de N denso en R. Como
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f ()

u)="_tryx
f(u)du, ALl
R

“F(HL),
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entonces .| trxux(—~e1(Hw).

ur((-=, E]) = N
L

Por el Teorema 17 existe un conjunto con probabilidad 1 tal que

I
X~ e(u)dui(u) — N(E)

para todo E € S. Luego, prosiguiendo de forma analoga como en el Corolario 2,
cambiando la medida v por la medida u; y usando la igualdad

1 J

T‘N(HL/ E) = X (—=,E] (u)du, (u),

se concluye la demostracion.

Lema 5 Considere el modelo de Anderson H, = Ho + V. Para todo | >0 y para
cada E € R se tiene

_1E[N(HD, E)] < N(E) <

1 E[N(H", E)].
/\/ N\ N\

N/ '

Demostracion. Para L > | > 0, consideremos el cubo A, grande siendo la unidn
disjunta de cubos pequefios A/« con lado lateral / fijo. Por el Corolario 3 y Corolario 1
obtenemos

> >
N(HR,,E)<N(H° ,E)<N(HY,E)<  N(HY ,E)

k
AV AV k Nk

Tomando la esperanza matematica,

> =
E[  N(HR, EN<EN(H®, E)<EN(HY,E)]<E[ N(HN ,E)]

k k
AV AV Nk

Como existen % términos independientes e idénticamente distribuidos en cada
suma, se sigue que

ME[N(HD, E)] < E[N(HD, E)] < E[N(HN, E)] < ‘/\—LE[N(HN, E)l.
N A' e N N A’

Dividiendo por A,

L E[N(HP, E)] L E[N(HP, E)] L1 E[N(HV, E)] 1 E[N (H", E)].
N N ALl A AL A N N
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Tomando el limite cuando L — = y aplicando el Corolario 4, se sigue el resultado.
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Lema 6 Sea Hy = Ho + V., el modelo de Anderson. Para todo L > 0 y para cada
E € R se tiene

1
E[N(H , E)] < P(Eo(H" ) < E)
‘/\L‘ AV ° N\e
y
= E[N(HP,E)] 2 Al P(E (HP ) < E).
AL L 0 AL

ALl

Demostracion. Por la definicion de N(H’:L, E), donde # denota las condiciones

de frontera, tenemos
i 0

/El
EIN(HA,E)] = E®  xC.plE(H" W

b
= P(Ei(HK.) < E).
i=0
Como P(E,-(H*j\) < E) =2 0 tenemos
E[N(H? , E)] 2 P(Eo(H* ) < E).
VAVE VAVS
Por otro lado,
P(Ei(H# ) < E) < P(Eo(H# ) < E).
/\L /\L
De ah’l,
EIN(H# , E)] < AL P(Eo(H*®,) < E).
[ ]

El proximo resultado es la desigualdad de Temple, que serad usada mas adelante
para obtener un limite superior para la densidad integrada de estados N(E).

Lema 7 (Desigualdade de Temple). Sean A un operador autoadjunto, Eo =
inf o(A) un valor propio no degenerado y E1 = inf(a(A) \ {Eo}). Se ¢ € D(A) con
¢l = 1 satisfaciendo

W, AY) < Ex

entonces

W, A2Q) - [, AP
Ei -y, AY)

Demostracion. Por el teorema espectral tenemos

Eo 2, AY) -

(A - E1)(A - Eo) 2 0.
De ah’i, para cualquier ¢ € D(A) con |||l = 1 se tiene

b, A%Y| - Exlp, Ad| - Eolp, Ap) + E1Eo 2 0.
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Luego,
E1Eo - Eol, AY) 2 Ealy, A) - [, ADP - (b, A%Y) - [, AQJ?).
Como Ei -y, AY) > 0, obtenemos

W, A%Y| - [, AYJ En
-, AY)

Eo2 (Y, AY)-

Ahora pasaremos a demostrar el Teorema 1 (Lifshitz tails) enunciado anterior-
mente en la introduccion y para eso asumiremos las siguientes condiciones:

1. Las variables aleatorias (vw(n)),.z« son independientes idénticamente distri-

buidas, con distribucion comdn Py, cuyo soporte es limitado inferiormente, es
decir, ao := "Inf supp Po> —~. Por el Teorema 3 tenemos Eo := "Inf (Hy) = ao.

2. La distribucion Py no es trivial, o sea, para algin C,k > 0y todo € > 0
suficientemente pequeiio,

Po([ao, a0 + €)) = CeX. (49)

3. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Eo = 0. Entonces, vy(n) 2 0.
Caso contrario, basta considerar el operador Hy, — aol en lugar de H,.

Con estas condiciones mostraremos el Teorema 1 en las proximas dos secciones.
Primero estableceremos un |I'imite superior para la densidad integrada de estados
N(E) y después un limite inferior para N (E).

Limite Superior

En esta parte de la demostracion serd mostrado la siguiente desigualdad:

Iimsupmln—NL)lE S—g . (50)

ENO In(E) 2

Demostracion. Por los Lemas 5 y 6 tenemos

N(E) < ——E(N(H",E))
AL e
P(Eo(H,) < E). (51)

IA

Para estimar el Gltimo término de la desigualdad anterior usaremos la desigualdad
de Temple (Lema 7) con la funcién (o dada por

po(n) =

IVIEZ para todo n € A\,.
L
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= N
Note que (Ho). t)o = 0. En efecto, como (Ho)" = na+An, tenemos

VAVA
((Ho)\, wo)(n) = (nA¢o)(n)+(AAL§(n)
= na(n)¢o(n) - Yolj)
Jili-nh=1
= 0.
Luego,
Wo, Har ol = (o, Vatho
1 .
= @2+1y9 w0
IENL
Por el Teorema ergodico de Birkhoff (Teorema 4) ,
1 >
I'm —— —— v (i)=E(v (0))>0 P -qg.tp.
AL w

L (2L + 1)°
Para aplicar la desigualdad de Temple necesitamos que

—z N
v (i) < E«(H"Y),
(2L +1)9 A,

AV

AV
loque no ocurre, pues I'im  £1(HN ) = 0. En efecto, por el Corolario 1 y un calculo
L~

directo (vea [44]) se tiene

E1(HNA) > E1((Ho)V /)\ > ¢l 2, (52)

para alguna constante ¢ >0.
Definimos entonces una nueva sucesion de potenciales

M

£L72 >
vO(i) = min v (7Y -

Para L fijo, las variables aleatorias v{£)(i) son independientes e idénticamente dis-
tribuidas con su distribucion dependiendo de L.
Ademas, si
H(L) — (HO)N Ly W
w AVS w ’

con (V,Du)(i) = v(i)u(i), entonces por el Corolario 1, Ey(H ) = E {H"). De
la definicién de V{5 se sigue que
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1 = c _
W y HLy 3 = vi(i) <=2, (53)
v (2L+1)9 ¢ 3
JENL
De las relaciones (52) y (53) obtenemos ) < El(H(éj))-

o HWY §< £L3—z <E(H ) A
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(L).
Ahora podemos aplicar la desigualdad de Temple (Lema 7) para o Y Hw :
Eo(HN ) = Eo(H"Y)

VAVA w
(L)y2
(L) WelH, TV
2 ((Po; Hw l’DO)_
cl?2-{p ,HEY )
1 L
= e (@)
2 571 4 1\d Vé)L)(i) - IEAL_ 2
(ZL + 1) A, (L) 1 (C _ﬁl- (L) gl__
. A S
t=eien. o O I e Vo () 2 -
>
> 1 1

vi(i). (54)

L

d
2(2L+1) n

De las relaciones (51) y (54) tenemos
!
=

N(E)<P(E {H"\) <E)<P mim

viD(i) < 2E

Usando el Lema 8 abajo tenemos
14
1 =
P —d v((u’-)(i) <2E
(2L + 1) A,

IN

N(E)

I

e—y N

_ _-v(2[B6E H+1
= eV 1+)

d
< e—y(z[BE 2} +1)

< eiVE 2’_

para algln y' > 0. Aplicando el logaritmo natural en desigualdad, se tiene

INN(E) < —yE:°

In/InN(E) _ Iny - ¢ In(E)
In(E) N In(E) '

Finalmente, tomando el limite superior se obtiene

lim sup InlinN(£)| < 4

E\O In(E) 2
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Ahora vamos mostrar el resultado usado en la demostracion anterior.

72



Lema 8 Para L = [BE~ 2| con 8 pequeiio y L su,“icientemente grande,temos

P — vib(j) <2E <evN (55)

para algin y > 0.

Demostracion. Por hipbtesis L < 8E 2, lo que implica 2E < 282L72. Entonces
v

v
-

p

vfu’-)(i) <2E £ P v“;’(i) < 28%L7?

‘ /\L ‘ JENL JENL

AL

66°

Cc _
< P ]{i\vi,“(i)<;L2}2 1- —

‘/\L ’

donde c es la constante de la relacion (52). En la Gltima desigualdad usamos que

’ c .’ 662 1 = ~
] i) < ;/2 < — ™ ) 212
1- A = ey, () 228
En efecto, si D := {i | (i) < €172} entonces
> > >
vy = v+ V()
ALl A, AL D
—1 VO (i)
w
‘ L i€CD
1 662 c 5
2 TA L
‘/\/_ C ‘ t 3
— 262[_ 2

Como P(vt)(i) > 0) > 0, existe y >0 tal que g := P(vl!(i) < y) < 1. Defina
w w

1 si vIBD@) <y,
§i= Y

0 caso contrario.

Las variables aleatorias &; son independientes e idénticamente distribuidas. Ademas,
E($) =q.

Sear=1- %. Tomando 8 suficientemente pequefio podemos garantizar que
g <r < 1. Entonces, para L suficientemente grande tenemos

!
> ) c .

P — y(iy <2 < P JiviD(i)< 5/ 2} > rln,
FENL

IN

P JiviOG@) <yh 2rAc
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Por otro lado, para una variable aleatoria X se tiene

P(X >a) <e ' E(e?”) parat=>0. (57)
En efecto,
J
P(X>a) = Xx>a) (w)dP(w)
S
< ef“’etxx{x»}(w)dl’(w)

S

e @ eXdP.

IA

2
Luego, usando (57) con X = ;& en Izi estimativa (56), obten'emos

1 = 1 =
P =  VO()<26 < P —— £>r
w i
Al 0 A '

< e*‘/\L rt E Y etfi
FENL

S e*‘/\/_ rt E(e/\L tfo)

= e A |(rt-In E(e‘fO)). (58)

Sea f(t) = rt - In E(e®). Mostremos que existe t > 0 tal que f(t) > 0, de donde se
sigue el resultado. En efecto,

L Elge®)
f (t) =r - W .

Luego f(0) =r — g >0 y como f(0) = 0, entonces existe t > 0 tal que f(t) > 0.

[
Limite Inferior
En esta parte mostraremos la siguiente desigualdad:
fim inf o INN(E) , d (59)
EN\O InE 2
Demostracion. Por los Lemas 5 y 6 tenemos
1
N(E) = E(N(H" , E))
‘/\L VAV
D
> ——P(Eo(H, ) < E). (60)
ALl t
Por el principio min-max (Teorema 8)
Eo(HP) < (Y, HP Y
A e > )
= [, (Ho)5\¥) + Vo (7) ¢ (7)) (61)
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para cualquier ¢ con | { = 1. Ahora trataremos de minimizar el lado derecho
de (61). Comenzaremos por el término

W, (Ho)R, ¥,
para el cual tomamos
1

¢(n) =m¢1(n), con Y1(n) =L -[nle, neANL.

Para ne A. tenemos que L -|nj- 2 L. Entonces,
2
2
= = L2
Ya(n)2 2 ga(n) 2 \/\L; 5 zc (62)
neEN, neN o 2 d+2

para alguna constante ¢ > 0.

Por otro lado, usando la forma cuadratica de (Ho)a, se tiene

W, (Ho) 3¢l = Wy, (Ho)a, Y1) + s, (2d - na))
< Pa(n') - a(n)?
(nnm,
In-n"la=1
< Hn,nYeENLxAL  In-n'L =1}
< ald (63)
donde utilizamos que | Y1(n) - Ya(n’)| < 1si|n |0’ 1=1.
De las relaciones (62) y (63) obtenemos
(Y1, (Ho)® )
EO((Ho)DA) < A
‘ (1, Y1)
< col? (64)

para la constante ¢o = € >0. Usando (60), (61) y (64) se sigue que

1
N(E) 2 A_P Vo (/) @(7)? < E - coL 2

‘ L FENL

1
> — p &
‘/\L‘ ‘/\ L‘ i N\L
2

H _ -2
y N<E-clL

s

-2
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>
AL
AL
1
>
ALl

P para todo i € Ar, vuli) <

1 B Ne
P v,(0)< (E_—gL?
C2

Po ([0, E/2)) L
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Ahora usando la hipotesis (49) con € = E/2 se tiene
N(E) > C4L_dEC3KLd =C L_deun E)cakl?

(65)
.
para constantes cs, ¢ > 0- Tomando L =

— tenemos
E

N(E) > ¢ fo/2ecsnEVE,

(66)
con constantes c3, ¢, > 0. Aplicando el logaritmo natural y usando que 0 < N(E) <
1, se sigue que

INN(E) 2 Inc'y+InEY? +c'5(In E)E 9/
= InN(E) < |Inc, +|InEY? + c;(In E)E 92|
In|InN(E) In Inc' + InEY?2 + ¢’ (InE)E 92
- 2
InE | InE | 4
Como In(a + b) = l£In a +Inb) para todo g, b > 0, entonces
In InN(E) In([Inc, + InEY2) +In(c; (In E)E ¥?2))
InE 2InE

In|Inc, LI In EY?|

. In(/cs(In E)E #2))
4InE 4InE 2InE
Tomando el I'imite inferior tenemos
J d/2 J ~d/?2
fming LDNGE) e (g, In[InEY2 In(cs(in E)E )
EN\O InE EN\O 4InE 4InE

2InE

d
— fiminf LIDNE)

EN\O InE 2

De los I'imites superior (50) e inferior (59) obtenidos en las Secciones 6.2 y 6.3
concluimos que

— < |'|minfw <

) In InN(E) d
'msup —_—_ ~ ° < - _
2 E\O In(E) E\O In(E) 2
lo que implica

i ILINN(E) _ d
Exo  In(E) ’

2
como quer’lamos demostrar.
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5.2. Resultados inferenciales

No aplica ya que el presente trabajo estd inmerso en la matematica abstracta.

5.3. Otro tipo de resultados estadisticos

No existen resultados con estas caracter’isticas.
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VIl. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostracion de la hipotesis con los
resultados

= En la Seccion 5.1.5, usando las condiciones de frontera de Neumann y de
Dirichlet demostramos el Teorema 1 para el modelo de Anderson discreto y
en la seccion 5.1.4, usando resultados de la teoria de probabilidad y de calculo
espectral estudiamos las propiedades principales de la medida densidad de
estados para el modelo de Anderson discreto.

= Aplicando los resultados de la teoria de probabilidad y de analisis funcional
demostramos el Teorema 3, que nos dice que el espectro de modelo de Anderson
discreto es un conjunto no aleatorio casi siempre.

= En la Seccion 5.1.4, usando el teorema ergddico de Birkhoff demostramos Ia
existencia de la medida densidad de estados para el modelo de Anderson dis-
creto.

= Basado en la teoria ergbdica demostramos la Proposicion 6, dicho resultado
muestra que el modelo de Anderson discreto es ergodico.

6.2. Contrastacion de los resultados con otros estudios si-
milares

Un estudio similar del Teorema 1 fue realizado por Kirsch y Martinelli [20], estos
autores realizaron la prueba de dicho teorema para el modelo de Poisson, el cual es
un modelo similar al modelo de Anderson discreto. Otro estudio similar fue hecho
por Barry Simon [44], dicho autor demuestra el mismo teorema para el modelo de
Anderson discreto, pero con un enfoque diferente al realizado en el presente trabajo.
Otros estudios similares del fenémeno Lifshitz tails para diferentes tipos de opera-
dores pueden ser encontrados en las siguientes referencias [1], [21], [45], [48].

Por otro lado un estudio similar de la demostracion de existencia de la densidad
de estados y sus propiedades podemos encontrar en el trabajo hecho por Pastur [36],
quien muestra la existencia basandose en la transformada de Laplace de la densi-
dad integrada de estados y la demostracion via limite termodinamico fue hecho por
Avron y Simon [3] para operadores casi periodicos.

Un estudio similar del espectro del operador fue hecho por Elgart, Kriiger, Tau-
tenhahn y Vesel’ic [49], dichos autores calcularon el espectro para la familia de
operadores de Schrodinger aleatorios discretos con potencial de tipo aleacion, dado
por H, = Ho + AV,, donde A > 0. Esta familia de operadores es llamado también
modelo discreto de tipo aleacion. Es interesante observar que el modelo discreto
de tipo aleacién y como el modelo de Anderson discreto estudiado en el presente
trabajo tienen por espectro el mismo conjunto [0, 4d] + supp Po, qg.t.p.
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Una prueba alternativa para el Teorema 3, que describe la forma que tiene el
espectro del modelo de Anderson discreto es realizado por Staffler y puede ser en-
contrado en [45], otra prueba para el mismo teorema lo entramos también en [10].

Un estudio similar de los resultados de ergodicidad y particularmente que el modelo
de Anderson discreto es ergddico lo podemos encontrar en las siguientes referencias
[10,23,28,32].

6.3. Responsabilidad ética de acuerdo a los reglamentos vi-
gentes

De acuerdo con los principios establecidos en el Codigo de ética de investigacion
de la Universidad Nacional del Callao aprobado por Resolucién del Consejo Univer-
sitario N' 210-2017-CU del 06 de julio de 2017, en esta investigacidon se respetd y
cumplié con las normatividades institucionales que regulan sus procesos; se actud
con todo el rigor cientifico para la validacion, fiabilidad y credibilidad de los métodos
y fuentes de consulta utilizados ejerciéndose con responsabilidad y transparencia en
todo su proceso y culminacion.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo estudiamos el modelo de Anderson discreto d-dimensional, el
cual es una familia de operadores Schrodinger aleatorios que aparecen en determi-
nados problemas de la Fisica-Matematica, y mostramos que tales operadores tienen
como espectro un conjunto no aleatorio P c.t.p.. Estudiamos también algunas propie-
dades de operadores ergbdicos, la ergodicidad del modelo de Anderson y condiciones
de frontera simple, de Neumann y de Dirichlet para tales operadores actuando sobre
el espacio I? restringido a cubos finitos. Posteriormente estudiamos la medida den- sidad
de estados para el modelo de Anderson discreto, donde vimos sus propiedades
principales entre ellos destacamos la continuidad de la densidad integrada de estados
(Teorema 15). Finalmente establecemos el fendmeno Lifshitz tails para el modelo de
Anderson discreto, usando las condiciones de frontera de Neumann y de Dirichlet
para obtener limites superior e inferior respectivamente, para la densidad integrada
de estados.

Por otro lado vale la pena mencionar los siguientes puntos:

1. En el presente trabajo solo hemos demostrado el Teorema 1 cuando la energ’ia
E converge al infimo del espectro, sin embargo, el resultado es valido cuando
la energia E converge al supremo del espectro (véase [44])

2. Eneste trabajo estudiamos las propiedades principales de la densidad de esta- dos
y la densidad integrada de estados, entre ellos estudiamos la continuidadde la
densidad integrada de estados (Teorema 15), no obstante, es importante
comentar que la densidad integrada de estados es log-Holder continua (vea [8]).

3. La log-Holder continuidad de la densidad integrada de estados, son tratados
por separado. Primero para el caso unidimensional, para el cual se usa la
Foérmula de Thouless, pues es posible definir exponentes de Lyapunov en este
caso y para el caso multidimensional el abordaje es diferente (vea [8]).

4. Otra propiedad importante que no fue desarrollado en este trabajo y que va-
le la pena mencionar es el hecho que para el modelo de Anderson discreto
unidimensional, la densidad integrada de estados es Holder continua, esto es

N(E1)-N(E2) <CEi-E;*

para algin a > 0 (vea [29]).
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RECOMENDACIONES

= Para el desarrollo de este trabajo se usd como base la referencia [19], por lo
tanto se recomienda al lector interesado en este asunto tal referencia paraampliar
los temas tratados en esta tesis.

= Un libro reciente y muy completo con los temas tratados en el presente trabajo es
el libro titulado Random Operators: Disorder Effects on Quantum Spectraand
Dynamics, de los autores Aizenman y Warzel (vea [1]), con el cual se puede
complementar esta tesis.

= Algunos de los art’iculos que pueden ser revisados, para profundizar los temas
abordados en este trabajo son las siguientes referencias: [21], [31], [43], [44],
[45], [48].

= Una continuacion a este trabajo, para futuros estudiantes que tengan interés de
continuar esta linea de investigacion, puede ser estudiar el modelo de Anderson
discreto unidimensional, ya que este modelo tiene mas propiedades y se puede
estudiar resultados como la féormula de Thoules, que relaciona la densidad
integrada de estados con el exponente de Lyapunov. Tales resultados pueden
ser encontrados en [10, 11, 25, 26, 46].

= Como trabajo futuro inédito podemos extender los resultados estudiados en
esta tesis para una clase de operadores de Dirac aleatorios, llamado modelo de
Dirac Anderson discreto, estudiada recientemente en [38].
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ANEXOS

Matriz de consistencia

problematica. El
intervalo previsible
de los espectros
de los operadores
con potenciales
aleatorios
veces no concuerda
con el calculado
via método numéri-
co. La razbn esta
en el interesante
fenomeno llamado
Lifshitz tails.

1.2. Formulacion
del problema.
1.2.1 Problema
General. éSera
posible
el decaimiento
exponencial de la
densidad integrada
de estados N(E)
cuando la energ’ia
E esta proximo al

de H, y estudiar
propiedades princi-
pales de la medida
densidad de estados
para el modelo de
Anderson discreto?.
1.2.1 Problemas
especificos.
Estudiar propieda-
des espectrales pa-
ra los operadores de
Schrodinger aleato-
rios discretos.
Mostrar la existen-
cia de la densidad
de estados para el
modelo de Ander-
son discreto.
Mostrar que el mo-
delo de Anderson
discreto es ergodi-
co.

muchas

demostrar

“Infimo del espectro

Demostrar el de-
caimiento exponen-
cial de la densidad
integrada de esta-
dos N(E) cuando
la energia E esta
proximo al infimo
del espectro de H,,
y estudiar las pro-
piedades principa-
les de la medida
densidad de estados
para el modelo de
Anderson discreto.
Objetivos es-
pecificos.

1. Estudiar propie-
dades  espectrales
para los operadores
de Schrodinger
aleatorios discretos.
2. Mostrar a exis-
tencia de la densi-
dad de estados pa-
ra el modelo de An-
derson discreto.

3.  Mostrar que
el modelo de An-
derson discreto es
ergodico.

Usando las condi-
ciones de frontera
de Neumann y de
Dirichlet demostra-
remos el decaimien-
to exponencial de
la densidad integra-
da de estados N (E)
cuandolaenerg’ia E
estd proximo al infi-
mo del espectro de
H, y usando resul-
tados de la teor’ia de
probabilidad y de
calculo espectral es-
tudiaremos las pro-
piedades principa-
les de la medida
densidad de estados
para el modelo de
Anderson discreto.
Hipotesis es-
pecifica.

Aplicando los resul-
tados de la teor’ia
de probabilidad y
de analisis funcio-

nal mostraremos
que el espectro
de modelo de An-
derson discreto
es un conjunto
no aleatorio casi
siempre.

Usando el Teorema
ergbdico de Birk-
hoff demostraremos
la existencia de la
medida densidad de
estados para el mo-
delo de Anderson
discreto.

Basado en la teor’ia
ergbdica demostra-
remos que el mode-
lo de Anderson dis-
creto es ergodico.

po de investigacion
desarrollado en este
trabajo es Basica.
Disefio de Ila
investigacion.
comenzaremos
presentando  defi-
niciones y algunos
resultados basicos
de analisis funcio-
nal. En segundo
lugar, introducire-
mos el modelo de
Anderson discreto,
seguidamente desa-
rrollaremos algunas
definiciones y resul-
tados de la teor’ia
ergbdica, luego
pasaremos a estu-
diar los conceptos
mas importantes
de este trabajo, la
medida densidad de
estados y la medida
densidad integrada
de estados, Final-
mente mostraremos
el objetivo prin-
cipal del presente
trabajo el Teorema
1 para el modelo de
Anderson discreto.

Problema Objetivos Hipbtesis Metodologia Poblacién
1.1. Descripcion | Objetivo Gene- | Hipotesis gene- | Tipo de la in- | 4.3. Poblacion y
de la realidad | ral. ral. vestigacion. El ti- | muestra. No apli-

ca para este tipo de
investigacion.
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