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RESUMEN

En la presente investigacion el objetivo planteado fue: “Demostrar la
existencia de una funcion gap multiparamétrica que permita reformular el
problema de desigualdad variacional como un problema de optimizacion
diferenciable y sin restricciones”. Para la recoleccién de datos se utilizé la técnica
de analisis de documental y como instrumento una ficha de registro documental,
el andlisis y procesamiento de datos mediante el trabajo con equipo de
investigacion. Previa evaluacion y analisis de los resultados se evidencia que
existe una funcion gap multiparamétrica que permite reformular el problema de
desigualdad variacional como un problema de optimizacion diferenciable y sin
restricciones, se estudiaron varias propiedades de dicha funcion y las
condiciones para que un punto estacionario de la funcion gap multiparamétrica
sea solucion del problema de desigualdad variacional y condiciones para que a
partir de esta funcién se pueda obtener una cota de error global para dicho
problema. También, se presentdé un método iterativo basado en la funcion gap
multiparamétrica que permite resolver el problema de desigualdad variacional.
Palabras clave: Funciones gap, problema de desigualdad variacional, problema

de optimizacion diferenciable.
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ABSTRACT

The aim of this study was: "Demonstrate the existence of a multiparametric
gap function that allows reformulating the variational inequality problem as a
differentiable and unrestricted optimization problem.” For the data collection, the
documentary analysis technique was carried out and as an instrument a
documentary record sheet, the analysis and processing of data through work with
a research team. After evaluation and analysis of the results, it is evident that
there is a multiparametric gap function that allows reformulating the variational
inequality problem as a differentiable and unrestricted optimization problem,
various properties of said function and the conditions for a stationary point of the
multiparametric gap function is the solution of the variational inequality problem
and conditions so that from this function a global error bound can be obtained for
said problem. An iterative method based on the multiparametric gap function that
allows solving the variational inequality problem was also presented.
Keywords: Gap functions, variational inequality problem, differentiable

optimization problem.
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INTRODUCCION

La teoria de desigualdades variacionales fue introducida por Hartman y
Stampacchia (1966) como una herramienta para el estudio de las ecuaciones
diferenciales parciales con aplicaciones principalmente a la mecénica.

La teoria de desigualdades variacionales de dimension finita aparecio
cuando Dafermos (1980) reconocio en las condiciones de equilibrio del trafico de
redes una estructura de una desigualdad variacional. Esto revelé una nueva
metodologia para el estudio de problemas en economia, ciencias de la gerencia
e ingenieria con un enfoque en transporte.

La teoria de desigualdades variacionales proporciona una herramienta
para formular una variedad de problemas de equilibrio (trafico de redes,
economia de costos, equilibrio en finanzas, entre otros); analizando
cualitativamente los problemas en términos de existencia y unicidad de las
soluciones, estabilidad y andlisis de sensibilidad, y proporcionando algoritmos
acompafiados con analisis de convergencia para propdésitos computacionales.

Existen varios métodos para resolver un problema de desigualdad
variacional, algunos de ellos se obtienen reformulando el problema principal,
generando sistemas de ecuaciones, problemas de complementariedad,
problemas de punto fijo y problemas de optimizacion.

En el trabajo de investigacion se estudio el problema de desigualdad
variacional y su reformulaciéon como un problema de optimizacion diferenciable
y sin restricciones mediante una funcion gap adecuada. Esto permitio que el
problema original sea mas tratable al poder admitir las diferentes y abundantes

técnicas en la teoria de optimizacion.



l. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1 Descripcion de larealidad problematica

El problema de desigualdad variacional (PDV), consiste en encontrar un

vector x € K tal que
(F(x),y—x)=0,Vy€eK

donde K es un subconjunto no vacio de R™, F una funcion: F: R™ - Ry
(-,) denota el producto interno en R™(Facchinei & Pang, 2003). Cuando el
conjunto K es el ortante no negativo de R™, este problema se reduce al problema
de complementariedad no lineal (PCN).

Una funcién de valores reales definida en R™ o en un subconjunto de este,
es llamada una funcion gap para el PDV, si el conjunto de minimizadores
globales en un conjunto dado coincide con el conjunto solucion del PDV (Hu &
Song, 2009). Una funcién gap sirve como una herramienta para desarrollar
algoritmos para solucionar el PDV y analizar sus propiedades de convergencia.

Auslender (1976) consideré la funcién gap definida por:

f(x) =sup (F(x),x —y)y €K



No es dificil probar que f es no negativa sobre el conjunto K y que f(x) =
0 si, y solo si, x € K y x resuelve el PDV. Esta funcion gap permite reformular el
PDV como un problema de optimizacién con restricciones equivalente:

Minimizar f(x)
sujeto a x € K,

Esta funcién gap no es, en general, ni convexa ni diferenciable. Ademas,
cuando el conjunto K es no acotado, f en general, puede tomar valores no
finitos.

Fukushima (1992) consideré la funcién gap regularizada f,:R™ - R

definida por:

fu) = max(F (), x —y) = (5) Ilx = yI2, y € K
Donde a es un pardmetro positivo. Esta funcion gap superd las
desventajas presentadas en la funcién gap de Auslender en el sentido que f, es
diferenciable (de ahi el término de funcion gap regularizada). Esta funcién
permite reformular el PDV como un problema de optimizacién con restricciones,
siendo equivalente a:
Minimizar f,(x)
sujeto a x € K,
No es dificil probar aqui también que X es una solucion del PDV si, y solo
si, X minimiza f;, en el conjunto Ky f,(x) =0
Peng (1997), considerd una funcion llamada funcion D-gap M,:R™ - R
definida por:

Ma (%) = fi7a (%) = fa ()



Donde f, es la funcion gap regularizada de Fukushima y a es una
constante mayor que uno, la funcién M, permite reformular el PDV como un
problema de optimizacion diferenciable sin restricciones. Esta funcion es definida
como la diferencia de dos funciones gap, de ahi el nombre de funcién D-gap.
Esta funcion es la base de la teoria de funciones D-gap. En las funciones gap,
gap regularizadas y D-gap, los pardmetros que intervienen son fijos.

Dado el andlisis expuesto bajo el esquema de problematizacién orientado
a las variables de estudio (PDV y funcibn gap), el presente trabajo de
investigacion tiene como propdésito demostrar la existencia de una funcion gap
multiparamétrica generalizando la funcién M, que permita reformular el problema
de desigualdad variacional como un problema de optimizacion diferenciable y sin
restricciones.

1.2 Formulacion del problema
1.2.1 Problema general

¢Existe una funcion gap multiparamétrica que permita reformular el
problema de desigualdad variacional como un problema de optimizacion
diferenciable y sin restricciones?

1.2.2 Problemas especificos

1. ¢ Existen condiciones para que un punto estacionario de la funcion gap
multiparamétrica sea solucion del problema de desigualdad variacional?

2.¢Existen condiciones para que a partir de la funcion gap
multiparamétrica se pueda obtener una cota de error global para el problema de

desigualdad variacional?



3. ¢ Existe un método iterativo basado en la funcién gap multiparamétrica
gue permita resolver el problema de desigualdad variacional?
1.3  Objetivos
1.3.1 Objetivo general

Demostrar la existencia de una funcion gap multiparamétrica que permita
reformular el problema de desigualdad variacional como un problema de
optimizacién diferenciable y sin restricciones.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Demostrar la existencia de las condiciones para que un punto
estacionario de la funcién gap multiparamétrica sea solucion del problema de
desigualdad variacional.

2. Demostrar la existencia de las condiciones para que a partir de la
funcién gap multiparamétrica se pueda obtener una cota de error global para el
problema de desigualdad variacional.

3. Demostrar la existencia de un método iterativo basado en la funcién
gap multiparamétrica que permita resolver el problema de desigualdad
variacional.

1.4  Justificacion

Desde una perspectiva teorica, el estudio aportd informacion tedrica
relevante acerca del problema de desigualdad variacional y de las funciones gap;
los cuales permitieron sistematizar y organizar un corpus tedrico-conceptual
acerca de dichas tematicas, llenando a su vez el vacio de conocimiento existente

en nuestro medio.



El aporte metodoldgico de esta investigacion se centré en el analisis del
problema de desigualdad variacional, debido a que la teoria de desigualdades
variacionales nos proporciona una poderosa metodologia para el estudio de los
problemas de equilibrio: trafico de redes, economia de costos, equilibrio en
finanzas, entre otros.

En cuanto a la importancia de la investigacion, partiendo del entendido
que, el problema de desigualdad variacional tiene multiples implicancias en lo
gue se refiere a los problemas en economia, ciencias de la gerencia e ingenieria
con un enfoque en transporte, se considerd que el estudio a realizado tiene una
gran importancia ya que actualmente, la realidad peruana presenta muchos
problemas relacionados con las implicancias que tiene el PDV, por ende se
requiere conocer nuevas metodologias y herramientas para formular dichos
problemas; analizando cualitativamente los problemas en términos de existencia
y unicidad de las soluciones, estabilidad y andlisis de sensibilidad, y
proporcionando algoritmos acompafiados con andlisis de convergencia para
propdsitos computacionales.

1.5 Delimitantes de la investigacion
1.5.1 Teorica

Al realizar una investigacion en la literatura con respecto al tema a
desarrollar, se ha visto que no se cuenta con trabajos relevantes a nivel nacional,
por este motivo, los trabajos tedricos de referencia son de nivel internacional, los
cuales son obtenidos en su mayoria por medio de articulos cientificos en revistas
especializadas. Es asi como la principal limitacién es el costo de dicho material,

ya que la mayoria de las revistas consideran un monto a pagar por sus articulos.



1.5.2 Temporal

Debido a la coyuntura actual de nuestro pais por causa de la pandemia
generada por el virus SARS-CoV-2, uno de los principales inconvenientes a la
hora de desarrollar el proyecto, es el de no poder desplazarse libremente hacia
los centros de investigacion, bibliotecas especializadas, o bancos de datos
presenciales disponibles en la ciudad.

Esto generd principalmente una problematica en el tiempo de la
investigacion, por mas que la mayoria del material disponible sea virtual.
Ademas, esto se refleja en las pocas reuniones presenciales con el asesor,
causando también problematicas temporales.

1.5.3 Espacial

Como se detall6 en el inciso anterior y ademas conforme a los
lineamientos establecidos por el Ministerio de Educacion y la Superintendencia
Nacional de Educacion Superior Universitaria (SUNEDU) dictados en el marco
de la emergencia sanitaria para prevenir y controlar el COVID-19, la presente

investigacion se desarroll6 de manera virtual.



Il. MARCO TEORICO
2.1 Antecedentes
2.1.1 Internacionales

Blanco Louro et al. (2003) en su articulo titulado: Sobre el uso de las
desigualdades variacionales para el calculo del problema de complementariedad
no lineal, propone como objetivo central de su estudio: “Presentar la aplicabilidad
de la funcion D-gap a los problemas de complementariedad no lineal”. En la
investigacion se muestra la importancia para la resolucion de los PDV, a partir
del uso de funciones D-gap para reformular el PDV como un problema de
optimizacion diferenciable sin restricciones y como una herramienta para
formular algoritmos con la finalidad de solucionar el PDV.

Portilla (2008) en su tesis titulada: Modelo de asignacion de trafico en
redes mediante desigualdades variacionales, propone como objetivo central de
su estudio: “Presentar un método para resolver los modelos de asignacion de
trafico en redes”. En la investigacion se formula modelos estaticos para los casos

de demanda fija, mediante desigualdades variacionales y mediante



programacion matematica. Se expone el método de Douglas Rachford y el de
Frank Wolfe para resolver los modelos planteados junto con una aplicacion.

Ruiz-Garzén et al. (2015) en su articulo titulado: Convexidad
generalizada: Aplicaciones a problemas variacionales, articulo cientifico
publicado en el Boletin de Estadistica e Investigacion Operativa de la
Universidad de Sevilla, Espafia, propone como objetivo central de su estudio:
“Mostrar las aplicaciones de la convexidad generalizada y la monotonicidad
generalizada en particular, al estudio de problemas variacionales”. En la
investigacion se muestra algunos resultados recientes sobre los problemas que
estan relacionados con la busqueda de condiciones de equilibrio en los entornos
fisicos y econémicos. Asi mismo, se estudia que si la convexidad juega un papel
importante en los problemas de programacion matematica, la monotonicidad
juega también un papel similar en los problemas variacionales.

Es asi que al constrastar los resultados expuestos en la literatura sobre el
tema se observa la necesidad de generalizar las fucniones gap a partir de
dominios multiparamétricos. El presente trabajo pretende responder a esta
necesidad.

2.1.2 Nacionales

Baygorrea (2010) en su tesis titulada: Método del punto proximal para
desigualdades variacionales en variedades riemannianas, cuyo objetivo central
es: “Presentar una extension del método de punto proximal con distancia de
Bregman para resolver el PDV”. Bajo algunas hipodtesis naturales sobre F,
obtiene la convergencia de la sucesion generada por el método de punto

proximal para una solucion del problema planteado.



Paz (2011) en su tesis titulada: Desigualdades variacionales, soluciones
y aplicaciones, propone como el objetivo central de su estudio: “Presentar la
teoria sobre desigualdades variacionales”. En la investigacion se muestra una
breve resefa de la teoria sobre PDV y los casos que se presentan. Se hace
referencia a ejemplos que ilustran diversas formulaciones de un PDV. Se
presentan los resultados mas importantes de optimizacion no diferenciable
debido a que en los problemas de aplicacion con frecuencia se encuentra
funciones con un numero finito de puntos de no diferenciabilidad. Y finalmente
se presentan los métodos posibles de solucidon de un PDV.

Mandujano (2013) en su tesis titulada: Solucion de un problema de

desigualdad variacional en R" usando el método del punto proximal exacto con
distancia de Bregman, propone como objetivo central de su estudio: “Resolver el
problema de desigualdad variacional utilizando el algoritmo de punto proximal
generalizado”. En la investigacién se estudia que bajo ciertas hipétesis este
algoritmo genera una sucesion convergente el cual es la solucién del problema
de desigualdad variacional.

Ramos (2018) en su tesis titulada: Formulacion variacional y existencia de
solucion en espacios de dimension finita del problema de Equilibrio de Nash,
propone como objetivo central de su estudio: “Reformular el problema de
Equilibrio de Nash como un problema de desigualdad variacional”. El trabajo
demuestra la existencia de soluciones para un problema de desigualdad
variacional mediante dos herramientas matematicas: el teorema de punto fijo y

la teoria de grado topoldgico.
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2.2 Bases teoricas

La presente seccidn esta dedicada a exponer el marco tedrico necesario
para la concretizacion de los objetivos referentes al trabajo. Para esto
seguiremos los resultados mostrados por Auslender (1976), Dafermos (1980),
Fukushima (1992), Peng (1997), Yamashita et al.(1997) y Facchinei y Pang
(2003).

2.2.1 Problema de desigualdad variacional

Equilibrio es un concepto central en humerosas disciplinas como son la
economia, ciencias de la gerencia, investigacion de operaciones e ingenieria.

Las metodologias que han sido aplicadas a la formulacién, el analisis
cualitativo, y el computo de equilibrio han incluido:

e Sistemas de ecuaciones

e Teoria de optimizacion

e Teoria de complementariedad
e Teoria de punto fijo

La teoria de desigualdades variacionales es una poderosa metodologia
para el estudio de los problemas de equilibrio.

La teoria de desigualdades variacionales fue introducida por Hartman &
Stampacchia (1966) como una herramienta para el estudio de las ecuaciones
diferenciales parciales con aplicaciones principalmente a la mecénica.

La teoria de desigualdades variacionales en dimension finita ocurrio
cuando Dafermos (1980) reconocio en las condiciones de equilibrio del trafico de
redes (el cual fue iniciado por Smith en 1979) una estructura de una desigualdad

variacional.
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Esto revela una metodologia para el estudio de problemas en economia,
ciencias de la gerencia, y también en ingenieria, con un enfoque en transporte.

Hasta el momento muchos problemas han sido formulados y estudiados
como problemas de desigualdad variacional, los cuales incluyen:

e Problemas de equilibrio en trafico de redes
e Problemas de equilibrio en economia de costos
e Problemas de equilibrio en finanzas

2.2.1.1 Teoria de desigualdades variacionales

La teoria de desigualdades variacionales nos proporciona una
herramienta para: formular una variedad de problemas de equilibrio; analizando
cualitativamente los problemas en términos de existencia y unicidad de las
soluciones, estabilidad y analisis de sensibilidad, y proporcionandonos
algoritmos acompafiados con analisis de convergencia para propositos
computacionales.

Esta teoria contiene, como casos especiales, los problemas clasicos en
programacion matematica como: sistemas de ecuaciones no lineales, problemas
de optimizacién, problemas de complementariedad y también los relacionados
con problemas de punto fijo.

Definicion 2.2.1. Dado un subconjunto K del espacio euclidiano n-
dimensional R™ y una aplicacion F:K — R™, el problema de desigualdad

variacional PDV (F, K), consiste en encontrar un vector x* € K tal que

(F(x*),x—x")=>20,Vx €K (1.2)

12



El conjunto solucién de este problema es denotado por SOL(F,K). En la
investigacion se considerara al conjunto K convexo, cerrado y no vacio vy, la
funcién F es continuamente diferenciable ya que muchos resultados requieren
esas condiciones. Matematicamente algunos resultados no requieren la
convexidad de K.

Dado que K es cerrado y F es continua, se sigue que SOL(F,K) es
siempre un conjunto cerrado.

Una primera interpretacion geométrica del PDV (F, K), especificamente de
la desigualdad en (1l.1), es que un punto x en el conjunto K es solucion del
PDV(F,K) si y solamente si F(x) forma un angulo no obtuso con todo vector de
la forma y — x para todo y en K. Formalizaremos esta observacion usando el
concepto de cono normal. Especificamente asociado con el conjunto K y algun
vector x' como el siguiente conjunto:

NEG;K)={deR™ di(y—x) <0, Vy € K} (1.2)

Vectores en este conjunto son llamados vectores normales al conjunto K
en x'. La desigualdad (I1.2) claramente dice que un vector x € K resuelve el
PDV(F,K) si y solamente si —F(x) es un vector normal a K en x; 0
equivalentemente

0€EF(x)+N(x;K) (11.3)

El cono normal juega un rol importante en analisis convexo y

programacion no lineal. Este rol persiste en el estudio del PDV. La inclusién en

(11.3) es llamada la ecuacion generalizada.
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Muchos problemas matematicos pueden ser formulados como problemas
de desigualdad variacional, y varios ejemplos aplicables al analisis de equilibrio
siguen.

2.2.1.2 Sistema de ecuaciones

Muchos problemas de equilibrio en economia clasica han sido formulados
como sistemas de ecuaciones, desde que condiciones necesarias claras de
mercado son comparadas, el total de la oferta con el total de la demanda. En
términos de un problema desigualdad variacional, la formulacién de un sistema
de ecuaciones es como sigue.

Proposicién 2.2.2. Sea K = R™ y sea F: R™ - R™ una funcién dada. Un
vector x* € R™ resuelve el PDV(F,R™) si y solamente si F(x*) = 0.

Prueba. Supodngase que F(x*) =0, entonces la desigualdad (Il.1)
sostiene una igualdad. Para ver la suficiencia, supongase que x* satisface (11.1),
sea x = x* — F(x"), lo cual implica que

F(x)T(=F(x)) =0, 6 —IFx)I=0 (I1.4)

y, por lo tanto, F(x*) =0

Note que los sistemas de ecuaciones, sin embargo, excluyen la
introduccién a la desigualdad, lo cual puede ser necesario, por ejemplo, en el
caso de asumir nonegatividad en ciertas variables tales como los precios.

2.2.1.3 Problemas de optimizacién

Un problema de optimizacién es caracterizado por una especifica funcién
objetivo el cual es maximizado 6 minimizado dependiendo del problema, en el
caso del problema restricto, con un conjunto de restricciones dadas,

posiblemente la funcién objetivo incluye expresiones representando costos,
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beneficios, mercado de partes, etc. Los problemas de optimizacion restricto e
irrestricto pueden ser formulados como un PDV. Las siguientes proposiciones y
teoremas muestran la relacion entre un problema de optimizacién y un problema
de desigualdad variacional.

Proposiciéon 2.2.3.  Sea x* una solucion del problema de optimizacion:

minf (x) (11.5)
donde f es continuamente diferenciable y K es cerrado y convexo.
Entonces x* es una solucion del problema de desigualdad variacional:
Vi(x)T(x—x*) =0, VxE€EK. (11.6)
Prueba. Sea ¢(t) = f(x* + t(x —x*)), para t € [0,1]. Desde que ¢(t)
alcanza su minimo en t =0, 0 < ¢'(0) = Vf(x*)T(x — x*), esto es, x* es una
solucion de (11.6).
Proposicion 2.2.4 Si f(x) es una funcién convexa y x* es una solucion
del PDV(Vf, K), entonces x* es una solucion del problema de optimizacion (11.5).
Prueba. Dado que f(x) es convexa,
f)=f(x)+Vf(x)HT(x—x*), Vx€K (1.7)
pero Vf(x*)T(x —x*) = 0, desde que x* es un asolucién del PDV (Vf, K).
Por lo tanto, de (I.7) concluimos que
f(x)=f(x*), Vx€K,
esto es, x* es una punto de minimo del problema de programacion
matematica (11.5).

Si el conjunto K = R", entonces el problema de optimizacién sin

restricciones es también un problema de desigualdad variacional.
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El PDV(Vf,K) es llamado problema de punto estacionario asociado con
el problema de optimizacion (11.5). Una solucion del PDV(Vf,K) es llamado un
punto estacionario de (11.5). De lo visto en la Gltima proposicion si f es convexa,
entonces todo punto estacionario de (11.5) es un minimo global de este problema
de optimizacion. En consecuencia, para un programa convexo, es decir con f
convexay K convexo, el PDV(Vf, K) es equivalente al problema de optimizacién
(11.5).

La discusién anterior inicia la siguiente cuestion. Dado un PDV (F,K) con
una arbitraria funcioén vectorial F y un conjunto convexo K, ¢es este PDV (F,K)
siempre el problema de punto estacionario de algin problema de optimizacién
(11.5) con K como conjunto factible?. La respuesta a ésta cuestion es negativa.
Una sustentacion a la respuesta esta relacionada en términos de la funcion F,
¢cuando es una funcién vectorial F una aplicacion gradiente?. En general una
funcion vectorial F definida en un abierto de R™ y con valores en R™ es llamada
una aplicacion gradiente, si existe una funcion numérica 8 tal que F(x) = VO (x)
para toda x en el dominio de F. Esto completa la respuesta.

Por otro lado, en el caso donde ciertas condiciones de simetria se dan, el
problema de desigualdad variacional puede ser reformulado como un problema
de optimizacion. En otras palabras, en el caso que la formulacion como un
problema de desigualdad variacional de las condiciones de equilibrio, que son la
base de un problema especifico, es caracterizada por una funcién con jacobiano
simétrico, entonces la solucion de las condiciones de equilibrio y la solucién de
un problema de optimizacion particular es la misma. Primero introducimos la

definicion siguiente y luego fijamos esta relacion en un teorema.
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Definicion 2.2.5 Una matriz M(x), de orden n, cuyos elementos
m;j(x); i=1,...,n; j=1,...,n,son funciones definidas en un conjunto K < R",
se dice:

Que es semidefinida positiva en K si

vIM(x)v >0, Vv€ER" x€K.
Que es definida positiva en K si
vIM(x)v >0, YVv#0, vE€R" x EK.
Que es fuertemente definida positiva en K si
vIM(x)v = allvI?, paraalgin a >0, Vv €R" x €K.
Note que si y(x) es el valor propio mas pequefio, que es necesariamente

cierto, de la parte simétrica de M (x), esto es, (1/2)[M(x) + M(x)"], entonces se

sigue,

M (x) es semidefinida positiva en K si y solamente si y(x) > 0, para
todo x € K.

M (x) es definida positiva en K si y solamente si y(x) > 0, para todo
x EK.

M(x) es fuertemente definida positiva en K si y solamente si y(x) >
a =0, paratodo x € K.
Teorema 2.2.6 Supongase que F(x) es continuamente diferenciable en

K y que la matriz jacobiana

oF, oF,
" x
VF(x) = |5F, aF,
ol
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es simétrica y definida positiva. Entonces existe una funcion convexa real
valorada f: K — R satisfaciendo
Vf(x) = F(x)
con x* la solucion del PDV (F, K) también siendo la solucién del problema

de programacién matematica:

minf (x) (11.8)

Prueba. Bajo la suposicién de simetria se sigue del Teorema de Green

que

flx) = f F(x)Tdx (1.9)

donde [ esunaintegral de linea. La conclusion se sigue de la Proposicién
2.2.4.

De ahi, aunque el problema de desigualdad variacional abarque el
problema de optimizacién, un problema de desigualdad variacional puede ser
reformulado como un problema de optimizacion convexa, Unicamente cuando la
condicion de simetria y la condicion de semidefinida positividad se sostengan.

La desigualdad variacional , por lo tanto, es un problema méas general en
el cual se puede presentar también una funcidon F(x) con un jacobiano
asimétrico.

2.2.1.4 Problemas de complementariedad

El problema de desigualdad variacional también contiene al problema de
complementariedad como un caso especial. Problemas de complementariedad

son definidos en el octante nonegativo.
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Si R} denota el octante nonegativo en R™, y sea F: R" — R". El problema
de complementariedad nolineal sobre R} es un sistema de ecuaciones y
desigualdades indicado como:

Encontrar x* tal que,

F(x)=0 y F()™x*=0 (1.10)

siempre que la aplicacion F sea afin, esto es, siempre que F(x) = Mx +
b, donde M es una matriz de orden n'y b un vector n X 1, el problema (11.10) es
entonces conocido como el problema de complementariedad lineal.

La relacion entre el problema de complementariedad y el problema de
desigualdad variacional es como sigue.

Proposicién 2.2.7 EIPDV(F,R})y (11.10) tienen precisamente la misma
solucion, si alguno lo tiene.

Prueba. Primero, establecemos que si x* satisface el PDV(F,R}),
entonces este también satisface el problema de complementariedad (11.10).
Sustituyendo x =x*+e¢; en el PDV(F,R}), donde e; denota el vector n-
dimensional con 1 en la i-th ubicacién y 0, en la demas ubicaciones, uno concluye
que Fi(x*) =20,y F(x*) = 0.

Sustituyendo ahora x = 2x* en la desigualdad variacional, se obtiene

F(x)Tx* =0 (11.11)
sustituyendo entonces x = 0 en la desigualdad variacional, se obtiene
F(x)T(—x") =0 (1.12)
(11.11) y (11.12) juntos implican que F(x*)"x* = 0.
Para ver la sufienciacia, supongamos que x* satisface el problema de

complementariedad, entonces
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F(x)T(x—x)=0
desde que x € R} y F(x*) = 0.
2.2.1.5 Problemas de punto fijo

Teoria de punto fijo ha sido usado para formular, analizar, y calcular
soluciones de problemas de equilibrio econdmico. La relacidon entre el problema
de desigualdad variacional y un problema de punto fijo se realiza a través del uso
del operador proyeccion. Primero, definimos el operador proyeccion.

Lema 2.2.8 Sea K un conjunto convexo cerrado de R™. Entonces para
cada x € R™, existe un Unico punto y € K, tal que

lx—yl<lx—zIl, VzeK (1.13)

donde y es llamado la proyeccion ortogonal de x en el conjunto K con

respecto a la norma euclidiana, esto es,

y = Illgx =argmin || x — z |l.
z€EK

Prueba. Sea x fijo y sea w € K. Minimizar || x — z || sobre todo z € K es
equivalente a minimizar la misma funcion sobre todo z € K tal que || x — z [I<||
x —w |l, el cual es un conjunto compacto. La funcién g definida por g(z) =Il x —
z |I? es continua. La existencia de un minimizador y se sigue a causa de que una
funcién continua en un cojunto compacto siempre alcanza su minimo. Para
provar que y es unico, observe que el cuadrado de la norma euclidiana es una
funcién estrictamente convexa. Asi, g es estrictamente convexa y su minimo es
anico.

Teorema 2.2.9 Sea K un conjunto convexo cerrado. Entonces y = llgx
si y solamente si

yl(z—y)=xT(z—y), Vz€K
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y—-x)T"(z-y)=0, VzeEK (11.14)
Prueba. Note que y = Ilxx es un minimizador de g(z) sobre todo z € K.
Dado que Vg(z) = 2(z — x), el resultado se sigue de la condicion de optimalidad
para problemas de optimizacién con restricciones.
Una propiedad del operador proyeccion el cual es usado en analisis
cualitativo de equilibrio y su calculo es presentado ahora.
Corolario 2.2.10 Sea K un conjunto convexo cerrado. Entonces el
operador proyeccion Ilx es hoexpansivo, esto es
| Hgx —gx' IS x—x"Il, Vx,x €R" (1.15)
Prueba. Dados x,x' € R™, sea y=1Ilxx y y =Ilgx'. Entonces del
Teorema 1.1.9 note eso

para y€EK:yT(z—y)=xT(z—y), VzE€EK, (11.16)

para y €K:yT(z—vy)=>xT(z—y"), VzEeK, (11.17)
tomando z =y’ en (11.16) y z = y en (11.17) y sumando las desigualdades
resultantes, obtenemos:

ly=y"lI=@-y)'0&-y)

<@x-=xX)' =)

<lx—=x"Ily—=y"I
por una aplicacion de la desigualdad de Schwarz. Por lo tanto,

ly—y ISl x—x"|I.

La relacion entre una desigualdad variacional y un problema de punto fijo

€S Como sigue.
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Teorema 2.2.11 Asumimos que K es un conjunto convexo Yy cerrado.
Entonces x* € K es una solucién del problema de desigualdad variacional
PDV (F,K) si y solamente si para algan y > 0, x* es un punto fijo de la aplicacion

Mx(I —yF):K - K,

esto es,

x* =Hg(x* —yF(x")) (11.18)

Prueba. Supdngase que x* es una solucion de la desigualdad variacional,

F(x)T(x—x*) =0, Vx€K.
multiplicando la desigualdad de arriba por —y < 0, y sumando (x*)T(x —
x*) ha ambos miembros, de la desigualdad resultante uno tiene
)T(x—x) =[x —yF(x)]"(x —x*),Vx €K (11.19)
del Teorema 1.1.9 uno concluye eso
x* =g (x* —yF(x")).
La suficiencia, si x* = Il (x* — yF(x*)), paray > 0, entonces
)T(x—x) = (" —yF(x*)T(x —x*),Vx € K.
y por lo tanto,
F(x")(y—x")=>0, VyekKk.
2.2.1.6 Resultados basicos de existenciay unicidad
La teoria de desigualdades variacionales es también una herramienta
fuerte en el analisis cualitativo de equilibrio. Ahora proporcionaremos
condiciones de existencia y unicidad de SOL(F,K).
Existencia de una solucion de una problema de desgualdad variacional se

sigue de la continuidad de la funcion F en la desigualdad variacional,
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proporcionando que el conjunto factible K sea compacto. De hecho, tenemos lo
siguiente:

Teorema 2.2.12 (Existencia bajo compacidad y continuidad)

Si K es un conjunto convexo compacto y F(x) es continua en K, entonces
el problema de desigualdad variacional PDV (F, K) admite al menos una solucion
x*.

Prueba. De acuerdo con el Teorema de Punto Fijo de Brouwer, dado una
aplicacion P: K — K, con P continua, existe al menos un x* € K, tal que x* = Px".
Observe eso ya que Il y (I —yF) son cada una continuas, Ilgx(I —yF) es
también continua. La conclusién se sigue de la compacidad de K y Teorema
2.2.11.

En el caso de un conjunto factible no acotado, el Teorema de Punto Fijo
de Brouwer no es aplicable ha este caso; la existencia de una solucién a un
problema de desigualdad variacional puede, sin embargo, ser establecido bajo
la subsecuente condicion.

Si BR(0) denota bola cerrada con radio R centrada en 0 y sea Ky =
KN Bg(0), Kz es entonces acotado. Sea PDVy denotando el problema de
desigualdad variacional:

Determinar xj € K, tal que

F(x)T(y—x3) =0, VyE€Kz (11.20)

Ahora comenzamos con:

Teorema 2.2.13 EIl PDV(F,K) admite una solucion si y solamente si

existe una R > 0 y una solucién del PDVy, xg, tal que |l x5 I< R.
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Aunque || x; lI< R puede ser dificil de comprobar, uno puede identificar un
R apropiado basado en una particular aplicacion.

Existencia de una solucion a una desigualdad variacional puede también
ser establecido bajo la condicion de coercividad, como en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.14 (Existencia bajo coercividad)

Supongase que F(x) satisface la condicion de coercividad

(F(x) = F(xo))" (x — x0) Lo (11.21)
Il x —xo |l

cuando || x |- oo para x € K y para algun x, € K. Entonces PDV(F,K)
siempre tiene una solucion.

Corolario 2.2.15

Supdngase que x* es una solucién del PDV(F,K) y x* € K°, el interior de
K. Entonces F(x*) = 0.

Propiedades cualitativas de existencia y unicidad vienen a ser facilmente
obtenidos bajo ciertas condiciones de monotonia. Primero daremos ciertas
definiciones y entonces presentamos los resultados aplicables.

Definicion 2.2.16 (Monotonia)

F(x) es monotono en K si

[F(x) — F(x)]"(x* —x?) =0, vx!x?€K.

Definicion 2.2.17 (Monotonia estricta)

F(x) es estrictamente monotono en K si

[F(x) = F(x)]"(x* —x?) >0, vxlx? €K, x! #x2
Definicion 2.2.18 (Fuerte monotonia)

F(x) es fuertemente monétono en K si para algin a > 0

24



[FxV) —F(x)"(x —x®) = a ll xt —x? 112, vxlx?€K.

Definicion 2.2.19 (Continuamente Lipschitz)

F(x) es continuamente Lipschitz en K si existe una constante L > 0, tal
que

| F(x}) = F(x®) I= L Il x* —x*1l, Vvx',x? €K.

Un resultado de unicidad es presentado en el subsecuente teorema.

Teorema 2.2.20 (Unicidad)

Supongase eso F(x) es estrictamente mondtono en K. Entonces la
solucién es Unica, si existe una.

Prueba. Supéngase eso x! y x* son ambos soluciones y x! # x*.
Entonces dado que ambos x! y x* son soluciones, ellos satisfacen:

FxHT(x'—x1) =0, VX' €K (11.22)

F(x)T(x' —x*) =0, VX' €K (11.23)
Después sustituyendo x* por x' en (1.22) y x! por x' en (11.23) y
adicionando las desigualdades resultantes, obtenemos:
(Fx) = F(x )Nl (x*—x1H) =0 (11.24)
Pero la desigualdad (I1.24) es una contradiccién con la definicién de
estricta monotonia. Por lo tanto, x* = x*.
Monotonia se relaciona de cerca con la definida positividad.
Teorema 2.2.21 Supdngase que F(x) es continuamente diferenciable en

K y la matriz jacobiana
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X, e Xn

VF(x):éFn N an

[xl x”J

el cual no necesita ser simétrica, es semidefinida positiva (definida
positiva). Entonces F(x) es monatono (estrictamente monétono).

Proposicién 2.2.22

Asuma que F(x) es continuamente diferenciable en K y eso VF(x) es
fuertemente definida positiva. Entonces F(x) es fuertemente monotono.

Uno puede obtener resultados mas fuertes en el caso especial donde F (x)
es lineal.

Corolario 2.2.23

Supongase que F(x) = Mx + b, donde M es una matriz n Xxn y b es un
vector constante en R™. La funcion F es mondtona si y solamente si M es
semidefinida positiva. F es fuertemente mondétono si y solamente si M es definida
positiva.

Proposicion 2.2.24

Asumiendo que F: K — R™ es continuamente diferenciable en x Entonces
F(x) es localmente estrictamente (fuertemente) monétona en x si VF(x) es
definida positiva (fuertemente definida positiva), esto es,

vIF(X)v>0, Yv€ER", v+0,
vIF(@v=allvl?, paraalgina >0, Vv € R™

El siguiente teorema proporciona una condicion bajo el cual ambos

existencia y unicidad de la solucion al problema de desigualdad variacional son

garantizados. Aqui no asumiremos la compacidad del conjunto factible K.

26



Teorema 2.2.25 (Existencia y unicidad)

Asumiendo que F(x) es fuertemente mondtono. Entonces existe
precisamente una solucion x* del PDV (F,K).

Prueba. La existencia se sigue del hecho de que la fuerte monotonia
implica coercividad, mientras que la unicidad se sigue del hecho de que la fuerte
monotonia implica estricta monotonia.

Asi, en el caso de una conjunto factible no acotado K, la fuerte monotonia
de la funcion F garantiza ambos existencia y unicidad. Si K es compacto, la
existencia es garantizada si F es continua, y Unicamente la condicion de
monotonia estricta es necesaria para garantizar la unicidad.

Asumiendo ahora que F(x) es ambos fuertemente monétono y
continuamente Lipchitz. Entonces la proyeccion Tlgx[x —yF(x)] es una
contraccion con respecto a x, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.26

Fijando 0 < y < a/L? donde a y L son las constantes que aparecen, en la
condiciones de fuerte monotonia y la de continuamente Lipschitz de las
definiciones. Entonces

I (x = yF(x) =My —yFYD IS B llx =y (11.25)

para todo x,y € K, donde
1
1-ya)2<pB<1.
Una inmediata consecuencia del Teorema 1.1.26 y del Teorema de Punto

Fijo de Banach es:

Corolario 2.2.27 El operador I1x(x — yF(x)) tiene un anico punto fijo x*.
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2.2.1.7 Estabilidad y anélisis de sensibilidad

Importantes cuestiones en el analisis cualitativo de modelos de equilibrio
son la estabilidad y sensatividad de las soluciones cuando el problema esta
sujeto a perturbaciones en los datos.

Estabilidad

El siguiente problema establece que un cambio pequefio en la funcién F
gue entra en la desigualdad variacional induce un cambio pequefio en el modelo
de la solucién resultante. Denotemos la funcion original por F con solucion x del
PDV(F,K) y la funcion perturbada por F* con solucion x* del PDV (F*, K).

Asumiendo la condicion de fuerte monotonia en F. Entonces se obtiene:

Teorema 2.2.28 Sea «a la constante positiva en la definicién de fuerte

monotonia. Entonces
* 1 * * *
Ix" = x IS — Il F*(x") = F(x) | (1.26)

Prueba. Los vectores x y x* deben satisfacer las desigualdades
variacionales

F(x)T(x'—x) =0, vVx'€K (11.27)

Fr(x)T(x'—x) =0, VX' €K (11.28)
reescribiendo (I11.27) para x' =x* y (11.28) para x'=x, y entonces
sumando las desigualdades resultantes, obtenemos

[F*(x") = F(O)]"(x* —x) < 0 (11.29)
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[F*(x) —F(x)+ F(x*) —F(x)]T(x*—x) <0 (11.30)
usando entonces la condicion de monotonia, (11.30) implica

[F*(x) = F(x)]" (x —x) = [F(x) = F(xM)]" (x — x7)

(1.31)
>allx—x*I?
En virtud de la desigualdad de Schwarz, de (11.31) resulta
all x* —x 1<l F*(x*) = F(x*) Il Il x* = x I, (11.32)

de donde se obtiene (11.26).
2.2.2 Funcién gap

Hasta ahora, tenemos presentado varias reformulaciones del PDV y del
problema de complementariedad PC como un sistema de (no restringido)
ecuaciones. Un acercamiento diferente debe hacerse al PDV/PC como un
problema de minimizacion. Para ilustrar esto comenzaremos con el problema de
complementariedad no lineal PCN(F). Es claro que un vector x soluciona este
problema si y solamente si x es un minimizador global del problema de
optimizacion:

minimizar y'F(y)
(1.33)
sujetoa y=>0 y F(y) =0,

y el valor objetivo éptimo x” F(x) es igual a cero. En este sentido, decimos
que el problema de optimizacion (11.33) es equivalente al PCN y llamamos a la
funcion yTF(y) un funcién gap para el PCN(F). Generalizando la discusién de
arriba damos la siguiente definicion de una funcién gap.

Definicion 2.2.29: Una funcion gap para el PDV(F,K) en un conjunto

(cerrado) K < X es una funcién no negativa 6: X — R, tal que x € SOL(F,K) siy
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solamente si x € X y 6(x) =0, esto es, si y solamente si las soluciones del
PDV (F, K) conincide con las soluciones globales del problema
minimizar 6(y)
sujetoa y€X

y el valor objetivo 6ptimo de este problema es cero.

Si SOL(F,K) es vacio, entonces cualquier valor éptimo global de 6 sobre
X es positivo 6 8 no tiene un minimo global en X. Indicamos que a no ser que F
sea afin, el conjunto factible de (11.33) es tipicamente no convexo. Ademas,
siempre para un PCN(q, M) donde F(y) = q + M(y), la funcion objetivo de (11.33)
€S No convexa a no ser que M sea una matriz semidefinida positiva. Esto nos
incrementa el problema ha encontrar una «buena» funcién gap, donde el
significado exacto de «buena» claramente depende del uso que tenemos en
mente para la funcién gap. En lo que sigue primero consideraremos algunos tipos
basicos de funciones gap y entonces dos de sus usos.

La reformulacines presentadas arriba conducen a unas funciones gap
para solucionar el PDV /PC. Especificamente, supongamos que el sistema

Hx)=0

esta es una reformulacion del PDV/PC donde H mapea D € R™ en R™".

Podemos entonces asociar la siguiente funcion de valor escalar:
O(x) =N H(x) I”, x €D, (11.34)

donde r es algun entero positivo, como una funcién gap para el PDV /PC.

Omin (%) = Xizq min(x;, Fy(x))?
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es una funcién gap para el PCN(F); mas generalmente, si i es una C-

funcion, entonces
0(x) =l Fy(x) 3= XLy ¥(x;, F(x;))?

es una funcion gap para el mismo problema.

Definicion 2.2.30: Una funcién y: R? - R es llamada una C-funcién, si
para algun par (a, b) € R?,

Y(a,b) =0« [(a,b) =0 y ab = 0]

Esta clase de funcion gap puede ser muy efectivo en el desarrollo de
algoritmos para el PCN y para alguna de sus extensiones, pero es tipicamente
no viable para un PDV general. En este Ultimo caso es usualmente preferible el
uso de funciones gap que son obtenidos de diferente manera. Presentaremos
aqui una funcién gap alternativa para el PDV esta es la base de todas las
funciones gap discutidas en los subsecuentes andlisis y esta no es obtenida de
una reformulacién (ecuacion). Esta funcion gap, es llamada la funcién gap de
Auslender, extiende la reformulacion (11.33) del PCN esto es convierte este
problema en un problema de optimizacion restringido.

Especificamente, esta funcién gap para el PDV(F,K) es definido en el

mismo dominio D de F y es dado por:

Ogap(x) = supF(x)"(x —y), x€D2K. (11.35)
YEK

Esta es una funcion «de valor extendido» en K; 6,,,(x) es nonegativo
para todo x € K; sin embargo es posible que 8,,,(x) sea infinito para algin x en

K. En particular, cuando K es un cono, tenemos:
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F(x)Tx si F(x)€e K*
Ogap(X) = 400 en otro caso
En general, vemos que x € SOL(F,K) si y solamente si x es una solucion
del problema de minimizacion gap restringido:

minimizar 644y (2)

(11.36)
sujetoa z €K,

Y Bgap(x) = 0. Asi 8,4, (x) €s una funcion gap para el PDV(F,K) en K.

Cuando K es un cono, el programa gap toma una forma particular simple:

minimizar xTF(x)
(1.37)
sujetoa x€K y F(x) € K"

Para K = RY, este problema es exactamente (11.33). Un rasgo significativo
del problema de optimizacion (11.37) es que si F es una funcion suave y K es
«agradable» (por ejm. un poliedro), (11.37) es un problema de optimizacién suave,
aunque en general, ninguna funcién objetivo es convexa ni la region factible es
convexa.

Para un PDV(F,K) general, la funcion gap es definido como la funcion
valor de un problema de maximizacién céncavo paramétrico con una funcién
objetivo lineal y - F(x)" (x —y): méas precisamente, 6,,,(x) es igual al valor
objetivo optimo del siguiente problema de optimizacion con variable y vy
parametro x:

minimizar F(x)T(x —y)

(11.38)
sujetoa y €K
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Para x fijo y arbitrario, este es un problema de optimizacion concavo en
y. En el caso de un poliedro K (i.e., para un PDV linealmente restringido), el
problema (11.38) es un programa lineal. En este caso, la funcién gap es siempre
no diferenciable.

Si F es monotono afin dada por F(x) = q + M(x) donde q es un n-vector
y M es una matriz semidefinida positiva, la funcion gap 6,,,(x) es un funcion
convexa de valor extendido y el programa gap (11.36) llega a ser un problema de
minimizaciébn convexa. La clase de PDV, «monG6tonos» (incluyendo los
problemas no lineales) es muy importante en aplicaciones. Muchos resultados
especializados y algoritmos existen para esos PDV;.

A continuacién daremos un ejemplo que refuerza lo estudiado arriba.

Ejemplo 2.2.31: Sea f:[0,2] — R una funcion definida por:

x? ,
>y si0o< x<1
1 .

x—> S 1<x<2

Entonces gracias a f, vamos ha construir una funcion gap, el cual es, en
general, ni convexa, ni diferenciable. En efecto, f es continuamente diferenciable
pues,
x si0< x<1

Fx)=f'(x)=41 sil<x<?2

Sea,

Hgap(x) = yzl[lol,)ﬂF(x)T(x -y)
= max F(x)T(x —y)

Y€[0,1]

Asi,
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x2 si0< x<1
9gap(x)= X sil<x <2
Claramente esta funcion 6., no es convexa, ni diferenciable en [0,2].
2.2.2.1 Funciones gap y algoritmos de solucién
Funciones gap pueden ser usados en el disefio de algoritmos numéricos
para solucionar el PDV /PC. En particular, podemos aplicar un algoritmo iterativo
que minimize la funcion gap, con la esperanza de obtener su minimo global. Sin
embargo, excepto en muchos casos raros, las funciones gap son tipicamente no
convexos en sus argumentos; por lo tanto no podemos garantizar la obtencion
de su minimo global. En el mejor caso, podemos calcular Unicamente un punto
estacionario. Consecuentemente, es importante conocer cuando tal punto sera
una solucién del PDV /PC: de hecho este es una de las cuestiones centrales de
la investigacion en el estudio de funciones gap. Un resultado clasico de esta
clase es disponible para las siguientes (programas cuadraticos PQ)
formulaciones del PCL(q, M):
minimizar xT(q + Mx)
(11.39)
sujetoa x=20yqg+Mx =0
Note eso, esto es justo una especializacion de (11.33) cuando F(x) = q +
Mx. Es conocido que las dos siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Paratodo g € R™ para el cual (1.39)iError! No se encuentrael origend
e la referencia. es factible, todo punto estacionario de (I1.39) soluciona el
PCL(q,M),y
(b) M es una matriz «fila»; esto es, la siguiente implicaciéon se da:

xXoMTx<0=>xoMTx =0.
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Podemos facilmente construir matrices fila que no son semidefinidas
positiva. Para tal matriz M, (11.39) es un programa cuadratico no convexo; aun Si
todos los puntos estacionarios (si existen) para tal programa son soluciones del
PCL(q,M).

La discusion de arriba, nos da claramente que en general debe haber
condiciones en el PDV/PC para los (posiblemente restringidos) puntos
estacionarios de las funciones gap del PDV /PC sean soluciones del problema en
cuestion; es mas, las funciones gap de tal PDV /PC no necesitan ser convexos.

Para un tal funcién, puedemos derivar una condicion necesaria y
suficiente para que un punto estacionario de la funcion en el dominio de
minimizacién sea un cero de la funcién, y asi una solucion del PDV/PC. Esta
condicion es la abstraccion subyacente de toda la condicion de «regularidad»
gue introduciremos subsecuentemente cuando discutimos la convergencia de
algoritmos de descenso para solucionar el PDV /PC. Para proporcionar un marco
manejable bastante amplio de una familia de (suaves y no suaves) funciones
gap, consideramos un problema de optimizacién de la siguiente clase:

minimizar 6(x)
(11.40)
sujetoa x € X,

donde la funcién objetivo 8: D 2 X — R es definida en un conjunto abierto
D conteniendo a la region factible X, el cual es un subconjunto cerrado de R™.
Desde que estamos interesados en funciones 8 que no son diferenciables, no
podemos hablar acerca de un punto estacionario de (I11.40) en términos de la

funcién gradiente de 6. Para nuestro propdsito aqui, asumiremos que 6 es
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direccionalmente diferenciable en X. Un punto estacionario de (11.40) es entonces
definido como un vector factible x € X tal que
0'(x;d) =0, vd€T(x;X), (11.41)

donde 6'(x; d) es la derivada direccional de 8 en x la direccién d y T (x; X)
es el cono tangente del conjunto X en el punto x € X. Un concepto mas general
de punto estacionario puede ser definido para funciones 6 que son no
direccionalmente diferenciables; la definicion de arriba usando la derivada
direccional es suficiente para la discusion dada aqui.

Bajo el ajuste de arriba y asumiendo que 8 es nonegativo (como en todas
las funciones gap del PDV/PC que tenemos vistos), el resultado siguiente
identifica una condicién necesaria y suficiente para un punto estacionario x de
(11.40) satisfaciendo 6(x) = 0.

Proposicién 2.2.32 Sea X un subconjunto no vacio cerrado de R™ y sea
0:D 2 X - R nonegativa y direccionalmente diferenciable en X. Una condicién
necesaria y suficiente para que un punto estacionario x satisfaga 6(x) = 0 es
que exista un vector d € T (x; X) tal que

0(x)+0'(x;d)<0 (1.42)

Prueba. Si 6(x) = 0, simplemente tome d como el vector cero; (11.42) se
da trivialmente. Consecuentemente, si un vector d € T'(x; X) satisface (11.42)
existe, entonces

0<0(x)<0(x)+6(x;d) <0, (11.43)
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donde la segunda desigualdad esta previsto de (11.41). La susodicha
cadena de desigualdades claramente implica 8(x) = 0 como deseabamos.

llustramos el lema de arriba con X = Ry
6(x) = %H(x)TH(x),
donde H es una funcién continuamente diferenciable de R™ en si mismo.
La funcion 6 es continuamente diferenciable en este caso y tenemos
0'(x;d) = Xity Hi(x)VH;(x)"d.
Asi,
0(x) +0'(C;d) = ¥, Hi(x) (%Hl- (x) + VHi(x)Td).

Si la matriz jacobiana JH(x) es no singular, dejando

= —~JH(x) " H (),

claramente tenemos 6(x) + 6'(x; d) = 0. La no singularidad de JH(x) es
una condicion bien conocida en analisis numeérico clasico; esta es una condicion
importante requerida para la convergencia de algunos métodos tipo-Newton para
solucionar el sistema de ecuaciones suave H(x) = 0. Tenemos demostrado aqui
gue esta condicion implica en la Proposicién 2.2.32.

La Proposicién 2.2.32 es aplicable a una variedad de funciones gap del
PDV/PC.

2.2.2.2 Soluciones inexactas y cotas de error

Hay otro mayor rol que las funciones gap juegan en el estudio del
PDV /PC. Este rol se deja incrementar de la siguiente consideracién practica de
una «inexacta» (6 aproximacion) solucién del PDV/PC. Supdngase que hay un

vector x que no es conocido como una solucion del problema. Aun, estamos
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interesados en determinar cuan cerca esta x de ser una solucion; mas
especificamente estamos interesados en obtener una medida cuantitativa de la
violacion de x con referencia a las condiciones que definen el PDV/PC. Con una
funcidbn gap no negativa 6, tal que en medida pueda razonablemente ser
prescribido por la cantidad 8(x). Ya que los ceros de la funcion gap son las
soluciones exactas del problema, en 6(x) es justificable una medida sana de la
inexactitud de x no siendo una solucién. La teoria que apoya y clarifica esta
interpretacion es conocida como «estudio de cota de error».

En lo que sigue, hacemos una incursiébn muy preliminar en este inmenso
tema de cotas de error con una fuerte discusion acerca del concepto de una
solucion aproximada en términos de algunas funciones gap simples.
Comenzamos por responder a la siguiente cuestion. Supodngase que ||
min(x, F(x)) lI< € para algun escalar positivo € > 0, ¢, podemos decir algo acerca
el vector x en términos del PCN(F)?. Resulta que uno puede decir bastantes
cosas haciendo r = min(x, F(x)). Es trivial observar que esto es equivalente a

0 =min(x —r,F(x) —1).

Ecribiendo esto en términos del las condiciones de complementariedad,

obtenemos
0<x—-7rl1lF(x)—r=0,
0 equivalentemente,

x=2r, Fx)=>r,

xTF(x) =rT(x + F(x) — 1),
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Ya que r es un vector presumiblemente con una norma muy pequefia,
vemos que x satisface aproximadamente las definiciones de las condiciones del
PCN(F) por lo precisado en las expresiones de arriba. Alternativamente,
podemos decir también que el vector y = x —r, el cual es una (pequefa)
perturbacién de x (con & siendo pequefio), soluciona el PCN(G) perturbado,
donde G(2) = F(z+r) —r.

Podemos facilmente extender la discusion de arriba al PDV (F,K) via la
aplicacién natural (6 normal) F#%. Como antes, supongase que || FF*(x) I< &,
dejando

r = FR*(x) = x — Hg(x — F(x)),
deducimos que x — r pertenece a K y
(y—x+nr)T(F(x)—-r)=0, Vy€eKk;
equivalentemente, el vector y = x —r soluciona el PDV(G,K) con la
misma G como en el caso del PCN. Como una ilustracion, consideramos el caso
donde K es un rectangulo compacto dado por
K={x€R%aq; <x;<;,i=1,...,n},
donde las cotas a; y b; son todas finitas. En este caso, la ecuacion
r = F%(x) = x — mid(a, b; x — F(x))
es equivalenteaque x er+ K (i.e., a; +r; < x; < b; + r; paratodo i)y
xi=a;+r=>FXx)=2n
a+r<x;<b+nr=>Fx)=rn
Xi=b;+1=F(x)<r.
Asi, si adicionamos |r;] < € para todo i, entonces tenemos x; € [a; +

&b, —ely
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|Fi(x)| < esix; € (a; +€,b; — €)
Fi(x) = —esi|x; —a;| < €
Fi(x) < esi|x; — b;| < e.

Las funciones min forman la base para extensiones a otras funciones gap
para el PCN(F). Este es dotado via comparacion de resultados que dan cotas
entre el min residual y la funcién gap en cuestion. Para ilustrar este punto,
consideraremos la funcion gap FB || Fgg I, donde

Yrp(x1, F1(X))
Frp(x) = ( );
Yrp (Xn, Fo (X))

y supéngase |l Fp II< €. Por el Lema 9.1.3 de Facchinei y Pang (2003),
cuya prueba no es dificultuosa, entonces se sigue que existe una constate ¢ > 0,
dependiendo Unicamente en la dimension n del problema y la norma vectorial
usada, tal que |l min(x, F(x)) II< ce.

Finalizamos esta discusion preliminar de cota de error para establecer un
resultado béasico relacionado con varios funciones residuales de un PDV (F,K)
general. Pero, nosotros conocemos que hay tres equivalentes caminos que
describen una solucion del PDV(F,K) con un conjunto convexo cerrado K.
Especificamente, cada uno de los siguientes afirmaciones son equivalentes para
un vector x € R" el cual es un elemento de SOL(F, K):

(@) Fg*(x) =0

(b) F°"(2) = 0y x = T (2);

(c)x €eKyO0€EF(x)+N(x;X).

Supongase ahora que x € K es una solucion inexacta del PDV (F,K).

Estamos interesados en establecer algunas relaciones cuantitativas entre las
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siguientes tres cantidades (positivas), todas las medidas se hacen usando la
norma euclideana: (a) Il F#%(x) I, la cual es el residual de una ecuacion natural
evaluada en x, (b) | F£°"(2) Il, la cual es el residual de una ecuacién normal
evaluada en el vector z tal que I, (z) = x (6 equivalentemente, z =€ Mz (x)), (c)
dis(—F(x), N (x; X)), la cual es la distancia de —F(x) al cono normal NV (x; X));
esta distancia es por definicion igual a:
dis(=F(x),N(x; X)) =inf{ll F(x)+v l:v e N(x; X)}.
desde que
z = My (k) (2) + M) (2), VZ € R,
se sigue que
—F (%) — My (x;6) (= F (%)) = g i) (—F (%))-
de ahi
dis(—F(x), N (x; K)) =l Ty (1) (—F (x)) Il.

Si F(x) =VO(x) para una funcion real valorada 6, el vector
My k) (—VO(x)) es tradicionalmente llamado el gradiente proyectivo del
problema de optimizacion:

minimizar 6(y)
sujetoa y €K

en un vector factible x € K. En general, tenemos el siguiente resultado
gue conecta las tres medidas (a), (b), (c) de una solucién inexacta del PDV.

Proposicién 2.2.33 Sea K un subconjunto convexo cerrado de R™y F
una aplicacién de R™ en si mismo. Para algun vector x € K,

| FF (x) I< dis(—F (x)), N (x; K)) = inf{ll F£°"(2) lIl: z € Mg (x)}
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Prueba. Escribimos r = F#*(x). Tenemos x — r = Iy (x — F(x)). Asi x —

r pertenece a Ky
(y—x+nT(F(x)—-r)=0, Vy€EK.
En particular, desde que x € K, deducimos
rTF(x) =rTr.
Sea v = Iy (—F(x)). Se sigue que
(y—x)Tv <0, Vy€K.
En particular, con y = x — r, obtenemos
0<rTv=rT(w+F(x)) —rTF(x);
asi r"F(x) < rT(v + F(x)). Consecuentemente,
r'r <rT(v+ F(x)),
lo cual implica || r ISl v+ F(x) II; i.e.,
| FZ% (x) I< dis(—F (x), NV (x; K)).
desde que
z€lgl(x) © Nk(z2) =x © z—x € N(x;K),
se sigue que
dis(—F (x), N (x; K)) = inf{ll F}°"(2) Il: z € Mg (x)},

lo cual es una relacion reclamada entre el residuo normal y la distancia de
—F(x) al cono normal IV (x; K).

En general la desigualdad || FF%(x) I< dis(—F(x)), N (x; K)) puede ser
estricta.
2.3  Marco conceptual

Debido a la naturaleza del trabajo, el marco conceptual no aplica.
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2.4  Definiciones de términos basicos

Las siguientes definiciones fueron extraidas de Facchinei y Pang (2003):

Optimizacion: Consiste en la seleccion de una alternativa mejor, en algun
sentido, que las demas alternativas posibles.

Problema de optimizacion: Consiste en maximizar o minimizar una
funcién real eligiendo sistematicamente valores de entrada (tomados de un
conjunto permitido) y computando el valor de la funcibn. Se componen
generalmente de tres elementos: funcidén objetivo, variables y restricciones.

Funcién objetivo: Es la medida cuantitativa del funcionamiento del
sistema que se desea optimizar (maximizar o minimizar).

Variables: Representan las decisiones que se pueden tomar para afectar
el valor de la funcion obijetivo.

Restricciones: Representan el conjunto de relaciones (expresadas
mediante ecuaciones e inecuaciones) que ciertas variables estan obligadas a
satisfacer.

Resolver un problema de optimizacidon: Consiste en encontrar el valor
que deben tomar las variables para hacer ¢ptima la funcion objetivo satisfaciendo
el conjunto de restricciones.

Sistemas de ecuaciones lineales — no lineales: No existe una funcion
objetivo como tal. Unicamente interesa encontrar una solucién factible a un
problema con un conjunto de restricciones.

Optimizacion sin restricciones: Se trata de encontrar el conjunto de

valores de las variables que determinan el minimo/maximo de una funcion.
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Algunas de las técnicas que se veran en programacion no lineal son para

optimizacién sin restricciones.
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[l HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1 Hipotesis
Hipotesis general

Hi: Existe una funcion gap multiparamétrica que permite reformular el
problema de desigualdad variacional como un problema de optimizacion
diferenciable y sin restricciones.

Hipodtesis especificas

Hi: Existen condiciones para que un punto estacionario de la funcién gap
multiparamétrica sea solucién del problema de desigualdad variacional.

H2: Existen condiciones para que a partir de la funcion gap
multiparamétrica se pueda obtener una cota de error global para el problema de
desigualdad variacional.

Hs: Existe un método iterativo basado en la funcion gap multiparamétrica
gue permite resolver el problema de desigualdad variacional.

3.1.1 Operacionalizacion de variables

Definicion conceptual de variables

Para este trabajo se consideraran las siguientes variables:
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Variable 1: Problema de desigualdad variacional

Variable 2: Funcién gap

Para facilidad del lector, brindaremos un pequefio concepto con respecto

a cada una:

Problema de desigualdad variacional. El problema de desigualdad

variacional (PDV), consiste en encontrar un vector X € K tal que(F(x),y—x)=0,

vy e K donde K es un subconjunto no vacio de R" y F una funcién: F:R" — R"

y {-,-) denota el producto interno en

R".

Funcién gap. Una funcién de valores reales definida en R" o en un

subconjunto de este, es llamada una funcion gap para el PDV, si el conjunto de

minimizadores globales en un conjunto dado coincide con el conjunto solucién

del PDV.
Tabla 1

Operacionalizacién de las variables

Variable Dimensiones Indicadores Método Técnica
Formulaciones del PDV. Sistema de ecuaciones, Método Documentos
problemas de de cualitativos
optimizacién, problemas escritorio
de complementariedad o de Revisidn
y problemas de punto biblioteca bibliografica

Resultados basicos de
existencia y unicidad de la
solucion.

Estabilidad y analisis de
sensibilidad de las
soluciones.

V1: Problema de desigualdad
variacional

fijo.

Condiciones de
existencia y unicidad de
la solucion.

Andlisis cualitativo de
modelos de equilibrio

Trabajo con
equipos de
investigacion
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Variable Dimensiones Indicadores Método Técnica
Funciones gap y Condiciones para que Método Documentos
algoritmos de solucion un punto estacionario de de cualitativos

= la funcibn gap sea escritorio

g’ solucion del PDV. 0 de Revision

2 biblioteca bibliografica
S Soluciones inexactas y Condiciones para que a

* cotas de error. partir de la funcion gap Trabajo con
N se pueda obtener una equipos de

cota de error global para
el PDV.

investigacion

a7



IV, METODOLOGIA DEL PROYECTO

4.1 Disefio metodoldgico

El tipo de investigacion es basica ya que se busca incrementar los
conocimientos existentes, pero sin contrastarlos con ningun aspecto practico. El
disefio de la investigacion es no experimental ya que no se manipulan ninguna
de las variables de estudio. La investigacion corresponde a un nivel descriptivo
ya que se describiran cada una de las variables y sus dimensiones. El estudio
tiene un enfoque cuantitativo, ya que se presentan los resultados mediante
valores nimeros. La investigacion es tipo documental ya que se procura obtener,
seleccionar, compilar, organizar, interpretar y analizar informacion sobre las
variables de estudio a partir de fuentes documentales, tales como libros,
documentos de archivo, hemerografia, registros audiovisuales, entre otros (Arias
Gonzales, 2020).

Teniendo en cuenta el tipo y disefio de la investigacion, el plan para poder

responder a las preguntas de investigacion se hizo a través de tres etapas:
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La primera etapa consistié en la consulta documental teniendo en cuenta
el contexto general y realizacion de una revision especifica en base a las
palabras claves.

En la segunda etapa se realizé un contraste de la informacion, validando
el material, aclarando dudas, accediendo a nuevos materiales y la
retroalimentacion por parte del asesor y de un equipo de investigacion (expertos
en el tema).

En la tercera etapa se hizo un andlisis historico, donde estudiaremos la
evolucion de los conocimientos sobre el tema.

4.2  Método de investigacion

En la investigacion se empled el método inductivo — deductivo, el método
de analisis y sintesis y el método de escritorio o biblioteca.

Con respecto al método inductivo — deductivo, se empleé en el
procesamiento de la informacién obtenida con el objetivo de establecer
regularidades o de inferir a partir de conocimientos, o regularidades de caracter
general y su manifestacién en un fenémeno o situacion particular.

El método de andlisis y sintesis se aplico durante todo el proceso de la
investigacion a partir de la bibliografia consultada.

Finalmente, en el método de escritorio o de biblioteca se revisaron y
analizaron los datos obtenidos previamente obtenidos a través de la Internet y
revision bibliogréafica (Supo & Zacarias, 2020).

4.3 Poblacion y muestra
Por la naturaleza de la investigacion, tratandose de un estudio

documental, la poblacién y muestra no aplica.
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4.4  Lugar de estudio

El lugar donde se realiz6 la investigacion fue en los ambientes de la
biblioteca y sala de computo de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica,
los cuales cuentan con buena iluminacién, ventilacion y ofrecen un ambiente
silencioso, ademas, de contar con articulos de escritorio, pc y conexién a
internet.
45 Teécnicas e instrumentos para larecoleccion de la informacién

La investigacion se realizd teniendo en cuenta la técnica del analisis
documental, por cuanto se basa en el analisis de documentos existentes en
archivos y articulos de internet, repositorios nacionales como Renati-Sunedu,
Alicia-Concytec, repositorios internacionales como Google Académico, Springer
Link, entre otros. Debido a la naturaleza del trabajo se empleé como instrumento
para la recoleccion de la informacion una ficha de registro documental, pero hay
que tener en cuenta que los trabajos, la bibliografia o la literatura que se exploré
es de alta relevancia para un sector significativo de la comunidad matematicas
(Supo & Zacarias, 2020).
4.6  Analisis y procesamiento de datos

Para el anadlisis y procesamiento de la informaciéon se organizaron,
analizaron e interpretaron las teorias y conceptos, teniendo en cuenta los
criterios de validez que tienen que ver con:

A) Coherencia argumentativa

B) Nivel interpretativo

C) La consistencia de las conclusiones
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Para ello es importante el contraste de la informacion, validar el material
y recibir retroalimentacion del asesor y el trabajo con equipos de investigacion,
el cual nos brind6 informacion proporcionada por expertos en los temas de
estudio.
4.7  Aspectos éticos en investigacion

En este estudio se respetaron los derechos de autor, para ello se citaron
y referenciaron las fuentes consultadas empleando las Normas APA séptima
edicién. Asimismo, se aplicé un programa antiplagio, Turnitin para evaluar el

porcentaje de similitud.
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V. RESULTADOS
5.1 Resultados iniciales

Como se definio en el Capitulo Il, el problema de desigualdad variacional

PDV(F, K) consiste en encontrar un vector x en K c R™ tal que
(F(x),y—x)=0 Vy€eK

donde para nuestro interés, F serda una funcidon continuamente
diferenciable de R™ en si mismo, K es un subconjunto convexo cerrado no vacio
de R", y (-,-) denota el producto interno en R™. Cuando K es el octante nonegativo
de R™, este problema se reduce al problema de complementariedad nolineal
(PCN).

Una funcion real valorada definida en R™ 6 en un subespacio de éste, es
llamada una funcion gap para el PDV, si el conjunto de minimizadores globales
en un conjunto dado coincide con el conjunto solucion del PDV el cual
denotaremos por SOL(F, K). Una funcion gap sirve como una herramienta para
desarrollar algoritmos para solucionar el PDV y analizar sus propiedades de
convergencia. Algunas funciones gap para PDV conocidas son por ejemplo la

funcién gap de Auslender (1976), el cual constituye un problema de optimizacion
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con restricciones equivalente al PDV. Esta funcién es en general no diferenciable
y de valor infinito. Después Auchrnuty (1989) y Fukushima (1992)
independientemente y simultaneamente presentaron unas funciones gap
diferenciables para PDV. Especificamente Fukushima (1992) considero la

funcion gap regularizada f,: R™ — R definifa por:
— F @ 2
fa6) = max (FCo,x=y) = (3) hx =y I (V.1)

donde a es un parametro positivo. La norma euclideana puede ser
reemplazada por alguna norma inducida por una matriz simétrica definida
positiva. La funcién f, también constituye una reformulacién equivalente del PDV
como un problema de optimizacién con restricciones, esto es, x resuelve el PDV
si y solamente si x minimiza f, en Ky f,(x) = 0. La funcién gap regularizada fue
extendida por Wu et al. (1993). Recientemente Yamashita & Fukushima (1997)
estudiaron la regularizacion Moreau-Yosida para la existencia de algunas
funciones gap incluyendo la funcién f,, los cuales constutian problemas de
optimizacién diferenciables sin restricciones equivalentes al PDV. Tales
funciones tienen favorables propiedades teéricas pero no necesariamente de
facil evaluacién en la practica. Mas recientemente, Peng (1997) considerod la
funcion M,: R — R definida por:

Mg = fi/a(x) = fo (%) (V.2)

donde f, es la funcidn gap definida por (V.1) y a s una constante mayor
gue uno, la funcion M, constituye una reformulacion del PDV como un problema
de optimizacion diferenciable sin restricciones. Esta funcidon es definida como la
diferencia de dos funciones gap regularizadas, de ahi que le llamaremos la

funcién D-gap, donde D abrevia la palabra "diferencia”. Peng & Yuan (1997)
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mostraron que cuando el PDV es especializado a PCN, ésta funcion se reduce a
Lagrangiano implicito propuesto por Mangasarian & Solodov (1993). Asi la
funcion M, definida por (V.2) puede ser considerado como una extension del
Lagrangiano implicito PCN a PDV; aqui la funcibn M, adquiere algunas
propiedades del Lagrangiano implicito para PCN.

El propésito de este trabajo es generalizar la funcién D-gap M, y estudiar
varias propiedades de la funcion D-gap generalizada. La generalizacion es de la
siguiente manera. Primero, usamos dos arbitrarios parametros a y S tales que
a < [ para definir la funciébn D-gap. Segundo adoptamos la funcién distancia
generalizada, como en Wu et al. (1993), en la definicion de la funcién gap
regularizada. Estas extensiones incrementan la flexibilidad del disefio de la
funcion gap en la practica. Damos condiciones bajo las cuales algun punto
estacionario de la funcién D-gap es una solucion del PDV y condiciones bajo las
cuales ésta nos provee una cota de error global para PDV. Finalmente se
presenta un método de descenso para solucionar el PDV basado en la funcién
D-gap, el cual es una extension del método de descenso para PCN propuesto
por Yamashita & Fukushima (1995).

5.2  Generalizacion de la funcidon gap regularizada

En esta seccion revisaremos algunas propiedades basicas de la
generalizacion de la funcion gap regularizada f,, el cual fue introducido por Wu
et al. (1993). Primero recalcamos que la funcion gap regularizada f, definida por
(V.1) tiene las siguientes buenas propiedades:

* f, €S no negativa en K;

* f.(x) =0y x € K siy solamente si x es una solucion del PDV;
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* f. es continuamente diferenciable;
. \/f_a provee una cota de error global en K, si F es fuertemente
monotono.
Wu et al. (1993) consider6 la siguiente funcion f£,:R™ — R, el cual

generaliza la funcion f,:

fa(0) = max Wo(x,7) (V.3)
donde
Pou(x,y) =(F(x),x —y) —ad(x,y) (V.4)

donde a es una constante positivay ¢: R?" - R una funcion que satisface
las siguientes condiciones:

(C1) ¢ es continuamente diferenciable en R?";

(C2) ¢ es nonegativa en R?";

(C3) ¢(x,") es uniformemente fuertemente convexa en x, es decir, existe
una constante A > 0 tal que, para algun x € R™,

d(x,y1) — d(x,y2)

= (Vy0(x,¥2),y1 —¥2) + A y1 — ¥, I?, paratodo y;,y, € R"

(C4) ¢(x,y) = 0siysolamente si x = y.

Wu et al. (1993) demostré que la funcién f, hereda muchas de las
propiedades favorables de f,:

f, es no negativa en K

f,(x) =0y x € K siy solamente si x es una solucién del PDV;

£, es continuamente diferenciable y

Vfu(x) = F(x) + VF () (x = Ya(x)) = aV2p(x, Va (X)) (V.5)
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donde y, (x) denota el Unico minimizador de —¥,(x,") en K;

/fa provee una cota de error global en K, si F es fuertemente monoétona,

continuamente Lipschitz y V¢, (x,-) es uniformemente continua Lipschitz en x.

La clase de funciones satisfaciendo (C1)-(C4) incluyen las siguientes
funciones:

¢1(x,y) =Y1(x —y),donde ;: R™ - R es nonegativo, continuamente
diferenciable, fuertemente convexa en R™ y 1, (0) = 0;
$2(6, ) = P,(¥) — (%) — (Vih,(x),y — x), donde 1,:R" - R es dos
veces continuamente diferenciable y fuertemente convexa,
¢3(x,y) =(x—y,B(x)(x —y)), donde B(x) es wuna matriz
continuamente diferenciable, simétrica, y uniformemente definida positiva n X n.

El siguiente lema sera usado en la subsecuente discusion.

Lema 5.2.1 Sea la funcién ¢ satisfaciendo (C1)-(C4). Entonces,
V,é(x,y) = 0 siy solamente si x = y.

Prueba.

(=) Supodngase dque V,¢(x,y)=0. Entonces, la uniformemente
fuertemente convexidad de ¢ (x,-) implica que y es un Unico minimizador de ¢ (x,-
). En efecto, por (C3):

¢(x,”) es uniformemente fuertemente convexa en x, es decir, existe una
constante A > 0 tal que, para algun x € R",

¢(x,y1) — P (x,y2)

> (Vyp(x,¥2),y1 = y2) + Al ys =y, I> Vy,y, ER"
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Como la desigualdad anterior se da para todo y,,y, € R", tomando y, =

y se obtiene:
¢(x,y1) — P (x,y)

> (Vyp(x,¥),y1 —¥)+ Al y; —y I> paratodo y; € R"

Y como por hipotesis V, ¢(x,y) = 0, se sigue que,

¢(x,y1) — p(x,¥) 2 Al y; — y I? para todo y; € R™

El cual es equivalente ha,

¢, y1) = p(x,y) + ANy, —y II?

= ¢(x,y) Vy, €R"

ésta Ultima desigualdad nos dice que y es un minimizador de ¢(x,") en
R™.

Ahora veamos la unicidad del vector y, para ello supdngase que existe
otro vector y' tal que,

¢(x,y1) = ¢(x,y") paratodo y; € R™

De la ecuacién anterior teniamos que,

¢(x,y1) = ¢(x,y) + Al y; — y I” para todo y; € R™

Tomando y, = y' obtenemos:

P, y) =P, y)+A1Yy —y 2

El cual es equivalente ha,

0<ANy -y IP<é(xy) —¢(xy) (V.6)
pero como hemos supuesto que y’ es también un minimizador de ¢(x,)
en R™, se tiene que paray € R™:

d(x,y) = d(x,y)

Lo que es lo mismo,
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¢, y)—p(x,y) <0
Asi ésta ultima desigualdad conjuntamente con la desigualdad (V.6),
implican que:

0<ANy —yIP<¢(x,y) —p(x,y) <0

Se sigue que,
ANy =y I?P=0

Como el parametro 4 es no nulo y no negativo, se tiene:

Iy —ylIP=0=ly —yl=0-y' =y
Prosiguiendo con la prueba del lema,
Ya que ¢(x,) siempre tiene un Unico minimizador para cada x,

Entonces, el problema de optimizacion:

min, ¢ (%, 1)

tiene un anico minimizador el cual es y, luego (C2) no dice que ¢(x,y) =
0, y por (C4) tenemos que x = y.
(<) Supbdngase que x = y, entonces por (C4) tenemos que ¢(x,y) =0
Se sigue de (C2) que y es un minimizador global de ¢(x,)
Asi, por la condicion de optimalidad, V,¢(x,y) = 0
5.3 Reformulacion como un problema de optimizacion sin restricciones

Consideremos la funcion g,z: R™ — R definida por:

Jap(X) = fo(X) = f(x)

= maxt¥e (x,y) — max¥y (x,y)

= (F(x),¥5(%) = Ya (X)) + BE(x, Yo (X)) — ad (¥, yo (%)), (V.7)
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donde a y B son parametros arbitrarios tal que 0 < @ < 8, f,, y ¥, son las
funciones definidas por (V.3) y (V.4), respectivamente, y y,(x) denota el Unico
minmizador de —%,(x,") en K. En ésta seccion daremos varios propiedades de
la funcion g.p. En particular estableceremos la equivalencia entre el PDV y la
minimizacion no restringida de g,g, y damos condiciones bajo las cuales algun
punto estacionario de g,z €s una solucién del PDV.

Asumiremos que la funcién ¢ en (2.4) satisface las condiciones (C1)-(C4).
Note que algunos de los resultados obtenidos en este trabajo pueden darse
también siempre en cuando (C2)-(C4) son reemplazadas por dondiciones mas
débiles tales como que ¢ (x,y) tiene un minimo global si y solamente si x = y.

Observar que si cogemos,
¢ =/ Ix=-yI?, p>1 a=y
entonces g,p se reduce a la funcion D-gap Mg considerado por Peng
(1997).
La diferenciabilidad de la funcion g,; se obtiene directamente de la
diferenciabilidad de las funciones £, (x) y fz(x).
Teorema 5.3.1 Sea la funcién ¢ satisfaciendo (C1)-(C4). Entonces, gqs
es diferenciable y
V9ap(x) = VF(xX)(yp(X) = Ya(x))
TPV (%, yp(x)) — aVyp(x, Ya(x))
Prueba. La prueba es inmediata, la diferenciabilidad se sigue de la
diferenciabilidad de las funciones £, y fﬁ, mientras que la otra parte se sigue de

(V.5) pues como:
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Vap(x) = Vfa(x) = Vi (x)
= F(x) + VF () (x = Yo (%)) — @V, (%, Yo (X))
—{F (%) + VF(x) (x = y(x)) = BV (x, Y5 (%))}
= VF(x)(yp(x) = ya(x))
+BV (%, Y5(x)) — @V, (x, Yo (X)),
La siguiente proposicion es fundamental para el andlisis subsecuente.

Proposicién 5.3.2 Sea la funcidon ¢ satisfaciendo (C3). Entonces,

tenemos:
(B — a)p(x,yp(x)) < Gap(x)

< (B - )p(x,ya(x)), VxER"

Prueba. Por definicién, tenemos:
ap () = max¥(x,y) — maxt¥(x,y)
= (F(x),x =y, (1)) — ap(x, ¥ (%))
—(F(x), x = yp(x)) + BP(x, y5(x))
2 (F(x),x = yp(x)) — ad(x, y5(x))
—(F (), x = yp(x0)) + BP(x, y5(x))
= (B — 0)9(x, yp(x)).

Veamos la otra desigualdad,
ap () = max¥(x,y) — max¥(x,y)
= (F(x),x =y, (1)) — ap(x, Yo (x))
—(F(x0), x = yp(x)) + BP(x, y5(x))
S (F(x), x =y, (1)) — ap (%, Yo (%))

—(F (%), x =y (X)) + BP(x, ya (%))
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= (B — )P (%, ya (x)).

de éstas dos desigualdades se obtiene el resultado.

El siguiente lema se da en Wu et al. (1993), Proposicion 3.3, donde la
prueba es atribuida ha Dafermos (1980) en el Lema 1. La ultima prueba se
consigue asumiendo que la funcion ¢ es cuadréatica, también por complititud
damos la prueba para el caso general.

Lema 5.3.3 Sea la funcion ¢ satisfaciendo (C1)-(C4). Entonces, para
algin a > 0, x = y,(x) si y solamente si x es una solucién del PDV.

Prueba.

(<)Supdngase que x es una solucién del PDV. Entonces, x satisface la
desigualdad

(F(x),y—x)=0 Vy€eK (V.8)
dado que y, (x) minimiza —¥,(x,") en K, entonces se sigue de la condicién
de optimalidad de primer orden:
(=VyWa (%, Yo (2)), U — Yo (x))
=(F(x) + aVyp(x,y,(x)),u —y,(x)) =0, VueKk (V.9)
dado que x € K, (V.9) implica que
(F(x) + aVyd(x, ¥ (%)), x = ¥ (x)) =0
Por otro lado, ya que y,(x) € K, se sigue de (V.8) que
(F(x),ya(x) —x) 20

Sumando las ultimas dos desigualdades, tenemos

(aVy (%, Yo (x)), % = Yo (x)) 2 0 (V.10)
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Es mas, de la convexidad fuerte de ¢(x,-) implica que
(vyd)(x: Ya(x)):x - ya(x)> +A0x - ya(x) "2

< ¢(x,x) = P (x, ¥ (¥))

<0
donde la dltima desigualdad se sigue a partir de (C2)-(C4). Esta
desigualdad y (V.10) implican
I x—y,(x)II=0
esto es,
X = Yo (x)

(=) Supongase que x = y,(x). Entonces, se tiene de (V.9) y Lema 5.2.1
que

(F(x),u—x)>=0, paratodo u € K,

lo cual implica que x es una solucién del PDV.

Ahora, estableceremos la equivalencia entre el PDV y la minimizacion no
restringida de g,;.

Teorema 5.3.4 Sea la funcién ¢ satisfaciendo (C1)-(C4). Entonces, gqz
es no negativa en R™. Es mas, gqz(x) = 0 si y solamente si x es una solucién
del PDV.

Prueba.

Por la Proposicion 5.3.2,

Gap(x) = (B —a)p(x,y5(x)),  Vx€ER" (V.11)

Entonces se sigue de (C2) que gqp €s no negativa en R™. Ahora se dara

la prueba de la ultima parte del teorema.
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Primero, supdngase que g.z(x) = 0. Entonces, (V.11), (C2) y (C4)
implican que x = yg(x). Asi, por el Lema 5.3.3, x es una solucion del PDV.

Para la prueba de la suficiencia, supongase que x es una soluciéon del
PDV. Entonces, por Lema 5.3.3, tenemos que x = y,(x). Se sigue de (C4) que
¢ (x,y.(x)) = 0. Entonces, dado que g,z €s no negativa, tenemos que g,z (x) =
0 por Proposicién 5.3.2

Este teorema nos dice que el problema de minimizaciéon global no
restringida:

mingep(x)

es equivalente al PDV siempre y cuando el PDV tenga solucion. En
particular, la minimizacion no restringida de g,z con g,z (x) = 0 estara contenida
en K automaticamente.

Observar que la equivalencia dada en el Teorema 5.3.4 no especifica
alguna suposicion en F. Para una funcion general F, sin embargo, g,z puede
tener puntos estacionarios los cuales no resuelven el PDV. Porque muchos
métodos de minimizacion no restringida Unicamente encuentran un punto
estacionario ( 6 un minimo local en el mejor caso) de la funcidén objetivo, en ese
sentido es importante saber las condiciones bajo las cuales algin punto
estacionario del g,z es actualmente una solucion del PDV. Para este proposito
necesitamos una condicion mas en ¢:

(C5) Para algunos x,y € R™",V,¢(x,y) = =V, ¢(x,y).
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Uno de los especialistas indicd que, si esta condicion, ¢(x,y) = Y(x — y)
se daba para alguna funcion ¥»: R™ — R. Entonces, tal funcion reduce a la funcion
¢, presentada en la seccion previa.

Bajo éstas condiciones en ¢, se presenta el siguiente lema.

Lema 5.3.5 Sea la funcién ¢ satisfaciendo (C1)-(C5). Entonces, para
algin x € R™, se tiene que

(Vg (x) = ¥a (%), BV P (x, ¥5 (X)) — aV,p(x, Y (x))) 2 0
Prueba.
Por (C5), se tiene que
(Vg (X) = Ya(2), BV (x, y5 (%)) — aVx (X, yo (X))
= (F(x) + BV, ¢ (x, y5(%)), Ya () — ¥p(x))
HF(x) + aVyd(x, yo (%)), yp (x) — yo (X)) (V.12)

Dado que yg(x) minimiza —¥;(x,) en K, la condicion de optimalidad de
primer orden (V.9) es satisfecha. Asi, haciendo u = y,(x) en (V.9), se observa
gue el primer término de lado derecho de (V.12) es no negativo. Similarmente, el
segundo término es también no negativo. En consecuencia, se tiene la
desigualdad deseada.

Ahora, se puede responder a la cuestion de cuando un punto estacionario

de gqp €s una solucién del PDV.

Teorema5.3.6 Sea la funcidn ¢ satisfaciendo (C1)-(C5). Supdngase que
Vgap(x) = 0. Si VF(x) es definida positiva, entonces x es una solucion del PDV.

Prueba.

Por Teorema 5.3.1, tenemos
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0=Vgup(x)
= VF(xX)(p(x) — ya (%))
TRV (x, yp (%)) — aVidp (X, Yo (x)) (V.13)
Multiplicando (V.13) por yz(x) — y.(x), tenemos
0 = (¥p(x) = ¥a (), VF () (Vg (%) — ya(x)))
(Vg () = Ya (%), BV @ (X, yp (%)) — aVy P (X, Yo (X)))- (V.14)
Por Lema 5.3.5, el segundo término en el lado derecho de la ecuacion
(V.14) es no negativa. Se sigue de (V.14) y el hecho de que VF(x) es definida
positiva,
Yp(x) = Ya(x) = 0.
Asi, por (V.13), se tiene que
0 =BV, (x,yp(x)) — aVidp(X, Yo (X))
= (B — )V (X, Yo (X))
Entonces se sigue de (C5) que
Vy (%, Yo (x)) = 0.
Por Lema 5.2.1, tenemos x = y,(x). Consecuentemente, por Lema 5.3.3,
x es una solucién del PDV.
La definida positividad de VF(x) impuesta en el Teorema 5.3.6 no puede
ser reemplazada por la suposicion de estricta monotonia en F. Para probar esto,
se muestra un ejemplo propuesto por Yamashita & Fukushima (1995) conn =1

tal que

F(x)=(x—-33+4+1, K=[0,+], ¢(x,y)=(1/2)1Ix—yl>
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Note eso F es estrictamente mondétono, pero VF (x) no es definida positiva
en x = 3. Este PDV tiene una Unica solucion en x = 2. Pero, para a = (1/2) y
B =2, Vg.z(x) =0 es también satisfecha por x = 3, el cual no es una solucion
del PDV.
5.4 Cotade error global

En esta seccion, se investiga las condiciones bajo las cuales g,z provee
una cota de error global para el PDV. En todas las partes de esta seccion,
asumiremos que la funcion ¢ satisface la siguiente condicion:

(C6) V,¢(x,) es uniformemente continua Lipschitz, es decir, existe una
constante L > 0 tal que para algan x € R™,

I1Vyd(y1) = Vydp (o, y) ISLIyy —y2 I, Vy,y, €R™

Recalcamos que la condicion (C5) no sera necesario en ésta seccion.

Para establecer los resultados sobre la cota de error, necesitamos los
siguientes dos lemas. El primer lema da condiciones bajo las cuales el residuo
natural proporciona una cota de error global en el espacio entero. Para garantizar
ésta Ultima propiedad, en el caso general, requiere la fuerte monotonia y
continuidad Lipschitz de F, como en Wu et al. (1993) y Pang (1987), el cual
parece ser muy restrictivo en la practica. En el mismo lema, sin embargo,
demostraremos que la continuidad Lipschitz de F puede ser quitado cuando el
conjunto K es compacto, podemos asumir la compacidad de K, el cual puede ser
justificado cuando F es fuertemente mondétono. En efecto, cuando F es
fuertemente mondétono, el PDV tiene una unica solucion x*; asi, en la practica, el

problema puede ser equivalentemente planteado sustituyendo el conjunto K por
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su interseccién con una esfera bastante grande de tal manera que contenga a la
solucion x*.

Lema5.4.1 Sealafuncion ¢ satisfaciendo (C1)-(C4) y (C6). Supdngase
que F es fuertemente monotono en R™. Si F es continua Lipschitz en R™ 0 si K
es compacto, entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

lx—x"lI<clyg(x)—x I, ¥V x€R"

donde x* es la Unica solucion del PDV.

Prueba. Para el caso donde F es continuamente Lipschitz en R",
considera una derivacion de (27) en la prueba de Wu et al. (1993), Proposicién
3.5. Note que en dicha prueba se asume que x € K, ésto también sera verdadero
cuando x ¢ K.

Provaremos el caso cuando K es compacto. Dado que K es compacto,
existe un namero positivo b > 0 tal que

Kc {x/ll x I< b}.
Sea B la esfera cerrada centrada en el origen con radio 3b, esto es,
B ={x/Il x II< 3b}.

Dado que F es continuamente diferenciable, F es continua Lipschitz en B.
Entonces, nosotros podemos modificar la prueba para el caso donde F es
continua Lipschitz en R™ para demostrar eso, existe un nimero positivo ¢’ > 0 tal
que

lx—x"lI<c lx—ys(x)ll, Vx€EB (V.15)

Ahora, sea x un punto arbitrario tal que x & B, esto es, |l x [I> 3b.

Entonces, se sigue de la desigualdad triangular

Ix —x* <l x —yg(x) I +1l yg(x) Il +1I x™ |
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<Il x — yg(x) Il +2b, (V.16)
donde la ultima desigualdad se sigue de que x* € K 'y yz(x) € K, €so es,
Il x*lI<b, Nlyg(x)lI<b.

También, de la desigualdad triangular, tenemos
Il x —yg () =1 x I =1l yg(x) |l
>3b—b
=2b (V.17)
Asi, se sigue de (V.16) y (V.17) que
lx—x"lIS2lx—yg(x)l, Vx&B (V.18)
Sea ¢ = max{c', 2}, tenemos de (V.15) y (V.18)
Ilx—x"lI<scllx—yg(x)l, Vx€R™
Lema 5.4.2 Sea la funcién ¢ satisfaciendo (C1)-(C4) y (C6). Entonces
se tiene que
A x = yo (0) 1P< d(x, ya (%))
<(L/2) N x—y,(x) >, V x €R" (V.19)
donde A > 0y L > 0 son los parametros en (C3) y (C6), respectivamente.
Es mas, se tiene que
AB =) Il x — yp(x) IP< gop(x)

<[L(B—a)/2] Il x — y (x) II?, Vx € R" (V.20)

Prueba. Primero, se demuestra la desigualdad del lado izquierdo en
(V.19). Se observa que

(%, Yo (X)) = (%, Ya (%)) — P (x, Xx)

68



> (Vy (%, %), Ya () = x) + A1l x = yg I7 (V.21)
donde la igualdad se sigue de (C4) y la desigualdad se sigue de (C3).
Dado que (C2) y (C4) implican

0=¢Cxx) = ming(x,y),
tenemos
V,p(x,x) = 0 (V.22)
Asi, sustituyendo (V.22) en (V.21), se obiene

P, Ya (X)) Z A1l x = yu (x) I7
Prosiguiendo, demostraremos la desigualdad del lado derecho en (V.19).

Por ¢(x,x) = 0y (V.22), se tiene que
B0, Yo (1)) = P (6, Yo (1)) — B(x, %)
= [§ (Vy@@x + t(a(x) = 1)), Yu(x) — x)dt
= [ (V@@ x + t0a(x) = 1)) = V,(x, %), Yo (x) — X)dt
< Ji Ll ya(x) —x I1? tdt

= (L/2) 1 Ya(x) — x II%,
donde la ultima desigualdad es sigue de (C6). Finalmente, la Proposicion

5.3.2y (V.19) implican que:
AB = a) Il x = yp(x) I?< gop(x)
< [@] Il x —y,(x) II?, Vx€R"

De los dos lemas anteriores, se obtiene la siguiente cota de error global

para el PDV.
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Teorema 5.4.3 Sea la funcion ¢ satisfaciendo (C1)-(C4) y (C6).
Supongase que F es fuertemente monétono en R™. Si F es continua Lipschitz en
R™ 6 si K es compacto, ./g.s Proporciona una cota de error global para el PDV.

Prueba. Por Lema 5.4.1y (V.20) en Lema 5.4.2, tenemos

lx—x* 1< [c/yAB — )] /Gap. ¥V x €R™, (V.23)
donde x* es la Unica solucion del PDV.
Corolario 5.4.4  Sea la funcién ¢ satisfaciendo (C1)-(C4) y (C6).
Supongase que F es fuertemente monétono en R™. Si F es continua Lipchitz en
R™ 06 si K e compacto, entonces tenemos

lim gaﬁ(x) = +-o00;

llxcli—00
asi, los conjuntos de nivel de g,z son compactos.
Prueba. Tomando limite en (V.23) cuando || x [l- oo uno tiene,

+o00 < lim gep(x) < +oo,

lx||—c0

55 Método de descenso
En ésta seccion, discutiremos un método iterativo para solucionar PDV.
En toda ésta seccién, asumiremos que la funcion ¢ satisface (C1)-(C6).
Por ejemplo,
PCy)=1/2) Il x—yl?
satisface (C1)-(C6).
Del Teorema 5.3.1 y Lema 5.3.5 se sigue que, cuando VF(x) es definida

positiva, el vector

d = ya(x) = yp(x) (V.24)
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es una direccion de descenso de g,z en x, es decir, d # 0y Vgqp(x) # 0
implican
(Vgap(x),d) = —(yp(x) = Ya (x), VF (x) (g (x) = ya(x)))
—(Vp (%) = Ya (%), BV (x, yp (%)) — aVyp(x, Yo (X))
<0
También, puede parecer viable considerar un método de descenso la
cual emplea el vector d definido por (V.24) como una direccion de basqueda. Tal
método generaria una sucesion que converge a un punto x tal que
d=y(x) —yg(x) =0
Sin embargo, y,(x) = yz(x) no nos asegura que x sea una solucién del
PDV. Observe, de la prueba del Teorema 5.3.6, es visto que, si y,(x) = yp(x) ¥y
X €s una punto estacionario de g.g, entonces x es una solucion del PDV. Por lo
tanto, como en el método descenso propuesto en Yamashita & Fukushima
(1995), adoptaremos al vector
d=r(x)+ ps(x)
como una direcciobn de busqueda, donde p es una constante
suficientemente pequefia y
(%) = Ya(x) = yp(x),
s(x) = aVydp(x, Yo (X)) = BV (x, y5(x))
Ya que el vector d no depende de la matriz jacobiana VF(x), d es por lo
general mucho mas facil para evaluar que el gradiente Vg,z. El siguiente lema
demuestra que, bajo la suposicion de fuerte monoticidad en F, el vector d es

actualmente una direccion de descenso de la funcion g.g en x. En la prueba de

71



dicho lema se usa la misma técnica como en Yamashita & Fukushima (1995),

Lema 3.1.
Lema5.5.1 Sea la funcién ¢ satisfaciendo (C1)-(C6). Supdngase que F
es fuertemente mondtono con modulo u en R™ y que F es continua Lipschitz 6 K
es compacto. Sea x° un punto arbitrario de R™. Entonces, existe una constante
positiva p tal que, para cada x en el conjunto de nivel T(x%) = {x/gap(x) <
9ap(x®)}, el vector d = r(x) + ps(x) satisface
(d,VGgap(x)) < =(u/2)(I r(x) | +p Il s(x) )2
Prueba. Del Teorema 5.3.1, tenemos
(d,Vgap(x)) = (d, VF (x) (Vg (x) — Ya(x)))
+{d, BV (X, yp (X)) — aV,P(x, Ya (X))
= —(d, VF (x)r(x)) — (d, s(x))
= —(r(x), VF()r(x)) — p(s(x), VF (x)r (x))

—(r(x),s()) = p Il s(x) II? (V.25)

Note que, por el Corolario 5.4.4, el conjunto de nivel T(x°) es acotado y
asi compacto. Ya que VF(x) es continua, existe una constante t > 0 tal que
| VF(x) IS 7, V x€T(x°)
También, tenemos
—(s(x),VE()rx))y <t llr(x) Il s(x) I, vx € T(x?). (v.26)
Dado que F es fuertemente monotono con modulo u, tenemos
(r(x), VE()r(x)) = u ll (x) II%. (V.27)

Por Lema 5.3.5, tenemos
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(r(x),s(x)) = 0 (V.28)
Asi, se sigue de (V.25)-(V.28) que
{d, Vgap())
< —u @) 12+ 7o I r(x) I s(x) 1| —p Il s(x) 112 (V.29)
Se observa que el lado derecho de (V.29) puede ser reescrito como:
—p () 12+ zp I r(x) Il s@) 1| —p 1l s(x) 112
= —(u/2)( () Il +p 1 s(x) D2 = (1/2) I 7() I —/p I s(x) 1)?
+(1/2)(up — Dp Il s(x) 117
(P + 7B = 1) 1) I s(x) 1. (V-30)
Entonces, cogiendo p satisfaciendo
p < min{1/u,u/(u +1)?},
tenemos
up—1<0, pfp+tfp—Ju<o. (V.31)
Se sigue de (V.29), (V.30) y (V.31) que
(d,Vgap () < —(u/2)(I 7(x) Il +p 1l s(x) I)2.
Esto completa la prueba.

Ahora, se propone un algoritmo el cual emplea la direccion de basqueda

Algoritmo 5.5.2
: Seleccionamos un punto inicial x° € R® y parametros p >0, y €
(0,1),y "k" > 0. Sea k: = 0.

1 Si gap(x*) = 0, entonces detenerse. En otro caso, ir al paso 3.

: Sea df: = r(x*) + ps(x®).
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: Sea m un entero nonegativo pequefio tal que

Gap (X +yTd) — gag () < —y™ k"I (") I +p Il s(x*) Il y sea

xktl:= x* +t,d*, donde ty:=y™.

Retornar al paso 2 con k reemplazado por k + 1.

Observar que, por Lema 5.5.1, la buqueda lineal de tipo Armijo puede
siempre encontrar un tamafio de paso t;, > 0 para cada K, a condicién de que el
parametro "k" es escogido mas pequefio que u/2. En la préctica, sin embargo,
el valor exacto de u es por lo general desconocido. También, necesitamos
recurrir ha alguna estrategia secreta para encontrar un adecuado valor del
parametro "k".

Ahora se establece un teorema de convergencia para el algoritmo.

Teorema5.5.3 Sea la funcién ¢ satisfaciendo (C1)-(C6). Supdngase que
F es fuertemente mond6tono con médulo u en R™ y que F es continua Lipchitz 6
K es compacto. Supbéngase también que p es bastante pequefio para garantizar
la condicion de descenso dado en el Lema 5.4.4 y que "k" es menor que u/2).
Entonces, la sucesion {x*} generada por el algoritmo converge a una Unica
solucién del PDV.

Prueba. Por la propiedad de descenso del algoritmo, la sucesion
generada {x*} esta contenida en el conjunto de nivel

T(x°) = (/9ap(x) < Gap(x")}.

Por Corolario 5.4.4, el conjunto de nivel T(x°) es compacto, lo cual implica
que existe al menos un punto de acumulacion de {x*}. Ya que la sucesion
{9ap (x¥)} es nonegativa y monétona decreciente, ésta converge ha algin ap =

0.
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Se asume que g,z > 0. Sea x* algun punto de acumulacion de {x*},y sea
{x*¥} e Una subsucesion el cual converge a x*. Note que, dado que, y,(-) y yp(:
) son continuas, el acotamiento de {k*} implica el acotamiento de {r(x*)} y
{s(x®)}, lo cual a su turno implica el acotamiento de {d*}. Cogiendo una
adecuada subsucesion si es necesario, podemos asumir sin perdida de
generalidad que d* — d*. Note que

d* =r(x") + ps(x"),

dado que r y s son continuas. Por la regla de la busqueda lineal del
algoritmo, tenemos

Fap (X + 6,d*) — gop(x’) < —t"k" (I (") Il +p I s(x¥) 1)?,
lo cual implica que {t, (Il 7(x*) Il +p Il s(x*) 1)?} converge a 0. Si {t;} es
acotado lejos de 0, entonces tenemos
I ) I +p Il s(x*) 11> 0;
es decir,
Ir ) I +p Il s(x) II=0
Ahora, supongase que existe una subsucesion tal que t, — 0. Laregla de

la busqueda lineal indica que

[gaﬁ(xk + t,kdk) - gaﬁ(xk)]
t'x

> ="k"(l (x®) I +p Il s(x) 1)2, (V.32)
donde t';, = t,/y. Dado que t';, — 0, tomando limite en ambos lados de
(V.32) se obtiene
(Vgap(x),d*y = ="k"(I r(x*) Il +p Il s(x*) II)? (V.33)

Dado que
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d* =r(x") + ps(x),
como lo mencionado arriba, el Lema 5.5.1 y (V.33) implican que
=k r(x*) I +p Il s(x*) 1I)?
< —W/2)Ure) I +p Il s(x*) 1)? (V.34)
dado que "k" < u/2 por suposicion, (V.34) implica que
Ir(x ) Il +p Il s(x™) =0
Consecuentemente, se tiene
r(x*)=0,s(x*) =0.
Dado que
r(x") = Ya(x") = yp(x7),
s(x*) = aVp(x, Ya(x7)) — BV P (x, yp(x7)),
El Teorema 5.3.1 indica que Vg,g(x*) = 0. Asi, se sigue del Teorema
5.3.6 que el punto de acumulacién x* de {x*} resuelve el PDV; luego por
Teorema 5.3.4, gqp(x™) = 0. Esto es una contradiccion con nuestra hipotesis
9ap(x*) = gap > 0. Por lo tanto, se debe tener que g,z (x*) — 0, lo cual implica
que algiin punto de acumulacién x* de {x*} satisface g,z(x*) = 0, y asf resuelve
el PDV. Desde que la fuerte monotonia de F garantiza que la solucién del PDV
es Unica, podemos concluir que la sucesion entera {x*} converge a la solucién

del PDV.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacion y demostracion de la hipo6tesis con los resultados

Esta seccion esta dedicada a demostrar que las hipoétesis planteadas en
el Capitulo Ill, se verifican.

Con respecto a la hipotesis Hi, planteada en la Seccion 3.1.1, la cual es:

Hi: Existe una funcion gap multiparamétrica que permite reformular el
problema de desigualdad variacional como un problema de optimizacion
diferenciable y sin restricciones.

La funcién gap multiparamétrica esta definida en (V.7) en la Seccién 5.3.

Esta funcion diferenciable g,z permite, por medio del Teorema 5.3.4, reformular
el PDV como un problema de optimizacion diferenciable y sin restricciones a
partir de la igualdad g,z = 0. Esto muestra que Hise verifica.

Por otro lado, en relacién con las hipétesis especificas:

Hi: Existen condiciones para que un punto estacionario de la funcién gap

multiparamétrica sea solucion del problema de desigualdad variacional.
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H2: Existen condiciones para que a partir de la funcion gap
multiparamétrica se pueda obtener una cota de error global para el problema de
desigualdad variacional.

Hs: Existe un método iterativo basado en la funcién gap multiparamétrica
gue permite resolver el problema de desigualdad variacional.

Todas ellas fueron probadas en los Teoremas 5.3.6, Teorema 5.4.3 y
Teorema 5.5.3 respectivamente.

Con respecto a Hs, el Algoritmo 5.5.2 muestra un método iterativo que
permite solucionar el problema de desigualdad variacional por medio del
Teorema 5.5.3. Esto verifica directamente Hs.

Por lo tanto, se logré demostrar las hipotesis propuestas.

6.2 Contrastacion de los resultados con otros estudios similares

Los resultados del estudio coindicen con los resultados de Blanco Louro
et al.(2003) ya que empled una funcion D-gap para reformular el PDV como un
problema de optimizacién diferenciable, pero enfocandose en los problemas de
complementariedad no lineal.

Los resultados del estudio coinciden con algunos resultados obtenidos por
Paz (2011) en cuanto a la presentacion de la teoria de desigualdades
variacionales y metodologias para resolver un PDV.

6.3 Responsabilidad ética de acuerdo con los reglamentos vigentes

En el estudio se respetaron los derechos de autor, para ello se citaron y

referenciaron las fuentes consultadas haciendo uso de las Normas APA séptima

edicion.
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VII. CONCLUSIONES

. En el trabajo de investigacion, se generalizé la funcion D-gap propuesta por
Peng (1997) para el PDV y se demostrd que la funciébn generalizada,
denominada funcidn gap multiparamétrica, goza de varias propiedades
importantes.

. Se establecio las condiciones para que un punto estacionario de la funcion
gap multiparamétrica sea solucion del problema de desigualdad variacional.

. Se demostré que existen condiciones para que a partir de la funcién gap
multiparamétrica se pueda obtener una cota de error global para el PDV.

. Se presentd un método de descenso basada en ésta funcion gap
multiparamétrica y se establecié un Teorema de convergencia global.

. Los resultados obtenidos en este trabajo sugieren que la funcién gap
multiparamétrica puede servir como una herramienta muy util en el estudio del

PDV.
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VIII. RECOMENDACIONES

1. En el Teorema 5.4.3, se asumié la continuidad Lipschitz de F asi como la
fuerte monotonia para mostrar que la \/g_a/; proporciona una cota de error
global, cuando ninguna suposicion especial sobre K es hecha. Sin embargo,
tenemos demostrado que, en el caso especial donde K es compacto, \/gTw
proporciona una cota de error global sin la condicion de Lipschitz en F.
Entonces, nos preguntamos lo siguiente, ¢ sera cierto que \/g_a,; proporciona

una cota de error global solamente bajo la fuerte monotonia de F, incluso si K
es un conjunto convexo general? Se recomienda explorar esta interrogante
para futuros trabajos.

2. Para futuros trabajos de investigacién se recomienda estudiar el caso de
funciones gap regularizadas, pero para desigualdades variacionales no
mondtonas, es decir, cuando F no es monotono.

3. Se recomienda estudiar, a las funciones gap multiparamétricas en problemas
de equilibrio, establecer condiciones para que un punto estacionario de estas
funciones sea solucién del problema de equilibrio, asi como encontrar una
cota de error para este problema y establecer un método de descenso basado
esta funcion que permita resolver el problema de equilibrio.

4. Finalmente, se recomienda estudiar, como problema de aplicacion, el
problema de la asignacion de flujos de transito a redes de transporte urbano,
donde el problema del usuario se aborde mediante una desigualdad
variacional y plantear un tipo de funcion gap que permita resolver dicho

problema.
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ANEXOS

Anexol: Matriz de consistencia

PROBLEMAS OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA POBLACION VARIABLES
Y MUESTRA
General General General Tipo y disefio
de
investigacion
¢Es posible Determinar una Existe una Tipo de estudio
determinar una funcion gap funcion gap béasica
funcién gap multiparamétrica  multiparamétrica
multiparamétrica  que permita gue permite Disefio de
gue permita reformular el reformular el investigacion no
reformular el problema de problema de experimental
problema de desigualdad desigualdad
desigualdad variacional como variacional como
variacional como un problema de un problema de
un problema de optimizacion optimizacion
optimizacion diferenciable e diferenciable e
diferenciable e irrestricto. irrestricto.
irrestricto?
Por la
Especificos Especificos Especificos Método de naturalezade Variable 1:
investigacién la Problema de
1. ¢ Cudles son 1.Establecer las  1.Existen investigacion,  desigualdad
las condiciones  condiciones condiciones Método inductivo  tratandose de  variacional
para que un para que un para que un — deductivo un estudio
punto punto punto cualitativo
estacionario de estacionario de estacionario de Método de documental,
la funcién gap la funcién gap la funcion gap anélisis y la poblacion y
multiparamétrica  multiparamétrica  multiparamétrica  sintesis muestra no
sea solucion del  sea solucion del  sea solucion del aplica. Variable 2:
problema de problema de problema de Método de Funcion gap
desigualdad desigualdad desigualdad escritorio o
variacional? variacional. variacional. biblioteca
2. ¢(Cuales son 2. Determinar 2.Existen
las condiciones las condiciones condiciones
para que a partir  para que a partir  para que a partir
de la funcion de la funcién de la funcion
gap gap gap
multiparamétrica  multiparamétrica  multiparamétrica
se pueda se pueda se pueda

obtener una cota
de error global
para el problema

obtener una cota
de error global
para el problema

obtener una cota
de error global
para el problema

de desigualdad de desigualdad de desigualdad
variacional? variacional. variacional.
3. ¢ Se puede 3. Establecerun  3.Existe un

establecer un
método iterativo
basado en la
funcién gap
multiparamétrica
gue permita
resolver el
problema de
desigualdad
variacional?

método iterativo
basado en la
funcion gap
multiparamétrica
que permita
resolver el
problema de
desigualdad
variacional.

método iterativo
basado en la
funcién gap
multiparamétrica
gue permite
resolver el
problema de
desigualdad
variacional.
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