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RESUMEN

Esta tesis tiene como objetivo demostrar que la siguiente ecuacién tiene solucion

débil positiva
p—1
- {M (/ \Vu\pdm)] Ayu = f(z,u) en Q, u = 0 sobre 09,
Q
el cual representa un tipo generalizado de problemas no locales llamados del tipo

p-Kirchhoff, donde 2 es un dominio suave acotado de R, 1 < p < N.

Las funciones involucradas en el problema satisfacen las condiciones

f:Q xR — R es una funciéon de Caratheodory
que satisface la condicién de crecimiento subcritico
|flz, )| <clt|" Ve eQ, VteRyc>0

donde p < q < p*

(M)

(M. M : R — R es una funcién continua y existe una
constante positiva mg > 0 tal que M(t) > my >0, Vt € R

donde:

es el exponente critico de Sobolev.

El teorema del paso de la montana, permite demostrar la existencia de solucién
débil para el problema (P).
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ABSTRACT

The objective of this thesis is to prove that the following equation has a weak

solution
p—1
- [M (/ |VU|pd$)} Ayu = f(x,u) en Q, u =0 sobre 9,
Q

which represents a generalized type of problems called p-Kirchhoff equations, where
Q2 is a bounded smooth domain of RV, 1 < p < N.

f:Q xR — R es una funciéon de Caratheodory

que satisface la condiciéon de crecimiento subcritico
(M) |flz, )| <clt|" Ve eQ, VteERyc>0

donde p < q < p*

(M. M : R — R es una funcién continua y existe una
constante positiva mg > 0 tal que M(t) > mg >0, Vt € R

where:

is the critical exponent of Sobolev.

The mountain pass theorem allows us to prove the existence of a weak solution to
the problem (P).
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INTRODUCCION

En 1883 aparece por primera vez en el trabajo de Kirchhoff la siguiente ecuacion

ou

d%u P, E [F
ox

"o~ \h "ot

o*u

la cual es conocida como la ecuacion hiperbolica de Kirchhoff. Esta ecuaciéon extiende
la clasica ecuacion de onda de D’Alambert, considerando los efectos del cambio en
la longitud de la cuerda durante las vibraciones.

Los parametros en la ecuacion (1) tienen los siguientes significados: L es el cambio
de longitud en la cuerda, h es el drea de su seccion transversal, F es el modulo de
Young del material del cual esté hecha la cuerda, p es la densidad de la masa y F,
es la tension inicial.

Posteriormente se generaria una version estacionaria de la ecuacion (1) conocida
actualmente como la ecuacion clésica de Kirchhoff:

—M([Ju|*)Au = f(x,u) en
uw =0 en 02 2)

donde |Ju|]® = / |Vu|? es la norma en H}(Q).
Q

En este trabajo se considerara la siguiente clase de problemas elipticos

—[M([[u]")P~ Apu = f(x,u) en Q
uw =0 en 02

donde Q C RY es un conjunto acotado, bien regular de clase C', f : Q@ xR — Res
una funciéon de Caratheodory y M : R — R es una funcién continua que satisface
las condiciones que se indicard a posteriori, Ayu es el operador p-Lapaciano y |||
es la norma usual en VVO1 ?(€2). El problema anterior es denominado “p-Kirchhoff” y
viene a ser la generalizacion de (2).

El objetivo de este trabajo de tesis es investigar la existencia de soluciones positivas
para la clase de problemas de valores limites no locales de tipo p-Kirchhoff.



I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripciéon de la realidad problematica

Consideremos la clase de problemas de valores limites no locales de tipo p-Kirchhoff
descritos de manera general como sigue

| =M llP) P Apu = (2, u) en Q
(P): u =0 en 0N

Donde © C RY es un conjunto acotado, bien regular de clase C*, f : QxR — R es
una funciéon de Caratheodory y M : R — R es una funcién continua que satisface
las condiciones M (t) > mq > 0, para todo ¢ € R, A,u es el operador p-Lapaciano,

tal que
"0 ou
Apu = P2 1 N
HU ;&'Ei <|Vu| 8@) ,l<p<

donde ||-|| es la norma usual en W, ”(Q) dada por

lull” = / IVl do
Q

Aqui asumiremos que f : 2 x R — R es una funcién de Caratheodory que satisface
las condiciones de crecimiento subcritico.

|flaz, )| <clt]™ Ve eQ, VteRyc>0 (1.1)

.N
dondep<q<p*:p—.
N—p
Es asi que en el presente trabajo demostraremos la existencia de soluciones positivas
en el sentido débil para el problema (P) mediante el uso de métodos variacionales,

en particular el uso del método del paso de la montana.



1.2. Formulacién del Problema

1.2.1. Problema General

. Existen soluciones débiles positivas para una ecuacion eliptica del tipo p-Kirchhoff?

1.2.2. Problemas Especificos

1. ;Cual deberia ser el espacio de fase débil para una ecuacién eliptica del tipo
p-Kirchhoft?

2. ;Qué condiciones deben tener las fuerzas estructurales y el operador M de
Kirchhoff, para que una ecuacion eliptica del tipo p-Kirchhoff posea soluciones
débiles positivas?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Mostrar que existen soluciones débiles positivas para una ecuacion eliptica de tipo
p-Kirchhoff.

1.3.2. Objetivos Especificos

1. Establecer el espacio de fase débil para una ecuacién eliptica de tipo p-Kirchhoff.

2. Establecer las condiciones para las fuerzas estructurales y el operador M de
Kirchhoff para que una ecuacion eliptica del tipo p-Kirchhoff posea soluciones
débiles positivas.

1.4. Justificacion

El proposito de este trabajo es investigar la existencia de soluciones positivas para
la clase de problemas de valores limites no locales de tipo p-Kirchhoff, pues el interés
matematico viene aumentando debido a que representan una variedad relevante de
situaciones fisicas aplicadas en las ingenierias. Ademas se tiene la presencia del
operador p-Laplaciano que aparece en varias areas de la ciencia como Astronomia,
Climatologia, Fluidos no newtonianos, extracciéon de petréleo, etc. Por ejemplo, en
el estudio de sensibilidad de un modelo estacionario que aparece en Climatologia



con relacion a la variacion de la constante solar, en problemas de reaccion-difusion,
como también en flujos en medios porosos.

En particular, los sistemas elipticos no locales como el que se plantea en este trabajo,
modelan difusiéon de especies o fendémenos fisicos donde la temperatura tiene un rol
central al desencadenar una reacciéon. Su espectro de estudio es amplio: desde la
Fisica e Ingenierfa a la Dindmica de Poblaciones. Para un mejor entendimiento se
puede ver el articulo referencia Alves et al. (2005).

En esta tltima década el estudio de los sistemas elipticos no locales del tipo Kirchhoff
ha cobrado particular interés, sobre todo después del trabajo de Lions (1969), de-
bido a que son modelos que representan una gran variedad de situaciones fisicas en
Ciencias e Ingenieria y requiere herramientas nada triviales para resolverlos. En este
trabajo, utilizamos un acercamiento a los explorados en los articulos Alves et al.
(2005), Corréa and Figueiredo (2006) y Chabrowski and Yang (1997).

En este sentido los modelos, que incluyen operadores no locales del tipo Kirchhoff,
han sido recientemente considerados por diversos investigadores. Se espera con este
estudio permitir entender y explicar la metodologia usada por los autores en la reso-
lucién de estos problemas, sirviendo como base de apoyo para el avance matematico
en la comunidad cientifica de nuestro pafs.

1.5. Delimitantes de la Investigaciéon

1.5.1. Delimitante Teo6rico

No se aplica en este tipo de proyecto.

1.5.2. Delimitante Temporal

No se aplica en este tipo de proyecto.

1.5.3. Delimitante Espacial

No se aplica en este tipo de proyecto.



II. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1. Internacionales

Positive Solutions for a Quasilinear Elliptic Equation of Kirchhoff Type.
C.O. Alves, F. J. S. A. Corréa, T. F. Ma (2005).

Este articulo se centra en determinar la existencia de soluciones positivas para la
clase de problemas de valor limites no locales del tipo

-M (/ |Vu|2dx) Au= f(z,u), en€Q, wu=0, sobredf.
Q

Donde ) es un dominio suave acotado de R™, M es una funcién positiva y f tiene
crecimiento subcritico. El desarrollo de este trabajo se divide en dos partes: En

. . y 2
la primera se considera la ecuacion —M ( / |Vul dw) Au = u? y se muestra la
Q

existencia de soluciones positivas; en la segunda parte se establece una formulaciéon
variacional del problema para presentar el resultado principal.

Remarks on an Elliptic Equation of Kirchhoff Type. T. F. Ma (2005).

Este articulo tuvo por objetivo recolectar algunos trabajos relacionados a los pro-
blemas quasilineales elipticos de valor limite del tipo

—M(/|Vu|2dx)Au:f(:c,u), en ), wu=0, sobre dS.
Q

Donde © C RY es un dominio acotado suave, M : RT — R es continua y
f QxR — R tiene un crecimiento subcritico. A partir de unificar los traba-
jos relacionados, se mostro la existencia y unicidad para un problema bésico, se
discuti6 la existencia y unicidad para el problema cuando f(x,u) = f(x); se consi-
der6 la existencia de soluciones positivas para f(z,u) = u? y se aplicaron métodos
variacionales para problemas sub y super-lineales.

On the Existence of Positive Solution for an Elliptic Equation of Kirchhooff
Type via Moser Iteration Method. F. J. S. A. Corréa, G. M. Figueiredo. (2006)



En este articulo se continta con el estudio de “Positive Solutions for a Quasilinear
Elliptic Fquation of Kirchhoff Type”, pues se extiende el trabajo al considerar linea-
lidades supercriticas. Se estudian algunas preguntas relacionadas a la existencia de
soluciones positivas para el problema eliptico no lineal

-M (Hqu) Au= f(\u), en, u=0, sobredSd.

Donde ) es un dominio suave acotado de RY, M : Rt — R es una funcién con
un comportamiento particular, f : R™ x R — R es una funcién no lineal, y ||-|| es
la norma usual en Hj(£2). Con la intencién de resolver dicho problema primero se
considera un problema truncado que involucra solamente un exponente subcritico de
Sobolev y se muestra que la solucion positiva del problema truncado es una solucion
positiva del problema principal.

On an Elliptic Equation of p-Kirchhoff Type via Variational Methods. F.
J. S. A. Corréa, G. M. Figueiredo. (2006)

Este articulo estudia la existencia de soluciones positivas para las clases de proble-
mas de valor limites no locales del tipo

p—1
—[M (/ ’VU!deC)] Apu= f(z,u), enQ, u=0, sobredQ
Q
y
p—1
— [M </ Vul’ d:v)} Apu = f(z,u)+ A \u|si2 , en, u=0, sobredf.
Q

Donde €2 es un dominio suave acotado de R¥, 1 <p < N, s> (pN)/(N —p), M y
f son funciones continuas; en ambos casos se emplean métodos variacionales.

Problemas Elipticos Nao-Locais do Tipo p-Kirchhoff. Rubia Gongalves Nas-
cimento (2008).

En este trabajo de tesis de doctorado se usaron algunas técnicas del analisis fun-
cional no lineal para estudiar la existencia de soluciones para la siguiente clase de
problemas.
{ —[M(ullf )P~ Apu = f(z,u) en Q... (x)
u =0 en 09,

Donde © C RY es un dominio acotado suave, f : @ x Rt — Ry M : Rt — R,
R* = [0, 400), son funciones satisfaciendo ciertas condiciones y A, es el operador
p-Laplaciano.

2.1.2. Nacionales
Existencia Local y no Existencia Global para un Sistema de Ecuaciones
de Onda no Lineal con Operador p-Laplaciano. Teéfanes Quispe Méndez,

Yolanda Santiago Ayala y Félix Pariona Vilca (2013).

5



En este articulo se consider6 el problema de valores iniciales y de frontera para el
siguiente sistema de ecuaciones de onda no lineal con operador p-Laplaciano:

u" — Apju — Au' = fi(u,v) en Qx]0, 0],
V"' — Apu — AV = fo(u,v) en 2x]0, 0],
con condiciones iniciales
u(z,0) = ug(z), u'(x,0) =uy(z), en Q,
v(z,0) = vg(x), v'(x,0) =vi(z), en Q,
y condiciones de frontera
u(z,t) =0, en 92x]0, 0],
v(z,t) =0, en 002x]0, 0],

donde Q es un conjunto abierto y acotado de RY con frontera suficientemente regular
02, A es el operador Laplaciano. A, es el operador p-Laplaciano definido por

Ayw = div (|[Vu"? Vo),

conp > 2,V es el operador gradiente, div es el operador divergencia. f;(s,r),i = 1,2,

son funciones reales no lineales continuas para (s,r) € R* w' := %—‘:, w” = %TS).

Sobre una Ecuacién Eliptica del Tipo p(z)-Kirchhoff con Término Fuente
no Local. Eugenio Cabanillas Lapa, Willy Barahona Martinez, Rocio De La Cruz
Marcacuzco, Gabriel Rodriguez Varillas y Luis Macha Collotupa (2014).

En este articulo se estudi6 el problema del tipo p(z)-Kirchhoff

p(z)
—M </Q NZ:Z:’U) dﬂﬁ) div(|Vul["® = Vu) + )‘/ u(z)@dr = f(z) en Q

Q
u=0 sobre 0f2

donde € es un dominio acotado de RY con frontera regular 92, p(x),r(z) € C4 ()
con

1 < p~ = minp(e) < p* = méxp(x) < 00
z€Q z€Q

1 <r” =minr(zr) <r" =mixr(z) < oo,
e z€Q

M es una funcién continua, f es una funciéon de Caratheodory y A < 0.

Nonlinear elliptic Equations with Maximal Growth Range. Yony Rail San-
taria Leuyacc (2017).

El propoésito de este trabajo de investigacion fue estudiar la siguiente ecuacion elip-
tica no lineal:

—ou = f(u), x €}
ue WL (Q), 1<r <2,
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donde € es un dominio acotado en R? y f tiene un rango de crecimiento maximo.

En orden de estudiar el crecimiento méximo de f en el problema eliptico —Au =
f(u), se tuvieron en cuenta algunas propiedades de W, ?(Q), donde Q es un dominio
acotado en RY con N > 3. Los teoremas clésicos de Sobolev afirman que las siguien-
tes inmersiones son continuas: W, *(Q) C L(Q) para todo 1 < ¢ < 2* = 2N/(N—2).
Asi, usando métodos variacionales, se consider6 el maximo crecimiento de la funcién

f en W,2(Q) del tipo:
2*—1

[f(s)] ~ s

2.2. Bases Teoéricas

Esta seccion esta dedicada a mostrar el contenido teérico necesario para la resolu-
cion de la presente tesis. Para esto seguiremos los resultados mostrados en (Brézis,
1984), (Kreyszig, 1978), (Adams, 1975), (Munkres, 2002), (Kesavan, 1989), (M. M.
Cavalcanti - V. N. Domingos Cavalcanti, 2009), (Rayden, 1988), (Evans, 1998),
(Zygmund, 1977).

2.2.1. [Espacios LF()

Empecemos recordando las definiciones bésicas y algunos resultados muy ttiles de
la teoria de integracion.

Sea 2 C RY un conjunto abierto.

Definicion 2.2.1. Una funcién f es llamada funcion escalonada si ¢ tiene una
representacion de la forma ¢ = Z a;X4,, donde cada A; es un conjunto que tiene
medida finita, esto quiere decir oE(le p(A;) < oo.

Definicién 2.2.2. Una funcion ¢ : Q@ — R es llamada funcion superior si existe
una sucesion {p,} de funciones escalonadas tal que:

i) ¢n — fenctp.y,

it) lim [ ¢, < o0
n—oQ

Al conjunto de todas las funciones superiores se le denotara por U(2).

Definiciéon 2.2.3. El espacio de las funciones integrables segtin Lebesgue se deno-
tara por

LO)={f:Q=>R/f=u—v, u,veU()}



cada elemento de L£(2) es una funcion integrable segin Lebesgue y se define la
integral de f € £(2), mediante:

Jr= e ke

Teorema 2.2.4. Sea I un intervalo real y sea f : I — R una funcion integrable
t
Lebesque en I, sea a € I, y definamos la funcion F(t) = / f(x)dx para todo t € I.

Entonces F' es continua en I. Ademds, si f es continua enaun punto ty € I entonces
F' es derivable en ty y F'(to) = f(to).

Prueba. Sea b € I fijo, b > a y vamos a ver que F es continua en “b". Sea {s;}, una
sucesion en I que converja a b, y consideremos las funciones caracteristicas x/qs,(2).

Si x € [a,b), como s, — b, existe algin kg tal que para todo k > kg se tiene s, > z,
y por 1o tanto X(q,s,](%) = 2 = Xjap) (7).

Si z # [a, b], también como s — b, existe k; tal que para todo k > k; se tiene que
Sk < 'y por tanto X(a,s () = 0= X[ (2)

Es decir, X[q,5,](7) = X[a,p) () para todo x € I excepto quizé para el punto b.

Sea entonces fi = fX{a,s]

= f; son funciones medibles, por ser producto de funciones medibles.

» Para todo x € I, = # b se tiene que h’in Jr(0) = f(2)X[ap) (@)

w | fi(z)] < |f(x)| para todo x € I y para todo k.

Como f es integrable por hipodtesis, podemos aplicar el teorema de convergencia
dominada a la sucesion fi, y tenemos

/ FXasy = lim / fo = lim / o
I k' JE ko Jr

F(b) = h’m/fx[avsk] = lim F(sy)
koS, k

es decir

Por tanto F' es continua en b.
Ahora probaremos que F' es derivable en .

Sea ty tal que f es continua en ty. Entonces dado € > 0 existe 0 > 0 tal que s,t € I
y [t —to| < 9§, entonces |f(t) — f(to)| < &, 0 equivalentemente, sit € [ y |t — to| < 0,
se tiene

f(to) —e < f(t) < f(to) +¢



sit >ty se tiene entonces

(Flto) — 2)(t —to) < / f(@)de < (F(to) + 2)(¢ — to)

y sit <t se tiene
Flto —&)(to—t) < / " F@)de < (F(to) + )t — 1)

en cualquier caso (poniendo | ab f=- fba f )

/f

t —e< =
(to) PE

/f

= t—ty

o equivalentemente

Sitely0<|t—ty <0

¢
Como / f(z)dx = F(t) — F(to), tenemos que sit € [ y 0 < |t —to| < ¢

/f

<
g )=
es decir, F'(t) es derivable en tq y
F(t) — F(to)
/ _ 17 —
Filto) = Jim —— f(to)

S (L) = f(to)
[ |

Teorema 2.2.5. Sea f : [a,b] — R wuna funcion, si f es Riemann integrable,
entonces f es Lebesque medible e integrable,se tiene

b
/ flz)dz = fdm
a [a,b]

donde m : L([a,b]) — R es la medida de Lebesgue.

Prueba. Ver teorema 2.28 en Folland (1999), pag. 57. n
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Definicién 2.2.6. £1(Q) es el espacio de funciones medibles u, definidas en ) tales
que |u| € L£(£2). Es decir

L) ={u:Q — R/u es medible y |u| € L(Q)}
Obs 2.1. La relacion
u~vEu=uvctp end, uve L(Q)

es de equivalencia.

Luego por el teorema fundamental de la relacion de equivalencia

£ _ fpijue @)

~

LY(9)

Por la teorfa de integracion de Lebesgue, se identifican dos funciones de L'(Q) que
coinciden c.t.p., es decir coinciden excepto en un conjunto de medida nula.

Ahora nos enfocamos en los espacios LP(£2).
Antes consideremos lo siguiente:

Sea p € R con 1 < p < oo, definimos el espacio £P(2) de funciones medibles u,
definidas en € tales que |u| € L(), es decir:

LP(Q) ={u:Q — R/u es medible y |u|” € L(Q)}

Que es un espacio vectorial, con las operaciones usuales de funciones.

Definimos el funcional
ot £9Q) — R
1/
u o Julg = ([fy ulf dx)?

que €s una Seminorma, pues

\ulﬁp:():>/\u]pdx:O:u:Oc.t.p.enQ
Q

Por lo que (£P(?),|-|,») no es un espacio normado.

Para arreglar esta situacion, definimos una relacion “~" en LP(Q), u ~ v < u = v
c.t.p. en .

Por lo que se define el conjunto cociente

£r(Q)

~Y

Lr(Q)

= {[ul/u € LX)}

Que es un espacio vectorial con las operaciones usuales de clases. Definimos un

funcional
HLP: r(Q) — R

W [l = (, ul? dz)'”?
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i) ||;» estd bien definida.

Sean uy, us € LP(2), uy # us tal que:

[u1] = [ug] = uy = ug c.t.p. en
= |uy| = |ug| c.t.p. en Q
= |up ()| = |uz(x)| , Yo € Q\ A, donde m(A) =0

~(/ y o) = ([ ) (21)

Sabemos que: / lup ()P de =0y / |ug ()" do = 0.
A A

Asi tenemos
/|u1($)|pd$:/ luy ()| dx /|u2 |pdx—/ lua ()| dx
Q oA
(2.2)

De (2.1) y (2.2) tendremos

/’ul !Pd:c—/ |ug () [P do = (/ s (i |pdx> /p: (/Q‘UZ(.%')‘pdx)l/p

= [[ua]] = [[us]]

i) Si |[u]lp, = 0« [u] = [0].
Veamos:

(<) Como [u] = [0] se sigue

u~0=u=0ct.p. en {2
= |ul’ =0 c.t.p. en Q
= [ulf’ =0, Ve e Q\ M, donde m(M) =0
= |ul’ dz =0

O\M

Como / |ul” dz = 0 se tiene
M

/\u|pdx:/ \u|pd:c+/ \u|pdx:0+O:>/|u|pdx:O
Q o\M M
(/ \u]pd:L) =0

[l =0
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= |u[’ =0 c.t.p. en Q
= |u| =0 c.t.p. en 2
= u =0 c.t.p. en
= u~0

NOTACION: En adelante denotaremos [u] = u, lo cual es usual por ejemplo en Q

1 1 1 2 3
e e S M S
2 M {2 476 }

Por lo que se define el espacio

LP(Q) = {u : 0 — R/u es medible y / |ul? dz < oo}
Q

con 1 <p<oo

Teorema 2.2.7. (Desigualdad de Hélder).

Sean Q un conjunto abierto de RN, f € LP(Q) y g € L¥(Q), con 1 < p < 00y
5+ = L.Entonces f.g € L'(Q) y

/Qlfg! < Hf”LP(Q) ||9||Lp’(Q)‘

Prueba. Ver toerema IV.6 en Brézis (1984) pag. 56. [ |

Teorema 2.2.8. LP(Q)) es un espacio normado cuya norma se denota con:

il = ([t e "

Prueba. Ver Brézis (1984) pag. 57. |

Teorema 2.2.9. LP(Q) es un espacio de Banach para todo 1 < p < oo.

Prueba. Ver toerema IV.8 en Brézis (1984) pag. 57. [

Teorema 2.2.10. Sea {f,} una sucesion en LP(Q2) y f € LP(2), tales que se tiene
lim || f, — fHLp(Q) = 0. Entonces existe una subsucesion { f,, } tal que
n—00

12



a) kh_)rgo fo(x) = f(z) para c.t.p. en Q.

b) |fu.| < h(zx), para todo k € N y para c.t.p. en S, con h € LP().

Prueba. Ver teorema IV.9 en Brézis (1984) pag. 58. [

Teorema 2.2.11 (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea {f,}
una sucesion de funciones en L'(Q2). Supongamos que:

a) fo(x) = f(x) para c.t.p. en Q,

b) existe una funcion g € L*(Q) tal que para cada n € N, |f,(z)| < g(z) para
c.t.p. en Q.

Entonces f € L' y || fo — fll;. — 0.

Prueba. Ver teorema IV.2 en Brézis (1984). |
Teorema 2.2.12. (de Fubini).

Sean Q1 C R™, Qy C R™ dos conjuntos abiertos y sea F € L'(Qy x Qy). Entonces
para casi todo x € )y,

Fle.y) € Q) y /Q F(e,y)dz € LL(Qy).

Ademds se verifica

//F(x,y)dydx:/ / F(:L’,y)dxdy:/ F(z,y)dzdy.
Ql QQ QQ Ql Ql><92

Prueba. Ver teorema IV.5 en Brézis (1984). [

Definicién 2.2.13. Se define
L) ={u:Q — R/u es medible y 3M > 0 tal que |u(z)| < M c.t.p. en Q}
Teorema 2.2.14. L>®(2) es un espacio normado cuya norma se denota con:

[ull ooy = ME{M > 0/ |u(z)| < M c.t.p. en Q}

Prueba. Ver Brézis (1984) pag. 56. |

13



2.2.2. Espacio de las Funciones de Prueba y Distribuciones

En primer lugar introduciremos algunas notaciones para derivadas parciales y multi-
indices.

Notaciéon para la derivada parcial de orden superior.

Sean € N, si a = (v, 02,...,0,) € (NU{0})", a se llama multi-indice. El orden
de o es
lal =a1+as+ ...+ ay,

Sea  un conjunto abierto en RY, ¢ : Q — Ry a = (ay, ay,...,a,) € (NU{0})"
multi-indice.

Si a # (0,0,...,0), se denota por D% a la derivada parcial de orden |a| de ¢ y
cuando esta existe, se define como

8|O‘|gp

D% =
7 0x10xy? ... Oxon

Definicion 2.2.15. C*(Q) es el espacio de las funciones k veces diferenciables en (2
con la k-ésima derivada continua.

Definicion 2.2.16. C*°(2) es el conjunto de las funciones infinitamente diferencia-
bles en €.

Definicion 2.2.17. C*(Q) es el conjunto de las funciones ¢ € C*(Q) tales que todas
las derivadas de orden menor o igual a k se extienden continuamente a 2.

Sea ¢ : 2 — R una funcién. El soporte de ¢, denotado por suppyp, es la clausura
en {2 del conjunto

{r €Q:p(x) #0}
es decir suppp = {z € Q: ¢(z) # 0}.

Representaremos por C§°(£2), el conjunto de las funciones ¢ : @ — R, cuyas
derivadas parciales de todas las ordenes son continuas y cuyo soporte es un conjunto
compacto de . Los elementos de C5°(2) son llamados funciones de prueba. Esto es

C(Q) ={p: Q — R/p es continuamente diferenciable y suppy es compacto C 2}

Naturalmente, C§°(§2) es un espacio vectorial sobre R con las operaciones usuales
de suma de funciones y de multiplicacion por escalar.

Nocién de convergencia en C§°(f2)

Definiciéon 2.2.18. Sean (¢,) una sucesion en C§°(2) y ¢ € C3°(€2). Decimos que
O — @ si:
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i) Existe K C €2, K compacto, tal que suppy, C K, para todo n € N.
i1) Para cada o € N*, D%p,, — D% uniformemente en (.

Definicion 2.2.19. El espacio vectorial C5°(€2) con la nocion de convergencia defi-
nida arriba es denotado por D(f) y es llamado el espacio de las funciones de prueba.

Definicién 2.2.20. Una distribucion sobre €2 es un funcional lineal definido en D(2)
y continuo en relaciéon a la nocion de convergencia definida en D(£2). El conjunto de
todas las distribuciones sobre €2 es denotado por D’(€2).

Esta dado por el conjunto
D'(Q)={T: D(Q) — R/T es lineal y continuo}
que viene a ser un espacio vectorial sobre R.

SiT € D'(Q2) y ¢ € D(2) denotaremos por (T, ¢) al valor de T aplicado al elemento
®.

Nociéon de convergencia en D'({2)

Definicion 2.2.21. Decimos que T,, — T en D'(Q) si (T,,, ¢) — (T, @), para toda
w € D(Q).

2.2.3. Espacios de Sobolev

Ahora veamos conceptos basicos sobre los espacios de Sobolev, denotados por W™?(Q2),para
p = 2 estos espacios son de Hilbert, que se utilizan muy a menudo en el marco de las
ecuaciones en derivadas parciales definidas sobre un cierto dominio €2. Los espacios

de Sobolev generalizan los espacios LP.

Definicién 2.2.22. Sea € un conjunto abierto de RY, se representa por W™P((2)
el espacio vectorial de todas las funciones u € LP(Q2) tales que para |a] < m,
Du € LP(R2), siendo D*u la derivada en el sentido de las distribuciones.

WmP(Q) ={u e LP(Q)/D% € LP(Q) , 0 < |a| < m}

donde 1 < p < o0.

Para v € W™P(Q) se define la norma

1/p 1/p

lllgrney = | S 107l = [ 0 / DufPdr| L 1<p<oo

la|<m lo|<m

[tllyym ey = Il = supess|Du(z))

laj<m
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Cuando p = 2 estos espacios son denotados por H™(£2), es decir,

H™(Q) = W™2(Q)

El espacio H™(£2) tiene un producto interno natural definido por

<ua’U>Hm(Q) = Z (D%u, D%>L2(Q)

laj<m
y H™(£2) es un espacio de Hilbert.

Teorema 2.2.23. W™P(Q) es un espacio de Banach.

Prueba. Ver Brézis (1984), Kesavan (1989). |

Teorema 2.2.24. Sean a € N" y una sucesion {u,}, .y contenida en el espacio
LP(QY), dados u,v, € LP(S2) tales que

lim w, =u , lim D%, = v, en LP(Q)
n—+400 n——4o00

entonces v, = D*u

Prueba. Ver Brézis (1984), Adams (1975), Cavalcanti (2009). |

Teorema 2.2.25. Sea Q un conjunto abierto de RY ,con N> 1 un entero y 1 < p <
00, se tiene

a) Wm™P(Q) es un espacio reflexivo si 1 < p < oc.
b) W™P(Q) es un espacio separable si 1 < p < 0.

c) H™(Q) es un espacio de Hilbert (por lo tanto reflexivo) y separable.

Prueba. Ver Brézis (1984), Kesavan (1989). |

Definicién 2.2.26. Sean m > 1 un entero y 1 < p < +o00. Definamos W;"?(Q)
como la cerradura que D(€2) en WP (), es decir

Wi (@) = Dy
en el caso particular si p = 2 usaremos la notacion
Hy'(2) = W5 ()

Obs 2.2.

1) W5™P(€2) es un subespacio vectorial cerrado de W™P(Q) con la norma |||, ,
y es un espacio de Banach que hereda las propiedades de reflexividad y sepa-
rabilidad de W™P(Q).
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2) En el caso p = 2 al igual que H™(Q2), HJ"(£2) es un espacio de Hilbert con el
producto interno

<u7U>Hm(Q) = Z (D%u, D%>L2(Q)

laj<m

3) Decir que ue W;"(Q) es equivalente a decir que existe una sucesion (¢, ),>1 C
D(Q) tal que ¢, — u en W™P(Q), es decir

D%, — D%uen LP(Q) , V|a| <m
Teorema 2.2.27. (Teorema de Poincaré).

Sea p > 1, Q un conjunto acotado en RY, entonces existe una constante ¢ depen-
diendo de 2, N y p tal que

1»
||u||LP(Q) <c ||VUHLP(Q) , Yu € WyP(Q)
Prueba. Veamos los dos posibles casos:

1) SeaQ = (—a,a)",a >0yu € D(Q),six = (2/,2,),donde 2’ = (x1,x9,...,2T,-1)

tenemos
n Ou

_q Oz

(2 t)dt

u(z' x,) —u(x', —a) =

Como u(x', —a) = 0 ya que u € W, " () obtenemos

n O

_q Oz,

(«',t)dt

u(z! x,) =

de donde o g
" U

/ <
e < [ )5

—a

n

(2,t) ‘ dt

Por la propiedad de Holder

el < (7]

n

(1)

P 1/p Zn 1/q
o) ([ )

a p
@)l < o+ o’ [ 0|
_a | Oz,
8 p
/Q|u(:v)|pdx'§ (2&)1’)/‘1/Q %(x/,t) dt
integrando se obtiene
p
[ < @i [ |26
Q Q axn
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de manera similar se tiene para las otras coordenadas

/Q ()P dz < (20)5 /Q Ou [

81‘2-
de aqui se tiene

/\u ypdx<<2“) Z/

por lo tanto

de,1=1,2,...,n

ou

P
de,i=1,2,...,
a:L_Z(ac) T, i n

HuHLp(Q) < c(Q,n,p) HVUHLP(Q)

2) Si Q es un conjunto acotado en RY por analisis real existe Q= (—a,a)"™, con
a > 0, que lo contiene y extendiendo con cero a u € VVO1 () es decir

i Q
i) = u(z) ,s?xe )
0 ,sizeQ—0

y aplicando a @ € W'?(Q) el caso (1) que es valido para Q se obtiene la
igualdad buscada. u
Obs 2.3.

1. Como consecuencia de la desigualdad de Poincaré la expresion

1/p
full = ( [ 1vur dx) — [Vl

define una norma sobre W, ?(Q) equivalente a la norma sobre W'?(£2),donde
Q) C R¥ es un conjunto abierto y acotado.

En efecto, de la definicién tenemos

Jul| < Hu”wl,p(g) , Yu € Wol’p(Q) (2.3)
1/p
lullwin@) = > ID%ul = ([Jull? + || Vul D)7
|| <1

[ullfy10(q) = (lully + [[Vull})
Por el teorema de poincaré se tiene
[ul[fy1m0y < cr(IVully + [ Velly)

Por lo que
1
||uHW1p < 2¢1(IVull}), dondec = (2¢1)»

por lo que
[l < cllul (2.4)

de (2.3) y (2.4) se tiene la equivalencia de las normas.
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2. En particular, sobre H} () el producto interno

(u,v) :/Vu.Vvd:c
0

determina una norma [[u| equivalente a la norma [|u([y12(q)-
Teorema 2.2.28. (Teorema del trazo).

Sea Q un conjunto acotado en RN cuya frontera 0S) es de clase C'. Entonces existe
un operador lineal y acotado

T : W (Q) — LP(09)

tal que

i) Tu = ulpg siu € WP(Q)NC(Q)

i) 1Tl ey < ¢ lullygrny

Para cada v € WYP(Q), con la constante ¢ dependiendo solo de p y €.

Al operador Tu se le llama el trazo de u sobre 0S)

Prueba. Ver Teorema 1 en Evans (2010) pag. 258. [

Teorema 2.2.29. (Niucleo del operador traza).

Sea Q un conjunto acotado cuya frontera OX) es de clase C'.Entonces

u € WHP(Q) si y solo si Tu =0 en 09
Prueba. Ver Teorema 2 en Evans (2010) pag. 259. |

Enunciamos algunos teoremas del anélisis real.

Teorema 2.2.30. Sea S C RY un conjunto abierto y f : S — R funcion diferen-
ciable en a y sea u una direccion en RV,

=f'(a,u) = (Vf(a),u) (producto interno usual)

 fla+ ) - f(a)
= lim . — (Vf(a), u)

Prueba. Como f es diferenciable, entonces
f(z) = fla) + (Vf(a),x —a) + R(z,a). [z —a| , Yz €5

donde lim R(z,a) = 0.

r—ra
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Para z =a + tu

fla+tu) = f(a) + (Vf(a),tu) + R(a + tu,a). ||tul|
= f(a) + &V f(a),u) + R(a + tu,a). |t|[[ul|

_ flatto) ~ S0

= (V7)) + R(a + tu,a) )

t
donde lim R(a + tu,a) = 0, entonces
r—a
flattu) = fla) , i
i KO (9,0 + 1y B+ o)
0
= i T T 0,

Teorema 2.2.31. (Teorema del valor medio de Lagrange).
Sea f: S C RN — R diferenciable y [a,b] C S, donde [a,b] = {a + (b —a)/) € [0,1]}.
Entonces eziste ¢ € [a,b] tal que

f() = fa) = Vf(c).(b—a)

Prueba. Definamos la funcion ¢ : [0,1] — R por g(t) = f(a + t(b — a)). Notemos
que g(0) = f(a) y g(1) = f(b). Por definicion g es derivable y por regla de la cadena
se obtiene

g(t)=Vfla+tb—a)).(b-a)

Como la funcién g satisface las condiciones del teorema del valor medio para funcio-
nes reales, podemos concluir que existe ¢y € (0, 1) tal que g(1) — g(0) = ¢'(¢t0)(1 —0)
y por lo tanto

f() = fla) = Vf(a+to(b—a)).(b—a)

Llamando ¢ = a + to(b — a), tenemos que existe un ¢ € [a, b] tal que

fb) = fla) =V f(e)-(b - a)

[ |
Proposicion 2.2.32. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
Sea (X, (-,+)) un espacio prehilbertiano. Entonces
[z, )| < llll - llyll 2,y e X
Prueba. Ver lema 3.2-1 pag. 136 Kreyszig (1978) [ |
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2.2.4. Meétodos Variacionales

Muchas leyes de fisica y otras disciplinas cientificas abarcan varios fenémenos que
pueden ser modelados mediante una ecuaciéon diferencial parcial. Los métodos va-
riacionales representan una herramienta adecuada para estudiar dichos modelos.

Ahora introducimos algunas ideas que motivan la formulacién variacional de un
problema.

Suponiendo que deseamos resolver una ecuacion diferencial parcial, la cual por sim-
plicidad escribiremos en la forma

Au) =0 (2.5)

donde A(-) denota un operador diferencial parcial posiblemente no lineal, u es la fun-
cion incognita y que fuera expresar A(-) como la derivada de un funcional apropiado
de “energfa” I[-], esto es:

0=A()=1TI]] (2.6)
El problema (2.5) se convierte en

I'lul =0 (2.7)

En este caso diremos que el problema (2.5) es variacional.

La ventaja de esta nueva formulacion es que las soluciones de (2.5) son los puntos
criticos de I[-]. Esto en algunas circunstancias es facil de encontrar.

Usualmente es dificil resolver (2.5) directamente, por lo que una forma de facilitar
la resoluciéon es hallando un minimo, méximo u otros puntos criticos del funcional

1.

A. Soluciones débiles

Con la finalidad de poder abordar exitosamente una mayor cantidad de modelos
fisicos introducimos el concepto de soluciéon débil. Por la teoria de EDP | para f
“suficientemente grande” existe u € C'(2) N C(Q) que satisface puntualmente la
primera fila del problema (P).

Realizaremos un trabajo formal, es decir, supondremos que las funciones involucra-
das en los célculos tienen condiciones de diferenciabilidad, continuidad, integrabili-
dad, etc., para que ellas sean valideras.

Multiplicaremos a la primera fila del problema (P) por v “suficientemente regular”
e integramos en €2, asf:

[~ e = [ o u)wds
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—[M(Hu”p)]p_l/QApu.vdx:/Qf(x,u).vdas (2.8)

Afirmacion 2.1. / Auyvdr = —/ \Vul’? VuVodz + | |Vul'™? @vds.
0 0 a0 o

En efecto.

Recordemos la formula de Green clasica para las funciones D(€2)

/uzivdx——/u.vxidx—l—/ u.v.y'ds
Q Q o9

donde v = (y',72,...,~4") vector normal.

Apliquemos dicha formula para las funciones |Vul’ > u,, y v € D(Q) (para u,v €
D()). entonces

/(|Vu|p2 Uy, )z, VAT = —/(|Vu|p2 Ugi Vg, ) AT + IVulP " u,, vyids  (2.9)
Q Q o9

Aplicando sumatoria para los n primeros términos en (2.9)

Z / (IVul " uy, )y, .vde = — Z / (IVulP? ug, v, )da + Z IVul"? uy, vy'ds
=1 Q i=1 Q i=1 o0N

/ Z(|Vu\p_2 Uy, ), 0AT = — / Z(\Vu|p_2 Uy, Vg, ) AT + / Z \Vul"? ug, vy'ds
=1 =1 0% 1

/ Ayuvdr = —/ \VulP? Vu.Vude + [ |Vul’™> Vuy.vds
Q Q 20

/Apuvd:z:: —/ |Vul"~? Vqud:c—l—/ |Vu\p_2%.vds
Q Q a0 o

Por esta afirmacion en (2.8) tendremos

— [M(|Ju]"))P~? (—/ |Vu|p_2Vu.Vvdm—|—/ |Vu|"~ 2a—uvds) /f x,u).vde
Q

Imponemos la condiciéon v|,, = 0, resulta

M ([P /Q IVl Vu.Vods = /Q (o, w)vda (2.11)

Observamos que (2.11) tiene sentido para u,v € WP(Q), ademéas como u|,, = 0 =
vl,,,, entonces u,v € Wy (Q).

22



Motivados por el analisis anterior daremos el siguiente concepto.

Definicion: (Soluciéon débil)
Decimos que u : 2 — R es solucion débil del problema (P) si:

i) u € WyP(Q)

i7) [M(||u||p)]p_1/ \Vul’~? Vu.Vode = / flz, u)vdz |, Yo € WP (Q).
Q Q
Afirmacién 2.2. Los términos en (ii) estan bien definidos.

En efecto.

. . 1
Tenemos que M : Rf — Ry es una funcién continua. Como u € W, (1), tendre-
mos ||ul|” = oy € Ry, entonces

M([|ull”) = M (eo)

L

M {f'ﬂ] } Hh"-—w—-"’/f

iy >

Figura 2.1: Descripcion grafica

= [M(|[ull")P~ = [M(a0)]""" € Ry
Afirmacion 2.3. / |Vul|P~* Vu.Vods < co
Q

En efecto.

/ IVul2.? Vu.Vds
Q

S/‘|Vu|p2Vu.Vv|dx
Q
:/ V[l |Vu. Vol do
Q
< [ VU Dl [Vl da

— [ IVulgt Vel da
Q
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= /|Vu\p_2Vu.Vvda:
Q

< [ |Vulpi da_,
—/Q| Ul Terr (@) | Volgy

€LP(Q)

1/2 1/2
< (/ p’da:) |Vl (/ pd:c) Vo
0 0
1/p' 1/2
= (/ |Vul? dx) : (/ pdx) Vol
0 Q

= Jul”™" o]l < o

= / |Vul"~? Vu.Vods < oo
Q

Afirmacioén 2.4. / f(z,u)vdr < oo
0

En efecto.

f(z,u)vdx

g/Q|f(x,u)v]d:c§/Qc|u]q_1.|v|dx
§c</ﬂ(|u|q H qdas) (/ |v|qu)
. (/Q |u]qu) " (/Q |U|de>

—C|U‘ 2(Q) - ’U|Lq

Como W, () — L(R), existe ¢ > 0 tal que ulpagq) < collull v existe ¢; > 0 tal
que [0 aiq) < e [|v]]

= /Qf(x, u)vdz

/
< clul o) - 0] o

< c.df/” Jlul " ex. |Jo]) < o
é/f(x,u)vdx < 00
Q
Asi de las afirmaciones 2.2, 2.3 y 2.4 tendremos el resultado. [ |

B. Derivadas de Fréchet y Gateaux
Definiciéon 2.2.33. (Derivada de Fréchet).
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Sean (X, [|||x), (Y, |Illy) espacios de Banach, U un conjunto abierto en X. Una
aplicacion J : U — Y es diferenciable segtin Fréchet o F-diferenciable en ug € U
si existe un operador lineal A,, € L(X,Y) tal que

N (uo + h) — J(uo) = Aue(B)lly

lim

=0
h—0 11l x

En este caso denotamos

I (ug) = Jp(uo) = Ay,
llamada derivada de Fréchet de J en wug.

Obs 2.4.

i) J'(up) es unica.

it) Si J : U — Y es F-diferenciable en cada punto uy € U, diremos simplemente
que J es F-diferenciable.

Definiciéon 2.2.34. Sea J : U C X — Y, F-diferenciable en U, la derivada (segin
Fréchet) de J en U es la aplicacion

Jh: UCX — L(X,Y)
u — Jp(u): X — Y

Si J}. es continua en U, diremos que J € C*(U,Y).

Obs 2.5. En el desarrollo del presente trabajo, vamos a considerar el caso en que
Y =R.

Asi J : U C X — R un funcional dado ug € U, J es F-diferenciable en uq si existe
A,, € X' tal que
J(UO -+ h) — J(UQ) — <AUQ, h>

o ol "
y
Jp: UCX — X'
u — Jp(u): X — R
v — (Jp(u),v)

Propiedades: Sean I, J : U C X — R, F-diferenciable en ug € U C X, donde U
es un abierto en X. Entonces valen las siguientes propiedades:

1) al + J es F-diferenciable en ug, para todo o, € Ry

(el + BJ) (uo) = al’(uo) + BJ" (uo)

2) I.J es F-diferenciable en ug y
(I.J) (ug) = I(ug)J" (ug) + I'(ug)J (up)
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Ver (Badiale and Serra, 2011, p. 13), proposicion 1.3.6.
Teorema 2.2.35. (Regla de la cadena).

Dados X, Y, Z espacios de Banach, I : Uy € X — Y, (ug,v0) fijo donde
vo = I(ug) y J : Vi) €Y — Z con I(Uwy)) S Viwy) donde Unyy Y Viwy) son
vecindades de ug y v respectivamente. Se define la composicion Jo I : Uy, — Z.

Supongamos que I'(ug) y J'(I(ug)) existen como F-diferenciables. Entonces la fun-
cion composicion H = J o I es F-diferenciable en uy y se tiene que

H'(ug) = J'(I(uo)) o I'(uo)

Prueba. Ver (Zeidler, 1985, p. 138), proposicion 4.10. [ |

Definicion 2.2.36. Sea U C X abiertoy J : U — R. Si la derivada segtin Fréchet
J' : U — X' es continua, diremos que J € C1(U).

Teorema 2.2.37. Si J es derivable segun Fréchet en ug entonces J es continua en
Ug-

Prueba. Ver (Zeidler, 1985, p. 137), proposicion 4.8. [ |
Definicion 2.2.38. (Derivada de Gateaux).

Sean (X, |-|x), (Y, |lI|ly) espacios de Banach y U un conjunto abierto en X. Una
aplicacion J : U — Y es diferenciable segiin Gateaux o G-diferenciable en el punto
up € U si existe un operador A,, € L(X,Y) tal que

J(ug + tv) — J(up)
t

lim

t—0

—A,W)| =0, YveX.

Y

Luego se define la aplicacion derivada de Gateaux en uy que denotaremos como
Auo = Jé(’do)

En particular la aplicaciéon derivada de Gateaux de J en U. Esta dada por

J.: UCX — L(XY)
u —  Ji(u) = A,

Si J{, es continua en U, diremos que J € C*(U,Y).

Obs 2.6. En el desarrollo del presente trabajo, vamos a considerar el caso en que
Y =R.

Asi J : U C X — R un funcional dado ug € U, J es G-diferenciable en uq si existe
A,, € X' tal que
J(up + tv) — J(ug) — (Aug, v)

lim =0
t—0 t
y
Jo: UCX — X
u — Ji(u): X — R
v — {Jg(u),v)
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Teorema 2.2.39. Sea J : U — R con derivada de Gateaux continua en U abierto
en X. Entonces J es diferenciable sequn Fréchet en U y las derivadas segun Fréchet
y Gateaur coinciden. De esto resulta que J € CY(U).

Prueba. Ver (Zeidler, 1985, p. 137), proposicion 4.8. [ |

Teorema 2.2.40. Sean (X, |-||y) e (Y, |||ly) dos espacios normados, U C X un
subconjunto abierto no vacio y J : U — Y wuna aplicacion, si J es Fréchet dife-
renciable en uw € U, entonces J es Gateaux diferenciable en u y las derivadas de
Gateauz y Fréchet coinciden.

Prueba. Supongamos que J es Fréchet diferenciable en ug € U, luego por definicion
tenemos

o 10 10) = (o) = S (@)(t0)ly

=0 [tvll
para todo v € X \ {0}.

1
11’1% = I | J (uo + tv) — J(ug) — J'(uo)(tv)|lyy =0 , para todo v € X \ {0}
%
1
lim = ;(J(uo +tv) — J(ug) — J' (up)(tv)) =0 , para todov € X \ {0}
%

Como J'(ug) es lineal, del resultado anterior tenemos

1
lim = 0 | J (up + tv) — J(uo)|ly = J'(uo)(tv) ,  para todo v € X \ {0}

t—0 |

Por otra parte, como J'(ug)0x = Oy concluimos que

1
11’11% = 0 |J (uo + tv) — J(up)|ly = J'(uo)(tv) , paratodowv € X
—

Por lo tanto J es Gateaux diferenciable en ug y Jg(ug)v = J'(up)v para todo v € X.
Entonces
J&(ug) = J'(ug) (Derivada en el sentido de Fréchet)
= Jp(uo)
Como ug € U es un elemento cualquiera, tendremos que
Joy = Jg
lo que concluye la prueba del teorema. [ |

Definicién 2.2.41. Sea X un espacio de Banach y J : X — R un funcional de
clase C'(X,R) sobre X. Se dice que u € Xes un punto critico de J si J'(u) = 0, es
decir, (J'(u),v) = 0, para todo v € X.
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Definicion 2.2.42. Sea X un espacio normadoy J : X — R un funcional. Decimos
que J tiene un minimo local (maximo local) en ug € X si existe una vecindad
(abierta) U C X tal que J(ug) < J(u), Vu € U\{uo} (respectivamente J(ug) > J(u),
Vu e U\ {up}).

Si J tiene un minimo local o maximo local en wug, decimos que J tiene un extremo
local en uqg.

Proposicion 2.2.43. Asuma que J : X — R tiene un extremo local en ug € X.
Si J es Fréchet diferenciable en ug, entonces J'(ug) = 0.
Prueba. Definamos h(t) = J(ug + tv), |t| < 6 (de modo que uy + tv € U), supon-
gamos que ug es minimo local. Entonces

J(uo) < J(ug +tv), Vt| <6
luego h(0) < h(t), V|t| < §. Por lo que “A” tiene un minimo en ¢t = 0.
Ademas h es diferenciable por un resultado previo. Aplicando la regla de la cadena

h'(t) = (J'(up + tv), v)
como en t = 0, h tiene un minimo
0="0'(0)=(J(up),v) , Vv e X
= J'(ug) =0
[

Definicion 2.2.44. Sea X un espacio de Banach y ¢ : X — R un funcional de
clase C'(X,R). Decimos que una sucesion (u,) C X, es una sucesion de Palais-Smale
(P.S.) para el funcional ¢ si:

lp(uw)| <c,VweN y¢(u)— 0en X’

Definicion 2.2.45. Si cada sucesion de (P.S.) de ¢ tiene una sucesion fuertemente
convergente. Entonces se dice que ¢ satisface la condicion de P.S.

Lema 2.2.46. (Teorema del paso de la montana).

Sea X un espacio de Banach, I € C'(X,R) con I(0) = 0. Suponga que:

(Hy) Existen o, > 0 tal que I(u) > o > 0 para todo u € X con ||ul| =r.

(Hy) Eziste e € X tal que ||e|]| >r e I(e) <O0.

Entonces existe una sucesion (u,) C X tal que
I(up) = cyI'(u,) — 0 en X'
donde

0 <c= inf mix I(y(t))

I'={yeC([0,1], X) : 7(0) = 0,~(1) = e}
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Prueba. Ver (Willem, 1996, p. 12). [
Lema 2.2.47. Sea Q un conjunto abierto en RN, se define la aplicacion F por

F: QxR — R
(2,t) — F(z,t)= [ f(z,s)ds

Entonces se cumple que F(z,0) = f(z,0) =0

Prueba. Como la funcion f satisface |f(z,t)| < c|t|?” ', para todo z,t € R.

= |f(z,0)[ <0
= f(z,0)=0

t 0
Por definicién sabemos que F'(z,t) = / f(x, s)ds, porlo que F(x,0) = / f(x, s)ds.
0 0

Como f(z,-) : R — R es Lebesgue integrable y m {0} =0

= F(z,0) = f(x,s)ds = / f(x,s).xq0yds
{0} R

1 ,sis=0

donde x{o} : R — R/xq01(s) = {O Sis 40

Notamos que f(z,s)xqo} =0 c.s.

= / f(z,8)xqods =0
R
= F(z,0)=0

Lema 2.2.48. Sea 2 un conjunto abierto en RY, se definen las aplicaciones fy; F, :
QxR — R tal que

fﬂxﬂ:f<xiiﬂ>:{f@ﬁ ,sit>0

2 0 , sit<0

Fozt)=F [z
+(@0) <x 2 0 , sit <0

t+|t|> B {F(:c,t) L sit>0

FEstas aplicaciones estdn bien definidas.
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Prueba. Basta tomar (xq,t1), (z2,t2) en Q X R de manera que (x1,t;) = (x2,12).

Como f y F' son funciones bien definidas se tiene

f([L‘htl) = f(l’g, t2> s F(l’l, tl) = F(ZL‘Q,tQ)

Sity,to > 0= fil(xr,t1) = fr(xa,ta) AN Fi(zg,t1) = Fi(xg,t2)

Siti,te 0= fi(w,t) = fr(wa,te) =0 A Fi(x,th) = F(zg,t) =

Esto prueba la buena definicién de las funciones f, y F.

Lema 2.2.49. Supongamos que se tiene lo siguiente
0 < pF(x,t) < f(x,t).t, YVt >0 para algin p € R conp < p <q

Entonces se cumple 0 < pF, (z,t) < fi(x,t)t, para todo t € R,
Prueba. Se sabe que 0 < puF(z,t) < f(x,t)t, ¥t >0

=0 < pFy(x,t) < fi(z,t)t, Vt > 0 para algin p € R
Como Fy(z,t) =0y fi(x,t)=0,Vt <0

= 0< puF(x,t) < fi(z,t)t, Vt <0 para algin g € R
De (2.13) y (2.14) se tiene

0 < uFi(z,t) < fi(x,t)t, VteR.

2.3. Conceptual

0

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Dentro de las ecuaciones diferenciales parciales que no pueden ser resueltas explicita-
mente, existen métodos que buscan demostrar que por lo menos exista una soluciéon
sujeta a ciertas caracteristicas que dependen de la naturaleza del problema. En esta

investigacion demostraremos que dicha solucién existe y que es positiva.

Articularemos los conceptos que nos permitan encaminar nuestra tesis.

a) Dadas las condiciones del problema, en el sentido débil, los espacios mas ade-

cuados para analizar nuestra ecuacion seran los espacios de Sobolev.

b) Plantearemos un nuevo problema con las mismas caracteristicas del problema

(P).
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¢) Emplearemos un teorema que tiene caracteristicas del teorema del paso de la
montana, para obtener una sucesion del Palais-Smale.

d) Mediante un lema que se rige a ciertas condiciones del problema, el cual demos-
traremos en este trabajo, podremos ver que una sucesion acotada de Palais-
Smale posee una subsucesion convergente y en consecuencia obtendriamos una
solucion para el problema.

e) Finalmente usaremos una funcion de prueba u~, la condicion (1.1) del proble-
ma y el principio del maximo para obtener que dicha solucién es positiva.

2.4. Definicion de Términos Basicos

2.4.1. El Espacio Dual

Definicion 2.4.1. Un funcional sobre un espacio vectorial F es una funcion real
f: E — R definida sobre F.

Dado E un espacio normado, se denota por E’ el espacio dual de E y se define por

E'={f: E — R/f es funcional lineal y continuo sobre F}

La norma sobre el dual E’ se define por

1l = sup 2 ey = sup 107,291

S
270 lz][<1

para todo f € E’, donde (f,x) denota f(x).

El espacio E’ con la norma |[|-||;, es un espacio de Banach (atn cuando £ no lo es).
La norma ||-|| 5 se llama norma dual de E.

2.4.2. Espacios Reflexivos

Sea E un espacio de normado y F’ su espacio dual

Definimos el espacio bidual de £ como E” = {f : E' — R/ f es lineal y continua} y
dotado de la norma ||£]| = sup  [{§, f)].

feES|IfII<1

Sea un elemento = € E fijo, la aplicacion f — (f,x) de E’ en R es un funcional
lineal y continuo sobre E’, es decir un elemento de E”.

Se establece la inyeccion candnica J : E — E” como sigue: Para cada = € E fijo,
se define J, : ' — R por

<szf>E~,E' = (/, fC)E/,E , VfeE
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Asi pues,
<Jx7f>E/’,E/ = <f7 x)E'}E‘ ) Vo € E7 vf € El-

J tiene las siguientes propiedades:

i) J es lineal y

Definicion 2.4.2. Sea E un espacio de Banach y J la inyeccién canénica de E en
E". Se dice que E es un espacio reflexivo si J(E) = E".

2.4.3. Convergencia Débil
Dada una sucesion (x,) en el espacio E.,diremos que esta sucesion z, converge
fuertemente a un elemento x ,lo cual denotamos por z,, — z, si ||z, — x|z — 0.

Dada una sucesion (z,) en el espacio E,diremos que esta sucesion converge débile-
mente a un elemento x€ F lo cual denotamos por z,, — z, si (f, z,) — (f,x), para
todo f € F'.
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III. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipétesis general y especifica

Hipo6tesis General

Los métodos variacionales pueden demostrar la existencia de soluciones débiles po-
sitivas para una ecuacion eliptica de tipo P-Kirchhoff.

Hipétesis Especificas

» La ecuacion eliptica de tipo P-Kirchhoff puede caracterizarse mediante el es-
pacio de fase débil.

= La ecuacion eliptica de tipo P-Kirchhoff admite condiciones adecuadas sobre
las fuerzas internas f y el operador M de Kirchhoff y asi posee soluciones
débiles positivas.

3.1.1. Operacionalizacién de las variables

e Definiciéon conceptual de variables

Variable dependiente (D)
Ecuacion eliptica de tipo P-Kirchhoff

Variable independiente (I)

Métodos variacionales
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Tabla 3.1: Operacionalizacion de variables

Variable Dimensiones Indicadores Método Técnica
Ecuacion de Operador M de | Método de | Documentos
P-Kirchhoff. kirchhoff. escritorio o | cualitativos.

de bibliote-
Operador Deformaciones ca. Revision  biblio-
D P-Laplaciano no lineales sobre grafica.
el cuerpo.
Trabajo con
equipos de  in-
vestigacion.
Método  mini- | Método del paso | Método de | Documentos
max. de la montana. escritorio o | cualitativos.
de bibliote-
Condicién de | Valor critico. ca. Revision  biblio-
I Ambrosetti. grafica.

Condiciéon de
Palais-Smale.

Funcional de
Euler-Lagrange.

Trabajo con
equipos de  in-
vestigacion.

Fuente: Elaboracion propia
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IV. Metodologia del Proyecto

4.1. Diseno Metodolégico

4.1.1. Tipo de investigacién

La investigacion es de tipo bésica, pura o fundamental, pues se utiliza las teorias
existentes para profundizar en ellas, generando nuevos conocimientos o criterios.

4.1.2. Diseno de investigaciéon

La investigacion que se desarrolla presenta el tipo inductivo-deductivo tratando de
ser lo méas exhaustivo posible en cada demostracion.

Se empezara definiendo los términos basicos relacionados al modelaje de la ecuacion
de tipo p-Kirchhoff. Se explicara en detalle la metodologia que envuelven los espacios
de Sobolev con el fin de mostrar la existencia de soluciones débiles para el problema.
Finalmente se aplicaran métodos variacionales sobre el problema, lo cual permitira
demostrar nuestra hipotesis general.

4.2. Meétodo de investigacion

El método de investigacion es béasico teorico.

4.3. Poblacion y Muestra

No se aplica

4.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado

El lugar de estudio fue en el laboratorio de computo de la facultad.
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4.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccién de
la informacién

No aplica para este proyecto.

4.6. Analisis y procesamiento de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitdé procedimientos de re-
coleccion de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas web, paper,
etc.)

4.7. Aspecto éticos de la investigacion

El presente trabajo cumple las normas establecidas (articulo 427-438 del Codigo
Penal, Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822) en nuestro pais,
no incurriendo en el delito contra la fe publica.

4.8. Si la orientaciéon es hacia un proyecto de inver-
sion, considera: Estudio técnico, estudio econémico-
financiero, estudio de la organizaciéon adminis-
trativa.

No se aplica para este proyecto.

4.9. Si el proyecto se orienta al impacto ambiental,
considera: Area de estudio, evaluaciéon del im-
pacto ambiental, medidas ecolbégicas, plan de
supervision ambiental.

No se aplica para este proyecto.
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V. RESULTADOS

5.1. Resultados descriptivos

No aplica para este tipo de trabajo.

5.2. Resultados inferenciales

Debido a la naturaleza del trabajo nuestros resultados deductivos-inductivos podrian

ser considerados inferenciales.

Teorema 5.2.1. Asumiendo que se cumplen las condiciones (My) , (M) y ademds

0 < pF(z,t) < f(x,t).t, Yt >0 para algin p € R conp < u < q

—~

M(t) > [M@)P ', vt >0
Entonces el problema (P) posee solucion débil positiva.

Prueba. Para iniciar la demostracion se considera el siguiente problema:

[M([[ull”)]P~ Ap(u) = fi(z,u)  en

P u=0 en ' = 00

Se define la aplicacion

I WyP(Q)
u

R —
I(u) = SM([[ul”) = [o Fy(z, u)dx

p

—
—

Veamos que esta bien definida.

(5.1)

(5.2)

En efecto.Dado un elemento u € I/VO1 P(€2), tomemos el valor absoluto de su imagen

via la aplicacion I.
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1

1) = [S5TlP) - [ Pl wda] < 5 [FE(l?)

+/ |F\ (z,u)| dx
0

1|l -
-~ /O (M(s))"~"ds| + /Q |Fy (2, u)| do
Ll -

(5.3)

Como las funciones M, valor absoluto y la funcién potencia son continuas, entonces

|M(s)["~" es continua
= |M(s)|"" es medible

Entonces la integral de Lebesgue en el compacto [0, ||u||”] es finita, es decir

[[ull”
/0 |M ()P~ ds < oo (5.4)

q
Afirmacién 5.1. Para cada elemento x € € fijo pero arbitrario se tiene |F (z,t)] < c‘—,
q

para todo t € R

En efecto. Para un real ¢ > 0 se tiene que

IFy(2,8)] = |F(x,t)] = / £z, 5)ds

< / F(z,5)| ds

< / c|s|’ " ds
0

¢ C C
=c [ ()7 ds==(t)1 == |t|?
/0(> q() ql!
= |Fy(a, ) < S, V>0
q

Para un real ¢ < 0, por definicién de la aplicacion F'* se tiene que

Fy(z,8)] = [0] =0 < gwq = |Fy(2,1)] < g [t , Wt <0

C
. < = q
S F(x,t)] < . [t , teR -

En vista de lo probado en la afirmacion anterior se tiene lo siguiente |Fly (z, u(z))| <
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=F (x,u(r)) < 5|U($)‘q

;»/m oz ))dx</g§\u(x)]qu—(—j/Q|u(x)|qda:
:&/F+ - /Q|u(x)|qda:

:»/Qﬂ(x,u(x))dx < a]u|qu(Q)

Como WyP(Q) < L9(Q) entonces existe ¢y > 0 tal que Ul Lagay < <o llull

= / |Fy (2, u(2))| de < gco ]l < 0o (5.5)
Q

De (5.4) , (5.5) y (5.3), se concluye que
|1 (u)] < o0

Afirmacion 5.2. El funcional I es Fréchet diferenciable y su derivada esta dado
por la expresion

(I'(u),v) = [47\4(||u||p)]7[’_1/Q|Vu|p_2 VuVudzr — /Qer(a:,u)dedx

En efecto. Para probar ello se define los funcionales

Ji: WyP(Q) — R
u — Ji(u) = [, |Vul’ dz = [jul”

JQZR—>R
1~ 1

t — Jg(t):pM() p/O(M(s))p_lds

La composicion J, o J; existe pues J;(WyP(€)) € R.Por lo que se define la compo-
sicion dado por

Jyo Jy: Wol’p(Q) — R
u o (o di)(u) = Ja(Si(u) = Jo([|ul")

Mediante las siguientes proposiciones se hallara la derivada en el sentido de Fréchet
de la aplicacion [

Proposicion 5.2.2. El funcional Jy es Fréchet diferenciable y
1 —1

o) = (M ([}
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Prueba. Sea u € W,"(Q) fijo pero arbitrario, ||u|” € R.

Como la funcion M : R — R es continua, entonces la restriccion M|, r es
continua.

[0, flul/] 25 R MR, donde hiz) = XP~1

h o M es continua

ho M : [0, ]|u]|’] — R es continua

= h o M es Riemann integrable en [0, ||ul|/”]
= h o M es Lebesgue integrable en [0, ||ul|”]
= (M(s))"! es Lebesgue integrable en [0, ||u||”]

t
Por un teorema de integracion M (t) = / (M (s))P~'ds es continua en [0, ||ul/*]. Ade-
0

mas como (M (s))P~! es continua en |[ul|’, entonces M es derivable en |lull? vy

i) = %[M(Ilullp)]”‘l

Proposicion 5.2.3. El funcional J; es Fréchet diferenciable y

(Ji(u), v) = p/ \VulP~? VuVudz , Yo € WyP(Q)
0

Prueba. Sean u y v elementos en el espacio W, () , t un real distinto de cero de
manea que u+tv € ). Por definiciéon del funcional J; el siguiente cociente esta dado
por :

Jiu+tv) — Ji(u)  Jo|Vu+tVolPde — [ |Vul” de
t B t
/ |Vu+ tVolP — |[Vul|’
= dx
Q t

_ P TP
N J1(u+t1;) Ji(u) :/ |Vu—|—tV1;| |Vul de
0
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Se define la funcién
o: RY — R
_ p
v o p(x) = |2lpy

Por definicion de la norma euclidiana se tiene que

p
go(:c)z( x%+x?\,) :(xf—i—...x?\,)pm

0 p
B Bt o

= p(a} —l—x?\,)%g(mz)

=

9 _
L plali i = 1,2, N
T

= Vo(x) = (8—"0 89”)

ox, " Oz,
= (plz|" ?a1,...,pla[ P 2n)
:p]:c\p_Q (x1,...,2N)

= Vo(r) =plaf'?a

Como la funciéon ¢ es diferenciable , se toma w € RY vector direccional, por el
teorema 2.2.30 se tiene :

¢ (z,w) = Vo(z)w, ¥z,w € RY
I

p(z + tw) — p(2)

lim =Vop(z)w, Vz,w € RY
t—0 t
tw) — _
:>11/H(1) plz + u;) #(2) =plz[P P zw, Vz,w e RY
—

En nuestro caso para z = Vu(z) y w = Vo(z) se tiene que

N E}% o(Vu(x) + thia:)) — ¢(Vu(z)) = V(@) P2 V() Vo)
=i VU VUL VADE 19102 () F(a)
:>%1’_I>IS [Vulz) + th(;L")|p — [Vu@)l = p|Vu(z)["? Vu(z).Vu(z) en c.t.p. de Q

Para el abierto RY y el intervalo [Vu(z), Vu(z)+tVo(z)] = {Vu(z) + A(tVu(z)) /X € [0,1]},
donde t € R fijo pero arbitrario.
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La funcion ¢ es diferenciable en RY y [Vu(z), Vu(x)+tVo(x)] € RN, por el teorema
2.2.31, existe ¢; € [Vu(z), Vu(x) + tV'U( )] tal que

[p(Vu(a) +1Vo(x)) = p(Vu(@)| = ple)(Vul(z) + tVo(z) = Vu(z))=p e a(tVo(z))

Ast 3\ € [0, 1] tal que ¢; = Vu(x) 4+ (Aot)Vo(z),por lo que para cada t # 0 en R

tendremos

|| Vu(z)+tVo(z)]P = |[Vu(z)]?| = p|Vu(z)+(Aot) Vo(z) [P~ (Vu(z) 4+ (Aot) Vo(z)) (tVo(z))
< p|Vu(a)+(Aot) Vo (@) | V() +(Aot) Vo(2)) Vo ) ||t

Denotemos 0 = A\gt, asi |0 = [Ao| |t| como 0 < Ay < 1 se tiene que |0| < |t|.De esta
manera existe 6 € R tal que |0| < |¢], por tanto se tiene que

[Vu() +tVo() " = [Vu(z)[]
7

< p[Vu(@)+Aot) Vo(@)|ox” [(Vu(@) +(Aot) Vo(@)).Vo(z)]

< p|Vu(@) + 0Vo(@)g’ [Vu(r) + 0Vo(0)|ey - [Vo (@)l
=p[Vu(@) + 0Vo(@)en' - [Vo() |

S (V@) + OV @)le)” V00 e

< pep (IVu@)lgn’ + 101 [Vo(@)a) [Vo(@)

<p6p (Vu(@)fgn' - [VU(@)ax + 01 [Vo(@)lx)

Afirmacion 5.3. [Vu(z)[2' . |Vu(@)|gn + 07" [Vo(2) 2y € LY(Q).
En efecto. La siguiente funcion |Vu(x)|%}l IVou(z)|gn € L), pues
/ (V)P ) dr = / Vu(@) de < oo (yaqueu € WiH(Q))
Q Q

= |Vu(z)[" € L7 (Q)
| Fo@P de = Vol = ol < o0
= |Vou(z)| € LP(2)
Asi por el teorema de Holder tenemos que:

\Vu(z)|P~ . |Vo(z)| € L) (5.7)
Por otro lado 0" |Vv|P € LY(Q), pues

/ 10177 [Vol?| dx = Ielpl/ Vol da = [0 [lo]]” < [t [lo” < oo
Q Q

0P~ Vol e LY(Q) (5.8)
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Asi de (5.7) y (5.8) se tiene
Vu(@)lgn - [Vo(@) ax + 101 [Vo(e)[fy € L)

Asi
|Vu + tVo|’ — [Vu(x)?|

|
donde @(z) = p.c, (|Vu(@)[5x - [Vo(2)|gy + |0~ [Vo(z) by ).

< d(x) € LY(Q)

t
pecto a la variable x.Por el teorema de la convergencia dominada se tendra

Vu+tVolpy — [Vulpy o -
/| u+ tVolpy — [Vulg dxt_0>/p|vu(:p)]p  Vu(z)Vo(r)de
0 Q

es una funciéon medible res-

Tengamos en cuenta que

t

es decir

t—0 t

\V4 tVoully — |Vulb
It / [Vt tVley = Velpy ) _ / p V(@) P2 Vu(e)Vo()de
Q Q

= lim St tv) = J(w) = /p \Vu(z) "> Vu(z)Vo(z)dz
t—0 t Q

= lim (Jl(u i) - Jl(u)) — /Qp \Vu(z) [P~ Vu(z)Vo(z)de = 0

t—0 t
:>11f1_1)% (Jl(u il tl;) — Nl /Qp \Vu(x) [P~ Vu(x)Vv(x)dm) =0
= 15% (Jl(u i tvt) — Nl /Qp |Vu(z) P2 Vu(x)Vv(m)dm) =0
= lim S+ t“t) — Nl / P |Vu(z)[P~? Vu(z)Vo(z)de| = 0 (5.9)

Se define la aplicacion
Ay WyP(Q) — R
v — (A, ) :p/ \Vu(z) [P~ Vu(z). Vo(x)ds
Q
= La aplicacion A, es lineal, pues sean v;,v9 € Wol’p(Q) yva,f €R
(A, avy + Pug) = p/ \Vu(z) [P~ Vu(x).V(aw, — Bug)(x)dz

Q

) / V(@)% Vu(z).(aVor () + BV 0s(2))dz
Q

= ap/ \Vu(z) [P~ Vu(z) Vo de + ﬂp/ \Vu(z)|P ™ Vu(z)Voyde

Q Q
— OZ<AU, U1> + 6<AU7 /U2>
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» A, es una aplicacion continua pues dada una sucesion (w,) convergente a un
1
elemento w € W,”(€2).Esto es

w, — w en WyP(Q) (5.10)

Se toma el valor absoluto de la diferencia de las imagenes de los elementos w,
y w via la aplicaciéon A,,.

(A w) = (Aus )] = [(Auyw, — )
’ /\Vu P2 Vu(z)V (w, — w)dx
< [ IVul@)P ™ [Vu(o).¥ (w, — w) da
p [ Va0 [Fula)on [V, = )l da
:p/Qqu(mﬂpilV(wy—w)ldx

g

L' (@) €L (Q)
—1
< IV 1y IV (00— )

_ (/\w )| >1/p/.</|V(wy—w)]§Ndx)1/p
_p(/|vu e g ) (/W )P dm)l/p

20 (Por (5.10))

=pulP”" . [Jw, — w]| =3
Por tanto la aplicacion

A, € (WP (Q)). (5.11)
De (5.9) y (5.11) tendremos que J; es Gateaux diferenciable y

(J(u) /|vu P2 Vu(z). Vo(z)de , Yo € WyP(Q)

La aplicacion J! : Wy P(Q) — (Wy"(2)) es continua. Pues sea una sucesion (u,)
que converge a un elemento u de WyP(Q) ,esto es u, — u en Wy (Q).

Se toma el valor absoluto de la diferencia de las imagenes de los elementos w, y w
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via la aplicacion Ji, evaluados en el elemento v.
030 0) =0, 0] = | [ 1900 )Vt
Q

—p/Q|Vu(x)|p_ Vu(z).Vo(z)de

_ ’p /Q (Vi ()2 Vi () — [Vau(2) P2 V() Vo () da

<p /Q (Vi (2)P72 Vi, (2) — V()P Vu(z))Vo(z)| de (5.12)

La funcion |V, (z) [P~ Vu, (x) — | Vu(z) [P~ Vu(z) pertenece al espacio L” (), don-

de — + — = 1. Para ello basta probar que la siguiente integral es finita.
p p

/Q“Vul,(xﬂp_?Vuy(x)—|Vu(a:)|p_2Vu(x)|;Ndx§/ (|| Vuy () [5x * Vi, ( )| pn

+|[Vu(z) P~ Vu(z )p/da;

()|
_ / (1Y, ()25 + [ V()P )" do
(IVu, ()2 + (Vu(@)P ) d:)s)

<ol
( IV, () d + / ]Vu(x)]pdx>

&y ([lun]|” + [|ull”) < o0

Ahora se vera que la aplicacion ||V, (z)[” 2 Vu,(z) |R ~ €s dominada por una funcion
medible del espacio L¥ ().

Sabemos que Vou(z) € LP(Q), pues / |Vou(z)P de = |jv]] < oo
0

= |(J1(w,v)) = (Ji(u),v)| <p “vafz Vu, — |Vu|p72 VU‘LP’(Q) : |VU|LP(Q)
=p ||Vu,,|%2 Vu, — |Vul'? VU‘LP/(Q) Aol

Tomando supremo para ||v|| < 1, entonces

Sup (T (s 0)) = (T3 (), 0)[gw < p ||V P72 YV, = [Vul ™ Val o (5.13)
v||<1
vEW,P(Q)
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Como u, — u en W,?(Q), entonces
|lu, — u||W01,p(Q) — 0, cuando v — o0
I
IV (uy = w)ll{1py — 0, cuando v — oo
= Vu, — Vuen [LP(Q)]Y |, cuando v — oo

i) Vu,(x) — Vu(z) en c.t.p. de Q
i) 3g € LP(Q) tal que |V, (| < [g(z)| en c.t.p. de

De (i7) tendremos

|V (2)7 .V (@) [ < [V (2) 5 [V (2) gy = [V (@) [ < 9@
~——

eLr (Q)

pues [ [lo@l " do = [ Joa)" " dz = [ lg() do < o
Q Q Q

= ||V, () V()] g < ()], donde h(z) = |g()]"" € L ()

Por lo que la funcién queda dominada por la funcioén medible h del espacio LP ().
De (i) tendremos que

|Vu,(x)| = [Vu(x)| en c.t.p. de Q

= |V, (2)|%8 — |Vau(z)[2 en c.t.p. de Q
= |Vu,,(x)|%}2 Vu,(x) — |Vu(x)|§}2 Vu(z) en c.t.p. de 2
Asi por teorema de convergencia dominada

||V, [P~ Va, — |[Vul'~? Vu’Lp,(Q) — 0, cuando v — o0

En (5.13), cuando v — oo se tiene lo siguiente :

e (1 (s, 0)) = (J1 (), 0) gy — 0
v||<1
veW, P ()

= |J1(uy) = J{ ()| 100y — O
= J1(uy) = Ji(u) en (Wy™(Q))'

Esto prueba que la derivada de la aplicacién de J; es continua por tanto J; es de
clase C'(W,7(Q)).

Entonces por el teorema 2.2.39

Ji, = Ji, (la derivada de Gateaux, coincide con la de Fréchet)

46



Asi la derivada de Fréchet de la aplicacion J; es:

(Ji(u),v) = p/Q \Vul"~? Vu(z).Vo(z)de

Proposicion 5.2.4. El funcional Jy o Jy es fréchet diferenciable y

((J2 0 J1)' (), v) = [M([Jul”)}"" /Q Vul"™* VuVudz

Prueba. De la proposicion anterior, se tuvo que J; es Fréchet diferenciable en
WyP(Q). Sea u # 0 en W, (Q), entonces Ji(u) = |[ul|” € R, como J, es Fréchet
diferenciable en R, en particular sera para t = ||u||” = Ji(u) € R.

Entonces por el teorema 2.2.35 J; o J; es Fréchet diferenciable en u, ademas

(J20 1) (u) = J5(Ji(u)). i (u)

((J2 0 1) (), v) = Jo(Jr(w))(J1(u), v)
= Jo([lull”){Ji (u, v))

1 _
:]—)(M(||u||p))p 1.p/Q|Vu|p2 Vu.Vodz

= Ml [ 1Vl VuVods
Q
Proposicion 5.2.5. Sea el funcional Js definido por

Js: WyP(Q) — R

u —> Jg(u):LF+(x,u(x))dx

Entonces esta aplicacion esta bien definida y es diferenciable en el sentido de Fréchet

ademds su derivada estard dado por (Jy(u),v) = [ fi(z,u)vdzr
0

Prueba. Sea u un elemento en el espacio W, (€).Entonces

| Ja(u)| =

/QFJF(:U,u(x))dx g/Q\F+(x,u(x))\da:<oo (Por (5.5))

Esto prueba la buena definicién de la aplicacion Js.

Por otro lado se define la siguiente aplicacion:

N WeP(Q) — LY(Q)
u — Njp(u): Q R
x

N
— (Ny(w)(@) = fr(z, ulz))
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1

1
donde -+ = 1.

q q

Esta aplicaci()n esta bien definida, pues para u € W, () se tiene que Nj(u) €

. Basta ver lo siguiente.

/ VD@ dr = [ 1fu)” o < [ (cluta)™)" do
Q Q
= [ @)t de = e ultyg

Como W, P (Q) < LI(Q) entonces u € LI(Q). Por lo que

/|Nf |qu<c|u|Lq)<oo

» La aplicacion N} es continua,pues dada una sucesion (u,) convergente a un
1 1
elemento ug de Wy*(2),esto es u, — ug en Wy (Q).

Se toma la norma en L7 (2) de la diferencia de las imagenes de los elementos
u, y u via la aplicacion N.

NG (1) = N7 (1) 1t ) = / N () (&) — (N3 () ()| da
/ i@ u(@) - frlau@) de (5.14)

Como W,P(Q) < L), entonces u, — ug en LI(Q).Por el teorema 2.2.10
existe una subsucesion de (u,,),>1 (la cual por fines practicos se sigue denotando
por u,,) tal que

i) u,(x) = uo(x) en c.t.p. de Q.
i) g € L) tal que |u,(z)| < |g(z)| en c.t.p. de Q.

Como la aplicacion f, es continua en la segunda variable, entonces

fo(z,u,(x)) = fo(z,u(z)) en c.t.p. de Q

Sabemos que:
[fr (@, u, (2))] < efu|! < elg(a))
———

€L (Q)

pues /(\g(x)\ql)q,dx = / lg(2)|? dx < oo.Por el teorema de la convergencia
Q 0

dominada

/ fi (2, uy(2)) = fo(z,uo(2)|” dz — 0, cuando v > 1
Q

Asi en (5.14) cuando v — oo,se tendra
(N7 (uy) = Nyp(u)| o) = 0, cuando v — oo

= Ny(u,) = Ny(u) en L7(Q)
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Para cada u € Wy *(Q) fijo,se define el funcional
A WP(Q) — R
v (A = [ flo o) o)ds
0

= La aplicacionA, esta bien definida,sea v un elemento en W, ?)(€Q). Basta ver

lo siguiente
V)| = / fo(z,u(z))v(x)de

/|f+ z,u(z)).v(z)|de
- [ W) @)-0(a) da
< |Nf( )|Lq (Q)|U|Lq <0

El hecho que esa expresion sea finita se desprende de la inmersion Wy () <
LI(Q) y de v € WyP(Q) lo que implica v € LI(Q).

s A, es lineal.

Sean los elementos vy, v, € Wy P(Q) v a, f € R
(A(u), oy + Bug) = / fur, () oy + Brg) () de
_ / for,u(z))avn (2)dz + / Fo(ar, u(x)) Bualz) de
Q Q

—a / fo(m, u(@))vn (2)ds + B / Fo () o)
= a({A(u),v1) + B(A(u),va) , Yv1,v9 € Wol’p(Q) , Va,B€R

= Para cada elemento u fijo pero arbitrario en W, ’P(Q) la aplicacion A, es
continua en R.

y 1
Pues sea una sucesion (w,) convergente a un elemento w de W,?(Q).

Esto es w, — w en W, (€).Se toma el valor absoluto de la diferencia de las
imagenes de los elementos w, y w via la aplicacion A(u).

(A(u), w0} — (A(),w)] = [(A), w, — w)] = ] / Fol, ule)) (w, — w)(z)dz
< / o u(@) (w, — w)(2)] de
< / |} () (2). (1, — w) (2)] da

Como WP (Q) < L) y w, —w € WyP(Q), entonces w, —w € LI(Q), luego

(A w) ~ (Aol < ([ 1390 \qdm) (1w —w) mx)

= ‘Nf(u)‘Lq’(Q) Jwy = w|Lq(Q)
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Nuevamente por el hecho que Wol’p(Q) — L9(2), 3 ¢; > 0tal que |w, — w]Lq(Q) <
1 ||lw, — w||, de aqui se sigue:

[{(A(u), wy) = (Alu), w)| < e [Nj ()] g - [[wn = wl]

V—00

<c|lw, —w|]| —0
donde ¢ = ¢1 [Ny ()] (q)-
= (A(u),w,) = (A(u),w) en R, caundo v — oo

Esto prueba que la aplicacién A, es continua.

Lo que implica que para cada u fijo pero arbitrario A(u) € (Wy(Q))
A continucion se vera que este funcional A, es la derivada de Fréchet de la aplicacion
J3.
w(v
Afirmacion 5.4. Se tiene que lim [w(v)

lel=0 ([0l 20

Js(u) — (A(u),v), Yo € W, P(Q).

=0, donde w(v) = J3(u + v) —

En efecto.

Sea v un elemento cualquiera en W, 7(Q) tal que v # 0. Por definicion del funcional
J3 se tiene que

w(v) = /Q Fo(x, (u -+ v)(z))dz — /Q Fo(z,u(2))dz — (A(u), 0)
/Q Fo(e, (u(e) + o(x))da — /

Q

F+(x,u(m))dx—/Qer(x,u(a:)).v(x)dx

Fu(z,ulz) + v(@) - Fu(z,ulz) - fi (2, u(z)).0(z)de

S— 55—

w(z)+o(x) u(z)
0 0

I
S~

| st [ pe e | f+<x,t>dt—f+<x,u<x>>.v<x>>daz
0 u(x) 0

u(z)+v(z)
/( | f+(x,t)dt—f+(x,u(x)).v(x)>dx

Haciendo el cambio ¢ = u(x) + sv(z), 0 < s < 1, dt = v(z)ds, si t = u(z) entonces
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s =0ysit=u(x)+v(r)entonces s = 1; de aqui se sigue:

/(0f+xu + sv(z ds—/f+xu )dx

A [ @)+ svte ))—f+(fv,U(x)))-v(:v)dS) &

0

/(/1<<Nf(u+87)>>( ) = Ni(w)) (). v(:c)ds) da

/ / (Ni(u+ sv) — (Ny(uw))(x)).v(x)dzds (Por teo. de Fubini-Tonelli)

e \—\// (N + 50))(2) — (N (0))(2) o) dds

</

<[ 1 ([ 1065t + s0)@) - Wyl de ) ds

1
< [ (Notu+ 50) = Ny @i -l ) ds

ds

/Q«Nf(UJFSU))( ) = Wj(w)(x))-v(x)dx

Como WyP(Q) < LI(Q) entonces existe ¢y > 0 tal que V] Lag) < collv]], entonces

)l < o [ (W5t 50) = Ny ol ds = ool [ NGt 50) = Nyl s

jw(v)

1
| < Co/o Ny (u+ sv) = Np(u)| Ly o ds , Vo € WyP(9) con v distinto de 0.
(5.15)

o]

1
Afirmacion 5.5. lim / Ny (u+ sv) = Np(u)] o) ds = 0

lvll=0 Jo

1
En efecto. Basta probar que lim / Ny (u+ sv,) — Nf(u)|Lq/(Q) ds = 0, para toda
V—r0Q 0
sucecion (v,) € WyP(Q) tal que v, — 0 en W, P(Q).
Se toma una sucesion (v,),>1 € W, ?(Q) tal que v, — 0 en W, 7(Q).

Para cada v > 1 fijo se define la funcién

g [0,1] — R
s gu(s) = [Np(u+ sv,) = Np(u)| Lo o

Claramente para cada v > 1 fijo la funcién g, esta bien definida.
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» Para cada v > 1 fijo,la aplicacion g, es continua. Pues sea ty € [0,1] un ele-
mento cualquiera,tal que ¢t — o en [0, 1], se toma la diferencia de las imagenes
de t y ty via la aplicaciéon g,, esto es

190(t) = gu(to)| = |INF(w + tv,)| ey — N7 (0 + tov)| o |
< ]Nf(u +tv,) — Nf(u + tov,,)\Lq/(Q) (5.16)

Como t — ty, entonces para cada v > 1 fijo pero arbitrario se tiene que
u 4 tv, — u+ tov, en WyP(Q), pues

[u+ to, = (u+tov,)|| = [|(£ = to)uu || < [t —tof [|vy[[—0
= u+tv, = u+tyv, , cuando t — t
Como N ¢ es continua, entonces

Nj(u+tv,) = Nyp(u+tov,), en L7(Q), cuando t —
= Wi(u +tv,) = Ny(u+tovy)| o) = 0, cuando t — o

= [gv(t) — gu(to)] = 0, cuando t — tg

Asi para cada v > 1 fijo,la aplicacion g, es continua en [0, 1] por tanto es una
funcién medible.

» Para cada v > 1 fijo g, € L'(]0, 1]).Basta ver lo siguiente

|90(s)| = ‘V\/f(u+ SUy) _Nf(u)’LQ’(Q)‘ = |WNy(u+ svy) _Nf(u)|L¢Z'(Q)
< ‘Nf(u+SUV>’LQ’(Q) + [Ny (u )‘Lq Q)

_ ( [t s dx) ( [0 dx)”q’
</ |fo (2, u(z) + sv,(2))]7 d:c) (/ oo dx) pr
( z) + sv, (z)[ )7 dx) n (/Q () )’ dx) "
(s i ”qu)l/w* (f c|u<x>|qu>”q'
(/QC(W(??N +S|v,,(:zc)|)qu)l/q/jL (/ch(x)'ngj)l/q,

se tiene que ([u(z)[+s |v, (€))7 < ¢q (Ju(@)[" + 57 [v, (2)|7) < ¢ (Ju@)]* + [0, (2)]7)
para 0 < s < 1, se sigue que:

|9, (5)] < (/Q c.cq (Ju(@)|" + [v, (x)]9) dx)l/q/ . </Qc|u(x)|qu>1/q/
(c.co)/” (/Q \U(x)lquder/Q\vu(x)lqud:c) v Ll (/chu(l‘)\qd:p) 1/q
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se obtiene:

19.(5)] < (c.c)” [( /Q !u(x>!qu)1/q,+ ( /Q |vy(a:)\qu)l/¢

1 / / !
= (ec)" (Iulfifey + 24y ) + €7l

= M (3l 1) ol + (e 517

+ M ) Y0

Como v, — 0 en WyP(Q) y de la inmersion de W, ?(Q) < L%(Q) se tiene que:
v, = 0 en L)

Por tanto la sucesion es acotada es decir, existe Ly > 0 tal que

|UV|L¢Z(Q) S LO ’ VV Z 1

En (5.17) se observa que

90 ()] < 7 (e + 1) [ul ) + (ec) /7 (Lo) (5.18)

/ l9.(5)] ds </ M (e 4 1) [ulfll) + (c.cq)l/q,(Lo)q/q/> ds
0
|

(
<cl/q/(c;/ql +1) \u|%/qql> ds + /01 ((C.cq)l/ql(Lo)Q/q/> ds
(

!/ 1 ! ! 1
/q + 1) |u|qL{1q s ) + (c.cq)l/q (Lo)q/q s

0
/74 1) |l + (e.cg) ¥ (Lo)¥ < o0

= [gu(s)] < o0

Entonces para cada v > 1 fijo la aplicacion g, € L'([0, 1])
Por (5.18) se tiene que

6u(8)] < (/" + 1) Jul g + (e.c) (Lo)'" = h(s)

J/

er1([0,1))
donde h(s) > 0 (pues llegaria a ser una constante)

Para cada s € [0, 1] fijo, g,(s) — 0(s) =0

Se observa que para cada s € [0,1] fijo u + sv, — u, en WyP(Q), cuando
v — 00, pues

lu+ sv, = (W) = llsvu || = [s[ o]l , [s] € R = 3n, € N/[s] <ns

< ngllv,|| = 0, cuando v — oo
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Como la aplicacion Ny : Wy (Q) — L7 (Q) es continua, entonces para cada
s € [0,1] fijo Ny(u + sv,) — Ny(u) en L7 (), cuando v — oo, por lo que
|Nf(u+31)y) _Nf<u>’qu(Q) — 0.

Por tanto se tiene

195(s) = 0(s)] = |gu(5) = O] = lgu (s)| = ||Ny(u + sv) = Ny(u)l o o

V—00

= Wi(u+sv,) = Ny(u)| g gy — 0

= g,(s) =0, Vs € [0,1]
= ¢,(s) = 0 en c.t.p. de [0, 1]

Por el teorema de la convergencia dominada

9v(8) = Ol 1.1y — 0, cuando v — o0

= ‘gu(S)\Ll([Oyl]) — 0, cuando v — o0
1
:>/ lg,(s)| ds — 0, cuando v — oo
0
= lim [g,(s)[ds =0

1
:>/ Ny (u+ sv,) — Nf(u)|Lq/(Q) ds =0, ¥(v,) C Wol’p(Q)/Uu v 0en Wol,p(Q)
0

1
= lim / Ny (u+ sv,) = Np(u)] g gy ds = 0
0

[0l =0

Lo que prueba la afirmaciéon mencionada.

Asi en (5.15) cuando v — 0 tendremos

W) o e sl ) = ) = (A, )|

1m
o0 ||v]| [[0]|—0 v

Por lo que la derivada de frechet del funcional J3 viene dada por:

<umw:mwm:4ﬁmwm

Ahora se halla la derivada de fréchet del funcional I por definicion se tiene:

L7 Py — . u)dx
I(a) = 3 3F(ul?) AFA,M
=1(u) = Jyo Jy(u) — Js3(u)
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Como la aplicacion (Jy 0 Jy) y el funcional J; son Fréchet diferenciables, entonces I
es Fréchet diferenciable.

= (I'(u), v) = ((J2 0 J1)'(u) = J5(u), v)
= ((J20 J1)'(u),v) — (J3(u),v)
A / IVl Vu.Vods — / Fola,u)vdz Yo € WIP(Q)
Q Q
Lo que concluye la prueba de la afirmacion 5.2. [ |
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Proposicién 5.2.6. El funcional I € C*(W, ().

Prueba. Se toma un elemento uy € W, () fijo pero arbitrario y (u,) una sucesion
que converge al elemento uy del espacio VVO1 P(Q). Esto es u, — ug

Sea un elemento v € VVO1 P(Q) tal que v # 0, por definicion de la aplicacion I’ se
tiene

(I’ (u,),v) — (I'(ug),v)| = ‘(M(||uy||p))p_1/ \Vu, [P~* dzVu, Vods — / [z, u,).vde

— (M (JJuo|"))P /\Vuo\p ? dxVuy. Vvd:v—l—/ﬂr x, up).vdx

_ ‘(M(Hu,,Hp))pl /Q IV P2 Vi, Vodz — (M([[uo|?))P! /Q Vuol"? VugVoda

—/ fo(zyu,) — fo(z, up)vde
Q

= ‘[M(Ilu,,ll”)]”‘l /Q (I "™ Y, = [Vuo|"™ Vo) Vwda + ([M (||, |7))"

(M ([luol”)P) / Vol 2 Vg, Vudar ( / (f(0,) — f+(l’,u(>))~vdw) \
(5.19)

Afirmacién 5.6. La siguiente integral/ !(]VUV\%Q Vu, — |Vug|P ™ Vuo) VU| dr — 0,
Q

cuando v — oo.

En efecto. Se puede ver que (|Vu,,|p_2 Vu, — |Vue|'™ Vug) Vv € L) ya que

/“Vu,,|p_2Vu,,—|Vu0|p_2Vu0‘p/dI§/HVUV|p—2VUV|dCL’
Q
<c (/ (Ve [P* Vu,) ld:c—l—/ (IVu, [P~ Vug) /da:)

</ ]Vul,|pdx+/ |Vu0|pdx)

= ¢p (luw[[” + [luol[") <

= |V, [P Vu, — [Vuel’ > Vue € L' ()
Por otro lado Vo € [LP(Q)]Y dado que v € W, P(Q)

1/2
= ||v|| = (/ |Vv|pdx) < oo
Q

= / |VolP de < oo
Q
= Vo € [LP(Q)]N
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Por la desigualdad de Holder se tendra que la aplicacion

(IVu, P72 Vi, — [Vue|" > Vug) Vo € LH(Q) (5.20)

Ademas se puede ver que ‘|Vul,|p_2 Vu, — |Vuel"™ Vuo‘Ll — 0, cuando v — 0.

Pues la sucesion u, — ug en W, ?(Q),lo que implica

||uy, — upl| = 0, cuando v — oo
= [V(w, — uo)|pp@yy — 0, cuando v — oo

=Vu, — Vug en [LF(Q)]Y, cuando v — oo

Por el teorema 2.2.10 existe una subsucesion de (Vu,),>1 C [LP(Q)]", la cual por
fines practicos se sigue denotando por Vu, tal que

i) Vu,(x) = Vug(x) en c.t.p. de 2.
it) 3g € LP(Q) tal que |Vu,(z)|py < |g(z)| en c.t.p. de Q.

De (i) tiene que |Vu, ()27 — |Vug(2) 2 en c.t.p. de Q

= |V, (2) |57V, (2) — [Vug(z) 5 Vuo( ) en c.t.p. de
= |V, (2) |57V, (2).Vo(r) — [Vug(2)[5y - Vug.Vo(z) en c.t.p. de Q

IV, (@) [ -V, (2).Vo(2)| = |Vu, (2) 5" [V, (2). Vo ()|
(Pues [{z,y)] < llz]l- ) < Ve (2)[5x" [V (@) g - [V0(2) [
= [V, (@)l - [Vo(@) gy < [9(@)" . [Vo(@) |

eLr’ (Q) €LP(Q)
EL‘{(Q)
= ||V, (2) P72 .V, (z).Vo(z)| < h(z)
N~~~
eL(Q)

Como la funcion (|Vul,(9(;)|p_2 Vu,(2).Vo(z) — [Vug(z) |5’ Vuo(z).Vou(z)) € L(Q),

por el teorema de convergencia dominada tendremos:

|(]Vul,(x)|p_2 Nu,(x) — |Vuo(x)|p_2 .Vuo(x)) .Vv(x)}

L) 0, cuando v — o0

Ahora, de (5.19) se tiene lo siguiente:
0 Ca0).0) = (2 Ca0). ] < [l [ (T2, — (Vi) V) Vi
0
+ [ [M ([l 7))} = [M(Huopll)]pll/ Vo™ Vo V| da
Q

+ [ 1) = fula el do (5:21)
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Como u, — uy en WyP(Q), entonces ||u,||” — |Juo|/” en R como M es continua se
tiene

M([luy[[7) = M (fluoll")
=M (Jlu, ")~ = [M((Juo )]~

Por tanto la sucesion ([M (||u,||”)]P~"),; es convergente en R, por ende es acotada,
esto es

FLo>0: |[M(Ju )P < Lo, Vv >1 (5.22)

_ _ 1
Afirmacion 5.7. / |V uol” ZVUOVU| dz < [|Vuo |’ 2VU0|U,/(Q) Jlv||, donde = +
Q p

En efecto. Se puede ver que la funcion |Vug|" > Vug € LP (Q), pues
/ |]Vu0]p_2 Vuo‘p/ dx = / (]Vuo\p_2 |Vu0\)p/ dr = / (\Vuo\p_l)pl dx
0 Q 0

:/|Vu0|pd:v: o] < o0
[9]

Como la funcion (Vv) € LP(Q2). Entonces por la desigualdad de Holder se obtiene
que

/Q ‘|Vu0|p_2 Vug.Vo| dz < }]Vuo\p_z VUOILP,(Q) AVl
= [|Vuo['~* Vo g - 0] (5.23)
Afirmacién 5.8. /Q |(f+ (@, w) = f(z,u0)) vlde < g f (2, ) = fo (2, u0) | Lo ) V]|
donde ¢y > 0.
En efecto. Primero se vera que la funcion
fo(z,u,) — fr(2,u0) € LY (), donde %—I— & =1

Esto se da pues

/ Fol@u) — filayu)? de < / (U2 (2 w)| + 1 (s o)) da
Q Q

< ([ 15wl s [ 1o o)
Q Q

< c:;,.c/ (\ul,|q_1)q/ dx—i—c:;/.c/ (\uolq_l)ql dx
Q Q

= Cy-C Uy |7y + Cyp-cluo|? < 00

A\
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Esto ultimo se da debido a que Wy*(Q) < L4(Q), con lo cual los elementos u, €
L(£2).

Del mismo hecho para el elemento v € W, *(€) < L9(Q) se tiene que v € LI(Q),
asi existe ¢j > 0 tal que [v[,q) < ¢ [|v]|.Por la desigualdad de Hélder

/Q | f (@, u) = fo (@, uo)| v do < [fi(z,u) — f+(x7u0)|Lq’(Q) : |U|q

< colfr (@, u) = fi(@ uo)l oo vl (5.24)

De (5.20), (5.22), (5.23) y (5.24) reemplazando en (5.21) se tiene

(I (), v) — (I’ (un), 0)| < Lo |(|Vu|"™* Vi, — [Vuo[”™* Vug) Vo,
| [l [P~ = [M ([ "))
< Lo | (IVu["* Vu, — [Vuel~* Vug) V|, @
+ ([ (|77 = [M (o) [V a0 Vto] - 101
+ o | f+ (2 w) _f+<I7U0)|Lq’(Q) [[v]] (5.25)

()

Como |(|Vu,,\p_2 Vu, — [Vul"™ Vuo) VU}LI — 0, en R, cuando v — oc.

Entonces para € = 8_ ||v]] > 0, existe v, € N tal que

= “(|Vuy|p_2 Vu, — |[Vuo| ™ V) VU‘D(Q ‘ vl , Vv > 1 (5.26)

8L
1 €
Como [M (||u, |[P)P~F "= [M(||u P=1 Parac = > 0,
[M ([|u[”)] [M([luoll”)] (!\Vuolp Vol (m+1)
existe 15, € N tal que
M ([l )]~ = M ([Juo )P < 1 — V> 1
HV’U ‘p V’U/()‘Lp +1

(5.27)
Afirmacion 5.9. [fi(z,u,) — f+ (@, u0)| ¢ ) — 0, cuando v — oco.

En efecto.

Como W,?(Q) < L9(Q) entonces por el teorema 2.2.10 existe una subsucesion
{wy, },~; que por fines practicos se denota por (u,),>1 tal que

i) u,(x) = up(x) en c.t.p. de Q.

i1) dg € L1(Q) tal que |u,(z)| < |g(x)| en c.t.p. de Q.

29



Como f es continua en la segunda variable, entonces f, (z,u,(x)) — fi(z,uo(x))
en c.t.p. de €2, también

[fo @, u(@))] < clu (@) < clg@)" = | filz,u(@)] < clg@)]”]
———

Se tiene que |g(z)|""" € L7 (Q), pues / (|g(x)]q_1)ql dr = / lg(2)|? dx < oco.Por el
Q Q

teorema de la convergencia dominada se tiene

| f (@, un) — [ (2, u0)| o) — 0 en R, cuando v — oo

1
Para e = (—*) > 0, existe v3 tal que

3
3\ ¢

e (1
| [ (@, u) = [ (@, u0)| o) < 3 (E) , Vv > v (5.28)
0

Tomando vy = méx {vy, e, 13}, se tiene que (5.26), (5.27) y (5.28) se cumpliran
simultaneamente para v > 14, y como

|[M ([ |[P)PH] < Lo, Vv 21 = [[M(||uy )| < Lo, Vv > 1o

En (5.25) para v > 1 se tiene que

-2
), o) — (o)l < S ol 5l Vol e,
v =g 8 |IVuol”™ Vo] + 1 g =

g

<1

= [{I'(uy),v) = (I'(ug), v)| <

8

('), )] _ <
-2

|

9 9 £
[oll + g ol + 7 lloll = 5 vl

—~
~
—~
S
<
~—
<
~
|

,Yr > A Yo #£ 0 en WP (Q)

= ’II(UV> - I/(u0)|(W017:0(Q))/ <eg, Vv Z 140

Es decir, para todo € > 0, existe vy € N tal que |I'(u,) — ]’(u0)|(W3,p(Q)), < g,
Vv > vy

=1'(u,) — I'(ug) en (WP ()

Esto prueba que el funcional I € C'(W,”(Q),R)

60



A continuacion se verifica la geometria del teorema del paso de la montana.

Afirmacién 5.10. El funcional I tiene un punto fijo en cero,esto es 1(0) =0

En efecto.Por definiciéon del funcional I se tiene lo siguiente

Hw=§MMM—Aﬂmmm

Evaluando en u = 0 se tiene que

1(0) :%]\/4\(0) —/Qﬂ(x,())dx

Las aplicaciones M y F; se anulan en cero por tanto 1(0) = 0.
a

Afirmacion 5.11. Existen nameros «,y > 0 tal que I(u) > «a, V||ul| = 7.

En efecto.Por definicion del funcional 'y de la condicién que satisface el operador
M se tiene lo siguiente:

1~
uwz—Mww%—/ﬁwawm

p Q

1 _

Z%MWW5VWMW—/FM%WM

p Q

1

zﬂ%*mW—f/mmm

p q.Jq

1 . c

> Sl = &

De la inmersion WyP(Q) < LI(Q), existe un elemento ¢, > 0 de manera que
[uly < ¢ Jull, Yu € Wg(2), luego

1 c.c
I(w) > ey Jullf = eaflull® , e = =mh ™", cp = —2

= [lull” (er = ez [Juf ") > >0
1
A Cl q9—p
Si|lu|| =7, con 0 <vy< (—) ,a=c17? —cy? >0
C2

= Existen o,y > 0 tal que I(u) > a, Yu con ||u|| =~

Afirmacién 5.12. Existe un elemento e € Wy () de manera que |le| > 7 vy la
imagen de este elemento I(e) < 0.

61



En efecto.

Sea un elemento v > 0 en VVO1 P(Q) y un namero ¢ > 0.La imagen del elemento tv
via el funcional I esta dado por

I(t) :%M(Hmup) —/Qm(x,w)dx
(5.29)

Como la aplicacion F'; satisface la condicion (5.1) y la funciéon f, satisface la con-
dicién de crecimiento subcritico entonces se tiene que

Fr,t) > kolt]" —ky, VtER, Vo € Q
Por lo que
I(tv) = < %]\/Z(tp Io]l?) t“k0/9|v|“dx +
_ %J/\/f\(t” loll?) = ko o]/ + k1 |2 (5.30)
Para acotar (5.30) se define la aplicacion

g: ]0,400] — R
t
t — g(t) = ==

M(t)

Estéa bien definida, pues ]/\/[\(t) £ 0, Vt > 0.

Ademas es una aplicacion derivable, cuya derivada viene dada por ¢'(t) = —

Como la funcién M satisface la condicon M (t) > []\7 ()P, Yt > 0, eso implica
que ¢'(t) > 0.

En consecuencia ¢ es una funcion creciente, asi para t > 1 se tiene que g(t) > g(1)
por tanto la aplicacion M verifica lo siguiente M (t) < M(1)t, ¥t > 1, en consecuencia
en (5.30) se tiene

1/\
I(tv) < gM(l)t” [0]]" = kot* |v]}, + k1 |€2]

como f > p, existe un nimero t* > 0 suficientemente grande tal que I(t*v) < 0.
Eligiendo t* tal que ||t*v|| > 7, resulta que e = t*v satisface
I(e) <0, para e[| >

Esto muestra que existe un elemento e = t*v € W, (Q) tal que |le|| > vy I(e) <
0.
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Entonces por el lema 2.2.46 (teorema del paso de la montafia) existe una sucesion
(uy) =1 € WyP(Q) tal que

I(u,) ¢ A [I'(u,) =0, cuando v — o (5.31)
donde 0 < ¢ = fnf max I(y()) yI' = {v € CH([0,1], Wy ?(2))/7(0) =0 A ~(1) =¢}.
~v€l tel0,1]

Afirmacion 5.13. Veamos que la sucesion (u, ), es acotada en Wy ().

En efecto.Por definicion del funcional I y de la aplicaciéon derivada de este funcio-
nal, evaluando en los elementos de la sucesion se tiene.

MM—%UWM#J=%ﬁWMW—lFH%%Mx

= (e bl = [ Ft e

Como la funcién M satisface la condicién (5.2) entonces se tiene que

1 ppflup_ .U x—l uppflup
I(u) Zg[M(HUH ) | /QF+( yuy)dz — — [M(|[l]*)) [fu ]
+% Qf+(x,uy)ul,dx
L1 PYP=L |y, |P 1 T, Uy) .Uy, — T, U x
= (3= 2 ) prrr e+ [ (G, - Fuo)) d
(5.32)

Como la aplicacion F satisface la condicion 0 < pFy(z,t) < fi(z,t).t, Vi € R,
entonces se tiene la siguiente desigualdad

0 < pFy (2, u(2) < fr@,u () w(r), Vv =1

L F (7)) < % Fol,un(2)) (@) , Vo > 1
=0 < aﬂr(x,u,,(x))u,,(x) — F(z,u,(z)), Yv>1

iOSL(%ﬁ@mA@MA@—FM%%@%)M (5.33)

De lo obtenido en los puntos (5.33) y (5.32) se tiene la siguiente desigualdad

Im»—%WWWwJZ(%—i)MMWWW*WMVE(%—%)W@“WMW
jIWJ—%WWJm»Z(%—%>meW%W (5.31)
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Para cada v > 1 se tiene que I'(u,) € (WOLP(Q))/’ ademés
(I ). o)) < 12 () gy - el - o € Wo(€)

Como la sucesion |I’(ul,)](W01,p(Q)), — 0 en R, cuando v — 0.

Para £ = 1 existe v € N tal que [I'(uy)|gy10(q), <1, Vv 2 10.

Sea Ly = méx {|1'(u1)|w,l,p, @ 1 )y (Q)}

é ‘I/<UV)|W_11PI(Q) S LO 3 vl S v S I/O - 1

Entonces |I'(uy)|y-15(q) < k, Vv > 1, donde k = max {1, Lo}. Para cada ntmero natural
v>1, |(I'(w), )| <k ||| , Yo e W,P(Q)
En particular para los elementos v = u, se tiene

(T (wy)u)| < K], Ve >1 (5.35)

Como I(u,) — ¢, cuando v — oo, entonces la sucesion (I(u,)),>1 es acotada en R.
Por lo que existe un namero Ny > 0 de manera que

[I(u,)| < Ny, Vv >1 (5.36)

Por la desigualdad triangular se tiene

I(uy) = (1), ) < [ (uy) = (I (), w)| < [ ()] 4 [ (un), )|
= 1 (uy) = (I'(w), w) < [ (u)] + (I (uy), uy)| (5.37)

De los puntos (5.35), (5.36) y (5.37) se obtiene
I(u,) = (I'(w,), u,) < No+k|lu,| (5.38)

También de (5.34) y (5.38) se tendra

1 1
No+kluy > (]; - ;) (o) [lus | (5.39)

La sucesion (||u,||),>1 es acotada en R. Caso contrario supongamos que (||u,|)y>1
no es acotada entonces lim |ju,| = +o0.
V—r00

En (5.39) dividiendo entre ||u, ||, entonces
N 1 1 _
TRz (‘ R ‘) (mo )™ |

| pH

Haciendo v — o0, se tiene k > oo,esto contradice el hecho de que k es finito. Por
tanto la sucesion (||u,||),>1 es acotada.Por lo que existe un namero L > 0 de manera
que ||u, || < L§, para todo v > 1

Esto prueba que la susecion (u,),>1 es acotada en Wy ().
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Lema 5.2.7. Supongamos que las condiciones (M) y (Ms) son vdlidas. Entonces
cualquier sucesion acotada de Palais-Smale para el funcional I tiene una subsucesion
fuertemente convergente.

Prueba. Seca (u,),>; una sucesion de Palais-Smale para el funcional I, es decir

I1T(w)]] <c,WweN A I'(u,) =0, donde c e RT

Como (u,),>1 es acotada entonces la sucesion (||u,||)g>1 es acotada en R

Por tanto existe una subsucesion (||uy, ||),~, tal que |ju,, || — t{.

Para simplificar la notaciéon sin perdida de generalidad denotaremos w,, por u,.
= [luw || = 1

= [lun[I” = (£5)"
= ||luy||? = to, cuando v — oo, to = (ty)?

Por lo que la subcesion (u,),>1 es acotada en Wy (Q) v |luy||” — to

Asi por el lema de Alaoglu Bourbaki, existe una subsucesion (la cual seguiremos
denotando por u,) de u, tal que u, — ug, ug € Wy ().

Ahora definamos

P, = (I"(u,),u,) + /Q [ (@, u)u,de — (I'(uy,), ug) + /Q fi(z, uy ) upde

Afirmacion 5.14. La sucesionn P, — 0, cuando v — oc.

En efecto.

Primero se vera la siguiente convergencia

-/ﬁm%mméfﬁmmmm
Q Q

Como la sucesion u, — ug, ug € Wy(Q) y como W,*(Q) <> LI(Q) pues
p<gq<p
= u, — ug en LI(Q)

Entonces por el teorema 2.2.10 existe una subsucesion de (u,) (la cual por
fines précticos se sigue denotando por u,) tal que

i) u,(r) = u(z) en c.t.p. de Q.
i1) dg € L1(Q) tal que |u,(z)| < |g(z)| en c.t.p. de Q
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Como f, es continua en la segunda variable

=fi(z,u, () = fr(x,up(x)) en c.t.p. de 2
= fi(z, u,(2))u, () = fi(z,up(x))up(x) en c.t.p. de

[ (2, (2) Yo ()] = | f (2, 0 (2))] | ()] < el (@) Ju(2)] = € fuy ()]

= | f4 (@, (@))u (2)] < cluy(2)]* < clg(a)]?
eL(Q)
= | fo (2, w (@) Juy ()| < h(z), h(z) € L))

por el teorema de la convergencia dominada

| f4 (@, u)u, — fi(x, u0>u0|L1(Q) — 0

ﬁ/ fi(z,uy)u,de — / fi(x,up)updr , cuando v — oo
Q Q

. /f+(x,u,,)uod:c—>/f+(l‘,uo)u0d$
Q Q

Como u, — ug, ug € WyP(Q) y de la inmersion Wy*(Q) < LI() pues

p<gq<p"
= u, — ug en LI(Q)

Por lo que existe una subsucesion de (u,,) (la cual por fines practicos se denota
por u,) de manera que

i) u,(r) = up(z) en c.t.p. de Q.
i1) dg € L1(Q) tal que |u,(z)| < |g(z)| en c.t.p. de Q

[ f (2w (@) uo ()| = | f (o, () o ()] < ey ()7 Juo ()| < ¢ g (2)|" [uo(2)]
—— ——

eLd(Q) €L1(Q)

eL(Q)

J/

= | [+ (@, u, (@) )uo(2)] < h(z) € LN(Q)
Como f, es continua en la segunda variable, entonces

filz,u,(x)) — fi(z,up(z)) en c.t.p. de Q
= f(z,u,())up(z) = f(x,up(x))up(z) en c.t.p. de Q

Por el teorema de la convergencia dominada
| f4 (@, u)uo — fr(,u0)uolp1q) — 0, cuando v — oo

:>/ fi(z,uy)updr — / fi(x,up)updr , cuando v — oo
Q Q
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o (I'(uy),u,) — (I'(uy,), up) — 0, cuando v — oo

Como u, — ug en W,y (Q)

=(f,u,) — (f,uo) , Yf € (WyP(Q)), cuando v — oo
= (f,u, —ug) = 0, Vf € (Wy"(Q))

Para cada v > 1, I'(u,) € (Wy*(R)), y como u, — ug para v — oo

=p/cv>1, (I'(u,),u, —ug) = 0, cuando v — oo
=(I"(uy), w) = (I'(w), uo)

De estos tres puntos tenemos que

P, — 0, cuando v — o0

b, = <I/(UV>7UV> +/ fo(w,u)u,de — <I,(uu>vu0> - / f(@, uy)ugd
= (P P = [ Folwuude + [ fGon)uds
M (||luy||”)] /]Vu,,|p_2Vu,,Vuodx—/Qer(x,uy)ugdx) —/Qer(x,u,,)uodx
= [M ([}, ")~ [ ||” = [M (||uu||p)]p_1/|vuu|pQVuuVuOdl"
Q

M (| ) /Q IV P2 Y, Vg dar — [M (|| |)]P" /Q VP2 Y, Vugdz

Ahora definamos

O, = —[M(||u,||")]P* / |Vu0|p_2 VuoVu,de + [M(||u,]|P)]P~* / |Vu0|p_2 VugVugdr
Q

=~ [ 90l ViV (o, ~ o)

Afirmacion 5.15. La sucesion O, — 0, cuando v — oo

En efecto.

Sabemos que ||u,||” — to y como M es una funcion continua, entonces

M (||u,||”) = M(ty) , cuando v — oo
=M (||lu, ") = [M(||t]))P", cuando v — oo
= — [M(Hupr)]p’1 — —[M(HzfoH)]p’1 , cuando v — oo (5.40)

Afirmacion 5.16. / \Vu0|p72 VuoV(u, — ug)dxr — 0, cuando v — oo.
Q
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En efecto.
Se define la aplicacion

G: WyP(Q) —
—

[

R
G(v) = [, |Vo|P* VugVoda

» (G es lineal

Sean o, B € Ry vy, vy € WyP(Q), entonces
G(avy + Bvg) = / ]Vuolpfz VueV(avy 4+ ug)dx
Q
- / Vo |P > Vug.a Vo da +/ Vo |P ™ Vug. SV vada
Q Q

=a / \VuoP~* Vug.Voydz + 3 / Vo |P~? V. Vogd
Q Q
- aG<Ul) + BG<D2>
s (G es acotada

(G, v)| = ‘/ Vuolon’ Vg Voda
Q

§/Q|Vu0|§]v2.|Vu.Vv\d:E
< / Vuol2? . [Vulgy . [Volgw dz - (Pues [(z,9)] < [« [ly])
_ /Q VuolZ5L . [Volgy da (5.41)
Afirmacién 5.17. /Q|Vu|p1|Vv|dx§ ulP?" || Vol|
En efecto.
/Q(|vu|p—1)p' dx:/Q|Vu|pdx<oo, pues u € W, ()

= |Vu|f " € L7 (Q)
Claramente |Vu| € LP(Q). En base a la desigualdad de Hoélder se tiene

1

/\Vu\p_l\Vv\dxg (/ ]Vu|p_1dx)p .(/\wdx)”
Q Q Q
1/p\ P/’
([ 1vu iz N T T
Q

Reemplazando en (5.41) se tendra

(G 0)] < Ilull”?" . |lo]
= [(G,v)| < L|lv]| , Vo € Ja"(2), donde L = |lul*"”



Como u, — ug, entonces
(G,u,) = (G,up) , cuando v — o0

=>/ |Vu0\p72 VuogVu,dr — / \Vuo|p72 VuoVugdr , cuando v — 0o
Q Q

:>/ |VoP ™% VugV (1, — ug)dz — 0, cuando v — oo (5.42)
0

De (5.40) y (5.42) se tiene
—[M(||Uu||p)]p1/ |Vuo\p_2 VuoV(u, — ug)dr — 0, cuando v — oo
Q

= 0, -0, cuando v — o0

y como P, — 0, se tendra :
P,+0,—0

La suma de estas sucesiones viene dada por:
O+ By = (P [ 1Vl do = (PP [ 90l 9, Vs
Q Q
= I P! [ [Vaol ™ VaoVasde + (P [ [Vuol do
Q Q

= Il [ 1907 Va,Vude = QPP [ 190 T, Tugda

— M (P ( [ 9l Vi, = 1900l V)V
— /(|Vul,|p_2 YV, — |Vu|"™ VuO)Vuoda:)
Q

= QP ([ (9l P = 90 Vi) Vo, — s

O, + B, = [M(||u,||")F! (/Q(|Vuy|p2 YV, — |VuelP > Vug)V (u, — uo)da:>
(5.43)
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Caso 1: Sip > 2
= O, + B, = [M(||u,||")]*! (/(]Vuylpz Vu, — \Vuo\p*2 Vug)V (u, — uo)daj)
Q

> (M (|fu, )P / & V()P di

(Ml [7)1 e [l = woll

> (mo)"ep [l — oll”

= O, + P, > (mo)* ¢, |u, — uol’

De la siguiente convergencia P, + O, — 0, cuando v — o0, se tiene

|lu, — upll” — 0, cuando v — oo
= ||luy —upl| = 0, cuando v — oo

—u, — ug en WyP(Q), cuando v — oo

Caso 2: Sil<p<?2

O, + B, = [M(||u,||")F! (/(|Vu,,]p2 YV, — | V|’ Vug)V (u, — uo)da:>
0

> M)y [ el (5.4
- Y "o (IVuy| +[Vug|)2» '
Se puede notar que
V (1, — )] _
)P do = | dz. , p(2-p)/2 4
f It = e = S e (T + Vel (549

Afirmacién 5.18. Se cumple la siguiente desigualdad

P/2 2-p)/2
V(u, — up)|? ( @-p
v pd < / | d . / v Pd
/Q| V (w, — uo)[" da < ( o (V| + [Vuo )27 X Q<| V| + [Vuol)Pdx

En efecto.

/|(1w,,\+\wo\>p<2W?f/(“) dx:/(]Vuy\+\Vuo\)pdx
Q Q

< cp/ |V, |[” + [V |” dx

</ |Vul,|pd:1:—|—/ |Vu0|pd:c)

([l + fluoll”) <
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= (V| + |Vue|)PEP/2 ¢ L¥EP)(Q) (5.46)

2/ IV (w, — )|’
dr = v dx 5.47
/Q (V| + Vo 77 (5:47)

|v(ul/ - U0)|p
Q (|VUV| + |VU0|)p(2—p)/2

V(u, —u) ”

dr <
o | (Vu] + [Vuopenrz|  “F =

Afirmacion 5.19. La siguiente integral es finita, esto es

En efecto.

Se sabe que

p—2 p—2 |V (w, — uo)|”
v v v v dz 2
/Q(|Vu P72V, — [V, [P Vo) (V(u, — ug))da /Q(Wuy\ Vo 27

(5.48)
Afirmacion 5.20. Sea b = /(|Vu,,\p_2 YV, — [VueP™* Vug)V (u, — ug)dz < oo
Q

En efecto.

/ “Vul,\p_Q Vu, — ]Vuolp_Q Vug‘gN dr < / HVul,]p_Q Vu,,‘RN +) HVuo\p_Q Vuo|gN dx
0 0

/
IV, |53+ [Vauo 23T da

(
(

<c ( / (1Vu 2" (IVuo\%I’J)p'dx)
( / V| di + / VaolZy dx)

Aplicando la desigualdad de Holder

b< (/|]Vuy|p_2Vuy |Vuo|”™ 2Vuo| dx) (/ ]V(u,,—uo)]qu)q < 00
Q )

Entonces por (5.48) se tiene

IV (4, — up)
d
/Qaw + Vg™ =
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por tanto en (5.47) se tendra

J

V(uw, —u)P |

dx <
(V| + [Vuglpenrz| =

de aqui

[V (uy — uo)|”
(IVuy| + [Vug|p-»)/2

e L¥7(Q) (5.49)

De (5.46), (5.49) y aplicando el teorema de Holder en (5.45) se tendra

2/p p/2
/ |V (u, —up)| de < (/ dx)
Q Q

1V ut, — o)
(Vs + [V P72

(2-p)/2
(/ (V| + |Vu0|)P(2—p)/2|2/(2—p) dx)
Q
p/2 s
|V(U/y _U0)|2 / »
= d : Vu, \V4 Pd
- /n(\VuA Vo2 ™" Q(| w,| 4 | V| )P da
p/2 -
|V(U1/ - U0)|2 / )
= dr) Gl 4 [Tu
B /Q(‘VUA + |Vugl)2» v Cp Q(‘ uy|” + [Vug|”)dx
/2
V Uy — U 2 p .
: /Q (‘V‘u (‘ + |V1jo)")2pd$ '(Cp(HUVHp + ||u0||p))(2 p)/2

p/2
V(u, — u0)|2
= V(u, — up)|P dz < / | dx .Cy
AT —<qu%+HvWWp

donde ¢, = (¢p([|luy |l + uo|*)* ™% +1 > 0.

1 Ve, —u)?, \"
Uy — Ug
j_ v + P S d
g 1w ol (éuv%ruva%px>
1\2/P ) IV (u, — u)|?
= L= < d
j(@) e uﬂ"AﬂV%%HV%W”:E

Reemplazando en (5.44)

1 2/p
= 0, + B, > [M(|u,|")P ¢, (c_) llw, — wol? , V1 < p < o0 (5.50)

v

72



1 2/17 1 2/17
Afirmacioén 5.21. | — — >0
(Cu) ((Cp(to + [luol[?))ZP)/P + 1)

En efecto.

Se sabe que
P = to
= Jluy [P+ [JuolP — to + [|uo|”
2-p)/2 2-p)/2
= (cp([[w P+ uolP)) P77 = (cplto + [Juo]?)*

2-p)/2 2-p)/2
= (cpl(lun " + [[uol")* ™" + 1 = (ep(to + lfuoll”))* 7" + 1
1 1

= — — — >0
(plmll” + ol D%+ (eplto + ol )% +1
2/p
=c, — L > 0
T \(elto+ lluo|) PP +1)
0
=c, — po >0, cuando v — 0o
En (5.50) cuando v — oo,se tiene
(M (1)) oo Jim [, — o <0 (5.51)
>0
= lim ||u, — u||> < 0 (5.52)
Como ||lu, —ugl| >0, Vv > 1
= lim [lu, — uol”> >0 (5.53)
V—00
De (5.51) y (5.53) se obtiene
T [, — =0
= ||uy — uol|> = 0, cuando v — oo
=u, — ug en WP(Q) , cuando v — oo
Esto concluye la prueba del lema 5.2.7. [

Como (u,) es acotada en W, ?(Q), entonces por el lema anterior existe (u,, )z>; una
subsucesion de (u,),>; tal que u,, — uy € Wy (Q).
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Afirmacioén 5.22. [(ug) =c¢

En efecto.
Se tiene u,, — ug en W, (), como “I” es continua entonces I(u,, ) — I(ug) en R.

Se puede notar que (I(u,, ))r>1 es una subsucesion de (I(u,)),>1 y como I(u,) — c.
Entonces por unicidad de limite se tiene, I(ug) = c.

Afirmacién 5.23. I'(ug) =0

En efecto.

Sea la sucesion w,, — up en VVO1 P(€)), como el funcional I’ es continua, entonces
I'(uy,) = I'(ug) en (Wy"(Q))

De (5.31) se tiene I'(u,) — 0 en (W, ?(Q))".

Por unicidad del limite se tiene I'(ug) = 0.

En consecuencia ug es punto critico del funcional [ y asi corresponde a una solucién
débil del problema (P*).

Pues por definicion del funcional I’, se tendra
I'(ug) = [M(HUOHP)]p_l/ V"™ Vg Vudz — / f+(@, wvde
Q Q
:>[M(|’U0Hp)]p1/ ’VUOIP_Z VuyVudr = / Ji(@,wvdz , Vv € W()Lp(Q)
Q Q

con lo cual se tiene que ug es solucion del problema (P*). A continuacién se prueba
que dicha solucién es positiva.

Afirmacion 5.24. uy > 0
En efecto.
Como I'(ug) =0, entonces (I'(ug),v)=0, Yv € W, (Q). Se sabe que
uy = max {—ug, 0} € WyP(Q), donde
wo={ a0

(') = M (aol) [ 19007 unTge = [ fo(owhigdo =0

:>[M(Hu0Hp)]p1/|Vuo\p_2 VUOVuodx:/f+(x,uo)u0dx (5.54)
Q Q

Por definicion se tiene lo siguiente u, = max{—ug,0}

i () = {O , st ug(z) >0

—ug(x) , siug(z) <0
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0 , st ug(x) >0

Ouy ()
. 0 :
O - /lg;(jc) , stup(z) <0
_ 0 ’ si UO(:B) > 0
\VA —
o (@) {—Vuo(x) , st up(z) <0

De lo anterior se tiene Vug € Wy ().
Sean los conjuntos Q™ = {z € Q/uo(z) < 0} y Q" = {z € Q/uo(z) > 0}.
Para Q = Q™ U Q" en (5.54) se tendra

[M (o))~ (/Q |Vuo|pf2 VuoVug dx + /m |Vu0|p*2 VuOVugda:) =

= f+($,U0)Uadx—|— f+(x7u0)uad‘r
Q- Qt

QP ([ 90l Vol =Valds + [ 19 Fun0)de) =

:/ 0.updz + fi(z,u9)0dx
_ ot

Ml (- [ 19ubds) <o
~1(al) ! [ [Funlde =0

= [M(||uol[")]P~" (/Q |Vuo|” dx) =0 (Pues por hip. M(t) > mg >0, Vi > 0)
— -

>0
= |VUO|p dx =0
0-
= |—Vuo|" dz =0
0-

:>/ ‘Vua‘pdxzo
o-

Afirmacién 5.25. HugH =0

En efecto.

HUOHPZ/QWUOWJC:/Q_\vuo\pdx+/m\vu0|pdx

:0+/ IV(0)[Pdz =0+ 0
Ot
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_p _
Luego Huo H = (), entonces Huo H =0. |
entonces u, = 0, se sabe que

up = ug +ug =ug +0=ug

=Ug = U/E)i_ >0
:>U[) 2 O
Afirmacion 5.26. ug > 0 en €

En efecto.

Supongamos que uy = 0 c.s. Asi existe A Lebesgue medible cuya m(A) = 0y
up(w) =0, Vw € Q \ A.

Como

ug =0 c.s. = Vug =0 c.s.
= |[Vuyy| =0 cs.
= |Vuol” =0 c.s.

:>/|Vu0|pdm:()
0

= [luoll =0
- t
Por definicion M (t) = / (M(s))P'ds
0

— [luol|
= Wl = [ 1)y
W0) = [ (1)) ds =0 = W) =0 (5.55)

t
Como f(z,t) es de Caratheodory, entonces por definicion de F'(z,t) = / f(z,s)ds
0

t

es también de Caratheodory, por ende Fly(z,t) = / f(z,s)ds también es de Ca-
0

ratheodory.

Por lo que se tiene que F, (z,t) es de Caratheodory.

Como m(A) =0y up(w) =0, Vw € 2\ A

=F (z,up(w)) = Fi(z,0) =0, Yw e Q\ A
=Fy (z,up(w)) =0 c.s.
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Como F, es una funcién positiva y medible en la segunda componente
= / F(x,ug)dx =0 (5.56)
Q
Por (5.55) y (5.56) se tendra

1 —
o) = M(Julf) = [ Fulz,uo)da
p 0
=0
pero I(ug) = ¢ =0, lo cual es una contradicciéon pues ¢ > 0.

Ahora supongamos que ug = 0 en 2
= [luoll =0
=3l =0 A [ P undo =0
Q
=I(ug) =0=c¢ (—<¢)puesc>0
Por tanto de ambas suposiciones,se tiene que uy > 0.Asi el problema (P*) posee
solucion débil positiva.

Continuando con la prueba del Teorema 5.2.1 mediante la siguiente Afirmacion, se
podré concluir nuestro resultado.

Afirmacién 5.27. ug es solucion del problema (P).

En efecto.

Por lo anterior se tiene que ug € VVO1 P(€)) es solucion débil positiva del problema
(P7).

Por lo que se cumple:

[]V[(||U0||p)]p_1/Q|Vuo|p2 VuyVudr = /Qf+(95,uo)vd$, Vo e WyP(Q)  (5.57)

Sea 2 = QT U Qg, donde QF = {z € Q/ug(x) > 0} vy Qo = {x € Q/ug(xz) = 0}
[ sewnde = [ fo ot [ fiGoun)ods
o) O+ Qo

= [ f(z,up)vdx (5.58)
O+

Se puede notar que

f(z,up)vdx =0 (5.59)

Qo
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:>/Qf+(x,u0)dx: [z, up)dx (5.60)

O+

| swude = [ faart | fie s

Qo
= f(z,up)dx
O+

= / f(z,up)de = f(z,up)dx (5.61)

Q Qt

Asi de (5.60) y (5.61) se tiene
/ fo(z ug)de = / f(z,up)dx (5.62)
Q Q

De (5.57) se tuvo lo siguiente:

[1\4(||u(>!|p)]7”_1/Q|Vu@|p_2 VuoVodz = /Qf+($7uO)vdl’, Yo € Wy ()
y por (5.62), se tendra

[M (||uo||P)]P~* /Q |Vo|P~* Vg Vodz = /Qf(x,uo)vdx , Yo € WyP(Q)

.. up es solucion débil positiva del problema (P)

5.3. Otro tipo de resultados estadisticos, de acuerdo
a la naturaleza del problema y la Hipotesis

No aplica para este tipo de trabajo.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastaciéon y demostracion de la hipétesis
con los resultados

Esta seccion mostrara que las hipotesis planteadas en la seccion 3.1 se han verificado.

En la seccion 3.1.1 se consideré la hipotesis general:
“Eristen soluciones débiles positivas para la ecuacion eliptica tipo p-Kirchhoff”

Como se vio en el capitulo anterior, la ecuacion eliptica p-Kirchhoff hace referencia
al problema (P) planteado y ademas el teorema 5.2.1 muestra que existen soluciones
débiles positivas, en el sentido de (i7), lo que prueba la hipotesis general.

Por otro lado, en la seccion 3.1.2 se planted las siguientes hipotesis especificas:

HE1. Existe una caracterizaciéon sobre el espacio de fase débil para una ecuacion
eliptica de tipo p-Kirchhoff.

HE2. Existen condiciones sobre las fuerzas estructurales y el operador M de Kirchhoff
para que la ecuacion eliptica del tipo p-Kirchhoff posea soluciones positivas dé-
biles.

Con respecto a la HE1, la igualdad (i) muestra la caracterizacion del problema
(P) sobre el espacio de fase W,?(Q), es decir, el espacio de fase débil. Ademas,
con respecto a la HE2, (5.1) y (5.2) muestran las condiciones sobre las fuerzas
estructurales (f) y el operador M de Kirchhoff (M) para que existan soluciones
débiles positivas del problema (P). Estas aclaraciones muestran que las hipotesis
especificas se han verificado.
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6.2. Contrastacion de los resultados con otros estu-
dios similares

Positive Solutions for a Quasilinear Elliptic Equation of Kirchhoff Type.
C.O. Alves, F. J. S. A. Corréa, T. F. Ma (2005).

Los problemas de valores en la frontera no locales como el problema (1) que se es-
tudia en este articulo modelan sistemas biologicos donde u describe un proceso que
depende del promedio de si mismo. En este contexto,el principal resultado estable-
ce que si M no crece demasiado rapido en un intervalo adecuado cercano a cero,
entonces el problema (1) tiene una soluciéon positiva.

6.3. Responsabilidad ética de acuerdo a los regla-
mentos vigentes

Conforme al codigo de ética de investigacion de la universidad Nacional del Callao
aprobada por consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio del 2017, en
nuestra inverstigacion se respeté y cumplié con las normativas institucionales que
regulan su proceso, se procedié con el rigor cientifico para su validacion, fiabilidad
y credibilidad de los métodos y fuentes de consulta, utilizados con responsabilidad
y transparencia en todo momento.
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CONCLUSIONES

1. Como se observo en el Capitulo V, el método del paso de la montana permitio
demostrar la existencia de soluciones. Es importante tener en cuenta su forma-
lizacion geométrica, pues la geometria del paso de la montana permite aplicar
métodos minimax con respecto a un punto critico de Palais-Smale local.

2. En este trabajo se consider6 al operador p-Laplaciano dado por

Apu = div(|Vul[’"> Vu) , paral<p< N.

Note que en el caso de que p = 2 entonces el operador A, es igual al ope-
rador Laplaciano usual. Este operador se genera como aproximacion de las
deformaciones no lineales sobre el cuerpo dadas por:

£ = |Vul"> Vu.

En éste el término de divergencia se obtiene gracias al Teorema de divergencia
de Gauss, es decir

/ <|Vu|p_2Vu,n>dm:/Apudx.
o0 Q

donde “n” representa al vector normal exterior a 0f2.

3. El operador M de Kirchhoff esta presente en la version estacionaria de la
ecuacion de Kirchhoff (esta ecuacion es més general que el modelo propuesto
por Kirchhoff (Kirchhoff, 1883))

utt—M(/ |Vu|2da:>Au:f($,u) en 2 x (0,7)
Q

u=0 en 092 x (0,7)

Lu(z,0) = up(x) , u(z,0) =ui(x)

donde M(s) = a + bs, a,b > 0. Este operador sirvi6 de motivacién para el
estudio de nuestra ecuacioén.
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RECOMENDACIONES

1. Como se observo en el resultado principal del presente trabajo, solo se mostro
la existencia de soluciones positivas para el problema p -Kirchhoff eliptico. Se
recomienda poder estudiar otras caracteristicas sobre estas soluciones, como
en el caso de los dominios radiales, o la cantidad finita de equilibrios.

2. Se recomienda para futuros trabajos abordar el caso cuando las fuerzas estruc-
turales sufren perturbaciones no lineales del tipo |u\E u, en particular:

— {u (/ V|’ dx)]p_ Apu = flz,u) + Xul* > u
0

pues tiene un fuerte sentido fisico considerar dicho tipo de no linealidades.

3. Debido a que se mostré que el problema eliptico de la ecuacion p-Kirchhoff
posee soluciones, se recomienda estudiar el problema hiperbélico relacionado,

es decir -
Ugt — {M </ |Vul? dx)} Apu+g= f(z,u)
Q

donde g representa a un amortiguador necesario para que las vibraciones sobre
el cuerpo no generen energia creciente.
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ANEXOS

Tabla 10.1: Matriz de Consistencia

FORMULACION
DEL OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA POBLACION
PROBLEMA
Problema gene- | Objetivo gene- | Hipotesis gene- | El método de | No se aplica para
ral: ral: ral: investigaciéon es | este tipo de pro-
(De qué forma se | Demostrar la exis- | Los métodos va-

puede demostrar la
existencia de solu-
ciones débiles posi-
tivas para una ecua-
cion eliptica de tipo
P-Kirchhoff?

tencia de solucio-
nes débiles positi-
vas para una ecua-
cion eliptica de ti-
po P-Kirchhoff me-
diante los métodos
variacionales.

riacionales pueden
demostrar la exis-
tencia de solucio-
nes débiles positi-
vas para una ecua-
cion eliptica de tipo
P-Kirchhoff.

Problemas espe-
cificos:

1. ;Cuél deberia ser
el espacio de fa-
se débil para una
ecuacioén eliptica de
tipo P-Kirchhoft?
2. ;Qué condicio-
nes debe establecer
q las fuerzas inter-
nas f y el operador
M de Kirchhoff, pa-
ra que una ecuacion
eliptica de tipo P-
Kirchhoff posea so-
luciones débiles po-

sitivas?

Objetivos especi-
ficos:

1. Establecer el es-
pacio de fase débil
para una ecuacion
eliptica de tipo P-
Kirchhoff.

2. Establecer

condiciones

las
sobre
las fuerzas internas
f v el operador M
de Kirchhoff para
que una ecuacion
eliptica de tipo
P-Kirchhoff posea
soluciones  débiles

positivas.

Hipétesis especi-
ficas:

e La ecuaciéon
eliptica de tipo
P-Kirchhoff puede
caracterizarse
mediante el espacio

de fase débil.
e La ecuacién
eliptica de tipo
P-Kirchhoff admite
condiciones ade-

cuadas sobre las
fuerzas internas f
y el operador M
de Kirchhoff y asi
posee soluciones

débiles positivas.

béasico tedrico.

yecto.

Fuente: Elaboracion propia
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