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RESUMEN

EXISTENCIA DE UN ATRACTOR GLOBAL PARA UN SISTEMA DE LAMÉ

SEMILINEAL

Gianella Castromonte Diaz

Mayo 2023

Asesor: Paulo Nicanor Seminario Huertas

Titulo obtenido: Licenciada en Matemática

El presente trabajo estudia la dinámica a largo plazo de un sistema de ondas sísmicas

débilmente amortiguadas expuestas a fuerzas estructurales no conservativas y fuerzas

externas a partir de un sistema de Lamé. Adicionalmente se muestra la existencia de una

región compacta de estabilidad, es decir, un atractor global.

Palabras claves: Sistema de elasticidad, Atractor global, Sistema gradiente, Cuasi-
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ABSTRACT
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Mayo, 2023

Advisor:Paulo Nicanor Seminario Huertas
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The present work studies the long-term dynamics of a weakly damped seismic wave

equation exposed to non-conservative structural forces and external forces from a Lamé

system. Additionally, the existence of a compact region of stability is shown, that is, a

global attractor.

Keywords Elasticity system, Global attractor, Gradient system, Quasi-stability.
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INTRODUCCIÓN

Esta tesis trata sobre la dinámica a largo plazo del sistema de Lamé

utt − µ∆u− (λ+ µ)∇divu+ αut + f(u) = b

De�nido en un dominio acotado de R3 con condición de contorno de Dirichlet. Se

pretende mostrar la existencia de un atractor global con dimensión fractal �nita para

el sistema, considerando la presencia de fuerzas estructurales f(u) y fuerzas externas

b. En este caso, el sistema de Lamé modela el desplazamiento de vibraciones de ondas

sobre medios elásticos e isotrópicos, el cual explica el comportamiento de las ondas

sísmicas. Además, se brindará una explicación física detallada del modelo considerando

las velocidades de las P-ondas y S-ondas.

Es importante rescatar que este sistema es vectorial, lo que causa una complicación

no menor al considerar que cada ecuación direccional está acoplada con las otras.
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Capítulo 1

PLANTEAMIENTO DEL

PROBLEMA

1.1. Descripción de la realidad problemática

El presento trabajo tiene por �nalidad el estudio de la dinámica a largo plazo del

sistema de Lamé bajo fuerzas no lineales. Aquí, el sistema lineal
utt − µ∆u− (λ+ µ)∇divu = 0 en Ω× R+

u = 0 en ∂Ω× R+

u(0) = u0, ut(0) = u1 en Ω,

(1.1)

Se convierte en
utt − µ∆u− (λ+ µ)∇divu+ αut + f(u) = b en Ω× R+

u = 0 en ∂Ω× R+

u(0) = u0, ut(0) = u1 en Ω,

(1.2)

Donde αut (α > 0) representa una disipación friccional, f(u) representa una fuerza

estructural no lineal, y b = b(x) representa alguna fuerza externa. Hasta donde sabemos,

la dinámica a largo plazo de sistemas semilineales de Lamé (1.2) no se han estudiado

antes. Presentaremos dos resultados principales. En primer lugar, se mostrara la buena

colocación del sistema, es decir, la existencia, unicidad y dependencia continua de las

11



soluciones débiles.

En segundo lugar, se establecerá la existencia de un atractor global con dimensión

fractal �nita para el semigrupo de soluciones asociado.

A continuación, resumiremos las principales contribuciones de este trabajo.

(i) A partir de la teoría de semigrupos y de los operadores disipativos, se muestra

la existencia de soluciones débiles usando los problemas de Cauchy abstractos.

Adicionalmente, se mostraran diferentes resultados con relación al control de la

energía, lo que permite demostrar a posteriori la existencia y unicidad de las solu-

ciones débiles. La dependencia continua con relación a los datos iniciales también

es un punto que se discutirá en este primer apartado.

(ii) Nuestro segundo resultado establecerá la existencia de atractores globales para la

dinámica del sistema (1.2) bajo fuerzas no lineales con crecimiento crítico

|fi(u)| ≈ |u|p + |ui|3,p < 3, i = 1, 2, 3. Bajo cuidadosas estimaciones de energía,

se mostrara que el sistema es gradiente y cuasi-estable en el sentido de [10,11].

Los siguientes supuestos se considerarán a lo largo de este trabajo para las funciones

de�nidas en un dominio acotado Ω ⊂ R3 con borde lo su�cientemente suave ∂Ω.

1. El coe�ciente del amortiguamiento friccional y los coe�cientes de Lamé λ , µ

cumplen:

α, µ > 0 y λ ∈ R con λ+ µ ≥ 0

2. La fuerza externa vectorial b satisface

b ∈ (L2(Ω))3

3. El campo vectorial no lineal f = (f1, f2, f3) satisface la existencia de un campo

vectorial g = (g1, g2, g3) ∈ (C1(R3))3 y funciones G ∈ C2(R3) y hi ∈ C2(R),

i = 1, 2, 3.Tal que

f = (u1, u2, u3) = gi(u1, u2, u3) + hi(ui), i = 1, 2, 3.



fi(0) = gi(0) = hi(0) = 0, i = 1, 2, 3.

g = (g1, g2, g3) = ∇G.

Además, existen constantes M ,mf ≥ 0. Tal que

f(u).u−G(u)−
3∑

i=1

∫ ui

0

hi(s)ds ≥ −M |u|2 −mf , ∀u ∈ R3

G(u) +
3∑

i=1

∫ ui

0

hi(s)ds ≥ −M |u|2 −mf ,∀u ∈ R3

con

0 ≤ M <
µλ1

2
,

Donde λ1 > 0 denota el primer valor propio del operador laplaciano −∆. Además, con

respecto a las funciones gi y hi, i = 1, 2, 3, adicionalmente se asumirá que:

• g cumple la restricción de crecimiento subcrítico, es decir, existen 1 ≤ p < 3 y

Mg > 0, tales que, para i = 1, 2, 3

|∇gi(u)| ≤ Mg(1 + |u1|p−1 + |u2|p−1 + |u3|p−1),∀u = (u1, u2, u3) ∈ R3

• Para cada i = 1, 2, 3, hi cumple la restricción de crecimiento crítico, es decir,

existe una constante ch > 0 tal que

|h′

i(x)| ≤ ch(1 + |x|2),∀x ∈ R, i = 1, 2, 3.

1.2. Formulación del problema

1.2.1. Problema general

• ¾Será posible probar la existencia de un atractor global para un sistema de Lamé

semilineal?



1.2.2. Problemas especí�cos

• ¾Será posible probar la buena colocación en el sentido de Hadamard para un

sistema de Lamé semilineal?

• ¾Será posible probar la estructura gradiente del semigrupo asociado al sistema de

Lamé semilineal?

• ¾Será posible probar que el semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal es

cuasiestable?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

• Probar la existencia de un atractor global para un sistema de Lamé semilineal.

1.3.2. Objetivos especí�cos

• Probar la buena colocación en el sentido de Hadamard para un sistema de Lamé

semilineal.

• Probar la estructura gradiente del semigrupo asociado al sistema de Lamé semili-

neal.

• Probar que el semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal es cuasiestable.

1.4. Justi�cación

En el estudio de las ondas sísmicas, al estar estas desplazándose desde el hipocentro al

epicentro, es necesario estudiar el comportamiento vectorial de las ondas cuando afectan

a cuerpos elásticos, en particular, cuerpos isotrópicos. En estos casos, la ley de Hook y

sus leyes constitutivas muestran que el tensor de tensores está dado por

τij = λδijdivu+ µ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)



donde τ representa a las tensiones sobre el cuerpo, λ y µ los parámetros de Lamé

asociados a la viscosidad y elasticidad del cuerpo y, las dependencias del desplazamiento

u, las deformaciones. Es así que, a partir de la segunda ley de Newton, se deriva la

ecuación

utt − µ∆u− (λ+ µ)∇divu = ρF (1.3)

Que representa el desplazamiento de partículas vectoriales para un cuerpo elástico,

isotrópico y homogéneo sujeto a fuerzas externas F . En Poisson [29], Timoshenko [33],

Hudson [18], entre otros, se ha demostrado que la ecuación (1.3) proporciona información

sobre diferentes ondas corporales. En un sentido escalar (P-ondas ), donde la notación

divu representa fracciones de los cambios de volumen del tensor de tensiones que explica

el comportamiento de compresión y rarefacción en el interior del cuerpo. Desde el punto

de vista matemático, puede ser dado por la identidad

utt(divu)− α2∆(divu) = divF

Donde α =

√
λ+ 2µ

ρ
representa la velocidad de propagación de las P-ondas. Por otro

lado, al considerar el caso ∇×u se obtiene el comportamiento de una onda vectorial (S

-onda ) las cuales modelan pequeñas rotaciones de elementos lineales a partir de fuerzas

de corte que actúan dentro del cuerpo. De esta manera, surge la siguiente ecuación.

utt(∇× u)− β2∆(∇× u) = ∇×F

Donde β =

√
λ+ 2µ

ρ
signi�ca la velocidad de propagación de las S- ondas.

El análisis de la dinámica para (1.3) ha mostrado grandes aplicaciones en el efecto

de las ondas sísmicas en varios materiales (por ejemplo, harzburgita, granate, piroxenita,

an�bolitas, granito, gas, arenas, cuarzo, etc.), donde la propagación de las P-ondas re-

presentan el cambio de volumen en el interior del cuerpo bajo compresión y dilatación en

la dirección de la onda, ver Figura 1.1(b), mientras que las S-ondas son desplazamientos

transversales que producen vibraciones en una dirección perpendicular (normal a la onda

viajera), ver Figura 1.1 (c).



Figura 1.1: En (a) tenemos el cuerpo elástico en una posición de descanso. En (b)
tenemos el efecto de propagación en el material de las P-ondas, donde se producen
pequeñas contracciones y dilataciones en la misma dirección de propagación de la onda.
En (c) ejempli�camos el efecto de las S-ondas transversales en el material, que se genera
a partir de las fuerzas de corte y son efectivas en direcciones normales con respecto a la
dirección de propagación de la onda.

Un escenario general existente es cuando los terremotos generan ondas de corte,

digamos S-ondas, que son más efectivas que las ondas de compresión, digamos P-ondas,

y por lo tanto son las más dañinas sobre un cuerpo.

Es así que el presente proyecto es de alto interés en un sector signi�cativo de la ciencia

actualmente, sobre todo en regiones altamente sísmicas como lo es nuestro país.



1.5. Delimitantes de la investigación

1.5.1. Teórica

Al realizar una investigación en la literatura con respecto al tema a desarrollar, se

ha visto que no se cuenta con trabajos relevantes a nivel nacional, por este motivo,

los trabajos teóricos de referencia son de nivel internacional, los cuales son obtenidos

en su mayoría por medio de artículos cientí�cos en revistas especializadas. Es así que la

principal limitación es el acceso a dicho material, ya que la mayoría de revistas consideran

un monto a pagar por sus artículos.

1.5.2. Temporal

No aplica.

1.5.3. Espacial

No aplica.



Capítulo 2

MARCO TEÓRICO

2.1. Antecedentes

El sistema de Lamé 3-dimensional está dado por
utt − µ∆u− (λ+ µ)∇divu = 0 en Ω× R+

u = 0 en ∂Ω× R+

u(0) = 0, ut(0) = u1 en Ω,

(2.1)

Donde Ω es un dominio acotado de R3 con borde suave ∂Ω, que representa el cuerpo

elástico en su con�guración de reposo. Aquí, el vector u = (u1, u2, u3) denota despla-

zamientos y λ, µ son las constantes de Lamé con µ > 0. En este modelo, el tensor de

tensores está dado por

τij = λdivuδij + µ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

Remitimos a [1, 12, 25, 32] para aspectos de modelado y [9, 20, 30] para algunas

aplicaciones de ondas vectoriales.Observamos que la energía funcional correspondiente

al sistema lineal (2.1) viene dada por

Eℓ(t) =
1

2

∫
Ω

(|ut|2 + µ|∇u|2 + (λ+ µ)|divu|2)dx,
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Que es conservativa ya que formalmente
dEℓ(t)

dt
= 0. Esto motivó varios estudios sobre

tales sistemas donde la característica principal es encontrar amortiguadores y controla-

dores adecuados para conseguir estabilización y controlabilidad, respectivamente. Recor-

demos algunos resultados relacionados. La estabilización exponencial de los sistemas de

Lamé, de�nidos en dominios exteriores de R3 con condiciones de Dirichlet, fue estudiado

por Yamamoto [34] mientras que la estabilización uniforme retroalimentación de con-

torno no lineal. fue estudiada por Horn [17]. Para el caso del decaimiento polinomial de

la energía, Astaburuaga y Charão [4] consideraron un amortiguador localizado en el in-

terior, asumiendo la condición geométrica del control. Al agregar disipación viscoelástica

del tipo memoria, Bchatnia y Guesmia [5] establecieron la llamada estabilidad general.

Recientemente, Benaissa y Gaouar [6] estudiaron una fuerte estabilidad de los sistemas

de Lamé con regularidad fraccional sobre el borde del dominio.

2.2. Bases teóricas

En este capítulo presentaremos resultados elementales tanto físicos como matemáti-

cos necesarias para el desarrollo de este trabajo.

2.2.1. Aspectos Físicos

Descripción del movimiento. Puntos de vista lagrangianos y eulerianos

La tensión y la rotación son dos manifestaciones de deformación. Se dice que cuando

un cuerpo sufre deformaciones, la posición relativa de las partículas del cuerpo cambian.

Para ver esto consideremos el siguiente experimento:

En la super�cie de un globo in�ado se marcan cuatro puntos correspondientes a las

esquinas de un cuadrado. Luego se aprieta el globo en la proximidad de los puntos. El

resultado de este experimento nos muestra el cambio en las posiciones relativas de los

cuatro puntos, así como cambios en los ángulos de las esquinas del cuadrado.

Además, si el apretón se realiza lentamente, también se observará que las posiciones de

los cuatro puntos cambian continuamente a medida que pasa el tiempo.

Es decir:



Figura 2.1: V0 Representa el Volumen inicial, la cual se convierte en V después de la
deformación. Donde el R y r representan las posiciones antes y después de la deforma-
ción, respectivamente, con el u(R) como el vector desplazamiento dado por la diferencia
entre r y R.

Sea R = (X1, X2, X3) la posición del vector correspondiente a una partícula en el

cuerpo no deformado y r = (x1, x2, x3) la posición del vector en el cuerpo deformado

que corresponde a la partícula que inicialmente estaba en R.

Así,

r = r(R, t) (2.2)

Se puede escribir:

ri = xi = xi(X1, X2, X3) , i = 1, 2, 3

Además, dado r = r(R, t) y asumiendo que el jacobiano es diferente de cero

J =
∂(x1, x2, x3)

∂(X1, X2, X3)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂X1

∂x1

∂X2

∂x1

∂X3

∂x2

∂X1

∂x2

∂X2

∂x2

∂X3

∂x3

∂X3

∂x3

∂X2

∂x3

∂X3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Por el Teorema de la Función Implícita podemos escribir:



R = (r, t)

En forma de componentes:

Ri = Xi = Xi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3

La ecuación r = r(R, t) corresponde a la descripción lagrangiana del movimiento.

La ecuación R = R(r, t) corresponde a la descripción euleriana del movimiento.

Figura 2.2: La descripción completa requiere de la consideración de los cambios experi-
mentados por el vector dR entre dos puntos adyacentes.

Para un tiempo t0, tenemos:

r(R, t0) = R

Ahora, consideremos p(r, t) que indica el valor de alguna propiedad del medio

(ej.: presión,temperatura, velocidad, ...) en el punto r en tiempo t.

Luego, supongamos una sola partícula R.

Usando

r = r(R, t)

Tenemos,

P (R, t) = p(r(R, t), t)



Cuando un cuerpo esta en movimiento la descripción de la tasa de cambio temporal de

una propiedad depende de como se describe el movimiento.

Esto motivara las de�niciones a continuación. Para lo cual consideremos la siguiente

situación.

Supongamos que estamos interesados en medir la tasa de cambio temporal de alguna

propiedad (temperatura) de un río en función de la posición y el tiempo.

Veamos dos casos:

Caso 1:

Consideremos un punto �jo respecto a la costa desde la cual se tomaran mediciones.

La posición de este punto estará dada por r en algún sistema coordenado. La tasa de

cambio de la hora local obtenida está dada por:

∂p(r, t)

∂t

Caso 2:

En este caso las mediciones se realizaran desde una canoa que �ota a lo largo del río.

Donde la canoa que representa una partícula en un medio será identi�cada por el vector

R, cuyo origen coincide con el origen del vector r del punto �jo antes mencionado. La

tasa de cambio temporal determinada a partir de estas mediciones se le conoce como la

DERIVADA MATERIAL de P . Es decir, es la derivada material de una cantidad P

respecto al tiempo t y está dada por:

DP

Dt

Así la tasa de cambio temporal de P será registrado por un observador moviéndose con

la partícula identi�cada por R.

Escrita como:
DP

Dt
=

∂P (R, t)

∂t

∣∣∣∣
R�jo

Donde P es la cantidad de cualquier propiedad escalar, vectorial o tensor del medio.

Ahora, expresando P en términos de r, tenemos:



P (R, t) = p(r(R, t), t)

Así,
DP

Dt
=

∂p

∂r
.
∂r

∂t
+

∂p

∂t

=
∂p(r, t)

∂t

∣∣∣∣
r�jo

+
3∑

k=1

∂p(r, t)

∂xk

.
∂xk

∂t

∣∣∣∣
R�jo

Donde:

• ∂p(r, t)

∂t
es la tasa de cambio de hora local.

• ∂p(r, t)

∂xk

.
∂xk

∂t
es la tasa de cambio CONVECTIVO que surge del movimiento en el

medio.

A la derivada material también se le conoce como la DERIVADA SUSTANCIAL O DE-

RIVADA TOTAL.

Ahora veamos que la velocidad de una partícula se de�ne como la tasa de cambio de

tiempo material del vector posición de la partícula.

v =
Dr

Dt
=

∂r(R, t)

∂t

∣∣∣∣
R�jo

o también:

vk =
∂xk

∂t

Luego, podemos usar:

R = R(r, t)

y escribir:

v = V (R, t) = V (R(r, t), t) = v(r, t)

donde v(r, t) es el campo de velocidades.

La partícula R al estar en un punto r en un momento dado t tendrá velocidad v(r, t).

Por tanto, tenemos:
DP

Dt
=

∂p

∂t
+

3∑
k=1

∂p

∂xk

.
∂xk

∂t



Donde:

∇(p.v) =
3∑

k=1

∂p

∂xk

.
∂xk

∂t

pues,

∇(p.v) = ∇
(
p.

(
∂x1

∂t
,
∂x2

∂t
,
∂x3

∂t

))
=

∂p

∂x1

.
∂x1

∂t
+

∂p

∂x2

.
∂x2

∂t
+

∂p

∂x3

.
∂x3

∂t

=
3∑

k=1

∂p

∂xk

.
∂xk

∂t

Asi
DP

Dt
=

∂p

∂t
+∇(p.v)

Ahora expresando r en términos de u : vector desplazamiento, tenemos:

u(R, t) = r −R

v =
Dr

Dt
=

D(u+R)

Dt
=

∂(u(R, t) +R)

∂t
=

∂u(R, t)

∂t
+

∂R

∂t

v =
∂u(R, t)

∂t
+

∂R

∂t

Debido a que R no depende del tiempo,
∂R

∂t
= 0

entonces,

v =
∂u(R, t)

∂t

Si se da u en la descripción espacial, se obtiene:

vk =
∂uk

∂t
+

∂uk

∂xl

.
∂xl

∂t

vk =
∂uk

∂t
+∇(uk.v)

o también:

v =
∂u

∂t
+∇(u.v)



La aceleración es la tasa de cambio temporal material de la velocidad de una partícula.

a =
Dv

Dt

En la descripción euleriana tenemos:

ak =
∂vk
∂t

+
∂vk
∂xl

.
∂xl

∂t

=
∂vk
∂t

+∇(vk.v)

o también:

a =
∂v

∂t
+∇(v.v)

El Vector Tensión

En la mecánica de un medio continuo se reconocen dos tipos de fuerzas:

Fuerzas Corporales: Las cuales actúan a una distancia dentro del cuerpo o entre

cuerpos.

Ej.: Fuerza de gravedad, que pueden ser el resultado de la acción de las partículas

dentro de un cuerpo, o puede originarse en otro cuerpo. El efecto de la gravitación

generalmente se ignora en los estudios de propagación de ondas que no involucran toda

la Tierra.

Fuerzas Super�ciales: Aquellas que solo dependen de la super�cie del cuerpo como

consecuencia del contacto con otros cuerpos.

Ej.: Presión Hidrostática, sobre la super�cie de un cuerpo sumergido en un �uido.

Luego:



Figura 2.3: ∆S es una super�cie plana dentro de un cuerpo dividiéndolo en dos medios
I y II. ∆F es una fuerza ejercida por el medio I sobre el medio II en el punto P y n
es la normal a ∆S ubicada en el medio I

La fuerza ∆F es ejercida sobre el punto P más un ∆C sobre algún eje.

Supongamos que:

∆F −→ 0
∆C

∆S
−→ 0

∆C −→ 0

Entonces:

T (n) = ĺım
∆S−→0

∆F

∆S
=

dF

dS

donde T (n) es el vector tensión en P asociado a la normal n. Para representarlo usaremos

T .

La proyección de T en n esta dada por T.n.

Si

La proyección es positiva = Tensión

La proyección es negativa = Compresión

De T (n) =
dF

dS
, vemos que cuando T se da en función de la posición, entonces las

fuerzas a través de cualquier elemento de la super�cie in�nitesimal dS será igual a TdS.

Veamos:



Figura 2.4: Un cuerpo en forma de disco. Donde S+ es la parte superior del disco, S−

es la parte inferior del disco y δS es la super�cie lateral.

Sea S la super�cie de un cuerpo con volumen V y sea f una fuerza corporal por unidad

de masa, de modo que ρf es una fuerza por unidad de volumen. Por el principio de

momento lineal
dP

dt
= Sumatoria de fuerzas sobre el cuerpo

donde:

P =

∫
V

ρv dV (Momento Lineal)

Figura 2.5: P representa la cantidad de movimiento de una partícula de masa m cuya
velocidad esta dada por v.

Tenemos:

d

dt

∫
V

ρv dV =

∫
S

T dS +

∫
V

ρf dV (2.3)

donde T son las fuerzas externas y ρf son las fuerzas corporales.



Además:

d

dt

∫
V

ρv dV =

∫
V

ρ
Dv

Dt
dV (2.4)

Como (2.3) y (2.4) se aplican sobre el volumen del disco cuyo espesor se aproxima a

cero.

Entonces (2.3) está dada por:

∫
V

ρ
Dv

Dt
dV =

∫
S+

T (n) dS+ +

∫
S−

T (−n) dS− +

∫
V

ρf dV

−→ ∫
S+

T (n) dS+ +

∫
S−

T (−n) dS− +

∫
V

ρf dV = 0∫
S−

T (−n) dS− = −
∫
S+

T (n) dS+

Como δS se acerca a cero, S− se acerca a S+.

Así:

T (−n) = −T (n) (2.5)

Siempre que T sea continua en S+

La ecuación es similar a la ley de acción y reacción de Newton, pues las fuerzas opuestas

tienen el mismo módulo pero diferente dirección.

El Tensor de Tensores

Consideremos un tetraedro in�nitesimal.



Figura 2.6: En el tetraedro, la super�cie dSn es la super�cie correspondiente a la cara
ABC cuya normal es el vector n. dSi es la super�cie normal a xi con normal −ei para
i = 1, 2, 3.

Sea S la super�cie del tetraedro, tal que:

S = dSn + dS1 + dS2 + dS3

Aplicando (2.3) y (2.4) tenemos:

d

dt

∫
V

ρv dV =

∫
S

T dS +

∫
V

ρf dV

∫
V

ρ
Dv

Dt
dV =

∫
S

T dS +

∫
V

ρf dV

como
∫
V

ρDv
Dt

dV = 0 y
∫
V

ρf dV = 0



0 =

∫
S

T dS

Por tanto:

0 =

∫
S

T dS = T (n)dSn + T (−e1)dS1 + T (−e2)dS2 + T (−e3)dS3

Debido a que son super�cies in�nitesimales cada integral puede ser remplazada por el

producto del tensor de tensores y el área de la super�cie.

Luego, usando (2.5) tenemos:

T (n)dSn − T (e1)dS1 − T (e2)dS2 − T (e3)dS3 = 0

T (n)dSn = T (e1)dS1 + T (e2)dS2 + T (e3)dS3

Además,

dSi = (nei)dSn = nidSn i = 1, 2, 3

Por tanto

T (n)dSn = T (e1)n1dSn + T (e2)n2dSn + T (e3)n3dSn

T (n) = n1T (e1) + n2T (e2) + n3T (e3) =
3∑

i=1

niT (ei)

T (n) =
3∑

i=1

niT (ei)

Los vectores T (ei) se pueden escribir en términos de los vectores unitarios.

T (e1) = τ11e1 + τ12e2 + τ13e3

T (e2) = τ21e1 + τ22e2 + τ23e3

T (e3) = τ31e1 + τ32e2 + τ33e3

donde τij es la xi componente del vector de tensión correspondiente al plano que tiene

ei como normal. Siendo, además τij los elementos del tensor de tensores.



Usando la convención de suma de Einstein, escribimos:

T (n) =
3∑

i=1

niT (ei) = niT (ei) (2.6)

T (ei) =
3∑

j=1

τijej = τijej (2.7)

El vector T (n) se puede escribir:

T (n) = T1(n)e1 + T2(n)e2 + T3(n)e3 = Tj(n)ej

Luego de (2.6) y (2.7) tenemos:

T (n) = niτijej

Figura 2.7: Descomposición de cada componente del vector tensión

Entonces

Tj(n) = niτij j = 1, 2, 3 (2.8)



Ahora, usando

ni = n.ei

La ecuación (2.6) puede reescribirse como:

T (n) = (nei)T (ei) = n. (eiT (ei))︸ ︷︷ ︸
Tension Diadica

τ = eiT (ei)

el cual se puede escribir:

τ = e1T (e1) + e2T (e2) + e3T (e3)

= τ11e1e1+ τ12e1e2+ τ13e1e3+ τ21e2e1+ τ22e2e2+ τ23e2e3+ τ31e3e1+ τ32e3e2+ τ33e3e3

En términos de la tensión diádica, el vector tensión se puede escribir como:

T (n) = n .τ
También se puede escribir como:

(T1, T2, T3) = (n1, n2, n3)


τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33


donde los τii son las tensiones normales y los τij son las tensiones de corte,

para i ̸= j = 1, 2, 3.

Ecuación de movimiento. Simetría del Tensor de tensores

Teorema de Gauss: Sea v(x) un campo vectorial sobre un volumen V determinado

por una super�cie cerrada S que tiene normal exterior n(x) y sean v y div v continuos.

Entonces el teorema de divergencia establece que:

∫
V

div v dV =

∫
S

v.n dS

o en forma de componentes:

∫
V

vi,i dV =

∫
S

vi.ni dS



La extensión de este teorema a los tensores es directa.

Si Tij representa un campo tensorial arbitrario, entonces:

∫
V

Tij,k dV =

∫
S

Tij.nk dS

Así, de (2.3), (2.4), (2.8) y (2.2.1) tenemos:

∫
V

ρ
Dvi
Dt

dV =

∫
S

Ti dS +

∫
V

ρfi dV

=

∫
S

njτji dS +

∫
V

ρfi dV

=

∫
V

τji,j dV +

∫
V

ρfi dV

=⇒
∫
V

ρ
Dvi
Dt

dV =

∫
V

(τji,j + ρfi) dV∫
V

ρ
Dvi
Dt

dV =

∫
V

(div τji + ρfi) dV

=⇒
∫
V

(div τji + ρfi − ρ
Dvi
Dt

) dV = 0 (2.9)

Como (2.9) es válido para cualquier volumen arbitrario V dentro del cuerpo y suponiendo

la continuidad del integrado, tenemos:

div τji + ρfi = ρ
Dvi
Dt

(2.10)

La Ecuación de Movimiento de Euler

En forma diádica

▽τ +ρf = ρ
Dv

Dt

Luego, por el principio de momento angular se tiene:

dM

dt
= Sumatoria de torques en el cuerpo

donde M =
∫
V

r × ρv dV



Figura 2.8: r representa el momento angular de un partícula de masa m cuya velocidad
esta dada por v

.

d

dt

∫
V

r × ρv dV =

∫
S

r × T dS +

∫
V

r × ρf dV

Usando (2.4) y (2.2.1), tenemos:

∫
V

r × ρ
Dvi
Dt

dV =

∫
V

r × div τji dV +

∫
V

r × ρfi dV

0 =

∫
V

(r × div τji + r × ρfi − r × ρ
Dvi
Dt

) dV

0 =

∫
V

(
ϵijk(xjτrk)r + ϵijkρxjfk − ϵijkρ

D(xjvk)

Dt

)
dV (2.11)

donde ϵijk es el símbolo de permutación, tal que:

ϵijk =


0; si dos índices se repiten

1; si ijk siguen un orden cíclico

−1; si ijk no siguen un orden cíclico

0 =

∫
V

(
ϵijk

[(
τrk

∂xj

∂xr

+ xj
∂τjk
∂xr

)
+ ρxjfk − ρ

(
Dxj

Dt
vk + xj

Dvk
Dt

)])
dV

=

∫
V

[
ϵijk(τjk + xjτrk,r) + ϵijkρxjfk − ϵijkρvjvk − ϵijkρxj

Dvk
Dt

]
dV



=

∫
V

(
ϵijkτjk + ϵijkxjdiv τrk + ϵijkρxjfk − ϵijkρvjvk − ϵijkρxj

Dvk
Dt

)
dV

donde: ϵijkvkvj = 0

puesto que,

Fijando i ⇒ ϵi11v1v1 + ϵi12v2v1 + ϵi13v3v+ϵi21v1v2

+ϵi22v2v2 + ϵi23v3v2 + ϵi31v1v3 + ϵi32v2v3 + ϵi33v3v3

= v2v1 − v3v1 − v1v2 + v3v2 + v1v3 − v2v3 = 0

Entonces,

∫
V

(
ϵijkxjdiv τrk + ϵijkρxjfk − ϵijkρxj

Dvk
Dt

+ ϵijkτjk

)
dV = 0

∫
V

[
ϵijkxj

(
div τrk + ρfk − ρ

Dvk
Dt

)
+ ϵijkτjk

]
dV = 0

Por (2.9), tenemos: ∫
V

ϵijkτjk dV = 0

⇒ ϵijkτjk = 0

Así

ϵijkτjk = 0

ϵikjτkj = 0

ϵijkτjk + ϵikjτkj = 0

τjk − τkj = 0

τjk = τkj (2.12)

La ecuación (2.12) se puede usar para reescribir (2.8) como:

Tj(n) = τjini j = 1, 2, 3



Para la ecuación matricial, tenemos:
T1

T2

T3

 =


τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33




n1

n2

n3


En su forma diádica:

T (n) = τ. n

Ecuación de movimiento bajo la aproximación de una pequeña deformación.

De la ecuación (2.10) y la relación de simetría (2.12) para el tensor de tensores,

obtenemos:

div τij + ρfi =
Dvi
Dt

con aceleración

ai =
Dvi
Dt

=
∂vi
∂t

+
∂vi
∂xl

.
∂xl

∂t
(2.13)

y velocidad

vi =
∂ui

∂t
+

∂ui

∂xl

.
∂xl

∂t
(2.14)

donde ui es el vector desplazamiento. Por tanto, para pequeñas deformaciones

vi =
∂ui

∂t
, ai =

∂2ui

∂t2

Luego,

div τij + ρfi = ρ
∂2ui

∂t2

La ecuación de movimiento de Cauchy

En forma diádica

∇. τ + ρf = ρ
∂2u

∂t2



Deformaciones Hiperelásticas y Elásticas

Deformación Hiperelástica: Este tipo de deformación desaparece a lo largo del

tiempo. Es decir, si existe una densidad de energía de deformación, la cual representa la

cantidad de energía de deformación por unidad de volumen.

Esta densidad es la función ω = ω(εij) tal que τij =
∂ω(εij)

∂εij

Deformación Elástica: La tensión depende del valor actual de la deformación es

decir, la deformación desaparece inmediatamente siguiendo la ley de Hook.

NOTA: Un material hiperelástico también es elástico

La relación entre la tensión y la deformación es una extensión de la ley de Hook de

proporcionalidad entre fuerzas y deformaciones.

Cauchy generalizo la ley de Hook para sólidos elásticos al proponer que la tensión y la

deformación están linealmente relacionada.

En forma tensorial, la ley toma la forma:

τkl = Cklpqεpq (2.15)

Ley generalizada de Hook

Sólidos elásticos e isotrópicos

Se dice que un medio es isotrópico cuando las propiedades del medio son las mismas

en cualquier dirección. Ej.: Presión.

Caso contrario será llamado anisotrópico. Ej.: Sustancias cristalinas.

Para medios isotrópicos Cijkl también es isotrópico y tiene la forma:

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) + ν(δikδjl − δilδjk)

Es el único tensor de cuarto orden independientemente de la naturaleza de Cijkl.



Donde λ, µ, ν son escalares y δij es llamada delta de Kronecker.

δij =

 1; i = j

0; i ̸= j

Por ser τij simétrico en los primeros índices

δikδjl = δjkδil = δilδjk

Así, tenemos:

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (2.16)

donde λ y µ son variables independientes conocidas como parámetros de Lamé.

λ : Primer parámetro de Lamé

µ : Segundo parámetro de Lamé

Ahora, usando (2.15) y (2.16), la símetria de εij y la relación entre el tensor de fuerza

y el dezplazamiento, el cual esta dado por

εkl =
1

2

(
∂uk

∂xl

+
∂ul

∂xk

)

obtenemos:

τij = λδijδklεkl + µ (δikδjl + δilδjk) εkl

= λδij

[
δkl

(
1

2

(
∂uk

∂xl

+
∂ul

∂xk

))]
+ µ (δikδjl + δilδjk) εkl

= λδij

[
1

2

(
∂uk

∂xk

+
∂uk

∂xk

)]
+ µ (δikδjl + δilδjk) εkl

= λδij
∂uk

∂xk

+ µ (δikδjl + δilδjk) εkl

= λδijdivu+ µ (δikδjl + δiiδjj) εij



= λδijdivu+ 2µεij

= λδijdivu+ µ (δikδjl + δiiδjj) εij

τij = λδijdivu+ 2µεij

Tensor de Tensores

donde u = (u1, u2, u3) es el vector desplazamiento

x = (x1, x2, x3) es el vector posición

Ahora escibiremos εij en términos de τij, se tiene

τij = λδijdivu+ 2µεij

Entonces

τij = λδijεkk + 2µεij

Así

εij =
1

2µ
(τij − λδijεkk)

Luego

εkk =
1

2µ
(τkk − λδkkεkk)

εkk =
τkk

2µ+ λδkk

como δkk = δ11 + δ22 + δ33 = 3

εkk =
τkk

2µ+ 3λ

Entonces

τij = λδij

(
τkk

2µ+ 3λ

)
+ 2µεij

τ =


τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33

 =


λ

2µ+3λ
τkk 0 0

0 λ
2µ+3λ

τkk 0

0 0 λ
2µ+3λ

τkk

+D



donde τkk = τ11 + τ22 + τ33 = Traz(τ)

D =


τ11 − λ

2µ+3λ
τkk τ12 τ13

τ21 τ22 − λ
2µ+3λ

τkk τ23

τ31 τ32 τ33 − λ
2µ+3λ

τkk


︸ ︷︷ ︸

2µεij = τij −
λ

2µ+ 3λ
δijτkk

τ =
λ

2µ+ 3λ
τkkI +D

D = τij −
λ

2µ+ 3λ
δijτkk Desvio de isotropia

εij =
1

2

(
τij −

λ

2µ+ 3λ
δijTraz(τ)

)

εij =
1

2

(
τij −

λ

2µ+ 3λ
δijτkk

)
(2.17)

Tensión Uniaxial: Se considera una barra cilíndrica con eje en la dirección x1 sujeta

a una fuerza de tensión también a lo largo de x1 aplicada al extremo de la barra.

Donde τ11 > 0 y τij = 0 para i = j = 2, 3

Figura 2.9: τ11 es la tensión ejercida sobre el eje de simétria de una barra, en este caso
el eje x1

Luego, de (2.17)

ε11 =
1

2

(
τ11 −

λ

2µ+ 3λ
δ11τkk

)

ε11 =
τ11(µ+ λ)

µ(2µ+ 3λ)
(2.18)



εii =
1

2µ

(
τii −

λ

2µ+ 3λ
δiiτkk

)
, i = 2, 3

εii −
λ

2µ

(
τ11

2µ+ 3λ

)
, i = 2, 3

ε22 = ε33 −
λ

2µ

(
τ11

2µ+ 3λ

)
(2.19)

De (2.18) y (2.19) podemos observar que la barra sufre una extensiòn longitudinal a lo

largo del eje x1 y una contracción en su sección transversal.

Así, tenemos

Y =
τ11
ε11

MÓDULO DE YOUNG (2.20)

σ = −ε22
ε11

= −ε33
ε11

COEFICIENTE DE POISSON (2.21)

De (2.20) y (2.21) se obtienen los PARÁMETROS DE LAMÉ

λ =
Y σ

(1 + σ)(1− 2σ)

µ =
Y

2(1 + σ)

Tensión cortante simple: Se considera una barra con sección transversal rectangular

con eje a lo largo de la dirección x3 que esta sujeta a fuerzas cortantes de igual magnitud

en la plano (x1, x2).

Entonces tenemos:

ε12 =
1

2µ

(
τ12 −

λ

2µ+ 3λ
δ12τkk

)



ε21 = ε12 =
τ12
2µ

Por lo tanto

µ =
τ12
2ε12

MÓDULO DE CORTE (2.22)

Presión Hidrostática: En este caso τij = −Pδij con P > 0.

Por tanto de (2.17) obtenemos

εij =
1

2µ

(
−Pδij +

3Pλ

2µ+ 3λ
δij

)

εij = − P

2µ+ 3λ
δij

En consecuencia εij = 0 ∀i ̸= j

Entonces

εkk = − 3P

2µ+ 3λ
δij

Si V0 y V0 + dV son volumenes de los elementos pequeños antes y después de la defor-

mación.

Entonces
dV

V0

= εii

Esto permite que

K = − P

εkk
= λ+

2

3
µ MÓDULO DE COMPRESIÒN (2.23)

En general, por razones físicas para sólidos.

Los parámetros elásticos:

µ ⩾ 0 , K ⩾ 0 (2.24)



Para materiales sin resistencia al movimiento de corte como gases y �uidos inviscidos

(viscocidad nula)

µ = 0

De (2.23)

K = λ

Para materiales con presión nula

εkk = 0 y K = ∞

Además, en general µ es un número �nito.

De (2.23)

λ = ∞

Luego de (2.20) y (2.21)

Y = 3µ y σ = 12

De (2.23) y (2.24) encontramos:

λ+
2

3
µ ⩾ 0 , λ ⩾ −2

3
µ (2.25)

Introduciendo (2.25) en (2.20)

Y ⩾ 0

Así, podemos escribir:

K =
Y

3(1− 2σ)

De µ = Y
2(1+σ)

como µ e Y son positivos

σ > −1

De K = Y
3(1−2σ)

como K e Y son positivos y K puede ser �nito

σ ⩽
1

2



Por tanto

−1 < σ ⩽
1

2

Se puede supener σ ≥ 0 puesto que se espera que una extensión longitudinal se

acompaña de contracción lateral.

Ecuación de onda elástica amortiguada expuesta a fuerzas externas y fuerzas

estructurales sobre un medio elástico e isotrópico

Se tiene que el tensor de tensores para un sólido elástico e isotrópico de la forma:

τij = λδijdivu+ µ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

Sea Ω un cuerpo elástico e isotrópico donde τ son las tensiones super�ciales sobre el

cuerpo. Por el teorema de la divergencia se tiene:

∫
∂Ω

τ.ndx =

∫
Ω

div(τ)dx

donde div(τ) representa las fuerzas en el cuerpo Ω Entonces:

F = div(τ)

τij = λδijdivu+ µ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

divτij = λδij∇.(divu) + µ

(
∇.

∂ui

∂xj

+∇.
∂uj

∂xi

)
divτ = λ∇.(divu) + µ(∇.(divu))∂xj + µ(∇.(∇u)))

divτ = (λ+ µ) [∇.(divu)] + µ(∇2.u)

∆l = µ(∇2.u) + (λ+ µ) [∇(divu)]

Operador de Lamé

Luego, como:

F = div(τ)



Entonces

F = divτ = µ (∇2.u)︸ ︷︷ ︸+(λ+ µ) [∇(divu)]

F = divτ = µ(∆u) + (λ+ µ) [∇(divu)]

Donde ∆ es llamado Laplaciano

Por tanto

F = µ(∆u) + (λ+ µ) [∇(divu)] + f(u)− b

Donde f(u) representan las fuerzas estructurales y b = b(x) las fuerzas externas.

Por la segunda ley de Newton

F = ma

Tenemos

µ(∆u) + (λ+ µ) [∇(divu)] + f(u)− b = ρ
∂2u

∂t2

µ(∆u) + (λ+ µ) [∇(divu)] + f(u)− b = ρutt

El cual, podemos reescribir usando el Laplaciano de un vector dado por:

∆u = ∇(divu)−∇× (∇× u)

y dividiendo por ρ , obtenemos

α2∇(divu)− β2∇× (∇× u) +
f(u)− b

ρ
= utt (2.26)

Donde α2 = λ+2µ
ρ

, β2 = µ
ρ

Ahora, vemos que (2.26) implica la propagación de dos tipos de ondas

Primero aplicaremos la operación de divergencia a (2.26).

Usaremos:

∇. [∇(∇.u)] = ∇2(∇.u)

y

∇.(∇×∇× u) = 0



La ecuación (2.26) se convierte en:

α2∇2(divu) +∇.
f(u)− b)

ρ
=

∂2

∂t2
(∇.u)

∂2

∂t2
(divu)− α2∆(divu) = div

f(u)− b

ρ
(2.27)

En un sentido escalar, la ecuación (2.27) representa las P - ondas, las cuales se propagan

a una velocidad α donde la divu representa fracciones de cambios de volumen del tensor

de tensores, explicando el comportamiento de rarefacción y tensión en el interior del

cuerpo.

Figura 2.10: En (a) tenemos el cuerpo elástico en posición de reposo. En (b) tenemos el
efecto de propagación de las P - ondas sobre el material, donde se producen pequeñas
contracciones y dilataciones en la misma dirección de la propagación de la onda.

Ahora aplicaremos la operación rotacional a (2.26).

Usaremos:

∇× [∇(∇.u)] = 0

y

∇× (∇×∇× u) = −∇2(∇× u)



La ecuación (2.26) se convierte en:

β2∇2(∇× u) +∇× f(u)− b

ρ
=

∂2

∂t2
(∇× u)

∂2

∂t2
(∇× u)− β2∆(∇× u) = ∇× f(u)− b

ρ
(2.28)

La ecuación (2.28) representa las S - ondas que se propagan a una velocidad β donde

∇× u representa pequeñas rotaciones de elementos lineales a partir de fuerzas de corte

que actúan dentro del cuerpo.

Figura 2.11: En (a) tenemos el cuerpo elástico en posición de reposo. En (c) tenemos
el efecto de las S - ondas transversales en el material, que se generan a partir de las
fuerzas cortantes y son efectivas en direcciones normales con respecto a la dirección de
propagación de la onda.

Finalmente, tenemos que

µ∆u+ (λ+ µ)∇divu+ f(u)− b = ρ
∂2

∂t2
u

µ∆u+ (λ+ µ)∇divu+ f(u)− b = ρutt

Luego, al ser una onda amortiguada presenta fuerzas de amortiguación friccional dadas

por −αut (α coe�ciente de amortiguamiento friccional) y considerando ρ = 1



Se obtiene la ecuación de onda sísmica amortiguada expuesta a fuerzas externas sobre

un medio elástico e isotrópico dado por:

utt − µ∆u− (λ+ µ)∇divu+ αut + f(u) = b

2.2.2. Aspectos Matemáticos

De�niciones y resultados básicos sobre semigrupos y sus generadores

Recordar que si E0 y F0 son espacios de Banach sobre un cuerpo K (K = R o K =

C) denotamos por L(E0, F0) al espacio de los operadores lineales y continuos E0 en

F0 con la norma usual; esto es, para T ∈ L(E0, F0),

∥T∥L(E0,F0) = sup
e∈E0
e ̸=0

∥Te∥F0

∥e∥E0

.

En el caso particular E0 = F0 escribiremos L(E0) para denotar L(E0, E0).

Sea E∗
0 un dual topológico de E∗

0 , esto es E∗
0 = L(E0,K) con la topología dada por la

norma anterior. Denotemos el valor de e∗ ∈ E∗
0 en e ∈ E0 por ⟨e∗, e⟩ o ⟨e∗, e⟩

De�nición 1 Una semigrupo de operadores lineales en E0 y una familia {T (t), t ≥ 0} ⊂

L(E0) tal que:

(i) T (0) = IE0 .

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) para todo t, s ≥ 0.

Adicionalmente

(iii) ∥T (t) − IE0∥L(E0) −→ 0 cuando t −→ 0+; decimos que un semigrupo es unifor-

memente continuo.

(iv) ∥T (t)e − e∥E0 −→ 0 cuando t −→ 0+ ∀e ∈ E0; decimos que un semigrupo es

fuertemente continuo.

Todo semigrupo fuertemente continuo tiene un limitante exponencial que se da en el

siguiente teorema.



Teorema 1 Suponga que {T (t), t ≥ 0} ⊂ L(E0) es un semigrupo fuertemente conti-

nuo. Entonces, existe M ≥ 1 y β tales que:

∥T (t)∥L(E0) ≤ Meβt, ∀t ≥ 0

Para cualquier ℓ > 0 podemos elegir β ≥ 1
ℓ
log∥T (ℓ)∥L(E0) y luego elegir M

De�nición 2 Si {T (t), t ≥ 0} ⊂ L(E0) es un semigrupo fuertemente continuo de

operadores lineales, su generador in�nitesimal es el operador de�nido por A : D(A) ⊂

E0 −→ E0, donde

D(A) =

{
e ∈ E0 : ĺım

t−→0+

T (t)e− e

t
existe

}
, Ae = ĺım

t−→0+

T (t)e− e

t
.

Teorema 2 Suponga que {T (t), t ≥ 0} ⊂ L(E0) es un semigrupo fuertemente conti-

nuo.

1. Para cualquier e ∈ E0, t −→ T (t)e es continuo para t ≥ 0.

2. t −→ ∥T (t)∥L(E0) es semicontinua inferiormente y por lo tanto medible.

3. Sea A un generador in�nitesimal de T (t); entonces, A está densamente de�nida y

cerrada. Para e ∈ D(A) , t 7−→ T (t) es continuamente diferenciable y

d

dt
T (t)e = AT (t)e = T (t)Ae, t > 0.

4.
⋂

m≥1D(Am) es denso en E0.

5. Para Reλ > β y β dado en el Teorema 1, λ está en la solución ρ(A) de A y

(λ− A)−1e =

∫ ∞

0

e−λtT (t)edt, ∀e ∈ E0.

Teorema 3 Suponga que {T (t), t ≥ 0} y {S(t), t ≥ 0} semigrupos fuertemente con-

tinuos con generadores in�nitesimales A y B respectivamente. Si A = B entonces

T (t) = S(t), t ≥ 0.



Teorema de Hille-Yosida

Teorema 4 (Hille-Yosida) Supongamos que A : D(A) ⊂ E0 −→ E0 es un operador

lineal. Entonces los siguientes datos son equivalentes:

(i) A es un generador in�nitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {T (t), t ≥ 0} ⊂

L(E0) tal que

∥T (t)∥L(E0) ≤ eωt, ∀t ≥ 0;

(ii) A es un operador lineal cerrado, densamente de�nido cuyo conjunto resolvente

contiene (ω,∞) y

∥(λ− A)−1∥L(E0) ≤
1

λ− ω
, ∀λ > ω.

Ambas condiciones (i) y (ii) depende de escorger la norma en E0. Daremos una for-

mulación independiente de la norma , pero en la práctica normalmente debemos buscar

reglas especiales a las que se aplica este teorema.

Lema 1 Suponga que A es un operador lineal cuyo conjunto solución contiene a (0,∞)

y que satisface

∥(λ− A)−n∥L(E0) ≤ Mλ−n, n ≥ 1, λ > 0.

Enronces existe una norma | . |E0 en E0 tal que

∥e∥E0 ≤ |e|E0 ≤ M∥e∥E0 , ∀e ∈ E0

|(λ− A)−1e|E0 ≤ λ−1|e|E0 , ∀e ∈ E0, λ > 0.

Teorema 5 (Forma general del teorema de Hille-Yosida)Sea A : D(A) ⊂ E0 −→ E0

un operador lineal. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes

(i) A es un operador in�nitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {T (t), t ≥ 0} ⊂

L(E0) tal que

∥T (t)∥L(E0) ≤ Meβt, ∀t ≥ 0;



(ii) A es cerrado, densamente de�nido, el conjunto solución de A contiene a (β,∞) y

∥(λ− A)−n∥L(E0) ≤ M(λ− β)−n, ∀λ > β, n = 1, 2, · · · .

Teorema de Lumer-Phillips

De�nición 3 Sea E0 un espacio de Banach sobre K con norma ∥ . ∥E0 y sea E∗
0 =

L(E0,K) su dual topológico con la norma usual ∥ . ∥E∗
0
(∥ e∗ ∥E∗

0
= sup {Re ⟨e∗, e⟩ : ∥e∥E0 ≤ 1}).

La aplicación de la dualidad J : E0 −→ 2E
∗
0 es una función multívoca de�nida por

J(e) =
{
e∗ ∈ E∗

0 : Re ⟨e∗, e⟩ = ∥e∥2E0
, ∥e∗∥E∗

0
= ∥e∥E0

}
.

J(e) ̸= ∅, por el teorema de Hahn-Banach.

Un operador lineal A : D(A) ⊂ E0 −→ E0 es disipativo si para cada e ∈ D(A) existe

e∗ ∈ J(e) tal que Re ⟨e∗, Ae⟩ ≤ 0.

Lema 2 Un operador lineal A es disipativo si y solo si

∥(λ− A)e∥E0 ≥ λ∥e∥E0

para todo e ∈ D(A) y λ > 0

Teorema 6 (Lumer-Phillips) Supongamos que A es un operador lineal densamente de-

�nido en un espacio de Banach E0.

(i) Si A es un generador in�nitesimal de un semigrupo fuertemente continuo de

contracciones, entonces A es disipativo (de hecho, Re ⟨e∗, Ae⟩ ≤ 0 para todo

e∗ ∈ J(e)) y R(λ− A) = E0, para algún λ > 0,

(ii) Si A es disipativo y R(λ0 − A) = E0 para algún λ0 > 0, entonces A es un

generador de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones.



El problema de Cauchy Semilineal para el caso Hiperbólico

El caso Hiperbólico: En esta sección consideramos el problema de valor inicial

d

dt
e = Ae+ f(t, e)

e(t0) = e0 ∈ E0.
(2.29)

Donde A es un generador de un semigrupo fuertemente continuo, f es una función

continua que está de�nida en un subconjunto U de R × E0 y toma valores en E0 y

(t0, e0) ∈ U.

De�nición 4

a) Una solución fuerte de (2.29) en [t0, t1) es una función continua e : [t0, t1) −→ E0

tal que e : (t0, t1) −→ E0 es continuamente diferenciable, e(t0) = e0, (t, e(t)) ∈

U, e(t) ∈ D(A) y (2.29) es verdadero, t0 < t < t1.

b) Una solución débil de (2.29) en [t0, t1) es una función continua e : [t0, t1) −→ E0 tal

que e(t0) = e0(t, e(t)) ∈ U , para todo e∗ ∈ D(A∗), t 7−→ ⟨e∗, e(t)⟩ es diferenciable

y

d

dt
⟨e∗, e(t)⟩ = ⟨A∗e∗, e(t)⟩+ ⟨e∗, f(t, e(t))⟩ , t0 < t < t1. (2.30)

Con ello tenemos el siguiente teorema

Teorema 7

1. Si e : [t0, t1) −→ E0 una solución fuerte de (2.29) entonces es una solución débil de

(2.29)

2. Una solución débil e : [t0, t1) −→ E0 de (2.29) también es una solución fuerte si y

solo si es continuamente diferenciable en (t0, t1) si y solamente si e(t) ∈ D(A) con

t 7−→ Ae(t) continua en (t0, t1)

3. Si e : [t0, t1) −→ E0 es una solución débil de (2.29), entonces

e(t) = eA(t−t0)e0 +

∫ t

t0

eA(t−s)f(s, e(s))ds, t0 ≤ t < t1. (2.31)



4. Si e : [t0, t1) −→ E0 es continua con (t, e(t)) ∈ U, t0 ≤ t < t1 y satisface (2.31),

entonces e : [t0, t1) −→ E0 es una solución débil de (2.29).

Teorema 8 Supongamos que
{
eAt, t ≥ 0

}
es un semigrupo fuertemente continuo, U ⊂

R×E0 un abierto y f : U −→ E0 continua y localmente Lipschiz continua en su segunda

variable; esto es, dado un (t0, e0) ∈ U existe δ > 0 y L tal que

∥f(t, e1)− f(t, e2)∥E0 ≤ L∥e1 − e2∥E0 (2.32)

cuando |t − t0| ≤ δ y ∥ei − e0∥E0 ≤ δ, i = 1, 2. Entonces dado cualquier (t0, e0) ∈ U

existe t1 > t0 y una solución débil e : [t0, t1) −→ E0 de (2.29). Adicionalmente, cualquier

solución débil ẽ : [t0, t̃1) −→ E0 tal que ẽ(t) = e(t) para t0 ≤ t < mı́n
{
t1, t̃1

}
.

A continuación obtendremos resultados sobre extensión de soluciones de (2.29) y la

existencia de intervalos máximos de de�nición para soluciones de (2.29). Estos resultados

son esenciales para el estudio del comportamiento asintótico de soluciones de (2.29)

permitiendo, en muchos casos, obtener la existencia de soluciones globales a través de

alguna estimación previa.

Teorema 9 Supomgamos que A,U y f son como en el Teorema 8. Para (t0, e0) ∈ U

existe una única solución débil máxima e : [t0, τmax) −→ E0 de (2.29). Para esta solución

suponga que τmax < ∞. Entonces existe e1 ∈ E0 tal que (τmax, e1) ∈ ∂U y e(t) −→ e1

cuando t −→ τmax o

ĺım sup
t−→τmax

∥f(t, e(t))∥E0

1 + ∥e(t)∥E0

= ∞.

Si U = R × E0 y f lleva subconjuntos acotados de R × E0 en subconjuntos acotados

de E0, el segundo caso sólo ocurre si ĺım supt−→τmax
∥e(t)∥E0 = ∞.

Teorema 10 Supomgamos que A,U y f son como en el Teorema 8 y supongamos que

e : [t0, t1) −→ E0 y una solución débil de (2.29). Si e(t0) = e0 ∈ D(A) y f : U −→ E0 y

continuamente diferenciable, entonces e : [t0, t1) −→ E0 es continuamente diferenciable

y por tanto una solución fuerte. Adicionalmente

d+

dt
e(t0) = Ae(t0) + f(t0, e(t0)).



Observación 1 Es su�ciente que (t, e) 7−→ ∂

∂t
f(t, e) ∈ E0 sea continua y que (t, e) 7−→

∂

∂t
f(t, e) ∈ L(E0) sea fuertemente continua; esto es; (t, e) 7−→ ∂

∂t
f(t, e)r ∈ E0 es con-

tinua para cada r ∈ E0.

Teorema 11 Supomgamos que A,U y f son como en el Teorema 8 y supongamos que

E0 es re�exivo. Si EA es D(A) la norma del grá�co ∥e∥A = ∥e∥E0 + ∥Ae∥E0 , f va de

U ∩ (R× EA) continua a EA y

∥Af(t, e)∥E0 ≤ C(t, e)∥e∥EA

en U ∩ (R × EA) donde C : U −→ R es localmente acotado. Entonces, cualquier

solución débil e : [t0, t1) −→ E0 de (2.29) con e(t0) ∈ D(A) es una solución fuerte y

∥Ae(t)− Ae(t0)∥E0 −→ 0 cuando t −→ t+0 .

Teorema 12 Supomgamos que A,U y f son como en el Teorema 8 y supongamos

que fn : U −→ E0 (n = 1, 2, 3, · · · ) también satisface las condiciones del Teorema 8.

Supongamos que e : [t0, t1) −→ E0 es una solución débil de (2.29) y que fn(t, e) −→

f(t, e) cuando n −→ ∞ uniformemente para (t, e) en una vecindad de cada punto

(τ, e(τ)), t0 ≤ τ < t1. Sea {en0} una sucesión en E0 convergente para e0 ∈ E0 y en una

solución débil de

d

dt
en = Aen + fn(t, en(t))

en(t0) = en0

(2.33)

en un intervalo maximal [t0, tn). Dado t0 < t∗ < t1, para n grande, en está de�nido en

[t0, t
∗]; esto es, tn > t∗ y

ĺım
n−→∞

sup
t0≤t≤t∗

∥en(t)− e(t)∥E0 = 0

Corolario 1 Supomgamos que A,U y f son como en el Teorema 8 y que f también

es continuamente diferenciable. Dado cualquier solución débil e : [t0, t1) −→ E0 y

t0 < t∗ < t1, existen soluciones fuertes en : [t0, t
∗] −→ E0, n = (1, 2, 3, · · · ), tal que

ĺımn−→∞ supt0≤t≤t∗ ∥en(t)− e(t)∥E0 = 0



Debido a que el presente trabajo se basa en la aplicación del estudio de la dinámica

a largo plazo motivada en los sistemas cuasi-estables y gradientes (véase [10,11]), es

necesario explorar la teoría de los sistemas dinámicos autónomos vía semigrupos. En

este caso, la referencia principal estará dada por Hale [15]. Es así como se mencionaran

algunos hechos básicos sobre sistemas dinámicos.

• Un atractor global para un sistema dinámico (H, S(t)) es un conjunto compacto

A ⊂ H que es completamente invariante y de atracción uniforme, es decir, para

cualquier subconjunto acotado B ⊂ H

S(t)A = H y ĺım
t→∞

dH(S(t)B,A) = 0

• La dimensión fractal de un conjunto compacto B ⊂ H se de�ne como

dimfB = ĺım sup
ϵ→0

lnNϵ(B)

ln(1/ϵ)
,

Donde Nϵ(B) es el número mínimo de bolas cerradas de radio 2ϵ necesarias para

cubrir B.

• El conjunto de puntos estacionarios N de un sistema dinámico (H, S(t)) se de�ne

como

N = {V ∈ H | S(t)V = V, ∀t > 0}.

• Un sistema dinámico (H, S(t)) es llamado gradiente si existe un funcional de Lyapunov

estricto Ψ, es decir, para cualquier z ∈ H, Ψ(S(t)z) es decreciente con respecto a

t ≥ 0 y es constante en el conjunto de puntos estacionarios N .

• Dado un conjunto B ⊂ H, su variedad inestable W u(B) es el conjunto de puntos

z ∈ H que pertenece a alguna trayectoria completa {y(t)}t∈R y satisface

y(0) = z y ĺım supt→−∞ dist(y(t), B) = 0

• Cuasi- estabilidad. Sea X, Y espacios re�exivos de Banach con incrustación compacta



X
c
↪→ Y y H = X × Y . Supongamos que (H, S(t)) está dado por

S(t)z = (u(t), ut(t)), z = (u0, u1) ∈ H,

donde

u ∈ C(R+;X) ∩ C1(R+;Y ),

Entonces, (H, S(t)) se llama cuasi- estable en un conjunto B ⊂ H si existe una semi-

norma compacta ηX en X y funciones escalares no negativas a1(t) y a3(t) acotadas

localmente en R+ y a2(t) ∈ L1(R+) con ĺımt→∞ a2(t) = 0 tal que

∥S(t)z1 − S(t)z2∥2H ≤ a1(t)∥z1 − z2∥2H,

y

∥S(t)z1 − S(t)z2∥2H ≤ a2(t)∥z1 − z2∥2H + a3(t) sup
0≤s≤t

[ηX(u
1(s)− u2(s))]2,

para cualquier z1, z2 ∈ B.

Proposición 1 Sea (H, S(t)) un sistema dinámico de gradiente asintóticamente sua-

ve. Además, si su función de Lyapunov Ψ(x) está acotada superiormente en cualquier

subconjunto acotado de H, el conjunto ΨR = {x ∈ H : Ψ(x) ≤ R} está acotado para

todo R y el conjunto N de puntos estacionarios de (H, S(t)) está acotado, entonces

(H, S(t)) posee un atractor global compacto caracterizado por A = W u(N ).

Proposición 2 Supongamos que el sistema dinámico (H, S(t)) es cuasi-estable en cada

conjunto invariante directo acotado B ⊂ H. Entonces, (H, S(t)) es asintóticamente

suave.

Proposición 3 Sea (H, S(t)) un sistema dinámico cuasi- estable. Si (H, S(t)) posee

un atractor global compacto A y es cuasi- estable en A, cuando el atractor A tiene

dimensión fractal �nita dimfA < ∞.

Teorema 13 Sea (H, S(t)) un sistema dinámico. Entonces, diremos que dicho sistema

dinámico posee atractor global A si, y solamente si, es asintóticamente compacto y



disipativo. Además, en caso a�rmativo, siB denota la colección de todos los subconjuntos

acotados no vacíos de H, entonces el atractor A viene dado por

A =
⋃
B∈B

ω(B)

Donde ω(B) es el cojunto ω - límite de B y es dado por:

ω(B) = {x ∈ X : existen soluciones (tn)n∈N en R+ con

tn → ∞ y (xn)n∈N en B tal que x = ĺımn→∞ S(tn)xn}

En particular, si el conjunto de puntos estacionarios N de S(t) es acotado en H,

y el sistema (H, S(t)) es gradiente, entonces A esta caracterizado por las variedades

inestables W u(N).

2.3. Marco Conceptual

Debido a la naturaleza formal del estudio, basaremos el trabajo en De�niciones y

Teoremas formales que admiten una demostración o descripción exhaustiva con relación

a la línea de investigación.

2.4. De�nición de términos básicos

De�nición 5 Una familia de operadores no necesariamente lineales S(t)t≥0, fuertemen-

te continua en H es llamado C0 −semigrupo si:

S(0) = I(Operador identidad de H)

S(t+ s) = S(t)S(s) para cada t, s ≥ 0

La aplicación [0,∞) ×H ∋ (t, x) → S(t)(x) ∈ H es continua para cada x ∈ H

dado.

El par (H, S(t)) también es llamado sistema dinámico, de�nido por el semigrupo S(t).

De�nición 6 Sea (H, S(t)) un sistema dinámico y A un subconjunto de X.



Diremos que A es positivamente invariante por la acción del semigrupo S(t),

cuando S(t)A ⊂ A para todo t ≥ 0.

Diremos que A es invariante por la acción del semigrupo S(t), cuando S(t)A = A

para todo t ≥ 0.

De�nición 7 Sea (H, S(t)) un sistema dinámico. Diremos que un subconjunto A ⊂ X

es un atractor global de (H, S(t)) cuando:

A es un conjunto cerrado y acotado.

A es un conjunto invariante por S(t).

A atrae cualquier subconjunto acotado de H por la acción del semigrupo S(t),

esto es, para todo conjunto acotado B ⊂ X

ĺım
t→∞

distH(S(t)B,A) = 0

Donde distH(A,B) es la semi-distancia de Hausdor� entre los subconjuntos A,B ⊂ H

y es dada por

distH(A,B) = sup
x∈A

dH(x,B) = sup
x∈A

ı́nf
y∈B

d(x, y).

De�nición 8 Sea (H, S(t)) un sistema dinámico. Un conjunto B ⊂ H es llamado

Conjunto Absorbente de (H, S(t)) si, para cualquier subconjunto acotado B ⊂ H,

existe τ0 = τ0(B) ≥ 0 tal que

S(t)B ⊂ B, ∀t ≥ τ0.

Cuando un sistema dinámico (H, S(t)) posee un conjunto absorbente acotado, diremos

que (H, S(t)) es un sistema dinámico disipativo.

De�nición 9 La función L ∈ C(H, R) es llamada funcional de Lyapunov si

L(ζ) → ∞ si y solo si ∥ζ∥H → ∞

t → L(S(t)z) es no- creciente para todo z ∈ H.



Si L(S(t)z) = L(z) para todo t > 0 entonces z es un punto estacionario para

S(t).

Un sistema dinámico (H, S(t)) es llamado de sistema gradiente si posee un fun-

cional de Lyapunov.

De�nición 10 Un sisteam dinámico (H, S(t)) es llamado asintóticamente compacto si

existe un conjunto K ⊂ H compacto tal que para cada conjunto acotado B ⊂ H,

ĺım
t→∞

distH(S(t)B,A) = 0



Capítulo 3

HIPÓTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipótesis

3.1.1. Hipótesis general

(HG) El semigrupo de soluciones asociado a un sistema de Lamé semilineal posee un

atractor global.

3.1.2. Hipótesis especí�ca

(H1) El sistema de Lamé semilineal está bien colocado en el sentido de Hadamard.

(H2) El semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal posee estructura gradiente.

(H3) El semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal es cuasiestable.

3.2. De�nición conceptual de variables

3.2.1. Operacionalización de variables

Variable dependiente (D)

Existencia de un atractor global

Variable independiente (I)

Sistema de Lamé semilineal
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Variable Dimensiones Indicadores Método Técnica

Existencia de un El sistema está bien Método de Documentos

semigrupo de colocado en el sentido de escritório o de cualitativos.

soluciones Hadamard. biblioteca Revisión

Estructura Existe un funcional bibliográ�ca

D gradiente Lyapunov para el semigrupo Trabajo con

Semigrupo asociado de soluciones. equipos de

cuasiestable El sistema es cuasiestable y investigación

satisface la desigualdad (1.2)

Modelo físico- El sistema planteado Método de Documentos

matemático. responde a una problemática escritório o de cualitativos.

Soluciones física a partir de una biblioteca Revisión

débiles. interpretación matemática. bibliográ�ca

Problema de Existe un espacio de fase Trabajo con

I Cauchy abstracto. adecuado para el tipo de equipos de

soluciones que se quieren investigación

estudiar.

El modelo responde a un

problema de Cauchy abstracto

sobre espacios de dimensión

in�nita.



Capítulo 4

DISEÑO METODOLÓGICO

4.1. Tipo y diseño de investigación.

4.1.1. Tipo de investigación

La investigación es de tipo básica, pura o fundamental, pues se utiliza las teorías

existentes para profundizar en ellas, generando nuevos conocimientos o criterios.

4.1.2. Diseño de la investigación

La investigación que se desarrolla presenta el tipo inductivo - deductivo tratando de

ser lo más exhaustivo posible en cada demostración.

Se empezará de�niendo los términos básicos en la formulación del modelaje físico del

tensor de tensiones super�ciales para cuerpos elásticos e isotrópicos generando, a par-

tir del Teorema de la divergencia, al operador de Lamé, lo que permitirá entender la

construcción de sistema hiperbólico semilineal para cuerpos elásticos isotrópicos a partir

de un modelo de Lamé semilineal. Es importante recordar que este sistema modela las

vibraciones de las ondas generadas en la sismología y que viajan por medios elásticos.

Se explicará a detalle la metodología matemática que envuelve a los espacios de Sobolev

con el �n de poder probar la buena colocación (i.e. existencia, unicidad y dependencia

continua con los datos iniciales) para el problema de Lamé semilineal.

Finalmente, se aplicará diversas estrategias del análisis funcional, de tal manera que se

pueda probar la existencia de soluciones en el espacio de fase débil.
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4.2. Método de investigación

Por la naturaleza de la investigación, al ser esta el tipo básica, el método empleado

es el método de escritorio o de biblioteca, es decir, se realizará un análisis bibliográ�co

a profundidad con respecto a las teorías relacionadas al presente tema de investigación

4.3. Población y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe población que estudiar.

4.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado

Se puede considerar lugar de estudio todo espacio físico que contribuya en la elabo-

ración del presente trabajo, por ejemplo, la Facultad de Ciencias Naturales y Matemática

de la UNAC, la Biblioteca Central de la UNAC, la estación de trabajo remoto con la

que cuento, en mi hogar, etc. El periodo desarrollado para este trabajo fue durante la

pandemia del COVID-19 con una duración de 12 meses entre los meses de Agosto del

2020 y Agosto del 2021.



Capítulo 5

RESULTADOS

5.1. Hipótesis

Las siguientes hipótesis se considerarán a lo largo de este trabajo para las funciones

de�nidas en un dominio acotado Ω ⊂ R3 con borde suave ∂Ω.

(i) El coe�ciente de amortiguamiento α y los coe�cientes de Lamé λ , µ ; cumplen

α, µ > 0 y λ ∈ R con µ+ λ ≥ 0. (5.1)

(ii) La fuerza vectorial externa b satisface

b ∈ (L2(Ω))3. (5.2)

(iii) El campo vectorial no lineal f = (f1, f2, f3) satisface que existe un campo vectorial

g = (g1, g2, g3) ∈ (C1(R3))3 y funcionesG ∈ C2(R3) y hi ∈ C2(R), i = 1, 2, 3.Tal

que

f = (u1, u2, u3) = gi(u1, u2, u3) + hi(ui), i = 1, 2, 3.

fi(0) = gi(0) = hi(0) = 0, i = 1, 2, 3.

g = (g1, g2, g3) = ∇G.
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Además, existen constantes M ,mf ≥ 0. Tal que

f(u).u−G(u)−
3∑

i=1

∫ ui

0

hi(s)ds ≥ −M |u|2 −mf ,∀u ∈ R3 (5.3)

G(u) +
3∑

i=1

∫ ui

0

hi(s)ds ≥ −M |u|2 −mf ,∀u ∈ R3 (5.4)

con

0 ≤ M <
µλ1

2
, (5.5)

Donde λ1 > 0 denota el primer valor propio del operador laplaciano −∆. Además,

con respecto a las funciones gi y hi, i = 1, 2, 3, adicionalmente se asumirá que:

g cumple la restricción de crecimiento subcrítico, es decir, existen 1 ≤ p < 3 y

Mg > 0, tales que, para i = 1, 2, 3

|∇gi(u)| ≤ Mg(1 + |u1|p−1 + |u2|p−1 + |u3|p−1),∀u = (u1, u2, u3) ∈ R3 (5.6)

Para cada i = 1, 2, 3, hi cumple la restricción de crecimiento crítico, es decir,

existe una constante ch > 0 tal que

|h′

i(x)| ≤ ch(1 + |x|2),∀x ∈ R, i = 1, 2, 3. (5.7)

5.2. Entorno funcional

Ahora denotamos el producto interno en L2(Ω) por ⟨u, v⟩ =
∫
Ω
uvdx para u, v ∈

L2(Ω). Por simplicidad, utilizamos la misma notación para el producto interno en (L2(Ω))3,



es decir, dado u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ (L2(Ω))3,

⟨u, v⟩ =
3∑

i=1

⟨ui, vi⟩ .

De manera similar, ⟨∇.,∇.⟩ representa el producto interno enH1
0 (Ω) así como el produc-

to interno en (H1
0 (Ω))

3. Por lo tanto, dado u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ (L2(Ω))3.

⟨∇u,∇v⟩ =
3∑

i=1

⟨∇ui,∇vi⟩ .

Adicionalmente, para p > 0, denotamos las normas en los espacios Lp(Ω) y (Lp(Ω))3

por | . |p y ∥ . ∥p, respectivamente , es decir,

| u |p =
(∫

Ω

| u |pdx
) 1

p

, u ∈ Lp(Ω),

∥ u ∥pp =
3∑

i=1

| ui |pp , u = (u1, u2, u3) ∈ (Lp(Ω))3.

En particular, para p = 2, se lee

∥ u ∥22 = ⟨u, u⟩ para u ∈ (Lp(Ω))3 y | u |22 = ⟨u, u⟩ para u ∈ L2(Ω).

El operador de elasticidad E , con dominio D(E) := (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))

3, esta dada por

Eu = −µ∆u− (λ+ µ)∇(∇.u). (5.8)

Consideramos el espacio de Hilbert ((H1
0 (Ω))

3, ⟨·, ·⟩e), donde el producto interno ⟨·, ·⟩e
esta dado por

⟨v, w⟩e = µ ⟨∇v,∇w⟩+ (λ+ µ)(divu, divw).

Observación 2 Bajo las notaciones anteriores, es fácil veri�car que las normas ∥ . ∥2e =√
⟨., .⟩e y ∥ ∇. ∥22 =

√
⟨∇.,∇.⟩2 son equivalentes en ((H1

0 (Ω))
3. Con más precisión,se

tiene

µ∥ ∇u ∥22 ≤ ∥ u ∥2e ≤ a0∥ ∇u ∥22, ∀u = (u1, u2, u3) ∈ (H1
0 (Ω))

3. (5.9)



donde a0 = máx {µ+ 3(λ+ µ)} .

Además, si u ∈ D(E) y v ∈ (H1
0 (Ω))

3, entonces es fácil veri�car que

⟨Eu, v⟩ = ⟨u, v⟩e (5.10)

De (5.10), Observación2 y la incrustación compacta de H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) se puede ver

que E es un operador autoadjunto positivo. Denotamos la potencia fraccionaria asociada

a E por Er con dominio Xr := D(Er), que está dotado del producto interno natural

⟨., .⟩r = ⟨Er., Er.⟩e . En particular,

X0 = ((L2(Ω))
3; ⟨., .⟩),

X1/2 = ((H1
0 (Ω))

3;
〈
E1/2., E1/2.

〉
),

X1 = (D(E); ⟨E ., E .⟩).

Observación 3 Del teorema de Riesz junto con los argumentos de densidad y conti-

nuidad, tenemos

⟨u, v⟩1/2 = ⟨u, v⟩e , ∀u, v ∈ (H1
0 (Ω))

3.

Finalmente, de�nimos el espacio de fase débil (Hilbert) H := X1/2×X0 con el producto

interno usual y norma inducida ∥ . ∥H; y el espacio de fase fuerte (Hilbert) H1 :=

X1 ×X1/2.

5.3. Buena colocación y estimación de energía

Bajo las hipotesis y anotaciones anteriores, podemos establecer la buena colocación

en el sentido de Hadamard de (1.2). Empezamos por denotar

U =

 u

ut

 ,E =

 0 −I

E α

 ,F(U) =

 0

f(u)

 ,B(x) =

 0

b(x)

 , (5.11)



Entonces, el problema (1.2) es equivalente al problema de Cauchy

Ut + EU + FU = B, U =

 u0

u1

 (5.12)

donde E : D(E) ⊂ H −→ H con dominio

D(E) =
{
(u, v) ∈ H | Eu+ αv ∈ X0, v ∈ X1/2

}
= H1.

Teorema 14 (Buena colocación). Supongamos que (5.1)- (5.7) se cumple.

(i) Para (u0, u1) ∈ H, entonces existe un tiempo Tmáx > 0 tal que el sistema (5.12)

posee una solución única suave

U ∈ C([0, Tmáx];H).

Adicionalmente, se tiene que Tmáx = +∞.

(ii) Para (u0, u1) ∈ H1, entonces existe un tiempo Tmáx > 0 tal que el sistema (5.12)

posee una solución única regular

U ∈ C([0, Tmáx];H1).

Adicionalmente, se tiene que Tmáx = +∞.

(iii) Para cualquier T > 0 y cualquier conjunto acotado B ∈ H, existe una constante

CBT > 0 tal que para dos soluciones cualesquiera zi = (ui, ui
t) de (5.12) con dato

inicial zi0 ∈ B, i = 1, 2, tenemos

∥z1(t)− z2∥2H ≤ CBT∥z10 − z20∥2H, ∀t ∈ [0, T ]

Prueba. Es fácil comprobar que el operador E dado en (5.12) es un operador monótono

máximo, puesto que si z = (u, v) ∈ D(E), entonces de (5.10) se tiene que

⟨Ez, z⟩ = −α∥v∥22 ≤ 0,



mostrando que el operador es disipativo.

Ahora, si z̃ = (ũ, ṽ) ∈ H entonces se prueba que existe z = (u, v) ∈ D(E) satisfa-

ciendo que

(I − E)z = z̃

o equivalentemente

u− v = ũ,

E + (α + 1)v = ṽ,

puesto que si se considera una función φ ∈ (H1
0 (Ω))

3 y se integra sobre Ω, entonces

(α + 1) ⟨u, φ⟩+ ⟨u, φ⟩e = ⟨ṽ + (α + 1)ũ, φ⟩ .

Es decir bastaría mostrar que la formulación variacional

B(u, φ) = L(φ), ∀φ ∈ (H1
0 (Ω))

3,

donde

B(u, φ) = (α + 1) ⟨u, φ⟩+ ⟨u, φ⟩e ,

L(φ) = ⟨ṽ + (α + 1)ũ, φ⟩ .

Esto es claro debido a que B es una forma bilineal y coerciva, luego por Lax-Milgran

se tiene la sobreyectividad deseada. Por tanto, aplicando la teoría clásica de semigrupos

lineales, en particular el Teorema de Lummer-Phillips se concluyen los puntos (i) - (ii)

para Tmáx > 0.

Para mostrar que Tmáx = +∞, veamos la siguiente proposición.

En lo que sigue damos algunas desigualdades útiles que involucran la energía funcio-

nal. La energía funcional total asociada al problema (5.11) está dada por

E(t) =
1

2
∥(u, ut)∥2H +

∫
Ω

G(u)dx+
3∑

i=1

∫
Ω

∫ ui

0

hi(s)dsdx− ⟨b(x), u⟩. (5.13)

Proposición 4 Bajo la hipótesis (5.1)-(5.7), tenemos:



(i) La energía E(t) no aumenta con E(t) ≤ E(0) para todo t ≥ 0;

(ii) Existe una constante positivas K1, K2 y K3 tal que

K2∥(u, ut)∥2H −K3 ≤ E(t) ≤ K1∥(u, ut)∥4H +K3, ∀t ≥ 0. (5.14)

Prueba.

(i) Tomando el multiplicador ut en el problema (1.2), luego un cálculo directo nos

lleva a

E ′(t) = −α∥ut∥22 ≤ 0, ∀t > 0, (5.15)

de donde se sigue fácilmente lo establecido en el punto (i).

(ii) Para las condiciones (5.1) - (5.7) y la desigualdad de Young con ϵ > 0, la expresión

I =

∫
Ω

G(u)dx+
3∑

i=1

∫
Ω

∫ ui

0

hi(s)dsdx− ⟨b(x), u⟩

se puede estimar desde abajo y desde arriba de la siguiente manera

I ≥ −mf |Ω| −
ϵ

4
∥b∥22 −

(
M

λ1µ
+

1

λ1µϵ

)
∥(u, ut)∥2H,

I ≤ Cf |Ω|+
1

2
∥b∥22 +

Cg

µ
p+1
2

∥(u, ut)∥p+1
H

+
Ch

µ2
∥(u, ut)∥4H +

1

2
√
λ1µ

∥(u, ut)∥2H,

donde las constantes genéricas positivas dependen de su índice y algunas incrus-

taciones con H1
0 (Ω), por ejemplo, Ch depende de la constante ch en (5.7) y la

incrustación compacta H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω). De esto y de la de�nición de E(t) en

(5.13), inferimos

E(t) ≤ Cf |Ω|+
1

2
∥b∥22 +

1

2
√
λ1µ

+
Cg

µ
p+1
2



+

(
1

2
− Cg

µ
p+1
2

+
Ch

µ2

)
∥(u.ut)∥4H

E(t) ≥ −mf |Ω| −
ϵ

4
∥b∥22 +

(
1

2
− M

λ1µ
− 1

λ1µϵ

)
∥(u.ut)∥2H.

Por lo tanto, a partir de una elección adecuada de ϵ > 0 y utilizando la condición

(5.5), se puede concluir la existencia de constantes positivas K1, K2 y K3 que

satisfacen (5.14).

□

Observación 4 Hacemos hincapié en que las constantes anteriores K1, K2 y K3

en (5.14) no dependen del parámetro λ.

5.4. Resultado principal y pruebas

Ahora estamos en condiciones de a�rmar y demostrar el principal resultado en relación

con los atractores globales asociados con el problema (1.2).

Dice lo siguiente.

Teorema 15 Bajo los supuestos (5.1) - (5.7), tenemos:

(i) El sistema dinámico (H, S(t)) correspondiente al problema (1.2) tiene un único

atractor A con dimensión fractal �nita dimfA < ∞, y se caracteriza por la

variedad inestable A = W u(N ) que emana del conjunto de puntos estacionarios

N de (H, S(t)).

(ii) Además, si hi = 0, i = 1, 2, 3, entonces A está acotado en el espacio de fase

fuerte H1. En particular, cualquier trayectoria completa {(u(t), ut(t)), t ∈ R} que

pertenezca a A tiene lo siguiente propiedades de regularidad

ut ∈ L∞(R; (H1
0 (Ω))

3) ∩ C(R; (L2(Ω))3), utt ∈ L∞(R; (L2(Ω))3), (5.16)

y existe R > 0 tal que

∥(ut(t), utt(t))∥2H ≤ R2, (5.17)



donde R no depende de λ

La demostración del Teorema 15 se concluirá al �nal de esta sección como conse-

cuencia de algunos resultados técnicos proporcionados a continuación.

5.4.1. Propiedad de Gradiente

Lema 3 Bajo los supuestos del Teorema 15, de�namos el funcional

Ψ : H → R

z 7→ Ψ(z) := Ψ(u, v)

Dada por

Ψ(u, v) =
1

2
∥(u, v)∥2H +

∫
Ω

G(u)dx+
3∑

i=1

∫
Ω

∫ ui

0

hi(s)dsdx− ⟨b(x), u⟩. (5.18)

Luego

1. Ψ es un funcional de Lyapunov estricto ;

2. Ψ(z) → ∞ si y solo si ∥z∥H → ∞;

3. N está acotado en H

Como consecuencia, el sistema dinámico (H, S(t)) asociado con el problema (1.2) es un

sistema gradiente.

Prueba. Fijemos z0 ∈ H y recuerde que N es el conjunto de puntos estacionarios

de ⟨(H, S(t)). Además, de (5.13) se ve que Ψ(u(t), ut(t)) = E(u(t), ut(t)) := E(t).

Entonces, inferimos:

• De (5.15), es claro que Ψ(S(t)z0) es decreciente con respecto al tiempo y de (5.14),

Ψ(z) = Ψ(S(0)z) → ∞ si y solo si ∥z∥H → ∞.

• Consideremos el problema estacionario: Eu+ f(u) = b(x) en Ω,

u = 0 en ∂Ω.
(5.19)

Por lo tanto, un cálculo simple muestra que N está dado por



N = {(u, 0) ∈ H | u es la solución de (5.19) }

Además, a partir de (5.15) es fácil probar que Ψ es constante en N . Finalmente,

multiplicar (5.19) por u, integrando en Ω y usando (5.3) y (5.4), obtenemos que para

cualquier ϵ > 0

(
1− 2M

λ1µ
− 1

4λ1µϵ

)
∥u∥2e ≤ 2mf |Ω|+ ϵ∥b∥22, (5.20)

de donde (junto con (5.5)) concluimos que N está acotado en H, para ϵ > 0 propia-

mente elegido.

Por lo tanto, se prueban los ítems 1-3. □

5.4.2. Propiedad de Cuasi-estabilidad

Proposición 5 (Estimación de estabilidad) Bajo los supuestos del Teorema 15, consi-

deremos un subconjunto acotado B ⊂ H y dos soluciones débiles z1 = (u1, u1
t ) y z2 =

(u2, u2
t ) del problema (1.2) con datos iniciales z10 = (u1

0, u
1
1),z

2
0 = (u2

0, u
2
1) ∈ B.Luego,

∥z1(t)− z2(t)∥2H ≤ a2(t)∥z10 − z20∥2H + c(t) sup
0≤s≤t

∥u1(s)− u2(s)∥2p0 , (5.21)

Entonces p0 = max{4, 6
4−p

} < 6, a2 ∈ L1(R+) con ĺımt→∞ a2(t) = 0 y c(t) es una

función localmente acotada.

Prueba. La estimación (5.21) es uno de los núcleos principales del presente trabajo. Su

prueba es bastante técnico y extenso, por lo que vamos a proceder en varios pasos de la

siguiente manera.

Paso 1. De�nición del problema de diferencia y funcionales.

Denotemos w = u1 − u2 con ui = (ui
1, u

i
2, u

i
3), i = 1, 2. Entonces, un cálculo simple

muestra que w es una solución (en el sentido débil y fuerte) del siguiente problema





wtt + Ew + αwt + f(u1)− f(u2) = 0 en Ω× R+,

w = 0 en ∂Ω× R+,

w(x, 0) = u1
0(x)− u2

0(x), x ∈ Ω,

wt(x, 0) = u1
1(x)− u2

1(x), x ∈ Ω,

(5.22)

La energía asociada con el sistema (5.22) está dada por

Ξ(t) :=
1

2
∥(w,wt)∥2H =

1

2
∥z1(t)− z2(t)∥2H, t ≥ 0. (5.23)

También con�guramos el funcional

χ(t) = ⟨w,wt⟩,

y el funcional de energía perturbada

Υ(t) = ϵ1Ξ(t) + ϵ2χ(t),

donde las constantes ϵ1, ϵ2 > 0 se elegirán más tarde.

Paso 2. Equivalencia. Existen constantes C1, C2 > 0 tales que

C1Ξ(t) ≤ Υ(t) ≤ C2Ξ(t). (5.24)

De hecho, las desigualdades en (5.24) siguen tomando K
′
= max{

c2p

µ
, 1}, con cp > 0

procedente de la desigualdad de Poincaré y µ de (5.9),ϵ1 > ϵ2K
′
, C2 = ϵ1 − ϵ2K

′
.

Paso 3. Estimación de Ξ
′
. Dado ξ > 0, existe una constante C(ξ, B) > 0, que depende

de ξ y B, de modo que

Ξ
′ ≤ −α∥wt∥22 + C(ξ, B)∥w∥2 6

4−p
+ ξ∥wt∥22 + I, (5.25)



donde establecemos

I :=
3∑

i=1

⟨hi(u
2
i )− hi(u

1
i ), ∂twi⟩. (5.26)

De hecho, primero observamos que al derivar (t) y usar (5.22), obtenemos

Ξ
′
(t) = −α∥wt∥22 − ⟨g(u1)− g(u2), wt⟩+ I.

desde

|⟨g(u1)− g(u2), wt⟩| ≤
3∑

i=1

∫
Ω

Mg

{
1 +

3∑
i=1

|u1
i |p−1 +

3∑
i=1

|u2
i |p−1

}
|w||∂twi|dx,

luego aplicando la desigualdad de Hölder, obtenemos

|⟨g(u1)− g(u2), wt⟩| ≤
3∑

i=1

∼
Cf∥w∥2 6

4−p
∥∂twi∥2, (5.27)

donde
∼
Cf = Mf

{
|Ω|

p−1
6 +

3∑
i=1

∥u1
i ∥

p−1
6 +

3∑
i=1

∥u2
i ∥

p−1
6

}
≤ C(B) < ∞,

es una constante que depende de B. Por lo tanto, la estimación (5.25) se deriva de

la desigualdad de Young con ξ > 0.

Paso 4: Estimación de χ
′
. Existe una constante C(B) > 0 dependiendo de B tal que

χ
′
(t) ≤ −Ξ(t)− 1

2
∥w∥2e +

α

2
∥w∥22 + C(B)∥w∥24 +

α + 3

2
∥wt∥22. (5.28)

De hecho, multiplicando (5.22)1 por w e integrando en Ω, obtenemos

χ
′
(t) = −Ξ(t)− 1

2
∥w∥2e +

α

2
∥w∥22 +

α + 3

2
∥wt∥22.

−⟨g(u1)− g(u2), w⟩ −
3∑

i=1

⟨hi(u
1
i )− hi(u

2
i ), wi⟩.



Ahora, notando que

|⟨g(u1)− g(u2), w⟩| ≤

{
|Ω|p−1 +

3∑
i=1

∥u1
i ∥

p−1
p+1 +

3∑
i=1

∥u2
i |

p−1
p+1

}
∥w∥2p+1 ≤

∼
CB∥w∥2p+1,

y

|
3∑

i=1

⟨hi(u
1
i )− hi(u

2
i ), wi⟩| ≤

3∑
i=1

(|Ω|2 + ∥u1
i ∥24 + ∥u2

i ∥24)∥wi∥24 ≤ CB∥w∥24,

donde las constantes
∼
CB, CB > 0 dependen solo de B, entonces sigue la estimación

(5.28).

Paso 5. Estimación para Υ. Existe una constante C3 > 0 dependiendo de B tal que

Υ(t) ≤ e
− ϵ2t

C1 Υ(0) + C3

∫ t

0

e
− ϵ2

C1
(t−s)∥w(s)∥2p0ds+ ϵ1e

− ϵ2t
C1 J, (5.29)

donde C1 > 0 proviene de (5.24) y establecemos

J :=

∫ t

0

e
ϵ2s
C1 Ids =

3∑
i=1

∫ t

0

e
ϵ2s
C1 ⟨hi(u

2
i (x, s))− hi(u

1
i (x, s)), ∂twi(x, s)⟩ds. (5.30)

Primero, observamos que de (5.25) y (5.28), uno tiene

Υ
′ ≤ −ϵ2Ξ(t) +

αϵ2
2

∥w∥22 + ϵ2C(B)∥w∥24 + ϵ1C(ξ, B)∥w∥2 6
4−p

+ϵ1I +

(
3ϵ2 + αϵ2

2
+ ϵ1ξ − αϵ1

)
∥wt∥22.

Ahora elegimos ϵ1, ϵ2, ξ > 0 lo su�cientemente pequeño como para que

ϵ2K
′
< ϵ1 y

3ϵ2 + αϵ2
2

+ ϵ1ξ < αϵ1.

Cabe mencionar que ϵ1, ϵ2, ξ > 0 no dependen de λ. Por lo tanto, a partir de esta

elección, se establece p0 = max

{
6

4− p
, 4

}
y usando (5.24), existe una constante

C3 = C(B) > 0 tal que

Υ
′ ≤ − ϵ2

C1

Υ(t) + C3∥w∥2p0 + ϵ1I,

de donde se sigue la estimación (5.29) con J dado en (5.30).



Observación 5 Dado que las opciones para ϵ1, ϵ2 no dependen de λ, entonces C3 > 0

es una constante que tampoco depende de λ.

Paso 6. Estimación de J . Existen constantes γ0 > 0 y C4 > 0 dependiendo de B tales

que

J ≤ C4e
γ0t sup

0<s<t
∥w∥24 + C4

∫ t

0

(∥u1
t (s)∥2 + ∥u2

t (s)∥2)eγ0sΥ(s)ds. (5.31)

En primer lugar, en vista del supuesto (5.7), para cualquier constante γ > 0 y cada

i = 1, 2, 3, existe una constante K
′
i > 0 tal que

∫ t

0

eγs⟨hi(u
2
i (s))− hi(u

1
i (s)), ∂twi(s)⟩ds

≤ K
′

ie
γt sup

0<s<t
∥wi(s)∥24 +K

′

i

∫ t

0

(∥∂tu1
i (s)∥2 + ∥∂tu2

i ∥2(s))eγs∥∇wi(s)∥22ds.
(5.32)

De hecho, la justi�cación de (5.32) sigue tomando argumentos similares a los de [8,

Lema 4.9].

En aras de la exhaustividad, presentamos una breve prueba de tal desigualdad. Tenga en

cuenta que ∫ t

0

eγs⟨hi(u
2
i (s))− hi(u

1
i (s)), ∂twi(s)⟩ds

=
1

2

∫ t

0

eγs
∫
Ω

d

ds
|wi|2

∫ 1

0

h
′

i(u
2
i + λ(u1

i − u2
i ))dλdxds

=
eγs

2

∫
Ω

∫ 1

0

h
′

i(u
2
i (s) + λ(u1

i (s)− u2
i (s)))dλ|wi(s)|2dx

∣∣∣t
0

−1

2

∫ t

0

∫
Ω

d

ds

(
eγs
∫ 1

0

h
′

i(u
2
i (s) + λ(u1

i (s)− u2
i (s)))dλ

)
|wi(s)|2dxds

≤ K
′

ie
γs sup

0<s<t
∥wi(s)∥24

−1

2

∫ t

0

eγs
∫
Ω

∫ 1

0

h
′′

i (u
2
i + λ(u1

i − u2
i ))(∂tu

2
i + λ(∂tu

1
i − ∂tu

2
i ))dλ|wi(s)|2dxds.

Para el último término usamos el hecho de que hi ∈ C2.(R), condición (5.7), desigualdad



de Hölder y la incrustación H1(Ω) ↪→ L6(Ω).Por lo tanto, de (5.30) y (5.32) se sigue

J ≤
3∑

i=1

K
′

i sup
0<s<t

∥w(s)∥24 +máx{K ′

i}
∫ t

0

eγ0s(∥u1
t (s)∥2 + ∥u2

t (s)∥2)∥∇w(s)∥22ds.

Para γ0 =
ϵ2
C1

> 0. Adicionalmente, tomemos C4 = max{K ′
1+K

′
2+K

′
3,
2max{K ′

i}
µC2

} >

0 y notando que

∥∇w(s)∥2e ≤
1

µ
∥w∥22 ≤

2

µ
Ξ(s) ≤ 2

µC2

Υ(s),

luego, la estimación (5.31) sigue como se desea.

Observación 6 Destacamos que las constantes γ0 y C4 no dependen de λ

Paso 7. Conclución de la prueba.Finalmente estamos en posición de completar la

demostración de (5.21).

De hecho, de (5.29) y (5.31), existe una constante C5 > 0 dependiendo de B, pero

independientemente de λ, tal que

eγ0tΥ(t) ≤ C5Υ(0) + C5e
γ0t sup

0<s<t
∥w∥2p0

+C5

∫ t

0

(∥u1
t (s)∥2 + ∥u2

t (s)∥2)eγ0sΥ(s)ds,

y aplicando la inecuación de Gronwall, se obtiene

Υ(t) ≤ C5

{
e−γ0tΥ(0) + sup

0<s<t
∥w(s)∥2p0

}
e(C5e−γ0t

∫ t
0 (∥u

1
t (s)∥2+∥u2

t (s)∥2)eγ0sds). (5.33)

Ahora, de (5.14) y (5.15), y también en vista de la Observación 4, tenemos

∫ t

0

∥ut(s)∥22ds = − 1

α

∫ t

0

E
′
(s)ds ≤ 2|E(0)|

α
≤ Q, u := u1, u2,

donde Q > 0 es una constante que depende de B y f , pero es independiente de λ. Por

lo tanto, usando Hölder y las desigualdades de Young, obtenemos

e−γ0t

∫ t

0

(∥u1
t (s)∥2 + ∥u2

t (s)∥2)eγ0sds ≤ 2
√

Q
√
t ≤ ϵt+

2Q

ϵ
,



para cualquier t > 0 y ϵ > 0.Reemplazando la última estimación en (5.33), llegamos a

Υ(t) ≤ C5e
(ϵC5t+

2C5Q
ϵ

)

{
e−γ0tΥ(0) + sup

0<s<t
∥w(s)∥2p0

}
.

Tomando ϵ =
γ0
2C4

usando (5.24),tenemos

Ξ ≤ C1C4e
Q
γ0

C2

e
−γ0
2

tΞ(0) +
C4e

Q
γ0

C2

e
γ0
2
t sup
0<s<t

∥w(s)∥2p0 . (5.34)

Finalmente, con respecto a la de�nición de Ξ(t), t ≥ 0, en (5.23) y el entorno

a2(t) :=
C1C4e

Q
γ0

C2

e
−γ0
2

t y a3(t) :=
2C4e

Q
γ0

C2

e
γ0
2
t, (5.35)

luego (5.34) conduce a (5.21) como se desea.

Por tanto, se concluye la prueba de la Proposición 5. □

Corolario 2 (Cuasi- estabilidad) Bajo los supuestos del Teorema 15, el sistema dinámico

(H, S(t)) asociado con el problema (1.2) es cuasi-estable en cualquier conjunto acotado

B ⊂ H.

Prueba. Es una consecuencia directa del Teorema 14 - (iii) y la Proposición 5 al notar

la semi-norma dada por nH1
0
(u1 − u2) = ∥u1 − u2∥p0 es compacto. □

5.4.3. Conclusión de la prueba del Teorema 15

(i) De la Proposición 2 y el Corolario 2, el sistema dinámico (H, S(t)) relacionado

con el problema (1.2) es asintóticamente suave. Por lo tanto, usando el Lema 3 y

las Proposiciones 1 y 3, la conclusión del Teorema 15 - (i) está completa.

(ii) En el caso de hi = 0, i = 1, 2, 3, luego volviendo a (5.26), se ve que I = 0 y, en

consecuencia, de (5.30) se obtiene J = 0. Por lo tanto, (5.29) se reduce a

Υ(t) ≤ e
− ϵ2t

C1 Υ(0) +
C3C1

ϵ2
sup
0≤s≤t

∥w(s)∥2
p
′
0
(1− e

− ϵ2t
C1 ),



p
′
0 = máx

{
6

4− p
, p+ 1

}
.De esta forma se llega a (5.34) (respec. (5.21)) con

a3 :=
C3C1

ϵ2
(1− e

− ϵ2t
C1 ),

en lugar de a3(t) dado en (5.35). Por lo tanto, c∞ = supt∈R +a3(t) < ∞, y de [11,

Teorema 7.9.8 ], las propiedades de regularidad (5.16) - (5.17) están aseguradas,

es decir, la conclusión del Teorema 15 - (ii) está completo. Por lo tanto, se termina

la demostración del Teorema 15.



Capítulo 6

DISCUSIÓN DE RESULTADOS

6.1. Contrastación y demostración de la hipotésis

con los resultados

Como se pudo observar en el Capítulo 3, el presente trabajo presenta como hipótesis

general lo siguiente:

(HG) El semigrupo de soluciones asociado un sistema de Lamé semilineal posee un

atractor global.

Adicionalmente se plantearon las siguientes hipótesis especí�cas:

(H1) El sistema de Lamé semilineal está bien colocado en el sentido de Hadamard.

(H2) El semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal posee estructura gradiente.

(H3) El semigrupo asociado al sistema de Lamé semilineal es cuasi- estable.

Con relación a esto, el Capítulo 5 estuvo destinado a mostrar la VERACIDAD de

cada una de estas hipótesis como sigue:

La (H1) fue demostrada en la Sección 5.3, mediante el Teorema 14. Para esto

se usó la teoría relacionada a los problemas de Cauchy no lineales y la teoría de

semigrupos.
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La (H2) fue demostrada en la Sección 5.4.1 mediante en Lema 3. Para esto

de probó que la energía relacionada al sistema genera un funcional de Lyapunov

estricto, lo que muestra la estructura gradiente del sistema.

La (H3) fue demostrada en la Sección 5.4.2 mediante la Proposición 5, para

esto fue necesario comparar dos trayectorias y construir diferentes funcionales de

energía aproximada.

Finalmente, con relación al (HG), esta hipótesis fue detallada en el Teorema 15

y demostrada posteriormente en la Sección 5.4.3, ya que la estructura gradiente del

sistema, la cuasi- estabilidad del semigrupo de soluciones y las propiedades agradables

sobre el funcional de Lyapunov y el conjunto de puntos estacionarios N , permite concluir

con la existencia de un atractor global para el sistema.



CONCLUSIONES

De acuerdo a lo desarrollado podemos concluir lo siguiente:

Los sistemas de Lamé re�ejan de buena manera el comportamiento de las ondas

sísmicas cuando estas se propagan sobre un medio elástico isotrópico. Este aná-

lisis permite describir el comportamiento de las P-ondas y las S-ondas teniendo

en cuenta la velocidad de propagación de cada una de ellas. Por ejemplo, como

consecuencia de los parámetros de Lamé, se puede concluir que las P-ondas viajan

mas rápido que las S-ondas.

En la demostración de la buena colocación del sistema (véase Sección 5.3, Teo-

rema 14) se pudo observar que el generador in�nitesimal asociado al problema

de Cauchy es disipativo, esto es debido a las propiedades del operador de Lamé

y a la presencia del amortiguador friccional sobre el sistema. Este hecho permite

realmente la existencia de soluciones.

En el análisis sobre la existencia de un atractor global, se usó la propiedad de cuasi-

estabilidad para el semigrupo. Con esto se concluyó que es posible comparar dos

trayectorias las cuales convergen a la misma región compacta de estabilización si

los datos iniciales que las generan son muy próximas.
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RECOMENDACIONES

De acuerdo a lo desarrollado, se recomienda lo siguiente:

En este trabajo se consideró la presencia de un amortiguador friccional para el sis-

tema, se recomienda para próximas investigaciones considerar otro tipo de amor-

tiguamiento, ya sea estructural o por medio de una memoria viscoelástica en el

sistema.

Las fuerzas estructurales que se consideraron fueron de orden crítico desacoplado

para que la metodología en la cuasiestabilidad del sistema sea satisfactoria. Se

recomienda considerar fuerzas críticas acopladas para futuros trabajos.

Al considerar el amortiguador friccional, este se tomó sobre todo el dominio espa-

cial, es decir, el parámetro α > 0 como coe�ciente del amortiguador, es constante

sobre todo Ω. Se recomienda considerar para futuras investigaciones la dependen-

cia de α con relación al espacio, obteniendo así una localización de la región de

amortiguamiento.
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