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RESUMEN

“EXISTENCIA DE SERIES UNIVERSALES EN ESPACIOS DE BANACH
SEPARABLES”

Junior Alan Amaya Siesquien
Julio - 2023
Asesor: Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey

Titulo obtenido: Licenciado en matematica

El presente trabajo de tesis demuestra la existencia de series universales en
espacios de Banach separables. Por otra parte, demostramos el teorema de
Levy-Steinitz y damos un ejemplo donde el teorema en mencion no se cumple
para espacios de Banach de dimensidn finita.

Palabras Claves: Espacios de Banach Separables; Reordenaciones; Teorema
de Riemann; Serie Universal; Teorema de Levy-Steinitz.
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ABSTRACT

“EXISTENCE OF UNIVERSAL SERIES IN SEPARABLE BANACH SPACES”
Junior Alan Amaya Siesquien
July - 2023
Advisor: Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey

Degree obtained Bachelor of Mathematics

This thesis work demonstrates the existence of universal series in separable
Banach spaces. On the other hand, we prove the Levy-Steinitz theorem and give
an example where the aforementioned theorem does not hold for finite-

dimensional Banach spaces.

Keywords: Banach Spaces; Rearrangements; Riemann's theorem; Universal
series; Levy-Steinitz theorem
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INTRODUCCION

El teorema de Riemann sobre la reordenacion de series convergentes, llamado
asi en honor al mateméatico aleman Bernhard Riemann, dice que si una serie
infinita de nimeros reales es condicionalmente convergente, es decir la serie
converge pero no absolutamente, entonces sus términos pueden
ser permutados o reordenados de modo que la nueva serie converjaa un

namero real arbitrario, o diverja. Esto es, si definimos el conjunto:

S z a, | ={s€R/s = z Apm) ¢: N = N biyeccion
n=1 n=1

llamado el conjunto de todos los reordenamientos convergentes de la serie
Yn—1 Gy, €ntonces es claro que si la serie de términos (a,) es condicionalmente
convergente entonces el teorema de Riemann nos permite afirmar que el
conjunto de arriba es todo R.

El conjunto de todos los reordenamientos convergentes de una serie Y.,_; a, €n
R"™ ha sido estudiada por E. Steinitz en su famoso articulo Bedingt Konvergente
Reihen and Konvexe Systeme. J. Reine Angew. Math. 143(1913), 128 - 175. En
este articulo, se prueba que el conjunto de todos los reordenamientos
convergentes de una serie es un subespacio afin de R", generalizando asi el
teorema de Riemann en el contexto real.

Garantizar la existencia de una serie en R (0 R") de tal manera que su conjunto

de reordenaciones convergentes sea todo R (o R"™) es un trabajo no trivial. Este
problema se vuelve ain mas dificil si nos ubicamos en el contexto de espacios
de Banach reales o complejos infinito dimensionales, en el presente trabajo se
pretende garantizar la existencia de una serie con tal caracteristica asumiendo

la separabilidad del espacio de Banach.
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1.2

CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Descripcion de la realidad problematica

Una serie de vectores ),,_; a, €n un espacio de Banach X, se dice universal
st SXn=1an) = X.

E. Steinitz en 1913, establece la estructura del conjunto S35~ a,) = X para
una serie de vectores en R", demostrando que si la serie ¥%_, a,, converge
entonces el conjunto S(3,-; a,) s un subespacio afin, es decir, la traslacion

de un subespacio.

Usando el teorema de Riemann, demostraremos que las series universales
en R son las series condicionalmente convergentes, y haremos una

discusién para la identificacion de series universales en R". El trabajo de
buscar series universales en espacios de Banach de dimension infinita, es
aun mas dificil, nuestro trabajo de tesis se encargard de demostrar la

existencia de series universales en este contexto.

Formulacién del problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

Problema General

¢ Existen series universales en espacios de Banach separables de dimension

infinita?

Problemas Especificos

1. ¢ Cuales son las series universales en el cuerpo de los nimeros reales?
2. ¢La prueba del teorema de Riemann (caso real) puede generalizarse a
R"?

16



1.3 Objetivos

Objetivo general

Probar la existencia de series universales en espacios de Banach separables

de dimension infinita.

Objetivos especificos

1. Mostrar que las series universales en el cuerpo de los nimeros reales
son las series condicionalmente convergentes.
2. Mostrar que, en gran medida, puede imitarse la prueba del teorema de

Riemann (caso real) a R".

1.4 Justificacion

El presente trabajo esta inmerso en la linea del Analisis Funcional —Series
en espacios de Banach.

El trabajo se justifica ya que:

a) Se prueba la existencia de una serie universal en un espacio de Banach
separable.

b) Establece que las series universales en el cuerpo de los nimeros reales
son las series condicionalmente convergentes, para esto el teorema de
Riemann es de vital importancia.

c) Muestra, en general, diversas aplicaciones de la teoria de reordenaciones
como, por ejemplo: la caracterizacion de espacios de Banach de
dimension finita con series incondicionalmente y absolutamente
convergentes, la forma explicita del conjunto de reordenaciones
convergentes de una serie de vectores en R".

d) La famosa hipotesis de Riemann puede ser reformulada a partir de una

serie condicionalmente convergente que contiene a la funcion de Mobius.

17



Finalmente, el presente trabajo se justifica también porque este proyecto
es el primer trabajo en la facultad que inicia el estudio de series y
reordenaciones en espacios de Banach separables, lo que permitira el
interés y desarrollo de la linea de Andlisis Funcional en la FCNM.

1.5 Delimitantes de la investigacion

1.5.1Tedrica
El trabajo de tesis esta inmerso en espacios de Banach separables, por

lo tanto, un limitante tedrico seria el estudio de existencia de series

universales en espacios normados que no son de Banach.

1.5.2Temporal
No tenemos limitante temporal.

1.5.3Espacial
No tenemos limitante espacial.

18



CAPITULO Il: MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

Nacional
En la literatura actual, no hay referencias nacionales con una antigiiedad no

mayor de cinco anos.

Internacional

El articulo de E. STEINITZ (1913) fue el primer escrito sobre la descripcion
explicita del conjunto de reordenamientos convergentes de una serie. Aqui
se demuestra que el conjunto de todos los reordenamientos convergentes
de una serie de vectores en R" puede ser el vacio, o la traslacién de un
subespacio vectorial. Este resultado es conocido como el teorema de Lévy-
Steinitiz, en honor a Lévy que lo demostré para n = 2 y Steinitz para el caso

general.

En el articulo de P. ROSENTHAL (1987) se demuestra el teorema de Lévy-
Steinitz de una forma mas geométrica y sencilla. Este articulo fue la
motivacion a muchos autores para demostrar el teorema de Lévy-Steinitz a

contextos mas generales.

El libro mas completo referente a reordenaciones de series en espacios de
Banach es el M.l. KADETS and V.M. KADETS (1997). Este libro contiene la

teoria de reordenaciones de series en el cuerpo de los niumeros reales,

nimeros complejos, de vectores en R", espacios de Hilbert y Banach.

19



2.2 Bases Teoricas
Las bases tedricas a usar en el trabajo seran las siguientes:

2.2.1Serie de Vectores y Reordenaciones

Sea E un espacio de Banach y }';_; a, una serie de vectores en E.

e Si Y ,lla,ll converge, decimos que Y,-;a, €s absolutamente
convergente.

e Si Y-, a,m) converge, para cualquier ¢: N — N biyeccion, decimos
que Yo, a, es incondicionalmente convergente.

e Si Y _,a, converge, pero no incondicionalmente, decimos que

Ym=1 @y €s condicionalmente convergente.

. . . k
Cabe mencionar que si E = R keN y ¥ a, una serie en R,
decimos que },-;a, es condicionalmente convergente si ), a,

converge, pero no absolutamente. Esto es debido a que convergencia

. .. k .
incondicional y absoluta en R™ son equivalentes.

Ejemplo 2.2.1.1
SiE=R

. -1)"
e SiYy, ( Zn) es absolutamente convergente.

o Si Z;’{;l% es condicionalmente convergente (Criterio de Leibniz).

Teorema 2.2.1.2:
Si Yo—; a, €s una serie de nimeros reales que converge absolutamente

entonces Y.,_, a, converge.

Prueba.

Sea Yy, |a,| convergente. Para cada n € N definimos:
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{pn:an' ap =0 {Qn:_an' a, <0
pn=0, a,<0 qn =0, a, >0’

luegop, =20, q, =20, p, +qn = |an| Y Dn — Gn = ay.
Como p, < |ay| Y qn < |an| ¥ 25=1la,| converge entonces Y3 p, Y

Yim=1qn CONvergen.

Asi Yy an = Yo-1Pn — qn CONVErge.

Observacién 2.2.1.3

El inverso del Teorema 2.2.1.2 es falso, basta considerar la serie

(o) (_1)n
Yn=1

n

Definicion 2.2.1.4
Sea ¢:N — N una funcion biyectiva. Sean Y.;_; a, Y Y.n=1 b, dOS series
en un espacio vectorial tales que b, = a,ny,n = 1,2,3, ... entonces se

dice que Y.;—, b, es una reordenacion de };_; a,.

. 1,1 1 1 .
Ejemplo 2.2.1.5 Sea 51_1_E+5_Z+§_"'_ n=1T Una

1 1 1 1 1

reordenacionde S; es S, =1+-—-—- R
3 2 4 7 9 6 8

Teorema 2.2.1.6:
Sea ),;-; a, una serie de nimeros reales absolutamente convergente

de suma S, entonces cada reordenacion de Y._;a, es también

absolutamente convergente y de suma S.
Prueba.

Como };-; a, es absolutamente convergente, por teorema 2.2.1.2 es

convergente, luego denotemos a su suma por S.
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Sea );>-; b, una reordenacion cualquiera de )., a,, luego
by, = apmy,n=1,2,3,..,¢:N - N una biyeccion.

Luego:

by| + [by] + - + [bnl = |ap)| + |ap@)| + - + |apm)| € Tyt lan] < oo.

Ademas, como Y.;°_, |b,| tiene sumas parciales acotada superiormente
y creciente, asi ),—; b, converge absolutamente. Faltaria demostrar
que Yo, b, = S.

Para ello consideremos las sumas parciales kg, S,t, de

Yt lanl, Xme1 @, 2in=1 by, respectivamente, es decir:

ky = la;|+]az| + -+ |ag]
Sn:a1+a2+”'+an
t. = by +by+ -+ by

Para cualquier € > 0, podemos encontrar un N € N tal que

ISy = SI < -y Tzt lansnl <3 2.1)
pues (S,) converge a Sy Y., a, es absolutamente convergente.
Luego para cualquier n se tiene

|tn = S| < Itn = Syl + ISy = S| < It = Syl +=. (2.2)

Escojamos un M € N tal que {1, 2, ...., N} c {9 (1),9(2), ..., p(M)}, esto
es posible pues al ser ¢ biyectiva entonces en la enumeracion de
p(1),...,o(M) eventualmente apareceran los primeros indices
1,2,...,N.

Ahora tomando n > M entonces ¢(n) > Nyaquen>M>M—1>-->

1, asi, o(n) ¢ {p(1),9(2),...,p(M)} por ser ¢ inyectiva; por la
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condicion de haber elegido M se tiene que ¢(n) € {1, 2,...., N} luego
p(m) > N.
Y también

|tn — Syl = |by + - by — (ag + - ay)|

= |apa) + - ape = (a1 + - an)|

|tn — Sl = |a1v+1 tayi, + - F a(p(n)|'
Por dltimo, para n > M se tiene, por (2.1) que:
|tn — Sn| < lansal + -+ lapm)| < Xn=1 Ayl < g
Asi en (2.2)

|tn =S| < Ity — Syl +> <e.
Por lo tanto: -, b, converge a S.
O

Observacion 2.2.1.7
Del teorema anterior concluimos que, para series absolutamente
convergentes, todos los reordenamientos conducen a series que son
también convergentes al mismo valor. Tal hecho es muy diferente en

series condicionalmente convergentes, veamos el siguiente ejemplo.

1 had -1 n+1
__+...=§:(_)
4 n

n=1

es condicionalmente convergente.

Sabemos que:

N[ =
W] =

S=1--+

S 1 1 1 1
272 1%6 8T
Luego
1 1.1 1 1 1 1 1 1 1 1
S=l-gt3sats sty sto Tt 2t
S 1 1 1 1 1 1
7= 045402+ 04+e+0-g+ 0+ 5+ 00—+
Sumando
3S 1 1 1 1 1 1 1 1
2 M3 tstr ettt
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Esta ultima serie contiene todos los términos de S en orden diferente,
. 38 ., .
es decir, — esuna reordenacion de S, sin embargo, convergen a sumas

diferentes.

Asi concluimos que los reordenamientos en series condicionalmente
convergentes introducen cierto grado de anarquia, pues es posible
hacerlos converger a cualquier valor predeterminado o divergir tal y

como nos lo dice Riemann.

2.2.2Teorema de Riemann

Teorema de Riemann (1854)

Sea ),_,;a, una serie de numeros reales condicionalmente
convergente y sea A cualquier numero real (o bien 1 = oo, que diverge
a to0). Entonces existe un reordenamiento de Y;_; a, que converge a
A

Prueba.
Casol: A<

+ —_ .
Para cada n € N, sean p, = |an|2 o og, = 'aana” Si a, = 0 entonces

Pn = a, Y q, = 0, mientras que si a, < 0 entonces p,, =0y q, = —a,,
ademas p, — q, = a,. También Y>_, p, Y Yn=1 —q, SON divergentes a
+00 y —oo respectivamente.

A los términos p, los llamaremos términos positivos de Y._; an,

mientras que a los términos —q,, los llamaremos términos negativos de

Y=t 0n

Sea 1 € R, veamos como reordenar Y, a,, para que la serie
converja a 4

e Etapal

Escoger, tantos términos positivos (digamos k; términos) tales que

SuU suma supere por primera vez a 4, esto es
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P1t D+t pr, > A
esto es posible ya que Y.;_; p, = +0.
Continuamos sumando ahora los términos negativos (digamos r;

de ellos) tales que su suma sea por primera vez inferior a 1, esto es

Pr+Pet+ Dk, —q1—q——qr, <A,

esto es posible ya que Y., —q, = —.

e Etapa?

A continuacién, sumese tantos términos positivos (digamos k, de
ellos) hasta que por primera vez se tenga que

P1t D2t Py =1 = qQz =~y F Piyi1 + iz T+ P, > A
Contindiese con tantos términos negativos (digamos r, de ellos) hasta
que por primera vez se tenga que:
Prt ot Dk, — 91— Q2 Qry T Pky+1 T Pry+2 Tt Pr, — Q41 —

Aryv2 =~ A, < 4,

y continuando con este proceso de manera indefinida, obtenemos una
serie cuyos términos son los mismos que ).,_,a, pero en orden

diferente, es decir, la serie obtenida es una reordenacion de ), a,.

Veamos que sucede con las sumas parciales de esta nueva serie.
Para esto necesitamos ver la etapa m.
Al final de esta etapa se suman términos negativos (r,, de ellos) hasta

que por primera vez se tenga:

Sm=D1t "+t Pk, —q1 = = Qry T P10t Dhy — i1~ Gy
tot Diggt1 T iy — G4~ Ay, < A (2.3)

Pero como:

Prt P, == = Qe Pkt Py, Q1 — Gy, o

Phmq+1 T F Dy = Q1 =~ Gy > 4
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sumando —gq,.  se tiene

Sm>A—qr,,.

Por (2.3) se tiene 0 <1 — 5, < gq,,., cuando m - oo, S, - A.

Caso02: A=4o0VAl=—

Hagamos la prueba para 1 = +oo, el otro caso es similar.

e Etapal

Sumamos los primeros términos positivos (digamos k, de ellos) hasta
gue por primera vez su suma sea mayor o igual a 1, es decir,

P1+p2+ i, 21,

sumando un Unico término negativo se tiene:

prtF+pr, —q1 <1,

e Etapa 2

Sumese tantos términos positivos (digamos k, de ellos) hasta que

por primera vez la suma sea > 2, es decir,

P1t+ o+ Pr, = G+ Py Tt Pr, 2 2,

luego sumese un Gnico término negativo, entonces

p1+ -t Dk, — 1+ Pyt T P, — G2 S 2.

Continuando indefinidamente obtenemos una nueva serie que tiene
los mismos términos de Y., a,, pero en orden diferente, es decir, es
una reordenacion de );-; a, Y ademas viendo este procedimiento

en la etapa m tenemos que:
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Sm=p1t -+, @+t Pt P, G+t Dk, 1t
Pk, — qm < m. (2.4)

Pero
Pit+Pi, = @1t Pigrrt P, — Gobe FPiep_ a1t HPry, 2,
sumando —q,, se tiene

Sm=m—qn.

Por (2.4) 0 <m - S,, < q,,, haciendo m — o, tenemos que S,, = A.
O

Definicion 2.2.2.1. Sea ;- a,, una serie en un espacio de Banach E;

el conjunto S35, a,,) es definido por:

S (Z an> = {x eE/x= Z ap(ny para p: N — N biyeccién

n=1 n=1

Observacion 2.2.2.2 Cuando E = R y consideramos Y-, a, una

serie absolutamente convergente de suma S el teorema 2.2.1.6 nos
permite afirmar que S(Q,-;a,) = {S}. También por el teorema de
Riemann se tiene que SQ,-,;a,) =R cuando Xy ,a, es

condicionalmente convergente.

Ahora vamos analizar cual es la estructura del conjunto S(Qx-; ax),

donde ¥, a, es una serie de vectores en R".

Esto nos lleva a estudiar el teorema de Lévy-Steinitz.
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2.2.3Teorema de Lévy-Steinitz:

. . 2 .
Si consideremos E = R” y la serie

> (S20)- (> 52 0)

entonces

(2w

n:

No es todo R?, pero es un subespacio afin de R*. Este fenémeno fue

observado por Lévy para R* en 1905 y por Steinitz para R con k e N

en 1913. El enunciado del teorema es el siguiente:

“El conjunto de sumas de todas las reordenaciones de una serie de

n e .z g l)
vectores en R", es el vacio o la traslacién de un subespacio”.

En nuestra notacion si )i, a, una serie de vectores convergente en

R" entonces

S (Z ak> = {traslacion de subespacio}.

k=1
A continuacién, vamos a ver los detalles de la demostracion del
teorema de Levy-Steinitz.

Empezamos con el teorema del confinamiento poligonal.

2.2.3.1 El teorema del Confinamiento Poligonal

“«_.n

Para cada “n”, existe una constante C, tal que si{v;;i = 1, ..., m} es una

familia finita de vectores en R" cuya suma es ceroy ||v;|| < 1,

i =1,...,m, entonces existe una permutaciéon P de (2, ..., m) tal que

v + 2/, vo) || < € para todo . (2.5)

Ademas, podemos tomar ¢; = 1y C, < /4C>_, + 1 para todo “n”
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Prueba.
Caso n = 1 (Idea del teorema de Riemann)

Siv; > 0, escogemos P(2) tal que v, ;) < 0;y continuamos escogiendo
los v negativos hasta que la suma (por primera vez) sea negativa. Es

decir,
V1 + Up) + o+ Up,) < 0.

Escogemos el siguiente v positivo y continuamos escogiendo los v
positivos hasta que por primera vez la suma de todos los vectores

escogidos sea positiva. Es decir,
V1 + vp(Z) + -+ vp(kl) + -+ Up(kz) > O,

continuamos de esta manera hasta que todos los v sean usados y

como || V; <1 para todo i, entonces
OSU1+UP(2)SU1S1

O S vl +vp(2) +vp(3) S v1 S 1

vy +Vp) o F Vpr) S 0.
Pero
VL F Up) + o Vpk-1) 20,
Sumando v,,) se tiene
Upk) S V1 +Vp@) + o+ Vp,—1) T Vpky) < 0.
Entonces

0<|v; + Up2) + -+ Up(kl)l < |vp(k1)| <1
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De manera similar
V1 +Up) o Vpie) S VL HUp) o F Vpk) F Vpi+) S0,
luego
V1 + Vp) + o F Vp) T Vpkye| S V1 +0p) + o+ 0puepl < 1

Continuando con este proceso, concluimos que cada suma parcial esta

entre 0y 1, portanto C; =1
Caso general
Haremos la prueba por induccién.

Asumamos que n > 1y que C,,_; < oo, ademas consideremos {v;} una

coleccion de vectores satisfaciendo la hipétesis.

Como {v;} es finito, hay un nimero finito de posibles sumas parciales
de los v que empiezan con v;; sea L una suma parcial con norma

maxima entre todas esas sumas parciales.
Entonces
L =v, +u; + -+ ug donde {uy, ..., us} c {v;}.
Sea {wy, ..., w;} los otros v tal que
L+wi+--+w,=0.
Afirmacion 1 (u;, L) = 0 para todo i.

_ <ui!L>
[ILII

Supongamos que (u;, L) < 0 para algun i, luego: > 0.

Entonces

<uiﬂL>

LIl —
LIl

>0 L,

, L
asi: || L — Uu; 1= <L — ui,m) > L.
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Lo cual contradice la maximalidad de || L ||
Afirmacién 2 (v,,L) >0
Supongamos que (v4, L) < 0,

entonces

L 1
vy —LII= (v, —L,—m) =L ‘m<”1'L> > LI

Asillvy,=LII>ILI
Como:
—L=w; + -+ w,
entonces
lvi+w; +--+w I>ILI,

lo cual contradice la maximalidad de L.

Afirmacién 3 (w;, L) < 0 para todo i
Supongamos que (w;, L) > 0 para algun i.

Entonces

L i,L
I L+ w; 11> (Lwy, =) =1L | +% >ILI,

luego
I L+w; I>1LI.
Como L = vy +uy + -+ + ug entonces
| vy +uy + - +us+w; I> 11 L.

Asi v; +u; + -+ ug+w; seria una suma parcial de norma mayor que
la de L.
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Usaremos la hipétesis inductiva en el espacio (n — 1) —dimensional

L' ={veR"/ (v, L) =0}

Sea
. (v,L)L
v =v— :
Il L%
ComOL=v1+ul++u5y
<U11L>L
17’ =7 _—ELJ-ﬁ
ULz
u;, L)L
u'; = u; — <|ILL ”)z € Lt parai =1,2,...,s.

Entonces

(vi +uy + -+ ug, L)L
Il L% '

vituy+ et us = ug b ug —

como vy +uy + -+ ug = L se tiene

L, L)L
v'1+u'1+--~+u's=L_(||L|>|2 =0

De manera similar se prueba que w'; + -+ w', =0,

luego por la hipétesis inductiva, existe una permutacion Q de (1,2, ..., s)

tal que

|v's + X)W ol < Cuoi paratodoj = 1,2, ...,s, (2.6)
y también existe una permutacion R de (2, ..., t) tal que

||w’1 + Z{zz W’R(i)” < C,_,paratodoj= 2,..,t. (2.7)

Pongamos R(1) = 1 como (v,,L) =0y (w;, L) <0, escogemos el mas

pequefio r, por ejemplo ry, tal que

<v11 L) + Z:il(WR(l)IL) < 01 (28)
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esto es posible ya que definiendo

1

A=<k €eN/(vy,L) +Z<WRU)'L) <0;cN.

=1

Setiene que A # @ porque t € A, luego A posee minimo, a este minimo

llamémoslo r;.
Similarmente podemos escoger el mas pequefio s; que cumpla

<v1) L) + Z?;1<WR(i); L) + Zfi1<< uQ(i)' L) = O' (29)
luego el mas pequefio r, tal que

(171, L)+ Z:;l(< WR(i),L) + Zfi1(< uQ(i),L) + Z?ir1+1(< WR(i):L> <0y

asi sucesivamente.

Ponemos los vectores en el siguiente orden

(V1 WR(1) WR2)s - » WR(r) Ua(1)s -+ UQ(sy)s WRGy +1)s o0 WR(r)» - )»
es decir, ubicamos los vectores {v;} segun la permutaciéon P como sigue

(V=1

WR(i)'i =2, -,

Ug(i—r i =T1+ 1,1 + 51
UP(i) = \ WR(i=sy)» i =11 + 51,0, S1 + 12

Luego seaj = 2,...,my llamemos a = v; + Z{zz Vp(), la idea es acotar
|Proy,all y ||[Comp,all = ||a’|| para luego usar el teorema de Pitagoras

y obtener una cota para "a".
Afirmacién 4 ||a'|| < 2C,,_;.
En efecto,

como
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= Qa—
IIL]? IIL]?

j .
a, L)L vi + ¥ voy, L)L
a’— < ) :U1+va(i)—< L 21_2 P >
i=2

j
! !/
a = v1+ZvP(i),
i=2

entonces

j
'l = (|2 + > Ve
i=2

Por (2.6) y (2.7) tenemos
” al ”S Cn—l + CTl—l == ZCn—l-
Afirmacién 5 ||Proyall < 1

Por (2.8) y la afirmacién 3 tenemos,

V1 + Wpg1y, L)L , L
<(1 R(1) ) <<U1 )

< < <lv I£1
L A 1

v+ w + Wgp, L , L
< (v R(1) R(2) ) < (v1,L)
Il LIl Il LIl

<llv;lI=1

(v, + Wgr() + -+ WR(rl—l);L) >
Il LIl -

0,

(WR(Tl);L)
LIl

sumando

0> <U1 + WR(1) + -+ WR(rl):L> > <WR(7'1)' L>’
LI LI

entonces

(Vl +WR(1) +'“+WR(T1)'L)
[IL1I

<WR(T1)'L>
1L

<]
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De manera similar por (2.9) y la afirmacion 1 tenemos

T

1
(V1 + ) Wy, 1) + (g L) < 0

=1

(v1+302, wryL) < (14312, Wray L)+ {ug(a).L)

<0.
] - 1] -

Luego por (2.11) se tiene

|(U1+Zir=11 WR(iy L)+ (ug(iyL)| < |(171+27{=11 Wr(i)L)|

< <1,
Ll 1]

también

(W +311 wrepy L) < (1 +311) wrei L)+ (g tige) L)

<0.
Ll - 1] -

Por (2.11) se tiene

(1452, wrap D+ tuoey) _ [(v1+Zi; wrw L)
LI = LI

<1,

y por (2.9)
51—1

1
<U1 + z WR(i) ,L> + <z uQ(l) ,L> S 0,
i=1 i=1

sumando (uy(s,), L) tenemos

0< Wi +5i2 Wra) L+, uo@.L) < (Mol

LI =l ey Is 1.

De manera analoga se puede hacer para los demas vp(;) que sobran.

Ahora como

(a, L)L _ (v1 + X1, vpay, LIL
Il L |2 Il L 1I%

Proy,a =

[(vy + X, vpay, L)
Il LIl '

|Proy.all =
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y por todo lo visto anteriormente llegamos a que

|(v1 +Z{=2 Up(i),L)|

m para todo j.

|Proy,all =

Por lo tanto, por las afirmaciones 4 y 5 concluimos que
lall> = [[Comp,all* + ||Proy,all* < 4C7_; + 1,
luego

J
V1 + Z Up(i) < ’46%_1 + 1.
i=2

i=
O

A continuacién, vamos a ver los detalles de la prueba del “el teorema
del reordenamiento”, ingrediente importante para la prueba del teorema

de Lévy-Steinitz.

Antes veamos la siguiente consecuencia del teorema del confinamiento

poligonal:

Lema2.2.3.2.Si{vi:i=1,2,..m}cR"y||Z%, v;|l <€ ||l < e para

todo i, entonces existe una permutacion P de (1, ...,m) tal que

lvpy + vp2y + -+ Ve || < €(Ch + D paral <r <m

Prueba.
Definimos v,,,,1 = —v; — v, — - — v, €ntonces
m+1
Ui
L
- €
=1
y

”%” <1, para todo i.
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Luego por el teorema de confinamiento poligonal, existe una

permutacion P de (2, ...,m + 1) tal que
T
S Z ! <C 2<r<
e Evp(l-) <(C, para2<r<m.
=2
De aqui:

r
Uy + z Up(i) < ECn,
i=2

sea P(1) = 1 tenemos que

r—1 T
z Vpi|| = z vpi|| + ||vp(r)|| <eC, +e¢
i=1 i=1

luego

r

z vp)|| < €(Cy +1) paral <r < m.
i=1
2.2.3.3 El teorema del Reordenamiento

En R", si una subsucesion de la sucesién de sumas parciales de una
serie de vectores converge a S, y si la sucesion de términos de la serie
converge a “0”, entonces existe un reordenamiento de la serie cuya

sumaesS.
Prueba
Sea {v;}%2, una sucesion de vectores en R". Para cada m se tiene

Sm = Xit1v;. Asumimos que S,,, — S para alguna subsucesion S, , y
debemos mostrar como reordenar los {v;} tal que toda la sucesion de

sumas parciales converjaa S.

Veamos:
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Sea 8y = ||Sm, — S|| entonces &, - 0,

como
Mpy1—1 M4 mg
E Vill = E Vi — E Ui—Umk+1
i=mp+1 i=1 i=1
Mi+1 mg
< é V; -S| + E V; -S| + ||Umk+1||,
i=1 i=1

entonces de la definicion de 6§, se tiene

Mpy1—1

D if| < s + 8+ [[om
i=my+1

Ahora para cada k definimos
ex = max{Bysq + 8, sup{llvll: i = my}},
entonces €, > 0y ”Z:’;’;;ivl” < 2.
También ||v;|| < €, < 2¢; parai = my,
luego por el lema 2.2.3.2, para cada k existe una permutacion P, de

my +1,..,my, —1tal que

Vp (i)|| < 26x(Cp + 1) parar = my + 1, ..., myyq — 1,
i=mg+1

ahora ordenemos los {v;} como sigue

(Ul, V2yeey Umk' vmk+1' vmk+2,...,vmk+1—1) .
| —

los mantenemos y grdenamos estos términos
en su posicion de acuerdo a py

Enestearreglosim, +1<m<my,, — 1,
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entonces

mg m
Sm = z V; + Z ka(i)
i=1 i=mg+1

y Sm - Smk = Z?;mk+1 ka(i)’

luego haciendo k — oo y sabiendo que S,,, — S

m
1Sm — Sm, || = Z vp || < 2€1(C + 1) = 0.
i=my+1
Por lo tanto
Sm—S

O

Antes de enunciar y demostrar el teorema Lévy-Steinitz necesitamos

otra consecuencia del teorema de Confinamiento Poligonal

Lema 2.2.3.4 Si {;}™, cR", w=3Y" v, 0<t<1y |vl| <e para
todo i, entonces existe una permutacion P de (2,...,m) yunr entre 2y

m tal que

<e /46,%_1 +1

r
vl + Z vP(i) - tW
i=2

Prueba.
Asumamos que w # 0 yaque siw = 0,

entonces se tiene

S0y Y s
(€ €
i=1
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Luego por el teorema del confinamiento poligonal existe una

permutacion P de (2, ..., m) tal que

r
v1+2vp(i) <e€ f4C,21_1+1,2SrSm,
=2

asi se tendria lo pedido.
Veamos el caso paran =1
Multiplicando por —1 si es necesario, asumamos que w > 0.
Sea S el mas pequefio i tal que

vy + vy + e+ vg > tw, (2.12)
entonces

v+ U+ Fvg_ g S tw.
Luego por 2.12 y sabiendo que |vg| < € se tiene

lvy + vy + -+ v F U5 —tw| < |vg| < €.

Asi para el caso n = 1 se tiene el Lema con C,,_; = C, = 0.

Notar también que en este caso ningun reordenamiento es necesario

para obtener una apropiada suma parcial.

Ahora veamos el caso general para R", n > 1.

. (viw)w

Comow =Y", v, seav'; =y TR

entonces

m m
Lt L llwl|? '

y como ||v;|| < € se tiene ||v';|| < e y por tanto ””?"” < 1.
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Luego por el teorema del confinamiento poligonal existe una

permutacion P de (2, ..., m) tal que

v

< C,_,paratodoj =2,..,m, (2.13)

€

también tenemos que
(01,70 + (Vpiay o) + -+ Wpmy o) = Wl

n [ew)] - lvillliwl

< € para todo i.

lwli = 1wl

Y similarmente al caso n = 1 escogemos un r tal que
w w w
|<171,m) + (UP(Z)’M) + -t (vP(r)rm) —tlwll| <, (2.14)

.z w
observar que en este caso a comparacion del caso n =1 los (v;,—)

[Iwl|
hacen el papel de los v;.
Ahora definamos
a = Ul + Up(z) + -+ vp(-r-) — tw.
Veamos que sucede con ||a’|| y ||[Proy,all
" . {(aw)w ' ,
a = —W—v1+vp(2)+---+vp(r).
Por (2.13) se tiene
la'll = ||[v'y + Vpy + -+ V|| < €Cuoa. (215)
(aw)w [{aw)l
u = = —
Proy,a e y ||Proy,all ol

Primero observemos (2.14)
(Vi + vpzy + - + Vp(r),L> —tlw|l| <e.

llwll

Como
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w

(v + vpe) + -+ Vpery, ) — tllwl|

lwll

w
=(v1 + Vpp) + -+ + Vpp) — tw + tw,——) — t||w]|

Iwll

7
wi”

= (v + Upz) T "+ Up) — tW,

entonces
w
|(l71 +Vpp) + "+ Vpe) — tw,m) < €.

Segun como hemos definido “a” concluimos que

w
0 ] <
llwll

||[Proy,,all <e. (2.16)

Por lo tanto, de (2.15) y (2.16) tenemos que

r
vy + Z Upgiy — tw|| < erC,f_l +e2<e f4C,§_1 +1
i=2

lall =

Ahora podemos finalmente probar el resultado principal
2.2.3.5 Teorema de Lévy-Steinitz

El conjunto de sumas de todas las posibles reordenaciones de una
serie de vectores en R" es o bien el vacio o la traslacién de un

subespacio.

Prueba.

Sea ¥, v; una serie de vectores en R" y
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S (Z vi> = {X eR"/x= Z Up(;y para P: N — N biyeccién

i=1 i=1

Supongamos que S(X.;2, v;) # 9.
Remplazando v, por v; —v, donde v es cualquier elemento de
SQi2,v;) podemos asumir que 0€ S(};2,v;). Asi solo debemos

probar que S(¥2, v;) es un subespacio de R".

Sea §;,5, € SQi2,v;) Y {en} una sucesion de numeros positivos que

converge a 0.

Como un reordenamiento converge a S;, luego existe un conjunto finito

I; de enteros positivos tal que 1 € I, y | X2, v; — S1 I< €;.

Como un reordenamiento converge a 0, existe un conjunto finito J; de

enteros positivostalque J; o I, ¥

(0]

Zvi—O < €,

i€,
(elegir este J; lo suficientemente grande hasta que contenga a I).

Ademas, existe un conjunto k, o J; tal que

[0e]

ZVi_SZ <61,

i€k,
de igual manera existe un conjunto I, o K; y I, © {2} tal que

o)

Zvi_sl <62,

iel,

(elegir este I, lo suficientemente grande hasta que contenga a K, y {2}

si es que no lo tuviera).

43



Luego, procediendo de la misma manera, construimos inductivamente

conjuntos I, /;, Y K, de enteros positivos tal que

{1,..m—-1}cK, cl, <], K,

y
ZUi—Sl < €m, Zvi—O <€ny ZUi—SZ < €.
i€l i€)m €K,

Para cada m ordenamos los indices en J,, de modo que los que estén
en I, se ubiquen al comienzo, también ordenamos los indices en K,
de tal manera que los que estén en J,,, se ubiquen al comienzo. Luego
ordenamos los indices de I,,,,, de tal modo que los que estén en K,,, se
ubiquen al comienzo. Luego ordenamos los indices de I,,,,; de tal modo
que los que estén en K,, se ubiquen al comienzo. Asi existe una

permutacion P y sus sucesiones crecientes

{im}' {jm}; {km} tal que im < jm < km < im+1 y

”2?21 vp) = Si|| < €m (2.17)
Iz, vl < €m (2.18)
=8 ey — Sa|| < €m para cada m. (2.19)

Notar que dé (2.18) y (2.19) llegamos a que

km km Jm
Z Up(i) — Soll = z Up(i) — z Up(j) — Sl <en+en
=41 i=1 =1

= 2¢em. (2.20)

Y de (2.17) y (2.20) tenemos

44



im Ko
va(i) + z V@) = (S1+S2)|| < 3em, (2.21)
i=1 i=jm+1

luego para cada m, reordenamos los vectores

{vp@iyi = im + 1, ..., kp } intercambiando los vectores,

{vp(iy i = im + 1, ., jm} cON lOS Vectores {vp(), i = i + 1, .o, ki },

haciendo la reordenacion escrita (2.21) quedaria como

Jm
Z vp(i) - (Sl + Sz) < 367’}1'

i=1

Esto muestra que existe una subsucesion de la sucesion de sumas
parciales Y%, vp(;) que converge a S; + S,. Ademas, como S(X2, v;) #
@, vpgy) — 0 el teorema del reordenamiento nos permite afirmar que

S1+S, €S2 vy).

Faltaria demostrar que si S € S(};2, v;) entonces St € S(Qi2, v;),Vt €
R.

Pero por la aditividad de S(3.;2, v;) ya demostrada tendriamos que para
te Z*yS e S, v;) setiene que St € S(Xi2, vy).

Asi es suficiente probar para los casosenque t € (0,1)yt = —1.
Casote (0,1)

Empecemos con el arreglo P usado para probar la aditividad de

S vi)-
Filemos ¢t € (0,1) y sea &,, = sup{||vp||:i = im + 1, ., k)

Sea también
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km

Unm = z Up(i) = S2 Y Wm = Uy + S,

i=jm+1
entonces por (2.20)
Kin
||zi=jm+1vp(i) - 52|| < 2e,,. (2.22)
Asi por el lema 2.2.3.4 existe una permutacion Q,,, de

PGm+1),..,P(kyy)}y unn, entre j,, + 1y k,, tal que

m

2 Vou(py) — £z + )| < M,

i=jm+1

donde M = \/4C?_; + 1.
Entonces de (2.22) tenemos que

m

i=jm+1

y por (2.18) se tiene

Jm ™m
2 Up) Vom(P@) ~ tS2|| < €m + MEm + 26 = 3€m + My,
i=1 i=jm+1

Por lo tanto, existe una subsucesion de la sucesion de sumas parciales

gue converge a tS,. Por el teorema del reordenamiento concluimos que
tS; € S(XiZ1 Vi)

Caso t=-1

Como de (2.18) y (2.19) tenemos que

Jm+1 k

Z Vp(i) — Z vpp) — (0= S)|| < €msr + €m,
i=1 i=1
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entonces

Jm+1

Vpy — (=S| < €ms1 + €m,
i=km+1

luego de esta Ultima desigualdad y de (2.18) se tiene

Jm Jm+1

z VP T Z Upp) — (=S2)|| < Ems1 + 26m.

i=1 i=km+1
Luego para cada m, reordenamos los vectores
{vp),i = jm + 1, ..., jm+1}, intercambiando los vectores
{vp@) i = jm + 1, ..., km} con los vectores {vp), i = ky, + 1,

Con esta reordenacién obtenemos que

km
Z Vpp) — (=82)|| < €ms1 + 2€m.

i=1
Finalmente, el teorema del reordenamiento implica que

~S, €S (i vi>.

i=1

Observacion 2.2.3.6. La demostracion del teorema de Levy-Steinitz
hecha lineas arriba estd basada en el articulo de P. Rosenthal (1987)
y no en la prueba original de Steinitz. Por otra parte, como
cualesquiera dos espacios de dimension finita y de igual dimension son

isomorfos, el teorema de Lévy-Steinitz se cumple en cualquier espacio

finito dimensional.
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Observacion 2.2.3.7. En el teorema del confinamiento poligonal el
menor valor de C, que satisface (2.5) es llamada la constante de
Steinitz de R™.

Trabajando en el teorema del confinamiento poligonal con un espacio
vectorial con producto interno E de dimension finita y denotando a su

constante de Steinitz por S(E) se tiene los siguientes resultados:

= E. Steinitz, probé que S(E) < 2dim(E).
= V. Grinberg & S. Sevastyanov, mostro que S(E) < dim(E).
» W. Banaszczyk, mostro que si dim(E) =2 = S(F) < %
= SiE es un espacio euclidiano de dimension n,
(n+3)1/2
2

V. Grinberg & S. Sevastyanov mostraron que S(E) >

V5

W. Banaszczyk por su parte probo que sin =2 = S(E) = >

A continuacién, presentamos un ejemplo donde mostramos que el
teorema de Levy-Steinitz es falso para espacios de Banach de

dimension infinita.
Ejemplo 2.2.3.8 Considere la serie con los siguientes términos
Xike = X2 ee1)2-i Yik = ~Xig 0 S1<00,0<k < 2!

Donde X{, 5] €s la una funcion que toma valor 1 en el segmento [a,b] y

el valor 0 en su complemento (funcién caracteristica del segmento
[a, b].

Observamos gue estos elementos pertenecen al espacio L,[0,1]. Ahora

si escribimos esta suma en el siguiente orden
X0,0 T Yoo+ X100+ Y10+ X110+ Y11+ X0+,

entonces la serie converge a cero. Por otro lado, si ahora cambiamos

el orden a

Xo,0 T X1,0 T X1,1 T Vo0 T X20 +X21 T Y10 T X22FTX23 + Y11 -0
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entonces la serie converge a 1 en [0,1]. Sin embargo, ningun
. . . . 1
reordenamiento har4 que la serie converja a S en [0,1] porque

cualquiera de las sumas parciales de la serie es un valor entero.

2.2.4 Series Universales

A continuacién, damos la definicion de serie universal y presentaremos
nuestro resultado principal, el cual, garantiza la existencia de series

universales en espacios de Banach separables.
Definicion 2.2.4.1. Series Universales

Una serie de vectores )., a, en un espacio de Banach X, se dice
universal si SQn=; a,) = X.

La existencia de las series universales en espacios de Banach reales
de dimension finita es una consecuencia directa del teorema de
Riemann para series condicionalmente convergentes. En efecto, sea

{x1, %y, ..., X, } Una base de R" y sea Y.j=1 a; una serie condicionalmente

convergente de niumeros reales. Mostraremos que la serie:

oo co co
a1x1+. . +a1xn + a2x1+. . +a2xn+. .= Z ajxl + z aij + b + Z ajxn

es universal.

En efecto, sea xeR", entonces existen constantes c;, c,, ..., ¢,, tales que
X =X + Xt +opXx,, ademas como la serie Yilia; es
condicionalmente convergente, existe para i = 1,2, ...,n una biyeccién
Q; tal que Yie1Ag,(j) = Ci- Luego la serie:

a(pl(l)x1+. . +a(pn(1)xn + a¢1(2)x1+. . +a(pn(2)xn+..

oo

o] [00]
= Z Api(D¥1F P Apa(pXz o0 Z Apn(i)¥n

converge componente a componente hacia x y por tanto converge a x.

Claramente, esta serie es un reordenamiento de la primera.
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Ahora presentaremos dos lemas referentes a series universales:

Lema 2.2.4.2: Sea };;_, x, una serie universal de elementos de X y sea
Yn—1 Y, Una serie finita (es decir, existe un N tal que y,, = 0 paran >

N), entonces Yo, (x, + y,) €S una serie universal.

Prueba.
Sea x € X. Como Y-, x, €S una serie universal, existe una biyeccion
de numeros naturales ¢ tal que X;_; Xym) = X — Xp=1Yn. Ademas,

como Y»—; ¥, €S una serie finita, para la biyeccion ¢, se tiene:

E(xq,(n) +Yom) = 2 Xpm) + z Yom)
n=1 n=1 n=
= (x_zyn)'l'zyn
= X.

Asi, SQn=1(n + ) = X
|

En particular, el hecho de quitar o agregar un namero finito de términos

a una serie universal no cambiara su caracter de universalidad.

Lema 2.2.4.3: Sea Yg-1X, Y Ym=1Yn dos series y denotemos por

Z%():l Zn la serie X1ty +x,+y, +

s<i Xn) + 5<§ ) © S(i 70)

entonces

Prueba.
Sean x€ SQ,-1%), Y€ SQa-1Vn), entonces existen dos

biyecciones de nimeros naturales ¢ y ¢’ tales que

Z Xom) = Z Yor) =
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Obtenemos por tanto que el reordenamiento x, (1) + Y1) + Xp2) +
Yor(2)---- CONVErge a x +y.
O

M. Kadets y V. Kadets, en su libro “Series en espacios de Banach”

enuncian el siguiente lema:

Lema 2.2.4.4: Sea {x;}[=, un conjunto finito de vectores en un espacio

vectorial normado de dimension m. Entonces existe una biyeccion

p:{1,2...,n} > {1,2...,n}
tal que paratodo 1 < k < n tenemos
K K
k—m
Ysoo -5
i=1 i=1

En particular, este lema y la desigualdad
|(llxll = llyIDI < llx = I,

< mmax]|x;||.
l

implica que
k

EkW)

i=1

< mmax||x;|| + (m+ 1)
L

k
i=1

La demostracion del lema 2.2.4.2 puede ser estudiada por el lector en

el libro “Series en espacios de Banach” de los autores en mencion.

A continuacion, enunciaremos Yy demostraremos la siguiente

proposicion:

Proposicion 2.2.4.5. Sea X un espacio de Banach.Uy + @ si y solo si

X es separable.

51



Prueba.

Mostraremos primero que la condicion de separabilidad es necesaria.
Sea );_; x, una serie universal de elementos de X y sea

X=Xy, +Xp, ++x,, cCON ny <n,<--<m, entonces hay un
conjunto finito I = {n;}*_, de indices tal que x = ¥2, x;.

También, x = Y&y X, (n) implica que existe una sucesion de conjuntos

I, = {e(m)}k_, finita tal que x € Uken Zier, Xi-

Luego:

[ee]

U2 =

neN IEN ‘el
[I]=n

representa el resultado de todas las sumas ¢, x; con I finito, asi

tenemos las siguientes inclusiones:

(o] [oe]
X< DS an QUUZxLEX,
neN neN IEN el
[1]=n

sin embargo, la totalidad U,ey U 1en YXig; x; €s contable porque es la
e

unién contable de conjuntos contables. Entonces obtenemos que X es

separable.

Ahora mostraremos que la condicion es suficiente. Sea X un espacio

de Banach separable en R, entonces existe una sucesion {x,} denso
en X. Cualquier serie }.jzy a; condicionalmente convergente con
)| <1y

ajxn

2 _N,=1{12,..,n} XN,
2M|x, 17"

A(n,j) =

asi tenemos que [|A(n, )| < zin

Demostraremos ahora que Y, jenxnA(n,j) €s universal. Tener en

cuenta que el orden de la suma no importa siempre que sea fijo, un
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reordenamiento de una serie universal sigue siendo una serie universal.
Sea x € X; encontraremos una serie Y. ,cyZ, que converja a x y que
sea un reordenamiento de nuestra serie inicial. Como {x,,} es denso en
X, existe una sucesion {n,} tal que x,, — x. Sea V el espacio vectorial
en R generado por el conjunto {x;}}=¥. Puesto que x,, € V} para k > n,

existe una sucesion {y,} tal que y, € Vi, 1y, — x. Primero,

supondremos por simplificar la prueba, de que para cualquier k € N,

1
1y = Yieall < 5, (2:23)

Tenga en cuenta que aqui la dimension real del espacio vectorial V,, es

k. Ademas, es facil de verificar que la siguiente serie es universal en

X1 X1

ot Ay =+ .
P20 |xg [l T 28 x|

La serie ¥, j)en, 4(n,j) siendo un reordenamiento de la Gltima serie,
también es universal. Ya que y; € V;, existe una biyeccion ¢;:N - N,

tal que Y. jen A(@1(j)) = y,. Vamos a escoger N, tal que
Ny
] 1
ZA(fpl(/) —y)|| < >
j=1

donde

1
1A, )1 > 7 implica que (n,/) € {p1 (D},

Puesto que la dimension de V; es 1, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que para1 <n < N;:
n Ny
D Al ()| < maxla(e D) +2| > Ale: )| @224
j=1 j=1
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De lo contrario, el Lema 2.2.4.2 nos dice que esto es cierto para una
biyeccion de {(pl(j)}?’zll. Vamos a denotar z; = A(¢,(j)) para

1<n<N, I = {(pl(j)}ﬁ’:ll. 1, es el conjunto de todos los indices de
N X N para los cuales el elemento correspondiente A(n; j) se coloca en

nuestra serie .., z,. Puesto que ||[A(n, j)|| < % (2.24) se convierte en:
n

La serie X, j)en,\1, A(1, j) se puede obtener de la serie universal en V,

Ny

v2[ 3l

j=1

NI»—\

a - +a - +a - + -
P2l T 22l T T 2

modificando un nimero finito de términos y aplicandoles una biyeccion.

Esta serie también es universal en V,. También desde que

(yZ—Z?';lzj)eVZ hay wuna biyeccibn ¢,:N - N, \I; talque
j';lA(gol(i)) =2 — ] ', zj). Por lo tanto, podemos encontrar un

indice m, para el que se cumplen las dos condiciones siguientes:

1|27 A0 (D) - (v, — 202, z)|| <5

2. A, DIl =2 - implica que (1, ) € I U {p, (DY

Ademas, por el Lema 2.2.4.2 podemos suponer que para 1 <n < m,,
n ms

2 Ale: )| = 2maxllale. )] +3 | 4le. ). (2:25)
j=1 j=1

Mostraremos que zj,y, = A(p,())) para 1<j<m,, I, = {(pz(j)}}”:zl.
Puesto que paratodo j € N, A(2,j) < % siempre que ||A(1, )|l > i para

un indice j € N, (1,)) € I,. Asi tenemos:

max|[A(p (D) < 7.

jsmy
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Al establecer N, = N; + m,, la condicion (1) se convierte en:

Nz N1+m2 1
S-S5 o]
j=1 j=1

(2.25) implica que paratodo1 <n <N, — N;

Ni+n n n
Z z|| = ZZj + N || = ZA(cpz(j))
j=Ni+1 j=1 j=1

N3
=2l +3 2 Alo:()

N>

1

Por tanto, podemos construir por induccion una sucesion de conjuntos
finitos disjuntos I, € N X N, una sucesion {z,,} de elementos de X, una
sucesion estrictamente creciente de numeros {N,} y una sucesion
¢r:{1,2,...N, — N,_1} = I, de biyecciones tales que para todo k
tenemos:
1.z + Ny—1 = A(px()) paral < n < Ny — N4

N 1
2 2 -l <3
3. Si||[A(n, )| > Zik entonces (n,j) €L UL U ..U,

4. Para1l < n < N, — N_,, la siguiente desigualdad es cierta:

Ng_1+tn Nk

k

j=Ng_1+1 j=Ng_q1+1

La condicién 2 implica que para la subsucesion {N,,,} , tenemos
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Nm

Sn,, =ZZ]-—>x.

j=1
Ademas, la condicién 4 hace que la sucesion S,, converja. En efecto,
sean < p < q. Existe my stalesque Nj,,_; <p<Np Yy Ns_1<q<

N;. Entonces tenemos:

q Ns—1 q p
1S = Spll = z zi|| = z zi + 2 zj — z Zj
]=p+1 ]=Nm_1+1 ]=NS—1+1 _]=Nm_1+1
Ns—1 q 14
j=Nm_1+1 j=NS—1+1 j=Nm_1+1
q p
= ||SN5—1 - SNm—l” + Z Zj|[ + Z Z|
j=NS—1+1 ]=Nm_1+1

Ahora bien, si n tiende al infinito, cada uno de los términos de esta
ltima igualdad tiende a 0O: la sucesion {Snm} es de Cauchy y los otros

dos términos tienden a 0 por la desigualdad (4). En efecto,

q Ns
S S
Z; S§+(S+ 1) z Zj S?"'(S‘Fl)(”'st_SNs—l”)
j=NS—1+1 j=NS_1+1

s
< >t (s + D(|[ys = Ys-1 + Sy = ¥s + ¥s-1 = Sn, D

S 1
< oot G+ D (I = vsall + 55+ 5575)

=55
S 1 1 1
S§+(S+1)(§+§+25_1)—>0

Solo queda demostrar que Y,-,z, €S un reordenamiento de

X, enxn A, j). Mostramos que la funcion ¢: N - N x N definida por

0:{1,2,3,...} = {01(1), 91(2), ..., 91 (N1), 92(1), 92(2), ..., 2 (N,

— N1),93(1), ...}
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es biyectiva. Sea (n; m) € N x N. La condicién (3) implica que hay un

k € N tal que
(n,m) € I = {pr(DIj2 2,

@ es por lo tanto sobreyectiva. Sean ny,n, € N tal que p(n,) = p(n,).
Dado que los conjuntos I, son disjuntos por pares, existe un Unico k tal
que ¢@(ny) = @(n,) €I,. La funciébn ¢, es biyectiva, necesariamente

tenemos quen,; = n,. ¢ es por lo tanto inyectiva.

El caso de que exista un k para el que no se respete la desigualdad 2.23 se

obtiene de forma analoga. Sumando entre todos los términos de la sucesion

{yi} obtenemos términos de la forma y,_; + S(y";# encontramos una

sucesion y, tal que

1
i = x|y =yl £ PYIO

donde v(l) es el entero méas pequefio tal que y; € V,;y.Tener en cuenta que
tenemos v(l) + 1 <[ para [ lo suficientemente grande (de lo contrario, la
desigualdad 2.23 habria sido respetado por {y;}). Luego repetimos los
mismos pasos que antes al aproximar el término y; usando un

reordenamiento de la serie

A(n, j).
(M NENyp\I1-1

Todos los términos de esta serie estan en v(l), entonces podemos reemplazar

la desigualdad 4 por

Ni_1+n ] N
z 4| <5+ @O+ 1) Z z
j=Np—1+1 j=Nj_1+1

y obtener como antes que
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q Ny

l

j=Nj_1+1 j=Ni_1+1
[
<5+ @O+ D(lISw = Swi, )
l 1 1
< opt @O + DUy = vicall + 57 + 57

l 111
Snt@O+1) (2v<0 I 1)

I v(D)+1 1 1
2t o Ttz

IA

2.3 Marco Conceptual

Reordenar una serie, informalmente, es simplemente cambiar el orden de
sus sumandos. Formalmente esto significa que sitenemos una serie ), a,,

un reordenamiento de ella es otra serie con términos b, tal que b, = a,m)

donde ¢; es una bisecciéon de los naturales a los naturales. Esta definicién
claramente puede ser usada en el campo de los nUmeros reales, para serie
de vectores en R", para serie de vectores en espacios de Banach, y en
general todo espacio que tenga una estructura de espacio vectorial y una
topologia.

Reordenar una serie influye drasticamente en su convergencia, la serie
reordenada puede converger a la misma suma, a una suma diferente o
incluso puede diverger. Ello nos conduce y motiva a establecer teoremas
gue nos permitan afirmar que sucede con el resultado de reordenar una
serie. Veamos en el contexto de los numeros reales: aqui, el teorema de
Riemann afirma que, si tenemos una serie de numeros reales
condicionalmente convergente, entonces existe un reordenamiento de la
serie que converge a cualquier namero real prefijado. Por otra parte, el
teorema de Dirichlet establece que, si tenemos una serie de numeros reales
absolutamente convergente, entonces cualquier reordenamiento de ella

converge a la misma suma.
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Como consecuencia directa de lo anterior se tiene que convergencia
incondicional y convergencia absoluta son equivalentes.

Todo lo anterior puede formularse en espacios de Banach, donde el
resultado principal afirma que en cualquier espacio de Banach real o
complejo de dimension finita, convergencia absoluta y convergencia

incondicional de series son equivalentes.

El teorema de Riemann nos motiva a definir series universales, donde una
serie universal no es mas que una serie que al reordenarla converge a
cualquier numero prefijado. Basados en esta idea, el trabajo consistira en
garantizar la existencia de series universales en espacios de Banach

separables.

2.4 Definicion de términos basicos

A continuacién, daremos algunas definiciones que nos ayudara en la
investigacion.

Definicién 2.4.1. Sea };_; a, una serie de numeros reales, diremos que
Ym=q A, €S convergente si la sucesion de sumas parciales (S,)men,

Sm = 2me,ay , €s convergente. En este caso, el limite “S” de la sucesion de
sumas parciales es llamada la suma de la serie y escribimos S = }7-; a,

Definicion 2.4.2. Sea }.;-, a, una serie de numeros reales, decimos que:

e Y ,a,converge absolutamente, si }:»—,|a,| converge.
e Y ,ayconverge condicionalmente, si Y._;a, converge, pero no

absolutamente.

Ejemplos:

="
Yt €S absolutamente convergente.

-Hn" . .
Yt ( 2n) es condicionalmente convergente.
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Definiciéon 2.4.3. Sea ;- a, una serie de numeros reales, un

reordenamiento de ):,_, a,, €s otra serie ).;>_; b, tal que b,, = Ay VM 21,

donde ¢ :N — N es una biyeccion.

Ejemplo:
1,1 1 1 w (DT ..
Sea$S; =1 —5;ts;—;ts = Zpmi—— .una reordenacion de S; es S, =
T4+Z—c—Z4242-2_24
2 7 6 8

Definicion 2.4.4. Una serie de numeros reales ), ,a, converge

incondicionalmente, si cualquier reordenamiento de ).,°_, a,converge.

Definicidon 2.4.5. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros

reales o complejos. Una norma en X es una funcion || ||: X — R tal que
(i) |lx|]| =0 paratodox € X .

(i) ||x|| =0 siy solosix =0.

(iii) || Ax|| = |A|l|x|| para todox € X, para todo A escalar real o complejo.
(V) lIx + yll < llx|l + llyll para todo x,y € X.

Se dice que (X, || ||) es un espacio normado.

Definicion 2.4.6. Sea Xun conjunto no vacio. Sea d: X x X — R. Decimos que

d es una métrica en X cuando se verifican:

() d(x,y) =0 paratodo x,y € X.

(i) d(x,y)=0siysolosi x=y.

(i) d(x,y) = d(y,x) paratodo x,y € X.

(iv) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) paratodo x,y,z € X.

Se dice que (X,d) es un espacio métrico.
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Observacion: Dado un espacio normado (X,| ||). Para x,y € X sea
d(x,y) = |lx — y||, entonces d es una métrica en X, llamada métrica inducida

por la norma.

Definicidon 2.4.7. Sea (x,) una sucesion en X. Decimos que (x,)converge a
un punto x € X si para todo € > 0 existe un numero natural n, tal que si n >

ny, entonces ||x, — x|| < e.

Esto se abrevia mediante: lim x,, = x en (X,|| |
n—-oo

Definicidon 2.4.8. La sucesion (x,) en X es convergente si existe x € X tal

que (x,) converge ax en (X,| D

Definicion 2.4.9. Sea (x,,) una sucesion en X. Decimos que (x,) es una
sucesion de Cauchy si para cada € > 0 existe ny, € N tal que si n,m = n,

entonces ||x, — x|l < &

Definicion 2.4.10. Sea (X, || ||) un espacio normado. Decimos que (X, || |)

es completo cuando toda sucesion de Cauchy converge a un punto de X

Definicion 2.4.11. Sea (X, || ||)un espacio vectorial normado y sea d la
métrica inducida por la norma. Si X es un espacio métrico completo con

respecto a d se dice que X es un espacio de Banach.

Los siguientes son ejemplos de espacios de Banach:

R con la norma dada por el valor absoluto.

C con la norma usual.

;= (R”, I ||p) , donde [|(xq, x2,...., xp)llp, = ™, |x;|P)VYP ,paral < p < oo

Definicion 2.4.12. Sea X un espacio de Banach real o complejo y una serie
de términos en X. Decimos que la serie Y.;°-; x, €S convergente si la sucesion
de sumas parciales (S;)men » Sm = 2m=1 Xn , CONverge en X. En ese caso, el
limite “S” de la sucesién de sumas parciales es llamada la suma de la serie

y escribimos S = Y1 Xp,.
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Definicidén 2.4.13. Sea X un espacio de Banach real o complejoy >o_; x,

una serie de términos en X.

e Decimos que la serie );_; x,, €s convergente absolutamente si Y5, |[x,||
es convergente en R .

e Decimos que la serie }.;_; x,, es incondicionalmente convergente si para

toda permutacion ¢ : N - N, la serie )5 Xy, €S COnvergente en X. En este

caso la serie Z?f=1x<p(n) se dice que es una reordenacion de la serie Y071 x,.
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CAPITULO llI: HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 Hipotesis.

Hipotesis general

Existen series universales en espacios de Banach separables de dimensién
infinita.

Hipotesis especifica

1. Las series universales en el cuerpo de los nimeros reales son las series

condicionalmente convergentes.

2. El teorema de Riemann puede generalizase, en gran medida, a series de

vectores en R".

3.1.1Operacionalizaciéon de la variable

Definicién conceptual de variables

Variable dependiente

Conjunto de reordenaciones de una serie en un espacio de Banach.
Variable independiente

Serie en un espacio de Banach.
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Variable Dimensiones Indicadores Método | Técnica
Absolutamente
Independiente | convergente. La serie X5 |[xy I
es convergente.
Serie Y1 X,
en un espacio Deductivo | Analitica
de Banach. | congicionalmente | | a serie Y x,
convergente converge y tiene
un reordenamiento
gue no converge.
b dient Ningun
ependiente reordenamiento
Conjunto de de la serie
[oe]
. 1 —1 X
reordenaciones | Yacio Ln=1%n
converge.
de una serie en Deductivo | Analitica
un espacio de Algan
No vacio reordenamiento
Banach. de la serie
S(Xn=1%n) Yin=1%n
converge.

Tabla 1
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CAPITULO IV: METODOLOGIA DEL PROYECTO

4.1 Disefio metodolégico

En este trabajo se muestra un tipo de investigacion no experimental, la

investigacion es pura (basica) ya que es tedrica.

a) El presente trabajo de tesis empezara con un ejemplo motivador, ello se
trata de la serie armodnica clasica, donde podemos encontrar dos
reordenamientos de esta serie con sumas diferentes; ello nos dice que el
reordenar series condicionalmente convergentes, en general, cambia su

suma.

b) Para responder el fendmeno establecido en el punto 1, para series
condicionalmente convergentes, enunciaremos y demostraremos el
famoso teorema de Riemann, el cual afirma que para un numero real
prefijado siempre es posible encontrar un reordenamiento de una serie

condicionalmente convergente cuya suma es el numero dado.

c) A continuacion, desarrollaremos la teoria de reordenaciones para series
de vectores en R", donde el teorema de Levy-Steinitz es importante en

esta parte, y el lema de Steinitz es una herramienta esencial para construir

series universales en este contexto.

d) Finalmente, el estudio de reordenaciones de series en espacios de
Banach es discutida en el ultimo capitulo, donde el principal resultado en
esta parte es garantizar la existencia de series universales en espacios de

Banach separables infinito dimensionales.
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4.2 Método de investigacion

El estudio de la investigacion es de caracter cientifico-teérico y el método
usado es del tipo inductivo - deductivo tratando de ser lo més exhaustivo
posible en cada demostracion.

4.3 Poblacién y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que
estudiar, sin embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de un

espacio de Banach separable X.

4.4 Lugar de estudio

El lugar de estudio del presente trabajo es en la FACULTAD DE CIENCIAS
NATURALES Y MATEMATICAS DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL
CALLAO.

4.5 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de lainformacién
Para la realizacion de este trabajo de tesis se revisé bibliografia

especializada y recopilacion de informacion obtenida via internet
relacionada al tema de interés.

4.6 Anédlisis y procesamiento de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitd procedimientos
de recoleccion de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas

web, paper, etc.)

4.7 Aspectos Eticos en Investigacion

En el proyecto de investigacion, se han respetado en colocar las referencias
bibliograficas y se han respetado los resultados haciendo las referencias

correspondientes.
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CAPITULO V: RESULTADOS

5.1 Resultados descriptivos

1) Por el teorema 2.2.1.6 se puede afirmar que todo reordenamiento de una
serie absolutamente convergente converge al mismo valor de la serie,
este teorema es llamado el teorema de Dirichlet.

2) Para series condicionalmente convergentes, se cumple que su conjunto
de sumas es el conjunto de todos los numeros reales, es decir, para un
namero real fijo r, existe un reordenamiento de la serie condicionalmente
convergente que converge ar.

3) El conjunto de todos los reordenamientos convergentes de una serie de
vectores en R™ es un subespacio afin de R", ello fue demostrado para
n=2 por Levy y el caso general por Steinitz. Aunque el enunciado es corto,
su demostracién no lo es, ingredientes como el teorema del confinamiento
poligonal y el teorema del reordenamiento son usados para su

demostracion.

5.2 Resultados inferenciales

1) Por el ejemplo 2.2.3.8 muestra que el teorema de Levy Steinitz no es
vélido para espacios de Banach de dimension infinita. Sin embargo, esto
no quita el hecho de que existan espacios de Banach de dimension infinita
donde se cumpla el teorema de Lévy-Steinitz.

2) Una serie )%-; a; en un espacio de Banach X es llamada universal si
S %=1ar) = X. Por el teorema de Riemann podemos inferir que toda
serie condicionalmente convergente es universal en el cuerpo de los
nameros reales.

3) La proposicién 2.2.4.5 es el resultado principal de nuestro trabajo, y se
infiere que en todo espacio de Banach separable de dimension infinita

existe al menos una serie universal.
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5.3 Otro tipo de resultados estadisticos, de acuerdo a la naturaleza del
problemay la hipétesis.

Ninguno.
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CAPITULO VI: DISCUSIONES

6.1 Contrastacion y demostracion de la hipétesis con los resultados

1) A lo largo de la seccion 2.2.1 se ha estudiado el conjunto de todos los
reordenamientos convergentes de una serie de niameros reales y serie de
vectores en R". Para serie de numeros reales absolutamente
convergente, digamos ).5-,a,, Se tiene que todo reordenamiento es
absolutamente convergente y converge al mismo valor, esto nos dice que
el conjunto S(3%-;a,) se reduce a un solo punto, que es el limite de
convergencia de la serie )5 _, a,. Sin embargo, si consideramos una serie

5=1a, condicionalmente convergente, por el teorema de Riemann,
SQE5=10n) =R

2) Para una serie de vectores )%-; a; en R", el teorema de Levy-Steinitz
afirma que S(X%=1ax) = x +V donde x es un vector en R" y V es un
subespacio vectorial de R™. En particular, si }%-; a, es absolutamente
convergente, V se reduce a un punto, el vector nulo; y x seria el limite de
convergencia de la serie ), %-; a.

3) Si vemos el ejemplo 2.2.3.8, existe una serie ),%-, a; de vectores en un
espacio de Banach de dimension infinita donde S(}%=;ax) no es la
traslacion de un subespacio vectorial. Esto nos dice que el teorema de
Lévy-Steinitz falla drasticamente en espacios de Banach de dimension
infinita.

4) Si consideramos una serie de numeros reales }.5-; a, condicionalmente
convergente, por el teorema de Riemann, S(3.%-; a,,) = R. Esto motiva a
la definicion de series universales en un contexto mas general, es decir,
en espacios de Banach de dimension infinita. Es asi que, decimos que
una serie ).,5-; a, en un espacio de Banach X es llamada universal si
S%=1a,) = X. El teorema principal del trabajo de tesis, proposicion
2.2.4.5, establece las condiciones necesarias y suficientes en un espacio

de Banach para la existencia de series universales.
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6.2 Contrastacion de los resultados con otros estudios similares

La demostracion dada, en el presente trabajo de tesis, del teorema de Lévy
Steinitz, esta basado en el articulo de P. Rosenthal (1987). Sin embargo, la
prueba original del teorema de Lévy Steinitz puede encontrarse en E. Steinitz
(1913).

Extensiones del teorema de Lévy-Steinitz a espacios de Banach de
dimension infinita ha sido estudiado en articulos como J. Bonet y A. Defant
(2000).

6.3 Responsabilidad ética de acuerdo a los reglamentos vigentes

De acuerdo con los principios establecidos en el Cdédigo de ética de
investigacion de la Universidad Nacional del Callao aprobado por Resolucién
del Consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio de 2017, en esta
investigacion se respetd y cumplio con las normatividades institucionales que
regulan sus procesos; se actud con todo el rigor cientifico para la validacion,
fiabilidad y credibilidad de los métodos y fuentes de consulta utilizados
ejerciéndose con responsabilidad y transparencia en todo su proceso y
culminacién. Por otra parte, soy el responsable por toda la informacion
brindada en este trabajo de tesis y se ha respetado exhaustivamente el

referenciar autores con trabajos similares al nuestro.

70



CAPITULO VII: CONCLUSIONES

1) Toda reordenacién de una serie absolutamente convergente, converge al
mismo valor. Sin embargo, reordenar una serie condicionalmente convergente

cambia el estado de su convergencia.

2) Por el teorema de Riemann podemos concluir que las series universales en el

cuerpo de los numeros reales son las series condicionalmente convergentes.

3) El teorema de Lévy-Steinitz falla drasticamente en espacios de Banach de

dimension infinita.

4) Como ultima conclusién podemos afirmar que existen series universales en

espacios de Banach separables de dimension infinita.
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1)

2)

3)

CAPITULO VIIl: RECOMENDACIONES

Dentro de un proyecto tan ambicioso como lo es éste, siempre se desea que
haya una mejora continua del mismo; por lo tanto, se recomienda a futuros
estudiantes que tengan interés en el proyecto, en la linea de investigacion
de analisis funcional y en la teoria de series y reordenaciones en espacios

de Banach.

El libro mas completo de series y reordenaciones en espacios de Banach es

el libro de V. Kadets (1997), por lo cual se recomienda su lectura.

La prueba original del teorema de Lévy-Stetinitz se encuentra en aleman. Es
por ello que se recomienda la lectura del articulo P. Rosenthal (1987), donde
se encuentra la demostracion en el idioma ingles y de una forma mas

didactica y comprensible.
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ANEXOS

ANEXO 1: MATRIZ DE CONSISTENCIA: EXISTENCIA DE SERIES UNIVERSALES EN ESPACIOS DE BANACH

SEPARABLES

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS VARIABLES METODOLOGIA
PROBLEMA OBJETIVO GENERAL HIPOTESIS GENERAL VARIABLE |

. . . . NIVEL DE LA INVESTIGACION: Descriptiva y explicativa

GENERAL Probar la existencia de | Existen series | DEPENDIENTE .

. . . . . . . TIPO DE INVESTIGACION: Investigacion tedrica
¢ Existen series | series  universales en | universales en espacios | Conjunto de N 3

. . . DISENO DE LA INVESTIGACION

universales en | espacios de Banach | de Banach separables | reordenaciones de una

espacios de Banach

separables de dimension

de dimension infinita.

serie en un espacio de

El presente trabajo de tesis empezara con un ejemplo motivador, ello se trata

de la serie arménica clasica, donde podemos encontrar dos reordenamientos
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separables de | infinita. Banach. ) ] ] )
. o ) . de esta serie con sumas diferentes; ello nos dice que el reordenar series
dimension infinita? OBJETIVOS HIPOTESIS . ]
. . S Z X, condicionalmente convergentes, en general, cambia su suma.
PROBLEMAS ESPECIFICOS ESPECIFICA ) _
p ) . n=1 Para responder el fendmeno establecido en el punto 1, para series
ESPECIFICOS 1. Mostrar que las series | 1. Las series - .
o ) universales en el condicionalmente convergentes, enunciaremos y demostraremos el famoso
1. ¢(Cuéles son las universales en el cuerno de  los | VARIABLE . ) . " .
. . L teorema de Riemann, el cual afirma que para un nimero real prefijado siempre
series universales cuerpo de los nimeros reales son INDEPENDIENTE . ) . o
en el cuerpo de los . I las series es posible encontrar un reordenamiento de una serie condicionalmente
nimeros reales son . Serie .
) _ condicionalmente convergente cuya suma es el nmero dado.
numeros reales? las series convergentes. o ) i ) )
) o x A continuacion, desarrollaremos la teoria de reordenaciones para series de
2. ¢La prueba del condicionalmente n o
2. E'_ teorema  de n=1 vectores en R™, donde el teorema de Levy-Steinitiz es importante en esta parte,
teorema de convergentes. Riemann puede : . . . . '
. li en un espacio de |y el lema de Steintiz es una herramienta esencial para construir series
R generalizarse, en
lemann (caso | 2. Mostrar que, en gran did B h .
) gran  medida, a | Banach. universales en este contexto.
real) puede medida, puede series de vectores ) ] ) ) ]
. n o en R". Finalmente, el estudio de reordenaciones de series en espacios de Banach es
generalizarse a R imitarse la prueba del . . . ) L
) discutida en el dltimo capitulo, donde el principal resultado en esta parte es
? teorema de Riemann ) ) ) : . .
garantizar la existencia de series universales en espacios de Banach
(caso real) a R™. o . .
separables infinitos dimensionales.
Tabla 2




ANEXO 2: FIGURAS

/
v' = Compy(v)

Proyg(v)

0

Figura 1. Descomposicion del vector v
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