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RESUMEN

El presente trabajo de Investigacion se encuentra inmerso en la Teoria de Cohomologia
Local, que fue inventado por Grothendieck para probar algun resultado tipo uno de Lefschetz
que se presenta mediante Teoremas en Geometria Algebraica.

En la superficie, los métodos y resultados de cohomologia local concierne al algebra de
ideales y mddulos. Su desarrollo lo iniciamos dando la definicién de cohomologia local de
grupos y sus propiedades elementales. En este contexto los resultados que exponemos son
validos para espacios Topologicos arbitrarios y haces de grupos abelianos sobre ellos,
seguido de esto presentamos una aplicacion de Cohomologia Local para esquemas previos.
El cual es el resultado de nuestro trabajo es decir, la Interpretacion de la Cohomologia
local de grupos y haces en términos de los funtores “EXT”. Con la finalidad de presentar

un resultado inferencial recordamos la definicion de codimension homoldgica, a lo que nos

permite estudiar el resultado siguiente: la Cohomologia Local H., (F) que se anula, para

todo i <nesequivalente a: Prof, (F)>n, donde Y es un subconjunto cerrado de un prehaz

Noetheriano Localmente X, F un haz coherente sobre X y neZ (nimero entero).
Finalmente establecemos algunas consecuencias cuando X es un prehaz localmente

Noetheriano conexo asi como también para X = Spec (A) con A anillo Noetheriano Local.

Palabras claves : Cohomologia local, Haces, grupos, Funtores, Codimensién homoldgica,

prehaz, Noetheriano.




ABSTRACT

The present research work is immersed in the Local Cohomology Theory, which was
invented by Grothendieck to prove some type one Lefschetz result that is presented by
Theorems in Algebraic Geometry.

On the surface, the methods and results of local conomology concern the algebra of ideals
and modules. We started its development by giving the definition of local cohomology of
groups and their elementary properties. In this context the results that we expose are valid
for arbitrary Topological spaces and bundles of abelian groups on them, followed by this we
present an application of Local Cohomology for previous schemes. Which is the result of
our work, that is, the Interpretation of the local Cohomology of groups and bundles in terms
of the "EXT" functors. In order to present an inferential result, we remember the definition
of homological codimension, which allows us to study the following result: Local
Cohomology that is annulled, for all i < n is equivalent to: where Y is a closed subset of a
prebundle Noetherian Locally X for F a coherent beam over X y (integer). Finally we
establish some consequences when X is a locally connected Noetherian prebeam as well as

for X = Spec (A) with A Local Noetherian ring.

Keywords: Local cohomology, Bundles, groups, Functors, Homological Codimension,

prebundle, Noetherian.




INTRODUCCION

La Cohomologia local para ciertos autores, es considerado como un “hijo algebraico
de una madre geométrica” J.P. Serrés, en uno de sus Paper “Faisceaux Algebriques
Coherents”, representa una piedra angular del desarrollo de Cohomologia como una
herramienta en geometria algebraica: esto presagiaba muchas ideas cruciales de
Cohomologia moderna de haces que Serre’s publico en 1955, también tiene muchas
sugerencias de temas lo cual son centrales en la teoria de cohomologia local, y sin embargo
no fue hasta 1967 que la publicacion de R. Hartshorne’s en su obra : “Local Cohomology”

confirmo la efectividad de Cohomologia Local como una herramienta en algebra local.

Desde la aparicion de las notas de Grothendieck — Hartshorne, la Cohomologia Local
se ha convertido indispensable para muchos matematicos trabajar en la teoria de anillos
conmutativos noetherianos; pero las notas de: Grothendieck — Hartshorne ciertamente toman
una déptica geométrica en el principio: Ellos empezaron con la cohomologia de grupos de un
espacio topoldgico X con coeficientes en un haz abeliano sobre X, y soportados en un

subespacio cerrado local.

En este camino, nosotros sentimos que esto es una necesidad para una introduccion
algebraica. Sin embargo, nosotros no hemos pasado por alto las raices geométricas o la
significancia de las ideas para geometria algebraica moderna. Por supuesto, Grothendieck —
Hartshorne en su obra presentan varios ejemplos detallados designados para ilustrar el
significado geométrico de aspectos de cohomologia local; existen muchos ejemplos los

cuales requieren solamente ideas basicas de geometria algebraica.

Muchas investigaciones recientes involucran coholomogia local de anillos graduados
ilustrando la importancia de este aspecto. En este contexto hacemos algunos esfuerzos para

desarrollar cautelosamente los fundamentos de la conomologia local en el caso graduado.




CAPITULO I
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.  Descripcion de la realidad problematica:

Para la geometria algebraica; la conomologia local resulta ser un anélogo algebraico
de la conocida Cohomologia relativa. El personaje que destaco en este hecho fue Alexander
Grothendieck quien introdujo por el afio 1961 en unos seminarios dictados en Harvard,
siendo Hartshorne (1967) quien lo redacto; y el 2005 fue reeditado por Grothendieck. De
este modo presentamos una cierta descripcion de la realidad referente a la Cohomologia
local, siendo esta como sigue: Dada una aplicacion; una seccion de una gavilla cuasi
coherente definida, en un subconjunto abierto de una variedad algebraica, (méas aun en un

esquema); la cohomologia local mide la obstruccion para ampliar o extender dicha
aplicacion a un dominio mas amplio. Por ejemplo funcion racional f(x)=Xx" se define
solamente en {O}C dentro de la recta afin Af (K) sobre un campo K, no siendo posible

extenderlo a una funcion en todo el espacio. EI modulo de cohomologia local denotado por

H¢, (K (x)), identifica o detecta la no eliminacion de una clase de cohomologia [x‘l} ; de

modo similar la funcién f(X,y)=(xy)™ se define fuera de las x ey, ejes de plano afin
pf (K); no siendo posible extenderlo al complemento del eje X o al complemento del eje Y;

(mas adn no es posible expresarlo como una suma de tales funciones ), tal obstruccion

. -1 . , -
corresponde a una clase diferente de cero [(xy) } en el respectivo médulo de cohomologia

2 - H ,

local el cual es denotado por H, (K(x,y)), las aplicaciones que la cohomologia local a

encontrado en otras areas distintas a la geometria algebraica son: Algebra abeliana, Algebra
combinatoria; asi como también en algunos tipos de ecuaciones diferenciales parciales.

En este trabajo nos proponemos estudiar en la forma geométrica — algebraica mas

general; para lo cual consideramos un espacio topoldgico (X,z), Z un subespacio de X

localmente cerrado; y un Haz Conmutativo F sobre X. Ahora elegimos un subconjunto

abierto V en X tal que Z <V, y Z es cerrado en V. esto es posible puesto que Z es

localmente cerrado en X. Sea I', (X,F) un subgrupo de F(V) formado por todos las._ .




secciones de F cuyo soporte esta contenido en Z, facilmente se comprueba que T', (X,F)

es independiente de el subconjunto abierto V elegido lineas arriba; estableciéndose el funtor

"&" de la categoria de haces abeliano en la categoria de grupos i.e. £(F)=T", (X,F), con

tales consideraciones interpretaremos la cohomologia local de grupos y haces en funcion el

funtor Ext.

1.2

1.3

b)

Formulacion del problema

Problema General

¢De que forma, se puede interpretar la Cohomologia Local de grupos y Haces en
términos Funtoriales?

Problema Especifico

¢De qué manera; se podria interpretar la cohomologia local de grupos y Haces en
términos de los funtores Ext?.

¢Bajo que condiciones se puede establecer una equivalencia entre el mddulo
Ext,(N,M) =0, para todo A — mddulo N y la existencia de una sucesion M -

regular?.

Objetivos

Objetivo General

Mostrar una interpretacion de la cohomologia local de grupos y Haces bajo la teoria
Funtorial.

Objetivo Especifico

a) Determinar una equivalencia entre el modulo Ext, (N,M) =0,y la existencia de

una sucesion M - regular
b) Interpretar mediante un isomorfismo la cohomologia local de grupos y haces en

términos de los funtores “Ext”.




1.4

Limitantes de la Investigacion

e Limitante Tedrico
La teoria Funtorial juega un rol preponderante en la Cohomologia Local
buscamos interpretar la cohomologia local de grupos y Haces, en términos de los

funtores Ext, lo cual realizaremos funtorialmente de la categoria de Haces Abelianas

“4(x)” ala categoria de grupos abelianos “gav” asi: F — ', (X, F), en este contexto

nuestro trabajo tiene como limitante teorico al espacio topolégico X con la condicion
adicional de ser un Prehaz, mientras F es un Haz arbitrario.
e Limitante Temporal :

El trabajo que presentamos es tedrico; netamente abstracto, no tiene limitante
temporal alguno; por tanto. NO APLICA
e Limitante Espacial:

Por el mismo argumento del limitante temporal se considera que no existe

limitante espacial. Por tanto NO APLICA.
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CAPITULO Il
MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

2.1.1 Internacionales

La Cohomologia local que hace su aparicion en las notas de Grothendieck —
Hartshorne publicadas entre 1955 y 1967, tuvieron una iniciativa geométrica; esto es como
sigue: Se toma grupos de Cohomologia de un espacio topoldgico X en un haz abeliano sobre
X'y soporte en un subespacio localmente cerrado, de este modo esta teoria se utilizo. Para
demostrar algunos resultados en geometria algebraica M.P. Brodman y R.Y. Sharp; en su
obra local cohomology, segunda edicion (2013) lo presenta con muchas ilustraciones de la
teoria en &lgebra conmutativa y en la geometria de variedades  cuasi — afines y cuasi —
proyectivas. Internacionalmente existen muchos trabajos que se encuentran en estado:
Preprint; como es de: L.A. Alba — Sarria, R. Callejas — Bedregal, and N. Caro — Tuesta A
local Cohomology Theory defined by sistema of ideals (2020).

2.1.2 Nacionales

La teoria de Cohomologia local, en nuestro medio y a la fecha ha sido muy poco
estudiada, sin embargo podemos mencionar algunos articulos como: el intitulado “Una
Teoria de Cohomologia Local Generalizado”, Pesquimat — UNMSM — 2021; también
podemos citar en este contexto la tesis de Maestria Intitulada Espacios Fibrados, clases
caracteristicas y el isomorfismo de Thom cuyo autor: es Arroyo Flores, Merwill Luciano;
Lima — Pert, PUCP (2013)

2.2. Marco

2.2.1 Teodrico
La cohomologia local que fue introducida por Alexander Grothendieck para

demostrar los Teoremas de Tipo — Lefschetz en geometria algebraica; donde fue

similarmente introducida como una teoria analoga a la cohomologia relativa. Para efecto del _/*

11



mismo recordamos su definicién: Consideremos un espacio Tipolégico X y Z un
subconjunto cerrado de X. Para cada haz de grupos abelianos sobre X, el conjunto

I, (X,7)={seZ:supp(s) = Z}

Es un subgrupo del grupo de secciones globales Z(X). Ademas si p:7——>¢ es un
morfismo de haces de grupos abelianos; entonces al restringir p, 7y, ——>¢, induce un

homomorfismo de grupos.
L, (X,p):I',(X,7)—>T,(X,4)

De este modo al considerar la categoria sh(X) de Hace abelianos sobre X y la
categoria de grupos abelianos ¢,,, tenemos el funtor I', (X,—) de Sh(X) en &,,, bajo las
correspondientes 7 > T, (X,2)y p—>T,(X,4).

Ahora con las mismas consideraciones antes dadas y si F es un haz abeliano sobre X;
y desde que Sh(X) tiene suficientes objetos inyectivos existen los funtores derivados a la

derecha de T', (X,-), lo cual denotamos por {R"I“Z(X,—)}k>0 para cada entero k no

negativo, el k — ésimo funtor de cohomologia local de X soportada en Z es definido por
Hy (X,-)=RT,(X,-)

Obsérvese que si Z = X, la cohomologia descrita lineas arriba es precisamente la
Cohomologia de Haces sobre X.

A continuacion presentamos parte del material bibliografico utilizado en el marco tedrico.

o E — Spanier; Algebraic Topology, Spinger Verlag, Berlin Heidelberg New York,

1994.

o Robin Harts horneo. Residues desality. Springer Verlag. Heidelberg. New York.
1963.

o J.J. Rotman, An Introduction to Homological Algebra. Universitext Springer Verlog.

New York, 2009.
o Matsamuram H. Conmutative Ring Theory.Cambridge University, Press Cambrigde.
1986.
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2.2.2 Conceptual

El término “Interpretacion”, matematicamente hablando significa expresar un objeto
en funcion de otro, en este trabajo buscamos interpretar la conomologia local de grupos y
haces en términos de los funtores Ext. Se puede conceptuar de varias perspectivas. Desde el
punto de vista algebraico, empezamos considerando un ideal | en un anillo Noetheriano
conmutativo, para cada modulo tomemos el submodulo de elementos que se anulan por
alguna potencia de I, esta operacion no es exacta, en el sentido del algebra homologica, y la
cohomologia local que mide la falla de exactitud. Esta es una simple construccién algebraica;

aun este resultado es una teoria muy productiva con aplicaciones e inesperadas interacciones.

2.3.  Definiciones de Términos Basicos
A) Resoluciones, Funtor Torsion y Producto Torsion

Definicién.- (Resolucién Proyectiva) (2.3.1).- Sea R un anilloy M un R — médulo.
Una resolucion proyectiva de M es una secuencia descendente exacta denotada o descrita

como sigue:

De R -mddulos tal que 0-8=0; donde el Nuc(d)=2Zn(C)=Nucd,,, e

Im(6)=Bn(C) =1Im(d,), entendiéndose: 6, =0:C,——C ,y d,,,=0:C,,—C,

n+1
los cuales son llamados operadores borde, y que ademas la sucesion {Cn }nez se establece
como:

0, paran < -1

C,=4M, paran = -1
M,, para M, R - mddulo proyectivo y para todon > 0

Definicion (2.3.2).- Si en la definicion anterior Mnes un R —mddulo libre para todo

n>0 entonces la sucesion descendente {C,} se denomina Resolucién libre de M.

Proposicion (2.3.1.).- Cualquier R — mddulo M posee una resolucion libre.

13



Demostracién.- Sabemos que: “Todo R —modulo es isomorfo a un R —maodulo cociente

de un R — médulo libre”. (6?) de este modo se puede garantizar la existencia de una

secuencia exacta corta.

0—M,— s, —%2 sM—0

Donde L, esun R — modulo libre, y aqui. Nuevamente aplicando el resultado (49) al

maddulo "L,, se tiene la sucesion exacta corta:

0— M, — 5L, —% 51, ——0
Donde L, esunR-modulo libre. De modo inductivo, se tiene una sucesion exacta corta.

0—M sl —% 51 ——0

Paratodo n >0, y donde L, esun R —modulo libre. Ahora definamos una sucesion.

0 0,
. \ nil N n_ N AN
C farraraas 7% 7 Cn 7%“na 7 cerrrrarannnns

De moédulos y homomorfismos como sigue:

0, paran < -1 0, paran < 0
C,=4M, paran = -1 y 0,=490,, paran =0
Ln, paran >0 f. .0, paran>0

Para mostrar que “C” es una Resolucion libre de M, falta ver que sea exacta es decir:

Im[d,,,]=Ker[d,] para todo n>0. En efecto. Como f es inyectivo y g, es

suryectivo para todo n >0 ; entonces se tiene:

Im[on+1]=Im[f, ]=Ker[g,]=Ker[d,], paratodo n>0.

Definicion (2.3.3).- Sean C, D dos sucesiones descendentes o también llamados

complejos de cadenas. Se dice que; ¢, :C——>D son dos homomorfismos

n+1

homotopicos si existe una familia de homomorfismos 4 = {hn :C,—D,,/ne Z} tal
que, para todo neZ, se cumple ¢, —y,=0°h +h ,o0, en el siguiente diagrama,

observamos tal definicion.

14



n+1

Figura 1: Rectangulo, mostrando homomorfismos homotdpicos entre Complejos

Fuente.- Elaboracion propia

Nota.- En este caso, la familia 4 se denomina (Homotopia) de cadenas entre los

Morfismos (Homomorfismos) oYV, simbdlicamente escribiremos

h:p=yw:C——>D

Proposicion (2.3.2).- Sean ¢ ={p,:C,——D,/neZ}y y ={y,:C,—>D, /neZ}
dos homomorfismos de las sucesiones descendentes de “C a D” tal que ¢, =h=y

entonces ¢ = es decir ¢ y w son homotdpicos.

Demostracién.- Es rutinario siguiendo la definicion de homotopia de complejos de
cadenas.
Nota.- La resolucion inyectiva que definimos a continuacion se establece de modo

analogo utilizando sucesiones ascendentes.

Definicion (2.3.4).- (Funtores Torsion)
Sean M, N dos R — modulos arbitrarios. Elijamos una resolucion proyectiva.

. 0 0 0
Crlinn, > >C,—C, > i

n+1

Del médulo M; y consideremos el producto Tensorial C ® N que es la sucesion.

C®N:...——C ,®N—"5C, ®N—"5C, ,ON—> ...

n+1

Donde 0.=0®1,, es decir el producto tensorial del homomorfismo 0 y el

endomorfismo 1, =1 del mddulo N.

15



Afirmacién.- Lasucesion C ® N es semiexacta

En efecto.- Para lo cual bastara ver que 0. 0. =0.
Pues 0,00, =(0®1,)o(d°1,)=(0°0)®1=0x1, =0.

De esta manera la sucesion C ® N es descendente semiexacta; y en consecuencia para
todo entero n; se define el médulo de Homologia n — dimensional descrito como:
Z,(C®Y)

H”(C®N):Bn(C®Y)

De la sucesién C® N .

Lema (2.3.1).- Si “C” es una resolucion proyectiva del R — modulo M; entonces para

cualquier otra resolucién proyectiva

A

' 0 0
D:... >D, >D, —— D, ,— i

n+1

De M, se tiene: H (C®N)=H_ (D®Y) para todo entero “n”.

Demostracién: [Ver: Tzen — Hu; Algebra Homologica; Pag. 144]

Lema (2.3.2).- H,(C®N)=0, para todo entero n<0.

Demostracion.- La demostracion resulta de la definicion de la sucesion {Cn}nSO , donde
C,=0 paratodon<-1,ydeaqui C_ ®N =0, paratodo n < -1.

Observacion (2.3.1).- De los lemas anteriores observamos que el mddulo H, (C ® N)

depende basicamente del entero “n” y los R — mddulos : M y N; asi como tambiéen

H,(C®N)es trivial para todo n<0. Por lo que a continuacién damos la definicién

siguiente:

Definicién (2.3.5).- ElI R — médulo H, (C ®N)se denomina Producto Torsién n —

dimensional sobre R de los modulos M y N inicialmente dados.

Notacion.- El Producto Torsion n — dimensional sobre R, de los R — médulos My N

sera denotado por: Tor (M, N). O simplemente Tor, (M,N); y cuando n = 1; Tor (M,

N) y lo Ilamaremos de manera abreviada Producto Torsion (sobre R) de My N.

Definicidn (Resolucion Inyectiva) (2.3.6)

Una resolucion inyectiva de un R-médulo M es una sucesion ascendente exacta.

16



C:... sC" 2 5C" 2 5CM™M s,

de R —mddulos tal que 66 =0 satisfaciendo.

0, paran < -1
C"={M, paran = -1
M", paran > 0; M" R-mddulo inyectivo

Nota.- Todos los resultados dados referente a resolucion proyectiva; también son
obtenidos para resolucién inyectiva. Por lo que simplemente la enunciaremos; con la

finalidad de establecer la definicién del funtor Ext.

Definicién (2.3.7).- Sean M, N dos R-mddulos. Elijamos una resolucién proyectiva.

. 5 5 )
C:.... >C.. >C, >Coi —— e,

Del modulo Ny sea 1=1, : N—— N el endomorfismo identidad de N. Consideremos
la sucesién Hom (C, N) descrita como:

Hom(C,N):.......—— Hom(C,,N)—2—>Hom(C, ,,N)——........

n+l?
Donde o=Hom(5,1); la cual verifica So5=0; en efecto: &8 =Hom(d,1)
o Hom(6,1) = Hom(& © 6,121) = Hom(0,1) = 0.

De este modo Hom(C,N) es semiexacta ascendente, y asi para todo nimero entero “n”

definimos el Médulo de Cohomologia n — dimensional denotada por H"[Hom(C, N)]

de la sucesion Hom (C, N).

Lema (2.3.3).- Dada una resolucién proyectiva sobre M.

. o ) )
C:.... >C,., >C, >C,., > e

Entonces para cualquier otra resolucion proyectiva.

D:...——D,,—%>D,

Del modulo M se tiene que :

1. H"[Hom(C,N)]=H"[Hom(D,N)], para todo entero “n”.

2. H"[Hom(C,N)]=0paratodo n<0.
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Demostracién.- Se obtiene de manera directa por dualizacion a partir de los resultados

del contexto de resolucion inyectiva.

Observacion (2.3.2).- Por el lema anterior observamos que el médulo H" [Hom(C, N)]

depende basicamente solo del numero entero “n” y los R — mdédulos M, N; también

H" [Hom(C, N)] es trivial para todo entero no positivo. Por lo que damos la siguiente
definicion.
Definicién (2.3.8).- EI R—mddulo H"[Hom(C, N)] es llamado Producto Extensién n

— Dimensional sobre R de los médulos M y N inicialmente dados.

Notacion.- EI R — médulo H"[Hom(C, N)] sobre R de los R — médulos M y N ser
denotado por: Ext; (M : N). O simplemente Ext"(M,N); y cuandon=1, Ext (M, N) y

lo llamaremos Producto Extension (sobre R) de My N.

B) Prehaces y Haces, Categoria Aditiva.

Sea (X,r) un espacio topoldgico. La categoria formado por los abiertos de X lo
denotaremos como Top, ; es decir los objetos de Top, =ty tal que si U <V son dos
abiertos de X; entonces Hom (U,V) = {iC qU —>V} esto es que el Hom (U, V) esta

formado por el anico morfismo inclusion.

Definicion (Prehaz) (2.3.9).- Sea Top, la categoria antes definida y sea ¢ una
categoria arbitraria. Un Prehaz definida en Top, con valores en ¢ es un funtor
covariante F :(Topx)” —— ¢.

Observacion (2.3.3).- Si V eTop, entonces F(V)e ¢ de este modo los elementos

se F (V) se llama secciones del Prehaz sobre V. Ahorasi U V' es otro elemento en 1
entonces F = {i, :U —>5V | lo denotamos por S|, .
Ejemplo (2.3.1).- Sea ¢=¢, (Categoria de grupos), y sea F:(Topy)* —¢,, el

funtor tal que a cada U ez le asigna un grupo prefijado G y que sobre los morfismos

siempre induce la identidad. Este prehaz se llama haz constante del grupo “G”.
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Definicién (Haz) (2.3.10).- Sea F : (Top,)® —— ¢ un funtor covariante. Diremos que
F es un Haz si para cualquier elemento U € 7 y para cualquier recubrimiento por abiertos
{U,}._ de U secumple las condiciones siguientes.

Hi) Parar, sen F(U) tal que r |Ui =S |Ui paratodo i € A, entonces r =s.

Hz) Sea S;eF(U;) para todo ien tal que Sil, ., =Sjl, -, Paracada i, j en,

entonces S|, =S; paraalgin se F(U).

Nota.- Las condiciones (H1) y (Hz) de la definicion de haz se conocen como: propiedades
de: Localidad y generalizacion respectivamente.
Definicion (2.3.11).- Sean E, X dos espacios topolégicos cualesquiera. Una aplicacién

continua P:E—— X es llamado Homeomorfismo Local si, para cada elemento

e € E, existe una vecindad abierta S de “e” llamada una “hoja” con p(S) abierto en X'y
la restriccion P |;:S—— P(S) es un homeomorfismo.
Nota.- 1) La Terna (E, P, X) es llamado un Protohaz si el homeomorfismo local “P” es
suryectivo.
2) Cada elemento de la terna (E, P, X) posee un nombre.

e El espacio E es denominado el espacio Haz.

e Laaplicacion P:E—— X se denomina proyeccion.

e EIl Espacio X es conocido como el espacio base.

3) Para cada elemento x € X laimagen inversa p~(x) denotado por E, es llamado

el Tallo sobre x; también p~*(x) es conocido como fibra de “x”.
Ejemplo (2.3.2).- Laterna (R, P,S) es un protohaz, donde p(t) =e*™".
(2) Laterna (G, P, %) es un protohaz; donde G es un grupo topologico, N un subgrupo

normal discreto de G y P:G—>% la proyeccion natural. Esta terna es llamado

espacio cubrimiento.

Definicion (2.3.12).- Si P:E—— X es una aplicacién continua, donde X e E son

espacios topologicos, entonces S = (E, P, X) es un Tallo — Haz de grupos Abelianos si:
(1) La Terna (E, P, X) es un protohaz.
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(i) El Tallo Ex es un grupo abeliano para cada x e X

(iif)  Las aplicaciones: inversion y adicion son continuas.

Observacion (2.3.4).- i) Las aplicaciones inversion y adicion seran denotadas por : -e y

e+e'parae, e’ enkE.

ii) La definicién inmediata anterior puede ser modificada de modo que sus tallos sean
otras categorias algebraicas tales como: la categoria de R — modulos Mod, o la categoria

anillos conmutativos ComRings.

Ejemplo (2.3.3).- La estructura haz de un anillo conmutativo R tiene espacio base a

Spec(R) con la topologia de Zariski, y como espaciohaza: E = . U ® R, topologizado
espec

de manera adecuada y la proyeccion P:E—— Spec(R) es dada como P(e) =2 para

todo eeR,.

Definicion (2.3.13).- Sean S=(E, P, X)y S'=(E',P', X" dos tallos haces sobre un
espacio X. Una aplicacién tallo ¢: S—— S " es una aplicacion continua ¢:E——E"

tal que Plop=P, y que ¢|, es un homomorfismo. Escribamos:

Hom, (S,S") ={¢:S——S" ¢ es una aplicacion tallo}

Proposicion (2.3.3).- Sean (S, E, X) y (S', E’, X") dos tallos haces sobre un espacio

Topologico X, entonces:

(i) Hom,, (S,S") es un grupo abeliano aditivo.

(i) La ley distributiva se establece como sigue:
T4 ,5—>p 5L,z
Donde Ty Z s\gn tallos haces sobre X; entonces
B(p+w)=Beop+Boy y (p+y)ea=poa+yea

(ili)  Cada aplicacion tallo ¢:S——S"' es una aplicacion abierta de E en E'.

Demostracion.- [Ver Joseph J. Rotman, An introduction to Homological Algebra pag.
277]
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Definicién (2.3.14).- SeanS=(E, P, X)y S’ = (E', P’, X’) dos tallos haces. Diremos
que S’ es un subtallo —haz de Ssi: E'c E y lainclusion i: E'—— E es una aplicacion

etale.

Proposicion (2.3.4).- Dos subtallos — haces (E, P, X) y (E', P, X') de un tallo — haz S

son iguales si y solo si ellos tienen los mismos tallos; esto es E, = E, paratodo xe X .

Demostracién.- Esto se obtiene directamente puesto que E = U E,.

xeX
Definiciones (2.3.15).- Sea X un espacio topologico. Diremos que:

1) Z esun subespacio localmente cerrado de X si este es la interseccion de un abierto y
un subconjunto cerrado.

2) Un haz abeliano sobre X simplemente es un haz de grupos abelianos sobre X.

Notacion.- La categoria de todos los haces abelianos sobre X sera denotado por ¢(X).

Definicion (2.3.16).- Sea V < X un subconjunto abierto tal que Z <V con Z cerrado

en V. Esto es posible que Z sea localmente cerrado en X.

El conjunto T, (X, F) conformado por todas las secciones de F cuyo soporte esta
contenido en Z es llamado subgrupo de las secciones de F(V); donde F es un haz abeliano
sobre X.

Observacion (2.3.5).- i) El Conjunto I', (X, F) es denominado las secciones de F con

soporte en Z.

i) Las correspondencias F |—>FZ(X,F) y considerando X, Z, F, V como en la

definicion anterior, entonces si U es cualquier subconjunto abierto de X, el

homomorfismo  restriccion:  F(M)—FV nU) induce un homomorfismo

I, (X,F)—T,, (U F).

iii) De la observacion inmediata anterior parte (2) se tiene que la correspondencia es

funtorial de la categoria de haces ¢@(X) en la categoria de grupos abelianos mas aun

dicho funtor es exacto a izquierda y asi es un Prehaz.
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iv) Denotaremos el Prehaz obtenido en la parte (3) de la observacién inmediata anterior

por FZ(F) 0 simplemente como I', y de esta forma se a encontrado el funtor

Fi—T,(F)de @¢(X)en ¢(X).

Definicion (2.3.17).- Sea X un espacio Topoldgico, Z un subespacio localmente cerrado,

y F un haz abeliano de X. Entonces el funtor derivado a derecha de I',y I,
respectivamente serd denotado por: HY(X,F)yHX(F) k =0, 1, 2,
respectivamente y son llamados los grupos de Cohomologia (Respectivamente

cohomologia de haces) de X con coeficientes en F y con soporte en Z.

Proposicion (2.3.5).- Sea Z < X un subconjunto cerrado en X. Entonces:

i) I, (X,F)=R;(X,F), [,(F)=H;(F)

i) Si0 >F' > F >F " >0 es una sucesion corta de haces abeliano de

X entonces existe una sucesion exacta larga.

0——HZ (X, F)——HI (X, F)—H(X,F")—>H, (X,F)—>H(X,F)......

y

0——>HY (F)——>HY (F)—— HE (F")—2s H2 (F ) —— H2 (F )

N

iii)  Si le@(X) esinyectivo entonces HY (X,F)=0 parak >0y HX(F)=0 para
k>0.

Demostracion.- Los funtores HX y HYX  son funtores derivados de T, yT,

respectivamente y de donde se siguen las propiedades: i) ii) y iii).

Nota.- Las propiedades: i), ii) y iii) de la proposicion inmediata anterior caracterizan a

los funtores derivados.

Proposicion (2.3.6): Sean Z, X, F como en la definicidon de grupos de cohomologia y

cohomologia de haces, para cada k>0, H; (F) es el haz asociado al Prehaz:

U——>H; ,(U,Fly).
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Demostracion.- Se sigue rutinariamente de las definiciones de haz y prehaz.
Proposicion (2.3.7).- Sea Z un cerrado localmente en X, y sea V un abierto en X y tal

que: Z <V < X entonces Hy (X,F)=H; (V,F|,) paracualquier F e 2(X)

Demostracion.- Para esto bastara observar que los funtores

F—I,(X,F) y F—TI,(,F|,), son funtores isomorficos de e(X) en (Ab).

Definicion (2.3.18).- Sean ¢ una categoria; X, Y € Obj (¢ ) entonces su producto es la
terna: (X [1Y,7,,7z,) donde XIIY €0bj(@) y 7y : XIIY —> X, 7z : XIIY —Y
son morfismos llamados proyecciones, tal que para cada objeto Z en ¢y para cada par de

morfismos :Z—— X y R:Z——>Y existe un Unico morfismo p:Z —— X []Y tal

que el siguiente diagrama conmuta.

XI1Y
7 A 7,
X Y
P
NVA
Z

Figura 2 Romboide; del Producto de Categorias

Fuente: Elaboracion propia

Esdecir: pozry,=a 'y mop=0R_

Definicion (2.3.19).- Sean ¢ una categoria; X, Y € Obj (¢ ) entonces su coproducto es

la terna: (X IIY,i,,i,); donde X UY es un objeto en 2y iy :X—XIIY,
i, :Y —— X LIY, son morfismos llamados inyecciones, tal que para cada objeto Z en

Y para cada par de morfismos a: X ——Z y B:Y ——Z, existe un tnico morfismo

7: X 1Y —— Z haciendo el diagrama siguiente conmutativo.
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Figura 3 Romboide del Coproducto de categorias

Fuente: Elaboracion propia
Esdecir: iyct=a 'y ior=0R
Definicion (Categoria aditiva) (2.3.20)
Sea ¢ una categoria. Se dice que ¢ es aditiva si:
i) Hom (X, Y) es un grupo (aditivo) abeliano para cada X, Y obj (¢)
i) La Ley distributiva de morfismos se cumple esto es:

f
X—% M —/—= N—L5Y
g

B(f+g)=RF+Rg y(f+g)eca=Ffeoa+goa
Donde M, N, X, Y < Obj (¢).

i) ¢ posee objeto zero (recordar que un objeto cero es aquel objeto que es inicial y

terminal simultdneamente) es decir: Hom(X,0) :{O} =Hom(0,Y), paratodo X, Y e
Obj (&)
iv) ¢ posee productos finitos y coproductos finitos: i.e. para todo X,Y €Obj(&);

entonces XITY e X LIY existen y son objetos de ¢.

Definicion (Funtor Aditivo) (2.3.21).- Sean ¢ y D dos categorias aditivas; un funtor
T:¢€—— D (de cualquier varianza) es aditivo si para todo X,Y Obj(£); y para todo

a, Be Hom(X,Y); se tiene que: T (a+ B)=T (a)+T(B).
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Esto es la funcién Hom, (X,Y)——Hom, (T(X),T(Y)) dado por o T(a), es un

homomorfismo de grupos abelianos.

C) SUCESIONES ESPECTRALES

Las sucesiones espectrales surgen de Bicomplejos; y asi empezamos ahora discutiendo este
hecho.

Definicion (2.3.22).- Un modulo graduado.- Es una familia indexada M =(M ) _, de R —

peZ

maodulos (para algun anillo R). Los mddulos graduados son cominmente denotados por M,
Ejemplo (2.3.4)

1. Si(C,d).—C b1 5C —25C >

n+l n

Es un complejo entonces C =(C,) _, es un médulo graduado.

2. Si(C, d) es un complejo, entonces la familia H(C) = (H (C)),_, de sus mddulos de

peZ

Homologia es un modulo graduado.

Definicidn (2.3.23).- Sean M y N dos modulos graduados y sea a e Z . Una aplicacion

graduada de Grado "a" denotado por f :M —— N es una familia de homomorfismos:

fa{f,: |v|p—>|\|w}p - El grado de “f” es "a" y es denotado por grad(f)=a.

Ejemplo (2.3.4).- Si (C, d) es un Complejo, entonces su diferencial d : C——C, dado por

d= {dn :C, —>Cn_l}nEZ es una aplicacion graduada de grado “-1”.

2.-Si f:C——C" es una aplicacion cadena, entonces f ={f,:C,——C,}  esuna

aplicacion de grado 0.

Observacion (2.3.6).- Dada una sucesion exacta corta

0 >C' >C >sC*" >0
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De Complejos, la sucesion exacta larga de modulos de homologia, es algunas veces llamada

una Tridngulo exacto.

I*

H(C) —» H,(@C)

N/

H.(C")
Figura 4 Triangulo exacto de la sucesion exacta larga de Homologia
Fuente: Elaboracion propia

Si nosotros consideramos cada vértice como un médulo graduado, entonces las flechas son
verdaderamente aplicaciones graduadas: i. y . tienen grado cero y el homomorfismo
conexion "0" tiene grado (-1).

Mas generalmente, dado un tridngulo exacto de modulos graduados y aplicaciones

graduadas.

C

Figura 5 Tridangulo exacto de médulos graduados

Fuente : Elaboracién propia

Con: a,B,y de grados: a, b, ¢ respectivamente, nosotros podemos reconstruir la sucesion
exacta larga de lo cual proviene. Elegimos algunos peZ, y vamos a la derecha e

izquierda de Ap:

N B VRN CEEEN B o 4
/B /C /A /B ,Cp+a+b—)A —>

p+a+b+c
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Definicién (2.3.23).- Un mddulo Bigraduado es una familia de R —moédulos doblemente

indexada, M =(M p’q) , . Un modulo bigraduado M, es cominmente denotado por

(p.a)ez
M

Definicion (2.3.24).- Sean M, N dos médulos bigraduados, y sea (a,b)eZ x Z. Una

aplicacion Bigraduada de Bigrado (a, b), denotada por: f :M —— N, es una familia

de homomorfismos

fz{f ‘M. ——>M

p.q p.q p+a,g+b }(p,q)eZXZ
El bigrado de “f” es: (a, b) y nosotros denotamos esto como: grad(f)=(a,b)

Definicion (Bicomplejos) (2.3.25).- Un Bicomplejo (o complejo doble) es una terna

ordenada (M,d',d") donde M =(M,,) es un modulo bigraduado; vy
d,d":M——>M son diferenciales de bigrados: (-1, 0) y (0, -1) respectivamente
(donde d'd'=0 yd"d"=0)y asi: d

p,qfldp,q + dpfl,q + dp,q =0

Definicion(2.3.26).- Si M es un bicomplejo, entonces el Complejo total, denotado por

Tot(M) es el complejo con n — ésimo termino.

Tot(M), = & M__
p+g=n !

Y con diferenciales: D, : Tot(M),——Tot(M), , dado por:

D, = Z [d;),q +d;3,q

p+q=n
Lema (2.3.4).- Si M es un bicomplejo, entonces [Tot(M), D] es un complejo.

Nota.- La sucesion espectral surge como un método para calcular la homologia del
Complejo Total Tot(M).

Definicion (2.3.27).- Una filtracion de un médulo M es una familia creciente (Mp)

de submddulos de M tal que.
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Nota.- Las secuencias espectrales pueden ser introducidas de diferentes formas,
nosotros lo haremos mediante las llamadas parejas exactas, que es el camino positivo y

mas simple.
Definicion : (Pareja Exacta) (2.3.28)

Una pareja exacta es una 5-upla (D, E,a, B, 7) . Donde D y E son médulos bigraduados;

a, B, y son aplicaciones bigraduadas y existe exactitud en cada vertice: Esto es

Ker (a)=Im(y), Ker(B)=Im(a) vy Ker ()= Im(R)

D a >
;\ ‘A
E

Figura 6 Triangulo de Modulos y Aplicaciones bigraduadas

» D

Fuente: Elaboracion propia

Proposicion(2.3.8): Cada filtracion (F pC)p , de un Complejo C determina una pareja

exacta.

D (1(1,'1) > D

v(-1,0) B(0,0)

E

Figura 7 Triangulo de un Complejo, que determina una pareja exacta
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Fuente: Elaboracion propia

Cuyas aplicaciones bigraduadas tienen bigrados desplegado.

Demostracién.- (Ver Joseph J. Rotman, An introduction to homological Algebra).

Definicion (2.3.39).- Un modulo diferencial bigraduado es un par ordenado (M, d)
donde M es un modulo Bigraduadoy d : M —— M es una aplicacion Bigraduada con
la condicion d2=0.

e Si (M, d) es un médulo diferencial bigraduado, donde bigrad(d) = (a, b) entonces su

homologia H (M, d) es el modulo bigraduado cuyo (p, q) — término es:

KerdpyUI

H(M,d),,= o

p-a,q-b

Definicién (2.3.30).- Una Sucesidn Espectral es una sucesion (E‘,dr)er de modulos
bigraduados tal que: E"* =H (E',d"), paratodo r e Z.

Observacion (2.3.7).- Si una pareja exacta (D, E a, 8,7) es relacionada como
(Dl, E' o', R, 7/1) entonces cada pareja exacta produce una sucesion espectral.

Teorema (2.3.1) (p) .- Cada filtracion de un Complejo produce una sucesién espectral.

Demostracién.- (Ver Joseph J. Rotman — An introduction to homological algebra).

Definicidn (convergencia)(2.3.31).- Dada una sucesion espectral {Er : d'} . Escribimos
y/o definimos: “Las estructuras siguientes”:
7 :ﬂzr’ B” :Uzr
r r
Como la unidn ascendente de submddulos es un submédulo. Entonces B” = Z”* vy el

limite término de la sucesion espectral es el médulo bigraduado E”, definido como:

o0
EOO — Z p.q
p.q Bw
p.q

Lema (2.3.5).- Sea {E',d"}una sucesion espectral

i. E™=E"siysolamentesiz™=2"y B™=B"
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ii. Si E"" =E" Paratodor>s entonces E*=E~

Demostracién.- (Ver Joseph J. Rotman — An introduction to homological algebra).

Observacion (2.3.7).- Dado una filtracion (Fp) de un complejo C con inclusiones
i":F?P——C, entonces i’ : H,(F”)—> H.(C). Puesto que F? < F"" nosotros
tenemos: im(i’) <im(if**); estoes (Im i) es una filtracion de H, (C).

Definicion (2.3.32).- Si (F°C) es una filtracion de un complejo Cy i*:F*——C
son inclusiones, definimos ®°H_ (C)=1Im i’

Nosotros llamamos a (®°H, (C)) la filtracion inducida de H,(C).

Definicion (2.3.33).- Una filtracion (F°M ) de un modulo graduado M = (M,) .~ es
borde si, para cada “n” existe enteros s = s(n) y t = t(n) tal que

F°M, ={0} y F'M, =M,

Definicion (2.3.34).- Una sucesion espectral (E',d" )r>l converge a un médulo graduado

H; denotado por: E? H_ si existe alguna filtracion borde (¢"H_) de H con:
p.q n n

p

~ M,

E;;qu ¢p—1H

, para todo n.

Definicién (2.3.35).- Si (M ,d'd ) es un bicomplejo, su primera homologia iterada es

el médulo bigraduado cuyo término (p, q) es: H H' (M)

Proposicion (2.3.9).- Si M es un bicomplejo en el primer cuadrante, entonces:

"B, =HAMP) YEL =HHJ (M) ———> H,(Tot(M))
Demostracion.- Se obtiene de las definiciones anteriores.

Definicion (2.3.36).- Si (M ,d'd ) es un bicomplejo; su segunda Homologia iterada es

el médulo bigraduado, cuyo término (p, g) es: HH (M)

Proposicién (2.3.10).- Si M es un bicomplejo en el primer cuadrante, entonces
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E = H(M,) Y "Ej = HHI (M) == H, (Tot(M))

p
Demostracion.- Similar a la proposicion anterior.

Definicion (2.3.36).- Una sucesién espectral (Er,dr) colapsa en el p-ésimo eje si
E.,=1{0}, paratodoq=0.
e Una sucesion espectral (Er,d ’) colapsa en el g- ésimo eje si E;q = {0} para todo

p=0.

Proposicion (2.3.11).- Sea (Er,d r) una sucesién espectral en el primer cuadrante y sea

EZ, > H,(Tot(M))

p

i. Si(E",d") colapsa sobre otro eje, entonces E;, =E2, paratodop,q
ii. o Si (E’,dr) colapsa sobre los p — ejes. Entonces Hn(Tot(M)) = E?,

e Si (E",d") colapsa sobre las g — ejes entonces Hn(Tot (M) = E¢, .

Demostracion.- Usar las tres proposiciones inmediatas anteriores.

Teorema (2.3.2).- Sean ¢,¢'y ¢" tres categorias abelianas con suficientes inyectivos
y supongase dados dos funtores covariantes exactos a izquierda:
F.¢e——¢'y Gi¢'——>¢" donde para cada inyectivo |le¢@ se tiene
R“G(F(1))=0 con k >0y R*G son funtores derivados de G entonces para cada
X € Obj(¢); existe una sucesion espectral relacionada a funtores derivados a derecha:

F,.Gy GoF.
EM=R'G(R'F(X)) ———> R"(GoF)(X)
Demostracién.- (Ver Joseph J. Rotman — An introduction to homological algebra).

A continuacién presentamos algunos lemas relacionados a haces flacidos para luego

obtener la existencia de una secuencia espectral.

Lema (2.3.6).- Cualquier haz inyectivo en ¢(X), la categoria de haces abelianos en X es /1

un haz flacido.
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Demostracién.- Cualquier haz puede ser inmerso en un haz flacido; es decir: el haz de
secciones discontinuas en si mismo, pero si | es inyectivo, y | < F con F flacido,

entonces | es sumando directo de F, y de aqui flacido en si mismo.

Lema (2.3.7).- SiF es flacido, entonces T", (F) lo es.

Demostracién.- Reemplazando X por un subconjunto abierto V lo cual contiene Z como
un subconjunto cerrado, podemos asumir que Z es cerrado en X, entonces mostramos

que si U es cualquier subconjunto abierto de X, la aplicacion.

I,(X,F)—>T, (U,F|y)
Es suryectiva, donde suponemos que F es un haz flacido dado. Asi sea
oel, (U,Fl,) esdecirc esunaseccion de F sobre U, cuyo soporte estden Z NU.
Consideremos la seccion cero de F sobre el conjunto abierto X~ Z; esta en coherencia

con o sobre la interseccion de sus dominios U n(X\Z)=U\(ZNU), de aqui, existe
una seccion o' de F sobre el conjunto abierto U u(X \ Z) , cuya restricciéon a U es o,

y cuya restriccion a X \ Z es cero. Ahora como F es flacido, existe una seccion ¢’ de F

sobre todo X, cuya restriccion a U u( X\ Z) es ¢’. Claramente '’ tiene soporte en Z, y

o" o bajo la aplicacion antes dada, de aqui I', (F) es flacido.

Lema (2.3.8).- Si F es flacido, entonces H" (X,F) =0 para todo k > 0.
Demostracién.- Sumergiendo F en un haz inyectivo I, y sea C el conlcleo entonces
tenemos la sucesion exacta corta: 0—— F —— 1 ——>C——0 entonces I es flacido

(Ver lema ante — anterior). Por consiguiente C también es flacido y como I' es funtor

exacto entonces la sucesion siguiente es exacta.

0 >I'(F) >I°(1) >I'(C) >0

De aqui H'(X,F)=0 y H*(X,F)=H"*"(X,C)=0, para k > 1 lo cual se obtiene

inductivamente sobre K, y por tanto C es también fl&cido.
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Proposicion (2.3.12).- Si Z es localmente cerrado en X para cualquier F existe una
sucesion espectral.

HP (X, HE(F)=Ef* === H}(X,F)

Donde H"(X,F) para cualquier F son los funtores derivados del funtor F F( F)
Demostracién.- Tenemos los funtores [, :6X)——¢'(X) y '@’ (X)—>(Ab)

Y de este modo tenemos la composicion I'oT", =", y aplicando los lemas anteriores,
se deduce la existencia de la sucesion espectral; asi solamente mostraremos que I, lleva

haces inyectivos en haces I'— aciclicos, nuevamente por los lemas inmediatos

anteriores, cualquier inyectivo es flacido asi I", (flacido) = flacido, y cualquier flacido

es I'-aciclico por tanto el resultado.
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3.1
3.1.1

3.1.2

3.2

CAPITULO 11l

HIPOTESIS Y VARIABLES

Hipotesis

Hipotesis General

Los homomorfismos entre haces permitira interpretar la Cohomologia local de grupos
y haces en términos de los funtores Ext.

Hipotesis Especifica

a) Los isomorfismos entre haces permitira interpretar la cohomologia local de grupos
y haces como el limite directo de los funtores Ext*(—, F)

b) Un ideal I en un anillo A Noetheriano y M un A — mddulo finito, permitira

establecer la equivalencia entre Ext; (N,M)=0 y la existencia de una secuencia

M — regular.

Definicién Conceptual de Variables
Las variables identificados en la hipdtesis general, se pueden definir conceptualmente

de la forma que se indica a continuacion.

Variable Independiente

La estructura algebraica de grupo y la estructura de un Haz Abeliano

Variable dependiente

La cohomologia local y el funtor Ext*(—, F).

34



3.3 Operacionalizacion de la variable

Variable Dimensiones Indicadores indices Método Técnica
Independiente
Estructura Teoria de Grupos| Gruposy Haces | Gy F Analitico, Constructiva
algebraica de y Haces Inductivo -
grupo y Haz Deductivo
abeliano.
Dependiente
La
Cohomologia Teoria de Cohomologia ) Analitico,
Local y el Cohomologfa Local Hy (F) Inductivo- |  Constructiva
Funtor Local y Funtorial Deductivo
Ext“ (-, F) .

Grafico 1 Tabla Operacionalizacion de Variables

Fuente : Elaboracion Propia.
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CAPITULO IV

DISENO METODOLOGICO

4.1  Tipoy disefio de la investigacion
4.1.1. Tipo de Investigacion

El tipo de investigacion (Estudio) es bésica, segun Alva Lucia Marin Villada
(2008), “También, llamada investigacion Pura, tedrica o dogmatica. Se caracteriza porque
parte de un marco teérico y permanece en €l; la finalidad radica en formular nuevas teorias
o modificar las existentes, en incrementar los conocimientos cientificos o filoséficos, pero

sin contrastarlos con ningin aspecto practico”.

Dado que es un estudio béasico teodrico, previamente se buscard aportar
conocimientos que permitan mejorar algunos detalles del marco teérico (Cohomologia
Local), haciendo una recoleccién y revision de material bibliografico especializado.

4.2  Método de investigacion
El método utilizado es demostrativo e Inductivo - deductivo

4.3. Poblacién y muestra

No aplica

4.4  Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion

Por ser un trabajo netamente “matematico” (Tedrico — abstracto); no se requiere
procedimientos especiales para la recoleccion de la informacion. Lo que se realiza es una
busqueda y revision bibliografica: (libros de especialidad, paginas web, papers, revistas

especializadas, etc.)

45  Analisis y Procesamiento de datos

No hay analisis y procesamiento de datos, por ser un trabajo no experimental. La
orientacion del proyecto, no es de inversion ni de impacto ambiental. El proyecto se ha
realizado luego de revisar abundante material bibliografico y de especialidad dentro del

area de geometria, topologiay algebra.

De esta manera iniciamos considerando categorias con suficientes inyectivos, para /:£L

luego presentar una secuencia de proposiciones y lemas relacionados a haces flacidos y
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aciclicos; asi como también la secuencia exacta de haces asociados y luego daremos una
aplicacion de la Cohomologia local, a preesquemas.
“Sean ¢@,¢'y ¢" tres categorias con suficientes inyectivos, y supongase que dados dos

funtores covariantes exactos a izquierda F:¢——¢' y G:¢@'—— ¢".Supdngase
ademas que F toma inyectivos sobre objetos G — aciclicos. Es decir si | es objeto inyectivo

en @, R“G(F(1))=0 para k > 0, donde R*G son los funtores derivado a derecha de G.
Entonces para cada xeObj(¢); existe una sucesion espectral relativa a los funtores

derivados a derechade F, Gy G o F.
RKG(R'F(X)) = R"(G - F)(X).
Con el propdsito de aplicar este teorema expuesto en el Informe anterior, y asi

deducir la existencia de la sucesion espectral, necesitamos mostrar que I', lleva haces

inyectivos sobre haces T" — aciclicos, pero por resultados también expuestos en el informe

anterior tenemos que cualquier inyectivo es flacido, T, (flacido) = flacido; y que

cualquier flacido es I'- aciclico. A continuacion exponemos; Tres aspectos teoricos y

fundamentales para la obtencion y/o prueba de los resultados propuestos.
Proposiciones y Lemas relacionados a Haces Flacidos y aciclicos.

Lema: Sea X un espacio topologico Z < X localmente cerrado, y sea Z'un cerrado en
X.ysea Z"=2Z —Z'entonces para cualquier haz abeliano F sobre X, existe una sucesion

exacta.

0——T,(F)—T,.(F)—T,.(F)

Ademas; si F es flacido; podemos escribir un cero = 0, también en el lado derecho.

Prueba.- Claramente podemos asumir que Z es cerrado en X. Entonces I',.(F)es el

conjunto de secciones globales de F con soporte en Z 'que claramente este contenido en

[, (F). Escribiendo V =V (Z")°en X, V es abiertoy Z"=Z NV es decir Z"es cerrado
en V. Entonces se tiene que F,.(F)={c e (V,F|, )tal que sop(c) = z"|claramente la

aplicacion restriccion natural.
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¢:F(X,F)—>F(V,F |V)
Induce una aplicacion @, : T, (X,F)——>T,.(X,F).

Ademas de decir que @, (o) =0; esto significa que oesceroen Z", es decir o tiene

soporte en Z', aqui nuestra sucesion es exacta.

Ahora si F es flacido, ¢ es suryectiva. Entonces para o eT,.(X,F), existe
o'eT'(X,F) restringiendo a c. Pero como V =C(Z)°, entonces debe tener soporte en

Z'yasi @, essuryectiva.

En lo que sigue escribiremos los funtores derivados a derecha de I', como

Ry (X,F)=H (X,F) (respectivamente de T, como R; (F)=Hj (F))

Proposicion (4.5.1). - Considerando Z,Z"'y Z"como en la del lema inmediato anterior

y sea F cualquier haz abeliano sobre X. Entonces existe sucesiones exactas cortas.
(B) 0—>T,(X,F)—>T,(X,F)—>T,.(X,F)—>R;.(X,F)—> R, (X, F) —.....

(B,) 0——T,.(F) r,(F) r,.(F)——RL(F) RL(F)—>....

Prueba.- La existencia de tales sucesiones exactas son obtenidas directamente por la

naturalidad del funtor derivado a derecha R* (+)-

Proposicion (4.5.2).- Sea Z un cerrado en X (Z cX ),y F cualquier haz abeliano en X.

Existen sucesiones exactas.

0—— T, (X,F)—>T(X,F)——T(X -Z,F)—R:(X,F) —>RY(X,F) —> R (X = Z,F )—.....(&)

y

0——T,(F)——>F— j.(F| X -Z)——>R}(F) A (2)

Donde R;"(F) =R} (F|X -Z)parak>0;

j: X—=Z <> Xeslainyeccion natural y j. es el funtor derivado imagen directa. /- A
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Prueba.- Tomando una resolucién inyectiva

L=(l,) de F:0 F > 1, >, —— 1, S entonces los |,todos son

flacidos pues basta recordar el lema: “Cualquier haz inyectivo en la categoria ¢(X), de

haces abelianos sobre X es flacido” y por el lema inmediato anterior tenemos una sucesion

exacta de complejos.

0——T,.(L) T,(L)——T,.(L)—>0

Similar para los funtores de haces: I",.,I', y I',..Estos complejos dan la sucesion exacta

descrita lineas arriba. Para la proposicion buscada, tomamos el caso particular donde Z =
X 'y escribimos Z por Z'.Note que I'y(F)=F, y I'y ,(F)=J.(F|X-2).Por

definicion de funtor imagen directa. I', es exacta, asi R (F)=0 para k >0,y

H;_Z(F):R;(HX—Z).

Proposicion (4.5.3).- Sea F un haz abeliano sobre X, son equivalentes las siguientes

condiciones:

(@) Fes flacido
(b) Para todo subespacio localmente cerrado Y de Xy para todo i > 0. Se tiene:
Ry (X,F)=0 y  R(F)=0

(c) Paratodo subespacio cerrado Y de X, R_j(x, F)=0

Demostracion.- (a) = (b) supongase F flacido, e Y < X localmente cerrado. Sea V < X
un conjunto abierto e Y como un subconjunto cerrado. Entonces F|v es flacido, asi

aplicando la formula de escision "Ry (X, F) = RS (V,F|,)"

Podemos asumir que V = X; es decir Y es cerrado en X, usando la proposicion inmediata
anterior y observando que R'(X,F)=R'(X -Y,F)=0parai >0, puesto que F es flacido,
nosotros encontramos que Hiy(X, F)=0 para i>2 y

[(X,F)—>T(X-Y,F)—>H;(X,F)——0 por la definicion de flacidad,

también R;(X,F)=0.Para cualquier abierto U < X,F|U es también abierto, asi /

H;mu (U F ) =0 para i > 0. Recordar “Sea X un espacio topoldgico, Z un subespacio
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localmente cerrado, y F un haz abeliano de X. Para cada k >0, R} (F) es el haz asociado

al Prehaz. U ——HJX_ (U,F|,)". Entonces usando este resultado al pasar para haces

asociados, encontramos que H, (F) =0, parai> 0.
(b) = (c): Es inmediato, pues R; (X,F)=0en particular Ri(X, F)=0.

(c) = (a): De la definicion de flacidad y la sucesion exacta, para cualquier cerrado Y se

tiene:
F(X,F)—>F(X —Y,F)—>R$(X,F)

Proposicion (4.5.4).- Sea Y un subconjunto cerrado de X. Sea V = X — Y, sea F un haz
abeliano sobre X, y sea n — un nimero entero. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(@) R, (F)=0 paratodo i<n

(b) Par todo subconjunto abierto U de X, la aplicacion o, :H'(U,F)——>H'(U NV, F)

es inyectivo para i = 0y es un isomorfismo para todo i < n.

Prueba: (a) = (b) : Puesto que la condicion (a) es de naturaleza local, esto sera suficiente

para probar (b) en el caso donde U = X.
Asi que debemos mostrar que la aplicacion.
a :R'(X,F)—>R(X -Y,F)
Es inyectiva para i = 0, y un isomorfismo para i < n. Usando las sucesiones exactas

(&) Y (&), esto sera suficiente para mostrar que H, (X,F)=0para i <n. Pero por el

resultado : “Si Z es localmente cerrado en X, para cualquier F existe una sucesion

espectral. EJ =R"(X,HJ(F)) = HJ(X,F)". Se tiene que existe una sucesion espectral
EX =R"(X,R/(F))= H, (X,F); ya que por hipétesis H)(F) =0 para j<n.De aqui

se sigue que H, (X,F)=0parai<n.
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(b) = (a) : Nuestra hipotesis claramente asegura que H,_, (U, F |,)=0para cualquier
abierto U, y parai=0 e i <n. El Unico caso que resta es cuando i = n > 0, entonces para
cada U, tenemos:

R”’l(U,F)—~>R”’1(U NV,F)—R} , (U,F)—>R"(U,F) Q)

Sucesion Exacta de Haces Asociados

La sucesion exacta (1), conmuta con los homomorfismos restriccion a medida que

pasamos de un abierto U a otro, da lugar a una secuencia exacta asociada de haces. Pero

el haz asociado al Prehaz U \AWA——R" (U, F)es nulo, puesto que n > 0, de este modo

se tiene.
R"(F)——R"'j.(F|V)——>R}(F)——>0 la cual muestra que: R/(F)=0

Proposicion (4.5.5).- Sea X un espacio de Zariski n—dimensional, sea Y un subconjunto

localmente cerrado de X, y sea F cualquier haz abeliano sobre X, entonces para todo i >

n, Ry (X,F)=0,y R/(F)=0.

Prueba. - Obsérvese que R (X,F)=0parai> 0y F flacido “Pues basta recordar que: si

F es un haz abeliano sobre X, entonces F es flacido si y solo si R} (X,F)=0 :BiY (F),
para todo i > 0 y para todo subespacio localmente cerrado Y de X, y que el funtor I',
conmuta con limites directos y sumas directas finitas. Cualquier subconjunto abierto

U < X es nuevamente un espacio de Zariski n — dimensional; asi Y, , (U,F |U) =0 para

i > n pasando para haces asociados se obtiene que R} (X,F)=0 parai>n.

Observacion (4.5.1). — Para espacios topoldgicos adecuados en la cual la cohomologia
de haces estd de acuerdo con la cohomologia singular (Es decir: Para compacto y
localmente contractible); uno puede interpretar los grupos de cohomologia definido
anteriormente en términos de la cohomologia relativa. Para ser preciso; sea Y un cerrado

en Xy sea G un grupo abeliano (respectivamente el haz constante G sobre X) entonces:

R, (X,G)=R'(X,X -Y;G)
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Donde la expresién derecha es cohomologia singular de X relativo a X\Y con
coeficientes en G, esto es un isomorfismo funtorial canonico, compatible con la sucesion

exacta usual.

Ejemplo (4.5.1).- Sea X un espacio topoldgico X, Y un subconjunto cerrado de X, de

modo que X se ve localmente como: Y x R¥; esto es, tal que para cada y €Y, existe una

vecindad V en “y” en X, tal que el Par: (Y NV,V)es homeomorfico a

(Y nVx{0},Y nVXR").

Nosotros consideremos la cohomologia de haces R, (X,Z), este haz tendra soporte en Y,

y nosotros podemos calcular esto de manera local, sobre un abierto V, tal como arriba.

o (Rk Z)_ 0si i=k
AT 7 s i=k

(Uno puede calcular esto por métodos topoldgicos ordinarios via la observacién anterior:

el Par (R*,R"—{0})es del mismo tipo de homotopia como el par: (R*,S"*), asi

tenemos:

..... — R (RS, Z)—> RS, 2)— Ry, (R, Z)—> R (R, Z)—>.....

Nosotros sabemos: R'(RR‘,Z)=0parai>0,y

. 0,para i #k-1
R'(S*"Z)= P
Z. , en otro caso.

Por lo tanto el haz R (X ,Z)es localmente isomérfico a Z , a lo largo de Y. Llamamos

este haz T,,., el haz de enteros de Y en X. La sucesion espectral

R*(X,R}(F)) = E; = Ry (X, F),degenera, puesto que R, (X,Z)# 0 solo cuando i=
d, y nosotros encontramos R, (X,Z)=R"™(X,T, ,)=R™(Y,T, ) puesto que T, , es

concentrado en Y, sustituyendo en las sucesiones exactas (Ro) y (131) se tiene:
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Por tanto el resultado.

Aplicacién de la Cohomologia Local a Preesquemas

En esta seccidn aplicamos las nociones de cohomologia local, para el caso donde nuestro
espacio topoldgico X es un preesquema. Primero estudiaremos el caso de un esquema
afin mostrando como calcular la conomologia local de grupos y haces en funcion de los
funtores “Ext”. Estos resultados estan muy relacionados o cercanos a teoremas de serre,

relativo a la cohomologia de haces sobre espacio proyectivo.

Proposicion (4.5.6).- Sea X un preesquema, con estructura de haz O, ,ysea¥Y =V U

un subconjunto localmente cerrado, donde U y V son abiertos. Asimase que las
aplicaciones inyeccion de U y V en X son inversiones cuasi — compactas (esto siempre

seré cierto si X es localmente Noetheriano).

Si F es haz cuasi — coherente de O, - mddulo, entonces los haces Ry (F) son haces cuasi

— coherentes de O, - modulo, para todo n>0.

Prueba.- Por resultados tenemos sucesiones exactas de haces.

Sobre cualquier preesquema. Puesto que: el nucleo y conucleo de un homomorfismo de
haces cuasi — coherentes son cuasi — coherentes, y puesto que una extension de un haz

cuasi — coherente por otro es cuasi coherente, esto sera suficiente para mostrar que los

haces R} (F) y R/ (F)son cuasi — coherentes. Nosotros tenemos que si U es abierto en

X,y j:U—— Xes la inyeccion natural, entonces el haz R} (F)es solo R"J.(F |U).

Debido a que F|u es un haz cuasi — coherente sobre U. Y puesto que una inmersion es
separada, entonces nuestra proposicion resultara del siguiente teorema, conocido dentro

del algebra homoldgico.
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Teorema (4.5.1): Sea f: X ——Y un morfismo separado cuasi — compacto de pre
esquemas, y sea F un haz cuasi — coherente sobre X, entonces las imagenes directas mas

altos R"f,(F) de F son todos cuasi — coherentes sobre Y.

Demostracién: (Ver: Robin Hartshorne; Residuos and duality)

Proposicion (4.5.7).- Sea X = Spec (A) un haz afin, y sea Y un subconjunto cerrado de

X, entonces para cualquier haz cuasi — coherente F sobre X, y para cualquier i >0 H, (F)

es el haz asociado al A —modulo H, (X, F). Ademas, existe una sucesion exacta, corta.

0——>Ry(X,F)——R°(X,F)—>R(X -Y,F)—R; (X,F)——0
Y existen isomorfismos

RC(X =Y, F) = R¢?, K>0

Prueba.- Para la primera afirmacion, aplicamos el resultado siguiente: “Si Y es localmente

cerrado en X, para cualquier F existe una sucesion espectral.
R*(X,R/(F))=E;’ = R/(X,F)

Por tal resultado, nosotros sabemos que los haces R} (F) son cuasi — coherente. Por lo

tanto, X es affin, E;9 =0 para k > 0. Asi que nuestra sucesion espectral permite obtener

el isomorfismo:
RV (X, F)=Re(X,HJ(F))
En otras palabras H, (F)es el haz asociado de los A — modulos R} (X, F).
La segunda afirmacion se sigue directamente de las sucesiones exactas:
0——T,(X,F)—>T(X,F)—>T(X-Z,F)—>H(X,F)—> HY(X,F)——> H(X - Z,F)

y

0—>I,(F)—>F— j.(F(X -Z)—>R;(F)——0

Ya que para X affin; los grupos R* (X,F) =0 para k > 0.
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Ahora procederemos a detallar el estudio de la cohomologia local de un esquema afin.

Ya que la cohomologia de haces H; (F) =R/ (F). Como puede observarse en adelante,

escribiremos: H"(-) en lugar de R*(-)

Definicién (4.5.1).- Sea K° un complejo de A —mddulos, n e Z. Entonces K [n] denota

€ .99,

el complejo K° con cambio “n”; es decir el Complejo con modulos [KO[n]]i =KK™y
diferencial (-1)",.

Supdngase que K° y L° son complejos de R — mddulos. Su producto tensorial es el

complejo K°®, L°, con (K°®, L°)"'= @ K'®, L, y los diferenciales A — lineales

i+j=n

definidos sobre un elemento k®1eK'®, L'es o(k®1) =0, (k)®I +(-1)'k ®2o,(1).

El complejo de homomorfismos de K° en L° es el complejo Hom,(K®°,L°) consistente
de los modulos Hom,(K°,L°)" =[THom,(K' L"),y diferenciales A — lineales.

Definida sobre un elemento f e Hom, (K®,L°)"por &(f)=0, o f —(-1)"f <9,.

Definicién.- (Filtraciones y anillos graduados asociados) (4.5.2)

Sea C un semigrupo conmutativo con identidad elemento “0”. Un anillo A es C-graduado

si A=® R como un grupo abeliano y RR; =R

A para cada i, ] € C.Cuando A es un

i+
algebra sobre un cuerpo K; asumimos que la descomposicion de la suma directa es uno

de los K-espacios vectoriales.

Un A — modulo M es graduado si M = @3 M; con R.M; c M, ;. Notese que R,es un

subanillo de A, y cada M, es un R, —mddulo.

Ejemplo (4.5.2).- Sea A=K[Xx,,....,X,] un anillo de polinomios sobre un campo K. La
Calificacion Estandad sobre A es aquel donde grad(x;) =1. Para cada i. La clasificacion

fina es la N" — clasificacion donde grad(x; ) es la i — ésima base vectorial en N".
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Ejemplo (4.5.3).- Sea A un C-algebra graduada sobre un campo K. la n-ésima potencia

tensorial de A sobre K, denotada por R®", es también C-graduada con

(R®n)i =j+;j _1<Rj1 B e @, Rjn)para ieN.

Definicidn (4.5.3).— e Sea A un anillo. Una filtracion creciente sobre A es una familia

7= {Fi }izo de subgrupos aditivos de A satisfaciendo las condiciones siguientes:

)] Fck,

para cada i

iy FF,cF

i+]

para cada i, j y el elemento identidad de R se encuentraen F,.

e La filtracion es exhaustiva si U F, = A similarmente uno tiene la nocion de una
I

filtracion decreciente, y se dice que la filtracion es separada si ﬂ Fi= {0}

Observacion (4.5.1).- Convenientemente pongamos F, =0, parai <0, si 7 :{Fi}i es
una filtracion crecientey F, = A parai<0cuando 7 ={F }. esunafiltracion decreciente.

Si A es un algebra sobre un campo K, los F, deberian ser K-espacios vectoriales.

Ejemplo (4.5.4).- Si A es N-graduado, F :ZRJ. define una filtracion exhaustiva

j<i

creciente de A. Ahorasi F, =) R, entonces 7 = {F,}, define una filtracién decreciente

j<i
separada.
(2) Cada ideal bilatero I en un anillo A genera o produce una filtracion decreciente {I‘}

Ilamada la filtracion I-adica. Esta es precisamente separada cuando ﬂ I'= {0} :

Definicion (4.5.4). - Sea A un anilloy sea 7 = {F.}i una filtracion creciente. El anillo

graduado asociado con respecto a 7 es un grupo asociado abeliano. Esto es:

=
r-(A)=0—
gre (A) oF.
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Con una estructura N - graduada dada por la multiplicacion canonica. Si 7 es una

L : F

filtracion decreciente, nosotros establecemos que gr- (R) = @F—' :
1

i-1

Definicién (4.5.5).- Sea 7 = {Fi }ieZ una filtracion creciente sobre A. Una filtracion sobre

un A —mddulo M es una familia G = {Gi }ieZ de subgrupos aditivos satisfaciendo:

1) G, cG,, paracadai,y G, =0parai <0.

i+1

2) F.G,cG, paracadai,j.

i+]

Diremos que G es exhaustiva si UGi =M.

Uno construye un modulo graduado asociado 4, (M )de modo 0 manera obvia.

Proposicion (4.5.8).- Sea 7 una filtracion exhaustiva creciente sobre A tal que el anillo

G, (A) es Noetheriano y sea M un A — médulo. Si existe una filtracién exhaustiva G

sobre M con 4, (M)un &,_(A) - médulo Noetheriano entonces este es inducido por 7.

Ademas si G es una filtracion exhaustiva sobre M, existe un entero kK talque G, < G

K+i

para cada i.

Prueba.- Sean m;,m,,.....,m, elementos en M cuyas imagenes generan gr; (M) como un
gr. (A)—modulo, establezcamos K para ser el grado de la imagen de m; en gr; (M).

El resto de la prueba es rutinario.

Nota.- Cuando tenemos un solo elemento de un anillo; hay un complejo que

inherentemente puede ser construido, este es el llamado complejo de Koszul.

Definicién (4.5.6).- Sea R un anillo, x € A.El Complejo de Koszul sobre x (o complejo

de Koszul en X), denotado por K°(x, A), es el complejo.

0 >A—— A >0

Con A en grado -1 y 0. Supongamos que tenemos una sucesiéon dada de elementos.
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X =X,....X; €n A. Entonces el Complejo de Koszul en X es el complejo (Producto

Tensorial) denotado y definido como:
Ko(X, A) = K°(x,A)®, .....®, K°(x4; A).

El médulo no cero en este complejo estan ubicados en grados : -d a 0. Note que, bajo un

isomorfismo de Complejos, K°(¥, A) es independiente del orden de los elementos de
Ejemplo (4.5.5).- Sean x, x'e A.El Complejo de Koszul en x y x'son:

0 >sSA— > A >0; y

0 sA—X S A >0

Grafico 2 Representacion secuencial del Complejo de Kozul

Fuente: Elaboracion Propia
Su producto tensorial K°(x,y; A)es el complejo

X'

0— A H s AXA— LD A 50

Donde los tres modulos no ceros estan en grados -2, -1y 0. Observe que K°(x,y, A) es

claramente un complejo.

Definicion (4.5.7).- Sea X =X,,....,X; una sucesion de elementos en Ay M un A —

maédulo. EI Complejo de Koszul de x sobre M es el Complejo.
Ke(X,M)=Ke(x; A)®, M.
La cohomologia Koszul de x sobre Mes H' (X;M )=H’(K°(X;M)) para j e Z.

Ejemplo (4.5.8).- Sea x un elemento de un anillo A, y sea M un A — modulo, los

“pequenos” complejos de Koszul K°(X; M) calcula la cohomologia de Koszul trivial en

este caso.

48



Ahora sea A un anillo conmutativo y sea f un elemento de A. Denotemos por K(f) el
complejo de A — modulos definido como sigue: Los mddulos son:

K(f)=k,(f)=A k(f)=0 para i > 1 y la aplicacion d:k (f)——k,(f) es

multiplicacién por f.

Si f=(fy,....., f,)esunafamilia finita de elementos de A, y si M es un A- mddulo, entonces
denotaremos por K.(f;M)el complejo homoldgico K( f,)®,....®, K(f,)®, M; donde

M es considerado como un complejo concentrado en grado cero.

De otro lado denotemos por k *( ;M ) el Complejo Cohomoldgico Hom, (k* (f:A),M )

La homologia y cohomologia de estos complejos seran denotados por:
H.(f;M)y H*(f;M), respectivamente.

Simy nson dos nimeros enteros positivos tal que n > m; entonces existe una aplicacion

natural de los Complejos de Koszul.
K(f")—K(f")
Definido como sigue: en grado cero esto es la aplicacion identidad de A, y en grado uno

este es la multiplicacién por f"™.Uno extiende esta definicion en forma trivial u obvia

para dar aplicaciones de los Complejos de Koszul de n — elementos de A con respecto a
un modulo M, y por consiguiente también aplicaciones de la homologia y cohomologia

de estos complejos como sigue:

Pongamos: " =(f",..., f;"):
K.(f"M)—K.(1"M)
H.(f"M)—H.(f™M)

y
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K*(i”;M)—)K*(fm;M)
H*(i”;M)—)H*(i;M)

Gréfico 3 Secuencias inducidas de Aplicaciones Naturales de los Complejos de Kozul

Fuente: Elaboracion propia

Asi en el primer caso tenemos sistema inverso de Complejos y grupos de homologia; en
el segundo caso tenemos sistemas directos de complejos y grupos de Cohomologia.

Proposicion (4.5.9).- Sea A un anillo conmutativo con espectro primo X; sea

f= ( fl, fm) una sucesion de elementos de A, y sea la variedad del ideal generado por
Yc X; sea M un A — modulo. Entonces existe un isomorfismo de funtores
cohomolagicos (i >0)

lim H‘(im;M)z HI(X,M)

—
m

Prueba.- (Ver: Robin Hartshorne; Residues and duality. Pag. 302).

Observacion (4.5.2).- La prueba de la proposicion anterior permite observar resultados

que se descifran como:

Primero.- Permite interpretar el limite directo de la cohomologia de Koszul en términos
de la cohomologia de Cech, para simplificar la notacion definimos H!(M). Como

limH'(£";M).

m

Si 7 es una coleccion de conjuntos abiertos de X, y si F es un haz sobre X, denotamos por

H'(z,F)la i — ésima cohomologia de grupos de Cech del espacio X con respecto a la

familia de conjuntos abiertos %, y con coeficientes en el haz F.

Segundo.- Si X =Spec(A)={P c A:P—ideal primof; y si f=(f,..,f) es una

LEEETRE I

familia finita de elementos de A, entonces denotamos por 7, la familia de conjuntos
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abiertos (%), i=1, ....,n donde 7%, es el complemento en X de la variedad del ideal

generado por f..

Proposicion (4.5.10).- Con las hipétesis de la proposicion inmediata anterior y con las

notaciones antes dadas, existe una sucesion exacta.
0——H(M)——M AN O(zi,m)—m_i(lvl)—m

Donde « es la aplicacién restriccion natural y existen isomorfismos.
H‘(%,M);H}”(M) parai> 0.

Ademas, la sucesién exacta e isomorfismos son funtoriales en M.

Prueba.- La demostracion de esta proposicion es elemental mostramos explicitamente que

el complejo C*(%f,l\ﬂ) de cocadenas de Coech de 7, con coeficientes en M es

canonicamente isomorfico al limite directo K; (M) de los Complejos cohomoldgicos de

Koszul K*(f™; M), pero con dimensiones mayores que uno. Es decir existe un diagrama

conmutativo.

O—)K_?(M )—)ﬁ(M )—)K_f(M ) — .

|-

Ahora desde que el limite directo es un funtor exacto, uno puede calcular H} (M) como

1

I

la cohomologia del Complejo K; (M), y uno encuentra la sucesion exacta y los

isomorfismos requeridos.
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Proposicion (4.5.11).- Sea X un esquema, Y 7 — un cubrimiento de X por subesquemas
afines abiertos, y sea F un esquema casi — coherente en X. entonces existe un isomorfismo

de funtores cohomolégicos (i >0)

H'(%,F)=R'(X,F)
Donde R'(X, F)denota el i — ésimo funtor derivado del T - funtor de la categoria de todo
haz abeliano en X.

Demostracién.- Es rutinario, siguiendo la definicién de esquema y cubrimiento de la

misma.
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CAPITULO V

5.1. Resultados Descriptivos

Los limites directos y los limites inversos de espacios topoldgicos son
frecuentemente utilizados en Topologia Moderna. En general en teoria de categorias, la
nocion abstracta de limite, engloba o captura las propiedades fundamentales de las
construcciones universales como por ejemplo los productos y los propios limites inversos;
mientras que su dual como es el colimite generaliza construcciones como por ejemplo:

Uniones disjuntas, sumas fibradas, productos fibrados y limites directos.

Los limites y colimites vistos como objetos duales existen a un gran nivel de
abstraccion es asi que empezamos este capitulo estudiando previamente producto,
productos fibrados, ecualizadores y sus respectivos duales de cada uno de estos objetos.

Nuestro objetivo serd mostrar que si A es un anillo Noetheriano, entonces los

funtores H, (M )para i > 0, son funtores derivados del funtor H;(M) en la categoria de

A modulos. Este es la misma cosa; es decir si M es un A-mddulo inyectivo, entonces

H,(M)=0parai>0.

(A) ESTUDIO DEL LIMITE DIRECTO DE COHOMOLOGIA LOCAL
Empezamos estudiando el Limite directo de cohomologia local y el isomorfismo

entre Hy(F) y lim ExtEQ); asi como también codimensién cohomoldgica y grupos de

cohomologia local. Previamente recordaremos las definiciones de sistema inverso y

sistema directo.
Definicidn (Sistema Inverso) (5.1.1)
Sea ¢ una categoriay sea A un conjunto parcialmente ordenado. Un sistema inverso en ¢

es un par ordenado ((Ei) () ) abreviadamente {E;,¢/}; donde 7 ={E }, , esuna

ieA ! i<j
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familia indexada de objetos en ¢ i.e. E eObj(é) para todo i€ A; mientras que

#={p) :\E;——E }i< | es una familia indexada de morfismos verificando:

1. ¢ =1 paratodo icA

2. ¢f =¢)op| paratodo i< j<k
Definicion (Sistema Directo) (5.1.2).
Sea ¢ una categoria y sea A un conjunto parcialmente ordenado. Un sistema directo en ¢
es una pareja ordenada [(Ei )i (51' )isj:| abreviadamente {Ei,5;} donde 7 ={E;} _, es
una familia indexada de objetos en ¢, i.e. E, €Obj(¢) para todo i< A; mientras que

#={5:E,——E,}i< | esunafamilia indexada de morfismos verificando:

1. & =1 paratodo ieA

2. 5,=6)05;, paratodo i< j<k

Definicion (5.1.3).- Sea {G,} un sistema inverso de grupos abelianos. Nosotros

neNg

diremos que este sistema es esencialmente cero si para cada n>0 existe n' con n'>n tal

que la aplicacion ¢ :G,. ——G, es nula.

Observacion (5.1.1).- 1. Si {Gn}n . s un sistema inverso esencialmente cero, entonces
&lNo

el limite inverso correspondiente también es cero, es decir lim G, =0. El reciproco es

falso.

2. Sea la sucesion exacta corta de sistemas inversos
0—(G,)—(G,)—>(G,)—0
entonces (G, ) es esencialmente cero siy solosi (G, ) y (G; )son esencialmente cero.

Proposicion (5.1.1): Sea R un anillo conmutativo. Y sea 7 = { fl fn} cR,yseai>0

un namero entero. Entonces son equivalentes los enunciados siguientes.
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1. HiZ(M)=O, para todo A-modulo inyectivo M.

2. (Hi (7”; A)) es un sistema inverso esencialmente cero.
- nx1

Demostracion.- Por definicion de funtor derivado en términos de limite directo obtenemos.
HL (M) =lim H'(Z";M)

7
m

Ahora si M es un A — modulo, entonces el funtor Hom ( , M) es exacto; de aqui esto

conmuta al pasar a homologia, y asi tenemos el isomorfismo:
H (7™M )= HomA(Hi (7™ A), M)

De otro lado si (Hi (zm; A)) es esencialmente cero entonces para cada m e N existe

meN

m'>m tal que H' (zm; M )—> H: (zm'; M ) , es cero, y en consecuencia el limite directo

H., (M) de estos médulos también es cero.

Reciprocamente si H. (M) =0 para todo A — médulo inyectivo M. Dado m e Z", podemos
considerar H, (z"; A) en un médulo inyectivo M. Sea a HomA(Hi (Zm; A)) = H (Zm; M)
la aplicacion inclusion. Si el limite directo H_, (M ) es cero, entonces existe m'>m tal que la

imagen de "a" en H' (Z”"; M )es cero; en otras palabras; tal que la aplicacién composicion.
H, (2™ A)—H, (2" A)|—>M
Es cero, y como "a" es inyectivo, se sigue que H, (Zm'; A) =0.

Proposicion (5.1.2).- Sea A un anillo Noetheriano y sea 7 = { flren fn} una familia finita

de elementos de A, y sea N un A — mddulo de tipo finito, entonces el sistema de A —

modulos.

(H(="N)),..

Es esencialmente cero para i > 0.
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(Y34

Demostracion.- Procediendo por induccion sobre “n

“ 2

Supongamos primero para n = 1. Entonces el tinico valor de “i” a considerar es para: i =1,

de donde se observa inmediatamente que Hl(7m; N ) =N, el cual el submédulo de N que

consiste de elementos anulados por #™ . La aplicacion p:N_.——N_., para m'>m, es

.I: m'—-m

multiplicacién por . Ahora los submodulos N, de N forma una sucesion creciente
estacionaria, puesto que A es anillo Noetheriano y N es de tipo finito. En otras palabras,
existe un m, e N tal que f™ anula todos los mddulos N . Por consiguiente, si “m” es
dadoy m'=m+m,, laaplicacion pu:N_.—— N_ es multiplicacion por f™; es decir es

la aplicacion cero. De aqui el sistema inductivo (Nm), es esencialmente cero.

Ahora sea neZ tal que n>2; y supongamos que el resultado es probado para toda

sucesion de elementos menores que n, y para todo modulo N de tipo finito; sea

g={f,..., f,_,} entonces paracada i>0 existe unasucesion exacta de la forma siguiente:

0—>H( H, (¢ N))—)Hi(f N)—)H( H (2" N)) —0

Para mostrar que el sistema del Centro es esencialmente cero, sera suficiente tener en
consideracion la observacion inmediata anterior (parte 2). Ahora para mostrar que los dos
sistemas (izquierda y derecha) que estan fuera del centro sean sistemas esencialmente cero
se obtendréa del hecho que la sucesion es exacta. A la izquierda, factorizamos la aplicacion

del sistema inverso como sigue: (donde m'>m).

Ho (" H (47N ))—> "H (47:N))

o734, (27:N))

Figura 8 Triangulo mostrando la Factorizacion de sistemas esencialmente nulos de lado izquierdo.

Fuente : Elaboracion propia
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Por hipdtesis inductiva, el sistema inverso (Hi (gm; N)) es esencialmente cero

m

para i >0, por consiguiente, cuando m' es suficientemente grande mayor que m (m'>> m)

, entonces la aplicacion « sera igual a cero (a=0) y de aqui también Roa. Por

consiguiente el sistema inverso de la parte superior del gréafico es esencialmente cero.

Ahora realizamos una factorizacion similar del sistema inverso del lado derecho.

Hy (17 (475N} My (175 (27N))

Q

Hy (73 H (275N
Figura 9 Triangulo de Factorizacidn del sistemas inverso del lado izquierdo.

Fuente : Elaboracion propia

Para i, m y N dados; el mddulo Hi_l(zm; N) es de tipo finito, por consiguiente

aplicando hipétesis inductiva a estos médulos, y a los elementos f, € A, encontramos que
para m' suficientemente grande mayor que m(m'>m), la aplicacién B es cero. De aqui

Boa =0; y de este modo ¢ el sistema inverso de la parte inferior es también esencialmente

Cero.

Observacion (5.1.2).- De las dos proposiciones anteriores se infiere el siguiente resultado.

“Sea A un anillo Noetheriano, sea Z ={f,,...., f,} = A y sea M un A — médulo inyectivo,

entonces H; (M) =0 parai> 0.

Proposicion (5.1.3).- Sea A un anillo Noetheriano con espectro primo X, y sea M un A —

médulo inyectivo, entonces el haz M de X es un haz flacido.

Demostracion.- Para mostrar que M es flacido, mostraremos que para cualquier cerrado

Z < X laaplicacion y:M ——T(X —Z,M) es suryectiva. Para lo cual consideremos

f,,.... f, generadores para el ideal Z. Entonces X — Z es la union de conjuntos abiertos de 7
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la familia U, definido y/o considerado anteriormente, y de la definicion de la
cohomologia de Cech se sigue que F(X -Z,M ) = H°(UZ, M ); y de este modo existe una
sucesion exacta M —“—>T'(X =Z,M)=H} (M)——0 pero H}(M)=0para M, A -
modulo inyectivo, y asi a - es suryectivo.

Observacion (5.1.3.).- Usando resultados de la estructura de modulos inyectivos sobre

anillos Noetherianos, se puede mostrar el corolario directamente como sigue: Un A —

madulo inyectivo sobre un anillo Noetheriano A es suma directa de capsulas inyectivas |,

de clases de campos residuales K(p) de ideales primo de A. Como una suma directa de

haces flacidos es flacido, esto es suficiente para mostrar que fp es flacido para cada “p”.

Pero | es el limite directo de modulos Artinianos sobre el anillo local A, . De aqui fp es
un haz constante I, sobre el subconjunto cerrado V (p) de Spec (A) y cero fuera de él.

Como un haz constante sobre un espacio irreducible Noetheriano es flacido entonces se

sigue el resultado.

Ahora nosotros presentaremos el resultado central (o principal) de este proyecto; lo cual
consiste en relacionar la cohomologia local de grupos de un prehaz para un limite

directo de los funtores Ext%.

Sea X un prehaz, sea Z un subconjunto cerrado de X (Z c X) y sea F un haz cuasi

coherente de Ox — modulos, sea ¢ un haz cuasi — coherente de ideales definiendo Z y para
cada n>1sea O, = % Entonces O, es un haz concentrado sobre Z y para cada n existe
una inyeccién natural.

Hom,, (0,,F)— T, (X,F)
Para un homomorfismo de O, sobre F es determinado por la Imagen de la seccidn unitaria

de O, ; lo cual ser& una seccion de F con soporte en el cerrado Z. Ahora dejando que F varie

sobre la categoria de O, —maodulos.

De otro lado consideremos los funtores derivados Extgx (O,,F) de Hom, (O,,F),
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El funtor cohomolégico H. (X, F), lo cual primigeniamente no es un funtor derivado en

esta categoria. Teniendo una aplicacion de estos funtores para i = 0. Nosotros deducimos
para i > 0 por la propiedad universal de funtores derivados.

Extgx (0,,F)——H(X,F)

Como n — varia, estos funtores Ext’s forma un sistema directo mapeado sobre H, (X, F),

de esta manera existen homomorfismos.
Lim Extgx (0,,F)——H}(X,F)

Realizando estos homomorfismos localmente, y pasando a haces asociados obtenemos

homomorfismos de haces.

Lim Ext, (0,,F)——H}(F) (p.)

Nota.- A continuacion presentaremos el resultado central de este proyecto; que sera
demostrado luego de lemas y proposiciones auxiliares. Dicho resultado consiste en mostrar

que los haces:

H.(F) y Lim Ext, (O,,F)

Son isomorfos, cuando X es localmente Noetheriano y F cuasi — coherente. Mas aun cuando
X es Noetheriano también dichos haces son isomorfos.

Proposicion (5.1.4).- Sea X un prehaz; y sean F y G dos haces de O, — modulos y
supongase que G es inyectivo en la categoria de O, - mddulos, entonces Hom,, (F,G) es

un haz flacido.

Demostracion.- Afirmacion: Hom, (F,G)—— Hom,, (Fy; Gy)) es suryectivo donde U

u|’
es abierto en X. En efecto: Denotemos por F;, el Gnico haz cuya restricciona U es F, , el

cual es cero fuera de U. Entonces un homomorfismo ¢: F

v ——Gy, es el mismo como

un homomorfismo de F, en G. Puesto que F, c F, y G es inyectivo, entonces cualquier

homomorfismo extiende a un homomorfismo de F en G. Como dicho homomorfismo es-7
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suryectivo entonces por definicion y propiedades de flacitud, se tiene que Hom,, (ﬁu Gy )

es flacido.

Proposicion (5.1.5).- Sea X un prehaz, y sean F y G haces de O, — médulos. Entonces

existe una sucesion espectral.

Ext] (F,G) < EM =H P(x,mgx (F,G))

Demostracion: El funtor Hom, (F,G) se puede expresar como una composicion funtorial

del modo siguiente.

Hom, (F,G)=I"°Hom, (F,G),

Por la proposicion inmediata anterior Hom, (F,G) es considerado como un funtor en G,
tomando inyectivos sobre objetos I'— aciclicos. Por consiguiente, podemos aplicar el
resultado siguiente:

“Sean ¢,¢' ¢" tres categorias abelianas con suficientes inyectivos; y supongase que
F:¢——¢'yG:@'—— " son funtores covariantes exactos a izquierda supdngase

ademas que F toma inyectivos sobre objetivos G — aciclicos para p > 0, donde R"G son
funtores derivados a derecha de G, entonces para cada objeto X en ¢, existe una sucesion
espectral  relacionando los funtores derivados a derecha de F, G vy

GoF;R"(GoF)(x) < EM=R"G(RF(x)). Y de aqui claramente se obtiene el resultado.

Proposicion (5.1.6).- Sea X un espacio topologico Noetheriano, y sea (F) un sistema

directo de haces abelianos sobre X, entonces para cada p > 0, se tiene la siguiente igualdad.

Lim H” (X, F,) = H?(X, Lim Fi)

Demostracion.- Sea F = Lim Fi. Para calcular la conomologia de F y de los Fi; o hacemos
tomando resoluciones inyectivos R(Fi) de los Fi, en tal caso ellos forman un sistema

directo, y sea R(F) = Lim R(Fi) entonces R(F) es una resolucion de F por haces los cuales

son limites directos de inyectivos. Ahora usando la cuasi — compacidad de un espacio /- A

Noetheriano, uno puede encontrar que el funtor I'° conmuta con limites directos. Como el
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funtor limite directo es exacto, tenemos por consiguiente esto sera suficiente para mostrar
que cualquier limite directo de haces inyectivos es flacido, entonces podemos usar el
complejo R(F) para calcular la cohomologia de F. Ahora recordemos el resultado siguiente

“Cualquier haz inyectivo en la categoria de haces abelianos sobre X denotado por @(X) es
flacido”, entonces haciendo uso de dicho resultado cualquier haz inyectivo es flacido, y un
facil argumento usando el hecho de cuasi-compacidad, muestra que un limite directo de
haces flacidos sobre un espacio Noetheriano es flacido, y de este modo se tiene el resultado.
Observacion (5.1.4).- La proposicion inmediata anterior con la hipétesis de Notherianidad

es falso. En efecto consideremos (Z*,rd) (espacio topoldgico de los nimeros enteros

positivos con la topologia discreta). Sea Fi el haz, cuyo talloes Z paran>i yOpara n

< i. Aplica Fi en Fi+1 al anular el i — ésimo tallo, y dejando libre lo restante entonces

Lim F=0, pero Lim 1(F) = [ [| —— | =0

neN
< neN

Proposicion (5.1.7).- Sea A un anillo Noetheriano con espectro primo X i.e. spec(A) = X.
Sean M, N dos A — modulos y sea M de tipo finito. Entonces existen isomorfismos

funtoriales canonicos.

Ext, (M,N) =Ext, (M,N)
Donde el simbolo bigorita "~" denota el haz cuasi — coherente de X asociado al A —
maédulo dado.

Demostracion.- (1°) Para i = 0, el isomorfismo se sigue del hecho que Hom (M, N),

conmuta con la localizacion cuando M es de presentacion finita. Como M varia en la

categoria ¢, de madulos de tipo finito sobre A, Ext‘A(M ,N) es el iésimo funtor derivado
de Hom, (M, N). De aqui existen homomorfismos canénicos ( de funtores en M, de N

en la categoria de haces de O, —modulos).

Ext, (M,N) ——Ext, (M, N) *)
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Como A es Noetheriano, cada M € ¢, tiene una resolucion proyectiva generado por A —

maodulos libres finitos. De aqui para mostrar que (*) es un isomorfismo, necesitamos solo
mostrar que el lado derecho es cero cuando M = A", entonces ellos seran funtores

derivados. Como Extgx conmuta con sumas directas finitas, esto es suficiente para mostrar
que Ext, (A,I\]):Opara i>0. En efecto. Para cualquier O, — moédulo F,
Exts, (A,F):O, puesto que A=0, y Hom, (O,,F)=F es un funtor exacto en F.
(Recordar que Ext}Jx son definidos como funtores derivados en la categoria de
O, —madulos, con respecto a la segunda variable).

Teorema (Resultado Central) (5.1.1)

Si X es localmente Noetheriano, y F cuasi — coherente, entonces los homomorfismos.

lim Ext,, (O, F)——>H}(F)

Resultan ser isomorfismos. Si ademéas X es Noetheriano, entonces los homomorfismos

antes sefialados son también isomorfismos.

Prueba.- Obsérvese que debemos mostrar dos afirmaciones la primera es para el caso local

Noetheriano y la segunda es cuando X es Noetheriano.
Primera Afirmacion.- Ii_mmiOX (On, F);ﬂiY(F), para X localmente Noetheriano. En

efecto: Como X es localmente Noetheriano; podemos considerar que X es el espectro de
un anillo Noetheriano (i.e.: X = Spec (A); donde A es Noetheriano). Sea O=1 y F =N

entonces mostrariamos que:
. i A ~ i N
Il_m mox (I_nvNJ y ﬂY(N)

Son isomorfos, para lo cual recordemos la proposicion siguiente: “Sea X = Spec (A) un

esquema afin, sea Z < X cerrado. Entonces para cualquier haz cuasi — coherente F sobre
X, y para cualquier i>0, H}(F) es el haz asociado al A -médulo H, (X,F). Ademas,

existe una sucesién exacta.
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0——H,(X,F)—>H°(X,F)—>H(X -Z,F)——>H,(X,F)——0

Y existen isomorfismos H'(X —=Z,F)——H}*(X,F), i>0

Entonces usando este resultado, observamos que lim @‘ox [%N] = Hy(X,N)".

Ademas, usando la proposicién inmediata anterior. (i.e. @'A(M N) = @iox (|\7| : N),
donde M, N son dos A- modulos con A anillo Noetheriano) y notando que los limites

directos conmutan con la operacion "~" (tilde). Entonces nuestra prueba se reduce a

mostrar que los homomorfismos.
: (A Lo
MMA(F’NJ — HZ(X,N)

Resultan ser isomorfismos. Esto es un homomorfismo de funtores cohomoldgicos de la

categoria de A — modulos sobre si mismo. Para i = 0 los funtores son isomorficos

: . o A . ~ , . .

(i.e.: lim Ext, (I_”' Nj = H,(X,N)) suvalor comun empieza el conjunto de elementos
n

de N anulados por alguna potencia de I. parai >0y N inyectivo, ambos se anulan: El de la

izquierda desde que los Ext’s son funtores derivados; mientras que para el de la derecha;

bastard recordar los resultados siguientes”. (1) Para un anillo Noetheriano A con espectro

primo X, y sea M un A — médulo inyectivo entonces el haz M sobre X es flacido™.

(2) Si F es un haz abeliano de X. son equivalentes:

(i) F es flacido, (ii) Para todo subespacio cerrado Z ¢ X yparatodo i >0; H. (X, F) 0

y Hy(F)=0
(iii) Para todo subespacio cerrado Z = X , H; (X,F)=0.

Esto caracteriza a ambos funtores como funtores derivados; y de este modo ellos resultan

ser isomorficos.
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Segunda Afirmacion.- lim Ext, (O,,F)= Hy(F)

Para X noetheriano. En efecto: En este caso expresamos Ext},X (On, F) y H'(X,F) como

los pilares de sucesiones espectrales, usando los resultados: (1) Si Z < X es localmente

cerrado para cualquier F existe una sucesion espectral.

EJ(X,F) < EJ =H"(X,HJ(F))

Porlocual H” (X : F) para cualquier F nos referimos a funtores derivados a derecha del

funtor FAAMVN— T (F).

(2) Sea X un Prehaz, y sea F y G haces de O, —modulos. Entonces existe una sucesion

espectral.
ES, (F.G) < E}* =H" (X,Ext} (F,G))

Ahora uno observa que un limite directo de sucesiones espectrales es una sucesion
espectral, y que nosotros tenemos homomorfismos funtoriales de sucesiones espectrales,

lo cual produce el siguiente diagrama conmutativo.

EF =limH" (X, Ext{, (0,,G))——H" (X, Hi(F))=E°}"

| |

lim Ext}, (O,,F)—>H{(X,F)

Figura 10 : Rectangulo conmutativo, de secuencias espectrales

Fuente: Elaboracion propia

Para mostrar que los homomorfismos de los pilares es un isomorfismo, esto sera suficiente

para mostrar que los homomorfismos en términos de E)* son isomorfismos, lo cual se

sigue de los isomorfismos establecidos en el diagrama inmediato anterior, y teniendo en-#~

64



consideracion la igualdad siguiente. HF(X,lim Fi)=lim H"(X,Fi) para X espacio
topoldgico Noetheriano, p>0 con (F) un sistema directo de haces abeliano sobre X,

puesto que X es Noetheriano, y en consecuencia el resultado.

5.2.  Resultado Inferencial

El término Codimension es muy utilizado en gran numero, en un contexto
algebraico y geométrico para indicar la diferencia entre la dimension de ciertos objetos y
la dimension de un pequefio objeto contenido en si mismo. En funcion de espacios duales;
esto es bastante evidente porque afiaden dimensiones, el subespacio puede ser definido por
el anulamiento de un cierto nimero de funcionales lineales, lo cual si consideramos que
tales funcionales sean linealmente independiente, entonces su nimero es la Codimension.
Daremos un Teorema relacionando la nocién de profundidad a la cohomologia local de
grupos; para efectos recordamos algunas definiciones considerando un anillo conmutativo
A,y unideal | en A, de este modo tendremos la variedad V(I) formado por todos los
ideales primos de A conteniendo I. Con el propdsito de lograr de obtener un resultado
inferencial, exponemos o presentamos la definicion de variedad de un ideal; y

proposiciones relacionados.

Definicion (Variedad de un ideal) (5.2.1)

Sea A un anillo conmutativo, y sea | un ideal de A. la variedad de | se denota y define

como:

V() ={P c Aideal primo : | c P}.

Es facil mostrar que V(1) es un subconjunto cerrado de Spec(A).
Definicion (Soporte de un modulo) (5.2.2)

Sea N un A — médulo. El soporte de N es el conjunto de Ideales primos P de A, cuya

localizacion en P es no nula. Este conjunto se denota por Supp(N).
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Es decir: Supp (N) = {P ideal primo de A: N = 0 }. En este contexto definimos el conjunto
de ideales primos asociados del Modulo N. Esto son ideales primos P de A tal que N

contiene un submodulo N, isomorfico a % ; el cual se denota por: A (N). Es decir:

Ass(N):{P ideal primo de A:N o> N, con N, = %}

Definicién (5.2.3): Sea A un anillo conmutativo, M un A — mddulo. Una sucesion de

elementos: x,,...., X, € A se dice que es M —regular si paracadai=1,2, ....,n; X, NOes un

divisor de cero en el mé6dulo ———.
(X, Xig )M

Proposicion (5.2.1).- Sea A un anillo Noetheriano, IcA un ideal y N un A — médulo de

tipo finito, entonces son equivalentes los enunciados siguientes:

(1) Hom (M, N) = 0 para todo A — mddulo de tipo finito M, tal que supp (M) < V().
(2) Hom (M, N) = 0 para todo A — méddulo de tipo finito M, tal que supp (1) =M
(3) Primos no asociados de M contenidos en 1.

(4) Existe un elemento xe | tal que x es N - regular.

Demostracién.- Para una ilustrativa y didactica prueba de este resultado; consideremos el

resultado siguiente: "R,": Si M, N son dos modulos de tipo finito sobre un anillo

Noetheriano A, entonces Ass(Hom(M, N))=Supp(M)Ass(M)".

En efecto.- Usando hechos conocidos de médulos primos asociados, de tipo finito sobre

anillos Noetherianos, tenemos:

Ass (Hom (M, N)) < Supp (Hom (M, N)) < Supp (M)

Ademas, si nosotros expresamos M como un cociente de un médulo libre.
Al\—sM—0

Aplicando el funtor Hom (e, N) tenemos:

0——>Hom(M,N)——>Hom(A",N)=N", de aqui obtenemos:
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Ass(Hom(M,N)) < Ass(N")=Ass(M ). Asi tenemos la inclusion:

Ass(Hom(M,N)) < Supp(M) " Ass(M)

Para el reciproco, consideremos un ideal primo P de A en la interseccion de Supp(M) y

Ass(N). Como PeAss(N), existe N, <M (submédulo) tal que N, es isomorfo al

cociente % También P e Supp(M), entonces el soporte de lM alcanza ser todo el
p

Spec (%) Particularmente : piM tiene rango positivo y siendo P — ideal primo; el anillo

% es un dominio entero; de aqui entonces se tiene que existe en % un maédulo cociente
M " el cual es libre Torsion de rango uno sobre dicho dominio entero % , por consiguiente

M'= % Asi existe una inyeccion M'——N, , y nosotros podemos definir

¢ € Hom(M, N) para ser la composicion de los siguientes homomorfismos.

M > >M ' N, N
pM

Por nuestra construccién, el submaodulo (¢5> de Hom (M, N) es isomorfico a %; asi

P e Ass(Hom(M,N)).

Ahora Probaremos la proposicion (enunciados equivalentes).

(1) = (1"): Por hipétesis se cumple para todo A — mdédulo de tipo finito, en particular para
alguno, por tanto el resultado.

(1) = (1) : Por hipotesis Hom (M, N) = 0, para algtin A — mddulo de tipo finito M y Supp
(M) = V() entonces por el resultado "R,"; V(1) " Ass(N) = Ass(Hom(M,N)) =¢ y asi el
primo asociado de M contiene I.

(2) = (1): Si Supp (N) < V(I), entonces haciendo uso nuevamente de "R," se tiene:
Ass(Hom(M,N)) cV (1) nAss(M) =¢ esto es por hipotesis de este modo: Hom (M, N)
=0.
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(2) = (3): Sean {P.}j_1 una familia de primos asociados de M. Entonces decir que

n
ninguno de los primos P, contiene a I, es lo mismo para decir su union U P, no contiene
j=1

I, lo cual es el mismo como para decir que existe un elemento x el que esta en ninguno

de los P;; pero decir que un elemento x €A es N — regular, es lo mismo decir que esta en

ninguno de los P;. Por tanto el resultado.

Teorema (5.2.1).- Sean A un anillo Noetheriano, | un ideal de A, M un A- médulo de tipo

finitoy neZ (nUmero entero). Son equivalentes:

(1) Extf(M,N)=0 paratodo A —mddulo M de tipo finito tal que: Supp(N) < (), y para

todo entero k < n.

(1) Exti(M,N)=0 para algin A — mddulo M de tipo finito tal que: Supp(N) = V(l), y

para todo entero k < n.
(2) Existen elementos: X,,.....,X, € I formando una sucesion N — regular.

Demostracion: (1) = (1’) : Esta implicacion es inmediata, puesto que Exti(M,N)=0,

para todo A — modulo N de tipo finito esto implica de manera particular para algin A —

modulo N.

(1) = (1): Procediendo por induccion sobre “n”. Si n < 0 no hay nada que demostrar.
Ahora supongamos n > 0. Entonces en particular Hom (M, N) = 0; asi por la proposicion
inmediata anterior existe x el el cual es M — regular. Asi x produce una sucesion exacta
: N . -
como sigue: 0——>N—>N —)—N—>O donde la primera aplicacion es la
X

multiplicacion por “x”. De nuestra hipotesis y de la secuencia exacta de aplicar el funtor

Ext’s, se sigue que: Ext,f(M,iszo para k < n -1. Por consiguiente, por hipotesis
X

. . . .. N
inductiva, existen elementos: x,,...,x, €1 lo cual forma una sucesion —— regular.

Entonces claramente X, X,,...., X, €s una sucesion N — regular de n — elementos de I.

68



(2) = (1): Procediendo por induccion sobre “n”. Si n < 0 no hay nada que probar. Ahora

supongamos : n > 0 entonces en particular x, es N —regular, asi existe una sucesion exacta.

0——>N—% 3N AN——>O

XN

. N ] o
Ahora: X,,....,X, €S un sistema N regular de (n-1) elementos de I, asi por hipotesis
X

inductiva, se sigue que: Extf\(M ,iMj:O para todo A — modulos de tipo finito M con
X

soporte en la variedad V(1), y para todo entero k < n — 1. Por la sucesion exacta de Ext’s,

esto implica que la aplicacion natural.

Exts (M, N)—2—Exty (M, N)

Es inyectivo para todo k < n. Como x, € 1,x anula N, asi esta aplicacion es también la

aplicacion nula, de este modo Exts (M, N )= 0 paratodo k <n.

5.3. Otro Tipo de Resultados

Por la naturaleza del trabajo los otros resultados que presentamos esta basado en la
codimension homoldgica de un modulo tipo finito, respecto a un ideal o profundidad de un
modulo respecto a un ideal. De este modo daremos algunas definiciones previas.

Definicién (5.3.1).- Sea A un anillo Noetheriano, | < A unideal; y sea M un A —mddulo
de tipo finito. Entonces el | — profundo de M (Prof, (M)) es el entero més grande “n” tal
que existen elementos X,,...., X, € | los cuales forman un sistema M — regular (observe que:
n<dimM ). Si A es un anillo local, y | es un ideal maximal. Diremos simplemente M —

profundo.

Nota.- El I —profundo de M es que Auslander y Buchsbaum, llamo la | — Codimensién de
M.
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Para los siguientes resultados: consideremos A un anillo Noetheriano, I ideal de A,y M un
A —modulo de tipo finito.

Ejemplo (5.3.1): Sean A, I, M como lineas arriba. Entonces toda sucesion M — regular

maximal de elementos de | tiene el mismo numero de elementos a saber Prof, (M)

Ejemplo (5.3.2): Considerando A, I, M como antes. Si xe | es M — regular, entonces

Prof, (M) = Prof, (ﬂjﬂ.
xM

Proposicion (5.3.1).- Con las mismas condiciones antes dadas para: A, I, M; se tiene que

Prof, (M) = Pi%) {ProfI (M, )} donde M, es considerado como un modulo sobre el anillo

local A, y su profundidad es la usual con respecto al ideal maximal  A,.

Demostracion.- Si x,....,x, € | forma una sucesion M- regular, entonces las Imagenes
canonicas f,...., f_ delos f, en A, estanen ; A,, y forman una sucesion M — regular
para cualquier P eV (1), por consiguiente: Prof, (M) <Prof(M,), para cada peV(l)

de aqui tomando infimo para cada se tiene: Prof, (M) < Inf {Prof(M )} (1)

Pev (1)

e Para la otra desigualdad, probamos la siguiente “Si n'e Z (numero entero) tal que para

cada peV (1),n'<Prof (M,), entonces n'<Prof (M").

En efecto: Procediendo por induccion sobre n'

Para el caso: n'<0 el resultado se obtiene trivialmente. Ahora supongamos n'>0.
Entonces paracada p eV (1), setiene que Prof (M, )>1, asi pApr no esta asociadoa M ;
es decir P no es asociado a M, entonces por resultado anterior, existe un elemento x e I,

lo cual es M —regular. Ahora usando el ejemplo (5.3.2) inmediato anterior, y haciendo uso

de la hipétesis inductiva, nosotros obtenemos: n'-1< Prof (ﬂM] paracada peV(l). De
X

aqui: n'-1<Prof, (ﬂMj lo cual implica que: n'<Prof (M) .
X
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Definicion (5.3.2).- Sea X un esquema localmente noetheriano, Y un subconjunto cerrado

de X, y F un haz coherente en X. Entonces el Y — profundo de F, o Prof, (F), es el

inf {Prof (F,)}.

xeY

Observacion (5.3.1): Si X es un esquema alfin, y siendo X = Spec(A), Y=V ()y F = M,
entonces Prof, (F) = Prof, (M).Por la ultima proposicion observamos que la nocion de | —
profundo depende solamente del radical del ideal I.

Nota.- Considerando los elementos de la definicion inmediata anterior y con los mismas

condiciones la expresion; descrita por Y - Prof(F) 6 Prof,(F),el cual es el

inf {Prof (FX)} se conoce Como: Codimension de un haz coherente.

xeY

Observacion (5.3.2).- Reafirmando la Teoria anterior en el lenguaje de Prehaces tenemos
el siguiente resultado establecido en la siguiente.

Proposicion (5.3.2).- Sea X un esquema localmente Noetheriano, sea Y un subconjunto
cerrado, sea F un haz coherente en X, y sea n un nimero entero. Son equivalentes los

enunciados:

1. Extc‘fx (G, F) =0 paratodo haz coherente G con Supp (G) c Y, y para todo entero k < n.

1. ExtgX (G, F) =0 para algun haz coherente G con Supp (G) =Y, y para todo entero k

<n.

2. Prof,(F)=n
2'. Prof (F,)>n paratodo xeY.

Demostracion.- Similar a los Teoremas realizados para un anillo A, | ideal de Ay M. Un

A — mddulo de tipo finito.

Nota.- A continuacion presentamos un resultado lo cual relaciona la nocion de profundidad
(codimension) a la conomologia local de haces. Para lograr tal resultado se ha seguido los

lineamientos puntuales de: [1], [8] y [10].
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Teorema (5.3.1).- Sea X un esquema localmente Noetheriano y sea Y un subconjunto
cerrado, sea F un haz coherente en X, n e Z (nimero entero), entonces son equivalentes.

(1) HY(F)=0 paratodok<n
(2) Prof,(F)=n

Demostracion : (1) = (2).- Procedemos por induccion sobre “n”. Si n <0 no hay nada que
probar. Ahora supongamos n > 0, entonces en particular la condicién (1) es satisfecha para:
(n—1), yasi por hipdtesis inductiva, Prof, (F)>n-1. Por consiguiente haciendo uso de

la proposicién inmediata anterior se tiene: Ext('jX (G, F) =0.
Para todo G en la categoria ¢, de haces coherentes en X con soporte en Y, y para todo

k <n- 1. En otras palabras, el funtor C —wv—> Ext;*(G,F) de &, a haces sobre X es

exacto a izquierda.

: . O
Sea O, el haz de ideales de Y, y para cada entero m > 0; consideremos O,, = O—X Entonces
Y

los haces O, estan en la categoria ¢, , asi las suryecciones: O,,——0O, ——0 para

m'>m da lugar a inyecciones.
0——Extg '(O,,F)—Exty ' (O, F).

En otras palabras, todos los homomorfismos en el sistema directo

(Extg;l(om, F))m (&) son inyecciones. Ahora recordando el resultado :

"limExts (O,,F)——Hy(F)" (&) Y haciendo uso del mismo tenemos que el limite

directo de este sistema (50) es Hy " (F), lo cual es cero por hipétesis. De aqui cada uno

de los términos de nuestro sistema directo es cero, en particular Extg;1 [02 FJ =0.
Y

Nosotros vemos que: Ext(')‘X (02 Fj =0 parak <n-1, de la proposicion inmediata anterior
Y

concluimos Prof, (F) >n.

(2) = (1) : Supongamos que Prof, (F)>n. Usando la notacion anterior y el resultado

(£,) tenemos para cualquier k.
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Hy (F)=limExt (O,,F)

Nuevamente por la proposicion inmediata anterior estos: Ext’s son cero “0” para k < n,

desde que los haces O, tienen soporte en Y, por eso Hy (F) =0 parak <n.

Aplicacién (1): Sea X un esquema noetheriano localmente conexo, y sea Y un subesquema

cerrado tal que Prof, (O, ) =2. Entonces X —Y es conexo.

Demostracion.-  Por el teorema anterior inmediato, nuestra hipétesis implica que

Hy (O,) =0 parak =0, 1. Por resultado (en la primera parte) esto implica que la aplicacion.
H°(X,0,)——>H°(X-Y,0,)
Es biyectivo. Para completar la demostracion de este resultado propuesto; necesitamos

solamente observar que: un esquema X es conexo si y solo si H"(X,OX ) considerado

como un modulo sobre si mismo es indescomponible antes X — Y es conexo.

Si X es disconexo, H°(X,0, ) es la suma directa de H°(U,,O, ), donde U, son los
componentes, asi H°(X,0, )es descomponible, Inversamente, supongamos H°(X,0, )
es descomponible . Entonces existen idempotentes no triviales: e,,e, en H°(X,0, ) estos
elementos son diferente de cero, ytal que 1= e, +e,;ee, =0;e/ =e,, e =e,. Para cada xe

X, el anillo local O, es indescomponible, por esto uno de los e, es cero en X. Ni puede

ser cero en cada punto de X, por eso X es la suma disjunta de los conjuntos cerrados donde
e =0=e,. Asi X es disconexo

Aplicacion (2): Sea A un anillo localmente Noetheriano con ideal maxima 7% y campo
residual K. Sea X = Spec (A), U ) X — {m}. Sea M Un moédulo de tipo finito y “n” un
namero entero no negativo entonces los siguientes condiciones son equivalentes.
(1). Prof (M) >n

(2) Ext“(K,M)=0 para k<n.

(3) H*(X,M)——>H" (U,M) es biyectivo para k <ny es inyectivo para k = 0.

(4) H{km}(l\7l)=0 para k <n.
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CAPITULO VI

DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y Demostracion de la Hip6tesis con Resultados

En este trabajo se formulé la hipdtesis general, lo cual establecia que los
homomorfismos entre haces permitira la cohomologia local de grupos y haces en términos
de los funtores EXT, esto daba lugar a la formulacién de las siguientes hipdtesis

especificas.

1. Los isomorfismos entre haces permitiria interpretar la conomologia local de grupos y

haces como el limite directo de los funtores Ext" (- F).

2. Unideal I —en un anillo Noetheriano Ay M un A —modulo finito, permitira establecer

la equivalencia entre Ext} (M, N) que se anula con la existencia de una sucesion M —

regular.

6.2. Contrastacion de la Hipotesis con Estudios Similares

Son algunos autores entre los cuales: M.P. Brodman R. Y Sharp; en su obra “Local
Comology: an algebraic introduction With geometric applications” estudian e introducen
la cohomologia local, en un contexto netamente algebraico, basado en el denominado
funtor torsion, y esto lo permite el estudio de la cohomologia local de médulos; mientras
que nosotros trabajamos la cohomologia local y algunos resultados en un enfoque

geomeétrico, haciendo uso de la teoria de haces y por ende de esquemas.
6.3. Responsabilidad Etica

En la ejecucion del proyecto se ha cumplido a cabalidad lo establecido en el
reglamento general de investigacion, el reglamento de propiedad intelectual y el
reglamento de participacion de los docentes en proyectos de investigacion aprobados por
la Universidad Nacional del Callao. No se han falsificado o inventado datos o resultados
total o parcialmente, ni se han plagiado datos, resultados, tablas, cuadros de otros autores
o0 investigadores. Se ha cumplido con citar las referencias o fuentes bibliogréaficas, datos
resultados e informacion general de otros autores o investigadores, respetando sus derechos

de auditoria y de propiedad intelectual.
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CONCLUSIONES

A partir de los resultados analiticos obtenidos, en la interpretacion de la cohomologia
local de grupos y haces en términos o en funcién de los funtores “Ext”, se han podido

establecer las siguientes conclusiones:

1. Los funtores de cohomologia local estudiados en este trabajo se presenta en un

contexto geométrico basado en la Teoria de Haces y esquemas.

2. Dentro de los resultados obtenidos resaltamos el siguiente : “Si ¢: X ——Y es
un morfismo cuasi — compacto separado de esquemas, y siendo E un haz cuasi —
coherente de X. entonces las imagenes R"p.(E) del haz E son todos haces cuasi —
coherentes de Y, el cual permite establecer los grupos de cohomologia local en
funcién de los funtores “EXxt”.

3. Lanocion de codimensién homoldgica (Profundidad) juega un rol preponderante

en muchos resultados de aplicacion obtenidos en el trabajo.
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RECOMENDACIONES

1. Los resultados obtenidos, sobre la interpretacion de la cohomologia local de grupos
y haces, se han presentado o estudiado bajo la cohomologia local; se recomienda

estudiarlo tales resultados bajo la teoria de la Homologia Local.

2. El estudio del funtor Torsion que es basico y fundamental en la teoria de

Cohomologia local, se recomienda discutirlo bajo su dualizacion.

3. Impulsar la investigacion matematica en el area de la Topologia Algebraica y el

algebra; mas puntualmente en cohomologia y homologia local.
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ANEXOS

Haces:

La importancia de la Teoria de haces es la relacion que da o produce las relaciones entre

propiedades locales y globales de un espacio Topoldgico.

Definicion.- Sean E y X dos espacios topoldgicos.

Una aplicacion p:E—— X es llamado un homeomorfismo local si, para cada e € E,
existe una vecindad abierta V de e, llamado una hoja, con p(V) abierto en X'y

RV—> p(v) un homeomorfismo. La terna: (E, P, X) es denominado Protohaz si el

homeomorfismo local p es suryectivo.

Observacion.- 1) Los elementos de la Terna (E, P, X) tienen los nombres siguientes: El
espacio E es llamado el Espacio Haz; p es la proyeccion, mientras que X es el espacio

base.

-1

2) Paracada x e X lafibra p,

denotado por E, y es llamado tallo sobre X.
Definicién.- Si p:E—— X es continua, donde X y E son espacios topologicos
entonces S = (E, P, X) es una gavilla de etale 0 Haz de etale de grupos abelianos si:
i) (E, P, X) es una protagavilla

i) El Tallo E, esun grupo abeliano para cada x € X

iii) Las operaciones de inversion y adicion son continuos

El significado de continuidad de inversion e — —e es claro, pero nosotros elaboramos

sobre la definicion de continuidad de adicion. Asi definimos.

E+E=J(EXE,)={(e.e') cEXE: p(e) = p(e)}

xeX

La adicién o:E+E——E esdado por a(e,e’)=e+e’
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Definicidn.- Sean S = (E, P, X) y S’ = (E', P’, X) dos gavillas de etale sobre un espacio X.
Una aplicacion — Etale ¢:S—— S es una aplicacion continua ¢ : E——E " tal que

p@=p ycada ¢ esunhomomorfismo.
Escribimos: Home(S, $)={¢:S —— S ¢ es una aplicacion etale

e El Hom,(S,S") esun grupo abeliano aditivo.

¢ No es dificil mostrar que todas las haces de etale o gavilla de etale de grupos abelianos

sobre un espacio topoldgico X forma una categoria, lo cual denotamos por.

Sh, (X, Ab)

Ejemplo.- El Protahaz (R, p,S*) donde P:R——S" es el homeomorfismo local dado

por f(t)=e®""; Mas no es una gavilla de etale (haz de etale) de grupos abelianos.

Definiciéon.- Sean S'=(E",P', X) y S=(E,P, X) dos gavillas de etale (haces de etale).
Se dice que S' es una gavilla subetal de Ssi E'c E y lainclusién i:E' <——E esuna
aplicacion etale.

Teorema.- Dos haces subetal (gavillas subetal) (E, P, X) y (E P X) de una gavilla etal

son iguales si y solamente si ellos tienen el mismo tallo; esto es; Ex=E'x pero todo

xe X.

Definicion.- Sean S =(E,P,X) es una gavilla etal de grupos abelianos y U < X. Un
conjunto abierto. Una seccion sobre U es una aplicacion o:U ——E tal que Po =1,.0
es llamado seccion global si U = X. Definimos F(¢,S):{0} y si U #=¢ definimos el

conjunto.

(U, S)={secciones I"U—> E|

Definicion.- Una categoria abeliana # tiene suficientes inyectivos si para cada A € #,

existe un inyectivo I y un monomorfismo A——1. Dualmente # tiene suficiente

proyectivos, si para cada A Obj(#), existe un proyectivo Py un epimorfismo P—— A/
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Sea T : C—— C un funtor contravariante aditivo. Discutimos el funtor derivado a derecha
R"T , empezamos con una resolucion proyectiva P de A, para la contravarianza de T

ponemos TP, a la derecha.

Dado un funtor contravariante aditivo T:#——>C entre categorias abelianas.

Construiremos para todo n € Z, sus funtores derivados a derecha R"T : # ——C.
Elijamos, uno y para toda resolucién proyectiva.

P:. >P—4 5P 5 A >0, para cada objeto A, formemos el complejo TP,y

tomemos la homologia.

Ker(Td, ;)
Im(Td,)

(RT)A=H"(TR,) =
Si f:A——A' definimos (R'T)f:(RT)A'——(R'T)A existe una aplicacion
codena ?:PA—>PA'\, sobre f Unica, salvo homotopia, que induce una aplicacion:
(R'T)f:H"(TP,)——>H" (TP, )en homologia y definimos:
Teorema.- Si T : #——Cesun funtor contravariante aditivo entre categorias abelianos,

donde ~# tiene suficientes proyectivos, entonces R"T:~#——C es un funtor

contravariante para cada ne Z .

Definicion: Si T : #——C es un funtor contravariante entre categorias abelianas, donde
A4 tiene suficientes proyectivos, los funtores R"T son llamados funtores derivados a

derechadeT.

Sea X un espacio topoldgico; el grupo de secciones globales define los funtores:

1 pSh(X)——> &y y [:Sh(X)——¢,

gob

Como : T:X——>I(X,7)=7(X) para cada X eObj(pSh(X)) vy
P =)y _sierne | Z—>G por T:psi—>(x)(s), donde : sel'(X,7),Sh(X) es la

subcategoria de pSh(X, Ab) generado por todos las haces (gavillas) sobre X.
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Definicion.- Una familia de Soportes @ es una familia de subconjuntos cerrados de X tal
que:

(i) Para cualquier A€ ® y B < A es cerrado, entonces B € ®
(i) Para cualquier A, A'e @, entonces AU A'e @.

Definicion.- Sea X un espacio topol6gico y 7 un haz de anillos conmutativos sobre X. Se
denomina a X espacios Localmente Anillado, junto con 7, el haz 7 se llama también Haz

Estructural del espacio localmente anillado X, que generalmente se escribe como O, .

Definicion.- Sea X un espacio Topoldgico y O, su espacio anillado correspondiente la
pareja (X, O, ) se denomina Esquema si es localmente anillado e isomorfo localmente a

un esquema Afin.
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