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RESUMEN

METODO DEL PUNTO PROXIMAL PARA DESIGUALDADES
VARIACIONALES EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

NANCY BAYGORREA CUSIHUALLPA

Diciembre - 2010

Asesor: Erik Alex Papa Quiroz

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica.

El problema de desigualdad variacional (PDV) fué introducido por los mateméaticos
Philip Hartman y Guido Stampacchia en 1966. Existe una gran variedad de ejemplos de
PDV aplicados a muchos campos de las Ciencias ¢ ingenierfas tales como la mecénica,

transporte, economia, teorfa de juegos, asf como también en problemas de optimizacién.

El problema de desigualdad variacional en una variedad de Hadamard consiste en

encontrar un vector z* € K tal que
<F(x*),exp;*1x> >0, Ve e K,

donde F : M —>.T.M es un campo vectorial y K C M es un conjunto no vacio, convexo
y cerrado. En esta tesis presentainos una extensiéon del método de punto proximal
con distancias de Bregman para resolver el modelo anterior. Bajo algunas hipétesis
naturales sobre F, obtenemos la convergencia de la sucesién generada por el MPP para

una solucién del problema planteado.
Palabras Claves: Problemas de designaldad variacional, distancias de Bregman,

Método de Punto Proximal, variedades riemannianas y operadores mondtonos maxi-

males.
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ABSTRACT

- PROXIMAL POINT METHODS TO SOLVE VARIATIONAL
INEQUALITY PROBLEMS IN RIEMANNIAN MANIFOLDS ‘

NANCY BAYGORREA CUSIHUALLPA

December - 2010

Adviser: Erik Alex Papa Quiroz
Obtained Degree: Mathematician.

The variational inequality problem (VIP) was introduced by Philip Hartman and Guido
- Stampacchia in 1966. The finite-dimensional VIP provides an unified framework in the
study of most models in sciences and engineering, particular cases of these problems are
optimization, game theory, traffic assignment, economical equilibrium and optimization

problems.

The wvariational inequality problem in Hadamard manifold consist of finding a

vector 2* € K such that
(F(z*),expgrz) > 0, Yz € K,

where ' : M — TM is a monotone vector field and K C M to be a nonempty closed

and convex set. In this thesis we present an extension of the proximal point methods

with Bregman distances to solve the previous model. Some natural assumptions are
suposed on F' to obtain the convergence result of the sequence generated by the PPM

to obtain a solution of previous model.

Keywords: Variational inéquality problems, Bregman distances, Proximal Point

Methods, riemannian manifolds and maximal monotone operators.
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Introduccidén

Un problema sencillo del calculo en R se dé como sigue: sea f una funcién derivable en

los reales, encontrar zg € I = [a,b] tal que:

f(zo) = min f(x).

el

Observemos que o satisface una de las siguientes tres posibilidades:
i. Sia<®zy<b,entonces f/(x) = 0.
ii. Sizg=a, entonces f'(xp) >0

iii. Sizo=">, entonces f'(zy) <0

Los ftems dados anteriormente pueden ser resumidos de la siguiente forma:
f(@o) (w—m0) 20, Vel

Tal desigualdad puede ser llamada como “problema de desigualdad variacional en R”.

Asi, podemos generalizar el problema de deSigualdaa variacional (PDV) dado como
sigue: Dado un conjunto X C R™ y una aplicacién punto-conjunto 7' : R" = IR",

nuestro objetivo es encontrar * € X y p € T(z*) tal cjue
(p,x—2%) >0, VeeX | (1.1)

El PDV puede ser considerados como una generalizacién de problemas de optimizacién

convexa. En efecto, consideremos el problema:

min  f(z)
(p) 5.0
zeX



donde f es una funcién convexa y diferenciable en JR” y X C IR" es un conjunto
convexo. Estableciendo T(x) = V f(z), entonces (1.1) es la condicién de optimalidad

necesaria y suficiente para resolver el problema (p).

El problema de desigualdad variacional, PDV, fué introducido por los matemsticos

Philip Hartman y Guido Stampacchia [23] en 1966.

Los primeros estudios de PDV fueron establecidos en el contexto del cilculo de
variaciones asociados con la minimizacién de funcionales de dimensién infinita, como
una herramienta analftica para estudios de problemas de frontera libre definidos con
operadores diferenciales parciales no lineales y como resultado de problemas unilaterales
en la teorfa de elasticidad y la mecédnica. Una introduccién a PDV pueden ser encontrado

en Kinderlehrer y.Stampacchi.a (31].

El estudio de PDV en dimensién finita ocurrié en 1980 cuando Stella Dafermos
[12] descubrié que el problema de equilibrio de tréfico, formulado por Michael J. Smith

[45] en 1979, tenfa una estructura de desigualdad variacional.

Existe una gran variedad de ejemplos de PDV aplicados a muchos campos de las
ciencias e ingenierias tales como la mecénica, transporte, economia, teorfa de juegos,
etc, que pueden ser encontrados en [12] [28], [31] y [45] y en las notas de lectura de

Marcotte [33].

Ademés, la conexién de PDV con la optimizacién puede ser visto en Harker y

Pang[22].

Uno de los métodos més populares para resolver problemas de optimizacién irres-
tricta, convexa y no diferenciable, que es un caso particular de PDV, es el Método del

Punto Proximal (MPP). El MPP clésico genera una sucesién de puntos {z*} dado por



2 eR"y

gt € arg min{ f(z) + %d(:}:,wk)? : x € R}, (1.2)

4

donde la funcién objetivo del problema de optimizacién, f, es convexa y diferenciable,

Ak es un pardmetro positivo y d es la distancia euclidiana, esto es, d(z,y) = ||z — yl|.

Este algoritmo fué introducido por Martinet{34] en 1970 y fué muy estudiado por
Rocafellar[42] para resolver problemas mds generales de encontrar ceros de operadores
monétonos maximales y ha sido extendido a diferentes contextos, ver [20] v [26].

Por otro lado, considere el problema:

zxeM
donde f : M — IR y M es una variedad riemanniana. Esas extensiones hacen posible
resolver problemas no convexos restrictos en espacios euclidianos transformandolos en
convexos desde el punto de vista de la métrica en alguna variedad riemanniana. Re-

ferencias bésicas sobre variedades riemannianas pueden ser encontrados en [2, 13, 44, 46].

El MPP en variedades riemannianas es dado como: z° € My

g = arg min{ f(y) + Aeoe, (1)}, (1.3)

con p, : M — R definido como p,(y) = 3d*(2,y), donde d es la distancia riemanniana y

{A\&x} es una sucesién de niimeros positivos.

En [17] se prueba la buena definicién de la sucesién generada por (1.3) y la con-
vergencia a un minimizador de f, cuando existe el minimo y M es una variedad

riemanniana eon curvatura seccional no positiva.

El MPP en espacios euclidianos, para resolver PDV, consiste en generar una sucesién de

{2*} definida como: z° € R", dado z*, encontrar z*+! tal que
0eTy (fl)‘k+1) R

3



donde T}, = T(-) + A\t Vd(-, 2*), Aj, es un pardmetro positivo y d es la distancia euclidiana.

Se han logrado muchas extensiones del MPP para resolver PDV por ejemplo en
 espacios de Hilbert en [6] ¥ en espacios de Banach en [7]. Para resolver PDV sobre
un subconjunto de IR™, el MPP usualmente sustituye la distancia euclidiana por otra

funcién cuyas propiedades se asemejan a la distancia euclidiana.

Una de las funciones més usadas es la lamada “distancia de Bregman” la cuél

estd definida como

Du(®,y) = h(z) — h(y) — (Vhiz),y — ),

donde h es una funcién -que satisface algunas condiciones de convexidad y
diferenciabilidad. Esta clase de’ distancias fué introducido por Bregman[3] es su
articulo original; el término “funcién y distancia de Bregman” fué utilizado por primera

vez por Censor y Lent(8] en 1981.

El objetivo de esta tesis es generalizar el MPP, para resolver un PDV, en varie-
dades riemannianas desde que existen problemas que no pueden ser resueltos en el
espacio euclidiano, sin embargo son solucionables si lo consideramos inmersos en una

variedad riemanniana.

La tesis estd dividida en 5 capitulos. En el Capitulo 1, presentamos lag herramientas
necesarias para el desarrollo de este trabajo, resultados de la teorfa de operadores
mondtonos maximales, de géometria Riemanniana y de anélisis convexo. En el Capfitulo
2 se presenta el problema de PDV en espacios euclidianos, estudiaremos los resultados
de existencia del conjunto solucién del PDV, introduciremos el MPP clésico en la
cudl obviamos la prueba de los resultados de convergencia desde que hay abundanté
literatura, que concierne al tema y que serén citados en el transcurso de este capitulo.
En el Capftulo 3, estudiaremos el problema de desigualdad variacional en variedades

Riemannianas (PDVV). Presentamos, a manera de motivacién, tres problemas impor-

4



tantes en la ciencia matematica relacionados al problema PDVYV tales como el problema
“de singularidad, problema de optimizacién y el equilibrio de Nash; asi como también los
resultados de existencia para el PDVV. En el Capitulo 4 es presentado nuestro principal
aporte, el MPP para resolver PDV en variedades Riemannianas. Consideraremos
una generalizacién de este método inexacto (comsiderando una sucesién de error para
célculos computacicnales) donde la distancia euclidiana es sustituida por una distancia
més general, llamada distancia de Bregman en variedades riemannianas. Ademaés, nos
enfocaremos en los resultados de con\}ergencia de este método utilizando conceptos del
andlisis convexo y geometria riemanniana dados en el primer capi’gtﬂo. En el Capitulo 5,
presentaremos un problema de desigualdad variacional lo cuél resolveremos mediante el
MPP. Ademés, se muestran resultados numéricos para comparar el costo computacional

para diferentes parametros positivos.



Capitulo 1
Preliminares

En este capftulo daremos los elementos mateméticos bésicos que serdn necesarios para
el entendimiento y desarrollo de esta tesis. Iniciamos presentando algunos resultados de
andlisis, teorfa de operadores maximales, conceptos basicos de geometria Riemanniana y

del analisis convexo.

1.1 Algunos resultados de anélisis

Definicién 1.1 Dado un conjunto X, un subconjunto T de partes de X se dice que es

una topologia en X si:
i PeryXer.
ii. SiA B€r.entoncesANBeT.

iii. Si (Ai),e; es una familia de elementos de T, con I como un conjunio de indices,

entonces UA‘i er.
i€l

Al par (X,7) se llama espacio topolégico y los elementos de 7 se llaman los abiertos del

espacio topldgico (X, 7).

Definicién 1.2 Sea (X,7) y (Y,7') dos espacios topoldgicos y una funcion f : (X,7) —

(Y, 7'), se dice que f es:



i. continua en o € X si para todo V' € 7/, f(a) € V entonces existe U € 7 tal que

acUy fU)CV.
ii. se dice continua si para todo V e 7', f7H(V) e 7.

Definicidén 1.3 Sean (X,7) y (Z,7') dos espacios topoldgicos. Una aplicacion biyectiva
continua f : (X,7) = (Z,7') tal que (2,7 = (X, 1) es también continua, es lla-
mado homeomorfismo. Ademds, decimos que (X,7) y (Z,7') son espacios homeomorfos,

denotado como (X, T) = (Z,7'), si existe un homeomorfismo f - (X,7) = (Z,7)-

Toda la teoria concerniente a espacios topoldgicos serd de utilidad en nuestro trabajo
- desde que una variedad riemanniana es considerado un espacio topolégico con ciertas
propiedades. Para mas detalles se ‘p.uede ver [10]. En toda esta tesis, B" denotard el
- L 1/2
espacio vectorial euclidiano con norma ||z|| = (Z xf)
: i=1

Definicién 1.4 El conjunto S C IR" es afin, denotado como aff S, si

1-XNz+XM€eS, paratodo z,y€S, ytodo \€R.

Definicién 1.5 Sea S C R*. El interior relativo de S, denotado como riS, es el

conjunto dado por

riS:={x €S B(x,e)NaffSCS, paraalgine>0}.
Definicién 1.6 Sea K C IR" un subconjunto no vacio. Se dice que K es unrco'njunto
sélido si este tiene un interior topoldgico, es decir, iﬁt(K ) # 0.

Lema 1.1 Sea {an} y {¥} dos sucesiones en R tal que {a,} es acotado inferiormente,
+oc ' : ‘

Zﬂ'}n existe y es finito y se cumple que:

n=0 |

Ont1 < Gn + Yn, Vn >0,
entonces {a,} es convergente.

Prueba. Sea b, = Z?,D@ Desde que oo > Zzbz = b, se tiene ciue

bn, — b,

7



esto es, para todo € > 0 existe ng € IV tal que para todo n > ng, se tiene que |b, —b| < ¢,
esto es, |

=\§¢i,

i=n+1

€>

Do~ ‘wi‘
=1 i=1

¥y, para todo € > 0, existe ny tal que m,n > nq, m >n, se tiene

la‘m - (-V'n! < l(]fm - (]'m—ll + la'm—l - a"m,—2l +...+ lam-—(p—l) — (n

) m—1
= > %

i=n
m—1 oo ,
Desde que E Py < E i < €, se tiene que |am, — a,| < €, esto es, {a,} es una sucesién
i=n o i=n,
de Cauchy en IR. Por lo tanto, {a,} es una sucesién convergente.
Definicién 1.7 Dada una funcion f : S C R" — IR. Se dice que f es semicontinua.
inferior en T € S, si para toda sucesién {x*} C S convergente a T se tiene que:

liminf f(z*) > f(Z). | | (i.1)

k—+co

Si f es semicontinua inferior para todo x € S, entonces decimos que f es semicontinua

inferior en S..

Definicién 1.8 Sea K - ]R , una funcvon T: K — IR" es llamada aplicacién gmdzente

st existe una funcién 0 - KR tal que T(x) - V6(x), para todo © € dom(T)

Definicién 1.9 Una funcidn T : K — IR™ es simétrico st es una aplicacion gradiente.

Caso contrario, T .es llamado asimétrico.

Definicién 1.10 Sea K C R", una aplicacion T : K — IR" es coemi’ud de orden p con
respecto a K, si para cada g € T(x) existe p € (—o0,1) y & € K tal que

(g,z — %)

, = +00. 1.2
zeK, |lzf++oo  f|2]|? , (12)

Observacién 1.1 Cuando p =1, (1.2) se reduce a la definicién estandar de coercividad

de una aplicacion.



Definicién 1.11 Sea G una matriz simétrica definida positiva. La norma tnducida por
G es definida como

lzlls = (2,G2)"?,

donde {-,-) denota el producto interno usual (producto interno euclidiano).

Definicién 1.12 Sea ||-||; una norma inducida por G.. Sea T : K C IR® — R" una
aplicacion sobre un subconjunto cerrado no vacio. T es una contraccién con respecto a

la norma ||-||g si existe una constante o € (0, 1] tal que

as Vz,y € K.

NT(@) —TWwle <alz—y
La constante o es llamada constante de contraccion o mdédulo de T.

Definicién 1.13 Sea una aplicacion T : K C IR® — IR". Se dice que z* € K es un

punto fijo de T si T(z*) = x*.

Acontinuacién, un resultado de existencia y unicidad de puntos fijos para aplicaciones

contractivas.

Proposicién 1.1 Sea K C IR" un subconjunto no vacio y cerrado y T : K — K una
aplicacion contractiva para alguna norma ||| con mddulo « € [0,1). Entonces, la

- aplicacion T tiene un dnico punto fijo z* € K.

. Prueba.'

a) Unicidad. Fijemos z(0) € K y consideremos una sucesién {z(¢)} generada por
z(t+ 1) =T(z(¢)).
Desde que T es uma aplicacién contractiva, para cada a € [0, 1], sigue que
le(t+1) —s@Ol = IT(=®) ~ Tt~ )| S alz@) —zE-1I, . Vi 21
lo que implica que

Jat+1) — 2] <o o)) 2@,  ¥t>0. (1.3)



Para cada ¢ > 0, m > 1 y de la ecuacién (1.3) tenemos

[zt +m) —z@®)l] < |zlt+m)—2z@+m-)]|+[z@¢+m-1)|+...
Fllzt+4) —aE+i— 1) |

_ il[az(t+z’)—x(t+z’—1)“

> (1) — 2(0)]
= Jo(1) =3O (1 + o+ ... +0™)

S ) 3O T

il

Entonces, {z(¢)} es una sucesién de Cauchy. Por tanto, la sucesién es convergente, esto
es, existe z* tal que x(¢) — z*. De la cerradura del conjunto K, se tiene que z* € K.

Ademss,
IT(z") — =™ < |[T(") — 2@ + [[=(t) — 2"
= T = Tl = 1)) + 2 (t) — 27|
< allg —at =D+ llz() — 271,

y de la convergencia de {z(¢)} tenemos que T'(z*) = z*.

b) Unicidad Supongamos que y* es otro punto ﬁjo de la aplicacién T, entonces tenemos
le™ =yl = IT(e") =Tl < ellz” — o7,

lo cuél implica que z* =y*. =

A continuacién, el famoso teorema- de_'punto-ﬁjo de Brouwer, aplicado a espacios
dimensionalmente finito, lo cuél forma la base pa.ré, varios teoremas de punto-fijos
generales. La pruéba de esos teoremas pueden ser encontrados en referencias bésicas
como [19, 14, 10].

Teorema 1.1 Sea B(0,1) C R" una bola unitaria cerrada y T : B(0,1) — B(0,1) una

aplicacion continua. Entonces T tiene un punio fijo.
Prueba. Ver [19], pp. 65. =

10



Definicién 1.14 Sea K C IR™ un subconjunto no vacio y cerrado. Se dice que K es un
subcongunto con propiedad de punto fijo si existe una aplicacion T:K — K tal que T

tiene un punto fijo.

El siguiente resultado es llamado el Teorema de Schauder-Tychonoff, dado por Dunford-
Schwartz. Este resultado es una extensién al caso infinito dimensional del Teorema de

Punto Fijo de Brouwer.

Teorema 1.2 Un subconjunto convezo, compacto y no vacio de un espacio topolégico

conexo tiene la propiedad de pﬂnto fyo.

Prueba. Ver [14}, Teorema 5, pp. 456.

Definicién 1.15 Se dice que T es una aplicacion punto-congunto en el espacio euclidiano
n-dimensional si para todo x € IR", ;T(LL‘) C IR". Este tipo de aplicacién lo denotaremos

como T :R*"=R".

Observacién 1.2 Fs habitual identificar T : IR" = IR" como el grdfico de una aplicacion

punto-comjunto, denotado por graf(T). Por tanto se define
T(z)={y: (z,y)€T}.
Definicién 1.16 Se define el dominio de la aplicacion punto—éonjunt‘o T como
domT = {z : (z,y) € T} = {& ) £ 0}
Definimos la suma de dos éplicac_iones T,Q € R" x R" tal como
T+Q=A(zy+w): (2,9 e y (z,w) € Q},

de donde,. (T + Q)'(x) =T(z) + Q(x).
Definicién 1.17 Sea (z,y),(z',y") € T. Un conjunto T C IR X IR" es

1. mondtono(estrictamente), si (y —y,x —2') 20 (>0 para x #2').

2. pseudo-méno’tono, si {y',z — ') > 0 entonces (y,z — ') > 0.

11



3. paramondtono, si es mondtono y (x — ',y —1y') = 0 entonces (z,y’ ), (2, y) eT.

4. monctono maximal, si es mondtono y si para cualguier T’ mondtono tal que

T(z) C T'(z) para todo x, se tiene que T ="T.

Ejemplos 1.1 a. La aplicacion M : [~2, 2] = IR definida como

: .. 2 «
: z , Siz€|-2,0].
1+22 , Size€l0,2]
es pseudo-mondtona.
En efecto, sin ~ pérdida de generalidad  podemos suponer que

z €[-2,0l yz' €]0,2], esto es, —z € [0,2], de donde
| o —ze04. L | (1.4)
Ademds, 0 < (1 +(&)2)(z —2') = (x — &) + (&)2(x — z'), de donde
o —z < @)z — o). 5)

Comparando (1.4) y (1.5) se tiene que 0 < (2')2(x~2a’). Por lo tante, M es una aplicacion
pseudo-mondtona. ‘
b. Las aplicaciones N : [0, +oo] — R yT:[0,2] = IR definidas como

1 } —z+2 , Sizel0,1]

N(z) = , oy T@)=
| l+z r , Sizell,2

son pseudo-mondtonas pero no monotonas.

En efecto, supongamos que es mondtona, esto es,

1 1 ,
0 < _ -
= (1+x 1+$J(x z)

— z—z 2,‘
(1 —I—:c)(l-i—a:')l |

lo cudl es una contradiccion desde que (1 + z)(1 +2') > 0. Por lo tanto, la aplicacion
punto-punto N no es mondtona. Ademds, |

1
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desde que (1+2") > 0, se tiene que x — 2’ > 0. Entonces, (—1—+——) (x —2') > 0 pues

z € [0, —l—oo]'.' Por lo tdnto, la aplicacion. N es pseudo-conveza. Andlogamente se tiene

~ para la aplicacidn punto-conjunto T
c. Sea f: R — IR una funcidn continuamente diferenciable tal que
flz) <0, z<a
fllzy=< o, z € [a, i]
1 fl@)>0, z>b.
Es facil probar que la funcion f es pseudo-convexa. FEl subdiferencial de esta funcidn es

el operador psedo-mondtono, esto es, T(z)={f"(z)}.

Definicién 1.18 Decimos que T : IR" =% IR™ es sobreyectivo si para todo y € R", existe
un z € IR" tal que y € T(x). La aplicacion T serd inyectivo si para x # y se tiene que

T(x)NT(y) = 0.

Teorema 1.3 (Teorema de Minty) Si T : R" = R" es mondtono mazimal y Ay > 0,

entonces la aplicacion (I + AT) es inyectiva y sobreyectiva.
Demostracién: Ver {35]. a
Lema 1.2 Si T y @ son aplicaciones mondtonas entonces T + Q es mondtona.

Prueba. La prueba es trivial por la definicién de suma de aplicaciones dadas
anteriormente.
El siguiente lema, el cudl demostramos, serd una herramienta 1til para demostrar el

Teorema, 4.1.

Lema 1.3 Sea T : R" = IR" una aplicacion mondtona mazimal entonces T es un con--

Junto cerrado, es decir, (z%,y%) € T tal que y* — § y 2* — Z, entonces (£,§) € T.

Prueba. Definamos,

—

Ry

«2

~
[

Th
™Y
H

~
i
&
MM
I Bl
™
I
wi
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Sea (z,y/) €T y (2",y") € T, por la monotonicidad la aplicacién T se tiene,
(¢ = 2"y — y}') > 0. | (1.6)
" Por hipétesis, tenem@s que (%,94%) € T
Si 2% # %, sustituyendo 2” = y y" = y* en (1.6),
(7 — z';,y' — y’“) >0, (Z,v)eT.
Tomando limite cuando k& — 4o,
A y ~7) 20, 4‘ (Z,y) e

Entonces, (z,7) € T.
8i 2* = Z, entonces (2*,y*) = (z,4*) € T, tomando limite cuando k — +c0, se tiene que

(2,7) € T. Por hipétesis, T es maximal, esto es, T' = T". Por l‘o' tanto, (Z,7) € T.

Corolario 1.1 Sea K C R”. Si Ty y Ty son aplicaciones paramondtonas sobre K en-

tonces, Ty + Ty es paramondtono sobre K.

Prueba. La prueba es trivial, sigue de la Definicién 1.17, ftem 3. =

Proposicién 1.2 Sea K C R y sean T1,Ty : K=K, aplicaciones mondtonas

mazimales. Supongamos que cualquiera de las siguientes dos condiciones se cumple:

i. "8 dom(T1) Nint(dom(Ty)) # 0, 6
i, S K =R" y ri (dom(T1)) Nri(dom(T2)) # 0.
Entonces, T + Tz es una aplicacién mondtona mazimal.

Prueba. 1 a. Supongamos que dom(73) C K es un subconjunto limitado.
Trasladando 77 y 75 si fuera necesario y.restando una aplicacién constante de 77, podemos
asumir que

0€Ty(0), Oe€ mt(dqm(Tg)) (1.7)

Sea J una aplicacién definida como z —J(z) tal que (z, J(z)) = l]® = || J(z)])°.

14



Por un resultado de anélisis convexo, se tiene que si tm(Th + T2+ J) = K si y

solo si T} + T3 es mondtono maximal.

" Entonces, probaremos que K C im((Ty + T3) + J).
Restando una aplicacién constante de T3 podemos reducir el argumento para el caso

donde z* = 0. Necesitamos mostrar que existe z € K tal que

0e (Th+ T2+ J) (=), 4 (1.8)
esto es, existe af* € K tal que
~z* € (Ty +1/2J)(x) o 9
z" € (T1 +1/2J)(z) '_ S (110)

Definimos las aplicaciones: VSI, Sy K — K tal que

1l

- Si(z") —(Ty+1/20)7" (—a,*) ' - (1.11)
So(z") = (Tz+1/20)7 (z7).
Sumando (1.10) y (1.10),

0 E' (Ty+1/2J) (x) + (T +1/2J) (z)
€ Si(z*) + Sa(z"),

esto es,

0 €im(S +.5) | (1.12)

Entonces, pa.ra probar la existencia de un vector z € K satisfaciendo (1.8), es suficiente

probar (1.12).

"Desde que Si, S; son operadores mondtonos maximales simples-valuadas y con-

tinua tal que dom(S;) = K = dom(Ss).

Desde que S; + S2 es un operador monétono simple-valuado y continuo tal que
dom(Sy + S2) = dom(S1) Ndom(S;) = K,

15



entonces 51 + 53 es un operador mondtono maximal.

Desde que J(0) =0 y de (1.7) tenemos
0€ Ty(0) = (Ty + 1/2J) (0) = S,(0).
Por la, monotonicidad de Si, | |
(Si(z"),z") = (Si(z*) — S1(0),z" — 0) >0, Vz* € K,

entonces (S1(z*),z*) > 0, para todo z* € K.

Ademés, de (1.12)
| im(S2) = dom(Ty +1/2 J) = dom(T3),

donde im(Sz) es la imagen de la aplicacién S;. Ademds, im(S;) es un conjunto limitado,

pues por hipétesis dom(13) es limitado. De (1.7), se tiene que
0 € int(im(S2)). (1.13)
Afirmacién. Para algin z*, y* €K y de la monotonicidad de S tenemos
0 < (S(z7) - Sa(y), 2" —y")
= (S(@), 2" —y") — (S(y"), 2" — ")
= (Sa(z*);2%) + (Saly") — Sa(@")y") = (Sa(y"),27)

entonces,

(S2(27),27) 2 (Saly”), 27) + (Sa(e”) = S2(W7), ¥7) - (1.14)

Desde que m(Sz) es limitado en K, #m(S2) C B (0, ;) (una bola con centro en el

origen y radio oy > 0).

iDe la desigualdad de Cauchy Schuai‘tz,

152 (") — S2(y ™) Hly*l |
< 2allyl (1.15)

[(Sa(27) = Sa(y™), y7)!

IA
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pues, 1m(Sz) C B(0, a), entonces Sy(x*) — So(y*) € B(0, 1) — B(0,2) = B(0,21) ,
| Sa (%) — Saly*)|l, = 20.
. De (1.13), S;* es absolutamente acotado en 0. Por tanto, existe € > 0, ap > 0 tal que

{v: Iyl < ek € {Saly") = Ily'll < ) (1.16)

De (1.14), (1.15) y (1.16),

(92(37),77) 2 (S3(y"),3) +(S:(57) = Srlye),¥7)
> (Sy"),e") =2 |y
= (52(¥"), ") — 2man

para cada y* € dom(S;) tal que ||y*|| < a, entonces

(Sa(z"), ") = ”81”113 {(Sa(y™), 2*) — 201000}
yl|<e

= ellz’|| — 20102.
Si ||z*|| > 22122 entonces {Sy(z*), z*) > 0 para o > 292, :

Por lo tanto, 0 € dom(Ty) Nint(dom(Ty)), esto es, dom(Ty) N int(dom(T)) # 0.

b. Ahora mostraremos que no era necesario la condicién de que | dom(T3) sea

acotado como fue hecho anteriormente. Sean 77 y 75 operadores monétonos maximales
tal quev

| dom(Ty) Nint(dom(Ty)) # 0 (1.17)

donde dom(T3) no es necesariamente limitado. Trasladando los dominios de 11 y T3 si

fuera necesario, podemos asumir que el origen pertenece a la interseccién en (1.17).

Para cada «, deﬁx_limos BO; como el subdiferencial de la funcién indicadora de la
bola cerrada U,, de radio « y alrededor del origen en z. Por tanto, B, es el operador
normal para U, definido como |
0,  lel>e
Bo(z) =14 AJ(z), |lzl=ayr>0
0e K, |z|| <«

17



Donde, B, es un operador monétono maximal.

Ademés, se observa que -

dom(B,) = {z : ||lz] < o} | (1.18)

es limitado. Entonces, usando el ftem a. tenemos que T, + B, es un operador mondtono

maximal.

De (1.16) y (1.18), se observa que el origen pertence a la interseccién en (1.16),
entonces

dom(Ty) Nint{dom(T; + Ba)) # 0,

donde dom(T, + B,) es un conjunto limitado. Por tanto, (17 +13)+ By = T1 + (T2 + Ba)
es un operador mondtono maximal para cada « > 0. Entonces, T3 + T3 es monétono

maximal.

ii. ‘Probaremos el segundo ftem. Trasladando Tj, T si fuera necesario, podemos

suponer que -

0 € ri(dom(Ty)) N ri(dom(Ty)) o (119)

tal que la envolvente afin de dom(Ty) y dom(T3) son ciertos subespacios L1 y Ly de K
respectivamente, esto es, dom(T1) C L1 y dom(Ts) C L.

Sea Ly =Ly N Ly y parai=0,1,2,

If={zeK: (z,2*)=0, VzelL} 4_ (1.20)
Y
L{L, T e Lz
Biz) =1
®7 z ¢ L’i

Cada operador F; es um operador monétono maximal(P; = 84r,), y

Py=P,+P,=Py+P, =P+ P (1.21)
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Dado cualquier z € dom(T}), existe 2* tal que z* € Ti(z), 2z* € LI?, y € dom(T1) y
y* € Tily),

@—y, (@ =) —y) ={g-y2"~y) 20.
De la monotonicidad de T3, con dom(T1) C L;, esto implica que la maximalidad de Ty
que z* + 2* € T1(z). Por tanto, ‘
Anjlogamente, tenemos

T2 =T2+P2, ’ (123)

y esto sigue que ‘
T+ T =T +Th+P+P= T+ P)+ T
De (1.21) y (1.22), podemos considerar T} y P, en una forma natural como un operador

monétono maximal del espacio L, al espacio cociente K/L7, lo cudl puede ser iden-

tificado con el dual L de L,. Por tantb, 11+ F, debe ser un operador monétono maximial.

Andlogamente, para el espacio Lo, de (1.23) y (Th + Ry) + P = Ty + P, pode-
mos considerar T, 1+ Py y Ty como operadores monétonos maximales de Ly a K/Ly. El
interior relativo de dom(T5) realtivo Ly pertenece a dom(Ty + Fy) = dom(T1) N Ly, lo

cuél es un operador monétono maximal. =

1.2 Elementos de geometria riemanniana

En esta seccién se presentardn las notaciones y propiedades fundamentales que seran
necesarios para desarrollar el Capftulo 4 de esta tesis y que pueden ser encontrados en

referencias bésicas como [2, 13, 44, 46].

Definicién 1.19 Una variedad diferenciable de dimensién n es un conjunto M y una
familia de aplicaciones biunivocas :&a :U, CIR" = M de abiertos U, de IR™ em M tales

que:

a. Uyza(Us) =M.
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b. Para todo par o, B8, com x4 (U,) Nws (Us) = W # 0, los conjuntos =1 (W) y |

xgl (W) son abiertos en IR™ vy las aplicaciones a:gl o T, son diferenciables.
c¢. La familia {(Uy,z4)} es mdzima relativamente a las condiciones del item a. y b.

Una variedad .diferenciable M es conexa si éste no es la unién de dos conjuntos abiertos

disjuntos no vacios. M es simplemente conexa si tiene un camino conexo (esto es, si

- para cada par de puntos de M puede ser unido por un camino) y 'cualqu_ier aplicacién
continua f: St — M (donde S1 denota el circulo unitario en el espacio euclidiano F?)
puede ser contraido a um punto en el siguiente sentido: existe una aplicacién continua .
F: D* — M ( donde D? denota el disco unitario en el espacio euclidiano E?) tal que F

restricto a S* es la aplicacién f. -

Sea M una variedad conexa, denotamos por T,M y TM = U T.M como el es-

. zEM
pacio tangente de M en z y el fibrado tangente de M respectivamente. Si M es dotada

de una métrica riemanniana g, con G = (gi;) como la matriz de representacién de la
métrica g, siendo esta matriz definida positiva, entonces M es una variedad riemanniana.
Se define la inversa de la matriz (i) como (g™*) La métrica puede ser usada para definit
la longitud de una curva regular por trozos o : (a,b] = M tal que a(a) =2’y a(b) =z,
dado como , o

re) = [ @)l d

. 'Minimiza_ndo_ el "funcional sobre el conjunto de todas estas curvés cbtenemos una

distancia riemanniana. d(z, ') que induce una topologia natural sobre M.

Un campo de vectores X en una variedad diferenciable M es una correspondencia
gue a cada punto p € M asocia un vector X (p) € T,M. El campo es diferenciable si la

- aplicacién X : M — T M es diferenciable.

Sea 1 = C®°(K) = {X : K =+ T K tal que para cada p € K, X(p) € T, K, X € C*} el
conjunto de los campos vectoriales y D = D(K) = {f: K — R : f € C*} el anillo de

las funciones reales de clase C°°.
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Una conexion afin es una aplicacién V : Q x @ —  donde para cada par de
campos (X,Y) € 2 x Q se asocia otro campo VxY que verifica clertas condiones, ver
[13]. Los sfmbolos de Christoffel ( o los coeficientes de la conexién afin 'V en U) son las

funciones I'(% : U C M — IR caracterizadas por

N d %)
== —— ik + =Gk — =i » 9 1.24
i 2;{axi97“axjg’“ 8%93}9 (1.24)
Sea V una conexién affn asociada a (M, ,)). Por el Teorema de Levi-Civita, ver [13]
pagina 61, existe una tinica aplicacién llamada derivada covariante y es caracterizado en

una cierta parametrizaciéon como:

DV duﬂ doy
A bl J__i X 1.25
TS =X+ Z V=V, X;. | (1.25)

Una conexién dada por el Teorema Lew—Clwta es denominada conexién de Levi-Civita

o conexién riemanniana de M.

Definicién 1.20 Sea M una variedad riemanniona unida o su CONETION riemanniand.

Una curva parametrizada o« 1 I — M es una geodésica en to € I si 2 (42) = 0 en el
punto ty; si o es geodésica en t, para todo t € I, decimos que o es una geodésica. Si
e, bl €T ya:I— M esuna geodésica, la restriccion de o en [a, b] es llamada geodésica

ligando a(a) y a(b). -

De (1.25), un campo vectorial, a lo largo de o, es llamado paralelo si VoV = 0. Si o’ es

paralelo entonces o es una geodésica. La ecuacién de la geodésica es:

2 n ) ) R . : ..
do"“-+2riﬂ.@d—aﬁ=o, k=1,2,...n. (1.26)

de? = dt T dt
Sea U C N[ TU es el fibrado tangente de U y
U= {(QW) €ETU: geV y veTM con v <e},

donde V' C U es una vecindad de p € M.
Por un resultado de geometria riemanniana, dado p € M existe un abierto V C M,

peV,d>0, € > 0 y una aplicacién infinitamente diferenciable dado como:
a:(=06,0)xU—=>M
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tal que la curva t — af(t, q,v), con t € (—4,0) es una Gnica geodésica de M en el instante
t = 0 que pasa por ¢ con x'felocidad v,paracadage Vy cada v E Tq.JVI con |v| < ¢;. Por
abuso de nota;cién; consideraremos a(t, q,v) = a(t).

Sea a : [0,1] — M una curva geodésica tal que a(0) = ¢ y (1) = p, la aplicacién

exponencial en U, denotado como exp : TU — M , es definido pof

exp(g,) = allgv). )

Es claro que la aplicacién exp es diferenciable. En la mayor parte de las aplicaciones,
utilizaremos la restriccién de exp en un abierto del espacio tangente T, M, esto es, definire-

mos

exp,: B(0,e) CT,M = M
por exp,(v) = exp(g, v).

Definicién 1.21 Una variedad riemanniana M es (geodésiéamente) completa si para
todo p € M, la aplicacion exponencial, exp,, estd definida para todo'v € I,M, esto es,

st las geode’siéas alt) que parten de t estdn definidas para todo t € IR.

Se observa también que el Teorema de Hop Rinow asegura la existencia de esta aplicacién
para todos los puntos de M. La aplicacién lineal P, g1 : TooyM — ToyM es llamado el
transporte paralelo a lo largo de .. Se observa que eIfrasporte paralelo P, preserva .
el producto interno, esto es, una aplicacién isométrica. Por un resultado clésico de

geometria riemanniana, se tiene

P, paexpyty = —exp,z. - (1.28)
- El tensor de curvatura, denotado como R, es definido por
R(X,)Y)Z = VXVyZ —VyVxZ - VyxZ,

donde X, Y y Z son campos vectoriales de M y la curvatura seccional con respecto a X

y Y es dado por

K(X y) = (BE YV, X)
o IXIPIX)? - (X, 7))

donde || X|| = (X, X)>.
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Definicién 1.22 Dado un punto p € M y un subespacio bidimensional ¢ C T,M, el

nimero real K(X,Y) = K(p,0), donde {X,Y} es una base cualquiera de o, es llamado

curvatura seccional de o en p.

Corolario 1.2 Sea M una variedad riemanniana, n = dim M, p € M y{e1,...,en} una
base ortonormal de TyM y sea Riju = (R (e, ej)ex,er), 4,5, k1 =1,...,n. Entonces,
K(p,o) = Ko para todo o C T,M, si y solo si, Rijij = —Rij; = Ko para todo i # j, y

Rk = 0 en otros casos.

Prueba. Ver [13], Corolario 3.5, pp.107. =

Si K(X,Y) < 0 para todo X y Y, entonces M es llamado una variedad

riemanniana de curvatura seccional no positiva.

Definicidén 1.23 Una variedad de Hadamard es una vartedad riemanniana, simplemente

coneza, completa y de curvatura seccional no positiva.

Teorema 1.4 Sea M wuna variedad riemanniana, simplemente conexa y completa con
curvatura seccional no positiva. Entonces M es difeomorfa al espacio euclidiano
R", n = dimM, esto es, en cualquier punto x € M, la aplicacién exponencial

exp, : ToM — M es un difeomorfismo.

Demostracién: Ver [13], Teérema 3.1, pp.165. -

Ejemplos 1.2 A continuacion, se muestra 2 ejemplos de variedades de Hadamard: el
plano hz’perbo’lz’co y el ortante positivo bajo ciertas métricas. Este dltimo espacio es

importante para nuestro trabajo porque serd considerado en el capitulo 5.

1. El plano Hipérbélico
Sea el econjunto '

H={(x1,x2)EJR? t29 >0},

inducida con la métrica riemanniena con G = (g;;) donde
1

gijz'x_géijv l'vj:lv2

23



con :
1, i=j
0, i#j.

' El conjunto H, inducida con tal métrica, es llamado el plano de Powncaré o plano

5ij =

Hiperbolice.

A continuacion, demostraremos 'que el plano. hiperbdlico H, definido anteriormente, es
una variedad de Hadamard, esto es, una variedad riemanniana, simplemente coneza,
completa y de; curvatura seccional né positiva. Para tal fin, es necesario calcular las
componentes de la conexion riemanniana, esto es, los simbolos de Christoffel, las ecua-

ciones de las geodésicas, la distancia riemanniana y la curvatura seccional.

a. Simbolos de Christoffel.

Las componentes de la métrica estdn dados como

1
Jui1 = g2 =3 .
| z3 (1.29)
Gz=gn=0
Si k % m, entonces gim = 0 entonces, de la ecuacidn (1.24), se tiene:
1 9 ] ) ‘
Iy =59"" | 5-9m+ 59 — 5.9 | - 1.30
i = 59 (axigjm+ &L'jg" 8xkg”> (1.30) _

Sustituyendo (1.31) en (1.30), la conexién riemanniana en H tiene las siguientes compo-

nentes:
FhA: I =T%=0%=0 . ’ ' v __"(1.31)
F%2 = F%l = F%2 = _1—%1 = _x—
. - 4 2

b. Ecuacién de la geodésica.

~ Sea una curva aft) = (aa(t),aq(t)) € H tal que a(0) = (y1,u2) ¥ &(0) = (vr,v9).

Entonces sustituyendo las componentes de la conexién afin en (1.26), se tiene el siguiente
sistema:

d2O£1 2 d(,\{l d(]!z 4
it S eha b Rhehat RS o S 1.32
dt? og dt dit (1.32)

2 ‘ 2 2 .
Py 1<<dal) __1_<d042> —0 (1.33)

A2 o \dt /] ap \ dt
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doq

Reemplazando p(t) = —; oo (1.32), se tiene
B _2dw
dt (84} dt

donde, por un resultado de célculo diferencial se obtiene la solucién:
p(t) = kas(t),  k>0. (1.34)

Reemplazando (1.34) en (1.33),

d2a2. 9 3 1 dO{Q 2
s—— | — ] =0. 1.35
dt Tk “2 (8%} ( dt ) _ ( )
Definimos ,
d .
_%“ = #(t) as(?), (1.36)
entonces,
Ao dz 3
— = —+z . 1.
k= o) (G4 2007 _ (1.37)

Sustituyendo (1.36) y (1.37) en (1.35) y desde que'ozg(t) € H, esto es, ‘C\éz(t) > 0 se tiene,
) =r—km(t), reR. | : (1.38)’
Sustituyendo (1.38) en (1.36), |
ap(t) = s emth Bt s> 0. (1.39)
Si a3 (t) = ¢ con ¢ una constante arbit’ra,ri:a, entonces qy(t) = se™, con h € R. Por tanto,
o (o4(t), aa(t)) = (c, sght) : ' ©(1.40)
Si c(t) no es constante en (1.39). Definimos:
as(t) = % sech pt, s> 0. (1.41)

Igualando (1.41) en (1.39) y derivando con respecto de ¢, se tiene

' 8
o (t) = b= Etcmhpt, be R . (1.42)
Por lo tanto,
| (cuft), aa(t)) = (b + s tanh pt s sechpt) . (1.43)
' ‘ k 'k

25



Ademas, de (1.41) y (1.42), se tiene
(aa(t) — B)* + an(t)® = R?,

‘con 0 < R = s/k, esto es, aj,op € Chp con op(t) > 0 donde Cpr es la

semicircunsferencia de centro b y radio r.

" Evaluando a(¢) € H en (1.40) y (1.43) tal que d(D)_ = (y1,%2) y &/(0) = (v1,vq),

se tiene

(aa(t), c2(t)) = (y1,92€"""), vp=0 . (1.44)
(as(t), ozz(t)) = <y1 + ya tanh %t, Yo sech Z—lt> , v=0 | (1.45)
‘ 2 2 .

que son las geodésicés del plano Hiperbdlico H.

c. Distancia Riemanniana.
Sea a(y,v,1) = (21, 22), esto es, (a1(t), a2(?t)) l1=1 = (21, 22).

)
—. De

Ya

c.1) Si aft) es la geodésica dada en (1.45), se tiene que zl =1 ¥ Ve = Yeln
. donde, éxpyv =z, siysolosi, v= expy .

Entonces,

d*(z, yj = exp;leZ

= (v, Gy)v)
E%. .
v3
= 11122.
Y2

-¢.2) Si aft) es la geodésica dada en (1.44), se tiene que

U1
z1 = Y1+ y2tanh —
Y2
V1
29 = sech —.
2 Y2 ”

Resolviendo el sistema anterior, se obtiene

Yt RV O Bk U T A
z2(y1 +y2) ’
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de donde,

a2
?(zy) = |exp,tz HG
= (v,G(yv)
_ U
v3
= o2 [ At VY3 — 2% + 2y3
z2(y1 + y2)
Por lo tanto, la distancia hiperbélica entre los puntos ¥ = (y1,%2) ¥ 2 = (21, 22) est4 dado
como: '
f;— s . . ‘ : L1 = T2
dzy) = 22.‘ 5T 2.2 ‘
1o | 2Y2 + §/Z1y2 — 2Y1 T 202 . y,z€Cyn.
22(y1 + o)

d. Curvatura seccional.
Sea {Xj, X5} una base local ortonormal del espacio hiperbélico H, lo cudl denotamos

por X; = % cont =12

Se tiene,
1
VX1 = —VxXs = —X;,
~ 1
V.X14X—'2 = _VXQX]. = ——_Xl}
. To
5

_ : , 2
Vx, (VX1X2) = Vx, (VX2X1) =Vx, (VXQ'XQ) =2Vx, (VX2X2) =—-2Vx, (VXle) = PXl
: . 2

Vs (Ve X1) = 2V, (Vi Xz) = —%XQ.
.Adeﬁlés, ‘ | .
- R(X, X5) X = Vi, (Vx, X)) — Vi, (Vx;Xk)
esto es,

R(X1,X1) X1 = R(X2, X3) Xy = R(Xy, X1) Xo = R(Xs, X2) X2 =0

2

. 1
R(Xy, X)) Xy, = "R(XlaX2)X1=FX2

: 2

‘ 1
R(XQ,X]_)XQ = —R(Xl,XQ)Xé:—?‘Xl.
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Desde que Rijr = (R (X;, X;) X, Xi) y por la ortonormalidad de {X;, X}, se tiene que

R1212 = _'R1221 = —'17

Ra191 = —Rpe=—1.

Luego, del Corolario 1.2 se tiene que la curvatura seccional es -1, esto es, una curvatura

seccional no positiva.:

Se muestra que, H estd dotada de una métrica riemanniana (-,-) con G(z) = (;—2%)
para %,j = 1,2, para dos puntos cualquiera dados én H hay uno y sélo un camino
conecténdolos y que las geodésicas dadas en (1.44) y (1.45) estan definidas para todo
t € IR, entonces la variedad H es una variedad riemanniana, simplemente conexa y

completa respectivamente. Por lo tanto, el espacio hiperbélico H es una variedad. de

Hadamard.

2. El Ortante Positivo. Sea el conjunto
Ri_+ = {(SL‘l,.’Eg) 121> 0,25 > 0}
Si JRi + es inducida por una métrica riemanniana diagonal definida como
1 1 .
G(z) = diag { =, — | = X%,
()= dag () =%

donde X = diag (21, %2), entonces ([R2,,G(z)) es una variedad riemanniana.

a. Simbolos de Christoffel.

La conexién riemanniana tiene los siguientes coeficientes:

1

-1 _ . Co
- :U—-z’ I‘i2:I‘§1 =F%2=Ffl=1’f-z=f‘§1 =0.

T} = ri, =
n= o 2
b. Ecuacién de la geodésica.

Sea «a(t) una curva en Bi +, reemplazando todos los coeficientes dados anteriormente en
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(1.26), se tiene
FPoi 1 (doy 2 0
e o \dt )
dzag 1 dag 2 _ 0
a2 oy \ dt /] -
~ Solucionando el sistema anterior, y considerando las condiciones iniciales para a(t) dados

como a(0) = (yl;'yQ) y a'(0) = (71i,vg) = v se tiene

alt) _ (yle(vl/yl)t)y2e(v2/‘y2)t) i=1,2 (1.46)

c¢. Distancia Riemanniana.

Sea 1 = (1,22) Yy = (y1,92) € IR%, tal que a(1) = 1z, se tiene que si a(y;v,1) = y ey

=)o) aw

De donde, la ecuacién de la geodésica que une los puntos y y z estd dado como

entonces

oft) = (@3 %Yz ) (1.48)

Desde que v = exp, 1z entonces

Plry) = |lexpi'|,>

= In? <—yi> +1n® <2> : (1.49)
: Ty o )

Por lo tanto, la distdncia riemanniana que une los puntos y y = es dada por:

o= (2) 00 (2))"

d. Transporte paralelo.
' 2

Consideremos un campo vectorial V' = E 1;.X; sobre la curva o : IR — Rf_ - Susti-

‘ i=1
tuyendo en (1.25) obtenemos,
n_Wda
dt . o dt
s Vades _
dt g dt ’



tal que V(0) = (V1(0), V2(0)) = (v, va).

Solucionando el sistema, para ¢ = 1,2, se tiene’
Vi=uw;k, k>0,

de donde, Vi(t) = as(t) k, i = 1,2.

v.
Evaluandoen ¢ =0, k = —, para i = 1,2, y asi obtenemos

2

Vi) = ai(t)w, i=1,2.

2.
K3

De (1.48), el transporte paralelo a lo largo de la geodésica a(t) es dado como:

PanaV(0) = (a0, o) = (280, @) g

Nor o1t Y2 o1
= (—=2iy 5 — Tayy )
5l Yo

Para t = 1 se tiene,

) Vv Vo '
Py 00V (1) = (—1 1, —gxz) (1.51)
' hn Y2

e. Curvatura seccicnal.

Si ¢ # j entonces Vx, X; = 0.

Sii=j, .
- : - 1 v . 2 1
Lo ‘VXlJX—l ':.'7F11X1 + Pll,Xg = —x—le,
- - 1
VX2K2 = P%2X1 -+ ng.XQ = "';‘XQ
2
entbnces,
. 1 1 1\
V.XQ (VX]_X]_) = VX’_’ __‘Xl = _'——ngXl + X2 I ‘Xl = 07
Ty T1 Z1

1. 1 1 :
VX]_ (VXQXQ) = le (——_XQ> = _EV‘Y1X2 +X1 (-—) X2 = 0,

T2

de donde,

R(X:, X)) X =Vx; (Vx;Xe) — Vx, (Vx, X)) =0, Vi j k=12
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. Entonces,

R(X,Y)Z =) wvw'R(X:, X;) Xi =0.

i?j?le

* Por lo tanto, IR%, tiene curvatura cero.

Se observa que el ortante positivo Ri + es inducido por una métrica riemanniana
diagonal X2, para dos puntos cualquiera -dados en R?, hay uno y sélo un
camino conectdndolos y que las | geodésicas dadas en (1.26) estd definidas para
todo ¢ € IR, entonces la variedad (IR%,,X™%) es una variedad riemanniana,
simplemente conexa y completa respectivamente. Ademads, es de curvatura seccional

cero. Por lo tanto, el espacio (R%,,X?) es una variedad de Hadamard.

Definicidén 1.24 Sea M wuna variedad diferenciable, G una métrica riemanniana sobre
My f: M — IR una funcién diferenciable. Entonces, el gradiente. de la funcién f sobre

M en el punto q es definido como el vector tangente grad f1(q) € T,M tal que
(grad f(g),v) =df(gv, Vv eTM,
donde df (q)v es la deﬁ'vada'de f en q en la direccidn de v.
Si M = IR™, se puede_caracterizai el_campo ve;:torial gradiente como:
~grad fT(g) =GNV (2),

don'deG"l(q) es la matriz inversa de la matriz simétrica definida positiva G(q) y V f(q)

es la gradiente clésica de f en el punto g.

" Ejemplo 1.1 Sea (R}, X~?) una variedad riemanniana, y una funcién f : R, — R
tal que

f(z) =’z +1n? 5.



El campo vectorial gradiente grad f es dado como
grad f(z) = (X7*)7 V()
= XVf()
' 2z1Inz ' : » |
= S (1.52)
229 In x5 :

Definicién 1.25 Sea f : K — IR una funcidn de clase C*, k > 2. La Hessiana de f,

denotada por HY, es definida como la derivada covariante del campo gradiente, esto es;

D
1Y = —(grad f)

Asi, la Hessiana de una funcién f en el'punto p en la direccién de v € T, K es dada como:

HS(0) = 2 (gr0d £)(p) = Vograd f(p)

Ejemplo 1.2 En la wvariedad riemanniana (ZRi X ~%), mediante resultados de
geometria riemanniana, lo Hessiana de la funcion f en el p&mto p es dado como:

H] =V f(p) + X'V f(p), (1.53)

1.3 Elementos de anilisis convexo

Definicién 1.26 Sea M una variedad riemanniana y K C M un subconjunto convezo.
Suponga que Front(K) #0, ¥’ € F‘r(mi(K ), s € TpyM y s # 0. El subespacio de Tpy M
* definido por ' |

Ss,z: ={veTuyM : (s U> =0},

es llamado el sopoﬂe del conjunto K en x' si
(s, explz) > 0, Yee K.
Deﬁniéién 1.27 Sea K C M y sea x € Front(K). El conjunto
{ye M : {a,exp;'y) =0, Vace ToM \ {0}},
es llamado una hipervariedad de soporte para K en x si (a, exp;*y) > 0, para todoy € K.
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Definicién 1.28 Un subconjunto K C IR"™ es llamado convexo si para todo x, y € K,

t €[0,1], se tiene que tx + (1 —t)y € K.

. Definicién 1.29 Un conjunto K C IR" es llamado fuertemente convexo si para todo

z,y € K, yt€(0,1), ezister > 0 tal que B((1—1t)z —ty,r) C K.

Proposicién 1.3 Sean D; C R", i € I, conjuntos convezos, donde I es un conjunto

arbitrario. Enioncés la interseccion D = ﬂ D; también es un conjunto convero.
' i€k
Prueba. Ver [27], Proposicién 3.2.1, pp. 72.
Ejemplo 1.3 Sea K un conjunto convezo. El conjunto definido como
S,:={ze K : (Fly),y—z)=>0} : (1.54)
es convero. En efecto, sea x*,2* € S, y o € [0, 1], entonces
(Fly),a(y—=')) 20 | - (1s)
(F(y),(1—a) (y—2%)) 2 0. (1.56)
Sumando (1.55) y (1.56) se tiené,
(Fy),y — (az! + (1 —a)a®)) 2 0;
entonces, azx' + (1 — a)z? € S,. Por lo tanto, S, es un conjunto convezo.
Definicién 1.30

1. Sea K C IR™ un conjunto convezo, f : K — IR es una funcidn conveza si para cada

z,y€ K yae(0,1], se tiene que f (ax + (1 —a)y) < af(z) + (1 — ) f ().

2. La funcién [ es estrictamente conveza cuando lo desigualdad anterior es esiricia

para todo x #y y a € (0,1).

3. La funcion f : K C IR" — IR es pseudoconveza si f(zx) < f(y) entonces

(Vf(y),z —y) <0. La funcidn f es pseudocéncava si —f es pseudoconveza.
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Definicién 1.31 Ei epigrafo de la funcz’o’n f: K — IR es el conjunto dado por
epi(f) ={(z,c) e K x R : f(z)<c}.

. La relacion entre convexidad de conjuntos y de funciones es dada por el siguiente teorema.

Teorema 1.5 Sea K C R un conjunto convexo. Una funcion f : K — IR es conveza

en K siy solo si el conjunto épi( f) es convero en R" x IR.
Prueba. Ver [27], pp. 67.

Ejemplo 1.4 Sea K < R" un conjunto cerrado y convero.  La funcidn

0 : R" — R U {+oc} definida por:

| 0, sizek

5[{(’1‘) = )
+o0, siz g€ K

es llamada la funcion indicadora de K. . -

La funcion 0x es conveza st y solo si K es un conjunto convezo.
En efecto, six € K se tiene que g (x) = 0, entonces dx(x) < B, con B € [0, +00). Por
tanto, (z, B) € epi(dk) donde epi(dx) = K x [0, +00).

Sea dx wna funcion convera. Del Teorema (1.5), epi(dx) es convezo, esto es,
K x [0, +0c0) es un conjunto convexo. Por lo tanto, K es un conjunto convezo.
Reciprocamente, si K es un conjunto convezo, entonces K X [0,+00) ‘= epi(dx) es

convezo. Del Teorema (1.5), se tiene que 0k es una funcién conveza.

Si z ¢ K, entonces 8x(z) = +oo. Asi, para todo 8 € R, B < +oo = Ik(z),
esto es, (z,8) & epi(dk).
El problema general de optimizaciéri en €l espacio euclidiano consiste en resolver el si-

guiente problema:
' min f(z)
s.a. . (1.57)

rxe K CR,
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Teorema 1.6 Considerando el problema (1.57), st K C IR™ es un conjunto compacto y

[ es una funcidn continua sobre K. Entonces, existe un minimo global del problema.

 Prueba. Ver [27], Teorema 1.2.1, pp.7. =

Teorema 1.7 Sea K C IR™ un conjunto convezo y f : R" — IR una funcidn diferencia-

ble en el punto T € K. Si T es un minimizador local del problema (1.57), entonces
(Vf(Z),z—-x) >0, Vz e K.
Demostracién. Ver [27], Teorema 3.1.3, pp.66.

Teorema 1.8 Sea K C IR" un conjunto convezo y f: K — IR una funcién conveza
sobre K. Entonces todo minimizador local del problema (1.57) es global y el conjunto de
minimizadores es convero. Ademds, si | es estrictamente conveza, no puede haber mds

de un minimizador.’

Demostracién. - Supongamos que Z € K es un minimizador local que no es global.
Entonces, existe y € K tal que

fw) < 7@ - | (1.58)

Definimos z(a) - oy + (1 — @)Z. Por la convexidad de K se tiene que z(c) € K para

‘todo a € [0, 1]. Desde que f es una funcién convexa para « € (0,1], y de (1.58) se tiene

que

flela)) < af(y)+ (1 —-a)f(@)
= f(@)+a(fy) - f(2))
< f(&).

Tomando o > 0 suficientemente pequefio, se garantiza que el punto z({«) estd arbitraria-

mente préximo al punto Z, y ain se tiene que f(z(c)) < f(Z), para z(a) € K. Lo cual

es una contradiccién desde que Z es un minimizador del problema. Por tanto, T es un

minimizador global.

Ademés, sea S el conjunto de minimizadores globales y Z € IR es un valor éptimo del .
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problema, esto es, f(z) = Z para cualquier z € S. Para cualquier z € Sy Z € S,

« € [0, 1], por la convexidad de f tenemos:

Flaz + (1~ a)7) 5 af(@) + (1 - a)f(3)

= aZ+(1—-a)z=2%

esto es, f(az + (1 — a)Z) < z. Desde que Z es un valor éptimo del problema, se tiene
que f(az + (1 — a)&) = z. Por lo tanto, oz + (1 — )% € S. Entonces, el conjunto de

minimizadores es convexo. =@

Teorema 1.9 Sea K un conjunto' convero y abierto y f : K — IR una funcién diferen-

ciable en K. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
i. La funcion f es convera en K.

4. Para todo z,y € K,
| F@) = f@)+ (V@) —1).

Demostracién. Sea f una funcién convexa sobre K. Para z,y € K, a € (0,1] y

definiendo d = y — £ tenemos - -

f@+ad) = flo+oly—z)
= flay+(1-a)z)
< af@)+ (1 -a)f),

-de donde, a(f(y) — f(z)) Z.f(:c + ad) — f(z). Dividiendo por « > O,'.
 fetod) — /@)

(04

- fly) - f=)

Desde que f es una funcién convexa existe el limite. Tomando limite, cuando o — 07

tenemos

fy) - fle) = i @ +od) — f()

a—+0t (87
= (Vi) d)
= (Vf(x)y - :L‘> .
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Entonces, f(y) > f(z) + (Vf(z),y — z).

Reciprocamente, sea 2,y € int(dom f) y para o € [0,1] tal que

f) > @) + (V@) y—a).  (s9)

Sustituyendo z =z + a{y —z) y y = = en (1.59), se tiene

F&) 2 flataly—o) + (Vi +aly—a)e — (= +aly— )
= fletal-o)+ (V@ +a - o) el - v).

Multiplicando por (1 — &),
(1~ a)f(z) >(1- a)f(e +aly— ) + (1-a) (Vi +aly - ), oz —y)). (1.60)

Sustituyendo xz = « + a(y — z) en (1.59) se tiene

W) = flataly— o)+ (Vi@ +aly— )y — @ +aly—2))

= flo+aly—2)) + (Vi +aly— ), (1— )y - o).

Multiplicando por a,

afy) = af(z+aly —2)) +a(V e +aly— ), (1 - o)y — ). (1.61)
Sumando (1.60) ¥ ¢1.61) tenemos
af(y)+ A —a)fx) = fz+aly —2)) = flay + (1 - a)z).
Por lo tanto, f es una funcién convexa. =

Definicién 1.32 Dada una funcidn f : R — IR, s € R" es llamado subgradiente de f _
en x st |

f(y) > f(z) + (s,y—1x), VyeR"

Observacién 1.3 El conjunto de todos los subgradientes de f en x, denotado por 3f(x),

es llamado subdiferencial de f en x.



Ejemplo 1.5 Sea K un conjunto convezo y sea s € 93y (z), entonices
i. Siz € K, se tiene que dx(z) =0, y para todo y € IR™ se tiene que

Ok(y) 2 oxl(z)+ (s,y—x), ’
= {5,y —x). (1.62)

i.1 Siy € K se tiene que dx(y) = 0. De (1.62),
(s,y —z) <0. (1.63)
1.2 Siy & K se tiene que 0x(y) = +oco. De (1.62),
| | (s,y —x) < 4o0. (1.64)
Por lo mnto,' (;,e (1.63) y (1.64), se tz’éne que
| A85K (@) ={se R" : (s,y—=) <0, para todo y € K}.
#. Siz & K se tiene -que dx(x) = +oo, entonces |
Ik (y) 2 +00, para todo y € R”,

lo cudl es una contradiccion por la definicion de la funcion indicadora dx. Entonces,
8(5 K(a:) =
Por lo tanto,
{se R": (s,y—z)<0,Vye K}, size K
0, sizg K

L Bdg(x) =

Proposmlon 1.4 Sea f : IR" — IR una funcidn propia, semicontinua mfemor Y CONVETA,

entonces 0f es monotona mazimal.

Prueba. Ver [43], Teorema A, pp. 213.

Definicién 1.33 Sea K C JR"™ un conjunto convezo y cerrado. El operador cono normal

Ng C K x IR* es dado como
Ni(z) ={(z,y) : z € K, ly,w—1z) <0, Ywe K}. (1.65)
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Se observa que los conjuntos N (x) ¥ 96k () coinciden,

Lema 1.4 Si K eswun conjunto convezo y cerrado entonces Ny es un operador mondtono

marimal.

Prueba. Sigue de la Proposicién 1.4. Para mas detalle ver [43]. =

Deﬁniéién 1.34 Sea K C JR", el cono dﬁal de K ; denotado por K*, es definido como
K'={yeR":(z,y) >0, VzekK}. |

Definicién 1.35 Sea K C Bﬁ. El cono de recesién del conjunio K, denotado por 07K,

es definido como el conjunto
0"K={zeR":y+dzc K, Vyck, §€0,0)},
donde los elementos del conjunto 0t K son llamados direcciones de recesion..

Ahora, extenderemos algunos resultados a variedades riemannianas.

Definicién 1.36 Sea M una variedad riemanniana completa. Una funcion f : M — R

es

i. convexa, si para toda geodésica v : R — M, la composicién fovy: IR — IR es una

funcién conveza, esto es,
fory(ta+ (1—1)b) <tf(v(a)) + (1 —1)f (+(b))
pare cualquier a,b € R y0<t<1.

ii. es concava, si para toda geodésica v : R — M, la COMPOSICIon fov:IR — IR es

una funcion concava, esto es,
Foy(ta+ (X =) 2 tF (@) + (1~ OF (o)
para cualquier a,b € IR y0<t<1.
iii. es afin, st es concava y coﬁvexa a la vez, esto e‘s;,
fo(tat (1—1b) = tf (+(a)) + (1 = O)f (+(0))
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Observacién 1.4 Sea M una variedad riemanniana completa y f: M — R una funcidn
conveza. Dada una geodésica ¢ : IR — M, consideramos la funcidn real b : R — IR

definida como - '
A = F().
Por la regla de la cadena, tenemos que el subdiferencial de h, Oh, es dado como:

Bht) = {{s, /(1) : s € BFWWON} = BFWE), ¥ (D).

Teorema 1.10 Sea M una variedad riemanniana y f : M — IR de clase C' (continua-

mente diferenciable). Si.x* es un punto minimo, entonces grad f(z*) = .

Demostracién. Sea v € T,-M (arbitrario) y ¢ : R — M una geodésica tal due

$(0) = z* y ¢’(0) = v. Entonces t = 0 es un punto de minimo local para la funcién

h(t) = f(6(1))-

Por lo tanto, A'(0) = 0, esto es, A'(0) = (grad f(z*),v). Desde que v e Tw M fué elegido

arbitrariamente, se tiene que grad f(z*). =

Definicién 1.37 Sea M una variedad de Hadamard.y f : M — IR una funcicn conveza.

Dado z € M, un vector s € Ty M es un subgradiente de f en x si

fy) > flz)+ (s,exprly), VyeM

El conjunto de todos los subgradientes de f en z, denotado por Of(x), es llamado el

- subdiferencial de f en x.

Teorema 1.11 Sea M una variedad de Hadamard y f: M — R una funcion conveza,

entonces Of (z) # 0 para todo x € M.

Demostracién. De la convexidad de f se sigue que el grafo de la funcién, graf(f), es
un conjunto convexo de la variedad producto M x IR. Adem4s, la inversa de la aplicacién

~ exponencial de la variedad M x JR en el punto (z, f(z)) € epi(f)(arbitrario) es dado como
XD 4oy (0 7) = (expz'p,r ~ f(3)) -
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Entonces, sea S((s,0),(x.7(=))) €l subespacio soporte de epi(f) en (z, f(z)) dado como

v

O. <‘(Su a): exp(_wlyf(a;)) (p> T)>

= {(s,a), (eXp;1P_>7” — f(x))) _
= <37 exp;1p> + o (7‘ — f(’lf)) s (1-66)

para todo (p,r) € epi(f).

Reemplazando § = exp,s y f(F) < 7 en (1.66) tenemos que (5,7) € epi(f) tal

que

0 > (s,exp;'d) +a(F— f(5))
= (s,8) +a(F— f(h))
= |s|®+aF— f@),

esto es, a(f(F) —7) > ||s||* > 0.
Si o = 0 se tiene que s = 0, lo cudl es una contradiccién segin Definicién 1.26. Por lo
tanto, o # 0. ' | |

Sin pérdida de generalidad, tomamos & = —1 en (1.66),
r> f(z) + (s, exp;'p) .
Tomando f(p) = r para At‘od'o' p € M tenemos,
Fp) = f(=) + (s, exp;'p) -
Por lo tanto, pa,ra‘todlo x € M existe s € T, M tal que
F®) = f(z) + (s,exp;'p)
para todo p € M, esto es, 0f(x) # 0 para todo z € M. =

Definicién 1.38 Sea M una variedod de Hadamard, un operador mondtono T en M es

un conjuntd TCMxTM tal que si (z,T(z)), (y, T(y)) CT se tiene que

(ProaT(W) = T(a), exp;'y) > 0,
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donde « : [0,1] — M es la (dnica) geodésica tal que y(0) =y y¥(1) = y Pyo1 es el

transporte paralelo sobre la curva .

- Definimos la funcién real punto-conjunto qb': R= R tal que

b () = {(F'(8),v) - v e X(¥()},
donde X es un campo vectorial punto-conjunto sobre. M y 1 es una geodésica en M.

Teorema 1.12 Un campo vectorial punto-conjunto X sobre M es mondtono si y solo si

d(xp) €8 monstono para toda geodésica ¥ en M.
Demostracién. - Supongamos que X es un campo vectorial monétono. Sea 1/ una

geodésica en M -con 1 # 2 tal que d/J(tl)# Y(ta), r1 € duxyy(tr), T2 € duxwy(t2),
v € X(¢(t1)), v2 € X(¥(2)) tal que g =-(z,/)'(tl),v1) y 2 = (3’ (t2),v2). Entonces,

(ti—ta)(ra—r1) = (to—t) (W'(t), va) — (¥'(t1) — v))
= (tg —t1) ((Py-rppt, W(tz), Pyt 8, Va) — (¥'(t1) — 1))
= (ta — 1) (@ (tr), Pyt oy v2) — (3'(t2), 01))

= (ta— 1) (W' (ta), Py—aa v2 — 1) -

Desde que X es un campo vectorial monétono, se tiene que (¥'(t1), Pp-14,4,V2 — V1) = 0,
ta > t;. Por lo tanto, (t2 — t1)(r2 — 1) > 0, esto es, ¢(x,4) es mondtono para toda

geodésica ¥ : [t1,ts] — M.

Reciprocamente, supongamos que G(x ) €8 mondtona. Seap,g € M,u e X (p), v € X(q)
y sea la geodésicap : [0,1] — IR tal que %(0) = p y %(1) = g, 1 = (¢'(0),u) € ¢x)(0)
y 72 = (/(1),0) € d(x(1). Bntonces, |

(@'(0), Pyiov —u) = ((0), Pyiov) — (¢'(0),u)
= (Pyio?’ (1), Pyrov) — (4'(0), )

' (1#’(1),’0) - (d’l(())’ u) |

= 79 —71.
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Desde que ¢(xy) es mondtona, esto es, (1 — 0)(ry — r1) > 0 se tiene que

(W'(0), Py1ov—1u) > 0. Por lo tanto, X es monétono. =

. Proposicién 1.5 5i f : M — IR es convexa, entonces 0f es mondtono.

Prueba. Sea v una geodésica en M. Desde que [ es convexa, la funcién real f o) es

convexa y O(f o) es mondtona. De la Observacién 1.4, se sigue que
O(f o)) = {{s,0' (1) : s €A(f o ¥)()} = biorm(®)
es convexa. Del Teorema. 1.12, se tiene que 9f es monétono.

..Ovbservaciénl 1.5 Sea K C M un sﬂbconjunto COMVETH y cerrado. La funcion indicadora

sobre K es definido como:

0, z € K,

5K(£I:) =
: +oo, z ¢ K.

Desde que K es un conjunto convexo, se tiene que dx es una funcion conveza.

El cono normal de K C M en x es definido por '

donde 06k (x) es el subdiferencial de 0 en x. Desde que dg es una funcion conveza, su

subdiferencial es monétona mazimal.

Definicién 1.39 Sea (M,d) un espacio métrico completo. La sucesién {z*} C M es

Fejér convergente o un conjunto no vacio U C M si
d(z**,y) < d(zF,y),

para todo y € U.
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1.4 Funciones y Distancias de Bregman en varieda-
des Riemannianas

" Definicién 1.40 Sea M. una variedad de Hadamard, S C M un conjunto convezo,
abierto y mo vacio con S como la cerradura topoldgica de S. Considere h = S — IR
una funcion convexa y diferenciable sobre S. La distancia Bregman asociado a h, deno-

tado por Dy, es definido como una funcién Dy(-,-) : S x S — R tal que:
Dy(z,y) = h(z) — h(y) — (gradh(y), exp, z) . (1.67)
Esta clase de distancia fué introducido por Bregman en su paper original[3].

Definicién 1.41 Sea S C M. La funcién h : S — IR es llamada funcién Bregman con

zona S si:
i. SCM esun cqnjunto abierto.
ii. h es finito y continuo sobre S.
iii. h es estrictamente convezo sobre S.
iv. hes comfz'nuamente‘diferenciabl¢ sobre S.

v Dadoy € S,z €S yac R, los conjuntos de niveles parciales Li(c,y) y Lao(z, o)
de Dy, para o € R, definidos por '
Li(o,y) = {z€S : Dilz,y) <af,

Lo(z,c) == {y€S : Dulz,y) <a},
- som acotad'os".‘

vi. Si{y*} C S es una sucesidn convergente tal que yr — ¥, entonces Dy (7, y_") -0,

k

vii. Si {v*} € §, {w*} C S son sucesiones tales que w* — @ y {v*} es acotada y

ademds Dy (v, w*) — 0' entonces v* — .
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Lema 1.5 Sea M una variedad de Hadamard y h M — IR una funcion diferenciable.

Se define g : M — R tal que
g9(z) = (gradh(y),exp;'z), y €M,
para x € M. Entonces se cumple que:

i. gradg(z) = Pypigradh(y), donde v : [0,1] — M es la curva geodésica tal que
0) =y y(1) ==
ii. g esuna funcio’n afin in M.
Prueba. i. Sea v € T,M (arbitrario). Consideremos la variacién de la geodésica o :
[0,1] X (—e€,€) € M tal que _ |
a(t> 5) = 'expy (tu(S»y

donde u(s) = exp; 'z + sP,41v. Entonces,

(dg)ev = - (a(1, ) omo
4 |
= £<9mdu(5)> |s=0
= (gradh(y), (0))
= (gradhly), Prorv)
= (Pyoigradh(y),v)

. Por lo tanto, - -

gmdg('x) = P,o19rad h(y). . (1.68)

ii. Desde que el campo vectorial gradg(z) es un transporte paralelo de gradh(y), el

resultado sigue de'i.. =

Lema 1.6 Sea h una funcicn de Bregman,

i. Seax,y € M y~v:1[0,1] = M una curva geodésica tal que y(1) =z yv(0) =y, el

gradiente de la funcion-Dy, es dado como
grad Dy(z,y) = gradh(z) — Py 1grad h(y) (1.69)
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ii. Dp(-,y) es est-rictameﬁte conveza sobre M para caday € M.
ili. Para tédo T,y € M, Dh(:z;;y) >0y Dp(z,y) =0 siy solo si z=1y.
+ Prueba. 1. La gradiente de la funcién D es dado como ‘
grad (Du(9))m = grad (R() = h(y) = (gradh(y),exp;*()))
= gradh(-)@m — gmd {(grad h(y), expgl(-»(m) )
Definimos, g(-)q) := (grad h(y), exp;* ->y. De (1.68), tenemos
grad Dy(z,y) = gradh(z) — Pyo1grad h(y).
ii.. De la definicién de Dy, nosotros tenemos
Da(e9) = () = hiy) — (gradhl), e;’ ),

" De la definicién 1.41 item iii., h es estrictamente convexo sobre M y por Lema 1.5 {ten
ii. (gmd h(y), exp,* ->y es convexa desde que esta es una funcién lineal afin sobre M.

Entonces, Dy(-,y) es estrictamente convexa.

iii.” Por la convexidad de M, para ton z € M tenemos
-1
h(z) > h(y +<gradh ), ,€Xp, ),

~ esto es, 0 < h(x) - h(y) — (grad h{y), exp, a:)y

Entonces, de la definicién de Dy(z,y), obtenemos Dy (z, y) > 0. Ademés; si. Dp(z,y) =0
entonces h(z) — h(y) = (gradh(y), ),exp,t ® > Sea g(z) = h{z) — h(y), del Lema 1.5
item ii., g es una funcién lineal afin, esto es,

g(v(®)) =tg(z) + (1~ t)g(v),

donde v:[0,1] = M es la curva geodésica tal que y(0) =z y y(1) = ¥.

- Entonces,

B(Y(2)) —h(y) = t(h(y) —h(y)) + (1 — 1) (hlz) - h(y))
h(+(t)) = h(y)+ (1 —t)hx) — (1 —t)Ay)
h(4(2) = th(z)+ (1 —t)h(z),
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lo cudl es una contradiccién desde que h es estrictamente convexa.

Reciprocamente, si z = y entonces h(z) — h(y) = 0 desde que h(z) = hA(y).

' -Ademds, exp, 'z = exp, 'y =0. Por lo tanto,
0= h(z) — h(y) - (gradhl(y), exp," z) = Di(a,y).

Lema 1.7 Si h es una funcién de Bregman con zona IS', yeSyzeSs. AEmfon(':es, la
Jfuncion ‘
G(.Z‘) = Dh($7y) - Dh(ZE,Z)

es afin lineal sobre S.

Prueba. De la definicién de funcién de Bregman dada en (1.6’7 )
G(z) =h(z) —hly) + <gmd h(z), exp;1x> - <grad h{y), exp;1x> .

" Del Lema 1.5 ii., (grad h(z),exp;'z) y (grad h(y), exp,z) son funciones afines lineales.
Por lo tanto, G(z) es affn lineal. |

Lema 1.8 Dado h : B" — (—00,+c0], Dy, es definido en (1.67), s,w y u € R"™ tal que

h(s), h(w) y h(u) son finitos y h es una funcién diferenciable en s y w, entonces
Dy (u, s) = Dy(u,w) + Dp(w,s) + (grad Dp(w, s), expy'u) (1.70)

Prueba. Sea u,w € M y sea v :[0,1] —+ M una curva geodésica tal que v(0) =w
y 7(1) = u. Del Lema 1.7, G(u) es una funcién afin lineal, esto es, convexo y céncavo.

Entonces, de la Dgﬁm'cién 1.36 iii., se tiene:
G(y(t) =t Gw) — (1 = 1)G(w),

de donde,

% (Dr(~(t), s) - Dy (w, s))——i— (Dp(~(t), w) — Dp{w,w) = Dyp(u, 8) — Dp(u,w) — Dp(w,s)) .-

Tomando limite, cuando ¢ — 0 y reordenando los términos se tiene el resultado. m
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Ejemplo 1.6 Sea z = (24, xz),e Ri +- Consideremos una funcion h definido como

| 2
h(z) = Z In®z; + 22,
i=1

donde, aqui por convencidn, In0 = 0.

Ademds, el campo vectorial gradiente de h en x es dado como:

' 221 lnzy + 223
gradh(z) = X*Vh(z) = L 1 . (1.71)
2z9 In 2o + 223 4

Lo distancia de Bregman asociado a h es dado como:
Di(z,y) = h(z)—h{y) — (gradh(z), exp, 'z)

]

2 .
= ZIani +xf —In?y —yE — 2z In% (In:z:z —mf)

i=1
2 , : _

= Z ln% (Inz;y; — 2zy; Inz; — 253y;) + 77 — y2 (1.72)
— P

Tomando V = grad h(y) en (1.51), el transporte paralelo es dado éomo;

2911 3 29 It 23
Pa,O,l‘/(t) — (( 11 nzl + yl).’l,']_, ( Yo 111 :ZZ + y2)$2>
1

= (2lnyz: + 2871, 2Inyozs + 2y522) . (1.73)
.Sustituyendo (1.71) y (1.73) en (1.69), se tiene

o oz lnz; + 223 — 2lnyizy = 2022 \ . . ..

. grad Dp(z,y) = Y : it L
. ' 225 In 23 + 223 — 21nyeze — 24522

Ademds, se prueba que h es una funcién Bregman con zona S.

En efecto,
i. §= ]Ri-+ es un conjunto abierto.

ii. Por definicién de la funcion h, se observa que h es una funcion continua sobre
R%,, pues es la suma de funciones continuas.

Ademds, sea {z*} C R2,. De (1.49), la distancia de z* y 0 estd dado por:

d(z*,y) = I  +1n* 2.
(=% y) = 1" % e
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iii.

Seay=0,y tomando d(z*,©) — 0 tenemos

0
_lnﬁ—ﬂ), o oparat=1,2,

%

esto es, sz — 0, ¢ = 1,2,
De donde, '

h(z") = In? 2* + (xk)2 ,
tomando limite, cuando k — +oo, se tiene que h(0) — 0.Garantizando asi la »
continuidad sobre S = Ri_.

De (1..53), el hessiano de la funcion h sobre la variedad (R% ., X™?) es dado como:

HS = VPf(z1,22) + X IV f(z1,22)

28 12 0 '+ 2L 0 2Bz 4 o) 0
0 =52 49 0 2% 0 212 4 97,
2 |
_ [ E+s 0
2
0 ‘z—%‘-f-4

Desde que z; > 0, i = 1,2, se tiene que 2/2? +4 > 0. Entonces se tiene que H*(z)
es una matriz definida positiva, esto es, h(z) es una funcion estrictamente convexa

enSzRfﬁ_.‘

Analizaremos la estricta convexidad en el congunto cerrado Bi. En efecto,

- para k € IN definimos:

at) = (1) ¢yt , 0<t<1-1,
0 ., t=1
donde &(t) es la geodésica estendida que une los puntos &(0) =y y &(1) = 0.

Por la continuidad de &(t), es suficiente analizar en aft) para t € (0;1).

ha@®) = 1o (a() + ()’



tomando limite cuando k — +00, se tiene

h(a(t)) < (1-t) In®y < (1—1) (ln? y’+‘y2) <t (ln2 % 4 <%> )-i—(l—i) (In? y‘—f— ¥?) .

Por'lo tanto, h es estm’ctqmente convezo sobre S = _Ri.
iv. Desde que h € C?, se observa que h es continuamente diferenciable, ésto es, he Ct.
v. Dadoy € JR?H, € JRi_"y oY% E‘B, el conjunto de nivel parcial
Li(a,y) = {z S R% : Du(z,y) <a}.

Desde que x € ]Ri, se tiene que x > 0. Falta obtener una cota superior. Supong-
amos que x € Li(a,y) no sea acotado. Tomando limite en (1.72) se tiene que
Dyp(2,y) = +o0, cuando x — 400, lo cudl es una contradiccion pues x € L1 (o, y),

con o« € R dado.

vi. Tomandoy=vy*y z =17y en (1.72), y desde que y* — ¥, se tiene que

y

Entonces, Dy(7,y*) — 0.

vii. Tomando z =v* yy="uw* en (1.72) tales que w* — w y {v*} sea acotada, se tiene
lo pedido. -

2
Por lo tanto, h(z) = Z In®2; + 27 es una funcidn de Bregman.

=1
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Capitulo 2

El problema de desigua_idad;‘
variacional (PDV)

En este capitulo, estudiaremos el problema de desigualdad variacional en /", denotado
coino (PDV). Todos los resultados mostrados en este capitulo considera a T éomo una
aplicacién punto-punto y que -naturalniente puede ser extendido, sin excépcién alguna, a
aplicaciones punto-conjunto. El capftulo se distribuye como sigﬁe: en la primera seccién
daremos una formulacién para el (PDV), y estudiaremos la existencia de una solucién al
problema' (PDV), esto es, el conjunto solucién del problema (PDV).

En la seccién 2.2 y 2.3 presentaremos los resultaﬂbs fundamentales y sus consecuencias,
~otros resultados pueden ser encontrados en las referencias bibliograficas citadas al hnal
de esta mbnOg_raﬁa-.: Ean'la_Secc'ién 2‘.’3, estudiaremos los resultados de existencia usando.
la propiedad de monotonicidad de F'. La Proposicién 2.5 fué originalmente prbbado por
Minty[35] para el caso de desigualdades variacionales mondtonas en espacios de Hilbert
y luego fué genera]i}zad(') por Karamardian[29] para problemas pseudomonétonos. Otra
clase de problerﬁas que son permitidos para un conjunto K no acotado es utilizando
una herramienta Gtil del anélisis, la coercividad, lo cual trataremos en la Seccién 2.3. La
Seccién 2.4, estéd enfocado al estudio del Método de Punto Proximal cldsico. Este método

fue propuesto en 1970 por Martinet [34] y desarrollado por Rockafellar [42].

‘Definicién 2.1 Sea K C IR™ un conjunto arbitrario y T : K — R"™ una aplicacidn, €l
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problema de deéz'gualdad variacional consiste en encontrar un vector x € K tal que
(PDV) (y-=,T(@) 20, Vyek,

donde K C dom(T). El conjunto de soluciones del problema (PDV) es denotado como
SOL(K,T). |

Observacién 2.1 El significado geométrico de resolver el problema (PDV) es que un
punto x € SOL(K,T) i, y solo si, T(x) forma un~dn§ulo no obtuso con cada vector de
la forma y — a:,. para todo y € K, esto es, —T(x) pertenece al cono normal de K en el
punto x, 0 équz’valentemente |

©eT()+N(= K).

Proposicién 2.1 Sea K C IR" un conjunto convezo QT : K — IR"™ una. aplicacidn

pseudomondtona. Sea el conjunto S, definido en (1.54). Entonces

SOL(K,T) = (] &,-

. ] yeEK
Prueba. Sea x € SOL(K,T) entonces (T(z),y — z) > 0 para todo y € K. Como T es

pseudomondétona, se tiene

(T(y),y—z) >0, Vyek

entonces, T € ﬂ Sy
S0 gEK i _ ‘ :
Reciprocamente, sea ¢ € [.S, entonces existe z € K tal que z € S, esto es,

(T(a), 2 —a) 20
| Ademss, el conjur%to K es convexo, entoﬁces para 7 € [0, 1] se tiene,
z= 'ry'—!— (1-7)z e K.
De donde, (T(rz + (1 —71)z2),2 — ) 2. 0. Toxﬁando 7 — 1, se tiene
(T(z),y—2) 20, VYzekK.
Por tanto, z € SOL(K, T).
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2.1 Una formulacién para el (PDV)

En el an4lisis computacional, algunos algoritmos para el caso irrestricto no son aplicables
a optimizacién con restricciones, incluso si el punto inicial estd4 contenido en el conjunto
viable, las iteraciones podrian estar fuera del conjunto X. Una simple solucién del punto

de vista tedrico es proyectar los iterados sobre el conjunto - X.

Definicién 2.2 Sea K C IR" un subconjunto convezo, cerrado y no vacio y G C R™"
una matriz simétrica definida positiva. La proyeccién ortogonal bajo la G-norma de un
punto y € R hacia el conjunto K, denotado por g x(y), es definido como la solucion

del siguiente pmg'r’d‘ma matemdtico

min } |y — zl|%
s.a. o (2.1)
ze K. .

donde g x es llamado el operador proyector ortonormal bajo la G—norma sobre K.

Proposicién 2.2 Sea K C R™ un subconjunto no vacio, cerrado y convero y G € R™"

unag matﬁz simétrica definida positiva.
i. Para cada vector x € IR", eziste un tnico lg,k ().
ii. Para cada vector ¢ € IR", Hé,K(x) es el dnz’cb vector satisfaciendo
(y — e x(z), G (Us,x(z) — %)) Z 0, Vyek.

ili. La aplicacién F : R® — K, definida por F(x) = llg x(x) es continua y no expan-

Siva, esto es, para todo z,y € IR",
e x () = Hox(@)lle < ly —2llg -

tv. La funcidn distancia minima dada por p(z) = 3|z — HG,K(a:)IIé para x € IR" es
continuamente diferenciable en z, ademds Vp(z) = « — g x ().
Prueba. Ver [15], Teorema 1.5.5, pp. 77.
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Proposicién- 2.3 .Sea K C IR™ un subconjunto convezo cerrado y mo vacio, v algin
escalar positivo y G € IR™™ una mdtr—iz simétrica definida positiva. Entonces x* &€
SOL(K, F), siy solo si,

=gk (z* —vG7'F(z"));

esto es, si y solo i, z* es un punto fijo de la aplicacién Tg : IR™ — R™ definido por
To(z) =gk (x —yG ' F(z)) . (2.2)

Prueba. Ver [1], Proposicién 5.1, pp. 267.

La monotonicidad de F'no necesariamente implica la monotonicidad de la aplicacién

T (z) definido en (2.2). En efecto, sea

K:={zeR:2,>0 2,=0}

0 -1\ [ = —T3
Fl)={ - ,
1 0 Zq Ty
Es facil verificar que K es un conjunto convexo y cerrado de JR? y que para cualquier

z = (71,%2), ¥y = (41,72) € R? tenemos que

(F(x)—F(y),x—y) :. <(_$2 +y2,$1_y1);($1_‘ylgxz_?ﬂ»-

= 02>0.

Por lo tanto, F' es mondtona en R Seav>0,y=(1,0/2)T y u= (0,07, donde se
tiene que To(y) = (—a?/2,0)", Te(u) = (0,0)* y,

(To(u) — Toly),u—3) = —a/2 <

lo cual implica que Tz no es mondétona sobre R?. Por lo tanto, se requiere de una
condicién mas fuerte que la monotonicidad de F' para garantizar la monotonicidad
de Tg. Si F es coeiciva, de Gabay[18], se puede verificar que T es mondtona. Asf,
podemos resolver el problema de desigualdad variacional coercivo resolviendo el sistema

de ecuaciones monétonos T (z) = 0.
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A manera de motivacién del operador proyector sobre K, Ilgx, sea un conjunto
convexo cerrado K y h una funciéon de Bregman definido en la Seccién 1.4 para varie-
dades riemannianas, se puede definir un operador proyeccién P, r, no necesariamente

ortogonal, sobre K dado como
P x(y) == argmin{Dy(z,y) :z2 € SNK}, (2.3)

donde Dx(:,-) es definido en (1.67). La unicidad de esta proyeccién es gara_ntizada por
la convexidad estricta de h. Hay una gran cantidad de algoritmos que permanecen
vélidos cuando el operador proyeccién P x definido en (2.3) es sustituido por un o-
perador proyecciép ortogonal, por ejemplo Ilg x definido en (2.1); esta sustitucién es
posible porque el operador D), tiene uné cierta propiedad no expansiva semejanté ala
proximalidad de proyecciones ortogonaies.

Una formulacién alternativa para el operador P, x(y) sobre un subconjunto cefrado y

convexo K C IR" es dado por
(Vh+Ng)" (Vh(y)),

donde N denota el operador punto eonjunto cono normal sobre K definido en (1.65).

2.2 Resultados de existencia general para (PDV) .

Los resultados del Teorema 2.1, Lema 2.1, Teorema 2.2 y Corolario 2.1 resultan bastantes
elementales, estas herramientas fueron la base para derivar resultados de existencia para

desigualdades variacionales en IR™.

Teorema 2.1 Seac K C IR" un subconjunto compacto, convezo y no vacio y F: R" —

IR una aplicacién continua. Entonces, SOL(K,F) es no vacio.

Demostracién. Fijemos un escalar positivo v y una matriz simétrica definida positiva
G. La funcién z — z —yG™'F(z) es continua desde que F' es continua y T, definido

en (2.2), también es continua desde que el operador proyeccién, Proposicién 2.2 iii., es

95



continuo. Por el Teorema 1.2, Ty tiene un punto fijo z*. Por tanto, por Pfoposiéién 2.3,

z* € SOL(K, F).

. Lema 2.1 Sea K C R" un subconjunto convezo no vacio y F' : R® — IR" una apli-
cacién. El conjunto SOL(K, F') es no wacio, si y solo si, eziste un conjunto E C IR" tal

que z* € SOL(K, F) con z* € int(F).

Prueba. Sea 2* € SOL(K, F), esto es, (F(z*),y —z*) > 0 para todo y € K. Counsi-
deremos E una bola euclidiana cerrada y centrada en x*, esto es, £* € K N E, de donde

restringiendo se tiene
(Flz"),y—2z") >0, Vye KNE,

esto es, z* € SOL(K N E, F). Recipi‘ocamente, supongamgjs que existe un subconjunto
E con las propiedades dadas en la hipétesis. Sea z* € SOL(K N E, F) Nint(E) y sea
y € K arbitrario, z* € KN ENint(E) C K Nint(E) tal que

(F(z*),y —z*) >0, Vye KNE. (2.4)
'Ademés, K es convexo, esto es, para zre KNini(E),Vye KNE y a € (0,1] se tiene
| z=z"+aly—2z") € KNE;
tomando y = z en (2.4)‘ se 'tiene .
(F(z*),aly —z)) >0, VYye KNE.
Por tanto, z* € SOL(X, F') desde que KN E C K.

Teorema 2.2 Sea K C JR" un conjunto no vacio, convezo y cerrado y F : IR" — R"

CONLINUO. 'Supongamos que existe un conjunto convexo sélido E satisfaciendo
i. KNE esno vdcio y compacto.
ii. Para cadouw € KNF ront(E), existe v € K Nint(E) tal que
(F{u),u—v) >0 (2.5)
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entonces, * € SOL(K, F) tal que z* € int(F).

Demostracién. Por la condicién i. .y Teorema 2.1, existe z* tal que z* € SOL(K N
~ E,F), de donde, " € K N E. Supongamos que z* € K N Front(F) , entonces existe
¥ € K nint(E) tal que (F(z*),z* — §) > 0, esto es,

(F(z7),§ — ") < 0;
lo cuél es una contradiccién pues z* € SOL(K N E, F), de donde, z* € K N int(E),

esto es, z* € int(£). Finalmente, por Lema 2.1, se tiene que z* € SOL(K, F) tal que
z* €int(E). =

Corolario 2.1 Sea K C IR" un subconjunto no vacio, convezo y cerrado y F : R* — R"
una aplicacion continua. Supongamos que existe un subconjunto D C K no wvacio y .

acotado tal que para cdda z € K\ D, existe y € D satisfaciendo
(F(z),z —y) >0,
entonces el conjunto SOL(K, F ) # 0.

Prueba. Sea F una boia euclidiana cerrada, suficientemente grande tal que D C int(E).
Por hipétesis, para cada z € .K \ D, existe y € DN K tal que se cumple la ecuacién
(2.5); en particular,-pa,ra z € KN Front(E), existe y € DNK C int(E) N K tal que
(F(z),z —y) > 0. Entonces, por Teorema 2.2, el conjunto SOL(K, F') tiene solucién.

Proposicién 2.4. ( Existencia .y'_'unicidad)' Supongamos que existe un Y > 0, una
matriz G simétrica definida positiva y o € [0,1) tal que la aplicacion Rg(z) = © —

YG~YF (z) satisface
lBe(e) = BeWllg < allz—ylle,  VYozye kX
entonces, el conjunto SOL(K, F) es unitario.

Prueba. Por Proposicién 2.2 iii., el operador proyeccién g x es no expansiva con

respecto a la norma ||| G; esto es,

1To(z) — Ta)], < |1 Be(@) — Re(®)l-
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Por hipétesis, |[Re(z) — Re(y)lls < allz — yllq, entonces

7o (z) ~ TG(y')“G' < allz —ylle-

" Asi, Tg es una contraccién con respecto a la norma |-||;. En consecuencia, por
Proposicién 1.1, se tiene un dnico punto fijo. Por tanto, de la Proposicién 2.3, el conjunto

SOL(K, F) es unitario.

2.3 Resultados de existencia usando moﬁotonicidad

En general, una identificacién del conjunto D en el Corolario 2.1 es dificil. Si la apli-
~ cacién F pbsee algunas propiedades adicionales éntonces la existencia de D es obtenida.
Las clases de aplicaciones monétonas juegan un rol importante en los problemas de de-
sigualdad variacional tanto como la clase de funciones convexas en optimizacién. En esta
seccién introduciremos a la aplicacién F las propiedades de monotonicidad y sus deriva-

dos para establecer la existencia y unicidad de una solucién para el problema (PDV).

Teorema 2.3 Sea K C IR" un conjunto convexo y F una aplicacidn continua. Si F es
estrictamente mondtono sobre K, entonces el conjunto SOL(K, F) tiene a lo mds una

solucidén.

Demostracién. - Sea SOL(K, F) # () y supongamos que existen z;,z2 € SOL(K, F)

con 1 # Zg, asi se tiene que

(Fla,y-o1) >0, VyekK (2.6)
Y,
(F(z2),y —32) 20, Vy€K; ” (2.7)

sustituyendo y = x5 en (2.6) y y‘——-‘ z1 en (2.7) y sumando los términos, se tiene

(F(ZL‘l) — F(JZL‘Q),ZEQ - IE1> >0

— ?

o equivalentemente (F(z;) — F(xz),xl —z3) < 0, lo cual contradice con la hipétesis de
la monotonicidad estricta de F'. Esta contradiccién viene de suponer que z; # %3, por -

tanto se tiene que SOL(K, F') tiene a lo més un elemento. =
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Observacién 2.2 Del Teorema 2.3, la estricta monotonicidad de F' no es condicion
necesaria para que el conjunto SOL(K, F') tenga solucidn. Por ejemplo la funcidn e® =0

es estrictamente mondtona pero no tiene solucion en IR.

Proposicién 2.5 Sea K C R" un conjunto cerrado y convero y F : K — IR" una

aplicacién pseudomondtona continua. Entonces z* € SOL(K, F) siy solo siz* € K y
(F(y),y —=z") 20, VyekK.
Prueba. Sea z*'€ SOL(K, F), de la Proposicién 2.1 se tiene que

zreS, Vyek.

De (1.54), {(F(y),y—=z*) > 0 para z* € K. Reciprocamente, Si z* € K y

(F(y),y —x*) > 0 para todo y € K, entonces z* € ﬂ Sy. Por Proposicién 2.1, se
. yeK : ‘

tiene que z* € SOL(K, F).

Observacién 2.3 Se observa que ni el Teorema 2.3, ni la Proposicién 2.5 garantizan la

existencia de una solucion del problema (PDV'). Para lograr este objetivo, es necesario

imponer una condicion de coercividad, bajo esta propiedad se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.4 Sea K C IR" un conjunto convero, cerrado y no vacio; F: K — IR" una
_aplicacion continua. Si F es coerciva con respecto a K, entonces el conjunto SOL(K, F)

‘es no vacio y compacto.

Demostracion. Por la coercividad de F' con respecto a K se tiene que existe y € K

tal que :

= +oo
2K, ||z]~+o0 lzl? e

esto es, escogiendd A > ||z]| suficientemente grande tal que para todo x € B(0,r),
(Flz),z—y) > Azl >0, VzekK. (2.8)

Ahora, supongamos que el conjunto SOL(K, F) no tenga solucién, esto es, y € K se

tiene:

<.F(.L>,y—$> < O:
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lo cudl, de (2.8), se observa que es una contradiccién. Esta contradiccién viene de haber
supuesto que el conjunto SOL(K, F) es no vacio.

Ademss, definimos el conjunto
D,={zeK : (F(z),z—y) <0} | (2.9)

Es evidente que el conjunto D, es cerrado. Afirmacién: El conjunto 0, es acotado.

En efecto, supongamos que D, no sea acotado, entonces para todo R > 0 se tiene

R
lsl 25, €D,

De (2.8), se tiene
| (F(@),z—y) > Alle] > 0,

entonces {F(z),z —y) > 0, lo cudl contradice la definicién de D, dada en (2.9), entonces
D, es acotado. Por lo tanto, D, es un conjunto compacto.
Ahora probaremos que el conjunto solucién SOL(K, F') es un conjunto compacto. Sea,

z € SOL(K, F), esto es,

0 equivalentemente,
(Flz),z—y) <0, Vye K,
entonces & € ﬂ Dy, € Dy. Por lo tanto, SOL(K, F)) C Dy,. Desde que Dy es un

yER
conjunto compacto, entonces el conjunto SOL(K, F) es tambien compacto. =

El siguiente teorema muestra que una condicién de pseudomonotonicidad de F' es
suficiente para la existencia de una solucién de un PDV. Para obtener este resultado,
necesitamos la nocién del cono dual K™ asociado a un conjunto arbitrario K y del cono

de recesién del conjunto K, denotado como 0 K.

Teorema 2.5 Sea K C R"™ un conju'nto. convezo y cerrado y F : K — IR" una aplicacion

continua. Supongamos que F es una aplicacion pseudomondtona sobre K, entonces
i. El conjunto SOL(K, F) es convezo.
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ii. Si eziste un vector z° € K tal que F(z°) € int ((0TK)*), entonces el conjunto

SOL(K, F) es no vacio, convezo y coMpactd.

. Demostracién. i. Por la Proposicién 2.1 y el Ejemplo 1.3 se tiene el resultado.

ii. Por la pseudoconvexidad de F' se tiene,
{zxeK : (F(@),s°—3)>0} C{ze K : (F(z°,2°—z) >0} = S

S1 8,0 no es acotado, entonces existe © # ¥ ¢ K una, direccién de recesién tal que
(F(z°),2% < 0. Desde que F(2°) € int ((0TK)*), esto es, para algun escalar § > 0,
F(z°) — 62° € (0*K)". Por tanto, para todo £° € (0+K)* se tiene

0< (xO?F(xf)) —62%) = (2% F(z%)) — 6 (2% 2°) < =4 <x°,x0>., '
“lo cual es una conéradiccién; De dondé, Sz0 es acotado. Por tanto,
{re K : (F(z),2° —z) >0}
es un conjunto acotado. Entonces, para todo x € K,

SOL(K, F) = [} {z € K : (F(x),z —2°) 2 0}

zEK

es acotado. Por lo tanto, es compacto.

2.4 Método del Punto Proximal (MPP)
Consideremos el problema de optimizacién sin restricciones:
min f(x) -
5.a. | - (2.10)
donde f es una funcién convexa y limitada inferiormente. A
El MPP clasico fué propuesto por. Martinet[34] en 1970 como un método de regula-

rizacidén en el contexto de optimizacién convexa en espacios de Hilbert y desarrollado

posteriormente por Rockafellar[42] para resolver el problema de optimizacién convexa
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(2.10) y para obtener ceros de operadores mondtonos maximales en espacios de Hilbert,
respectivamente.
El método proximal para resolver (2.10) genera una sucesién {x’“} C R", a partir de un

punto arbitrario 2% € IR®, dado como
] o Ak
"t = argmin {f(x) + éﬁ |z — ka2 X € R”} (2.11)

donde A es un pardmetro positivo y ||-|| es la norma euclidiana.

Se puede probar que si f es acotada inferiormente y semicontinua inferior en-

tonces la sucesién {z*} generada por (2.11), est4 bien definida.

En el anslisis de convergencia del MPP cldsico, se observa que los requerimientos
més importantes para obtener la convergencia de la sucesién {z*} a la solucién es que
la condicién de que {z*}, generada por (2.11), sea una sucesién Fejér convergente y que
todos los puntos de acumulacién pertenecen a cierto conjunto cerrado y convexo. Para
més detalles del MPP clésico y su prueba de convergencia, ver [42].

Por la condicién de minimo, de (2.11) se tiene,
© € of(x"1) + Ap (2" —2F) (2.12)

De la Proposicién 1.4, 8f es un operador maximal; sustituyendo T = Jf vy reordenando
(2.12) se tiene | |
' . 1
" e (I + )\—T) ("), Yk >0.
. . k
Por cuestiones computacionales, Rockafellar[42] considers una sucesién de error {e*} que

est4 relacionado con la sucesién {z*} de la siguiente ‘versidn inexacta’:
o 1,
gt +eftl e (I+ —)\—T> @),  Vk>o.
%

El modelo anterior muestra que el MPP clésico es una versién particular del método
proximal para encontrar ceros de operadores mondtonos maximales, el cuél genera una

sucesién {z*} C JR", a partir de un punto arbitrario z° € IR"*;, dado como

-1
AR = (I + %T) (z® + eFt1).
k
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Del Teorema 1.3, la existencia y unicidad de la sucesién {z*} es garantizado desde
que (I +1/X;T) es biyectivo, (la existencia por la sobreyectividad y la unicidad por la

inyectividad).

Trabajos anteriores a Rockafellar[42] basaron sus estudios del MPP en la ‘forma
exacta’ en la cual ¥ = 0 para todo k. Rockafellar[42] mostrd que si ek converge a 0
suficientemente répido tal que S 2 1lef|] < oo, entonces ¥ — z € IR®, donde 0 € T(z).
Los resultados bésicos de Rockafellar sobre la convergencia del MPP para resolver (PDV)
con operadoreé mondtonos maximales fueron generalizados por Luque [32]‘ concerniente
al grado de convergencia. Podemos decir que el anélisis de convergencia del MPP para

operadores maximales es anlogo a lo hecho en el modelo clésico con la salvedad de

sustituir la condicién de convexidad por la monotonicidad de 7T'.
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Capitulo 3

PDV en variedades riemaniannas

(PDVV) -

En esta seccién, el problema (PDV) en espacios euclidianos estudiado en la seccién
anterior es extendido a variedades riemam'annas,‘ este nuevo problema seré denotado
como (PDVV). Consideraremos (M, (-,-)) una variedad de Hadamard y K C M como

un conjunto convexo geodésicamente cerrado.

En la primera seccién de este capftulo trataremos, a manera de motivacién, de
tres problemas interesantes en la ciencia e ingenierié que estdn estrechamente rela-
ccionados con un problema (PDV) y que han sido cldsicamente estudiados en espacios
euclidianos. Luego nos enfocaremos en la extensién de esos ‘problémas a variedades
riemannianas. En el primer problema se muestra, mediante la Proposicién 3.1, que la
singularidad de una aplicacién es condicién necesaria para que el punto singular sea
una solucién del problema (PDV), y un resultado de extensién de IR" a variedades
riemannianas de éste problema es dado en el Corolario 3.1. Segundo, el problema
de optimizacién con restricciones (p). La Proposicién 3.4 muestra'que una condicién
necesaria paré que un vector sea solucién del problema (PDV) es que el vector solucione
el problema (p), siempre que el conjunto viable sea convexo, y la generalizacién
a variedades riemannianas est4d dado por la Proposicién 3.5. Tercero, el problema

del equilibrio de Nash en variedades riemannianas, comenzaremos dando una breve
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introduccién de la teorfa de juegos para luego plantear el objetivo del problema con sus
respectivas notaciones. En la Proposicién 3.7 se d4 condiciones necesarias y suficientes

para que una solucién del equilibrio de Nash sea una solucién de un problema (PDV).

En la segunda seccién, se presenta los resultados de existencia para el problema
(PDV) en variedades riemannianas. Teorema 3.1 es presentado cuando K es compacto.
La no compacidad del conjunto K serd sustituido por la condicién de coercividad para

algin x4 € K.

Definicién 3.1 Sea M una wariedad riemanniana, K C M y sea F un campo vectorial
sobre K. Entonces el problema de desigualdad variacional en variedades riemannianas

consiste en encontrar un z € K tal que
(PDVV) (F(z),exp;'y) >0, Vye K.
El congunto de soluciones del problema (PDVV) es denotado como SOL(K,M,F).

Observacién 8.1 Si K = M entonces el conjunto SOL(K,M,F) se reduce a SOL(M,F).
Si M = R", SOL(K,M,F) se reduce a SOL(K,F).

3.1 Motivaciones

En la actualidad existe una gran cantidad de problemas pricticos que pueden ser
formulados como un problema de desigﬁaldad variacional (PDV) tales como en sisternas
de ecuaciones, optimizacién restricta e irrestricta, teoria de juegos, asignacién del
trafico urbano, problemas de complementariedad, de punto fijo, de punto silla y los tan
conocidos y estucﬁados problemas de equilibrio que involucran el trdfico de redes, el

precio espacial, mercado oligopolistico y financiero, entre otros.

En esta seccién introduciremos formmilaciones de estos problemas pero ahora en
variedades riemannianas. El motivo de esta nueva formulacién es que existen problemas
que no pueden ser resueltos en el espacio euclidiano, sin embargo son solucionables si lo

consideramos inmersos (dentro) de una variedad riemanniana.
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3.1.1 Problema de singularidad

Las desigualdades variacionales incluyen muchos casos especiales que son importantes
en las ciencias e ingenieria, entre ellos estd el més simple que es de resolver sistemas de

ecuaciones no lineales.

Proposicién 3.1 Siz € SOL(K,F) y « € int(K) entonces F(z) = ©

Prueba. Como z € int(K), existe 7 > 0 (suficientemente pequefio) tal que

y =1z +7(—F(z)) € K, entonces

o
IA

(F(z),y — x)
(F(z), (@ +7(=F(z))) — )
< =7 (F(z), F(z))

AN

de donde, 0 > 7 (F(z), F(z)) = 7||F(z)||?. Por tanto, F(z) =0. =

Si K = IR", tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 3.2 z € SOL(JR®,F) si y solo si F(z) = 6.

Prueba. Seaz € SOL(RR", F), entonces de la Proposicién 3.1 se tiene que F(z) = ©.
Reciprocamente, sea z € K y F(z) = ©, es inmediato verificar que (F(z),y —z) > 0
para todoy € K, en pa,rticular para K= IR, esto es, x € SOL(R", F).

Extendiendo la singularidad de un campo vectorial a variedades se tiene:

Corolario 3.1 Sea M wuna variedad de Hadamard, K C M un subconjunto convero

cerrado. Si z € SOL(K, M, F) y z € int(K), entonces F(z) = ©.

Prueba. Como z € int(K), existe € > 0 tal que 2z = exp,(e exp;ly) € K para todo

y € K, entonces

(F(z), exp; (exp, (e exp; ') = (F(z), eexp;y) = ¢ (F(x), exp;ty) > 0.

Desde que z € SOL(K, M, F), (F(z),eexp;ly) > 0, Vy € K. Por lo tanto,F(z) = 0. =
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Corolario 3.2 Sea z € SOL(K, M, F) y z € Front(K). Entonces F(z) determina una

hipervariedad de soporte para K en x siempre que F(z) # ©.

 Prueba. " Desde que z € SOL(K, M, F), (F(z),exp;'y) > 0 para todo y € K. Por
hipétesis, z € Front(K) y por Definicién 1.27 se tiene la hipervariedad de soporte K en

z como el conjunto
{ye M : (F(z),exp;'y) =0, Y F(z) € T,M \ {0}}

Observacién 3.2 'Es fdcil notar que siz € K y F(z) =© entonces z € SOL(X, M, F).
Por tanto, si K = M se tiene que ¢ € SOL(M, F) si y solo si F(’r) = 0.

3.1.2 Problemas de optimizacion

En los afios 90, Fukushima y otros establecieron la equivalencia entre el problema (PDV)
y un problema de optimizacién diferenciable con condiciones suficientes de optimalidad
global. | A

Consideremos el problema de optimizacién con restricciones:

min f(x)

(p1) § s.a:
xEKA

donde f € C' y K C IR™ un subconjunto convexo y cerrado.

Proposicién 3.3 Supohgamos que existe x € K que es solucidn del problema (p), en-

tonces z € SOL(K, Vi).

Prueba. Sea z € K un minimo del problema (p;). Por Lema 1.7, todo minimizador
~ local debe satisfacer que (V f(z),y —z) > 0, para todo y € K, esto es, z € SOL(K, Vf).

Proposicién 3.4 §i f : K — R" es una funcién convexa, la matriz jacobiana es
simétrica y * € SOL(K, V1), entonces z es una solucidn del problema de optimizacion

(p1).



Prueba. Como f es convexa, por definicién se tiene

f@) 2 f@)+ (Vi@y—2a), VyeK. (3.1)
| Desde que z € SOL(K, Vf),
(Vf(z),y—z) >0. : (3.2)

De (3.1) ¥ (3.2),
fly) = flx), para todo y € K.

Por lo tanto, z es solucién del problema (p;). =

Observacién 3.3 Sea K C IR"™ un subconjunto convero y cerrado, una funcién conveza
FKCR"yT =V{f, el PDV con respeéto aT y K es equivalente al problema de

~ optimizacion (p1).

Considerando M una variedad de Hadamard, T un ca,mpo vectorial con T = grad f y
K C M un subconjunto geodésicamente convexo y cerrado, extendiendo el problema de

optimizacién a variedades se tiene los siguientes resultados:

Proposicién 3.5 Supongamos que existe x € K C M tal que x es una solucion del

problema (p1), entonces x € SOL(K, M, T).

4

Prueba. Definimos, z(t) = exp, (¢ exp;ly) para todo ¢ € [0,1]. Por la convexidad
geodésica de K|, se tiene que z(t) € K.
Definimos,

81 = FG(0), el

Como f(z) < f(y) para todo y € K, entonces f : M — R toma su minimo valor cuando
t = 0 (pues exp,0 = ). De la condicién necesaria de minimos se tiene ¢'(t)|,_, = 0,
entonces

0= (grad f(=(0)), 2 (OMmo- (3.3)

Ademas,

z(0) : exp,0 =2 (3.4)

68



Y, -
zl(t)}t=o = eXP.Zly- 4 (3.5)

~ Reemplazando (3.4) y (3.5) en (3.3) se tiene

0= ¢'(t)‘|t=o = (grad f(z), exp;'y) .

Entonces (grad f(z),exp;ly) > 0 parai todo y € K. Por hipétesis, grad f(z) = T(z).
Por lo tanto, (T'(z), exp;ly) > 0.

Proposicion 3.6. Supongamos que f es wuna funcién convera geodésica y x €

SOL(K, M, T) entonces xz soluciona el problema de optimizacion (py).

Prueba. Desde que K es un conjunto convexo y f es una funcién convexa, entonces
para todo z, y € K v : [0,I] = K una curva geodésica con v(0) = z y ¥(I) = y se tiene

J oy es convexa, esto es,

(for) (@) = (Fon) () +(fo)(0)
FO@) = f((0) + {grad £ (+(0)),7'(0));

f@) 2 f@)+{gradflz)expilys)
flz)+ (T(z),exp;'y) . (3.6)

v

- Por hipétesis, (T(z),exp,;"y) > 0 para todo y € K, entonces (3.6) queda como

fly) = fz), ye K.

Por tanto, x resuelve el problema de optimizacién (p;). =

3.1.3 Problema del Equilibrio de Nash

La teoria de juegos es una teoria de toma de decisiones racionales, fundada por John Von
Neumann y Morgenstern [47] en 1944. En la teorfa de juegos, si hay un solo participante
con un solo objetivo se trata de un problema de investigacién de operaciones, si ese Unico
pa.rticipante. tiene dos o més objetivos entonces es un problema de decisién multicriterio;

los juegos no cooperativos son donde participan 2 o mas jugadores que tienen dos o més
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objetivos a diferencia de los juegos cooperativos que sélo tienen un objetivo.

Nash[37] formalmente definié el equilibrio de un juego no cooperativo, comdinmente
Hamado equilibrio de Nash, como un perfil de estrategias para cada uno de los jugadores,
tal que la estraﬁegia de cada jugador maximiza la utilidad esperada en contra de las

estrategias dadas de los otros jugadores.

La primera aplicacién clara del equilibrio de Nash, en un modelo matemético pre-
ciso, fué dado en el trabajo de Cournot{9], quién en 1838, construyé- una teorfa de firmas
oligopolésticas que incluian corhpetidores monopolistas y pérfectos, lo cudl analizé por
la.xﬁetodologia del equilibrio de Nash muy independiente de que esto fuese un siglo
antes de Nash, asf nos deberiamos preguntar si Cournot deberia obtener el crédito para
el equilibrio no cooperativo. |

Planteamiento del problema del equilibrio de Nash: En un juego no cooperativo
general, hay n jugadores cada uno de ellos tiene asociado un conjunto de estrategias
(independiente de la estrategia de los otros) y una funcién utilidad que depende de lal

estrategia de todos los jugadores.

Las notaciones que usaremos para expresar el modelo son:
o N ={i:1<4i<n} el conjunto de n jugadores.

o Xi={x:; : 1 € N} € M™ el conjunto de estrategias del jugador ¢ con M™ como
variedad riemanianna de dimensién ;. '
e y;: X—>MRcon X = H X;, funcién de utilidad del jugador i.

iEN

® U= (’qu, U2y .. ,un)T.

o sy = (25 : jEN,j#i,1€N).

El objetivo es determinar para cada jugador ¢ con la estrategia fijada z; de su oponente,

con i # j, la estrategia optimal z; que resuelve el problema de maximizacién de la utilidad
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en la variable z;, esto es,

max i (i, T\ (3} )

s.a: -

z; € X;
o equivalentemente,
min — u;(2;, Ty f))
(p2) s.a:
V z; € X;

Denotamos el conjunto solucién del problema (pz) como ST (i))-

Un equilibrio de Nash, denotado como NE(X, u), es el conjunto dado como:
NE(X,u) = {&" = {&] 1 = 1,...,N}, &} € Silema)},

donde z* es un vector de estrategias donde ningun jugador puede incrementar su utilidad

‘unilateralmente apartdndose de su estrategia de equilibrio 7.

Proposicién 3.7 Sea X; C Mun subconjunto no vacio convexo y cerrado, u; (iL‘i,.’I?N\{i})
una funcidn continuamente diferenciable y pseudoconveza con respecto ¢ x; para cada
iy fijado, entonces z* € NE(X,u) si-y solo si ¥ € SOL(X, M, F) donde
| x =[x
ieN

| y, F: HM'"’“_.,—> Hﬂ/f”" es dado como
1EN EN
F(z") = (—gradwi(z")); -
Prueba. Sea z* € NE(X,u), entonces z} € Si(2nyi}), Vi € N, esto es, ] satisface el
problema (p2), por Teorema 1.10 se tiene que grad (—uwi(z}, zx\(3})) = ©.

Sea 1 :{0,1] = M una curva geodésica tal que ¥(0) = z} y ¥(1) = z;, de donde se tiene
(gmd(—ui(:}:;‘, Tangy)),¥'(0)) >0, Va€X;

esto es, (F'(z*),¢'(0)) > 0. Por lo tanto, z* c SOL(K, M, F).
Reciprocamente, si * € SOL(X, M, F) entonces

(grad (—uwi(z}, zangy)), ¥'(0)) =0, VieN.
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Ademés, u;(+, zn\43) es pseudocéncava, o equivalentemente, —~u;(-, Zy\g}) es pseudocon-

- vexa, entonces se tiene,
—uz’(fciny\{i}) > '—Ui(il?:;‘,xN\{i}), Vz;, € X.
De donde z; resuelve (ps), esto es, z] € Si(xmy}). Por tanto, 2* € NE(X,u). =

El problema de equilibrio de Nash generalizado (PENG) es una generalizacién del
problema de equilibrio de Nash estandar y puede ser formulado como un problema de
desigualdad cuasi-variacional (PDCV), ver [21, 40]. Sin embargo, a diferencia del PDV

hay pocos métodos disponibles para resolver efectivamente un (PDCV) [40].

El PENG de N jugadores es-encontrar un perfil de estratégias tal que la estratégia de
cada jugador es una respuesta éptima a la estratégia del jugador rival, donde el conjunto

de estratégias de cada jugador puede depender de la éstratégia del jugador rival.

3.2 Resultados de existencia de (PDVV)

Definicién 3.2 Un conjunto A de una variedad riemanniana es llamado geodésico ‘en
forma de estrella’ con respecto a 0 € A si para cada x € A hay un segmento geodésico

en A uniendo ¢ Yy .

“Anélogo al Teorema punto fijo de Brouwer se tiene el siguiente lemas:

Lema 3.1 Sea M una variedad riemanniana, si K C M es un conjunto compacto,

entonces K tiene la propiedad de punto fijo.

Prueba. Definimos:

A

K = exp }(K)

tal que K c R Por el Teorema 1.4, la aplicacién expy : TM — M es un difeomorfismo,

esto es, un homeomorfismo; de donde se tiene

~

K=K | (3.7)

=1
b



Afirmacién: K 2 B(0,1); donde B(0,1) es una bola unitaria cerrada centrada en el
origen del punto.
En efecto, consideremos la funcién:

~

g: K B(0,1)

%
T
T

La funcién g es continua desde que es el producto de dos funciones continuas. De donde,

z||. Ademss, g71: B(0,1) = K es una, funcién

gt o g(x) = Lufx), esto es, g1 (z) = =
continua pues es el producto de dos funciones continuas.
Entonces, g : K — B(0,1) es un homeomorfismo, esto es, K = B(0,1). Del Teorema 1.1

se tiene, h : KoK continua, entonces h tiene un punto fijo, esto es,
3z € K tal que h(z) = 2. (3.8)

‘Por hipétesis, K es geodésicamente convexo, entonces es un conjunto ‘en forma de es-
trella’.

Reemplazando (3.7) én (3.8) sé tiene,
3z € K al que h(Z) =7,
esto es, h tiene un punto fijo. Entonces, K es de propiedad punto fijo. =
Definicién 3.3 La aplicacion proyeccz'dn HK. sob’ré KcMes camctem’mdo por
(exp, 2, expr,y) >0, | Vze A/I,Vy € K. , (3.9)

Teorema 3.1 Si V es un campo vectorial continuo y K es compacto, entonces el pro-

blema de desigualdad variacional en variedades (PDV'V) tiene una solucion.

Demostracién.  Consideremos la aplicacién continua IIx (exp(-V)) : K —+ K. Por
hipétesis, K es compacto, entonces por Lema 3.1 tiene un punto fijo, esto es, existe x € K
tal que Ik (exp(—V)) (z) = z. |

Definimos, z = exp, (—V'); de donde se tiene

Ngz(z) = (3.10)



Reemplazando (3.10) en (3.9) se tiene para todo y € K,

0 = <e@ﬁ}{<expw><—V(z)>eXPw (=V(2)) )eXPi}<<epr><—V<m>)y>
= (exp;lexp,(=V(2)),exp;'y)
= (=V(z),exp;'y)

Entonces, existe z € K tal que (V(x),exp;ly) para todo y € K, resolviendo asf el
problema (PDVV). =

Observacién 3.4 En el caso que el conjunto K no sea acotado, entonces definimos ) p
como una bola geodésica cerrada tal que K =K N > p; de donde Kr es no vacia pues
o€ K por lipdtesis y 0 € Y, pues es una bola_centrada, entonces el problema (PDVV)

es encontrar xg € Kpg tal que
(Van,expiay) 20,  y € Kp (3.11)

Teorema 3.2 Sea V un campo vectorial continuo sobre K, una condicidén necesaria y
suficiente para la existencia del problema (PDV'V) es que exista R >0 tal que zg € K,

definido en (3.11), satisfaciendo d(o,zx) < R. Con d como funcion distancia geodésica.

Demostracién.  Si z soluciona el problema (PDVV), entonces (V(z),exp;ty) > 0

para todo y € K. En particular, tomando z = 2 tenemos,

(V(zg),exp;ly) >0,

para toao y € K. En particular paray € KNy 5, con R > 0, donde >_, es una bola
geodésica, entonces existe Zr € g que soluciona (3.11).

Reciprocamente, supongamos que exiéte R > 0 tal que una solucién zp € K definido
en (3.11) que satisface d(o;zg) < R.

Como zr € int Kg entonces existe ¢ > 0 suficientemente pequeiio, y € K tal que

| exp, . (mxp;éy) € Kp.

Definimos, w := exp, (e exp;;y) € Kpg. Desde que zg es solucién para el problema
(PDVV),
{IER € Kg : <.V(a:R),exp;;w> >0, we KR‘}
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Como Kg C K, se tiene
{zre K : (V(zg),exp;ly) >0, ye K.}

Entonces, 2x es solucién para el problema (PDVV). a

De este teorema podemos deducir una condicién sufiente para la existencia de

solucién del problema (PDVV),

Corolario 3.3 Sea V' un campo vectorial continuo sobre K satisfaciendo la condicidn de

coercividad para algun-zy € K. Entonces, existe una solucion pam el problema (PDV'V).

Prueba. Usando la coercividad, por deﬁn‘icién'd‘e limites divergentes, para todo |A] >0
se tiene, . ' v "
(V(z),expy zo) + (V(a;o),exp;:@ < Ad{zg, x). (3.12)
también, d(o,z) — 400 si y solo si para todo R > 0, existe d(o,zo) tal que
d(o,z) > d(o,20), entonces d(o,z) > R, para todo z € K; en pa,rticulé,r para

d(o,z0) < R < d(z,0).

Ademds, como V' es un campo continuo, entonces esite H > 0 tal que [|[V(zo)[| < H, de-

donde

~ (V(wo),expyz) < [(V{zo),exppyz) | < V(o) [|expzy =l — (V(zo), expz) )
< |V(zo)|| d(zo,2). (BB
Reemplazando (3.13) en (3.12) se Obtieﬁe,
(V(@), exp7"a0) < —Ad(@0,2) + |V (2] dlao, ).

De donde; (V(z),exp;teg) < ([[V(xé)]] —A) .d(:zro,x).

En particular, para A = H y por la desigualdad triangular se tiene

(V (@), expan) < (IV (o)l — H) (dlwo,0) — do,). (314



Desde que d(o;xo) < R entonces 29 € ) p y por la hipétesis, £y € K, de donde,
zo € ) m[ VK = Kg; entonces 2o € Kp. Supongamos que d(o,z) = R, entonces de
(3.14) se tiene | ‘ |

(V(z),exp;lzo) < 0. : (3.15)

H

Por (3.11)
zr € Kp : (V(zg),exp;ly) >0, Vye Kz

En particular para y = z, se tiene
zr€ Kp : (V(zgr),exp,i%0) 20,  zo € Ka.

Asf, lo cual contradice la ecuacién (3.15); de donde se tiene que d(o0,zz) # R. Entonces

d(o,zr) < 0.
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Capitulo 4

Método del punto proximal para
resolver ?DVV en variedades

riemannianas

El método del Punto Proximal (MPP) es un método que fué introducido por Martinet[34]
para resolver problemas de optimizacién cénvexa y que ha motivado una serie de al-
gbritmos para resolver (PDV): algoritmos de programacién convexa relacionados con
métodos multiplicadores, modificaciones de la técnica de penalidad, inversas parciales

de operadores mondtonos asi como también algoritmos de descomposicidn.

En este capitulo estudiaremos el MPP extendido a espacios més generales como

son las variedades riemannianas.

En la primera sécci(’)n de .este cépl’tulo, se presenta el MPP para problemas de
optimizacién. En la segunda seccién, se plantea el (MPP) como un método para resolver
el prdblema de desigualdad variacional en variedades riemannianas. Este problema puede
ser caracterizado como el problema de encontrar ceros de operadores monétonos maxi-
males, los cuales fueron estudiados Vpor Brezis[4], Bruck[5], Kamimura[30], Martinet[34]

'y Rockafellar[42] para espacios de Hilbert, generalizados a variedades riemannianas.

-~
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En este capitulo, usando las herramientas del andlisis convexo y suponiendo algu-
nas hipétesis naturales obtendremos la convergencia del método n una solucién del
problema de desigualdad variacional, que constituye nuestro principal resultado de esta

tesis.

4.1 MPP en variedades riemannianas para proble-
mas de optimizacién

El MPP clasico en espacios euc]idianos, vistos en la Seccién 2.4 del Capitulo 2, fué
naturalmente extendido a variedades riemannianas por Ferreira y Oliveira[17] en el 2002,

donde la distancia -euclidiana en (2.11) fué sustituido por la distancia riemanniana.

Sea (M,d) una variedad riemanniana completa y una funcién convexa f : M — IR.

Consideremos el problema de optimizacién

min  f(z)
3.0 |

reM

El MPP en variedades riemannianas genera, a partir de un punto inicial z° € M, una

sucesién {z*} C M definido como:
" = argmin { f(y) + Meper (Y) : ye My, (4.1)
donde p, : M — IR es definido por p,(y) = (1/2)d?(z,y) siendo d la distancia riemanni-

ana y Ax una sucesién de numeros positivos.

Ferreira y Oliveira[17] mostraron que la sucesién generada por (4.1) es Fejér con-
vergente y asumiendo la hipétesis de que la sucesién {A\;} es tal que > o o(1/Ax) = +00
y que el conjunto de minimizadores U* es no vacio entonces la sucesién {z*} converge a -

un punto de U*.
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Consideremos ahora el problema de optimizacién restricta: -

min  f(z) ‘ |
5.a: (4.2)

zeS

donde S C M es un conjunto abierto y convexo y f : M — IR es una funcién limitada

inferiormente.

Las distancias de Bregman, ver Seccién 1.4 del Capitulo 1, fué introducido por
Bregman es su paper original[3] ;. el término “funcién y distancia de Bregman” fué
utilizado pdr_primera vez por Censor y Lent[8] en 1981. Esta teorfa serd utilizada para
resolver, en particular, el problema (4.2). |

El MPP en variedades riemannianas con distancias de Bregman fué estudiada por Papa

Quiroz[41], a partir de un punto inicial z° € .S, genera una sucesién {z*} C M tal que
2" € argmin { f(z) + MeDi(z,z*) : z € S}, o (43)

donde h es una funcién de Bregman con zona .S y Dy(-,-) es una distancia de Bregman
segin Definicién 1.41 y ecuacién (1.67) respeétivamente ¥, Ak € (0, X) es una sucesién de
ndmeros positivos con Az > 0. ‘ '

La convergencia del método fué garantizado para el caso irrestricto, esto es, S = M, ver
Capftulo 4 de Papa Quiroz[41]. Considerando S = M y por una condicién necesaria de )

minimos, y sustituyehdo T = Of se tiene de (4.3) que

© € O(f+MDn(z,z")) ("),
| T(z**) + A\pgrad Dy (z*1, 2%). (4.4)

De (1.69) .y reordenando se tiene:

P, orgrad h(zF) € grad h(zFTt) + N T (251, (4.5)

donde «v : [0,1] — M es una geodésica tal que v(0) = z* y v(1) = ="+,



4,2 MPP para resolver PDVV

- Existen muchos métodos para resolver PDVV, entre ellos se tiene el MPP en variedades
. riemannianas con una aplicacién monétona punto-conjunto T', que genera a partir de un

punto inicial arbitrario 2z° € S, una sucesién de puntos {z*} € S como sigue
dado zF € M, y e¥ € T,x M encontrar e M y "l € Tt M tal que

ek+1 c Tk,—l-l(xk-“_l)

donde Tx(z) = T(z) + Aegrad Dy,(z,2*) v A, € (0, ) para algun X > 0.
Para obtener resultados de convergencia asumiremos las siguientes hipétesis:
Hipétesis_ A" Snri{dom(T)) # 0. | |

Hipé6tesis B: Tenemos las siguientes condiciones para la sucesién del error {e*}

i. Existe 2*.
“+oc

ii. Z lle*]| < +oo (esto implica que ||e*|| — 0) tal que € € T+ M;
b=1 _ .

+oc
iii. § (¥, exp_l2) existe y es finito.
: k=1
Hipdtesis C: Supongamos que cualquiera de las siguientes condiciones se cumple:

i. dom(T)CS;

ii. T = 9f, la aplicacién subdiferencial de una funcién convexa propia f : M —

(—c0, +00] convexa, propia y semicontinua inferior;
iii. T cumple con dos propiedades:

iii.1 Si {(a:k,‘ ¥} C T, {z*} C Sy {z*} es convergente, entonces {y*} tiene un

punto lmite.

iii.2 T es paramondtona.
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" Lema 4.1 Supongamos que {z*} C S, {e*} C ToueM y {N*} C R una sucesidn de
nimeros positivos que conforman la recursién (4.5), S y h satisfacen la Definicién 1.40.

Suponga que © € T(z), donde T=T ;}-Ng, entonces para todo k > 0 se tiene
Dp(z,z¥1) < Dh(z z¥) — Dp(a*+, 2%) — ("1 explhaz) . (4.6)

Prueba: Sea ¢ : [0,1] — M una curva geodésica tal que ©(0) = ¥ y ¢(1) = 2.

Sustituyendo s = z*, w = z**! y u = z en (1.70) tenemos
Di(z,3%) = Du(z, z*) + Dp(2**, 2%) + (grad Du(z**, 2%), exp i 2) - (4.7)
- Ademss,

(grad Du(z**!,2"),exp_L,2) = (grad Dy (", 2*), exp i 2)— (", exp ez expinz)
| : (4.8)
Sustituyendo (4.8) en (4.7),

Di(z,z%) = Dp(z, 2" )+ Dy (2", 2 )+<g'r'adD (=" z*) — ek+1,exp;kl+lz>+<ek+l,exp;,c1+lz>.
| (4.9)
Desde que {z*} cumple con (4.5) y de (1.69), reordenando se tiene

T(zF) 3 7\1—,(P%0 1grad h(z*) — grad h(z*1) 4 1)
k
1 :
= (—grad Dy(z**1, z*) + €51)
k

donde 9 : [0,1] — M es una geodésica tal que ¥(0) = z¥ y (1) = 2! y desde que
¢+t € 5 C S tal que © € Nz(2*), '

3\1—- (—grad Dp(z**,z%) + 1) € T(z™) + N(z*1) = T(zF). (4.10)
k .

Por hipétesis © € T(z) y de la monotonicidad de 7' se tiene que

0 < <e\:p_l b P o PR — @>’

_ -1 Ao
= <—P‘P,O,1eszk+l‘7 PooiT(z )> .

I

con ¢ : [0,1] — M tal que (0) = z"t1 y (1) =
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Por la isometria lineal del transporte paralelo Pooi,

<exp;k.1+12, —T(a:k+1)> >0. (4.11)
* Sustituyendo (410) en (4.11) se tiene:

0< <e‘{pmk+1z, X (grad Dy (2", 2F) — ek+1)> ,

Sustituyendo (4.12) en (4.9) y reordenando se tiene:
Dy(z, 2"t € Di(z, z*) — Dp(z"H, o) — (", expTl.2) . ®

Lema 4.2 Supongamos que se cumple la hipdtesis del Lema 4.1, h es una funcidn Breg-
- man y que la serie

+o0 )
z)= Z <ek_+1’ eXP;klﬂ z>

, k=0
existe y es finito, entonces {x*} es acotado y Dp(z**1, z*) — 0.

-1
Prueba. Definimos F(z Z (e, exp . z). Por hipétesis, E(z) existe y es finito,

esto es, Ei(z) — E(z) cuando l —> +00, donde E(z) < oo (por hipétesis).
De la ecuacién (4.6), para alglma iteracién finita con [ > 0, |

Di(z,2") < Dp(z,2°%) ZDh AL kY — Z <ek+1,exp;,3+lz>. (4.12)

Desde que Dy (z*+ z*) > 0, se tiene

= Din(z,2%) — Ey(2) < oco. - (4.13)

Entonces, Dy(z, xl) < oo con | > 0 desde que Dh(z z°) y E(z) son finitos.

De la Definicién 1.41 v., del conjunto de nivel de Dy, para o € Rf y algun z € S y de
la ecuacién (4.13) se tiene que Ly(z,a) = {z' : Dp(z,2") < o, | > 0} es acotado. Por
tanto, {z*} es una sucesién acotada. | |
Desde que Dp(z,2') > 0 para todo [ > 0, (4.12) queda como

-1
0 < Di(z,2% — Z Dy (¥ 2%y — Ey(2).
k=0
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Tomando limite cuando [ — +oco,

j—r+o00

lim ZDh ML 2k) < Di(z,2°%) — E(2).

+o0 .
Desde que Dy(z*+,2*) > 0 para todo k > 0, se tiene que Z Dy(zF*!, 2*) < 400. Por
. : ' k=0

lo tanto, Dyp(z**1,2%) = 0. =

-~ Teorema 4.1 Suponga que la sucesion {z*} C S, {e*} C T,x M conforman (4.5) donde
{Ax} es una sucesion de positivos escalares, T es un operador mazimal sobre M y h es
una funcion Bregman con zona S, donde SNri(domT) # 0. Si T =T+N, & tiene algun
cero, se cumple la hipdtesis B sobre {€*} y se cumple también cualquiera de las hipdtesis

C, i.,4i. 0 ii.. Entonces, {z*} = % con © € T(Z).

Demostracién. Consideremos Z el COIlJllIltO de ceros de T y sea z € Z. De la hipétesis

+oc
B iii., se tiene que Z <e'f+l, eﬁcszlz) existe y es finito. Por un resultado de anah51s se
k=0
tiene que
<}ek+1,exp;kl+lz> = 0. (4.14)

Del Lema 4.2, Dp(z**,2%) — 0 y {2*} es acotado, esto es, existe una subsucesién
{z%} C {z*} tal que 2% — 7 y Dy(z**!,2%) — 0. Por la consistencia de convergencia
de la funcién Dj, dado por Definicién 1.41 vii., %% — % tal que Z € S para todo k > 0.
Definimos

y= /\i (= gmd Dy(z"+ zh) + 51 o (4.15)

" De (4.10),
‘ y** e T(2**) paratodo k>0. ‘ (4.16)
Del Lema 4.1y desde que Dy (2", 2%) > 0,
0 < Di(2,2™) < Diu(z,z*) — Du(2*, 2%) — (e, exp L 2),

< Dh(z,:z;k) - <ek-i.-17 eXP;klﬂz) -

Del Lema 1.1, para ar+1 = Du(z,z%), ¥ = ("1, exply,2)y {Dn(z,2*)} acotado infe-

riormente se tiene que {Dy(z, z*)} es convergente, esto es,
Diy(z,2z%) — d(z) donde d(2) € [0, +o0). (4.17)
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Sustituyendo (4.15) en (4.9) y reordenando,

(—Mey™t, exp;,}Hz} = Diy(z, z¥)— Dy (2", 2F) —.Dh(z, ZFt) — <ekf1,exp;,3+lz> . (4.18)
" Tomando limite, cuando k — o0, de (4.14) y (4.17) se tiene que.
<yk+l,exp;kl+12> — 0. ‘ | (4.19)

- Ahora, analizaremos el teorema cumpliéndose cualquiera de las condiciones dadas en la

~ Hipétesis C:
i. Primero, supongamos que se cumple la Hip6tesis C i.. De (4.15) y de (1.69),

A 1 .
k
1 _
= 3= (Pyogradh(a®™) — grad h(z"*) + 1),
AL |

5
Por la continuidad de grad h() enzcS,ef=+0yAe(0N) pa,ra‘ algun )\ € R,
se tiene que lim y®* =0.

J—r+oe
T es un conjunto cerrado en M X T M por la maximalidad de T, esto es,
(zFt1 y8H) 5 (2,0) € T. Como Z € S entonces (%,0) € T. Por tanto,

o€ T(z).

li. Segundo, supongamos si se cumple la Hipétesis C ii. De (4.16) para T = 0f se
| tiene .
F@) 2 £ ) + (v, exp e
donde go [0,1] — M es una geodésica con go(O) =gty o(1) = 2.

Tomando limite cuando j — +o0,

£2) 2 liminf £z + Imint (5" e nz) . (420)

J——00

Sustituyendo (4.19) en (4.20) para una subsucesién {z%} C {z*}.tal que 2% — Z,

f(z) > liminf f(z**1). (4.21)

Jj—r+oc
Desde que f : M — (—oco,+00) es una funcién semicontinua inferior, de (1.1) se
tiene que,

(@) < liminf f(z%). ©(4.22)

J—toc
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De (4.21) y (4.22) se tiene que f(z) > f(&). Por Hipétesis, © € T(2), esto es,
z € argmin{f(z) : v € S} € Z.
Por tanto, Z € Z, esto es, © € T(Z).

iif. Tercero, supongamos que se cumple la Hipétesis C iil. Sea {(¢**!,y»*™)} C T,
{z%+1} C S tal que 2% — Z. Entonces, existe § tal que y*+' — . Por la
maximalidad de T', (z,7) € T. , .. ‘

De (4.19) para las subsucesiones {5} C {y*} y {z%} C {z*} tal que £ — % se
. tiene: '

<ykj+1; exp;kl,j+1 Z> — 0.

Tomando limite cuando j — 4o,
(y,expz'z)y = 0. ~ (4.23)

Por Hipétesis, T es paramoxiétona y como resultado del Corolario 1.1 se tiene que T
es paramonstono. Sea (%,7) € T, (z,0) € T. De (4.23) y de la paramonotonicidad
de T se tiene que © € T'(z).

Bajo cualquier hipétesis C , i.,ii. 6 iil., se ha demostrado que © € T(%), esto es, & €

Z(conjunto de ceros de 7). Réemplazando z=Zen (4.17) se tiene,
Di(@,7*) =+ d(z); - donde d(z) € [0, +o). R
Desde que {z"} C {z*}, la funcién Dy, por definicién, para Z € S es dado como ”
Dy(Z,2%) = MZ) — h(z") — <gmd h(z®), exp;kljf> .
Por la continuidad de la funcién b y gradh en Ty toma;ndo h’ﬁlite cuando 7 — 400 se

tiene que Du(Z, 2%) — 0. De (4.24), d(Z) = 0 entonces Dj(Z, z*) — 0.

Sea Z un punto limite de {z"} tal que {5} < {z*}, esto es, 2% — % De
| donde, Dy(Z, 2% ) — 0. Por la propiedad de la convergencia consistente segiin Definicién

e 4 p— — ~ o ~ o3 p—
1.41 vii., % — Z, entonces 7 = & desde que 2% — &. Porlotanto2* 7€ Z. =
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Capitulo 5

Apﬁcasﬁ@nés del MPP para resolver

PDVV

Sea el conjunto

R%, ={z=(zx1,%2) : 71 > 0,23 > 0}.
Consideremos elrsiguiente problema de optimizacién:
min In’z; + In® 2,
(Prob) 8.a: .

2
z € R,

Se observa que la funcién objetivo definida arriba, f(z) = In*z; +In®zs con z € B2,

no es convexa en el sentido clasico (con la métrica euclidiana).

En efecto, existen (z1,22) = (e, €), (11,92) = (Ze,2¢) € R?, tal que

5.733494 = f(2e,2e) < fle,e) + (grad fle, e), (e, €)) = 29.5562244.

Entonces, por el Teorema 1.9 se tiene que f(z;,%2) no es convexo en el sentido clésico.
Asf, con el objetivo de que f(z;,z2) sea convexo en IR2++ se hace un cambio de métrica

apropiada. Para tal fin, consideremos la métrica de Dikin, X 2.
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De (1.53), el hessiano de la funcién f sobre la variedad (IRZ,, X ~2) es dado como:

HI = V’f(@1,22) + X'V f(z1, 32)

(1—=Inzx 1 : >1
pL= ) o 2 0 12— 0 2‘;‘”1 0
= 1 . + 1 - 1 1
0 2(1 1;1:1:2) 0 2% R 211’1.’172
x5 T2 T2
1 —In: 1
5! f”l) 0 p e S
= . 1-In + "
|\ o oL~ lnza) 0 222
z5 3
2
2
— 3 9
0 =
3

Desde que 7, 3 > 0 se tiene que 2/2% > 0, 2/22 > 0y (2/22) (2/22) = 4/ (z122)° > 0.

" Por lo tanto, f(x) es estrictamente convexa en la variedad riemanniana (R?.,, X~2).
5.1 Problema
Encontrar Z € (R3 ., X %) tal que

gmdf(x) =0,

5.2 Método

El MPP, para resolver PDV, consiste en generar, a partir de un punto inicial arbitrario
z° € IR%,, una sucesién de {z*} como sigue:

Dado z*, encontrar z*+!

tal que
0 €T, (2,

donde Te(") = T(-) + Apgrad Dy(-, %), T(-) = grad f(-) y As € (0,) con A > 0.



De (1.74) y (1.52), se tiene

Ti(z™1) = T(zk“)+/\kgradDh(:i:k+1,xk)

i

5.3 Implementacién

2kl p i+ 2(z5 In g+ 4 (53 —
+ A

k
4Ly okl RPYN SE R SS R S5 I W TR R
2¢5 In 23 2(zst lngb™ + (253 — 25 Ingk —(
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2, k1
Lo

En esta seccién, para problemas de implementacién, usaremos el software "Matlab’. Con-

siderando un punto inicial arbitrario z° = (z9,29) = (2,3) € R?

o

la implementacién

del algoritmo del método de Punto Proximal, para resolver el problema (Prob), es dado

como:

x=[2;3];

epéilon:0.00000l;

Nmax=100;

Mmax=100;

lambdak=1./M;

fprintf(’\ n Punto Inicial: %f° x)
M=1;

% % while M <= Mmax
fprintf(’\ n Iteracién N: %d’,M)

T f2(1) og(x(1)); 2%(2) log(x(D));
normT=sqrt(T(1,1)"2+T(2,1)"2);
% % % |

if normT >= epsilon

k=1; -

z=[1.5:2.8};

% Algoritmo para resolver el problema, en particular para lambda = 1/ M,

Me v
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% % Continuacién del algoritmo

% % % % INICIO DEL SUBPROBLEMA % % % %

while k <= Nmax,

| TK={2*2(1)*log(z(1))+2*lambda_k*(z(1)*log(z(1) )+2(1)" 3-2(1)*(log(x(1))+

x(1)"2));2*2(2)*log(2(2) )+2*lambda_k*(z(2)*log(z(2) ) +2(2)" 3-2(2)*(log (x(2))+x(2)"2))]

DT1=2%log(z(1))+2+ 2*lambda k*(log(z(1))+1+3*z(1) 2-log(x(1))-(x(1)"2); . -

DT2=2*log(z(2})+2+ 2*lambda k*(log(z(2))-+1+3%2(2) " 2-log(x(2))-{x(2))*2);

d= {—TK(l,l)/DTl; -TK(2,1)/DT2];
‘normTK=sqrt(TK(1,1)*2 + TK(2,1)"2);
% if normT K 5: epsilon |

z=z+ d;

k=k+1;

else

X=2;

fprintf(°\ n criterio de error del subproblema satisfecho =: %£’,normTK)

fprintf(’\ n

- fprintf(’\ n el punto x1 aproximado es: %f’,x(1))

fprintf(’\ n el punto x2 aproximado es: %f’,x(2))

fprintf(’\ n

fprintf("\ 0 numero de iteraciones del subproblema es: %d’ k-1)
k=1000000;

end

end

% % % % FIN DEL SUBPROBLEMA % % % %
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M=M-+1;

else

fprintf(’\ n criterio de error satisfecho Normagradiente=: %f’ normT
S

fprintf(’\ 0 )

fprintf(’\ n -
fprintf(’\ n el punto x1 aproximado es: %f*,x(1))

fprintf(\ n el punto x2 aproximado es %t x(2))

fprintf(’\ n

fprintf(’\ 0 1)

fprintf(’\ n numero de iteraciones es: '%d’,l\f_[-l‘)

M =1000000;

end

end
% % %
% % % % % % if M > 999999

fprintf(*\ n resolvimos el problema aproximadamente : %f’)

else

fprintf("\ n : numero de iteraciones excedido a %d’,M-1)

end

%% %%BFING % % %

computacional.
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En el Capl’tulo _anteﬂor, estudiamos los resultados de convergencia del método de punto
proximal con distancias de Bregman. A continuacién, mostraremos resultados numéricos
computacionales para la resolucién de nuestro problema (Prob). Notaremos .que la rapi-
dez de convergencia o el costo computacional va a depender de la eleccién apropiada del
pardmetro A, eéto es, si elegimos un pardmetro A; tal que Ay — 0 se encontraré el punto

éptimo para realizar la menor cantidad de pasos iterativos, lo que implica un menor costo .




a). Para A; = 1.

Criterio de error satisfecho Normagradiente=: 0.000001

el punto 2; aproximado es: 1.000000

el punto 2, aproximado es: 1.000000

ntmero de iteraciones es: 60

resolvimos el problema aproximadamente :

'b). Para A\, = 1/k.

Criterio de error satisfecho Normagradiente=: 0.000000

el punto 2, aproximado es: 1.000000

el punto z, aproximado es: 1.000000

numero de iteraciones es: 15

resolvimos el problema aproximadamente .
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c). Para \; = k.

Criterio de error satisfecho Normagradiente=: 0.000000

el punto z; aproximado es: 1.161588

el punto z, aproximado es: 1.689004

nimero de iteraciones excedido a 2000
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Maﬁs:eeriaiées y Métodos.

Para la elaboraracién de este trabajo de tesis, se recopilé una gran variedad de papers
relacionados a temas de desigualdad variacional, método de punto proximal, operadores
monétonos, distancias de Bregman, sobretodo se trabajé con los articulos de Iusem|[26],
Ferreira y Oliveira[17], Németh[39], Facchinei y Pang[15] Vol.I, Burachik y Iusem[6] y los
materiales indispensables para las herramientas de geometria riemanniana se obtuvieron
de Udriste[46], Papa Quiroz[41], Ferreira[16] y Do Carmo[13]. Los demés materiales,
que no dejan de ser importantes, pueden ser encontrados en la bibliografia. Mucho de

todos ellos fueron proporcionados por el asesor.
Fué de gran utilidad para la digitacién de este trabajo el editor cientifico Latex2X,

recomendado para este tipo de textos cientificos por su elegancia y la gran variedad de

recursos y simbologias matemadticas que posee.
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Resultados.

» Se presenta un estudio bésico de’conceptos de operadores monétonos punto-
conjunto en espacios euclidianos. Es importante resaltar la importancia de la
Proposicién 1.2, donde se da& las hipdtesis necesarias para que la suma de dos

operadores monétonos maximales resulte otro operador mondétono maximal.

o Mediante herramientas de geometria riemanniana, se prueba que el plano
Hiperbdlico H y el ortante positivo Ri .. son variedades de Hadamard, esto es,
una variedad riemanniana, simplemente conexa, completa y de curvatura seccional

no positiva.

e Se presenta condiciones necesarias y suficientes sobre resultados de existencia gene-
‘ ral de una solucién al problema de desigualdad variacional en espacios euclidianos,
se estudia también estos resultados usando la propiedad de monotonicidad y sus
variantes como son la pseudomonotonicidad, paraﬁmnotonicidad, entre oﬁros; asi

también, la extensién de los resultados de existencia a variedades riemannianas.

e Se presenta 3 problemas particulares de PDV de gran importancia en las ciencias e
ingenierfas, tales como son el problema de singularidad, el problema de optimizacién

y el equilibrio de Nash, todas ellas en variedades riemannianas.

e Se plantea el problema de encontrar ceros de operadoi"e_s monétonos maximales,
estudiados por Brezis[4], Bruck[5], Kamimura[30], Martinet{34] y Rockafellar[42]

para espacios de Hilbert, generalizados a variedades riemannianas.

e Se plantea un problema no convexo en el sentido clasico y que mediante una eleccién

adecuada de métrica, el problema no convexo se vuelve convexo en el mismo espacio.
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Discusiones.

s Hay una gran variedad de articulos que trabajan con disténcia;s generalizadas (por
ejemplo de Bregman) en espacios de Hilbert, por ejemplo Tusem, Burachik, Kiwiel
y Censor. Cabe resaltar que la bibliograffa existente que trata sobre distancias
de Bregmnan en variedades riemannianas es muy escasa porque el estudio de la

geometria riemanniana relacionado con la optimizacion es reciente.

e Cuando la funcién objetivo es convexa, el estudio de aquella funcién encaja en la
teorfa del anélisis convexo. La dificultad radica cuando la funcién no es convexa,
por tal razén se hace necesario tener un conocimiento analftico de geometria rie-
manniana, pues con una eleccién adecuada de métrica riemanniana la funcién se

vuelve convexa.



- Conclusiones.

s La extensién de conceptos y técnicas en espacios euclidianos a espacios topolégicos
convexos tales como las variedades riemannianas es casi siempre natural y no trivial.
Muchos problemas tales como ecuaciones no lineales, problemas de minimizacién y

PDV en espacios de Hilbert son extendidos a variedades riemannianas.

o Introducimos una nueva clase de distancias generalizadas, llamadas distancias de
Bregman, lo cudl juega un rol importante en la convergencia y el andlisis de error

del algoritmo iterativo para resolver PDV.

e Las propiedades de coercividad han jugado un importénte rol en la teoria de exis-
tencia de (PDV), ver [36, 24, 25]. Hartman y Stampacchia[23] y Moré[36] muestran

que si la aplicacién es coerciva, entonces PDV tiene por lo menos una solucién.

s Bs indispensable hacer un estudio analftico de resultados de existencia en variedades
riemannianas. Al igual que en espacios euclidianos, la no compacidad del conjunto

K ‘es. sustituido porla propiedad de coercividad para alglin punto de K.

o Con ciertas condiciones impuestas para la sucesién del error {e*}, y considerando
la maximalidad de la S_Ulha de dos operadores monétonos maximales bajo cierta
condicidén es que se logra el principal resultado de convergencia '.del MPP, para re-
solver problemas de desigualdad variacional, en variedades riemannianas, Teorema

4.1.

o Esimportante anotar que un dominio de las herramientas de geometria riemanniana

puede ayudar a fé_cilita.r la resolucién de problemas en optimizacién.
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