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II. RESUMEN

En el presente Trabajo de Investigacion hemos desarrollado en forma clara los con-
ceptos basicos de los Espacios de Hilbert, la norma definida a partir de un Producto
Interno, el Ortogonal de un conjunto, Funcional Acotada, Reflexividad en Espacios
de Hilbert, Bases Ortogonales y Ortonormales, Separabilidad.

Luego estudiaremos los Operadores Lineales Acotados en los Espacios de Hilbert,
veremos las propiedades que relacionan a los Operadores: Acotado, Adjunto, Nor-
mal, Unitario, Proyeccion y Positivo.

Durante el desarrolio del trabajo se hace uso de las propiedades del Analisis Fun-
cionales en particular de los Operadores Lineales que nos han permitido realizar las
demostraciones y obtener los resultados.

Finaimente, estudiamos el espectro y resolvente de Operadores Acotados, los Teo-
remas relacionados y la Descomposicion Espectral de los Operadores Acotados.



III. INTRODUCCION

Efl analisis funcional es el origen de importantes teorias matematicas, tiene una be-
lleza intrinseca y aplicaciones variadas dentro de las Matematicas y en otras cien-

cias.

Los operadores lineales acotados definidos en # , donde 7 es un espacio de
Hilbert nos proporcionan la mayor cantidad de métodos para desarrollar la Teoria
Espectral de forma que si un operador acotado tiene dominio denso entonces pue-
de extenderse univocamente a un operador acotado definido en todo el espacio .

El espectro donde A es un operador de un espacio finito dimensional es uno de los
temas mas fructiferos y fundamentales del Aigebra Lineal, este concepto esta rela-
cionado con la diagonalizacién del operador. Sin embargo, una gran cantidad de
sistemas fisicos se modelan por sistemas lineales infinito dimensionales, este es el
planteamiento estandar de la Fisica Matematica, razén por la cual es necesario
desarroliar una Teoria Espectral de operaciones lineales de dimension infinita.

En el estudio del espectro de los operadores lineales acotados en los espacios de
Hilbert # utilizaremos diversos temas del Analisis Funcional y el Algebra Lineal.



IV. MARCO TEORICO

4.1 ESPACIOS DE HILBERT
DEFINICION 4.1.1. Sea #H un K-espacio vectorial donde K=R 6 C. Diremos

que la aplicacion (, }:H.H —»K es una forma sesquilineal si
Vx,yeH, Va, B €K , se verifica que:
i) (ax + By; z) = a(x, z) + ,B(y, z>

if) (x,y) = (¥ , %)

DEFINICION 4.1.2. Sea # un K- espacio vectorial. Diremos que la forma sesqui-
lineal ( , ), es:

a) Semi-definida positiva (s.d.p.) siy sélo si (x,y) 20,V x eH .

b) Definida positiva (d.p.) = siy solo si, (x,y) 20,V x e,y (x,x) =0, si x =0.

La forma sesquilineal ( R ) es llamado también producto interno en H .

PROPOSICION 4.1.1. (Desigualdad de Cauchy — Schwartz)

Sea (,) wuna forma sesquilineal semi-definida positiva, entonces

‘(x,y) r < (x,x> (y,y), Vx,y €eH

Prueba
Paratodo aeC, x,ye H, y#0 se tiene:

0<(x+ay, x+ay)=(x,y>+2Re(a(x,y>)+|a‘2 (x, )

Sea (x,y)=re’ y escojamos a=te™ ,tcR; entonces:

0S<x,x>+2t

()£ (r)

[x,)

(7.)

w2\ = (x.x)(r.5) @

|(%5) |

(r.)

, esto es:

En particular, para ¢ = , se tiene: 0< (x,x) -



DEFINICION 4.1.3.(Norma). Sea # un K-espacio vectorial, y {, ) una forma

sesquilineal semi-definida positiva. La norma de x € es definida por

x]= yx; %)

Y se verifican las siguientes propiedades:

i) | x| =0, |x|=0,siy solosix=0
i) ax||=|a|| x|, V& e#, Vx eH
i x+y|<|x|+ |y, veyes

mis) <)ol v yert

DEFINICION 4.1.4. Dado un K- espacio vectorial 7 y una forma sesquilineal ()

definida positiva. Entonces el par (?{ (s )) es llamado espacio pre-Hilbert.

DEFINICION 4.1.5. (Espacio de Hilbert)

Dado un espacio pre-Hilbert (£, ( ; }). Silanorma en 3 proviene de la forma sesqui-
lineal {, ), y el espacio normado asociado es completo, entonces diremos que

(7{ ,{ 5 }) es un espacio de Hilbert.

Observacion

Todo espacio pre-Hilbert puede ser completado de manera que su completaciéon sea un
espacio de Hilbert mediante clases de sucesiones fundamentales (de Cauchy).
Ejemplos:

1) C" con la forma sesquilineal { ; ) definida por (x; ¥} =Y x, ¥, es un espacio de
i=1

.|) sea

&

Hilbert, pues ( ; ) define la norma x|, = i|x,.|2 y esto hace que (C",
i=1

un espacio completo.

. (€, (5 )) es un espacio de Hilbert.



2) (gZ(Rn) , < : )) es un espacio de Hilbert, donde (x ; y) = y x, Y,

i=1

3) Elespacio de Lebesgue I’ (]R) de las funciones continuas tales que:
172
([ ()] <0

Con el producto interno (£, g)=j]R 7(2)g(r)dr es un espacio de Hilbert.

LEMA 4.1.1.Sea #{ un espacio de Hilbert, entonces Vx,yeH se verifica:
a) Jx+y] = | +2.Re(x3) + o

b) Je ol + Je=off =21l + IT')

Prueba
a) Dados x,y e se tiene:

bet ol =(x+ 3, x+9)=(x2)+ {2 2)+ (1,2)+(.7)
=(x,x)+(x,9) +{x,7)+(».7)
=l +2Re(x, y)+ I
b) Dados x,y e H se tiene:
e+ o = =(x 4y, 4 9) 4 (x= 3, x- )

=+ 2Re (e )+ + Il —2Re (e, )+ o]
= 2|l + 1)

PROPOSICION 4.1.2. (ldentidad de polarizacién)

En un espacio pre-Hilbert H se verifica lo siguiente:

1 ] , ,
(53 = 2l o o) =l -l )y v <

En el caso de un espacio real se tiene:

1 1
<x,y>=;(llx+yllz ~Je-5lf) = 5("”3’"2 el -1 ) %y e 7
Prueba
Ver[18]



TEOREMA 4.1.1. Dado (#, |

.|} un espacio de Banach, podemos definir una

forma sesquilineal ( ; > definida positiva sobre el espacio vectorial % de modo que

(7, (s )) resulte un espacio de Hilberty | . || = ({ ; ))m es la norma inducida si y so-

lo si se verifica la regla de paralelogramo

e+ o + Je=of =2l + bF), ¥xyest

Prueba

=) Analogo al Lema anterior.

<) Definamos ( , ): # x H — C, probaremos que ( , ) es una forma sesquilineal

definida positiva (es decir, un producto interno), de esta manera (¥, ( , )) sera

un espacio de Hilbert.

Consideremos:

1
(x,y) = Z(ux +3[ |- )—i(||x+ o[ -1}, entonces:

L (i e ) —— *)

Im(x,y) = Re(x,iy)

i) En la ley del paralelogramo reemplazamos primero x por x+z y luego x
por x—z, obteniéndose:

ez + vz = = 2(fe+ 2 +T)

o=z ol + =25 = 2(fpe—2f +of7)

Restamos:

s yeef = e y=off sls-yof - fr-y=aff =2(pes of -e-of
Por (*)

2Re(x+y,z)+ 2Re(x-y,z)= 2Re(x,z)

Hacemos: x=y  2Re(2x,z) = 2Re(x,z)

Asi tenemos: 2Re(x+y,z)+ 2Re(x~y,z)= 2Re(2x,z)

&



Ahora hacemos x, y por %(x+ ), %(x— ) y tenemos:

Re(x,z) + Re(p,z)=Re(x+y,2)
Nuevamente usando (*) obtenemos el analogo para la parte compleja del

producto, con lo cual hemos probado que ( , ) separa la suma.
ii) Para ver que el producto saca escalares primero probaremos que la funcién

compleja a valores reales |ox +y| es continua en a. Como |||x||—||ym
< e entonces: [ja-xt |-l ol Ja-a,)x] |-a ] asi par
cada x,y fijos la funcién |ax + y| es continuaen o .

Sea S={ae C:(ax,z)=a(x,z), Vx,yeH}.

Como el producto reparte la suma y esto incluye a los naturales y enteros,
para los racionales se tiene:

)

1 1 1
=z;z‘(|| x+qf | -qyllz)j?(xay) =;(x,y>

2

1
q

q

Como la continuidad de |ax y| implica la continuidad de (ax,y) se tiene
que todos los ¢e€R estanen S.
De manera similar, se muestra que ieS.
Finalmente si a=q, +ia,; a,,a,€R , entonces:
(x,3)={(et + i), y)=at (5, ) i (3 2) = () (.9)
=a(x,y)
Asi, el producto saca escalares.
iii) Si hacemos ||ix|| = x| en (*) obtenemos Re(ix,iy) = Re(x,y) y
Re(x,y) = Re(y,x),
Asi: Im(x, y) =Re(x,iy)=Re(ix,iiy) = —Re(ix, ) =—Re(y,ix)

=—Im(p,x)

Luego: (x,y)=(y,x)



iv) De lo hecho anteriormente se obtiene (x,x) = (x,x) y que
1 . . ,
(x,x) = Z[||x+x{|2 R ][ P ||x-zx||2)]
1 .
=Ll ~0+i(0) ] = |

. {, ) es una forma sesquilineal definida positiva.

DEFINICION 4.1.6. Sea # un espacio de Hilbert, diremos que x,y € # son orto-

gonales si ( x; y) =0, denotaremos esto por x L y.

DEFINICION 4.1.7. Sean {x,} @ € H{ A x, e H, diremos que {x,} son ortogonales o

forman un sistema ortogonal, si y sélo si (xa R xﬁ> =0.

DEFINICION 4.1.8. Un conjunto {x,} ae H A x,cH se dira sistema ortonormal

o 1, a=p )
(s.0.n.) si y soélo si (xa ; xﬂ> =d,,, donde &, = { 0, o ,B' y es llamado “defta
de Kronecker’.
TEOREMA 4.1.2. (Teorema de Pitagoras)
Sean x ,x,,...,x, €3 ortogonales, entonces:

B AR AT A

Ix, +x,+. ..+ x,

X

n

Prueba
Por induccién sobre »

Para n=1: claramente |x,| = x|’
Para n=2: |x +x, I =[x, "2 +2Re(x;,x, ) +|x, I
=5 + el pues (x.x,)=0

Sea n>1 y supongamos que vale el Teorema para n—1, luego

2

e+ %, + .. + x,,_luz.—- "(x1+x2+... + X, )+X,



=[x +x,+... +x

n-1

2 n-1
+ 2; <x,. ,x,,>

pues (x,.,xn>=0

=[xl +el

PROPOSICION 4.1.3. Sea E c # convexo, cerrado y no vacio: x, € . Entonces
existe un Unico a € E tal que |x, - a]| = d(x,, E), es decir, a minimiza la distancia

del punto x; al conjunto convexo E.

Prueba

Basa considerar la prueba para el caso a =0, pues si la proposicion vale para a=0,
dado cualquier a podemos aplicarlo a E'=E—a={a—-a:aeC} que es también

convexo, cerrado no vacio.

Si encontramos «,'€E' tal que ,=a,'+a es el

elemento buscado.

Supongamos que a=0 y d =d(a,E)= , entonces existe una sucesion

(a,,)neN de elementos en E tal que converge en norma a d . Por la ley del parale-

logramo:
7 2
a, ;a ("a P+ e’ ) % T %)y comoE es convexo,
2
an“'z'am,a";a'”eE,luego a”_-'-_gﬂ_ Zdz,

Dado £>0,sea NeN talque Vn2N se tiene que |a,|< d2+i-82, luego la iguaidad

anterior se transforma en:

a +a 2 1 1 1
n_ Tm —(Zd2 +5£2)—-d2 =Z£2; Yn,m=N

<
2 2

Asi tenemos que (a,)neN es de Cauchy, y como E es cerrado en # que es com-

pleto, existe el limite ¢, = lim o, €E .

n-yx

Para la unicidad, supongamos que existe «,'e E tal que

Ly g 1y
jskelegled-a

10

a+a

lez, =], =2 ;MeE entonces: d <
2 2




'
a,ta , T,

/]

a,+a,
2

=d* -

, es decir:

Por la ley del paralelogramo: d* =

Por tanto, a,= ¢, '.

Observacion

Sea K < H , entonces {he H : (h; k)=0, V k € K} es un subespacio de ¥ .

PROPOSICION 4.1.4. Sea Ec ¥ un subespacio cerrado, no vacio, y sea heH ,
entonces existe un tnico x,eE tal que d(h, E)=d(h,x,)=|h-x,| siy solo si x, es

el anico vector tal que x, -k L E .

Prueba
=) Como E es un subespacio vectorial, convexo, no vacio de la Proposicion ante-

rior, por linealidad tenemos.

Dado yeE se verifica x, + ye E, y entonces:

o=, <|p~(x, + ) =[h-x ~2Re(h=z,.)+[pf

Luego:  2Re(h-x,,»)<|y|’

Si (h-x,,y)=re” y reemplazando, y por y'=te”, y con reR, vemos que
2Re(h-x,,y"y=2tr <1’ ||e||2; como r es fijo, luego r converge a cero, cuando ¢
tiene a cero. Luego r=0 y asi (h—x,,y)=0

h'——xo 1E

<) Si heE es tal que h—x, LE, entonces h-x, Ly~—x,;VyeFE, utlizando el
Teorema de Pitagoras:

=yl ==+l =5 = o=

Por tanto, d(h,E)=|h-x,|, es decir x, minimiza la distanciade E a h.

DEFINICION 4.1.9. Dado S c ¥, definimos el espacio ortogonal de S como
S ={heH :(h;5)=0,s¢ S}

@

11



PROPOSICION 4.1.5. Sea S cH un subespacio cerrado distinto del espacio nulo
{0} . Entonces podemos definir de manera univoca una aplicacién P,: # — S al que
llamaremos “proyeccion ortogonal sobre el espacio S” y que satisface las siguientes
propiedades

i) P, es lineal.

i) P o P =P

iii) P, es acotada y |P| =1

iv) R(R,)=S y Ker(R)=S§"

v) H admite una descomposicion del tipo H = R(F) ® Ker(F,)

Prueba
Definamos: PoeH —> S

x — Py(x)={x,:x-x, LS}

i) Sean x,ye,a €K tales que P;(x)=x5 A P(y)=y;s, luego:
((x+¥)—(xs +5).a)=(x—x5,a)+(y~ys,a)=0+0=0; VaeS,
Asi Py (x+y)=xs+ys, también (ax—axg,a) =a(x-x;,a); Vaes,
Luego: P (ax)=aP;(x) .. Ps es lineal

i) Si aeS, entonces P (a)=a, pues d(a,S)=|a—a|=0, luego VxeH se tiene que

si a=PF;(x)eS, entonces PP (x)=F;(a) =a =P, (x).

iii) Dado xeJ se tiene x=(x—P(x))+P(x), donde x—P(x)eS* y P (x)eS, es
decir x— P, (x) es ortogonal a P (x).
Luego, aplicando Teorema de Pitagoras: x| =[x~ P, ()| +|F (x)[
Por lo tanto | (x)| < |lx| y P; es continua.
En particular se tiene ||P; (x)| <1, mas ain tomando x S tal que |x|=1 se tiene
aue 1= 1, (+)| 211 =1

iv) Por definicién R(P;) S, como Ps(a)=a, VaeS$, luego ScR(F;), analogamente
Ker(P,)=S*.

v) Como x=x-PF;(x)+ Ps(x), x—P;(x) eKer(P;), P;(x)eR(P;) y esta represen-
tacion es Unica.

12



PROPOSICION 4.1.6. (Propiedad del Ortogonal)

i) {0} = 9f;

iy H* = {0}

iify SiUy W son subespacios de 7 talque que U cW , entonces W' c U*

iv) Si U es subespacio entonces (U* )l =U

Prueba:
) (h0)=0,VheH o {0} =H
i) {0} c 9
Sea x e entonces (x,y)=0, VyeH
Luego (x, y)=0, pues x e H
Asi x =0
entonces: H < {0}
{0} « H*
iify xe W* entonces (x,w )=0, V we W
En particular (x,w)=0, V we U

x eU*

DEFINICION 4.1.10.Sea (#{,(;}) un espacio de Hilbert, se dice que ¢:3 — K es un

funcional acotado si ¢ es lineal y continua.

LEMA 4.1.2. Sea (7,(/)) un espacio de Hilbert, entonces dado a € # la aplicacién

e, (x)= (x , x0> es una funcional lineal acotada (continua).

Prueba:

Como (; ) es lineal respecto al primer argumento, entonces, dado a € , la aplica-

cion ¢, (x) resulta lineal. g

13



También:

"= sup|(x,, a)| < sup (Jxf - Jal') <[l < +eo

@,
<3 <1

= ¢, es lineal y acotada (continua)

TEOREMA 4.1.3. Sea H un espacio de Hilbert, ¢:H — K una funcional lineal.

Entonces son equivalentes los siguientes enunciados:
a) ¢ es continua.

b) ¢ es continua en 0.

¢) IM>0, M eR talque |p(u)|< M|u|,VueH

U

Prueba
Ver [1]

TEOREMA 4.1.4. (Representacion de Riesz). Sea 7 un espacio de Hilbert,

@, entonces existe un unico u,eH tal que ¢(u)={(u,u,), para todo ueH .

Adems o], =[], -

Prueba

Si =0, ¢(x)=0; VxeJ , implicaria que x, =0.

Supongamos que ¢ #0, luego Ker(p) = ¢ ({0}) es cerrado, pues ¢ es continua
y Ker (q)) es la imagen inversa de un cerrado, asi podemos efectuar la descompo-
sicion H cKer(p)®L{x,} para algin x,eH que podemos tomar tal que
o(x,)=1.

Sea yeJ ,entonces y=h+x,, heKer(p)y Ax,eL{x,}, luego:

o(y)=0(h+2x,) = o(h) + Ap(x,)

=<h, Lo 2> + ﬂ.—'(xo’ A;0> = <h+/1xo; %o 2>=<y’ jﬁ-’z—>
.| [l I Il

.~ X
Asi, x, =—2 5 €8 el valor buscado.

Il @

14




Observacion

1) Dada feH , por Teorema anterior existe u fe}[ , tal que
f(v)=<v,uf>, VveH ,y se dice que u, representaa f .
2) Si ScH , S es subespacio de # , luego S es un espacio de Hilbert, conside-

rando f” eS: f" = fs por Teorema anterior, existe U €S tal que f (w) = <w,uf.>.

Tomemos veS = f(v):f(v)=<v;u,>= <v;PS(uf)+Ps(u,)>=<v;Ps(uf)> por
tanto, por unicidad u, =P, (u, ).
3) Dado (#,( ; )) un espacio de Hilbert, se pude definir en 7 un producto interno

( ;). de tal manera que (}[ (s )) sea también un espacio de Hilbert, donde
(s u).)" =]l -
TEOREMA 4.1.5. Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Prueba

Dado un espacio de Hilbert 7, como #  es también un espacio de Hilbert, aplica-
remos el Teorema de Riesz.

Sean ¢,, ¢, aplicaciones definidas entre 'y H " ,yentre H{" y H "~ respectivamen-
te, luego de las observaciones anteriores: ¢ =@, ¢,, es un isomorfismo isométrico

entre { y su doble dual.
Sea weH  y geH . Definamos f, = ¢;'(w) tal que f, e represente a w,

luego definamos a x, e y, para que representen a f y g respectivamente, y obte-
nemos: w(g)=(g. f, ), =<xf,yg>ﬂ=g(xf); luego:

p(x)g = g(x); Vges*, es decir p=i es la inclusion canonica de H en su doble
dual definida por i(x)p=¢(x), asi i es un isomorfismo

H es reflexivo

15



4.2 BASES ORTOGONALES = SEPARABILIDAD

DEFINICION 4.2.1 Sea J{ un espacio de Hilbert, {u,u,,. ..,u,} cJ . Diremos
1, i=j

que {u,,u,, . .. ,u,} esun conjunto ortonormal si (u,., u.>={0 e
VU0, i)

LEMA 4.2.1 Sea # un espacio de Hilbert, si {#,,u,, . .., u,} €8 un conjunto orto-
normai en H , entonces para todo ucH se tiene:
TR}

Prueba

Dado u e /{ podemos escribir como
n n
U= u—Z(u,u,}ui + Z(u,ui>u,.
i=1 i=1
n

Afirmamos que (u— ) <u,u,.>u,) 1 Z(u,u,)ui para verificar esto basta probar que

i=1 i=]

u—i(u,u,)u,. Lu,,Vj=12,...,n.Enefecto:

i=1

Del Teorema de Pitdgoras, dado x e H{ tengmos:

2 2 2
bl = =" (w0, )u| + ﬁ(u,u)u,. > Y (u.u,)u, =i <u,u,->|2
i i=] i=1 i=1
Por tanto: e ()
i=1

PROPOSICION 4.2.1. Sea {u,} un sistema ortonormal de # , entonces se

ae A

cumple:

a) A={ae Ai{u,u,)#0} & alo sumc numerable.

o) o> 3w d
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Prueba:

a) Dado uef, sea A,,={aeA:(u,uw)2 l}; neN, luego 4, es finito VneN; caso
n

contrario debe existir n,eN tal que 4, es infinito, luego podemos tomar

m
2
(]

2 : ’ - L .
U ty,...,u,€A cono m tal que > |[u[ . aplicando el Lema anterior se tie-

ne: ——> ||u||2 Zil(u,ui)rz ”_ o cual es absurdo.

2 ]
(nO) i=1 (nO)
Ahora si denotamos por 4 = U A, , entonces 4 es a lo sumo numerable.
neN

b) Denotemos como % ,u,,... , a los u, con qeA, por e Lema anterior

n 2
2 R R
e ZZKu,u,.)I : VneN, como todos los términos de las sumas parciales son
i=1
" 2
positivos y las sumas estan acotadas por |x|, entonces:

lim i
i=1

2
(u,ui>| , existe, asi:

n—»o <™

b = 3w = 2o f )

2

acA’

u,e H,Vae A estotalsi §* ={6}.

DEFINICION 4.2.3 Dado un espacio de Hilbert % . Diremos que el conjunto

S={u,} _, es unabase ortonormal (b.o.n) si él es un sistema ortonormal total.

LEMA 4.2.2 Sea # un espacio dé Hilbert, un subéspacio W de H &s denso si
w={6}.

Prueba

=) Sea weW", dado ueH , como W es denso en ¥, existe (u,)  sucesién en

ne

W el cual converge a u. @
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Luego: (w;iz):nm(w,u"):gggo =0

En particular: ”w"2 =<w;w>=0 ~Wr={6}

<) Supongamos que Wl={¢9}, entonces la clausura de W es
= A LR A
w={{w}') ={o}" =9 |
~. W es denso en H

TEOREMA 4.2.1 Sea J un eéspacio de Hilbert, S={u,}  un sistema ortonormal,

ae A

entonces son equivalentes los siguientes enunciados:

a) S es una base ortonormal.

b) Ses un elemento maximal del sistema de todos los conjuntos ortonormales de
H con la relacion inclusion.

c) L{S} esdensoen¥ .

d u= 2(”’ ua) u,VueH

ae A

e) o = ;\Ku, 'ua)r, VueH

Prueba:
a)—>b). Sea S b.o.n. y supongamos que 35 'b.on., talque S cS'y S=5"'#¢, es de-

dir JueS-S', u%0, luégo S*#{¢}, 1o cual és una contradiccion con 1as hipote-
sis. .. § es maximal.

b)—> c). Sea W=£{—S—}- y supongamos que W G H , entonces W' ={¢} puesto que
(_Wl)l=W¢{¢}l. Sea weW"', w=0, entonces wlW , luego wlS, asi tene-
mos construido al conjunto SU{w}b.on. tal que S & SU{w}, esto contradice la
hipétesis.

¢)->d). Dado ueJ , se tiene que A={ae A:(u,u,)=0} es un conjunto a lo mas
numerable, luego podemos considerar u_ ,acN como u,,u, ,u,, . . ., asi por

la proposiciéon anterior:

Z(u, ua) u,

ae A

2

= 2 [(u, )

ac A

Y ET
Luggo podemas definir: S, =3 (u, 1) u QS

18



Afirmacion:  (S,) . es convergerite.

En efecto:
Dado £>0, como ”S,,“2 = iku, ua)l2 es convergente, entonces I neN tal
i=1
que iK”’ %)2 <¢g.
i=ny
mil 2
Entonces: |Sm+k —Smlr = Z (u, u,,>u,.
i=m+t
m+{
ISm+k —Sm ||2 = '—Zl <u’ Y >2
'I'Sm,{ —S,,,'"2 < i Ku, %)2 <g
i=m+1

Sea u, =limS, y w=u=u,
n—»w

ih
]|

Afirmacion: W
En efecto:

Basta probar que weS* puesto que por Lema antefior, sabemos que S* = {6},
asi w=0.

Analizando por casos:

a) Caso I Si aeN->u =u para algin k, luego (u,u)#0 vy

(o, 1) = <u—g<u, w)u: uk>
<u;uk>—§<u, u) (u,5u,)
1, i=k

= (usu,)~(u.u,), pues <u" ;u‘> ={0 izk

(o, 4,) = 0

il

B) Caso ll: Si agN— (u,u,) =0,y luego
(wiu,) =<~u—-i(u;ui) %5 u;{> /@S
i=1

19



= (u;uk>—§m:<u, u,) (u,. ;uk>

i=1

=0- 20 =0 pues (u, u)=0.

i=1

d) > ¢).Dado ueH , numeramos a los u, con aeN como u,, u,, . ..,y déefinic

. n
mos las sumas parciales S, = (u,u)u, luego VneN se tiene

u=(u—Sn)+S,,. Aplicamos el Teorema de Pitagoras Yy resulta:

Ademas dado £>0 podemos elegir n,eN tal que

, luego: “u" —llm“S " = ZIKU, ui>l2

n-—-o

e) > a). Sea ueS*, luego ||u||2 Z| U, u,) | io =0, entonces =0y S*={6}.
i=1

Las siguientes proposiciones son consecuencias del Teorema demostrado.

PROPOSICION 4.2.2.
a) Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal.
b) En un espacio de Hilbert toda base ortonormal tiene el mismo cardinal.

Prueba

a) Dado que # ={0}, existe he H tal que ||4|=1, entonces {A} es un sistema orto-
normal.
Consideremos el conjunto # = {S <4 : S es un sistema ortonormal}

Dada una cadena S,c §,c... dé elementos de H, definamos S = US,, de
neN

modo que SeH y §,c8; Vn.

S es cota superior de la cadena, luego, por Lema de Zorn (ver Apéndice) existe

~

S sistema ortonormal elemento maximal de H, asi existe una base ortonormal

de H . .
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b) Sean S,y S, dos bases ortonormales de S,y S, y sea #=card(S,) Y
p=card(S,)
i) SiS§ 65, esfinito, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que S, es fi-

nito,yque r<p.

Supongamos que r < p, entonces tenemos que
difay ()= diing (L{S,}) < dimg (L{S,})=dimg (H)
Lo cual es una contradiccién, por tanto r=p.
i) Si S yS, son ambos infinitos, para cada wueS;, u%0 tomemos
Sy ={weS,:(w,u)= 0} que es a lo sumo numerable.
Por hipéfesis Sy ={0}, entonces cada weS, debe pertenecer a algin S;,
estoes S, = U S, ,yluego r<p;portanto r=p.
ue S,
DEFINICION 4.2.4 Séa (#,(; )) un espatic dé Hilbert, la diménsion dé 7 és 1a
cardinalidad de una de sus bases ortonormales; esto es, si # es una base ortonor-

mal de # , entonces:

dim ()= card ()

Observacion
Si H es un espacio de Hilbert, entonces H puede tener infinitas bases ortonormales

distintas.

Ejemplo:
Consideremos #H =¢*(N), ﬂ:{en=(0,...,0,1,0,...,0,....): neN} es una base or-

tonormal dado que (¢, ; ¢,)=6,,, ={1’ 7= pi
’ n#m

§={5=(5,),€ € (N): (16,)=5,=0, ¥ 71N} ={0}

DEFINICION 4.2.5 Diféiios giie uin 6spacic dé Hilbért (91, )) un separablé §i po-

see un subconjunto Sc ¥ numerable tal que H =S (S es denso en H ) con res-

e
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Ejemplo:

£ (N)z{(x,,xz, ........ )=i(xn)2<oo}
ﬂ={e,=(o, e 0,10, 0 ) ieN} es base ortonormal de ¢’ (N)

£*(N) es separablé puss S, ={(%,%,, ......, %, 0,0, ....)} &5 dénss en 7 (N).

TEOREMA 4.2.2 Sea X un espacio pre-hilbertiano de dimension infinita. X es sepa:

rable si y solo si existe una sucesion (u, )., due es base ortonormai.

Prueba:
=) Supongamos que X es separable

Sea A={x :neN} talque X=4
Construiremos un sistema linealmente independiente de la siguiente manera.

Sea n, el primer indice talque x 0.

Supongamos que se tiene definido {xn,’ Xy senons , x,,} lineaimente independiente, y

L{x,, Xyyonnns . X, } =L{xn‘, Xy senone , xn*}, como X posee dimensién infinita, el con-
junto

Ak={neN:xneL{x"!,xnz, ..... ,xnk}}at@,sea n,,, =min 4,

Entonces: é{?‘?,s Xopesrans X s ﬁnkﬂ}“-:é{?‘imi Xoyseneins X ?C,,M}

Definiendo y, =x, tenemos un sistema linealmente independiente.
Mas aun, X =L{y, :neN}
Ahora, usando el proceso de ortogonalizacién de la sucesién (yn)new obtenemos

(u,),., base ortonormal.

<=) en consecuencia, del criterio de separabilidad de los espacios de Banach.

TEOREMA 4.2.3 (Teorema de Riesz = Fisher)

Sea (u una sucesidn ortonormal en un espacio de Hilbert H . La serie Y au
n nn

n=1

neN

* <0, donde @, ={x,u,).

converge a x si y solo si Z a,
n=|

D
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Prueba

Como la serie Zanu,, es convergente.

n=1

m
Z a,u,

k=n

Por el criterio de Cauchy para m,n» eN con m>n se tiene: =Z|ak|2 , Siy so-
k=1

lo si Zlaﬂ ’ <. Ademas, por Ia continuidad del producto interno tenemos:

n=1

m 2]
<Zakuk, un>=2a,, e
k=1 k=1

TEOREMA 4.2.4 Sea (u,) . un sistema ortonormal en un espacio pre-hilbertiano

H . Son equivalentes los siguientes enunciados:

i)  {i,} es unabase ortonormal.
i) VxeH laserie ) (x,u,)u, convergeaxen H .
n=1

2

iii) Paratodo xe se verifica: |x|’ =i|(x,u”.>
n=l

Prueba

N
(1) >(ii) Sea ue 3, denotemos por u, =u~Y (u,u,)u,, luego |u,|—0 cuando

n=1

N—>w.
- N
Como H=L{u,:neN}, dado £>0,ucH , existe w=) a,u,, tal que
n=1
|«—w|<&. Entonces, para N =N, teniendo en cuenta que
N
Uy L(Z(u;u,,,)_u,, —w) y del Teorema de Pitagoras:
n=1

N 2
2 (st oty = wl =Ju—wff

n=l1

o +
En particular [[uy|| < £ para N2N,.
N
(#) — (iii) La aplicacién w—>(u,w) es continua, y como Z(u,u_,!)un converge a «

n=l]

se concluye que
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=

el = (o) = Jim > o0, ), )

n=l1
=]3i£nw2|<u,un>2 = Ku.u,)
n=1 n=1

z

2

N 4
(iii) - (ii) Sea ue 3, entonces u = Z(u,un>un+u,v; V Ne N. Ademas

n=1

i(u,un>un Lu,, por tanto |ul’'= i|<u,un>
n=1

n=1
2 0
o [ = X f(wo.)
n=1

N
(1) - (/) Resulta de que Z<u,u,,>'u,, € L{uy:neN}

n=1

’ +uy|', Iluego, i

* obtenemos que si N -, entonces |u,| - 0.

TEOREMA 4.2.5 Todo espacio de Hilbert sobre K separable de dimensién infinita

es isométricamente isomorfo a ¢*(K).

Prueba

Por Teorema 4.2.2 existe una base ortonormal (u, ),.eN del espacio # .
Definamos: f:H — 0(K)

x - I(x,un>

neN

Por desigualdad de Bessel f esta bien definida por la Identidad de Parseval fes iso-
metria.
Por Teorema de Riesz — Fisher es suryectiva.

Por tanto J es isométricamente isomorfo a ¢*(K).

TEOREMA 4.2.6 Sea 7 un espacio de Hilbert separable y S un sistema ortonormal

completo
i) Sidim A =k<o, entonces S tiene k elementos, y s una base para # .

ii) Si dim H =, entonces S es infinito contable.

Prueba

i)  Supongamos que H =k<oo

ii) Como los elementos de S son ortogonales, entonces son linealmente indepen-
dientes, luego S posee a lo mas k vectores. @
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Sea S={u,,......, 4,}, N<k

Como L{S} es denso, para xeH y £>0 existe y=an+a,n +...+a,n, tal
que ||lx—y|<&, pero si y,={xu)u+ (xu,)u,+... +(x,u, u, es la proyec-
cion ortogorial sobré L{S}, entonces |-y, <|x-y|<e

Por tanto, |lx— y,| <&, como £ >0 es arbitrario x =y, , luego H = L{S}

Por tanto, S es una base para #H .

iii) De lo anterior tenemos que si S es finito, entonces S es una base para # . Luego

si H es infinito, entonces S es infinito.

Afirmacion: S es contable
En efecto:
Construyamos una funcién ¢ :S —N de la siguiente manera:

Como ¥ es separable. Consideremos el conjunto D = {Vn ne N} denso y contable

en H .

Entonces, para u € S,3v, € D tal que |u—v, ||<%
Definamos ¢ en S como: ¢(u)=min {k e -, |[<%}

Si u,we S . Por Teorema de Pitagoras:

=l =ful] + ol =1+1=2

Entonces:
2
|v¢(“)—v¢(w) =|v¢(")—u+u—w+w—v¢(w)"
S R =
1 1
svz-L 1o
2 2

Asi, v, #v,, , entonces ¢(v)= ¢(u).

. S es contable.

TEOREMA 4.2.7  Sea H un espacio de Hilbért separable y S={u,: ne N} un sis-

tema ortonormal completo, entonces, para cada xe / se tiene: @
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o

Y xu)u,=x s (*)

n=1

un; esta representacion es unica, es decir, si

Mas
Yau=x = a=(xu,)

La ecuacién (*) es llamada expansién ortogonal de x, o serie de Fourier de x.

Prueba:
Para cada n, sea 4, =L{u, u,,..... ,u,}, entonces cada 4, es finito dimensional y

n

Proy, x =Z<x’”1>“f =S, , las sumas parciales de la serie i(’x,u")u" como L{S}

= =
es denso, para £30 existe y=di, +....ee.e.. +a,u, tal que ||x-y|<&, entorices como
ye 4, donde
N=max{n, n,,......... n,}
Tenertios que: -S| |- yl<&
Mas aun, para nzN,S, €A,
Con lo cual |x—=58,|<|x-Sy|<e
Por tanto: S, = x

Ahora supongamos que Za,,u,, =X
n=1

Por Teorema, si S,=) a,u, son las sumas parciales de la serie, entonces
j=1

(Sn,uj)—)(x,uj), pero (S,,a“,-)={(; ’ n<J

: , n2j

= a,=(x,u,) pafa cada .

o«

COROLARIO 4.2.1. (Parseval). Sea X un espacio de Hilbert separable y S ={u}

n=l

un sistema ortonormal completo. Entonces, para cada X se tiene:

Il = 2[(xo,)
n=1

2
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4.3 OPERADORES LINEALES ACOTADOS

DEFINICION 4.3.1. Sean #,K dos espacios de Hilbert. Diremos que T: H — K
es un operador lineal si y s6lo si, T es una aplicacion lineal de # en K.
Se dice que un operador lineal T es acotado si lo es en el sentido de los espacios

normados, es decir, T es un operador lineal acotado si y sélo si, existe K20, KeKk,

finito tal que |[Tx|, <k|x| , doride || |, eslanomaenky | | eslanormaen 3 .

Observacion
i)  L(H,K)={T:H — K/T es un operador lineal}

iy L(H)={T:H — H /I es un operador lineal}
iii) De la definicién, si T es un operador lineal y acotado en (7{ R (, )) en el sentido

de espacios normados, entonces es un operador lineal y acotado en el sentido

de los espacios de Hilbert.

Ejemplo 1
Dado Dc H Subespacio cerrado, # espacio de Hilbert. La proyecciéon ortogonal
sobre D.
Py:H —D
h —d

Es un operador lineal de norma 1.

Luego &s acotado dado quié ||Pb (h)||=||h'| , VHED, por tanto: |P,|=1.

Ejemplo 2:
Sobre el espacio vectorial K" de sucesiones, se puede definir los operadores linea-

les acotados T: H ==H , F: H = H como:

(%%, ... ) — (%,%,....)

(%,%,....) —5> (0,%,%,....)

DEFINICION 4.3.2.Sea T:Dc H —— H un operador lineal. Direimos que T es ce-

rrado si x, —>x, Tx, —>z,entonces xe D y z=Tx.
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Observacion

a) Si T es cerrado y acotado entonces D es cerrado, pues x, —>x, entonces

xeD.
b) No todo operador acotado es cerrado.

Ejemplo 3
SeaT:Dc H —H
x —>Tx

Con D no cerrado, entonces T es acotado, pues |T|=1, pero T no es cerrado.

TEOREMA 4.3.1.Sea T:D=—== H lineal y acotado. Entonces T es cerrado si y solo

si D es cerrado.

Prueba;

Consideremos {x,}cD, x, —>x entonces {ITx,} es de Cauchy, luego

|7x, -7, | < |T||-|*, - %.| >0, entonces 3ze H:Tx,—z y T & cerrado, asi
xeDyz=Tx.
Reciprocamente, supongamos que D es cerrado. Sea x, >x, Ix, >z, enton-

ces xeD, |Tx, - Tx| < ||T|-|x, — x| —0. por unicidad del limite z="Tx.

Observacion:
a) Todo operador acotado es continuo:

En efecto:
[~ 1)<l (<= )}l =51, %,y €
b) Sea T:D===> H , aeD,y T continuo en a, entonces T es acotado.

En efecto:

Sea £>0, entonces 35>0:|Ty-Td|se para ||y-a|<d; xeD,|x|=1, entorices

Tx (T(a+5x)—Ta),

L
=

entonces "Tx" =%“T (a +6x)- Ta” < g < +00
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PROPOSICION 4.3.1. Sea fiH xH ——>C una forma sesquilineal acotada, en-
tonces existe un operador F e L(#)tal que para todo par de puntos x,ye H se tie-

ne que f(x,y)=(Fx,y).

Prueba:

Dado xe H fijo la aplicacion  f, : H —— C

y— f(x»)
Es lineal y acotada, luego f, e #H *. y, por Teorema de Riesz, existe un Gnico
e I talque f,(y)=(y,z,), Vye H.
Definimos asi: F: H=—=—>H
X —>2ZX
La cual es lineal y continua, puesto que ﬁ(Fx)=m=<Fx , Fx)

=|Fd" <Clrfl]. asi | <Cl

Ademés, si L es otra aplicacion tal que (y, Fx)=(y,Lx); Vx,y e H, definiendo

y=Fx-Lx tenemos O=(Fx-—Lx;Fx—Lx)=||(F—L)x"2, Vxe H , entonces F=L y F

queda definida de manera unica.

DEFINICION 4.3.3. (Autoadjunto de Opérador) Dados F,Le L{H}, diremos que L

es el operador adjunto de F si (Fx,y)=(x,Ly).

*

Notacién: L=F

Ejemplo 4

Considerando el espacio C”, dado T e L(C”) podemos considerar a 7 como una

matriz de C™ via el isomorfismo que hay entre L(C”) y C™. Luego

(x,Ty)=%",Ty =(Tx) y = <T*x;J’> , por tanto: T°=T" ﬁ
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Ejemplo &

En L(f)2 consideremos los operadores:
T(x,%,. .. )2(0, %,%,. .. ) ¥ F(%,%,. .. )=(x,%,. .. ).

Afirmacion: T =F

En efecto:

(Tx,y) =<(O, XXy )5 (Ve - ))

=2x"_1.?n =<(x1,x2, < ) > (yzaysa s )> = (x;Ty>

nz2

Observacion:

Si H es un espacio de Hilbert, y T e/ {#} , entonces T" e H {#} .

Propiedades del operador adjunto:
Sea H un espacio de Hilbert, T,F H {#}, o, feC , entonces:

a) (aT +pT) =ar" + B’
b) (IF) =F'T"
() =T

dyI'=1

*

(Y’

e) Si T es inversible, entonces (T“)

1) Ker(T")=R(T)", Ker(T)=R(T")’

Prueba
Ver[19]

DEFINICION 4.3.4. Dado T & H (), dirérios gue:

a) T es un autoadjunto o hermético siy solosi T=T".

b) Tesnormalsiysolosi 7T -T'T=0.

c) Tes unitario siy solosi 77" =T"T =/
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Observacion:

~ TT" y T'T son operadores autoadjuntos VT'e L(H).

PROPOSICION 4.3.2. Sea  es un K-espacio de Hilbert, 7 L(F{), entonces:

[rri=er ey =t

Prueba

T =sup(Tx, Tx)=sup(T"Tx,x
I =sup(7,75) =1 7.

<sup|T°7x|Jx| <[] <[]

-
Entonces: [T|<|T"| v |T]<[T"|= 7]
Luego: 7] =[]

Asi: 71" <zl < =gy
Entonces:  |7°T|=|T|’

Analogamente: "T T '||=l|T ||2

PROPOSICION 4.3.3. T & L(7) es autoadjunto si y solo si (Tx;x)eR, VxeH

Prueba:

VxeH setiene (Tx;x)=(x;T'x>=(x; Tx)=<m>, luego (Tx;x)eR.

Reciprocamente, supongamos que (Tx;x)eR, Vxe# , entonces:
(x+y;x+y)=(Tx; %) +{Ty; y)+(Tx; ) .

Luego (Ty;x)+(Tx; y)eR

Entonces (Ty;x>+(Tx;y)=(x;Ty)+(y,Tx>=<T'x;y>+<T‘y;x> ()

Analogamente para

(T(x+iy);x+iy)=(Tx;x)+(Tiy;ip)+i{Ty; x)—i (Tx; y)

Reésiilta i [(Ty; x)—(Tx; y>] eR @

31



Entonces (Ty;x)—(Tx;y)=- [(x; ) —(; Tx)]

=—<T'x;y>+<T‘y;x> ... (i)

Sumando (/) y (i), obtenemos:
2<Ty;x>=2<T'y;x>, Vx,yeH

Por tanto: T=T"

Nota:
La proposicién anterior falla si 7/ no es un C— espacio de Hilbert.

Ejemplo:
Sea H =R?, T -R? — > R?
(%3)— (¥, -%)
(T(x.9):(%7)) =(3,-x)(x.3)=yx—xy=0
Pero T no es autoadjunto pues  T° (x y)=(—y, x)

#(x, )
DEFINICION 4.3.5.Un operador P e L(#) es llamado positivo si y solo si

(Px3x%)20, VxeH .

DEFINICION 4.3.6. Sea # un espacio de Hilbert, Te L{#}, diremos que T es
idempotente siy s6losi 77 =T .

PROPOSICION 4.3.4. Sea Pe L{?[ } un operador idempotente, entonces son equi-

valentes los siguientes enunciados.
a) P es autoadjunto
b) P es normal.
C) P es una proyeccion
d) P es la proyeccion ortogonal sobre R(P)

e) P es positivo

Prueba: @g

a) —b) Si Pes autoadjunto, entonces P=P’, luego:
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PP = PP=P'P
. Pesnormal
b) — ¢) P es normal, entonces P'P=PP’, luego Vv € i , se tiene:

2

P

v

L,

*=(P.R)=(P'R,)=(PP..)=(P".F)=

14

Entonces: P,=P
Luego:  Ker(P)= Ker(P )={R(P ):ll

P es una proyeccién

¢) - d) Como P es una proyeccion, entonces Ker(P)L R(P).
Dado ve H ,v=(v-P,)+P,, donde v—F e Ker(P) y PveR(P)=Ker(Pl) pues

P(v-P)=R-P’=0.

v=(v—- PR(P) (v))+ PR(P) (v)=(v—P(v))+ P(v)

Luego, por definicién de proyeccion ortogonal resulta:

P(v)=Fyr (v)

d) »>e) Sea ve H,v=u+w,uecR(P) y weKer(P), luego como u es ortogonal a w
se tiene que:
(P(v),v>=<P(u+w); u+w> =(u, w)+{u,w)+{0,u+w)
=0
Entonces: (P(v),v)ZO

~. P es positivo

¢) >¢) Sea ve H,v=u+w, ueR(P) A weKer(P)

Por hipétesis: 0 S<P(v),v>=<P(u+w); u+w>=<u,u>+(u,w>, y

“Juf < (ww) - (2) @
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2 .
Si (u,w)#0, denotaremos por ii=ucR(P),y w=—_<—2—"f—"}—.weKer(P), en (o) tene-
u,w

i 2

mos: —||u||23 u; 2| W =_2"u" (u,w) = —2||ul|2, lo cual es absurdo, pues u %6 .
(u, w) (u,w)

c) >a) Dados v=u+w,x=u,+w, en # , donde u,u,eR(P) y w,w,eKer(P),

entonces <P(v); u, +w2>=(ul L U) Y

<P' (v)su, +w2>=<v;P(x)>=<u1 ,u2)=<P(v);x>

. P'=P



4.4ESPECTRO Y RESOLVENTE DE OPERADORES ACOTADOS

DEFINICION 4.4.1. Dado Te L{H}, el espectro de T es el conjunto

o(T)={Ae C:T- Al es singular}

LEMA 4.4.1. Sea G/(H ) el grupo lineal del espacio de Hilbert 7, es decir el grupo

de los operadores inversibles definidos en H . Entonces son continuas las siguientes

aplicaciones:
@:GL(H) > GL(H); ¢:GL(H)xGL(H )~ GL(H)

T »> T (T.F) — TF

Prueba:
i) Probaremos que ¢ es continua

Dado T eGl(H) y £>0, definimos £,=min(g,1) y tomamos &=

luego, siempre que |F-T|<d, FeB[

T

como A= (F-T)| < |r~||F -T|<1, entonces F~'T = i(T"F—I)"

n=0

Luego:
||| -1y e S -

IT I

<) 2=

ASi: "T“--F“-"z"T‘(F—T)F'l‘llfurlu Ir-Fl|F|

=2

sur-ln;"—;:—" o=

-, @ escontinuaenT.

ii)  Aplicando propiedades basicas de la norma, veamos que ¢ es continua.

Dado £¢>0 y T,,F, operadores acotados se tiene:

J, se tiene que FeGl(¥F),
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5-1r] < « |rr, -17]

T,F,-TF,|

<, 1]

IF | +Tll7 - F]

<Ir,-1|

F|+|F, - FlIT,| <2

Siempre que 4B To,——g——- :BeB Fa,...g_
2\ F 2\T.

o o

TEOREMA 4.4.1. Sea J un espacio de Hilbert, TeL(7), entonces o (T) es un

conjunto compacto no vacioy o (T) c_:_{ze(C: \lz| <||T ||}

Prueba:
Basta establecer lo siguiente:

a) o(T) es cerrado b) o(T) es acotado c)a(T)* ¢
a) Definamos ¢:C—> L(H) por ¢(z)=T-zI, Iluego, dado &>0,
T —(z+m)I-(T -2I)| = |||} < ¢ para todo h tal qué h<s, dé aqui ¢ es uni-
formemente continua, por tanto continua, y como GL(#) es abierto, entonces
¢ (GL(9()) es abierto:

. o(T)=C/¢" (GL(H)) és ¢étrado

b) Sea zeC tal que |o|>[T], luego |LT|<1y27-1 es inversible, entonces
4 y4

T-zI ‘_'—'ZZ(lT—I) es inversible, y z¢a(T). Asi O_T(A)‘c_:{zeC_: 2| <|IT|} -
z

c) Supongamos que o (T)=¢ , definamos g:C — GL(#) por g(z)=(T-zI)" ia
cual es continua por ser composicion de funciones continuas.
Dada feL'(?{)‘, déefinamos F:C —> C por F(z)=(f-g)(z), F asi definida es
continua y analitica, pues:

PN L (g T -r-a])

—_——ll;f(x'l(y—x)y'l), x=T—(z-h)I,y=T-zI @
=% f([r-(z=m1]" wjr-a")
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~f([r-(z-w1]"[r-2]")

Tomando limite cuando # tiende a cero, tenemos:

}EI}DF(z—hz—F(z) - H({r-a1]?) = P

El limite es convergente por la continuidad de g y f, asi F es analitica.

Consideremos z € C: |z| >2||T|| entonces |—-T| <1, luego T -zI = z(l—l), en-
Z

1&(1..Y

)

I71

|F(z)|s I/ ||”(T —zl )—1 " < ik luego F es constante, lo cual no puede suceder:

© n

1

1 1 1 i
_.T T ¥ = =""‘",
27 E T R
VA

¥4

asi

tonces "(T -zl )“1 ”=

o(T)* ¢

DEFINICION 4.4.2.Sea Te L(#), diremos que T es acotado inferiormente si

3C>0 tal que [Tx| > Cllx||, vx e .

LEMA 4.4.2. Te L{H} &8s acotado inferioimente si y solo si K(T) es cerrado y

Ker (T)={0}

Prueba

=) Sea xeKer(T) entonces 0 =|Tx|>C|x|=0, luego x=0 , asi Ker(T)={6}
De otro lado sea (x,), uhia sucesion tal gue (Tx,) e€s convergente y luego de Cau-

Ix, > y
n — o

chy, entonces Jye H tal que , de la definicién anterior

1
"xn -~ X,, "SE" T(x,-x, )"
Luego, (x,) es de Cauchy, por tanto (x,) es convergente.

Finalmente, por la continuidad de T obtenemos y =Tx, asi R(T') es cerrado.
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<) Por contradiccién, supongamos que dado, C>0, existe xe H tal que

7 <l

1 . L
Tomemos C,=— y supongamos que existe una sucesion (x,,)n en H tal que
n

Ix.|=1y ||Txn|]<l, luego (Tx,) converge a 0, como R(T) es cerradoy T es mo-
n

nomorfismo se tiene que x, converge a O lo cual es una contradiccion puesto que

x,|=1,Vn.

DEFINICION 4.4.3. Dado Te L{F{}, ] operador identidad en J{ , entonces diremos
que:
(a) AeC es un punto regular para T si existe el operador acotado (T - Al )'1 con domi-

nio A,
(b) El conjunto de todos los puntos regulares de T es llamado conjunto resolvente de 7'y

denotado por p(T).

Observacion

El espectrode T e L{?[ } es el conjunto de todos los puntos no regulares de 7, es decir

o (T)=Clp(T)
LEMA 4.4.3. Sea p(t)=§ak t*eC(x); Te L{H}, entonces o(p(T))= p(c(T))

Prueba:

Sea weC y w—p(x)=a(x-q)(x-a,). .. (x-a,)

Luego: wl —p(d)=a(d-a 1) (A-a,I)...(4-a,I) es inversible si y sélo si
(4-a,1) loes Vk.

Ahora weO'( p(T)) siy solosi a,¢0(T), Vk, perolos a, dependen de w, por lo cual
weo(p(T))si y solo si existe kg, €o(T), liegdo w=p(w,) para algin k y
a,eo0(T), esto es wep(o(T)); reciprocamente, sea aeo(T), luego

p(a)eo(p(T)) si y sélo si p(a)I-T no es inversible, como O es raiz
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de p(x)-p(a)A T—al no es inversible, tenemos p(T) - p(a) = (T-a)q(T) tam-

poco es inversible, asi p(a) e o'(p(T)). por tanto o(p(T)) = p(o(T)).

PROPOSICION4.4.1. Si Te L{H} es un operador autoadjunto, entonces

r(T) =w(r) =|r].

Prueba:
Recordando que si T es un autoadjunto, entonces o (T)=[m, M|, donde

m= ﬁfi (Tx, x) y M= ISL}IIIE (Tx, x)

Observamos que ~ w(T') = sup(T¥, x)
ER

= max {—m =—ﬁ£(Tx, x), M =i:"1=;1)<Tx, x)}

Ademas, m,Meo(T), luego r(T)= sup |y| = max{-m,M} = w(T)
yeo(T)

De otro lado, para todo operador autoadjunto se tiene:

”T"2 = sup(Tx, x> = sup(sz, x):w(Tz)

= =

Consideremos p(x)=x" y del Lema anterior obtenemos:

o (T) =0'(T2) y r(T2)= sup |y|= sup |w|2 =( sup |w]) =o(T)

yea(T) weo(T) weo(T)

Asi: 7(T)=w(T)=|T|

PROPOSICION 4.4.2.  Si Te L{#}es un autoadjunto, entonces 4, ={(Tx,x):|x|=1}

es un subconjunto acotado de R, y o(T)c4,. En particular, los valores propios son

reales.

Prueba:

(Tx,x) = (x,Tx>= (Tx,x), luego (Tx,x)e]R, VxeH .

]

De otro lado, 4, < [-|T]
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Sea A€o, (T),x un vector propio no nulo: ||x|=1 asociado a 4, entonces Tx=Ax se
tiene que A=(x,x) € 4,
. o(T)c 4,
PROPOSICION 4.4.3. Sea Te L{#}, autoadjunto y acotado, denotamos por

m= iﬁlf (Tx,x) , M=sup (Tx,x) , entonces:

-1 -1
() o(T) < (m, M] (i) M,meo(T)
Prueba:

(i) Sea AeK-{m, M} y consideremos d = d(/l, [m, M]) > 0. En particular, para
x| =1 se tiene |(Tx,x) - /1|>d, por tanto "(T—/?,I )(x)" >d "x”2 ,xeX: asi
T-AI es inyectiva, y que Im(T-AI) es cerrado, en efecto, si
((T-AI)(x,)) neN converge a y, se tiene que (x,)neN es de Cauchy, y por
tanto convergente a x, € }{ , en consecuencia y=Tx, — Ax,.

Ademas (Irn(T—)J))l ={6} ya que si x#0 se tiene que (Tx—Ax,x) >0 y por

tanto x e[ Im(T - A7)] .
Aplicando el Teorema de la proyeccion ortogonal se tiene:

H =Im(T = A1) +Im(T - Al) =Im(T - Al)
Luego, T~ A es suryectiva e inversible, es decir A€ p(T).

ii) Veremos que meo (T) (el caso M eo(T) es analogo) .
Si m es un valor propio ya lo tenemos.

Supongamos m¢o,(T), es decir, Ker (T —ml )= {6}
Consideremos (x, y)=<(T —ml)x, y>=(Tx, y)-m{x,y)

Luego: (x,x>=<Tx,x>—m"x"2 >0 para xeH , luego para xe H e y=Tx—mx se
tiene

"(T - mI)x”4 =KTx— mx, Tx—mx),2

~[fe.f
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< (x,x)(Tx—mx, Tx —mx)
S((Tx,x)—mx”x”z)(((T—m)2 X, Tx——mx>)
 s((m )=l - mf ]

x,||=1, tal que ((Txn,xn))) converja a m, entonces

De aqui,  si (x,,lneN,

((T-ml)x,) . converge a cero; asi me o(T'), de lo contrario:

S”(T—m])xn

1
m ,neN

COROLARIO 4.4.1. Dado Te L(#) acotado y autoadjunto, T es positivo si y solo si
O'(T ) cR*.

Prueba

Como T es autoadjunto o (T') cR, de la Proposicion anterior: m = ﬁfl (Tx,x)eo (T)

ym<r,Vreo(T).

Luego (Tx, x) 20, VxeJf siysolosi o(T)cR".

DEFINICION 4.44. Dado Te L(#) definimos el radio espectral de 7 como

r(T) sup 2| y el radio numérico de T como w(T') = sup |(Tx,x)|.
zea(?) I

Observacion:

i) SiTe L{H} es autoadjunto, entonces |T|le o(T).

i)y 0<r(T);w(T)<|T|; vTeL{H}

DEFINICION 4.4.5. Sean X e Y espacios normados y T: X —Y un operador lineal. Di-

remos que T es compacto si transforma conjuntos acotados en conjuntos relativamente

compactos. @
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PROPOSICION4.44. Si Te L{?{ } es autoadjunto y compacto, entonces existe

Aeo,(T) con |A| =|T].

Prueba:
Si T'=6 nada puede probar.

Supongamos que ||T]| > 0. Sea (x,)neN con [x,|=1 tal que (|(Txn, x,,))m:]N converge

a |7].
Como la sucesién ((Tx,, s X, ))neN es acotada, existe una subsucesién convergente a un

valor 1eR que ademas satisface |4| = |T].

Afirmacion: |Aleo,(T)

En efecto:

Para las subsucesiones (xn) y+ Usando la compacidad existe otra subsucesion de la

ne

misma, de modo que (T(x,,k ))k . converge a cierto valor
€

Ahora ”T(xn)——/lxn"2 = <T(xn)—/1x", T(x,,)—/lxn>
= "T(xn )"2 -24 (T(xn)—xn>+/l2 .
S -22(7(5) )

2

Por tanto: }gl}c “T (xnk )—-/1 x, | =0

De donde: limAx, =z
ko i
. . V4
Si consideramos y= :1-, se concluye que

(T(»),y)=lim(T(x, )- %, )= 2 #0

y#0 y T(y)=24y
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Observacion:
(a) Todo operador no nulo autoadjunto y compacto verifica que o(T)={6} pues
||| e (T) y a lo mas numerable.
Ademas si 0= Aeo(T), entonces Aeo,(T) y Ker (T—-AI) es de dimension fi-
nita. También se verifica que si 4, f €, (T) con A# B , entonces:
Ker (T—AI) L Ker (T~ BI)
(b) SiT eL{]{ } es autoadjunto y sean A, [ valores propios distintos de 7. sixe y

son vectores propios asociados a 1y [ respectivamente, entonces x 1 y.

Prueba:
Tenemos Tx =Ax,Ty = By, (Tx,y)=(x, Ty)
Entonces: A(x,y) = B(x,y)

Luego:  A{x,y)=6 . xly
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4.5 DESCOMPOSICION ESPECTRAL DE OPERADORES ACOTADOS

TEOREMA 4.5.1. Sea ¥ un espacio de Hilbert, Te L(#) autoadjunto y compac-

to; entonces:

i) Existe una base ortonormal de [Ker (T)]i formada por vectores propios de T.
iy SiTeF (7{ ) entonces los valores propios no nulos de 7 forman un conjunto fi-

nito {4, 4,,...,4,} y existe un conjunto ortonormal {v, v,,. . .,v,}, donde

v, es un vector propio asociado a 4, para i =1, 2, .. ., n de manera que cada

ve H se puede escribir como: v = i(v,vi>vi +v,, donde v, eKer(T)

i=1
En particular: T (v)= Zn:li (v,vi>v,.
i=1

iy Si TeXK(H)-F(H), entonces los diferentes valores propios no nulos de T

forman una sucesion (4,), _, de numeros reales, con lim 4, =0, y existe un

ne n-y»0

conjunto ortonormal {vl, Vyso o ey Vyyuns } donde v, es un vector propio aso-

n

ciado a 4, para neN, de manera que cada ve{ se puede escribir como:

v = i(v,vi>vi +v, , donde v, € Ker (T). En particular:

i=1

T(v)= Z/l,. <v,v,.>v,. .
i=1
(Los valores propios A, aparecen repetidos en la serie una cantidad finita de

veces segun sea la dimension del Ker (T —41))

Prueba

i) Sean (A'k) los valores propios no nulos y distintos de 7', denotemos por

V, = Ker(T-4'. 1), W=L{O Vk}
k=1

Afirmacion: @
Wt=Ker (T)



En efecto:

Como T(—%J =v, para v €V, luego ¥, cIm(T), pero

Ker(T)=[m(T)]" - Ker(T)c W+,

para verificar la otra inclusion probaremos que T(Wl)= {6}. Como
TWV,) <V, entonces T(W)cWpero (Tv,w)=(v,Tw); VveV,; VweWlW,
luego T(Wl) cwt.

Conéideremos la restriccién de T al subespacio W, T,:W* — W* que es au-
toadjunto y compacto sobre el espacio de Hilbert W *, entonces T, = 8 lo cual
es equivalente a afirmar que o (7,) = {6}, caso contrario, si 1 eo(7,)\{6},
entonces A es valor propiode 7, y asi 4 €0, (T) luego 3v# @ vector propio
en W* asociado a 1, por tanto ve ¥, cW para algin &, lo cual es una con-

tradiccion por tanto se tiene que W' c Ker (T), finalmente como
W= [Ker (T)]l, podemos encontrar una base ortonormal en cada V, y tomar

la base para [ Ker (T):]l la uni6n de las distintas bases consideradas.

Observamos que si T tiene rango finito, entonces posee un numero finito de

valores propios distintos no nulos. Sean 1',, 1',,. .., 4", los valores propios
distintos y no nulos de T, Supongamos que dim(Ker(T-A',1))=n, y sea
n=m+mn+...+n,, luego:

" J
N

n, ny

(A A AL = AL A LA L A AL A

Sean los valores propios no nulos de T,
Sea {v,v,,...,v,} labase ortonormal de [Ker (T):]l tal que 7v, = Av,, ha-

ciendo uso del Teorema de la Proyeccion Ortogonal para ve ¥, existe una

anica descomposicion v=w+v,, we[Ker (T)]", v,eKer(T), como {v,}", es ﬁ
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iii)

ortonormal y (v,v,)=0 para i=1,2,...,n se tiene (w,v,)=(v,v) para

i=1,2,...,n, luego w=i(w,v,.)v,. =Zn:(v,v,.)v,. ; por lo tanto:

i=1 i=1
n
V= Z(v,v,.)vi +v,
i=1
Si 7 no tiene rango finito, entonces existe una cantidad numerable de valores
propios no nulos distintos y la descomposicién se obtiene de manera similar,
de modo que cada veH se puede escribir como
®
V= Z}(v,v,)v[ +v,
i
Observacion
Si T no tiene rango finito, una manera equivalente de escribir la descomposi-

cion espectral de cada veH es v = Z v,+v, donde v, es la proyeccion
Aeop(T)\{0}

de v sobre el subespacio Ker(T-Al) y v,eKer(T)

TEOREMA 4.5.2. (Diagonalizacion de Hilbert — Schmidt). Sea K un operador

compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert / , 4, 4,,. .., 4, valores propios

n

de X distintos de cero y distintos entre si, y denotemos por P, la proyeccién sobre

N, =Ker(K A1 ) entonces K =Z/1,.P,. , donde la serie converge en la métrica defi-

i=1

nida por la norma de B(H').

Prueba
N, = Ker(T-4]), dimN,=n,, N,=Ker(K)

Sabemos que N, LN, ;Vi#j

Sea {el",e;',. - e,’;i} una base ortonormal de N, y {/;}  una base ortonormal de

iel

N, , entonces ﬂ={e;, Jj=L2, ....n, ”,-21}U{ﬁ},-e, es una base ortonormal de 7

formada por vectores propios, luego £ es un conjunto ortonormal.
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De otro lado S=4"=(B)", K ((B))<= (B). entonces K(S) S, ademas Ia restric-

cibn de K sobre S, K]SeB(S) es compacto y es autoadjunto, luego

<K|S (sl),s2>=<K(s1),s2>=<s1,K(s2)>=<sl,K|S s2>, entonces existen dos posibilida-

des:

i) Si K|, =6 tenemos ScKer(K)=N, LS, de donde se tiene que S={6}.

ii) Si K|S tiene un valor propios A=0, entonces existe veS,v#0 tal que
Kv=Av, luego A es valor propio de K, por lo tanto existe un KeN tal que

A=24,. Deaqui veN,, luego veS NS ={6}, lo cual es absurdo, pues v. €

vector propio.
De otro lado, como S es base ortonormal de #H, VveH se tiene

v=> (v./)/ +ZZ<V e} )e; , entonces:

k<33 0l)a6 = 24 Se)e = o

Resta probar la convergencia de la serie.

Sea S,, =Y 4 P, entonces:
i=1

M+e

Y. 4B(v)

i=M+1

Z/IP

i=M+1

= Sup Z ,1 "P(v)" —Sup Sup /12 Z "P(V)"

=Sup

Mt

[Susve =Sl =

Mst i< Mst izM+e ol
A0
< Sup Sup 42| < ~
st izmee ZM+£M - 40

DEFINICION 4.5.1. Sea K un operador cormpacto autoadjunto en un espacio de Hil-
bert, 1 una funcion continua y QcR tal que 0 (K)cQ. Supongamos que f(0)=0;

@
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PROPOSICION 4.5.1. Si KeK(#), K=K", entonces K es un operador positivo si

y solo si todos sus autovalores son nimeros reales positivos.

Prueba

Por el Teorema de Hilbert — Schmidt k=>4, F,.

i=1
Sea veN, con |v| =1, entonces K, = 4,v.

Asi 4,=(K

v 2

v) resuita un numero real positivo reciprocamente supongamos que

4,20,V i21, Sl veH, entonces v=v,+Y v, donde v,eN,, v,e N, As
i=1

K, =Y 4v,, esdecir
i=1

(A

i=1j=1

e {an S )
i=1 i=] /
=3 4uf 20
i=1

Este resultado nos permite definir la raiz cuadrada de un operador compacto positi-
1

vo, por ejemplo si consideramos la funcién: f:R* —R dada por f(x)=x2, asi
1 1
o(K)cR", luego se tiene que K2=f(K)=) A’P,; ademas, A=K’ es el Gnico
a1
operador compacto positivo, tal que 4 4=K .
Si K es un operador compacto cualesqguiera, entonces K XK y X'K son compactos,
autoadjuntos y positivos; luego podemos definir:

1
[KI=(K K"y = 2|

A los autovalores de IK | se les denomina valores singulares de K.

DEFINICION 4.5.2. Dado un espacio X y una o —4élgebra £, una medida espectral @

es una funcién ¢: # — B(X) tal que:
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i)  @(S) es una proyeccién VSe .
iy @(p)=0yz(X)=I
iy @(SNT)=p(S)e(T)

iv) ¢(U SiJ=Z¢(Si), en la Topologia débil para S, disjuntos.
i=1 =1

TEOREMA 4.5.3. Sea T un operador autoadjunto acotado en un espacio de Hilbert

H entonces existe una medida espectral en los medibles de R tal que:
a) T=_.'de(0(z)dz

b) 7(&)=0 para todo abierto & tal que £ENC(4)=4.

Prueba
Ver[6 ]

Este Teorema nos permite definir f (T ) para funciones f:R—>C tal que

o(T)c D, de la siguiente manera: f(T')= ). f(4)z, o en forma equivalente
Aeo,(T)

7(1)=] f(2)dp(r).

PROPOSICION 4.5.2. Sea U un operador unitario en un espacio de Hilbert . En-
tonces o (U)c{z/|z|=1]}.

Prueba

Como U] =1, entonces & (U)c{z/|z|<1}; de otro lado, si |4|<1, entonces la serie

S= iﬂ" (U"’)M converge a un operador continuo, que es el operador inverso de
i=1

(U-AI) por ser B(3) un espacio de Banach,

Portanto p(U) > {z/|z|<1}, y o(U) c{z/|7<1}.

@
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TEOREMA 4.5.4. Sea U un operador unitario en un espacio de Hilbert 7/ . Enton-

ces existe una medida espectral en los medibles de S'={z/|z|= 1}, tal que:
i) U=led¢(z)dz
ii) 7(C) =0, para cualquier abierto C tal que CNO(U)=¢.

Prueba

[6]

DEFINICION 4.5.3.La transformacién 7r:B(#H)—>C definida por 7Tr(4)=

> (@,.4p,) donde{p,} es cualquier base ortonormal de # es llamada traza de A.

Afirmacion.

La traza de un operador A definido sobre un espacio de Hilbert 7/ no depende de
la base elegida.

En efecto:
Sea {y,} otra base ortonormal, luego:

(0,-40,)=3 (0, ¥, ) W,s 40,) =2 (AV,.0,){(0,.¥,,)

m m

Luego: 3 (g, ,4p,) =Zn:;(z4'wm,¢,,>(¢n,wm)

n

=§;(A‘y/m,¢,,>(¢nal//m)
=§<A’wm,%)=;<vfm=f1‘/’m>
200 40,)= 2 (v, A,,)

n m

PROPOSICION 4.5.3. La traza de un operador satisface las siguientes propieda-
des:

a) Tr es una funcién lineal continua con la norma de operadores. @

b) Tr(T")=1r(T)
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c) Tr(ST)=Tr(IS), VS.T e B(%)
d) Tr(UTU “)zTr (T), V¥ operador inversible U/ en particular cuando U/ es unitario.

e) SiT20 entonces Tr(T)20
f) Tr(A)ZZa!f’ VA=(aH)

Q) Tr (T)=iﬂ.i, A, valores propios de 7.
i=1

Prueba

a) Supongamos que n=dim#* y sea A, un valor propios de T asociado al vector

propio 4, tal que ||p.[=1, entonces |ﬂ.| (Q,, ¢,> “T " <{|I7) ||¢'") de don- -

de J2 /<l 1ego |7 (7)]-

>4
i=1

¢) Sea T una base ortonormal de # , entonces

(en,STen>=<S'en,Ten) (Se e ) e, Te , luego:

Tr(ST)=;§<S*en,em) (e, Te,) =§Z(T em,en)(en,Sem)

n

:; (T'en,Sem) = ;(Qn, TSe,) =Tr(TS)

< i|ﬂ.,.| < n|T|, asi T es continua.
i=1

TEOREMA 4.5.5. (Descomposicién polar). Sea % un espacio de Hilbert,

TeL(F). Entonces existe una unica isometria parcial UefL({#) tal que

T=U|T|y Ker(U)=Ker(T).

Prueba

Definamos U: R(|T|) - # por Uy=|T|x

U es inealy [Uy] = || = |7} =[]
Asi U es una isometria, continua, luego podemos extenderla de manera isométrica a

R(|T|), como |T|' =|7], se tiene:

R(T]) = (Ker |T|)" = (Ker (T))’
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Luego podemos definir U sobre (Ker (T))l y lo extendemos sobre Ker(T) como el
operador nulo.

De otro lado, como 7 = R(|T|) ® Ker(T) = Ker (T)]L ® Ker (T) extendemos U por
linealidad a todo el espacio y esta bien definida.

Sea veH, v=u+w, ucKer(T), we [Ker(T)]l, entonces:

Jo ) =Ju @+ w) = Jowlf =l <[ + [ = oI . uego U] =1,

Ahora, como U es el operador nulo sobre Ker(T), entonces Ker(T) < KerU . Sea
ueKer(U), u=v+w, veKer(T), we[Ker (T):Il,

luego 0 =Uu=Uv +Uw = Uw pues U, =0

IKer(T)I
Por tanto: 0 = ||Uu|=|Uv|| =|v|. pues U es isométrico sobre [Ker (T)]l, es decir
u=vekKerT.

También como H = R(|T|) ® Ker (T') esta representacion es Unica.

DEFINICION 4.5.4. Sea {x,: @ €A} un conjunto ortonormal completo en un espacio

de Hilbert # . Un operador lineal acotado I es llamado operador de Hilbert-

Schmidt si la serie Y |T(x, )|2 es finita.

ael
En este caso, diremos que ||T||= { |T (x, )| } es una norma de Hilbert — Schmidt o
norma doble.

LEMA 4.5.1. La norma de Hilbert — Schmidt es independiente de la base ortonormal

elegida. Ademas |T|<

Prueba:

Sean |T|,,|T|, normas de T definidas en términos de los sistemas ortonormales

{x,:aed} , {xﬂ: ,BeB} respectivamente. @

Por desigualdad de Parseval "v"2 = ZKV, W >|2 tenemos:
5
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e T ()

7= IT(W)I ZZJ %, )| =
Tt (yp )\ _ T. 2
Considerando el mismo sistema ortonormal tenemos "T"j = "T"; luego

irl; =, =1l

B

ma ortonormal completo que contiene a x,, luego |T2’ < |T (x, )|2 + £ y por lo tanto

[z} <.

COROLARIO 4.5.1. Si T es un operador de Hilbert-Schmidt, y {x,: a € A} es cual-

quier sistema ortonormai completo en # , entonces:

Iri={ 3 i) |

Prueba:

= ZI(T(va), Yp )'2 , ¥y como los términos son positivos, luego existe la suma
¥il

dchle.

TEOREMA 4.5.6. El conjunto FS = {operador de Hilbert—Schmidt} €S un especio

de Banach con la norma doble. Ademas S es un algebra de Banach y vale la de-

sigualdad paratodo 8,7 en HS,

Prueba

Claramente, si 7 pertenece a IS, o también y ||aT||=|a|.”T". Sean T,S en HS y

un sistema ortonormal completo en 7 . Del corolario anterior y la desiguaidad de

Minkowski se sigue que:

o= 3 s -me )|

w,fed
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17z
2}

(3ot ] ] 5o

o8 ed

= |7+ s

Porlotanto 7+ S € HS .

Para ver que HS es completo, sea {T,}en HS tal que |T,-T7,|| »0. Del lema ante-
rior se sigue que |T,-T,| >0 y por lo tanto existe T € B(3) tal que |T,-T} 0.
Sea % una cota superior de {N]},"} Si A, es cualquier subconjunto finito de 4, en-

tonces:

IT(x )l = lim Z ! a)|zsk2
A "—PW

Y por lo tanto ||T||2=Z|T(xa)fs k*. Asi T pertenece a HS. Sea m_ tal que
aed
I7,-T,[< & para n,m>m,_. Entonces, para m>m, se tiene:

|7 -7, = Jim ZI(T ~T,)(x)f

H =S

< Iim sup ||T, T, "

H —ro

<5'2

T ->T.
I
Finalmente, sea .7 en HS y B en B(3{). Entonces:
2
orf = $Jarce ) < 15F Sl )

=Bl Il

Con lo cual 78] = | <|B|J7]

En particular, si § pertenece a HS , como |S} < |S]| tenemos que:

Is7i < sz <|si I}



TEOREMA 4.5.7. Todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto y existe una su-
cesion de operadores de Hilbert-Schmidt de rango finito que converge a él en la nor-
ma doble.

Prueba

Sea {x,:ae A} un conjunto ortonormal completo en %'y sea T en HS. Dado que

Il =31 (x, )|2 < @, s6lo una cantidad numerable de los [T (x, )| pueden ser no nu-

aeAd

los. Ademas, para cada natural n existe un subconjunto finito 4, A4 tal que

(. ),2 <—1—2—. Para cada » definimos el operador lineal 7, como T, (x,)=T(x,) si
aed n

aed, T,(x,)=0 sino. El rango de 7, es finitoy [T T, |’ = ZlT(xa)l2 < sz y por lo
agd n
tanto |T-T7,|<|T-T,| < 1 Entonces {T,} converge en los dos espacios,
n

HS y # a T . Por la convergencia en H resulta T un operador compacto.
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V. MATERIALES Y METODOS

5.1 MATERIALES
El trabajo realizado en el Proyecto, no es experimental, es decir, no esta sujeto a
experimentos de laboratorio, sin embargo se ha utilizado material de tipo bibliografi-
co de Andlisis Funcional y Algebra Lineal relacionados con temas de Operadores
Lineales Acotados y Espacios de Hilbert.
También se ha hecho uso de material tipo técnico en el disefio e impresién de los In-

formes Trimestrales e Informe Final.

5.2 METODOS

En primer lugar, se ha realizado la recoleccion de datos necesarios y suficientes pa-
ra la investigacion, luego los métodos utilizados en la discusion de los temas desa-
rrollados son:

v" Inductivo

v" Deductivo

v" Inductivo — Deductivo

v Analitico

Basados en el Método Cientifico de Investigacion Matematica, métodos que han

permitido que el trabajo tenga contenido y mayor claridad.
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VI. RESULTADOS

En este Trabajo de Investigacion se ha presentado un estudio detallado de las propie-

dades generales de los Espacios de Hilbert y de los Operadores Acotados, los cuales se

han aplicado en el estudio del Espectro de los Operadores Acotados.

Los resultados obtenidos son:

v

A N NN

Si T es un operador acotado y autoadjunto, entonces

o(T)c[m, M), mMe o(T), donde m=ﬁ1f}' (Tx,x) , M=sup(Tx,x)

el =1
Un Operador Lineal acotado y autoadjunto T es positivo si y solo si O'(T) cR*
Si T es un operador autoadjunto, entonces r(T)=w(T)=|T|, donde r(T) es el ra-
dio espectral de Ty w(T) es el radio numérico de T.

Si P es una proyeccion ortogonal, su espectro es o (T)={0,1}

Si T es un operador unitario, todo punto de su espectro tiene médulo 1.
El espectro de un operador acotado es no vacio.

Si T'#6 es un operador autoadjunto y compacto sobre un espacio de Hilbert, enton-

cesT =) AP,

Aeo(T)
Si T es un operador autoadjunto acotado en un espacio de Hilbert 7, entonces

existe una medida espectral en las medidas de R tal que:
) T= de(p(z)dz

i) 7(£)=0 paratodo abierto & tal que £(10(T)= ¢
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VII. DISCUSION

El analisis del Espectro de un Operador en un Espacio de Hilbert constituye una
base fundamental es las aplicaciones de esta teoria, especialmente en la Mecénica
Cuantica y en la resolucién de Ecuaciones Diferenciales.

La Teoria de Operadores Acotados en Espacios de Hilbert es un campo interesante
de estudio, pues interrelaciona conceptos del Analisis Funcional con los del Alge-
bra Lineal, y tiene aplicaciones muy importantes en muchas areas de ciencias, tales
como la Fisica — Matematica, la Teoria de Control, los Procesos Estocasticos,

Ecuaciones Diferenciales, entre otros.

Una de las relaciones mas interesantes de la Teoria de Operadores es la relacién
que existe con los Espacios de funciones dado que existen diversas formas de
asignar una funcién a un operador, realmente uno quisiera deducir propiedades del
operador a partir de las propiedades de la funcion y viceversa.

Una tema interesante en el estudio de Operadores lo constituye también los Opera-

dores de Hankel y los Operadores de Toeplitz que puede ser materia para futuros
estudios.
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IX. APENDICE

9.1 CUADROS ELLABORADOS
Presentacion de cuadros elaborados, teniendo en cuenta los temas desa-
rrollados.

9.1.1 Clasificacién del Espectro de un Operador

T e£{3f} , 3 espacio deHilbert

Tipo Definicion
Espectro de T o (T)={4: C: (T-41)" no existe}
Espectro puntual 0, (T)={A:C:T, = W}
Espectro Residual 0,(T)={A:C:T-AI es inyectiva}
Espectro Continuo o.(T)=0(T)-0,(T)Uo,(T)
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9.1.2 Espectro y Resolvente de Operadores

T eL{sf}

Tipo de Operador

Conclusién

T es acotado

T es continuo

r(1)2 05 w(T)s|T]

o(T)=0

Aeo(T) - |A=r(T)<|T|

T:D—>H
T es cerrado <> D es cerrado

T es autoadjunto

o(T)cR

Irle o(r)

o (T) es cerrado

r(7)=w(T)=[7]

(T-41 )_1 es cerrado y acotado

1
Ker (T - AI) ={:D(T-u)“‘ ]

T es cerrado

T es acotado

o (T) es cerrado en C

(T-AI )" es cerrado

T es positivo

o(T)cR*

T es autoadjunto, normal y proyeccién

T es proyeccién

o(T)={0,1}

T es unitario

o (T)< {z/l4 =1}

T es autoadjunto y acota-
do

O'(T)c;. [m, M]

m,M e o(T)

T = Idew(z)dz donde ¢ es una medida espectral
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X. ANEXOS

10.1 AXIOMA DE ELECCION Y ALGUNAS EQUIVALENCIAS

10.1.1 Axioma [Axioma de eleccion]. Si (4,)

iel

es una familia de conjuntos no

vacios indizada por un conjunto /, entonces I_LE ; A#¢.
10.1.2 Axioma [Axioma de eleccién]. Dada una familia de conjuntos no vacios,
se puede escoger un elemento de cada conjunto.

10.1.3 Definicién. Sea 4 un conjuntoy B < 4 un subconjunto. Se dice que B es

una cadena en A si, con la relacion de orden restringida, B es totalmente or-
denado. El conjunto A se dice inductivo si toda cadena B en A tiene una co-
ta superior en A.

10.1.4 Ejemplos.
a) Sea A un conjunto. E! conjunto potencia P(A4) es inductivo.

b) Todo conjunto finito ordenado es inductivo.

10.1.5 Lema [Lema de Zorn]. Todo conjunto inductivo no vacio tiene un elemento

maximal.

10.1.6 Definicion. Sea (A, s) un conjunto ordenado. Diremos que es bien orde-

nado si todo subconjunto no vacio de A tiene un minimo.

10.1.7 Ejemplo. Todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado, pero el re-
ciproco no es cierto.

Demostracion: Supongamos que (A, S) es un conjunto bien ordenado y

sea B={xeA| Jdye A con x,{y e y,{x} , es decir, aquellos elementos de

A que no estan relacionados con alguien. Si B # ¢, ya terminamos. Si no, B

tiene primer elemento. Sea a< B el minimo. Entonces para todo beB se

&
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10.1.8 Principio de la buena ordenacién. Si A es un conjunto no vacio, entonces
existe una relaciéon de orden < en A tal que (A, s) es un conjunto bien or-

denado.

10.1.9 Ejemplo. Un conjunto A es infinito si tiene un subconjunto propio B¢ 4 tal

que existe una aplicacion inyectiva f: A—B.

Demostracion. Como f: A— B es inyecStiva, entonces la aplicacion

?: A-1Im £, es biyectiva y asi A es equipotente con Im f ¢ 4.

10.1.10 Lema. Sea A un conjunto finito bien ordenado. Todo subconjunto de A no

vacio, tiene maximo.

Demostracion. Supongamos que existe X — A tal que no tiene maximo, y
sea x, su primer elemento. Definimos Y=X\{x} y f :X -7 tal que f(x)
es el primer elemento del conjunto { ye X ] x< y}. Es obvio que f es apli-
cacion inyectiva. Por el ejemplo anterior, se tiene el resultado.

10.1.11 Proposicion. Sea A un conjunto finito, totaimente ordenado. Entonces A

tiene maximo.

Fuente : DUGUNDII, JAMES. Topology. P4g. 31-35
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