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RESUMEN

CONVERGENCIA DEL METODO DE PUNTO
PROXIMAL CON DISTANCIA HOMOGENEA DE
ORDEN r EN OPTIMIZACION CONVEXA

Dante Cesar Borda Marcatinco

Octubre 2013

Titulo Obtenido: Licenciado en matemadtica

P) { min f(x)

. n
s.a: zelRL,.

Considere el problema

donde f : R™ — (—o00;+00] es una funcién propia convexa y cerrada. En este
trabajo presentaremos un nuevo método de punto proximal, basados en nicleos ho-
mogéneos de orden “r” de la forma ¥+ € argmin {f(:c) + At Do y]’go(i’—) T € R1+} ,
donde

n . .
do(z,y) = > vjp(=L).

para los casos 1 = 1 y r = 2 tenemos el algoritmo ¢-divergencia y logaritmo
cuadratico respectivamente introducidos por Teboulle en 1994 y Auslender, Tebou-
lle y Ben Tiba en 1999. Mostraremos las propiedades de convergencia del método
para una solucién 6ptima del problema (P).

Palabras Claves: Método de Punto Proximal, Phi-divergencias, Distancias Loga-

ritmo Cuadratico, Nicleos homogéneos.



ABSTRACT

CONVERGENCE OF PROXIMAL POINT METHOD
WITH ORDER HOMOGENEOUS r DISTANCE IN
CONVEX OPTIMIZATION

Dante Cesar Borda Marcatinco

October 2013

Obtained Degree: Licentiate in Mathematics

P) { min f(z)

. n
s.a: reRL,.

Consider the problem

where f : R™ — (—o00;400] is a closed convex functions. In this paper we present
a new proximal point method based on homogeneous kernels of order “r” of the
form z**1 € argmin {f(a:) + ;0 D i1 y;cp(i’-) T € IRZ;} , where

do(z,y) == > _yio(2).
7=1 vi

for cases r = 1 and r = 2 have the algorithm phi-divergence and quadratic lo-
garithm respectively introduced by Teboulle in 1994 and Auslender, Teboulle and
Ben Tiba in 1999. We show the convergence properties of the method for an opti-
mal solution of problem (P).

Keywords: Proximal Point Method, Phi-divergence, logarithm Quadratic Distan-

ces, homogeneous kernels.



CAPITULO I
PLANTEAMIENTO DE LA
INVESTIGACION

1.1. Identificacién del problema

En el campo de la Matematica Aplicada, existen diversas areas que dan solucién
a problemas vinculados a las ciencias e ingenierias, una de ellas es la Optimizacién
Matemaética que estudia la forma de encontrar la mejor solucién a un problema
dado dentro de todas las posibles alternativas.
La Optimizacién Matematica estudia el problema de maximizar o minimizar una
funcién, llamada funcién objetivo, sujeta a algunas restricciones sobre su dominio.
La Optimizacién, como linea de investigacién, surgié a mediados del siglo pasado
y en este intervalo de tiempo ha demostrado diversas aplicaciones en diferentes
areas de las Ciencias e Ingenierias, donde una eleccidén 6ptima de los parametros
y variables con lleva al mejoramiento de las técnicas para resolver el problema

planteado. Dado el siguiente problema

s.a: x€ X,

donde f: X — IR es una funcién arbitraria y X es un subconjunto de R".
En la actualidad existen diversos software para resolver problemas de optimiza-
cién, estos se basan en algoritmos iterativos, para un punto inicial z° se genera una.

sucesién de puntos {xk} tal que z**! = ¢(z*), donde y es una cierta funcién.

7



Los métodos de optimizacién en general tienen el siguiente esquema:
Datos de entrada: 2° € X un punto arbitrario y € el error de aproximacién.
Para k=0,1,2,3, ...

Si z* satisface alguna condicién de optimalidad entonces parar.

Caso contrario, hacer 5! = ¢(z*). Fin (Para).
Para resolver (P) existen diversos métodos iterativos por ejemplo:
Método del gradiente proyectado ¢(z¥) = Px (2% — AV f(z¥)) .
Método de Newtoﬁwproyectado p(z*) = Px (2% — (V2 f(2®) IV f(2F)) .
Métodos Cuasi-Newton proyectado ¢p(z¥) = Px (2" — MiHyVf(z*)) con Hy, =
(V2f (=),
donde Ay > 0 y Px denota el operador proyeccion ortogonal sobre X.
Cuando la funcién objetivo es convexa y diferenciable y el conjunto de restricciones
X es convexo existen métodos que resuelven problemas en un tiempo razonable y
los algoritmos finalizan generalmente en un minimo global.
Cuando la funcién es no diferenciable existen algunos métodos que obtienen solu-
cién del problema (P) por ejemplo:
El método subgradiente proyectado, z¥*! = Px (z* — \yg¥) donde g* € 0f(z*) y
Of(z*) es el subdiferencial de f en z*.
El método del punto proximal, el algoritmo clasico de punto proximal, para mi-
nimizar una funcién convexa f en IR" genera una sucesién {z*} por el esquema

iterativo: comenzar con un punto inicial z° € IR" y resolver
k : 1 k—1]|2
z* = argmin f(x)—|—-2—)\kH:c——:c ||":zeXxy?,

donde A; > 0 y ||.|| denota la norma euclidiana. La notacién argmin significa que
z* es el inico punto de minimo global de {f(:v) + 3 Hac — gkl l ‘2} sobre X.
Se han realizado varias propuestas para sustituir el término de segundo grado

~11|2 . N :
*=1||” por distancias similares, por ejemplo:

|z —z
Censor y Zenios véase [5] propuso la minimizacién con D-funciones, generando la
sucesién {z¥} por z* = argmin { f(z) + A;'Dp(z, 2" ") : z € R}, donde { Ay} es

una sucesién de nimeros positivos, la funcién D es llamada distancia de Bregman



y definida por:
Dy(z,y) = h(z) — h(y) — (Vh(y),z — y)

donde h es una funcién continua, estrictamente convexa y diferenciable en el interior
de su dominio y Vh denota el gradiente de h.

En 1992, Teboulle ver [14, 15], modifica el método de punto proximal reemplazando
la distancia cuadratica por la casi-distancia, también conocida con el nombre de

¢-divergencia, generando la sucesién {xk} por
z* = argmin {f(x) + )\Elc’iv‘p(m,xk'l) 1z € IRff_} ) (1.1.1)

donde {A\;} es una sucesién de nimeros positivos y
do(z,9) = > ye0(y; 7). (1.1.2)
j=1

Es la cuasi-distancia ¢-divergencia, llamada distancia homogénea de primer orden,
basada en una funcién estrictamente convexa p, una importante elecciéon de ¢ es
¢(t) = tlnt—t+1, para cual la correspondiente d,, es bien conocida como Kullback-
Leibler funcién entrépica de estadisticas.

El algoritmo generado por 1.1.2, también es llamado cuasi-proximal, este algoritmo
con p(t) = —Int +t — 1 fue propuesto primero por Eggermont en [7]. Similares
resultados de convergencia del método casi-proximal se obtienen usando distancias
de Bregman. El andlisis del método casi-proximal basado en distancias de Bregman
no puede ser llevado a cabo igual que en el algoritmo definido en 1.1.1, excepto en
el caso que ¢(t) = tlnt — t + 1 donde las dos distancias coinciden.

En 1999, Auslender, Teboulle y Ben-tiba ver (1], propusieron sustituir en la iteracién

proximal (1.1.2) a la funcién gl;, por
do(z,y) =Y _yie(y;'z)),
j=1

llamada distancia homogénea de segundo orden. Observe que d, tiene la misma
propiedad del método introducido por Teboulle salvo el término cuadratico que
permite que d, sea dos veces diferenciable, la fundamental diferencia aqui es que

el término d, es usado para forzar que las iteraciones {x’“} se mantengan en el



ortante no negativo IR’ | evitando realizar proyecciones en cada iteracién, es de-
cir el algoritmo genera autométicamente términos positivos. Auslender, Teboulle
y Ben-Tiba, comienzan generando un algoritmo que llaman Basic Iterations Sche-
me” (BIS), que es una versién aproximada del método de punto proximal, el cual
usa la distancia homogénea de segundo orden. En {1] se estudian dos clases de algo-
ritmos basados en BIS, estos son Interior Proximal Method” (IPM) y Regularized
Interior Proximal Method” (RIPM).

Una idea que surge naturalmente es.éxplorar las propiedades de convergencia y

ventajas del método del punto proximal (1.1.2) considerando la funcién:
P
do(z,y) ==Y _viely; ' z)),
Jj=1

con r > 1, la que llamamos distancia homogénea de orden r. Esta distancia incluye
en particular las distancias de primer y segundo orden introducidas por Teboulle
(1992) y Auslender, Teboulle y Ben-tiba (1999), ademas ¢ tiene las mismas condi-
ciones que en los algoritmos anteriores tanto para distancia de primer orden como

distancia de segundo orden.

1.2. Formulacién del problema

Lo que se pretende analizar y responder es la siguiente interrogante:
i Serd posible obtener la convergencia del método de punto proximal que usan las

distancias homogéneas d, de orden r, en problemas de optimizacién convexa?

10



1.3. Objetivos de la investigacién

1.3.1. Objetivo general

Analizar la convergencia del método de punto proximal cuya sucesién de puntos

{z*} es dado por el algoritmo
z* = argmin { f(z) + A\;'d,(z, 2" ) : z € R% }
para la distancia homogénea de orden r
d;p(.’]), y) = Zy‘;‘(p('_.])a

con r > 2 en problemas de optimizacién de convexa

1.3.2. Objetivo especifico

a. Estudiar las propiedades de convergencia del método proximal usando las

distancias homogéneas d, de orden r, parar =1y r = 2.

b. Demostrar las propiedades de las distancias homogéneas d, de orden 7, para

distancias r > 2.

1.4. Importancia y justificacion de la investiga-
cidén

La aplicacién de la optimizacién convexa se encuentra en diversas areas de las
cienclas e ingenieria, por ejemplo en la Economia para maximizar ganancias y mi-
nimizar costos, en la Fisica, para la estabilidad de sistemas fisicos, en Administra-
cién, para problemas de cartera de inversidn, en ingenieria para telecomunicaciones,
circuitos eléctricos, transportes, localizacién y otros. Es por eso, que resulta im-
portante la investigacién de métodos de optimizacién, en particular del método de
punto proximal. El desarrollo de este trabajo de investigacion esta justificado desde
que no existen estudios realizados para las distancias homogéneas d, de orden 7,

conr > 2.

11



CAPITULO II
MARCO TEORICO

2.1. Resultados preliminares

2.1.1. Simbolos y notaciones

A lo largo de la tesis adoptaremos las siguientes terminologias,

IN = {1,2,3,4,...}; el conjunto de los nimeros naturales.

R" = {z = (21, %2, ..., Tn); T; € R, Vi = 1,...,n}: el espacio vectorial euclidiano.
R} = {z = (21,22, ...,2,) € R™; 2; > 0Vi = 1,...,n}: el ortante no negativo.
RY, = {z = (21,22, ...,%,) € R™ z; > 0}: el ortante positivo.

Dado z € R™, z > 0 significa z; > 0,Vi=1,...,n.

Dado z € R"™, x > 0 significa z; > 0,Vi =1, ..., n.

R =RU{Zo0}.

0(€2): la frontera de €.

L*(Q) = {f : Q> C, medible en el sentido de Lebesguey [, |f|*> < 00} .
H}(Q) ={ue L*(Q)/ v € L*() A u(z) =0,z €0(Q)}.

12



Definamos las siguientes operaciones:

r.(+00) =400, sir>0.
r.(+00) =-—00, sir<O.

r+ (+00) =400, sir€RR.
r—(+00) =-00, sirelR.
0.(+00) =0.(-00) =0

+00 — 00 = inde finido.

2.2. Elementos basicos de analisis real

2.2.1. 'Sucesiones y series de niimeros reales

Definicién I1.1 Una sucesion de numeros reales es una funcion z : IN — IR.

Escribiremos {z1, ..., Zn, ..}, 0 {Zn}nen, 0 simplemente {z,} para indicar a la su-
cesion z.

Diremos que una sucesién {z,} es limitada, cuando existe M € R tal que |z,| < M.

Definicién I1.2 Diremos que un nimero real a es limite de una sucesion {z,} de
nimeros reales cuando para € > 0 existe un entero ng € IN tal que |z, — a| < ¢,

para todo n > ng. Denotamos a = lim z,. Simbdlicamente:
n—roo

lim z, =a=Ve>03n, € N;n>ng = |z, — a| <e.
n—>00

Teorema II.1 (Um'cidad del limite) . Si lim Tn =a y lim z, = b, entonces a=b.
n—ro0 n—o0

Demostracién. Véase [13], pdgina 85. m

Teorema I1.2 Si lim z, = 0y {y.} es una sucesidn limitada, entonces lim z,y, =
n—00 n—o0
0.

Demostracién. Véase [13], pdgina 156. =
Teorema I1.3 S7 lim z, =a y lim y, = b, entonces
n—oo n—o0

1. lim (zp+yn) =a-+b
n—00

13



2. lim z,y, = ab.
n—o0

3. lim <f—) - (9) sib#0.
n—00 \ Y b
Demostracion. Véase {13}, pagina 90. =
Corolario IL.1 Sean {z.} y {yn} dos sucesiones convergentes. Si z, < y, para

todo n € IN entonces,

lim z, < lim y,.
n—oo n-—0o0
Demostracion. Véase [13], pagina 92. =

Definicién 11.3 Sea una sucesion z, limitada superiormente y tomemos M, =

SUp {Zn, Tni1, - }. St {M,} converge, definimos el limite superior

limsupz, = lim M,,.
n—00 n—00

Definicién 11.4° Sea una sucesion x, limitada inferiormente y tomemos m, =

inf {Zn, Tne1, ...} Si {m,} converge, definimos el limite inferior

liminf z,, = lim m,,.
n-—o0 00

Sea {z,} una sucesién limitada; digamos con @ < z, < f para todo n € IN.

Escribiendo X, = {Zn, Zn+1, }, tenemos
[, Bl D0 X1 DX D..D X, D ..
Para a, = inf X, y b, = sup X,,, obtenemos:
< €03< .., ..., <. <bhy <4,

Por lo tanto existen los siguientes limites:

lim a,, = sup a, = supinf X,,.
n

lim b, = inf b, = infsup X,.

También se puede notar

sup inf X,, < infsup X,.
n n

14



Teorema IL.4 Si {z,} es una sucesidn convergente de nimeros reales, entonces

iminf z, = limsup z,.
n—00 n—00

Demostracién. Véase [13], pdgina 96. =

Teorema IL.5 Sean {z,} v {yn} dos sucesiones limitadas de nimeros reales, en-
tonces las sigutentes relaciones son vdlidas
1. liminf z,, < imsup z,.
n—r00 n—00

2. liminf z,, + liminf ¥, < liminf(z, + yn).
o<

n—oo n—o0 n—

3. limsup(zy, + yn) < limsup z,, + msup y,.

n—00 n—o0 n—00
4. St zn, < yp para todo n € IN, entonces liminf(z,) < liminf(y,).
n-—00 n—oo

Ademds, limsup(z,) < lim sup(yn).

n—oo n—o0

Demostracién. Véase (2], pagina 148. =

(=]

Teorema 11.6 Sea E Gn, an 2 0, una serie convergente, entonces lim a, = 0.
n—o0
n=1

Demostracién. Véase [13], pdgina 106. =

2.2.2. Limite de funciones

Definicién I1.5 Diremos que un niumero real L es el limite de f cuando x tiende
para a denotado por lim f(z) = L, si para cada € > 0 existe un & > 0, tal que
r—a

|f(z) — L] < e cuando 0 < |z — a] < 6.

Teorema I1.7 (Teorema del Sandwich). Sea X C Ry f,g,h : X — IR. Si para
todo z € X, x # a tal que f(z) < g(z) < h(z) y 11’31 flz) = h’_r)n g(z) = L, entonces
lim h(z) = L.

-—>a

Demostracién. Véase [13], pagina 155. =

15



2.2.3. Funciones derivables en un intervalo

Teorema I1.8 (Teorema del Valor Medio). Si f : [a,b] = R es continua, y deri-

vable en (a,b), entonces eziste ¢ € (a,b) tal que

Demostracién. Véase [13], pdgina 213. =

2.3. Elementos basicos de analisis convexo

Definicién I1.6 Sea C C R" y K C IR"™ entonces
1. Un subconjunto C es llamado convexo siVz, y€ C, yVt € [0,1]

tr+(1—-t)yeC.

2. Un subconjunto K es llamado cono Vd € K A Vit > 0 se tiene

id e K.

Definicién I1.7 Dado un conjunto C C R™. Se dice que x es una combinacién
conveza de elementos de C si existen: p € N, {t;}7_; C [0,1] y {z:},=; C C tales

que:
p 14
Ztixi =T Zti =1
=1 i=1

Definicién I1.8 Dado un conjunto C' C R™ no vacio, diremos que la cdpsula con-
veza de C, la cual se denotard como Co(C), es la interseccidn de todos los conjuntos

converos que contiene a C.

Observacion IL.1 La cdpsula convera Co(C) de un conjunto convezo C es tam-
bién convezxa. Mas ain, la cdpsula convexa de un conjunto C, es el menor conjunto

convezo que contiene a C.

16



Definicidon I1.9 Los hiperplanos son conjuntos definidos mediante:
S={zeR"/p'.z=0a}

Donde p es un vector no nulo de R™ y o € R. Empleando la definicion de conjunto
convezxo, se demuestra facilmente que S es un conjunto convezo. Tomando x, y €
S, por la definicion de S, se obtiene que pT.x = o y p'.y = «. Para cualquier

A €[0,1], se obtiene:
T 3, T T, _ . -
pMa+0-Ny=xp2z+(1-Np y=la+{1-Na=«

Definicién 11.10 Un conjunto C no vacio es un cono si x € C implica que ax € C

para todo « > 0. Si ademds, C es convexo, se dice que es un cono convexo.

Definicién I1.11 Sea C C R™ un conjunto convero y & € C. El cono normal
(cono de direcciones normales) en el punto T en relacion al conjunto C es dado
por:

Ne(@) = {d e R"/{d,z — %) < 0Vz € C}

2.3.1. Conos asintoticos

Definicién 11.12 Dado C C IR™ convezo y no vacio, se llama cono asintético

(cono de recesidn) al conjunto

Coo = () Coola),

aeC
donde Coo(a) ={d € R:a+ Xd € C, YX > 0}.

Los elementos d € Cy son llamados direcciones de recesion de C.

Teorema I1.9 Sea C C IR™ no vacio convero y cerrado, entonces
Coola) = Coo(b), Va,b e C.

Ademds, Cyp = Coo(a) = Coo(b) es cerrado.

Demostracion. Véase [6], pagina 10. =

Proposicién I1.1 Sea C C IR"™ no vacio, convexo y cerrado, entonces C es acota-

do, si y solo si, Coo(a) = {0}.
Demostracién. Véase [6], pagina 10. =
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2.3.2. Funciones convexas y asintéticas

Definicién I1.13 Sen f: R™ = R, una funcién de valores extendidos, definimos

al domanio efectivo de f, denotado por domf, a
domf :={z cR": f(z) < +oo}.
Definicién 11.14 f: R™ — R es propia si
i) domf # 0,
ii) Yz € domf, f(z) > —oo.
Definicién I1.15 Une funcidn f : R™ — R es llamada convexa si
floz+(1— a)y) < of(z) + (1 - a)f(y), Yo,y € R y Vo € [0,1].

Se dice gue [ es estrictamente convexa cuando la desiqualdad es estricta Vz,y €
R™ tal que z # v.

se dice que f se fuertemente convexa con mddulo v > 0, si: Ve y ¢ R"y VA €
(0,1), FOx+ (1= A) < Af(2) + (1= M) —re(l - o) llz - y||"

Se nota que una funcidn fuertemente conveza es estrictamente convera y una fun-

cidn esirictamente convera €5 Convexd,

Definicién I1.16 f : R™ — IR es semicontinua inferior (sci) si v {mk} cR"

tal gue lim =% = T se tiene que
k—o0

f(z) < liminf f(z*).
k—ro0
Definicién I1.17 f es llamado cerrado si es sci.

Definicién 11.18 X ¢ R™, X # 0, definimos la funcién indicatriz de X como

] cX
5 (21X) = s x
+oo st oz & X.

Definicién 11.19 El conjunto de nivel de una funcién f : R" = R, es dado
poT

Li(a) = {z € RY/f(x) < o}
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Definicién 11.20 El epigrafo de una funcidn f : R" — IR, es el conjunto
epi(f) = {(z,A) € R* x R/f(z) < A}.

Teorema I1.10 Sea f : R™ — IR una funcidn, los siguientes enunciados son

equivalentes:

i) f es sci,

ii) epi(f) es cerrado,

iii) Ly (a) es cerrado Vo € R.

Demostracién. Véase [6], pdgina 16. =

Definicion I1.21 Sea f funcion convezra propia sci. Se llama funcién asintética
(0 funcién de recesién), a una cierta funcidn, denotada por foo (0 fO1 Rockafellar),
tal que

epi(foo) = (epi(f))oo-

Proposicién I1.2 Sea f una funcion convezra propia sci, entonces fo €S positiva-

mente homogénea de grado 1, es decir,
foo(kd) = kfoo(d), Vk > 0,
fw(0) = 0.
Demostracién. Véase (6], pagina 24. =

Proposicién I1.3 Sea f: IR™ — IR conveza propia sci y a € dom(f), entonces

fuld) = supisg 2T ED =IO

o St k) f(a)
k—o0 k‘

— lm M‘
k—o00 k’

Demostracién. Véase [6], pagina 24. m
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2.3.3. Conjugacion y sub-diferencial

Definicién I1.22 Sea f : R™ — IR, se llama conjugacion (en el sentido de Fenchel)

a la funcion siguiente:

=)= sup [z,27) - f(2)],

z€ domf

donde z* € IR™.

Teorema II.11 Sea f una funcidn convexa propia y sci, entonces, f* es conveza

propia y sci. Ademds f** = f.
Demostracién. Véase [6], pdgina 36. =

Definicién 11.23 La funcion conjugacion de la funcion indicatriz de C, es llamada

funcion soporte de C. Se tiene entonces

§*(z*|C) = sup[{z,z*) — 6(z|C)] = sup (z,z") .
zeC zeC

Sea C un conjunto no vacio, se llama cono barrera de C' al conjunto K definido por
K ={z":6"(z"|C) < +o0} = dom(6*(.|C)).

Proposicién I1.4 Sea una funcidn convexa propia y sci, entonces foo €s la funcion

soporte del dom(f*), es decir,
foo(d) = &*(d|dom([7)).
Demostracidon. Véase [6], pagina 44. =

Definicién I1.24 Sea f : R — IR una funcidn conveza. Diremos que y € IR"™ es

un subgradiente de f en el punto z € R™ st
f(z) > f(z)+ (y,z — z), Yz € R™

El conjunto de todos los subgradientes de f en z, se llama subdiferencial de f en

z y lo denotamos por 0f(z).
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Proposicién IL5 Sea f une funcidn convera propia, y o € dom(f) entonces,
af(a) #£ @, siy solo si, a € int(dom(f)).
Demostracién. Véase [6], pagina 46. =

Definicién IL1.25 See f : R® — R una funcidn conveza, ¢ > 0, diremos que

y € IR™ es un € — subgradiente de f en el punto & € R™ cuando
JE) 2 F@) + 2 —5) —e, V2 € R

Al congunto de todos los € — subgradiente de f en x, denotado por O, f(x), se llama

e — subdiferencial de f en x.
Observacién I1.2 0 € 8.f(x), st y solo si, f(x) < infemn f(2) + €

Definicién I1.26 Se denomina vector gradienie ol vector de derivadas parciales y

se le denota por

vn@T=(§£wL§£man§£mﬂ

‘Funciones convexas diferenciables

Cuando una funcién convexa es diferenciable, se puede caracterizar a través de

la gradiente, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema I1.12 Sea C C R™ un conjunte convero y abierto f : C — R una
funcicn diferenciable en C. Entonces las propiedades siguientes son equivalentes:
{1} La funcion f es conveza en C.

{11) Para todo z € C y para todoy € C, fly) = f(z) +{(Vf(z),y — z).

(3i1) Para todo z € C y para todo y € C, {(Vf(z} -V f(y),y —z) =2 0.

Cuando lo funcién f es dos veces diferenciable en C, las propiedades arriba también
son eguivalentes a:

() La matriz Hessiona de [ es semidefinida positiva para todo punto de C':
<f”d,d> >0, Vr € CVdc R

Demostracién. Véase [12]




Funciones convexas no diferenciables

Subgradiente y subdiferencial de una funcién convexa

Definicién I1.27 Sea f una funcidn conveza en R™. El elemento z* € R™ es

llamado subgradiente de f en z% si:
flz) 2 f(z) +z"(z - z), Yz € R"

Definicion 11.28 El conjunto de subgradientes de f es llamado subdiferencial de
f en z y es denotado por Gf(z). Si Of(z) es no vacio, decimos que f es subdife-

renciable en x.

Proposicion I1.6 Une funcidn convera f : R" — R es diferenciable es el punto

z € R si, y solamente si, el conjunto Af(z) contiene un solo elemento. En este
caso df(z) = {Vf(z)}.
Demostracién. Véase [12]

Proposicién I11.7 Sean f1, fz,...., f» son p funciones convezas de R™ en RU{+oo}.

i

P
Si (ri(dom(fi)) # ¢ entonces ¥z € R",

i=1

HAH+ fot o+ fo){z) = 0fi(z) + Ofelz) + ... + O fp(z}
Ijemostracién. Véase!§]

Proposicion 11.8 Sea f : R* — R U {4+o0} una funcidn conveza, entonces T

minimiza [ en R 51, y solo st, 0 € f(Z).

Demostracidn. Véase [12]

2.4. Optimizacion

La Optimizacién Matematica es una linea de investigacion de la Matematica Apli-

cada que estudia el problema:
T '
/(z) (2.4.1)
s.a: reX.

Donde f: X — IR es una funcién arbitraria y X es un subconjunto de IR".
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Definicién I1.29 (Minimo local y global)
Sea f: X CIR"™ — R una funcidn definida sobre X. Un punto T € X es llamado

un punto de minimo local de f sobre X si existe € > 0 tal que
f(z) < f(z),Vz € X N B(Z,¢).
El punto Z € X es llamado punto de minimo global de f sobre X si
f(@) < f(z),Vz € X.

Definicién I1.30 (Mdzimo local y global)
Sea f: X CIR" — IR una funcidn definida sobre X. Un punto z € X es llamado

un punto de mdzimo local de f sobre X si existe ¢ > 0 tal que
f(@) > f(z),Vz € X N B(Z,¢).
El punto T € X es llamado punto de mdximo global de f sobre X si
()2 fz),ve € X.

Observacién I1.3 Todo problema de mazimizacion puede ser expresado como un

problema de minimizacion. En efecto, el problema

maz  g(z)
s.a: z€X
es equivalente a
min —g(z)
s.a: z€X.
Teorema IL.13 5i f : X C R™ — IR es semicontinua inferior en un conjunto no

vacio y compacto X entonces, existe un punto de minimo global.
Demostracién. Véase [6], pdgina 17. =

Teorema 11.14 (Teorema de minimizacién conveza). Sean X C IR™ un conjunto
convezo y f : X CIR"™ — R una funcidén conveza en X. Entonces todo minimizador
local del problema (1.1) es global. Ademds, el conjunto de minimizadores es convezo.

Si f es estrictamente conveza, no puede tener mds de un minimizador.
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Demostracién. Véase [12], pagina 69. =

Teorema I1.15 Sea f : X € R™ — R una funcion conveza. Supongamos que
ezista un A € R tal que el conjunto de nivel L;(\) es no vacio y limitado, entonces

Ls(X\) es limitado para todo t € R.
Demostracién Véase [12], pagina 140. =

Teorema I1.16 (Condicién de optimalidad para minimizacién de una funcidn
conveza en un conjunto convero)
Sean f: R"™ — R una funcion convexa y C C IR™ un conjunto convezo, entonces

Z € R" es un minimizador de f en C si y solo si
existey € 0f(T) tal que (y,z —%) >0, Vz € C,

o equivalentemente,

0 € df(z).
Demostracién. Véase [12], pdgina 168. =

Proposicién I1.9 Sea f conveza sci propia sobre R", entonces el conjunto mini-

mo de f es no vacio y compacto, si y solo si,
foold) >0, Vd #0.

Demostracién.- Véase [17], pagina 265. =

Proposiciéon II.10 Sea f una funcion conveza de valor real en R™ entonces los

conguntos de nivel Lygn(cr) no vacios, tienen el mismo cono asintdtico.

Demostracién.-

Sea oy y oo satisfaciendo oy < @, Lygn(a1) # ¢ A Lign(ae) # ¢. Sean A; y Ay
denota los conos asintéticos de los conjuntos de nivel.

Lign(on) C Lygn(az), se sabe que A; C A,.

Probaremos la otra inclusion:

Sea y € A;. Tomemos z € Lygn(ay) C Liga(as). Dado A >0, f(z + Ay) < as.

Definamos la siguiente funcién g : R {0} — R definido de la siguiente manera
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X g(A) = fla+ ).

Es no creciente. Sea ()\;);en una sucesién de nimeros positivos que tienden a cero.
Por la continuidad de f, de tal manera (g(\;)ien) = (f(z + A¥)ien) convergen a
f(z) cuando i tiende a +oo.

Por lo tanto VA > 0, allf existe un N, algo semejante que para cualquier ¢ > N,
flz+ Ay) < f(z + \y) vy pasando limite f(z + Ay) < f(z) < ;.

Asi z 4+ Ay € Lygn(0;) como A es arbitrario en R* {0} tenemos que y € A;. La
prueba este completa. m

La proposicién previa nos permite dar la siguiente definicién:

Una direccién asintética de una funcién f es una direccién de un conjunto no vacio
Lign(a).

Decimos que la funcién f no tiene direcciones asintéticas si el cono asintdtico de

todos los conjuntos no vacios de f es igual a {0}.

Proposicién I1.11 Sea una funcién f: R* — R conveza, que no tiene direccio-

nes asintdticas. Entonces el infimo de f es finito.

Demostracién.-

Si f es continua, es suficiente para saber que los conjuntos de nivel no vacios de f
son compactos.

Por hipétesis f no tiene direcciones asintéticas o equivalentemente, el cono asintéti-
co comiin de los conjuntos de nivel no vacios de f es igual a {0}. Sabemos que cada
conjunto de nivel estd acotada. Desde que los conjuntos de nivel son cerrados, la

prueba estd completa. =

Proposicién 11.12 Sea f : R® — R una funcion convezxa, que no tiene direccio-
nes asintdticas. Sea (z;)ien, una sucesion de puntos de R™ tal que 3,%1, f(z;) =inff,
entonces:

(t) La sucesion (z;)ien es acotada. Cualguier punto de acumulacidn de esta suce-
sion es un minimizador de f.

(72) Si f tiene un dnico minimizador x, entonces la sucesion (z;)en converge para

x.
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Demostracién.-

(z) Para algtin ¢ > 0 sea a = inff + ¢

PPara cualquier ¢ bastante grande, f{z;) < « o equivalentemente z; € L;g~ (). Sino,
por la suposicidn, f no tiene direcciones asintdticas y consecuentemente, Ljgn(c)
esta acotado. Por lo tanto la sucesion (z;);cn esta acotada.

Si z* es un punto de acumulacion de esta sucesién entonces z* = klgts.o T, para una

subsucesion (z;, )xen. Por la continuidad,

fla*) = Jim f(@,) = lim §(z.) = inf

(7) La sucesion estd acotada y este minimizador es el inico punto de acumulacién.
Por eso la sucesién entera {z;),en converge a este punto. La prueba esta completa.
]

Comentario Note que si f tiene un minimizador, entonces f no tiene direcciones

asintéticas por que el conjunto de nivel es unitario, por lo tanto compacto. =

Proposicién I1.13 Sea f,{fi}ier : R — R funciones converas, donde I es un
confunto arbitrario de indices.

Asumamos que alli eriste zg € R"™ que satisfago fi(zo) <0, ¥i € I. Asumamos que
no hay direcciones asintdlices comunes entre las funciones f y {fiticr. Entonces

el infimo de f bajo las restricciones fi(zg) <0, Vi € I es alcanzado.

Demostracion.-

Sea C'={zx € R/fi(x) <0, Vie I}

El conjunto € es convexo v cerrado. Es no vacio por la hipdtesis.

Sea A={zeR/z e CA flz) < flzg)}

Note que A es convexo, cerrado y no vacio {zg € A) una direccién asintética de A
es una direccidn asintética comun de f y ademds de los {f;}.c;. Por la hipétesis,
esta dircceién asintdtica comin es {0}.

Por lo tanto A esta acotade. La prueba esta completa. m
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2.5. Método de punto proximal

Consideremos problema:

P) min  f(x)
s.a: z€IR"

Donde f : R® — IR U {+00} es una funcién propia, semicontinua inferior y IR™
es el espacio euclidiano con norma || - ||. El método del punto proximal (MPP)
fue introducido por Martinet en 1970 para problemas de optimizacién convexa
y posteriormente por Rockafellar para encontrar ceros de operadores mondtonos
maximales. El algoritmo punto proximal genera la sucesién ¥ C IR"™ de la siguiente

manera:

20 ¢ R™ (2.5.1)
Ftl = argminger={ f(z) + M|z — sck||2} (2.5.2)

donde A; es un nimero real que cumple
0<A<A (2.5.3)

para algunos A > 0 (incluye los casos de \; constante), y || - ||. Se puede mostrar
que la sucesién generada por 2.5.1 y 2.5.2 converge para un minimizador de f.

seguimos aqui un enfoque basado en la nocién de la convergencia Fejér

Definicién 11.31 una sucesion {yk}kem c IR, es llamado Fejér convergente a

un conjunto U C IR™, respecto a la norma euclidiana si:
5 = ul] < |ly* = ul|;Vu € U,VEk > 0.
Definicién I1.32 una funcion f: R™ — IR se dice que es coerciva o coercitiva st

lim  g(z) = +o0
Jzll—=+o00

Proposicion I1.14 Si la sucesion {y es Fejér convergente en un conjunto

k

} keIN
U # 0, entonces {yk}kem es acotada. Si y es un punto en la frontera de la sucesion
a lo largo de U entonces,

Iim y*=7.
k—»+4-00
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Demostracion.-

como {y es Fejér convergente, por la definicidn se tiene que:

k}kEIN

Il — || < ly* —ul|, VE >0, VueU,
esto implica que:
"™ = ul] < Iy —ul|, V£ >0, Vu e U.

Luego, se tiene que {y est4 contenida en una bola de centro u y radio ||y° —

o
} keIN
ul|, ast {yk } e ©sta acotada. Para la segunda parte, como y estd en la frontera, .

entonces existe un subsucesién {yfk de {yk } e Que converge a y. Por otra

}kaIN

parte, como {y es Fejér convergente y como y estd en U entonces {||y* — y||}

k
e
es decreciente y no negativa, asi se tiene que la sucesién {||y) — y||} converge a
cero. Entonces el conjunto de subsucesiones converge a cero. Asi ka lly* =yl =0
—00

concluyendo que lim ¢* =y. =
k—o0

Teorema I1.17 Sea f : R™ — R conveza y continuamente diferenciable. Supon-
gamos que el conjunto de minimizadores de f en R™ es no vacio. Entonces la

sucesion {z*} generada por:

20 ¢ R™ (2.5.4)
k+1 _ : k|2
" = argminger-{ f(z) + M|z — z%||*} (2.5.5)

converge a un punto z* € U.

Donde A, son nimeros reales que satisfacen:
0< M <AVkeN (2.5.6)
para algin X > 0 y ||.]| es la norma euclidiana.

Demostracion.-

La demostracién se divide en 4 pasos. El paso 1 se probard que {z*} estd bien
definida. En segunda instancia veremos que {z*} es Fejér convergente a U. En el
tercer paso se establecerd que el factor ’}51;10 (zF — xk) = 0, la cual se usard en el
paso 4, donde se probara que el conjunto de puntos de la sucesién {z*} pertenece

a U. De esta manera con los pasos desde el 2 hasta el 4, junto con la proposicion
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I1.14, se obtiene la tesis del teorema.

Paso 1.- La sucesién esta bien definida.

En efecto, considere la recurrencia fi = f(z) + M|z — z¥||?. Asi f alcanza un

minimo, pues esta es acotada inferiormente, ademds que ! Iﬁr_r)l fr(z) = co. Luego
xT (o o]

como f es continua y la minimizacién en 2.5.5 reduce el problema a un conjunto

compacto, se garantiza asi la solucién y por lo tanto f tiene un minimo. Por otra

parte, como f es convexa ademés con Ai||z — z*||? es estrictamente convexa, en-

tonces f; es estrictamente convexa ;ie esta manera se garantiza que el minimo es

tnico y que {z**'} son unicos, y por lo tanto, la sucesién est4 bien definida.

Paso 2.- Veamos que ||z¥*! — Z||? < ||z* — T||? — ||z*** — 2|2, Vk > 0 y todo

T e U

”‘,Ek_EHQ — ||Ik—$k+1+$k+1—fn2

— ka _ $k+1!]2 + ||.’I?k+1 . 5”2 +2 <$k - :Ifk+1,$k+1 _ EC‘> (257)
Luego, como z**! resuelve 2.5.5, se tiene:

0 = Vfi(z")
= Vf(z) + 20(z"" — 2*), de donde
2(z* —2F) = —%};Vf(:ckﬂ). (2.5.8)
Asi de 2.5.7 y 2.5.8, se tiene que:

||:£’“ _ 5”2 . ||xk+1 _ kaZ _ ”33k+1 _5”2 — 2<a:k _ xk“,xk'” __§>.

_ ;\}; <vf(xk+1)’l,k+1 —E>

> 2[5 - £(@)] 2 0. (2.5.9)

Dado que T es el minimizador de f. Por lo tanto, de la dltima desigualdad 2.5.9,
obtenemos lo deseado. |

Paso 3.- Veamos ahora que:

lim (zF*! — 2*) = 0. (2.5.10)
k—oo
Del caso anterior

[l = 2|2 < |l2* - 7|* — [|a™ — 2F|?
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l|z* ==,

Asi, {||z* — Z||} es decreciente, y es acotada pues al ser decreciente
0 < [la™ 7| < ||l2* - 7|2 < - <2 - P,

por tanto tenemos que converge.

para cada k > 0

I+ = ¥ = fla* — 7] — ||s*+1 - 7,

lim ||z** —z|> = lm (||z* —Z|)* - ||z* = Z|*) = 0.
k—+o0 k—+oo

Luego,

lim ||z* —z|>=0
k—-+o00

Paso 4.- {z*} tiene puntos frontera y todo ellos pertenecen a U.
La existencia de los puntos fronteras estan garantizando el paso 2, siendo maés
explicitos, se puede observar que {z*} es Fejér convergente a un conjunto U y por
la primera parte de la proposicién 11.14 tenemos que {z*} es acotada y asi queda
garantizada la existencia de puntos frontera de la sucesién. Sea Z un punto clausura
de la sucesién {z*} y tomemos {z/¥} una subsucesién de {z*}, tal que klirgo 2l =7
por 2.5.8

Vf (a1 = 20, (afk — 27+t (2.5.11)

Luego por el caso 3 lim z**! = lim z/* = Z. Asi, tomando limite en la igualdad
k—o0 Ic——)oo_

2.5.11 cuando k — oo, usando A\, < A y ademas que f es continuamente diferen-

ciable, tendrfamos V f(Z) = 0, por convexidad de f, T € U.

De esta forma por los casos 2; 4 y la proposicién 11.14 segunda parte, existe z* € U

tal que

z¥=lim z*. m
k-0

Este teorema es la versién clasica de la convergencia del Método de Punto Proxi-

mal. Inicialmente, en 1965, Moreau [18] ofrece esta regularizacién, concretamente
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propone la siguiente funcién:

F(y) = argminucpe{/(@) + 51l ~ 3l

que luego es modificada por Yosida, agregando el pardmetro A convirtiéndose en la

regularizacion Moreau -Yosida, conocida por la expresién siguiente:

Fi(y) = argminuenef(z) + 5Xlz ~ yI1?).

Observe que el Método de punto proximal cldsico sustituye el parametro A por una
sucesién {Ax} acotadas y de numeros positivos.

Nuestro trabajo de investigacién tiene el siguiente problema de interés:

s.a: z2>0.

Donde f : IR"™ — IRy z € IR’} , . Daremos una motivacién de problemas que pueden

ser formuladas en la forma (P)

2.5.1. Motivacion

Problemas de la forma (P) se pueden obtener de diversas aplicaciones. Presen-
taremos un ejemplo relacionado al problema de control éptimo.
Sea Q C IR"™ un conjunto abierto y acotado. Considere el siguiente problema de

optimizacién, denominado “el problema de control restricto”.

. 1 2 2
oy [ i T = 5y = vl + § o el
s.a: u€F,

donde, ¥, yq4, uq, € L%(Q), son funciones dadas, F = {u € L*(Q) : u(x) < ¥ (z), T € Q},

vy =y(u) € H{Q), es la solucién débil de la ecuacién de Poisson
—Ay = u.

La funcién y se denomina “estado” y u es la “variable de control”. El objetivo es
minimizar la distancia al estado de control deseado y4 (por ello el subindice d),

sujeto a algunas restricciones sobre la variable de control. El término de penalidad

31



en la funcién objetivo, §||lu —ugl3, , es una regularizacién estandar donde o > 0,
@
es el parametro de regularizacién. Tomaremos para el caso bidimensional ) =

(0,1) x (0,1) C IR?, en el problema de minimizacién (P1). Asf tenemos

min J(u) = % ly — yd“iz(g) + 5 llu— Ud”i%n)
(P2)4 s.a —Ay=u

u < V.

Aproximaremos la solucién de la ecuacién de Poisson mediante ¢l método de dife-
rencias finitas usando el esquema de los 5-puntos para la aproximacién del lapla-
ciano.

Discretizaremos el dominio 2 = (0,1) x (0, 1), para esto subdividimos a  en cua-
drados de lados iguales con puntos {{(z;,y;) = (in,jn) : 4,5 =0,1,2..N, N € IN}
con h = %, para algin N € IN.

Donde se tendré el lado de cada cuadrado

La aproximacién de 5-puntos del laplaciano es:

y(zs,yi-1) + y(@ic1, y5) — dy(zs, v5) + y(Tis, i) + y(@is Y1)
Azx.Ay

Ay(zi, y;) =

Denotemos, y(xi, ¥;) = v y w(Ti, y5) = wij

Reemplazando en la ecuacién de Poisson obtenemos siguiente sistema:
-1
Yij-1+ ¥Yi-15 = 4Yij + Yirrj + Yijer = 72 i
Expresando matricialmente:

Ay=-—u—y, (2.5.12)

donde:
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Az - . - . : B=

0 .- 4
(N-1)2x(N-1)2 (N=1)x{N-1)

y = (), u=(ug), g€ MN-D**1 es]a matriz columna cuyos elementos son
los puntos de la funcién y, evaluados en la frontera de Q. Por hipétesis, y € Hg (),
es decir, y(Z) = 0, VZ € 9(Q) de esto sigue que g = 0 (matriz columna nula).

1
Luego en (1) tenemos Ay = —Nz esto es:

N%Ay = —u. (2.5.13)
Pero se sabe que U(Z) > u(T), VT € Q. Asi
U(z,y;) > ulzs,y;) Vij=1l.n.

Denotando W(z;,y;) = Uy, se tiene Uy, > uj;. Sea U € ME-D°%1 cuyas componen-
tes son U,; entonces, ¥ —wu > 0 y reemplazando (2) tenemos finalmente la ecuacién
de Poisson discretizada

U+ N?Ay > 0. (2.5.14)

Veamos un caso particular donde

ya = gsen(2mz)sen(2my)e*®
ug =0

=0

a=10"2

Reemplazando en (P2) obtenemos

min  J(u) = 3 [, (y(z,y) — ssen(2nz)sen(2ny)e* ) dzdy + % [, u(z,y)?dzdy
(P3){ s.a: —-Ay=u
u < 0.
Aproximando las integrales dobles mediante sumatorias se tiene,
1 g1 non
/Qy(f)df = / / y(z,y)dzdy =~ Z ZyiijAy.
0 Jo i=1 j=1
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De la discretizacién de la ecuacién de Poisson, z = —u = N2Ay, se tiene y =
2N72A"! y reemplazando la aproximacién de la integral por sumatorias en (P3),

obtenemos el siguiente problema de optimizacién.

min 3oy Yl (a)zi; — (yig)a Dxdy + § 30, 30, 25 ArAy

s.a: z2>0,

(P5)

donde esta ultima funcién objetivo depende tunicamente de z, lo cual se puede

escribir como el problema de optimizacién deseado, esto es:

2.5.2. ¢ - divergencia

Sea: ¢ : R — (—o00,+00] una funcién convexa propia y cerrada, tal que,

dome C [0, +00), y que cumple las siguientes propiedades:
(¢1) ¢ es dos veces continuamente diferenciable en int(domey) = (0, +00).
(¢2) ¢ es estrictamente convexa en su dominio.
3) lim ¢'(t) = —c0.
(¥3) lim /() = —oo
(p4) ©(1) = ¢'(1) =0y ¢"(1) > 0%

Denotamos por ® las clases de funciones que satisfacen (1) — (p4).

Proposicion 11.15 sea p € ®
1. p(t) 20y p(t) =0 si y solo sit =1
2. () es decreciente en (0,1) y creciente en (1,+00)

3. lim p(t) = +oo

o400
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Demostracion.-

Sea ¢ € ¥ cualquiera, por {p4) se tiene que (1) = 0 es un minimo local de ¢ y
junto con (p2) tenemos que (1) es un minimo global de @, asi de 1 y 2 se cumplen
pues dom(ip) = (0, +oc]. Por 2 y por (2) se obtiene 3. =

Introduciremos dos sub clases de micleo ¢ :

$y:={p €, existe M > 0 tal que ©"{t) < M,Vt > 1}. (2.5.15)

Oy o= {cp € @ (1)1 - %) < Q) < @) (- 1), > 0} . (25.18)
Veamos tres funciones para estas clases de micleos {que pertenezcan a €5 N &,.)
Ejemplo II.1 Sea

o1{t) = —logt +t — 1, domyp = (0, 400).

véase la figura

Figura II.1: Figura 1
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Se verifica que ¢; € ®. En efecto,

1
) = 1-—=
901() ¢
1
oy (t) = 2

Asi tenemos que
i ¢ es dos veces continuamente diferenciable en (0, +o0).
i @f(t) >0, Vt € domypy, 1 es estrictamente convexa.
ili lim ] (t) = Um(1 - E) = —00.
t—0 7 ! t—0 t

v g1(t) =0 = ¢(t), y ] () > 0.

Por lo tanto, ¢; € .
Veamos ahora que ¢ € @3 N $s.

En efecto,

o~
v

1

12
¢{(t) < 1, de esto sigue:

IA

1

p € P, existe M =1> 0, tal que ¢f(t) <1, Vt > 1. Esto es ¢; € ®;.
Desde que ¢7(1) = 1, tenemos

S(1)(1 - %) <(- %)., Vit > 0. (2.5.17a)

Asi mismo para todo t > 0 tomemos dos casos,

primer caso

De ambas desigualdades tenemos,

1
t-11> Z(t — 1) de esto queda:
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1-— l <t-—1.
i
Segundo caso ¢t > 1. de manera similar:
1
(1~ ;) <Dt -1), vt > 0.
De 2.5.17a, 2.5.17b y ¢, € ®. Finalmente tenemos:
1 1
t

p1 €0, i (1)(1--) < (1~

. ) < (1)t —1), ¥Vt > 0.

Asi p € @4, de esto se sigue que:
| w € &N Do,
Ejemplo I1.2 considere
wo(t) = tlogt —t + 1, dompe = [0, +o0).

véase la figura

(2.5.17b)

Figura 11.2: Figura 2

Se verifica que ¢5(t) € ®. En efecto,
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(1) @h(t) =logty ¢y(t) = 7. Asi @, es dos veces continuamente diferenciable en

(0, +00).
(il) ph(t) > 0, Vt € int(domeps); s es estrictamente convexa en (0, +00).

Probaremos que ¢, es estrictamente convexa en t; = 0 y para ty # 0, es decir

w(At2) < (1 = A)(0) + Ap(tz) con 0 < A < 1.

A<l = My < 1y,
()\tg) 10g(>\t2) — ()\tg) + 1< Ay log to — Ao+ 1+ A— )\,
4,02()\t2) < )\(tg log tg — 1o + 1) + (1 - )\)

Pa(At2) < Apa(t2) + (1 — A)ipa(0).

Andlogamente podemos probar que, ¢ es estrictamente convexa para ty = 0

y t; # 0. Asi se tiene que, @, es estrictamente convexa en su dominio.

(i) lim oh(t) = tl_l)r(g(ZOQ(t)) = —00.

(iv) ©2(1) = 0= @4(1) y ¢5(1) > 0.

De esto sigue que: ¢, € .

Ahora probaremos que @y € &, N $,.

1
En efecto, para todo t > 1 se tiene ¢”(t) = = < 1 = M, de esto se sigue que:

[

v € 9.
Veamos ahora que ¢y € $5, Vi > 0. Se presentara los siguientes casos: cuando

D<t<lyparal>t

1
(a) Para 0 < t < 1, se tiene que 1 < n entonces por Teorema del Valor Medio,
existe una constante M tal que
101—1( con, 1 <M<
81T M\t ’

: 1 :
De esto sigue, logt = 4:(1—1). Como 1 < M < o entonces de 1 — 1 < 0, se tiene

(1-3)>M(1-2),

en consecuencia

1
logt > (1 - z) (2.5.18a)
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De manera similar, para t — 1 < 0 sigue
1
(t — 1)M > '_E(t - 1),
de donde se tiene
(t—1) > logt. (2.5.18b)
De 2.5.18a y 2.5.18b se sigue (1 — %) <log(t) < (t—1), 0 <t < 1. (b)
Para t > 1, por Teorema del Valor Medio 3M > 0 tal que logt = +(t — 1) con
1
1< M«<t Paral— % > 0, se tiene logt > (1 — z), También, con ¢t — 1 > 0 se
tiene (t — 1) > logt. De estas dos dltimas desigualdades:
(1—%)<1ogt<(t—1), £ 1
Entonces de (a) y (b) se sigue que, ¢, € ®,.

Asi se tiene que @y € &1 N s,

Ejemplo I1.3 sea p3(t) = 2(v/t — 1)2, domy = [0, +00). véase la figura

Figura I1.3: Figura 3

1 1
1. @4(t) = 2 (1 — %> Y ps(t) = R Asi 3 es dos veces continuamente

diferenciable en (0, 00) .
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2. p5(t) > 0, Vt € int(domeys), ¢ es estrictamente convexa en (0, +00). Proba-

remos que @ es estrictamente convexa en t; = 0 y para to #* 0, es decir

o(0ta) < (1= Np(0) + Ap(ts), con0< A< 1.

A<l = Ay < 1o,
VIt < Vi,
1= A+ Mo — 20/ + A > 1+ Ma — 20/ At
2(1 — ) + 22(V1211)% > 2(v/ Aty — 1),

(1= X)@(0) + Mp(ta) > w(A(t2)).

Andlogamente, ¢ es estrictamente convexa en t; = 0y t; # 0. As{ 3 es
estrictamente convexa en su dominio.

1
’ ’ R i N
3. ll_l’)l;l) @5(t) = lim (1 ) 0.

t—0t+ \/Z
4. p3(t) = 0= 5(t) y w3(t) > 0.

Tenemos p3 € ®. Probaremos que w3 € ¢ N $,. En efecto, para todo t > 1, se
puede notar que 3 € ;.

Vamos a demostrar que 3 € ®o. Dado ¢4(1) = 1, tenemos que probar V¢ >
0; (1-1/1) < ¢ht) < (t—1).

(a) Encontraremos la 1ra desigualdad, es decir,

Ve 05 (1 1/) < gh(t).

0<t<1,0<vVt<1l, = 1-+t<0,
2(1 - 1/vt) > 1+ 1/V)(1 - 1/V),
2(1 - 1/vt) > (1 - 1/1).

Cuando t>1,1>1/vt 1-1vt >0,
2>1+1/V4,
2(1 - 1vt) > (1 - 1/t).
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Entonces, ¥t > 0, 2(1 — 13/%) = {1 — 1/t).
(b) Ahora la 2da desigualdad es decir, ¥t > 0; (t — 1) > w4(¢)

0<t<, Vi<l Vi<l
— 1-vt<o
Vi—12(1-1/V1)
usando VEI—1<0y Vi+1<2
t—12(1-1/vt)

Entonces, ¥t > 0, 2(1 — 13/1) < {t — 1),

Con lo cual concluye la prueba de los ejemplos.
Definicién I1.33 Si ¢ € @, entonces la aplicacidon d : IR}, — R, definida por
i1 Y5
se dice que s una @-divergencia
Proposicién 11.16 Son ciertas las afirmaciones;
1. dy(z,y) 2 0V(z,y) €RL,
2 do(z,y)=0siysolosiz =y
3. El conjunio de nwel de d (-, y) estdn acotedos para todo y € IRT |
4. El conjunto de nivel de d,(x,-) estdn acotados para tode z € R} |
5. dg(z,y) es conjuntamente convera en x,y y estrictamente convera en z
6. Hm dy(y, y") = 0 si y solo si lim y* = y.
k—oo k—oo

De los ejemplos anteriores se obtiene las distancias respectivas

w1(t) =1~ logt — 1, entonces dy,(z,y) = dg, (z,y)

Th

wa(t) = tlogt — t + 1, entonces dy, (z,y) = Z (:cj log %y v — :t:j)
L Yi
=1
T

w3(t) = (v/1 — 172, entonces dyo(z,14) = Z(\/ﬂ _ \/@DQ

=1
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2.5.3. Método de punto proximal con ¢-divergencia

El problema de nuestro interés en

min  f(z
(P) (@) (2.5.19)
con f: R™ — IR convexa, el método de punto proximal con distancia ¢ divergencia

para problemas 2.5.19 genera la sucesién zF C IR™ dado por
z° (2.5.20)

" = argmingegre { f(2) + Mdo(z,2%)} (2.5.21)

con )\ satisface 0 < A\ < ) para algunos X > 0. La condicién de optimalidad para
k+1

2.5.21, afirmamos que ux € Of (z"*1) con uf = — M’ <m—;,;—> Si f es diferenciable,
; :

2F*1 es la solucién z del sistema

Vi(z); + A¢ (%) = (2.5.22)

J

2.5.22 es un sistema no lineal de n ecuaciones con n variables zj, - - - Z,. cuando
2.5.19 tiene solucién, el problema de minimizacién 2.5.21 se reduce a subconjuntos
compactos (th_glo ©(t) = 00) por las condiciones impuestas sobre ¢ y asf se garan-
tiza la existencia de z**!. La unicidad de z**!, sigue de la convexidad de f y la
proposicién (I1.16)5, lo que permite probar que estd bien definida la sucesién, sin
embargo, la prueba de convergencia es mas dura Véase [9], debido a que la suce-
sién no es Fejér convergente, extendemos la nocién de Fejér convergente a casi-Fejér

convergente.

Definicién I1.34 la sucesion {y*} C R, es casi-Fejér convergente al conjunto

U C RY,, con respecto a la ¢ divergencia d,, si para cada u € U; eziste una
+00

sucesion {ex} C Ry tal que: Z e < +00 y para todo k > 0,
k=0

dlp(ua yk+1) S dcp(uy yk) + €k (2523)

Proposicién IL17 si {y*} C R}, es casi-Fejér convergente a U C R, con

respecto a la p-divergencia d,, entonces {y*} es limitada. St un punto clausura §

de {y*} pertenece a U, entonces § = lim y"
k—oo
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los resultados del método punto proximal y ¢ divergencia se pueden encontrar

en [10]

Proposicion 11.18 La sucesion generada por el algoritmo del punto prozimal con
¢ divergencias estd bien definida y contenida en RY,. Mds ain uF € 9f(zF+?)

para todo k > 0.

Proposicién I1.19 Para todo k > 0 se tiene que: 0 < Ady,(zFHY, 2F) < Apdp(z¥, zF) <
f(z*) = f(z**) donde B(t) = (1 —t)¢'(t)

Corolario I11.2 1. la sucesidn {f(z*} es decreciente y convergente.

2. Z Ardgp(zF T, 2) < o0
k=0

k—+oo x’“

Lkl
8. lim zfp| - =0, para todo j=1,...,n
J

Proposicion I1.20 Si la sucesidn {z*} converge a z* y si se cumple: (i) f es
CYRZL) o (1) 3z € T tal que I(z*) C I(z) entonces z* € T, donde T = {z / z es
solucion dptima} y I(z) = {j € {1,..n} 1 z; = 0}.

Teorema I1.18 Si la sucesidn {y*} es casi-Fejér convergente a un conjunto no

vacio V, entonces {y*} es acotada y {d(v,y*)} es acotado para todo v € V.
El resultado final en [10] que demuestra la convergencia del método es el siguiente:
Teorema 11.19 si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

1. la sucesidn {z*} tiene puntos limite.
2. el conjunto T es acotado.

3. Emiste solucion z del problema primal 2.5.19 tal que {xf} es acotada, para

aquellas componentes tales que z; > 0.
4. ¢'(t) < ¢"(1)logt para todo t > 0.

5. 2% es suficiente cercano a la solucidn z* del problema 2.5.19.

Entonces la sucesion {z*} generada por 2.5.21 converge. Mds ain bajo cualquiera
de las condiciones 3, 4, 6 5 o si f es C*(RY), cualguier punto limite de la sucesion

es una solucidn del problema 2.5.19
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2.5.4. Meétodo punto proximal con distancia homogénea de

orden dos

Ahora tomamos un ¢ € ® y definimos d, para z,y € RE | por:
14 s
do(z,y) =Y v2p(). (2.5.24)
La funcién d,, satisface las siguientes propiedades
d, es una funcién homogénea de orden 2

V(z,y) € RE, x RE, tenemos

de{z,y) 2 0,
#(@y) (2.5.25)

do(z,y) =0 siysolosi z=y

Esquema de Iteracién Basica (EIB) Dadop € &, z° e RL, ¢ >0, y Ap > 0.

El esquema genera la sucesién {z*} € IR, que satisface:

g* € 8., f(z¥), (2.5.26)
Aeg® + @' (2*1,2%) = 0, (2.5.27)

donde @' = (a10(b1/ar), -, app(bp/ay))T, Ya,b € RY,.
(2.5.28)
Obtendremos tres relaciones importantes los que seran wtiles para nuestro anélisis

de convergencia estos son.

M(f (%) — f(z)) < <x — ok, @ (F Y, xk)> + . (2.5.29)
f@) + 2 o (z, 2570 > (o) + A1, (aF, 2" ) — e, VZ e RE,.  (2.5.30)
@) — f(@F) > A\ td (25, 257 — & (2.5.31)
F@*1) = f(@*) 2 At dp (2%, 27) — e
Definicién TL.35
¢ — argminF(z) = {z: F(z) <infF +¢}.
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Donde F es conocida y € > 0 y sea

Fule) = f(z) + N dy(ah, 2570).

(2.5.32)

De esto se sigue que el Esquema de Iteracién Bésica, no es otra cosa que una versién

aproximada del método proximal, en el sentido que:

z* € ¢, — argmin Fi(z).

En efecto, sea {xk} generada por el EIB, probaremos que z* € argminFy(z).

De (2.5.30) tenemos
F@) + A dg(2, 27Y) 2 f(2") + Agtdy (2, 257) — e,
F@) + X dg(2,257Y) > f(z¥) + A dy(a®, 2*7) — e,
Fi(z) > Fi(zF) — &
inf Fk(ac) 2 Fk(xk) — €k,
entonces Fk(a:k) < inf Fi(x)+e.
Asi, se tiene {xk} € eg—argmin Fp(z). =

En adelante escogeremos una opcién especifica para la funcién ¢.

Dado p > 0, v > 0, pardmetros fijos, h € O se define:

o(t) = ph(t) + g(t —1)2

Nuestra primera clase de algoritmo es:

Método Proximal Interior(MPI)
Tomamos p =1, v =0 en (2.5.33)
p=hed,y {z"} generado por el EIB.

y la segunda es la siguiente:

(2.5.33)
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Método Proximal Interior Regularizado(MPIR)
Tomamos h € $3 en (2.5.33) con

v > k(1) > 0

y {z*} generado por el EIB.

EL MPI incluye el algoritmo estudiado por Tseng y Bertsekas{1993) y Ben-tal y
Zibulevsky (1997). Pero también permite la minimizacién inexacta. El MPIR apa-
Tece completé:mente nuevo y se mostrard que posee propiedades mas fuertes. La
motivacién para el (MPIR) es que el nicleo h es usado para forzar que las itera-
ciones, dadas en el MPI, permmanezcan en el interior de la region viable. Mientras
el uso del micleo cuadratico (¢t — 1)* en d,, nos lleva a un término de la forma
[z — y||*, siendo este el usual término usado en “regularizacién”.

En el MPIR los parametros u, v siempre se asumira que se cumple la relacién:
v uh (1) > 0.
Ahora estudiaremos el andlisis de convergencia

Lema I1.1 Sea {w}, v {Bc} sucesiones de nimeros reales no negativos, que cum-

plen:
1 vgyr S v+ B
(=
2. Br< oo
k=1
Entonces, la sucesion {1} es convergente.
Prueba. Como 3 72, S < oo entonces B — 0, es decir,
Ve > 0, 3Ny € IN, tal gue vk > Ny se tiene B¢ < ¢.
Ahora como vy < 1 + Sk tenemos que Vi > N,
Viel S Vg + B < e
Asi, Yk > Ny, 1y < vy. Definimos
v=r1nf{u; k> No}.
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Se tiene que existe kg, v, < v+ ¢, kg = Ny como k = kg > Ny
= <y, <vteademdsderv <ypsiguer —e <<y

de eso sigue v — ¢ < v, < v + €. Por lo tanto
Ve>»0, INgcIN /VE 2 Nyy —e <y -v<e
Es decir {v,} es convergente. =

Lema I1.2 Dados { i} una sucesidn de nimeros positivos, {an} uno sucesion de
T n

niimeros reales y b, 1= ot E Mg, donde o, 1= E M. Si o — 00 entonces
k=1 k=1

1. llminf a, < liminf b, < limsupéb, < lim sup a,.

2 Silima, =a < o0, entonces limb, = a.

Demostracién. Para (1) se tiene

MGt AaGa T+ .+ Andy

b
" A Ao+ A,
Definamos
a = Sup ay.
Entonces se tiene:
/\.iai S /\ia.
Sumando de ¢ = 1 hasta n ¥ como a es supremo sigue b, < a,. Ademds Por
propiedad de lim sup,
Hm sup b, < lim sup a.,. (2.5.34)

Ahora definamos @’ = inf a,,. Entonces se tiene:
)\{(LI S )\ia,;.

Sumando de i = 1 hasta n v como a es infimo sigue a,, < b,. Por propiedad de
lim inf se tiene:

liminf ¢, < dminf b,. (2.5.35)

Se sabe que

liminf b,, < limsup b, (2.5.36)
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De 2.5.34, 2.5.35 y 2.5.36 obtenemos el resultado.
liminf a, < liminf b, <limsupb, < limsup a,.
Para (2), se tiene que lima,, = a < co entonces
lim inf a,, = limsup a, = a,
usando la prueba anterior se ob‘pi_ene el resultado
lima, =limb, =a. =

A lo largo de esta seccién asumiremos la siguiente hipétesis del problema (P):

H1 domfNIRY., # ¢.

Lema I1.3 Sea 27! € R, X\ > 0 y F; definida en (2.5.82), bajo una de las

siguientes hipdtesis:
(i) El conjunto dptimo X, es no vacio y compacto,

(1) ¢ es cofinito, es decir, pso(d) = 400, para todo d # 0 (aqui ¢, denota la

funcidn de resecion de p),
existe un unico y* € MY, tal que
y* = argmingFy(z), (2.5.37)
Ag® + @' (251 yF) =0, ¢" € A7 (F). (2.5.38)
Teorema I1.20 Sea {x’”} una sucesion generada por MPI. Donde, X > X\ > X >

0,

o0
E €x < 00, Y el conjunto éptimo es no vacio y compacto, entonces
k=1 '

1. Eziste un dnico y* € RE . tal que
y* = argming Fy(z),
Mgt + @ (2571, 4) = 0, ¢F € f(yF).
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2. La sucesion es limitada, minimizante y todo punto limite de la sucesion es

una solucidn dptima.

Ademds tenemos:
liminf gF > 0, lim gfzF =0, Vi=1..p. (2.5.39)
k—o00 k—o0
Para nuestro andlisis de convergencia de MPIR comenzaremos con el siguiente lema.
Lema I1.4 Sea h € @y, ¢(t) = ph(t) + (v/2)(t — 1)%,con v > ph"(1) >0 y
6 := (v+ph'(1)/2). (2.5.40)

Para algin a, b € RE | y c € RE, tenemos
(e=0.9'(a,0)) < 6(lle~alf* ~ llo—b|f), (25.41)
donde ®'(a,b) es definido en (2.5.28).
Demostracion. Sea t; = b;/a;. Desde que h € ®,, tenemos
Rt) < ()t — 1),
luego multiplicando por ajc; > 0, Vj = 1...p, se tiene:
cjash'(bj/a;) < h'(1)c; (b; — a;) (2.5.42)
Asi mismb, se tiene \

1
—h(t;) < =R"(1)(1 - t—)’ Vt; >0, j=1..p.
J
Multiplicando la expresién anterior por, a;jb; > 0, y de 2.5.42 se tiene:

/ bj ' bj " "
cja;h (a—]j) — agbh' (=) < B (1)e;[b; - a5] + A" (1)as a; — by).

Multiplicando por u, luego sumando cjij(% —-1)- ajbjz/(% — 1) adecuadamente,

sigue:

cjaj<uh'<2—j>+u<2—j—1>>—ajbj<uh'<%>+u<%—1>> < ! (1)cs by (D)a | (a;—b; )+
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: by : b;
a2 — 1) = bjazv(L — 1}
+CJGJV(aj ) JGJU(G‘j )
Ahora desde que p(t) = ph(t) + (v/2(t — 1)?), tenemos

@'(t) = pl'(8) + v{t — 1).

Reemplazando ¢'(t) en la desigualdad anterior y sumando de j = 1 hasta hasta p

Se tiene,
{e—b,9(a,b)) < uh"(D){b—a,c—a)+vib—a,c—b).
Donde &', esta definide en (2.5.28). Usando las siguientes identidades
1 2 2 2
{b—a.c—a=(le—all® =l = bl" +[|o - all*),

(b= 0.c~8) = 2 (lic— all* = lic— bl = lib — ).

Se obtiene el resultado,
{c—b,2'(a,b)) < 8(llc—a]* = lle—b]*). =

Teorema I1.21 Sean {A;}una sucesidn arbitraria de mimeros positivos, o, =

i
Z)\k 1 {mk} una sucesion generade por MPIR, entonces
k=1

(i) eziste un unico y* € BRI, tal que se cumple (3.1) y (5.2).

(i) flz") = f(z) <007 |z — 2| + 051 Y oper, YA € IRZ.
k=1

(iti) Si g, = o0 y & — 0 entonces Miminf f(z,) = f.. Ademds si ch < oc,
TL—r 0

k=1
entonces f(z*) — f, =inf f{z), z € IRE si f. es finito.
s o]
(1) St Xx £ 0, 0, = o0, ¥ Z)\kck < 00, entonces la sucesidn {z"} converge
k=1

para la solucidn dptima de (P). Ademds, s1 A, > A > 0 entonces, la relacion

(3.5) cumple.

Para ver las pruebas de estos lemas y teoremas y para mds detalles sobre la distancia

homogénea de orden dos, se puede ver [1] y [4]
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2.6. Meétodos proximales basados en nucleos ho-
mogéneos de orden r

Considere

Donde f :IR" = R y z € RL.

Nuestro trabajo de tesis consiste en analizar el método de punto proximal con
distancia homogénea de orden r, para resolver el problema (P), cabe resaltar que
en esta parte del trabajo tomaremos y analizaremos las distintas propiedades y
teoremas dados en €l método de punto proximal de orden dos, para el caso de MPI,
pero esta vez induciendo la nueva distancia r-homogénea y de este modo concluir

con la convergencia de una solucién éptima del problema (P)

2.6.1. Meétodos proximales con distancia r-homogéneas

1) Motivacidn del Algoritmo

z* = argmin {f(a:) - /\id¢ (2,251} 1z > O} :
K

Donde

n
..
do(z,y) = _wie(=),r 2 L.
=1 LL

Sea: ¢ : IR — (—o0, +00] una funcién convexa propia y cerrada, tal que, dome C

[0,4+0c), ¥y que cumple las siguientes propiedades:

(i) ¢ € C*0,+o0).

(ii) ¢ es estrictamente convexa en su dominio.
res P ! -

(i) %1_1:% @ (t) = —o0.

(iv}) p{l) = (1) =0y ¢"(1) > 07.

Denotamos con ® = {p : v satisface i — iv}.

Si
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r=1 entonces se tendra METODO DE PUNTO PROXIMAL ¢p-DIVERGENCIA
(Teboulle, 1992)

r=2 entonces se tendra METODOS DE PUNTO PROXIMAL DE SEGUNDO
ORDEN(Auslender, Teboulle, Ben-Tiba, 1999)

2) Propiedades de la funcién d,.

Propiedad II.1 d, es una funcién homogénea de orden 7, es decir,
dy(az,ay) = a’dy(z,y), Vz,y € R}, r > 1.

Demostracién En efecto, sean z,y € R}, z = (21,22, 23, -, Zn), ¥ = (Y1,Y2, Y3, .-y Yn)

Ya > 0, se tiene az, ay € IR} ,por definicién se tiene,
) , Y S

azx;
dolaz,0y) = (ay)jp(=L), Va >0,
=1 oY
=a Zy;go(—j), Ya > 0,
i=1 I
do(az,ay) = dy(z,y) Vo > 0.

Propiedad IL.2 V(z,y) € R}, x R}, tenemos

dy{x,y) > 0,

olmy) 2 (2.6.1)
dy(z,y) =0 siysolosi z=uy

Demostracién En efecto, por (iv) tenemos que 1 es punto minimo de ¢ y por (ii)

 es estrictamente convexa en todo su dominio, entonces 1 es inico punto minimo.

sigue que ¢(t) > 0. junto con d,(z,y) > 0.

Probaremos la primera implicancia:
dy(z,y) =0 = z=y.

do(z,y) = Zy;SD(%) = 0 como y € IRY, implica y; > 0 por lo tanto ¢(z;/y;) =
=1 I

‘r .

0 de (ii) y (iv) sigue =2 = 1 por lo tanto z = y.
Y5

Reciprocamente

siz=y = dy(z,y) = 0.
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De la hipétesis z; = y;, V5 = 1,...,n es decir o Rleemplazando en la
Y;

T T
definicién de d, tenemos d,{z,y) = Z vio(l) = Z ¥7{0) = 0 concluimos
j=1

i=1

dy(z,y) =0.

3) Hipdtesis

H1) f: IR™ = (—o0, +00], es una funcién propia convexa y cerrada.

H2) domf NIR}, # 0 Esquema general del algoritmo Dado ¢ € &, %€
Ry, 20,y A >0

El esquema genera la sucesién {z*} ¢ R2. que satisface:
4 g ++

g* € 8., f (=), (2.6.2)
:L'k
/\ka + ‘I” (**E_—l) = 0, r=1 (263)
€T
xk k—1yr—1 7 ‘T';C k—1yr—1 ¢ :Eﬁ
donde@’(mk_l) = ((3:1 ) w(_:c’f’l)"“’(zn ) w{—zﬁ‘_l) .

(2.6.4)

1 k
z* = argmin {f(z) + }\ik Z (I;c_l)r @ (%) }

d.flz)={seR": fly) ér}(x) + {f'(z),y — x) — €} es la subdiferencial.

Propiedad I1.3

k

M(fE) — f(z) < <¢>’ (ﬁ—_J - .r"“> 4 Axer. (2.6.5)

Demostracién En efecto, g* € 8., f(z*), entonces
flz) > f(a") + (¢, z — %) — e, Y2 € R, Ndomf.

Esto es,

-0 2 (g (S5 e e

T

P’ I—k T —a" ) + e
:Ck_l 1 kk

Fl)+ 2 do(z, 2% > fa®) + A d (2, 2571 — &, V2 € RT, Ndomf. (2.6.6)

M(f (%) = f(2))

(A

Propiedad 11.4
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Demostracién En efecto, de (P1)

‘ 2
Me(f(2¥) = f(z)) < Z(l"f_l)r—lw (ij_f)(Ij = z5) + ke,
j=1 J
n k k
Z(xl?—l)r(ﬁ/( k]— )( k.J.l - ki ) + Akék,
j=1 ! Zj ' Z; Zj '

Como ¢ es convexa y diferenciable en int(domey) se cumple:

o(r) — p(s) > &' (s)(r — ), Vr,s € int(domyp).

zk
Tomando s = —1= A r= a:;?‘l
j
k RN zj
M (£(@7) = £(@)) < D57 (o) = e(5)) + Mnew,
j=1 J J

= dy(z,2"1) — dy(z*, 25 7) + Mies.

Uniendo los extremos obtenemos:
Me(f(2®) = f(2)) < dp(z,2571) = dy(2", 2577) + Aer.
Donde se tiene:
f(@) + A dy(x, 2571 > F(2®) + A\l (2%, 2%71) — ¢, V2 € RE,.
Propiedad I1.5
F@) - fab) = A ek, 2 — e
Demostracién En efecto, tomando z = 2*~! en (2.6.6) tenemos
@) 47 1dg (0,47 2 £(e8) + Ald, (e, o) — .
Donde obtenemos el resultado

FE@Y) = f(@F) > A7 (aF, 257 — €. w

(2.6.7)
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2.6.2. Analisis de convergencia

En este capitulo vamos a demostrar que la sucesién generada por el algoritmo
del MPI con la distancia homogénea de orden r, es acotada y, que converge a una
solucién 6ptima del problema (P). Para esto estudiaremos la segunda sub clase de
={ped:3M >0tal que ¢"(t) <M, V> 1%1’_1)1% ¢'(t) = —00 0 A es tal que zF €
R%,, Vk > 0}.

Daremos nuestro primer resultado.

Lema I1.5 Sea z¥°! € R, A\ > 0 y Fx definida en (2.5.32), bajo una de las

sigutentes hipotesis:
(i) El conjunto dptimo X, es no vacio y compacto,

(11) @ es cofinito, es decir, poo(d) = +00, para todo d # 0 (aqui Y denota la

funcidn de recesion de @),

entonces existe un unico y* € RY, tal que
y* = argming Fi(), (2.6.1)
Aegb + @ (2F Ly =0, ¢* e dfiyh). (2.6.2)

Demostracién. Afirmamos que Fj es estrictamente convexa.

En efecto, de la estricta convexidad de ¢, sigue

((1—t><yj)+t<yj)) <@ -00() + t0(2), 5.y, € R

J

Multiplicando por y; y luego Sumando de j = 1 hasta p
Zy] 1—ty +tyJ (1—t Zy]go( 1) +tzyJ ), z,y,2 € RY,.

Multiplicando por A1,

A7, (1 =tz +tz,y) < (1 — A (2, y) + A d (2, ).
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Ademads desde que f es convexa y de la Ultima desigualdad se tiene:
f(1=t)z+ty) + A7, (1 - t)z + ty,z*71) <
(1 —-t)(f(z) + A dy(z, 2571)) + t(f(z) + A7Yd, (z,2577)), y asi,

Fl(1 - e+ ty) < (1 - ) Fu(e) + tFi(y).

Por lo tanto Fj es estrictamente convexa. Esto implica la unicidad del conjunto
4ptimo

Sk = argmingFy.
Si Sy es no vacio tenemos que y* € RY,. En efecto, desde que ¢ € @ y de
la propiedad t1_1)'13r ¢'(t) = —oo, se concluye que domy C IRY,, es decir si, z €
argminkF), tendremos

z€RY,.

Aplicando el criterio de optimalidad para Fj (dado que tiene un minimizador) se

obtiene
Aeg® + @' (2" yF) =0, ¢F € Of(¥Y),
desde que
y* = argminF, = 0 € 0F,,
1
0€ (f(y*) + 5-dp(v", 2" 1)),
k
1
0=gr+ Vl—d‘p(yk, mk"l).
Ak
Ademais
od od
k ko k-1y _
Vldnp(yla"'7yna$ )_(_8—3./—?’,8_3/2),
k k
— k-1 Y1 k-1 Un
- ('/L.l wl(xlf-l)’.‘. ’xn (p/(l‘ﬁ_l))’
= @'(xk‘l,yk).

Por lo tanto,

0= gx + A\ 2@ (2", y%).
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Para ambos casos hemos asumido que el conjunto éptimo Sk es no vacio v compacto.
Probaremos dicha afirmacién, por Rockafellar {teorema 27.1d) tenemos Sy es no
vacio y compacto si:

(Fidoo(d) > 0V d 0. (2.6.3)
De (2.5.32) Fy = f(z) + d,(z, 1), tenemos
(Fi)oo(d) = fao(d) + S{dIRL) + dy (., o) oo(d). (2.6.4)

Analizaremos para cada hipdtesis.

(i) 81 X, es no vacio v compacto, por {17] {Teorema 27.1d) tenemos
Foold) + 8(dRT) > 0, W % 0.
Desde que, d,{,z"7') > 0, sigue que

k-1 _
de(z* ™ +id, zk - 1) >0 ——

d,(, 2" )oo(d) = lim ;

De estas dos dltimas desigualdades tenemos que se cumple , (Fijeo{d) > 0 entonces
S es no vacio y compacto.

(1) Si ¢ es cofinito. Asi de (2.6.4) tenemos
(Fi)oo(d} = foold) + ${d|RY) + 0o = 400 Vd # 0.
De esto sigue (Fr)oo(d) = +00, ¥ d # 0, por lo tanto Sk es no vacio y compacto. m

Teorema 11.22 Sea {zrk} ung sucesion generada por el Métode Prozimal interior.
Donde, A > M > A>0,
o0

E e < 00, ¥ el conjunio dptimo es no vacie y compacto, entonces
k=1

1. Eriste un dnico y* € RY, tal que

k= argmin,Fi(z),

Aot + @' (2" yF) =0, ¢* € af(yF).

2. La sucesién es limitada, minimizante y todo punto limite de la sucesion es

una solucion optima.
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Ademds tenemos:
liminf g¥ > 0, lim gFzF =0, Vi=1..n. (2.6.5)
k—o0 k—oo

Demostracion.
(1) Sigue del Lema I1.5
(2) Se tiene que d, > 0, y de (2.6.7)

F@) + e > f(z5), (2.6.6)

tomando sumatoria para k = 1,...,n se tiene

(=) + Zsz > f(=").

n
Entonces f(z") < Y &+ f(2%) = o

Se tiene asi que el égllﬁunto 6ptimo es no vacio y compacto, f tiene un conjunto de
nivel limitado para o entonces este es limitado para cualquier o.

Ahora como 2™ € Ly(c), entonces {z"} es acotado, asi queda probado la primera

parte.

De (2.6.6) y del Lema 3.1 {f(z*)} es convergente.

lim f(2*) =1 € R, (2.6.7)

k—ro0

utilizando (2.6.7) implica que

lim d,(z*, ") = 0. (2.6.8)

k—oo

En efecto, de (2.6.7) y A > Ay, tenemos,
MFEPT) = (@) + e] > Ml (@) = f(2*) + ] > dy(aF, 2*7),
tomando limite para los extremos, se tiene

Xhim (=) ~ f@) + )] > lim dy(z*,a*) 20,

k00 k—yo0

X(0) > lim d,(z*,z"1) >0,

k—o0

; k k-1
>
,}H{,‘odw(x ,z"7) >0,

0

v
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usando el teorema del sandwich se obtiene:

lim dy(z*,2*7) = 0.

Sea ahora T un punto limite de la sucesién {xk}, entonces existe una subsucesién
{xk(l)‘l}, convergiendo para T es decir:
T = lim 2*973, con lim k(l) = 4o0. (2.6.9)

=0 =00

Definiremos los siguientes conjuntos:
I ={i:7; > 0},

I°={i:3; =0},

y Vi € I° se define:
. 0]
J+: {k(l)xT(l):_l> 1}

i o)

Dado que ¢ € @, se tiene (t) > 0, para todo t > 0y ¢(1) = 0, de (2.6.8) tenemos

que:
0
T i . +
1= ll—l-glo o= Viel™.
Ademids
7= lim P vierlt (2.6.10)
l—co
En efecto, como
. kok-1y  _
klil)l;)lod‘p(x ,z" ) = 0,
n D IEk(l)
s —I\r % _
dm ) (@) (x"ﬂ(l)—1> = 0
i=1 2
k(-1 x’.“(l)
dm (@) (xfm—l) =0
Simbdlicamente se tiene
k()
Vs k)-1\r o Ly ; +
>0,3Z0€]N/l>l0?|($i )(,D(—HDT])|<(S Vie I,
T,

1
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S 1]

1

20

g,

P ( k(l}—l) — 0,
Ly

.'\,(.!
Pl k(, )

De esto sigue, Vi € T, entonces, khm (z

Afirmames que,

Ve > 0,3, e N/ > 1y = <e Viel™.

Supongamos lo contrario:

k()

T -
o k(l) — 1) = ¢, multiplicando por |(xf(l) hr,
J:'L
obtenemos:
k(-1 Ew) k({)-1
|(:’51‘, )THQ‘Q( kzl)v] )I 2 l($1 )r|€ = 0=
T
k(l]
del primer limite 8> I(zi(i) I T o) 2|z E) e > 0,
I?-
esto ocurre para todo § > 0 en particular para § = |{(z*O7)|e > 0,

con lo cual tenemos la contradiceidn, por lo tanto

20
Hm cp( R —=) = 0.

400

£
sim o ) =0t

(D)
entonces toda sucesién de puntos —kgl)—-l -1, vie It
x

i

Dado que ¢ es continua

Ademds se tiene,

lim 2] Ol =g, vie I,
—o0

como ambos imites existen se sigue:

k(T)

P I; k(-1 _ +
I]_lgl.o ;'—L_(—I)qu:z = 1. ,Eq Vi S I
por lo tanto
= llnn .’L‘M) vie T,
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luego usando (2.6.3) M\yg* + ®'(z*1,z%) = 0, y recordando que: My > A > 0,
tenemos:

lim ¢ =9 Vie It (2.6.11)
—00

Veamos:

0 = Akgk + CD’(a:k'l,a:k') > A"+ @’(mk‘l,xk),

0 > )\gk -+ @/(xk—-l’xk) > q)/(xk—l’xk);
k E()=1yr—1 o k()=1yr—1 zf¥
—=lINr— 1 —i\r— / 2
0 2 )\gz + (.’117 ) W’(—T([)‘_—l) > (xi ) SO( k(l)—l)’
z,; x,
pero tenemos por la continuidad de ¢:
; ' o —
i '(t) = ¢'(t) = 1,
B} 0]
ademds, zh—}g(;}_(l_)-—l) =1,
20
con esto tenemos, lm ¢'(——) =0,
l—o00 :Ci -1
también sabemos lim (:vf(l)_l)"l =71
l—o0
y como ambos limites existen concluimos
k(1)
lim (2FO -1 iy —gr-lg =0, 2.6.12a
% ¥ k(1 1
l—o0 xi( -1
entonces tomando limite a la desigualdad anterior:
k(1) k(1) Sck(l) k(D) fﬂk(l)
P ’ (D) —1\r—1 s P ’ —I\r—1 i
lllgloo 2 lh_gloO‘gz‘ + ((z; ) ¥ (mw)_l))) 2 lliglo(xi ) e (xw)_l),
? 2
por teorema del sandwich
o)
lim (Agf + (2fO 7N ! () = 0, (2.6.12b)
l—o0 T -1

T

dado que los limites 2.6.12a y 2.6.12b existen, obtenemos:

k(1) k(1)
, k() k()—1vr—1 1/ s (kW= e Ty -
lll)rzl;lo ()\gz- + (z; ) e (‘_—xw)_l) (z; )Ty (xl-c(l)_l)) =0

K3 K3

lim AgF® =0, Viel".

l—oo
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por lo tanto

lim gf(l)zo, Viel®.
—00

Se puede obtener:

lim 2*0 () = 0, Vi € I°, k(1) € JL.
ademés de (2.6.3) tenemos

im ¢¥ =0 vi e I°. (2.6.13)
I—o0, k()€ T’

En efecto, dado, Ay > A > 0 de (2.6.3) sigue:
Mgt + & (FO1 ZROY > \GED | @RI ghD) 5 G (£HD1 gh)Y,

0 > AgE® 4 @' (501 2K S @' (zFO-1 gk

tomando l{imite
0> lim (Ag*® + &' (z*O-1 zF0)) > lim @' (z*O-1, z*0)
T lsoo T o ' ’

por teorema de sandwich: lh'm (AgFD) 4 @' (201 £¥DY = 0, y dado que
00
k(1)

€ZT.
lfm a:f(l) Lo/ kzl)_l) = 0 obtenemos el resultado:
Im g¢F=0, vie I°
I—oo,k(l)eJi

Ademas desde que ¢ € ® y por la propiedad (i) y (iv) (es decir ¢ es estrictamente
en su dominio y ¢(1) = ¢/'(1) = 0, ¢”(1) > 0), implica que ¢'(t) <0, Vt0 <t < 1.
En efecto, dado que @ es estrictamente convexa, entonces el iinico minimo es 1, en
0 < t £ 1 se tendra la gréafica decreciente, es decir su pendiente es negativa, por lo
tanto tenemos ¢'(t) < 0.

Ademas se tiene:
a9 >0, k(1) € Ji, Vi e I°.

En efecto, de (2.6.3), &' (2501, 2¥®) con k(1) € J. y la observacién anterior ¢/(t) <
0, 0<t<1setiene \yg* > 0, ademéds desde que A\, > X > 0, sigue el siguiente
resultado:

af¥ >0, VE(l) € Ji, Vi € I°.
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De esta desigualdad junto con (2.6.11) y (2.6.13) tenemos

hmlnfgl © >0, Vi=1l..n.

=00
En efecto:
como lim gf(l) =0, Viel,
l—00
= lim inf gf( =0 11m gk(l) 0,
l—00
ademds,

hm gl”() =0, Vie I° k() € J%,
= hm 1nf g; K =0 hm gk(l) =0,
¢ ¥ >0vie J: = liminf gf¥ > 0,

por lo tanto

1fm inf gf(l) >0, Vi=1.n.

Ahora tendremos que probar:

lim gk(l). . = (), Vi=1,..,n.

00

De (2.6.11) y (2.6.13),
hm gk(l) =0,Viel"

lim /¥ =0, Vi€ I° k() € JL,

(2.6.14)

(2.6.15)

ademads dado que la sucesion {:z:k} es acotada tenemos por propiedad de limites,

lim g0 — 0, viert,ie I k() e Ji.
Por lo tanto, solo faltaria probar que

lim GO0 — 0, vie I°, k(1) € JL,
desde que k(1) € J- tenemos:

0< xf(l) < xf(l)_l,\?’i eI
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por (2.6.9) lim xf(l)—l =7%; =0, Vi€ I aplicando limites tenemos

l—o0
lim 0 < lim xf(l) < lim a:f(l)_l,
l—00 l—00 =0
donde:
lim ¥ = 0 Vi e I°
=0
usando (2.6.14) tenemos que la sub sucesién, { gf (l)}k(l) ~, es limitada inferior.
eJi

Solo restarfa probar que dicha sub sucesién es limitada superiormente.
Tomando ¢ > 0y z € R}, Ndomf y con z; > €, Vi. Entonces para k(l) € J-

suficientemente grande, tenemos:
Vi e I°. (2.6.16)
En efecto, dado que |
lim 2 = 0=Ve/2> 03l € N/L > I = 12FY| < ¢/2,
entonces sumando z; > € y —:cf(l) > —%, se obtiene el resultado
Vi e I°,

usando (2.5.26)
@) 2 £ ) + (g2 = 2F0) - e,

se tiene que

flz) > f(xk(l)) + ngm(mi - .’Ef(l)) — €k(l)s (2.6.17)

=1

que la sub sucesién, {gf(l)}k(l) ~, es limitada para i € I0.
(et
Supongamos lo contrario. Entonces existira ig € I° y una subsucesién { gfo(l(j ) }k(l( e
:(U7))ed S
tal que:
lim 000 = 400, gD > ¢,
j—00

Ademis, desde que la sucesién {a:’“} es limitada, usando (2.6.14), existe a € IR, tal

que para j suficientemente grande:

> MOz, — D) — 65 > a.
i#ig
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En efecto, tenemos que lim inf g¥ = sup inf {Gk} > 0,
donde: G¥ = {gF, g gEtl gkt -}

liminf g¥ > 0 = supinf {Gk} >0,
entonces
ko € N tal que inf {G*} > 0,vk >0, gf >0,

€omo {xf} , es limitado entonces, z¥ < M con M > 0, ademés tenemos que

Zek<+oo, es decir ek—>OEV6>0,3k(’)€1N/e<5,
k=1

de esto sigue: g¥(x; — z¥) > (2; — M), tomando
ko = maz {ko,ko} = ghzi -2 - > (i~ M)~ 6=aq,

asf se tiene
gz~ o)~y >0, a € R
Asi de 2.6.15, 2.6.2 y para un j suficiente grande:

k(l(J))( z;C(l(j))) > Egk(l(j))

gzo - 2 10 k]

ng(l @D (g f(l(j))) - >

i£dg
Sumando ambas desigualdades obtenemos:

€ Kl
Z gk(l(J)) l(]))) 2gm( () +a,
entonces
k(l i € k(i
fa) 2 FHO) + 30 g = a0) = 2 ) + + 50 ) e,
=1
€ KU
fla) > f(@*D) + Zgil 4,

27"

y desde que lim f (a:k(l(j))) = [., tomando limite en la ultima desigualdad obtene-
j—o0

mos:

lfm f(z) > lim f(z"0)) + hm gk(l(])) + lim a,

j—+o0 j—00 2 j—oo
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Se da la contradiccién desde que z € dom(f), tenemos que la subsucesién { gf 2 }k(l) ‘
NeJi

es limitada superior para i € I°.

lim g OzF0 =0, vie I k(1) € J2,
se tiene el resultado:

lim g}”(l)xf(l) =0,Vi=1,..,n

=0

Ahora, sea z € IR", arbitrario, tomando limite a (2.6.17
++

. > k(l) k(l) _ ROy g
lim f(z) 2 Jim f(z thg z;) = lim e,
flz) > L. +Z (lim g7 hm gk(l) k(l)) 0,

) > L+ Z hm gk()

Por (2.6.14), f(z) > L.+ Z(llim 9#0 ;) > 1, obtenemos finalmente:
— 100

f(z) 2 L = lim f(a), vz € RY,

con lo cual tenemos que la sucesién {z;} es minimizante, asi el teorema queda

demostrado. =
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3.1.

CAPITULO III
VARIABLES E HIPOTESIS

Variables de la investigacion

Variable dependiente: convergencia en optimizacién convexa

Variable independiente: método de puntc proximal con distancia homogénea de

orden r.

3.2. Operacionalizacién de variables

VARIABLES DEFINICION DEFINICION  OPE- | DIMENSION | INDICADORES
CONCEPTUAL RACIONAL

Método  de | Método que | Bl  algoritmo  de | R™ Convergencia

punto  pro- | permite deter- | punto proximal ge- del método.

ximal con | minar un punto | nera una sucesion

distancia Sptimo para | de puntos que nos

homogénea determinados llevara a la solucién

de orden 7. problemas. del problema.

Convergencia | Seleccionar un | Maximizar una fun- | R™ Descubrimientd

en optimiza- | elemento, de | cidn en R™. de un mejor

cién convexa. | un conjunto valor.

de elementos

posibles.
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3.3. Hipotesis

Si el problema de minimizacién convexs

min  f(z)

s.a: z€IRY,
donde f : R™ — IR, es una funcién propia, convexa, cerrada y R} = {z € R™;z; > 0},
es dado por el siguiente algoritmo z**! = argmin {f(a:) + 07T ?zly;gp(%); z € ]Ri+}:.
para r = 3;4;5; ... tal que @ € @, entonces el método de punto proximal es conver-

gente.
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CAPITULO IV
METODOLOGIA

4.1. Tipo de investigacién

La metodologia usada durante la ejecucién del proyecto consiste en un enfoque
inductivo-deductivo de las definiciones teoremas y corolarios, asi como también
resultados de recientes investigaciones. luego realizamos un minucioso estudio de

cada material obtenido, con la finalidad de adaptarlo a nuestro resultado.

4.2. Diseno de la investigacion

El presente proyecto de tesis estd dirigido a mostrar de una manera clara la con-
vergencia del método del punto proximal usando la nueva distancia r homogénea,
para esto primero empezamos con el método cldsico de punto proximal, este genera

-2 k 1 . . . . . . l O Rn
una sucesion §x”; por el esquema iterativo: comenzar con un punto inicial x° €

y resolver
1
zF = argmin{f(x) + i)qc Ha: —~xk_1[‘2 [x € X} )
luego analizamos el método de punto proximal ¢-divergencia, también llamada

distancia homogénea de primer orden generando la sucesién {zk} por
k _ . -13 k—1y . n
z° = argmm{f(:c) + A dy(z,2") z € IR+} ,
donde {Ax} es una sucesién de ntimeros positivos y

do(z,y) = > _yoly; ;).
g=1
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luego analizamos la llamada distancia homogénea de segundo orden propuesta por

Auslender, Teboulle v Ben-tiba, Véase {1], que reemplaza la funcién g‘p por
do(z,y) = Y glely; z;),
=1

finalmente para analizar la convergencia del método de punto proximal con distan-

cia homogénea de orden r dado por
T
do(z,y) = y5ely; z;),
g=1

demostramos algunas propiedades asi como también la homogeneidad.

4.3. Poblacién y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudiar,
sin embargo nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de R™ y optimizacién

matermnatica,

4.4. Técnicas e instrumentacién de recoleccién

de datos

Para la realizacion de este trabajo de tesis se revisd una bibliografia especiali-
zada y recopilacion de informacién de articulos de tesis y de internet relacionada

al tema de interés.

4.5. Procedimiento de recoleccion de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitdé procedimiento de

recoleccién mas que la revisién bibliografica (libros, pdginas web, articulos, etc).

4.6. Procesamiento estadistico y analisis de datos

No hubo procesamiento alguno.
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CAPITULO V
RESULTADOS

Los resultados mas relevantes de esta tesis son:

1. Se ha introducido una nueva distancia homogénea de orden 7, que cumple
las condiciones de la distancia g-divergencia, tanto de primer orden como de

segundo orden.

2. Presentamos el método del punto proximal con distancia homogénea de orden
r para minimizar funciones convexas. Se obtiene que la sucesidn {.r"} gene-
rada por nuestro algoritmo converge a una solucién 6ptima para el método

de punto proximal.



CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

1. Se ha considerado los resultados de convergencia del método para minimi-
zar funciones convexas. Un estudio importante serfa para funciones cuasi-
convexas, el cual es un problema de optimizacién de mucho interés en la

Economia y la Administracién.

2. Se ha considerado solo el andlisis de convergencia, el estudio de la velocidad
de convergencia es un método importante desde el punto de vista tedrico,

pues nos da un mejor panorama de la eficiencia del método.

3. En la nueva distancia homogénea de orden r presentado es necesario analizar

en que intervalo los parametros Ay aceleran la velocidad de convergencia.

4. No se ha logrado la implementacidn del algoritmo computacionalmente que-
dando abierta para futurocs trabajos, dado que todo algoritmo debe ser im-

plementado y comparado.
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CAPITULO VII
CONCLUSIONES

1. En esta tesis hemos recopilado resuitados de la convergencia del método del
punto proximal con distancia homogénea de orden dos presentado por Aus-
lender, Ben tiba y Teboulle en 1999 y la adaptamos para distancia homogénea
de orden r ohservando que las propiedades de homogeneidad se verifican al
igual que la convergencia hacia un punto 6ptimo. Esta tesis puede mejorarse
el algoritmo usado en el sentido computacional, como se puede corroboran en

distintas investigaciones en la actualidad.

2. Espero que este trabajo de tesis sirva como referencia para futuros trabajos
de investigacion que se puedan realizar, pues hay otros detalles por explorar,
tanto en el aspecto tedrico como computacional, dado su importancia en los

distintos campos de la Ingenieria y Economia.
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CAPITULO VIII
RECOMENDACIONES

. Es recomendable este trabajo de tesis para aquellos estudiantes e investiga-

dores que opten por la linea de Matemadtica Aplicada.

. Este trabajo recopila el método de punto proximal de segundo orden presen-

tado por Auslender alfred, Marc Teobulle, Sami ben tiba en 1999.

. También es recomendable para futuras tesis, por ejemplo se podria hacer una

tesis considerando la velocidad de convergencia.
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ANEXO A

Matriz de Consistencia

PROBLEMA OBJETIVO HIPOTESIS METODOLOGIA POBLACIGN
El algoritmo cldsico de | Objetivo General.- | 5i el problema | Tipo de investigacién | Por ser nues-
puntc proximal, genera una | Analizar la conver- | de minimi- | La investigacién es de tipo | tro trabajo
sucesién =¥ = argmin{f(z) + | gencia del método de | zacién convexa | cientifico-tedrico. netamente
%)«kﬁz - .7:"‘1“2}. En 1992, | punto proximal cuya min (=) Método La metodologia | abstracto,
Véaze [15], reemplaza la | sucesion de puntos g6 2€BRE | yada durante la ejecu- | no existe
distancia  cuadritica por | =F = argmin{f(z) + done _ | «idn del proyecto consiste | poldacion
la  coasi-distancia,  cono- A;ld,p(:n,:r:k‘l)} fooRY SR en un enfoque inductive- | que  estudiar,

cida con el nombre de
wdivergencia, tflp(::,y) =
i vsplyy 'z;) En 1999,
Véase [1], reemplazan la
funecion &;. por de(z,y) =

= yjz-go(y;]mj), llamada
distancia  homogénea de

segundo orden. Una idea
que surge naturalmente es
explorar las propiedades de
canvergencia,  consideranda
la funcidn: de(z,v) =
Tro vielyy '),

r=1;2;3;... la que llamamos

con

distancia homogénea de orden
T

Planteamijento del proble-
ma ;Serd pasible obtener la
convergencia del método del
punto praximal que usan las
distancias homogéneas d, de

orden 77

para la  distancia

homogénea de orden

7, donde du(x,y) =
r ]

Z,‘:l Y ‘P(;j.'),

3;4;5; ...,

en  problemas de

con ro=

optimizasion de
convexa.

Objetiveo Es-
pecffico.- Estudiar

las propiedades de
convergencia del
metado proximal
usando las distancias

homogéneas d, de

orden r, pera 7 = 1
vy r = 2. Demosirar
s propiedades
de las  distancias

homogéneas  d, de

orden r.

es una funcién
propia,
cerrada y R =

{z € R*;z; > 0},

convexa,

es dado por el
siguiente algo-
pktl =

ritma
argmin{ f(z) +
Xt vy
para r = 3;4;5;...
tal que ¢ € &,
entonces el método
de puntc proximal

es convergente.

deductivo de las definicio-
nes teoremas y corolarios.

Diseno de la investiga-
cién El presenie proyecto
de tosis estd dirigido a mos-
trar de una manera clara
la convergencia del método
del punto proximal, uzan-
do la nueva distancia r ho-
maogénea, para esto prime-
FO BIMpezamecs con el méto-
do clisico de punto proxi-
mel . luego analizamos el
método proximal de primer
orden y de segunde orden,
con los cual tenemos un en-
foque para cada casoe, final-
mente buscamos obtener la
homogeneidad de la nue-
va distancia juntoc con el

andlisis de convergencia.

sin  embarga,
nuestro estudio
se encuentra
inmerso dentro
de R™ y la
optimizacidn

maltematica.
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ANEXO B
Mapa conceptual del trabajo

étodo de punto
proximal clasico

Meétodo de punto

proximal con distancia
-divergencia

fde primer orden)

Método de punto
proximal con distancia
homogénea de orden 2

Método de punto
proximal con distancia
homogénea de orden r
r=1;2;3;...
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