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RESUMEN 

CONVERGENCIA DEL MÉTODO DE PUNTO 

PROXIMAL CON DISTANCIA HOMOGÉNEA DE 

ORDEN r EN OPTIMIZACIÓN CONVEXA 

Dante Cesar Borda Marcatinco 

Octubre 2013 

Título Obtenido: Licenciado en matemática 

Considere el problema 

{ 

min 

(P) s. a: 

f(x) 

donde f : IR.n -+ ( -oo; +oo] es una función propia convexa y cerrada. En este 

trabajo presentaremos un nuevo método de punto proximal, basados en núcleos ho­

mogéneos de orden "r" de la forma xk+1 E argmin {f(x) + >.;1 ¿;=1 yjcp(; ); x E IR~+}, 
donde 

n 

dcp(x, y):= LY}'P(Xj). 
j=1 YJ 

para los casos r = 1 y r = 2 tenemos el algoritmo cp-divergencia y logaritmo 

cuadrático respectivamente introducidos por Teboulle en 1994 y Auslender, Tebou­

lle y Ben Tiba en 1999. Mostraremos las propiedades de convergencia del método 

para una solución óptima del problema (P). 

Palabras Claves: Método de Punto Proximal, Phi-divergencias, Distancias Loga­

ritmo Cuadrático, Núcleos homogéneos. 
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ABSTRACT 

CONVERGENCE OF PROXIMAL POINT METHOD 

WITH ORDER HOMOGENEOUS r DISTANCE IN 

CONVEX OPTIMIZATION 

Dante Cesar Borda Marcatinco 

October 2013 

Obtained Degree: Licentiate in Mathematics 

Consider the problem 

{ 

min 
(P) s. a : 

f(x) 

where f : IR.n---+ ( -oo; +oo] is a closed convex functions. In this paper we present 

a new proximal point method based on homogeneous kernels of order "r" of the 

form xk+l E argmin {f(x) + >.; 1 '2:7=1 yj<p(~); x E IR.~+}, where 

n 

d'P(x,y) := LY.i'P(xJ). 
J=1 YJ 

for cases r = 1 and r = 2 have the algorithm phi-divergence and quadratic lo­

garithm respective! y introduced by Teboulle in 1994 and Auslender, Teboulle and 

Ben Tiba in 1999. We show the convergence properties of the method for an opti­

mal solution of problem (P). 

Keywords: Proximal Point Method, Phi-divergence, logarithm Quadratic Distan­

ces, homogeneous kernels. 
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CAPÍTULO 1 

PLANTEAMIENTO DE LA 
, 

INVESTIGACION 

1.1. Identificación del problema 

En el campo de la Matemática Aplicada, existen diversas áreas que dan solución 

a problemas vinculados a las ciencias e ingenierías, una de ellas es la Optimización 

Matemática que estudia la forma de encontrar la mejor solución a un problema 

dado dentro de todas las posibles alternativas. 

La Optimización Matemática estudia el problema de maximizar o minimizar una 

función, llamada función objetivo, sujeta a algunas restricciones sobre su dominio. 

La Optimización, como línea de investigación, surgió a mediados del siglo pasado 

y en este intervalo de tiempo ha demostrado diversas aplicaciones en diferentes 

áreas de las Ciencias e Ingenierías, donde una elección óptima de los parámetros 

y variables con lleva al mejoramiento de las técnicas para resolver el problema 

planteado. Dado el siguiente problema 

{ 

m2n 

(P) s. a: 
f(x) 

X E X, 

donde f: X--+ IR es una función arbitraria y X es un subconjunto de IRn. 

En la actualidad existen diversos software para resolver problemas de optimiza­

ción, estos se basan en algoritmos iterativos, para un punto inicial x0 se genera una 

sucesión de puntos { xk} tal que xk+l = cp(xk), donde <pes una cierta función. 
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Los métodos de optimización en general tienen el siguiente esquema: 

Datos de entrada: x 0 E X un punto arbitrario y E el error de aproximación. 

Para. k = O, 1, 2, 3, ... 

Si xk satisface alguna condición de optimalidad entonces parar. 

Caso contrario, hacer xk+1 = <p(xk). Fin (Para). 

Para resolver (P) existen diversos métodos iterativos por ejemplo: 

Método del gradiente proyectado <p(xk) = Px (xk- Ak \7 J(xk)) . 

Método de Newton proyectado <p(xk) = Px (xk- >.k(\7 2 J(xk)t 1'V f(xk)). 

Métodos Cuasi-Newton proyectado <p(xk) = Px (xk- AkHk \7 f(xk)) con Hk ~ 

(\72 f(xk)t\ 

donde Ak >O y Px denota el operador proyección ortogonal sobre X. 

Cuando la función objetivo e,s convexa y diferenciable y el conjunto de restricciones 

X es convexo existen métodos que resuelven problemas en un tiempo razonable y 

los algoritmos finalizan generalmente en un mínimo global. 

Cuando la función es no diferenciable existen algunos métodos que obtienen solu­

ción del problema (P) por ejemplo: 

El método subgradiente proyectado, xk+1 = Px (xk- >.kgk) donde gk E 8f(xk) y 

oj(xk) es el subdiferencial de f en xk. 

El método del punto proximal, el algoritmo clásico de punto proximal, para mi­

nimizar una función convexa f en IR n genera una sucesión { xk} por el esquema 

iterativo: comenzar con un punto inicial x 0 E IRn y resolver 

donde Ak > O y 11-11 denota la norma euclidiana. La notación argmin significa que 

xk es el único punto de mínimo global de {f(x) + ~Ak llx- xk-1 1! 2
} sobre X. 

Se han realizado varias propuestas para sustituir el término de segundo grado 

llx- xk-
1

11
2 

por distancias similares, por ejemplo: 

Censor y Zenios véase [5] propuso la minimización con D-funciones, generando la 

sucesión { xk} por xk = argmin {f(x) + X¡;1 Dh(x, xk-1) : x E IR~}, donde {Ak} es 

una sucesión de números positivos, la función D es llamada distancia de Bregman 
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y definida por: 

Dh(x,y) = h(x)- h(y)- (\Jh(y),x- y) 

donde hes una función continua, estrictamente convexa y diferenciable en el interior 

de su dominio y '\1 h denota el gradiente de h. 

En 1992, Teboulle ver [14, 15], modifica el método de punto proximal reemplazando 

la distancia cuadrática por la casi-distancia, también conocida con el nombre de 

'{l-divergencia, generando la §UCesión { xk} por 

donde { .Ak} es una sucesión de números positivos y 

n 

dcp(x, y) := 2::: Yj'P(Yj 1xj). 
j=l 

(1.1.1) 

(1.1.2) 

Es la cuasi-distancia tp-divergencia, llamada distancia homogénea de primer orden, 

basada en una función estrictamente convexa 'fl, una importante elección de 'P es 

'P(t) = t ln t-t+ 1, para cual la correspondiente dcp es bien conocida como Kullback­

Leibler función entrópica de estadísticas. 

El algoritmo generado por 1.1.2, también es llamado cuasi-proximal, este algoritmo 

con 'P( t) = - ln t + t - 1 fue propuesto primero por Eggermont en [7]. Similares 

resultados de convergencia del método casi-proximal se obtienen usando distancias 

de Bregman. El análisis del método casi-proximal basado en distancias de Bregman 

no puede ser llevado a cabo igual que en el algoritmo definido en 1.1.1, excepto en 

el caso que 'P(t) = t ln t- t + 1 donde las dos distancias coinciden. 

En 1999, Auslender, Teboulle y Ben-tiba ver [1], propusieron sustituir en la iteración 

proximal (1.1.2) a la función dcp por 

n 

dcp(x, y) := 2::: YI'P(Yj 1xj), 
j=l 

llamada distancia homogénea de segundo orden. Observe que dcp tiene la misma 

propiedad del método introducido por Teboulle salvo el término cuadrátíco que 

permite que dcp sea dos veces diferenciable, la fundamental diferencia aquí es que 

el término dcp es usado para forzar que las iteraciones { xk} se mantengan en el 
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ortante no negativo JR~+ evitando realizar proyecciones en cada iteración, es de­

cir el algoritmo genera automáticamente términos positivos. Auslender, Teboulle 

y Ben-Tiba, comienzan generando un algoritmo que llaman Basic Iterations Sche­

me" (BIS), que es una versión aproximada del método de punto proximal, el cual 

usa la distancia homogénea de segundo orden. En [1] se estudian dos clases de algo­

ritmos basados en BIS, estos son Interior Proximal Method" (IPM) y Regularized 

Interior Proximal Method" (RIPM). 

Una idea que surge naturalmente es explorar las propiedades de convergencia y 

ventajas del método del punto proximal (1.1.2) considerando la función: 

p 

d'P(x, y):= LYjr.p(yj1xj), 
j=l 

con r 2: 1, la que llamamos distancia homogénea de orden r. Esta distancia incluye 

en particular las distancias de primer y segundo orden introducidas por Teboulle 

(1992) y Auslender, Teboulle y Ben-tiba (1999), además r.p tiene las mismas condi­

ciones que en los algoritmos anteriores tanto para distancia de primer orden como 

distancia de segundo orden. 

1.2. Formulación del problema 

Lo que se pretende analizar y responder es la siguiente interrogante: 

¿Será posible obtener la convergencia del método de punto proximal que usan las 

distancias homogéneas d'P de orden r, en problemas de optimización convexa? 
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1.3. Objetivos de la investigación 

1.3.1. Objetivo general 

Analizar la convergencia del método de punto proximal cuya sucesión de puntos 

{ xk} es dado por el algoritmo 

para la distancia homogénea de orden r 
n 

dcp(x,y) := LYj'P(xJ), 
j=l YJ 

con r > 2 en problemas de optimización de convexa 

1.3.2. Objetivo específico 

a. Estudiar las propiedades de convergencia del método proximal usando las 

distancias homogéneas dcp de orden r, para r = 1 y r = 2. 

b. Demostrar las propiedades de las distancias homogéneas dcp de orden r, para 

distancias r > 2. 

1.4. Importancia y justificación de la investiga-

ción 

La aplicación de la optimización convexa se encuentra en diversas áreas de las 

ciencias e ingeniería, por ejemplo en la Economía para maximizar ganancias y mi­

nimizar costos, en la Física, para la estabilidad de sistemas físicos, en Administra­

ción, para problemas de cartera de inversión, en ingeniería para telecomunicaciones, 

circuitos eléctricos, transportes, localización y otros. Es por eso, que resulta im­

portante la investigación de métodos de optimización, en particular del método de 

punto proximal. El desarrollo de este trabajo de investigación esta justificado desde 

que no existen estudios realizados para las distancias homogéneas dcp de orden r, 

con r > 2. 
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CAPITULO 11 

MARCO TEÓRICO 

2.1. Resultados preliminares 

2.1.1. Símbolos y notaciones 

A lo largo de la tesis adoptaremos las siguientes terminologías, 

IN= {1, 2, 3, 4, ... };el conjunto de los números naturales. 

IRn = {x = (x1 , x2 , ... , Xn); Xi E IR, Vi= 1, ... , n}: el espacio vectorial euclidiano. 

IR~= {x = (x1,x2 , ... ,xn) E IRn; Xi 2:: O Vi= 1, ... ,n}: el ortante no negativo. 

IR~+= {x = (x1 ,x2, ... ,xn) E IRn;xi > 0}: el ortante positivo. 

Dado x E IRn, x 2:: O significa Xi 2:: O, Vi= 1, ... , n. 

Dado x E IRn, x >O significa xi >O, Vi= 1, ... , n. 

IR = IR u { ±oo}. 

8(f1): la frontera de n. 
L2 (Q) = {J: n ---7 e, medible en el sentido de Lebesgue y In 1!12 < 00} o 

H6(0) = {u E L2 (f1)/ u' E L2(0) 1\ u(x) =O, x E 8(f1)}. 
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Definamos las siguientes operaciones: 

r.(+oo) =+oo, sir> O. 

r.(+oo) = -oo, sir< O. 

r + ( +oo) = +oo, sir E JR. 

r- (+oo) = -oo, sir E JR. 

O.(+oo) = 0.(-oo) =o. 

+oo- oo = indefinido. 

2.2. Elementos básicos de análisis real 

2.2.1. , Sucesiones y series de números reales 

Definición II.l Una sucesión de números reales es una función x: IN -7 JR. 

Escribiremos {x1, ... , Xn, ... },o {xn}nEIN, o simplemente {xn} para indicar a la su-

cesión x. 

Diremos que una sucesión { Xn} es limitada, cuando existe M E lR tal que lxn 1 :::; M. 

Definición II.2 Diremos que un número real a es límite de una sucesión {xn} de 

números reales cuando para E > O existe un entero n 0 E IN tal que lxn - al < E, 

para todo n > n 0 . Denotamos a= lím Xn· Simbólicamente: 
n-too 

lím Xn =a= VE> O 3no E IN; n >no=} lxn- al <t. 
n-too 

Teorema II.l (Unicidad del límite). Si lím Xn =a y lím Xn = b, entonces a=b. 
n-too n-too 

Demostración. Véase [13], página 85. • 

Teorema II.2 Si lím Xn =O y {Yn} es una sucesión limitada, entonces lím XnYn = 
n-too n-too 

O. 

Demostración. Véase [13], página 156. • 

Teorema II.3 Si lím Xn = a y lím Yn = b, entonces 
n-too n-too 

1. lím (xn+Yn) =a+b. 
n-too 
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2. lím XnYn = ab. 
n-too 

3. ~~ ( ~:) = ( ~) , si b # O. 

Demostración. Véase [13], página 90. • 

Corolario II.l Sean {xn} y {Yn} dos sucesiones convergentes. Si Xn < Yn para 

todo n E IN entonces, 

lím Xn :S lím Yn· 
n---+oo n---+oo 

Demostración. Véase [13], página 92. • 

Definición II.3 Sea una sucesión Xn limitada superiormente y tomemos Mn 

sup { Xn, Xn+l, ... } . Si { Mn} converge, definimos el límite superior 

lím sup Xn = lím Mn. 
n-too n-too 

Definición II.4 · Sea una sucesión Xn limitada inferiormente y tomemos mn = 

ínf { Xn, Xn+l, ... } . Si { mn} converge, definimos el límite inferior 

lím inf Xn = lím mn. 
n-too n-too 

Sea {xn} una sucesión limitada; digamos con a < Xn < (3 para todo n E IN. 

Escribiendo Xn = { Xn, Xn+l, ... } , tenemos 

Para an = ínf Xn y bn = sup Xn, obtenemos: 

Por lo tanto existen los siguientes límites: 

lím an = sup an = sup ínf Xn. 
n 

lím bn = ínf bn = ínf sup Xn. 
n 

También se puede notar 

sup ínf Xn :S ínf sup Xn. 
n n 
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Teorema 11.4 Si {xn} es una sucesión convergente de números reales, entonces 

lím inf Xn = lím sup Xn. 
n--+oo n--+oo 

Demostración. Véase [13], página 96. • 

Teorema 11.5 Sean {xn} y {yn} dos sucesiones limitadas de números reales, en­

tonces las siguientes relaciones son válidas 

1. lím inf Xn ~ lím sup Xn· 
n--+oo n--+oo 

2. lím inf Xn + lím inf Yn ~ lím inf(xn + Yn)· 
n--+oo n--+oo n--+oo 

3. lím sup(xn + Yn) ~ lím sup Xn + lím sup Yn· 
n--+oo n--+oo n--+oo 

4. Si Xn ~ Yn para todo n E lN, entonces líminf(xn) ~ líminf(yn)· 
n--+oo n--+oo 

Además, lím sup(xn) ~ lím sup(yn)· 
n--+oo n--+oo 

Demostración. Véase [2], página 148. • 

00 

Teorema 11.6 Sea'"""" an, an ;:::: O, una serie convergente, entonces lím an = O. 
L..,; n--+oo 
n=l 

Demostración. Véase [13], página 106. • 

2.2.2. Límite de funciones 

Definición 1!.5 Diremos que un número real L es el límite de f cuando x tiende 

para a denotado por lím f(x) = L, si para cada E > O existe un ó > O, tal que 
x--+a 

\f(x) - L\ <E cuando O< \x-a\ < ó. 

Teorema II. 7 (Teorema del Sandwich). Sea X e IR y j, g, h : X -+ IR. Si para 

todo x E X, x =J. a tal que f(x) ~ g(x) ~ h(x) y lím f(x) = lím g(x) = L, entonces 
x--+a x--+a 

lím h(x) =L. 
x--+a 

Demostración. Véase [13], página 155. • 
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2.2.3. Funciones derivables en un intervalo 

Teorema II.8 (Teorema del Valor Medio). Si f: [a, b] -7 lR es continua, y deri­

vable en (a, b), entonces existe e E (a, b) tal que 

j'(c) = j(b~ =~(a). 

Demostración. Véase .[13], página 213. • 

2.3. Elementos básicos de análisis convexo 

Definición II.6 Sea Ce lRn y K e lRn entonces 

1. Un subconjunto e es llamado convexo si V x, y E e, y V tE [O, 1] 

tx + (1- t)y E C. 

2. Un subconjunto K es llamado cono V d E K A Vt 2:: O se tiene 

td E K. 

Definición JI. 7 Dado un conjunto C e IRn. Se dice que x es una combinación 

convexa de elementos de C si existen: pE N, {ti}f=1 e [0, 1] y {xi}f=1 e C tales 

que: 
p p 

2.:= tiXi = X 2.:= ti = 1 
i=l i=l 

Definición II.8 Dado un conjunto C e IRn no vacío, diremos que la cápsula con­

vexa de C, la cual se denotará como C0 (C), es la intersección de todos los conjuntos 

convexos que contiene a e. 

Observación II.l La cápsula convexa C0 (C) de un conjunto convexo C es tam­

bién convexa. Mas aún, la cápsula convexa de un conjunto e, es el menor conjunto 

convexo que contiene a C. 
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Definición II.9 Los hiperplanos son conjuntos definidos mediante: 

Donde p es un vector no nulo de ffi.n y~ E IR. Empleando la definición de conjunto 

convexo, se demuestra fácilmente que S es un conjunto convexo. Tomando x, y E 

S, por la definición de S, se obtiene que pr.x = ~ y pT.y = ~- Para cualq'uier 

>. E [0, 1], se obtiene: 

Definición II.lO Un conjunto e no vacío es un cono si X E e implica que ~X E e 
para todo ~ > O. Si además, C es convexo, se dice que es un cono convexo. 

Definición II.ll Sea C e ffi.n un conjunto convexo y x E C. El cono normal 

(cono de direcciones normales) en el punto x en relación al conjunto C es dado 

por: 

Nc(x) ={dE lRn j (d, x- x) ::; 0 \:fx E C} 

2.3.1. Conos asintóticos 

Definición II.12 Dado C e IRn convexo y no vacío, se llama cono asintótico 

(cono de recesión) al conjunto 

Coo = n Coo(a), 
aEC 

donde Coo(a) ={dE IR: a+ >.dE C, V>.> 0}. 

Los elementos dE Coo son llamados direcciones de recesión de C. 

Teorema II.9 Sea Ce IRn no vacío convexo y cerrado, entonces 

C00 (a) = C00 (b), \:fa, bE C. 

Además, Coo = C00 (a) = C00 (b) es cerrado. 

Demostración. Véase [6], página 10. • 

Proposición II.l Sea Ce IRn no vacío, convexo y cerrado, entonces Ces acota-

do, si y solo si, C00 (a) = {0}. 

Demostración. Véase [6], página 10. • 
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2.3.2. Funciones convexas y asintóticas 

Definición II.13 Sea f : IRn--+ IR, una función de valores extendidos, definimos 

al dominio efectivo de f, denotado por domf, a 

domf := {x E IRn: f(x) < +oo}. 

Definición II.14 f : IRn --+IR es propia si 

i) domf-=/= 0, 

ii) Vx E domf, f(x) > -oo. 

Definición II.15 Una función f: IRn--+ IR es llamada convexa si 

f(o:x + (1- o:)y) ~ o:f(x) + (1- o:)f(y), Vx, y E IRn y Va E [0, 1]. 

Se dice que f es estrictamente convexa cuando la desigualdad es estricta Vx, y E 

IRn tal que x-=/= y. 

se dice que f se fuertemente convexa con módulo 'Y > O, si: Vx y E IRn y V).. E 

(0, 1), f(>..x + (1- >..)y) < >..f(x) + (1- >.)f(y)- "f0:(1- o:) llx- Yll 2 

Se nota que una función fuertemente convexa es estrictamente convexa y una fun-

ción estrictamente conve.·z;a es convexa. 

Definición II.l6 f : IRn --+ IR es semicontinua inferior (sci) si V { xk} e IRn 

tal que lím xk = x se tiene que 
k-too 

f ( x) :S lím inf f ( xk) . 
k-too 

Definición II.17 f es llamado cerrado si es sci. 

Definición II.l8 X e IRn, X-=/= 0, definimos la función indicatriz de X como 

ó (xiX) = { 
0 

+oo 

52 X E X 

52 X (/.X. 

Definición II.19 El conjunto de nivel de una función f : IRn --+ IR, es dado 

por 

L¡(o:) = {x E IRn/f(x) :S o:}. 

18 



Definición II.20 El epígrafo de una función f : 1Rn -+ lR, es el conjunto 

epi(!)= {(.'r,A) E 1Rn X lR/f(x) ~.A}. 

Teorema II.lO Sea f : 1Rn -+ 1R una función, los siguientes enunciados son 

equivalentes: 

i) f es sci, 

ii) epi(!) es cerrado, 

iii) L¡ (a) es cerrado Va E lR. 

Demostración. Véase [6], página 16. • 

Definición II.21 Sea f función convexa propia sci. Se llama función asintótica 

(o función de recesión), a una cierta función, denotada por f 00 (o ¡o+ Rockafellar), 

tal que 

epi(foo) = (epi(f))oo· 

Proposición II.2 Sea f una función convexa propia sci, entonces foo es positiva­

mente homogénea de grado 1, es decir, 

foo(kd) = kfoo(d), \lk > O, 

foo(O) =O. 

Demostración. Véase [6], página 24. • 

Proposición II.3 Sea f: 1Rn-+ 1R convexa propia sci y a E dom(f), entonces 

foo(d) 
f(a + kd)- f(a) 

SUPk>O k 

l
, f(a + kd)- f(a) 
nn k 

k~oo 

1
, f(a + kd) 
liD k . 

k~oo 

Demostración. Véase [6], página 24. • 
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2.3.3. Conjugación y sub-diferencial 

Definición II.22 Sea f : lRn-+ lR, se llama conjugación (en el sentido de Fenchel) 

a la función siguiente: 

j*(x*) = sup [(x,x*)- f(x)], 
xE domf 

donde x* E lRn. 

Teorema II.ll Sea f una función convexa propia y sci, entonces, f* es convexa 

propia y sci. Además j** = f. 

Demostración. Véase [6], página 36. • 

Definición II.23 La función conjugación de la función indicatriz de C, es llamada 

función soporte de C. Se tiene entonces 

5*(x*IC) = sup[(x, x*)- 5(xiC)] = sup (x, x*). 
xEC xEC 

Sea C un conjunto no vacío, se llama cono barrera de C al conjunto K definido por 

K= {x*: 5*(x*IC) < +oo} = dom(o*(.IC)). 

Proposición II.4 Sea una función convexa propia y sci, entonces f 00 es la función 

soporte del dom(f*), es decir, 

foo(d) = 5*(didom(f*)). 

Demostración. Véase [6], página 44. • 

Definición II.24 Sea f : lR-+ lR una función convexa. Diremos que y E lRn es 

un subgradiente de f en el punto x E lRn si 

f(z);?:: f(x) +(y, z- x), Vz E lRn. 

El conjunto de todos los subgradientes de f en x, se llama subdiferencial de f en 

X y lo denotamos por oj(x). 
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Proposición II.5 Sea f una función convexa propia, y a E dom(f) entonces, 

a¡(a) =/= 0, si y solo si, a E int(dom(f)). 

Demostración. Véase [6], página 46. • 

Definición II.25 Sea f : 1R11 -t IR una función convexa, E > O, diremos qv.e 

y E lR11 es un E- sv.bgradiente de f en el punto x E lR11 cuando 

f(z) 2: f(x) +(y, z- x) -E, Vz E lR11
. 

Al conjunto de todos los E- subgradiente de f en x, denotado por ad(x), se llama 

E- subdiferencial de f en x. 

Observación II.2 o E a,j(x), si y solo si, f(x) ::; ínfzEIRn f(z) +E. 

Definición II.26 Se denomina vector gradiente al vector de derivadas parciales y 

se le denota por 

T (a¡ a¡ a¡ ) \7 f(x) = -a (a), -a (a), ... , -a (a) 
X1 X2 Xn 

Funciones convexas diferenciables 

Cuando una función convexa es diferenciable, se puede caracterizar a través de 

la gradiente, como se muestra en el siguiente teorema. 

Teorema II.12 Sea C e JR.n un conjunto convexo y abierto j : C ---7 lR una 

función diferenciable en C. Entonces las propiedades siguientes son equivalentes: 

(i) La función f es convexa en C. 

(ii) Para todo x E C y para todo y E e, f(y) 2: j(x) + (\7f(x),y- x). 

(iii) Para todo x E C y para todo y E e, (\7 j(x)- \7 j(y), y- x) 2: 0. 

Cuando la función f es dos veces diferenciable en C, las propiedades arriba también 

son equivalentes a: 

(iv) La matriz Hessiana de f es semidejinida positiva para todo punto de C: 

Demostración. Véase [12] 
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Funciones convexas no diferenciables 

Subgradiente y subdiferencial de una función convexa 

Definición II.27 Sea f una función convexa en IRn. El elemento x* E IRn es 

llamado subgradiente de f en x* si: 

f(z) 2:: f(x) + x*.(x- z), Vz E IRn 

Definición II. 28 El conjunto de subgradientes de f es llamado subdiferencial de 

f en x y es denotado por 8f(x). Si 8f(x) es no vacío, decimos que f es subdife-

renciable en x. 

Proposición II.6 Una función convexa f : IRn ---t IR es diferenciable es el punto 

x E IR si, y solamente si, el conjunto 8f(x) contiene un solo elemento. En este 

caso 8f(x) = {'Vf(x)}. 

Demostración. Véase [12] 

Proposición II. 7 Sean h, h, .... , fP son p funciones convexas de IRn en IRU { +oo}. 
p 

Si nri(dom(fi)) =/= rjJ entonces Vx E IRn, 
i=l 

8(h + h + .... + fp)(x) = 8f1(x) + 8f2(x) + .... + 8fp(x) 

Demostración. V éase[8] 

Proposición II.8 Sea f : IRn ---t IR U { +oo} 'una función convexa, entonces x 

minimiza f en IRn si, y solo si, O E 8f(x). 

Demostración. Véase [12] 

2.4. Optimización 

La Optimización Matemática es una línea de investigación de la Matemática Apli­

cada que estudia el problema: 

{ 

mzn 

s. a: 

f(x) 
(2.4.1) 

XE X. 

Donde f: X-+ IR es una función arbitraria y X es un subconjunto de IRn. 
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Definición 11.29 (Mínimo local y global) 

Sea f : X ~ 1Rn -----+ 1R una función definida sobre X. Un punto x E X es llamado 

un P'Unto de mínimo local de f sobre X si existe E > O tal que 

f(x) ~ f(x), Vx E X n B(x, E). 

El punto x E X es llamado punto de mínimo global de f sobre X si 

f(x) ~ f(x), Vx E X. 

Definición II.30 (Máximo local y global) 

Sea f : X ~ 1Rn -----+ 1R una función definida sobre X. Un punto x E X es llamado 

un punto de máximo local de f sobre X si existe E > O tal que 

f(x) 2:: f(x), Vx E X n B(x, E). 

El punto x E X es llamado punto de máximo global de f sobre X si 

f(x) 2:: f(x), Vx E X. 

Observación II.3 Todo problema de maximización puede ser expresado como un 

problema de minimización. En efecto, el problema 

es equivalente a 

g(x) 

X EX 

Teorema Il.14 (Teorema de minimización convexa). Sean X e 1Rn un conjunto 

convexo y f : X e 1Rn -----+ 1R una función convexa en X. Entonces todo minimizador 

local del problema (1.1) es global. Además, el conjunto de minimizadores es convexo. 

Si f es estrictamente convexa, no puede tener más de un minimizador. 
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Demostración. Véase [12], página 69. • 

Teorema Il.15 Sea f : X e ffin -+ ffi una función convexa. Supongamos que 

exista un>. E ffi tal que el conjunto de nivel L¡(>.) es no vacío y limitado, entonces 

L¡(>.) es limitado para todo t E ffi. 

Demostración Véase [12], página 140. • 

Teorema Il.16 (Condición de optimalidad para minimización de una función 

convexa en un conjunto convexo) 

Sean f : ffin -+ ffi una función convexa y e e ffin un conjunto convexo, entonces 

x E ffin es un minimizador de f en e si y solo si 

existe y E 8f(x) tal que (y, X- x) ?.: o, V X E e, 

o equivalentemente, 

o E 8f(x). 

Demostración. Véase [12], página 168. • 

Proposición II.9 Sea f convexa sci propia sobre ffin, entonces el conjunto míni­

mo de f es no vacío y compacto, si y solo si, 

foo(d) >O, Vd"/= O. 

Demostración.- Véase [17], página 265. • 

Proposición II.lO Sea f una función convexa de valor real en IR.n entonces los 

conjuntos de nivel L¡;M..n(a) no vacíos, tienen el mismo cono asintótico. 

Demostración.-

Sea a 1 y a2 satisfaciendo a1 :S a2, L¡,JRn(al) i= <j; 1\ L¡,JRn(a2) i= <j;. Sean A1 y A2 

denota los conos asintóticos de los conjuntos de nivel. 

L¡,JRn(a1) e L¡,Rn(a2), se sabe que A1 e A 2. 

Probaremos la otra inclusión: 

Sea y E A2. Tomemos x E L¡,JRn(al) e L¡,JRn(a2)· Dado>. >O, f(x +>.y) :S a2. 

Definamos la siguiente función g : ffi+ {O} ----+IR. definido de la siguiente manera 
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,\ 1-----1 g(>.) = j(x +>.y). 

Es no creciente. Sea (>.i)iEN una sucesión de números positivos que tienden a cero. 

Por la continuidad de j, de tal manera (g(,\i)iEN) = (J(x + AiY)iEN) convergen a 

j(x) cuando i tiende a +oo. 

Por lo tanto'\/,\ > O, allí existe un N>. algo semejante que para cualquier i 2 N>., 

f(x +>.y):::; f(x + ,\iy) y pasando límite f(x +>.y) :::; f(x):::; a1. 

Así x +,\y E L¡,JR.n(a1 ) como ,\ es arbitrario en IR+ {O} tenemos que y E A1 . La 

prueba este completa. • 

La proposición previa nos permite dar la siguiente definición: 

Una dirección asintótica de una función fes una dirección de un conjunto no vacío 

L¡,JR.n(a). 

Decimos que la función f no tiene direcciones asintóticas si el cono asintótico de 

todos los conjuntos no vacíos de f es igual a {O}. 

Proposición II.ll Sea una función f : IRn --+IR convexa, que no tiene direccio­

nes asintóticas. Entonces el ínfimo de f es finito. 

Demostración.-

Si f es continua, es suficiente para saber que los conjuntos de nivel no vacíos de f 

son compactos. 

Por hipótesis f no tiene direcciones asintóticas o equivalentemente, el cono asintóti­

co común de los conjuntos de nivel no vacíos deJes igual a {0}. Sabemos que cada 

conjunto de nivel está acotada. Desde que los conjuntos de nivel son cerrados, la 

prueba está completa. • 

Proposición II.12 Sea f : IRn --+ IR una función convexa, que no tiene direccio­

nes asintóticas. Sea (xi)iEN, una sucesión de puntos de IR.n tal que lím f(xi) = infj, 
t-+oo 

entonces: 

( i) La sucesión (xi)iEN es acotada. Cualquier punto de acumulación de esta suce­

sión es un minimizador de f. 

( ii) Si f tiene un único minimizador x, entonces la sucesión ( xi)iEN converge para 

X. 

25 



Demostración.-

(i) Para algún E >O sea a= inff +E 

Para cualquier i bastante grande, f(xi) :::; a o equivalentemente xi E L¡;JRn(a). Sino, 

por la suposición, f no tiene direcciones asintóticas y consecuentemente, L f,JRn (a) 

esta acotado. Por lo tanto la sucesión (xi)iEN esta acotada. 

Si x* es un punto de acumulación de esta. sucesión entonces x* = lím xik para. una. 
k-+oo 

subsucesión (xikhEN· Por la. continuidad, 

f(x*) = lím f(xik) = lím f(xi) = inff 
k-+oo 2-+oo 

( ii) La. sucesión está acotada. y este minimiza.dor es el único punto de acumulación. 

Por eso la. sucesión entera. (xi)iEN converge a. este punto. La. prueba. esta. completa. . 

• 
Comentario Note que si f tiene un minimiza.dor, entonces f no tiene direcciones 

asintóticas por que el conjunto de nivel es unitario, por lo tanto compacto. • 

Proposición II.13 Sea f, {h}iEI : JR(.n --+ JR(. funciones convexas, donde 1 es un 

conjunto arbitrario de índices. 

Asumamos que allí existe x0 E JR(.n que satisfaga fi(x 0 ) :::; O, Vi E J. Asumamos que 

no hay direcciones asintóticas comunes entre las funciones f y {fi}iEI. Entonces 

el ínfimo de f bajo las restricciones fi(x 0 ) :::; O, Vi E 1 es alcanzado. 

Demostración.-

Sea. e= {x E JR(.j fi(x):::; O, Vi E J}. 

El conjunto e es convexo y cerrado. Es no vacío por la. hipótesis. 

Sea. A= {x E JR(.jx E e 1\ f(x):::; f(xo)}. 

Note que A es convexo, cerrado y no vacío (x0 E A) una dirección asintótica. de A 

es una dirección asintótica. común de f y además de los {fi}iEI· Por la hipótesis, 

esta dirección asintótica. común es {0}. 

Por lo tanto A está acotado. La. prueba está completa.. • 
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2.5. Método de punto proximal 

Consideremos problema: 

f(x) 

Donde f : IR n --¡. IR U { +oo} es una función propia, semicontinua inferior y IR n 

es el espacio euclidiano con norma 11 · 11. El método del punto proximal (MPP) 

fue introducido por Martinet en 1970 para problemas de optimización convexa 

y posteriormente por Rockafellar para encontrar ceros de operadores monótonos 

maximales. El algoritmo punto proximal genera la sucesión xk e IRn de la siguiente 

manera: 

donde )..k es un número real que cumple 

(2.5.1) 

(2.5.2) 

(2.5.3) 

para algunos "3: > O (incluye los casos de )..k constante), y 11 · 11. Se puede mostrar 

que la sucesión generada por 2.5.1 y 2.5.2 converge para un minimizador de f. 

seguimos aquí un enfoque basado en la noción de la convergencia Fejér 

Definición II.31 una sucesión {yk}kEIN e IRn, es llamado Fejér convergente a 

un conjunto U ~ IRn, respecto a la norma euclidiana si: 

IIYk+l- ull :S: IIYk- ull; Vu E U, Vk;:::: O. 

Definición II.32 una función f: IRn --¡. IR se dice que es coerciva o coercitiva si 

lím g(x) = +oo 
llxii-Hoo 

Proposición II.l4 Si la sucesión {yk} kEIN es Fejér convergente en un conjunto 

U =/= 0, entonces {y k} k EIN es acotada. Si y es un punto en la frontera de la sucesión 

a lo largo de U entonces, 

lím yk =y. 
k-t+oo 
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Demostración.-

como { yk} k EIN es Fejér convergente, por la definición se tiene que: 

esto implica que: 

·-
Luego, se tiene que { yk} k EIN está contenida en una bola de centro u y radio IIY0 

-

uil, así { yk} kEIN esta acotada. Para la segunda parte, como y está en la frontera, 

entonces existe un subsucesión { yfk} fkEIN de { yk} kEIN que converge a y. Por otra 

parte, como {yk} kEIN es Fejér convergente y como y está en U entonces {IIYk- Yil} 

es decreciente y no negativa, así se tiene que la sucesión {IIY{- Yil} converge a 

cero. Entonces el conjunto de subsucesiones converge a cero. Así lím IIYk- Yll =O 
k-too 

concluyendo que lím y k = y. • 
k-too 

Teorema II.17 Sea f : JRn --+ JR convexa y continuamente diferenciable. Supon­

gamos que el conjunto de minimizadores de f en JRn es no vacío. Entonces la 

sucesión { xk} generada por: 

converge a un punto x* E U. 

Donde >..k son números reales que satisfacen: 

para algún ~ > O y 11.11 es la norma euclidiana. 

Demostración.-

(2.5.4) 

(2.5.5) 

(2.5.6) 

La demostración se divide en 4 pasos. El paso 1 se probará que { xk} está bien 

definida. En segunda instancia veremos que { xk} es Fejér convergente a U. En el 

tercer paso se establecerá que el factor lím (xk+l - xk) = O, la cual se usará en el 
k-too 

paso 4, donde se probará que el conjunto de puntos de la sucesión { xk} pertenece 

a U. De esta manera con los pasos desde el 2 hasta el 4, junto con la proposición 
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II.14, se obtiene la tesis del teorema. 

Paso 1.- La sucesión esta bien definida. 

En efecto, considere la recurrencia fk = f(x) + .Akllx- xkll2. Así f alcanza un 

mínimo, pues esta es acotada inferiormente, además que lím fk(x) = oo. Luego 
llxll--+oo 

como f es continua y la minimización en 2.5.5 reduce el problema a un conjunto 

compacto, se garantiza así la solución y por lo tanto f tiene un mínimo. Por otra 

parte, como f es convexa además con .Akllx- xkll2 es estrictamente convexa, en­

tonces fk es estrictamente convexa de esta manera se garantiza que el mínimo es 

único y que { xk+1 } son únicos, y por lo tanto, la sucesión está bien definida. 

Paso 2.- Veamos que llxk+l- xW ::; llxk- xll2- llxk+l- xkll2, \fk 2:: o y todo 

xEU. 

llxk - xk+l + xk+l - xll2 

llxk - xk+l w + llxk+l - xll2 + 2 (xk - xk+l, xk+l - x) (2.5. 7) 

Luego, como xk+1 resuelve 2.5.5, se tiene: 

O \l fk(xk+l) 

\lf(xk+l) + 2.Ak(xk+l- xk), de donde 

-:k \l f(xk+l). (2.5.8) 

Así de 2.5. 7 y 2.5.8, se tiene que: 

llxk- xW- llxk+l- xkll2- llxk+l- xW = 2 (xk- xk+l, xk+l- x). 

=:k (\lf(xk+l),xk+l -x) 

2:: ±[f(xk+l)- f(x)] 2:: O. (2.5.9) 

Dado que x es el minimizador de f. Por lo tanto, de la última desigualdad 2.5.9, 

obtenemos lo deseado. 

Paso 3.- Veamos ahora que: 

lím (xk+l - xk) = O. 
k--+oo 

(2.5.10) 

Del caso anterior 
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Así, { 11 xk - xll} es decreciente, y es acotada pues al ser decreciente 

por tanto tenemos que converge. 

para cada k 2: O 

y así 

lím llxk+l- xll2 = lím (llxk- xll2- llxk+l- xW) =O. 
k~+= k~+= 

Luego, 

lím llxk+l- xll2 =O 
k~+= 

Paso 4.- { xk} tiene puntos frontera y todo ellos pertenecen a U. 

La existencia de los puntos fronteras están garantizando el paso 2, siendo más 

explícitos, se puede observar que {xk} es Fejér convergente a un conjunto U y por 

la primera parte de la proposición II.14 tenemos que {xk} es acotada y así queda 

garantizada la existencia de puntos frontera de la sucesión. Sea x un punto clausura 

de la sucesión {xk} y tomemos {xfk} una subsucesión de {xk}, tal que lím xh = x. 
k~= 

por 2.5.8 

(2.5.11) 

Luego por el caso 3 lím xfk+l = lím xh = x. Así, tomando límite en la igualdad 
k~= k~= 

2.5.11 cuando k -+ oo, usando )..k :S 3: y además que f es continuamente diferen-

ciable, tendríamos \7 f(x) =O, por convexidad de j, x E U. 

De esta forma por los casos 2; 4 y la proposición II.14 segunda parte, existe x* E U 

tal que 

x* = lím xk. • 
k~= 

Este teorema es la versión clásica de la convergencia del Método de Punto Proxi­

mal. Inicialmente, en 1965, Moreau [18] ofrece esta regularización, concretamente 
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propone la siguiente función: 

1 
F(y) = argminxEIRn{f(x) + 2llx- YW}, 

que luego es modificada por Yosida, agregando el parámetro). convirtiéndose en la 

regularización Moreau -Yosida, conocida por la expresión siguiente: 

Observe que el Método de punto proximal clásico sustituye el parámetro ). por una 

sucesión {>.k} acotadas y de números positivos. 

Nuestro trabajo de investigación tiene el siguiente problema de interés: 

{ 

min 

(P) s. a: 
J(x) 

X 2: O. 

Donde f: IFC-+ IR y x E IR~+· Daremos una motivación de problemas que pueden 

ser formuladas en la forma ( P) 

2.5.1. Motivación 

Problemas de la forma (P) se pueden obtener de diversas aplicaciones. Presen­

taremos un ejemplo relacionado al problema de control óptimo. 

Sea 11 e IRn un conjunto abierto y acotado. Considere el siguiente problema de 

optimización, denominado "el problema de control restricto". 

(P
1
) { min J(u) = ~ IIY- Ydlli2(f1) +% llu- udlli2(f1) 

s. a: u E F, 

donde, W, Yd, ud, E L2 (1l), son funciones dadas, F = {u E L2 (1l) : u(x) ::; W (x), x E 11}, 

y y= y( u) E HJ(Il), es la solución débil de la ecuación de Poisson 

-!1y =u. 

La función y se denomina "estado" y u es la "variable de control". El objetivo es 

minimizar la distancia al estado de control deseado Yd (por ello el subíndice d), 

sujeto a algunas restricciones sobre la variable de control. El término de penalidad 
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en la función objetivo, ~ llu- udll~2 , es una regularización estándar donde ex > O, 
(11) 

es el parámetro de regularización. Tomaremos para el caso bidimensional S1 = 

(0, 1) x (0, 1) e JR?, en el problema de minimización (P1). Así tenemos 

¡ min J(u) = ~ IIY- Ydll~2(fl) + ~ llu- udll~2(fl) 
(P2) s.a -t::.y =u 

u:; w. 

Aproximaremos la solución de la ecuación de Poisson mediante el método de dife­

rencias finitas usando el esquema de los 5-puntos para la aproximación del lapla-

ciano. 

Discretizaremos el dominio S1 = (0, 1) x (0, 1), para esto subdividimos a S1 en cua­

drados de lados iguales con puntos { (xi, yj) = ( ih, ]h) : i, j = O, 1, 2 ... N, N E IN} 

con h = ~,para algún N E IN. 

Donde se tendrá el lado de cada cuadrado 

1- o 
t::.x = t::. Y = ---¡;¡-. 

La aproximación de 5-puntos del laplaciano es: 

Denotemos, y(xi, Yj) = Yij y 

Reemplazando en la ecuación de Poisson obtenemos siguiente sistema: 

Expresando matricialmente: 

donde: 

(2.5.12) 
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B I o o -4 1 o o 
I B I 1 -4 1 

A= B= 
I 1 

o o I B o o 1 -4 
(N-1) 2 x(N-1) 2 (N-1)x(N-1) 

Y= (Yij), u= (uij), g E ]i,,f(N-1)
2
x\ es la matriz columna cuyos elementos son 

los puntos de la función y, evaluados en la frontera de D. Por hipótesis, y E-HJ(D), 

es decir, y(x) =O, \::IX E 8(D) de esto sigue que g =O (matriz columna nula). 
1 

Luego en ( 1) tenemos Ay = - N
2 
u, esto es: 

N 2Ay =-u. (2.5.13) 

Pero se sabe que 'l1 (x) 2: u(x), V x E S1. Así 

Denotando 'll(xi, yj) = 'llij, se tiene 'l!ij 2: Uij· Sea 'l1 E ll'vf(n-1)
2

x 1 cuyas componen­

tes son 'l!ij entonces, 'l!- u 2: O y reemplazando (2) tenemos finalmente la ecuación 

de Poisson discretizada 

Veamos un caso particular donde 

Yd = isen(21rx)sen(21ry)e2x 

Ud= 0 

'l1 =o 
a= 10-2 . 

Reemplazando en (P2) obtenemos 

(2.5.14) 

¡ min J(u) =~In (y(x, y)- isen(27rx)sen(27ry)e2x) 2dxdy +~In u(x, y) 2dxdy 

(P3) s. a: -b.y =u 

u::::; o. 

Aproximando las integrales dobles mediante sumatorias se tiene, 

i y(x)dX = ¡1 ¡1 

y(x, y)dxdy ~ t t Yijb.xb.y. 
n o o i=1 j=1 
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De la discretización de la ecuación de Poisson, z = -u = N 2 Ay, se tiene y = 

zN-2 A- 1 , y reemplazando la aproximación de la integral por sumatorias en (P3), 

obtenemos el siguiente problema de optimización. 

(P
5

) { min I:Z~1 I:7=1[J2 (aij)Zij- (Yij)dj2t::.xl::.y +% I:~=l 2::7=1 zljt::.xl::.y 

s.a: z2:0, 

donde esta última función objetivo depende únicamente de z, lo cual se puede 

escribir como el problema de optimización deseado, esto es: 

{ 

m~n 
(P) s. a : 

f(z) 
z 2: O. 

2.5.2. rp - divergencia 

Sea: cp : 1R ---t ( -oo, +oo] una función convexa propia y cerrada, tal que, 

domcp ~ [O, +oo), y que cumple las siguientes propiedades: 

( cp 1) cp es dos veces continuamente diferenciable en int( domcp) = (O, +oo). 

( cp2) cp es estrictamente convexa en su dominio. 

( cp3) lím cp' ( t) = - oo. 
t-+O+ 

(cp4) cp(1) = cp'(1) =o y cp"(1) >o+. 

Denotamos por <I> las clases de funciones que satisfacen ( cp 1) - ( cp4). 

Proposición II.15 sea cp E <I> 

1. cp(t) 2: O y cp(t) =O si y solo si t = 1 

2. cp( t) es decreciente en (O, 1) y creciente en ( 1, +oo) 

3. lím cp(t) = +oo 
t-++oo 
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Demostración.-

Sea <p E <I> cualquiera, por ( <p4) se tiene que <p( 1) = O es un mínimo local de <p y 

junto con (<p2) tenemos que <p(1) es un mínimo global de <p, así de 1 y 2 se cumplen 

pues dom(<p) = (0, +oo]. Por 2 y por (<p2) se obtiene 3. • 

Introduciremos dos sub clases de núcleo <p : 

<I> 1 := {<p E <I>, existe M> O tal que <p"(t) :=:;M, Vt 2:: 1}. (2.5.15) 

<I>z := {<pE <I>; <p"(1)(1 -l) :=:; <p'(t) :=:; <p11 (1)(t- 1), Vt >O}. (2.5.16) 

Veamos tres funciones para estas clases de núcleos (que pertenezcan a <I> 1 n <I>z.) 

Ejemplo 11.1 Sea 

véase la figura 

7 

6 

5 

4 

3 

2 
i 
1 

\ 

o 
o 

<p1 (t) = -logt + t- 1, dorrv.p = (0, +oo). 

... / 
···········.····················/··· 

·~. . . 

. ·:·.. . .. : .......... ·:· ....... : .. 

. . 
. 
. 
. 

. . . . ....... .:- ........ : ... . 
. ~· . 
. --------- . 

~ 
.. 

2 

. 

. 

3 

Figura II.1: Figura 1 

4 5 6 

35 

7 



Se verifica que c.p1 E <I>. En efecto, 

c.p~ ( t) 
1 

1-­
t 

1 
c.p~ ( t) = t2 . 

Así tenemos que 

i c.p es dos veces continuamente diferenciable en (0, +oo) . 

ii c.p~ ( t) > O, Vt E domc.p1 , c.p1 es estrictamente convexa. 

1 
iii lím c.p~ (t) = lím(l - -) = -oo. 

t-+0 t-+0 t 

iv (¡?1 (t) =O= c.p~(t), y c.p~(t) >O. 

Por lo tanto, c.p 1 E <I>. 

Veamos ahora que 'P1 E <l>1 n <l>z. 

En efecto, 

t 
1 
t2 

c.p~ ( t) 

> 

< 

< 

1 

1 

1, de esto sigue: 

c.p E <I>, existe M= 1 > O, tal que c.p~(t) :S 1, Vt 2 l. Esto es c.p1 E <I> 1 . 

Desde que c.p~(1) = 1, tenemos 

Así mismo para todo t > O tomemos dos casos, 

primer caso 

t :S 1 =} (t- 1) :S o 
1 

De ambas desigualdades tenemos, 
1 

(t- 1)1 2 t(t- 1) de esto queda: 

1 < -. - t 

(2.5.17a) 

36 



1 
1--<t-1. t -
Segundo caso t > l. de manera similar: 

1 
(1- t) :S <p~(l)(t- 1), Vt > O. 

De 2.5.17a, 2.5.17b y <p1 E ~. Finalmente tenemos: 

1 1 
<p1 E ~, <p~ ( 1) ( 1 - t) :S ( 1 - t) :S <p~ ( 1) ( t - 1), 'tft > O. 

Así <p E ~2 . de esto se sigue que: 

<p1 E ~1 n ~2· 

Ejemplo II.2 considere 

<p2 (t) = t log t- t + 1, dom<p2 = [0, +oo ). 

véase la figura 

6 

5 

4 

3 

2 

2 3 4 

Figura II.2: Figura 2 

Se verifica que <p2 (t) E ~. En efecto, 

1 
/ 

/ 

5 6 

(2.5.17b) 

7 

37 



(i) 'P~(t) = logt y 'P~(t) =¿.Así (¡?2 es dos veces continuamente diferenciable en 

(0, +oo) . 

(ii) 'P~(t) >O, 'tft E int(dom'P2 ); (¡?2 es estrictamente convexa en (0, +oo). 

Probaremos que (¡?2 es estrictamente convexa en t1 = O y para t2 =/= O, es decir 

(.At2) log(.At2) - (.At2) + 1 < .At2log t2 - .At2 + 1 +.A- .A, 

'P2(.At2) < .A(t2logt2- t2 + 1) + (1- .A), 

'P2(.At2) < A'P2(t2) + (1- .A)'P2(0). 

Análogamente podemos probar que, 'Pes estrictamente convexa para t2 =O 

y t1 =/= O. Así se tiene que, (¡?2 es estrictamente convexa en su dominio. 

(iii) lím 'P~(t) = lím (log(t)) = -oo. 
t-+0 t-tü+ 

(iv) 'P2(1) =O= 'P;(1) y 'P~(1) >O. 

De esto sigue que: (¡?2 E <I>. 

Ahora probaremos que 'P2 E <l>1 n <l>2. 

En efecto, para todo t 2: 1 se tiene 'P" ( t) 

'P2 E <l>1. 

1 
- < 1 = Af, de esto se sigue que: 
t 

Veamos ahora que (¡?2 E <I> 2 , 'tft > O. Se presentará los siguientes casos: cuando 

O < t :S 1 y para 1 2: t 
1 . 

(a) Para O < t :S 1, se tiene que 1 :S - entonces por Teorema del Valor Medw, 
t 

existe una constante M tal que 

1 1 1 1 
log t = M ( t- 1) con, 1 <M< t. 

De esto sigue, logt = ir(1- f). Como 1 <M<~, entonces de 1- i <O, se tiene 
t 

en consecuencia 

1 1 
(1- t) > M(1- t ), 

1 
log t > (1- - ). 

t 
(2.5.18a) 
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De manera similar, para t - 1 < O sigue 

1 
(t- l)M > -¡(t- 1), 

de donde se tiene 

(t- 1) > logt. (2.5.18b) 

. 1 
De 2.5.18a y 2.5.18b se s1gue (1 - t) < log(t) < (t - 1), O < t :::; l. (b) 

Para t > 1, por Teorema del Valor Medio 3]11 > O tal que logt = ~(t- 1) con 

1 < M < t. Para 1- t > O, se tiene logt > (1- t), También, con t- 1 > O se 

tiene (t- 1) > logt. De estas dos últimas desigualdades: 

1 
( 1 - t) < log t < ( t - 1), t > l. 

Entonces de (a) y (b) se sigue que, !.p2 E <P2. 

Así se tiene que !.p2 E <P1 n <P2. 

Ejemplo 11.3 sea ~.p3 (t) = 2( Jt- 1) 2 , domt.p = [0, +oo). véase la figura 

7.------.------~------.-------.------,-------.------· 

6 

5 

4 

3 

2 
i 

1 ~ 

2 3 4 5 6 

Figura II.3: Figura 3 

l. t.p~(t) = 2 (1- ~) y t.p~(t) = 
diferenciable en (0, oo). 

1 
t3/2. Así t.p3 es dos veces continuamente 
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2. ¡p~(t) >O, 'lit E int(dom¡p3 ), ¡pes estrictamente convexa en (0, +oo). Proba­

remos que ¡p es estrictamente convexa en t 1 = O y para t2 =/= O, es decir 

¡p(>-.t2) < (1- >-.)¡p(O) + )..¡p(t2), con O<).. < l. 

).. < 1 =? )..t2 < 1t2, 

V>:t; < Vt;, 

1-).. + )..t2- 2>-.v't; +).. > 1 + )..t2- 2J):t;, 

2(1- )..) + 2)..( Vtzl1)2 > 2( J):t;- 1)2, 

(1- >-.)so(O) + >-.¡p(t2) > so(>-.(t2)). 

Análogamente, 1,0 es estrictamente convexa en t2 = O y t1 =/= O. Así ¡p3 es 

estrictamente convexa en su dominio. 

3. lím¡p~(t) = lím (1- ~) = -oo. 
t--tO t--tO+ y t 

4. 'P3(t) =o= so~(t) y so~(t) >o. 

Tenemos ¡p3 E <P. Probaremos que ¡p3 E <P1 n <P2. En efecto, para todo t :2' 1, se 

puede notar que 'P3 E <P1. 

Vamos a demostrar que ¡p3 E <P 2. Dado ¡p~(1) 1, tenemos que probar 'lit > 

O; (1- 1/t) :S ¡p~(t) :S (t- 1). 

(a) Encontraremos la 1ra desigualdad, es decir, 

'lit> O; (1- 1/t) :S ¡p~(t). 

o < t :::; 1, o < vt :::; 1, ==? 1 - vt :::; o, 

Cuando 

2(1- 1/vt) :2' (1 + 1/vt)(1- 1/vt), 

2(1- 1/vt) :2' (1- 1/t). 

t :2' 1, 1 :2' 1/vt, 1- 1 vt :2' o, 

2 > 1 + 1/vt, 

2(1 - 1 vt) :2' (1 - 1/t). 
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Entonces, 'í!t >O, 2(1- 1yt) ~ (1- 1/t). 

(b) Ahora la 2da desigualdad es decir, 'ílt > O; ( t - 1) ~ <p~ ( t) 

o< t::; 1, .Jt::; 1 Vt::; 1 

====} 1-Vt<O 

Vt- 1 ~ (1- 1/Vt) 

usando vt-1S0y Vt+1S2 

t- 1 ~ (1- 1/Vt.) 

Entonces, 'í/t > O, 2(1 - lyt) ::; (t- 1). 

Con lo cual concluye la prueba de los ejemplos. 

Definición II.33 Si <pE~' entonces la aplicación d :IR~+ --t IR, definida por 

se dice que es una <p-divergencia 

Proposición II.16 Son ciertas las afirmaciones: 

2. dr.p(x,y) =O si y solo si x =y 

3. El conjunto de nivel de dr.p(-, y) están acotados para todo y E IR~+ 

4. El conjunto de nivel de dr.p ( x, ·) están acotados para todo x E IR~+ 

5. dr.p(x, y) es con]'u.ntamente convexa en x, y y estrictamente convexa en x 

6. lím dr.p(y, yk) =O si y solo si lím yk =y. 
k-too k-too 

De los ejemplos anteriores se obtiene las distancias respectivas 

'P1 ( t) = t - log t - 1, entonces dr.p2 ( x, y) = dr.p1 ( x, y) 

<p2 (t) = tlogt- t + 1, entonces dr.p2 (x,y) = t (xj log Xj + Yj- xj) 
j=l YJ 

n 

<p3(t) = (yt -1)2
, entonces dr.p3 (x,y) = L)JXJ- v1fj) 2 

j=l 
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2.5.3. Método de punto proximal con 'P-divergencia 

El problema de nuestro interés en 

{ 

mzn 

(P) s. a: 

j(x) 
(2.5.19) 

X ;:: O. 

con f : IRn ---+ IR convexa, el método de punto proximal con distancia 'P divergencia 

para problemas 2.5.19 genera la sucesión xk e IRn dado por 

(2.5.20) 

(2.5.21) 

con Ak satisface O < Ak ::; 3: para algunos 3: > O. La condición de optimalidad para 

2.5.21, afirmamos que uk E 8j(xk+l) con uJ = -Ak'P' ( x!;1

). Si fes diferenciable, 

xk+1 es la solución x del sistema 

V f(x); + .\<p' ( :J) ~O (2.5.22) 

2.5.22 es un sistema no lineal de n ecuaciones con n variables x1 , · · · Xn· cuando 

2.5.19 tiene solución, el problema de minimización 2.5.21 se reduce a subconjuntos 

compactos (lím tp(t) = oo) por las condiciones impuestas sobre 'P y así segaran-
t-+oo 

tiza la existencia de xk+1. La unicidad de xk+1 , sigue de la convexidad de f y la 

proposición (II.16)5, lo que permite probar que está bien definida la sucesión, sin 

embargo, la prueba de convergencia es mas dura Véase [9], debido a que la suce­

sión no es Fejér convergente, extendemos la noción de Fejér convergente a casi-Fejér 

convergente. 

Definición II.34 la sucesión {yk} e IR~+' es casi-Fejér convergente al conjunto 

U e IR~+' con respecto a la 'P divergencia d'P, si para cada u E U; existe una 
+oo 

sucesión { Ek} e IR++ tal que: L Ek < +oo y para todo k ;:: O, 
k=O 

Proposición II.17 si {yk} e IR~+ es casi-Fejér convergente a U e IR~+' con 

respecto a la t.p-divergencia d'P, entonces {yk} es limitada. Si un punto clausura y 

de {yk} pertenece a U, entonces y= lím yk 
k-too 
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los resultados del método punto proximal y cp divergencia se pueden encontrar 

en [10] 

Proposición II.18 La sucesión generada por el algoritmo del punto proximal con 

c.p divergencias está bien definida y conteráda en ffi~+. Más aún u k E 8 f ( xk+l) 

para todo k 2: O. 

Proposición II.19 Para todo k 2: O se tiene que: O~ Akd<p(xk+l, xk) ~ Akd¡p(xk, xk) ~ 

f(xk)- f(xk+l) donde V3(t) = (1- t)cp'(t) 

Corolario II.2 1. la sucesión {f ( xk} es decreciente y convergente. 

00 

2. L Akd¡o(xk+l, xk) < oo 
k=O 

(
xk+l) 

3. lím xjcp ~ =O, para todo j = 1, ... , n 
k--t+oo xj 

Proposición II.20 Si la sucesión { xk} converge a x* y s2 se cumple: (i) f es 

C1 (ffi~) o (ii) 3z E T tal que I(x*) e I(z) entonces x* E T; donde T = {x / x es 

solución óptima} y I(x) = {j E {1, ... n}: Xj = 0}. 

Teorema II.18 Si la sucesión {yk} es casi-Fejér convergente a un conjunto no 

vacío V, entonces {yk} es acotada y {d(v, yk)} es acotado para todo vE V. 

El resultado final en [10] que demuestra la convergencia del método es el siguiente: 

Teorema II.19 si se cumple cv.alquiera de las siguientes condiciones: 

1. la sucesión { xk} tiene puntos l{mite. 

2. el conjunto T es acotado. 

3. Existe sol'ución z del problema primal 2. 5.19 tal que { xJ} es acotada, para 

aquellas componentes tales que Zj > O. 

4. c.p'(t) ~ cp"(1) logt para todo t > O. 

5. x0 es suficiente cercano a la solución z* del problema 2. 5.1 9. 

Entonces la sucesión {xk} generada por 2.5.21 converge. Más aún bajo cualquiera 

de las condiciones 3, 4, ó 5 o si fes C1 (ffi~), cualquier punto Hmite de la sucesión 

es una solución del problema 2. 5.19 
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2.5.4. Método punto proximal con distancia homogénea de 

orden dos 

Ahora tomamos un 'P E <P y definimos d'P para x, y E lR~+ por: 

(2.5.24) 

La función d'P satisface las siguientes propiedades 

d'P es una función homogénea de orden 2 

'í!(x, y) E lR~+ x lR~+ tenemos 

d'P(x, y) ~O, 
(2.5.25) 

d'P(x,y)=O siysolosi x=y 

Esquema de Iteración Básica (EIB) Dado 'PE <P, x0 E lR~+ E~ O, y A.k > O. 

El esquema genera la sucesión { xk} E lR~+ que satisface: 

A. gk + <P'(xk-l xk) = O 
k ' ' 

donde 

(2.5.26) 

(2.5.27) 

(2.5.28) 

Obtendremos tres relaciones importantes los que serán útiles para nuestro análisis 

de convergencia estos son. 

A.k(f(xk) - f(x)) ~ ( x- xk, ¿p' (xk-l, xk)) + AkEk· 

j(x) + Xj; 1d'P(x, Xk-l) ~ j(xk) + Xj; 1d'P(xk, Xk-l)- Ek, 'ífx E lR~+· 

J(xk-l) - f(xk) ~ A.¡;ld'P(xk, xk-l) - Ek· 

j(xk-l)- j(xk) ~ X¡;ld'P(xk, Xk-l)- Ek· 

Definición II.35 

E- argminF(x) = {z: F(z) ~ ínf F +E}. 

(2.5.29) 

(2.5.30) 

(2.5.31) 
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Donde F es conocida y E 2:: O y sea 

(2.5.32) 

De esto se sigue que el Esquema de Iteración Básica, no es otra cosa que una versión 

aproximada del método proximal, en el sentido que: 

xk E Ek- argmin H(x). 

En efecto, sea { xk} generada por el EIB, probaremos que xk E argminFk(x). 

De (2.5.30) tenemos 

entonces 

Así, se tiene 

f(x) + >-.¡;ldcp(x,xk-l) 2:: f(xk) + >-.¡;ldcp(xk,xk-l)- Ek, 

Fk(x) 2:: H(xk)- Ek 

ínf Fk(x) 2:: Fk(xk)- Ek, 

Fk(xk) :::; ínf H(x)+t:k· 

{ xk} E Ek-argmin H(x). • 

En adelante escogeremos una opción específica para la función rp. 

Dado J.L > O, v 2:: O, parámetros fijos, h E <I> se define: 

rp(t) := j.Lh(t) + ~(t- lf (2.5.33) 

Nuestra primera clase de algoritmo es: 

Método Proximal Interior(MPI) 

Tomamos J.L = 1, v = O en (2.5.33) 

rp =hE <I>, y { xk} generado por el EIB. 

y la segunda es la siguiente: 
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Método Proximal Interior Regularizado(MPIR) 

Tomamos h E <P 2 en (2.5.33) con 

V 2: j.th"(1) > 0 

y { xk} generado por el EIB. 

EL MPI incluye el algoritmo estudiado por Tseng y Bertsekas(1993) y Ben-tal y 

Zibulevsky (1997). Pero también permite la minimización inexacta. El MPIR apa-
·-

rece completamente nuevo y se mostrará que posee propiedades más fuertes. La 

motivación para el (MPIR) es que el núcleo h es usado para forzar que las itera­

ciones, dadas en el MPI, permanezcan en el interior de la región viable. Mientras 

el uso del núcleo cuadrático (t- 1)2 en d'P, nos lleva a un término de la forma 

llx- Yll 2
, siendo este el usual término usado en "regularización". 

En el MPIR los parámetros J.L, v siempre se asumirá que se cumple la relación: 

V 2: j.th
11 

(1) >O. 

Ahora estudiaremos el análisis de convergencia 

Lema II.l Sea {vk}, y {¡3k} sucesiones de números reales no negativos, que cum­

plen: 

00 

2. Lf3k <OO. 

k=l 

EntOnces, la sucesión { vk} es convergente. 

Prueba. Como ¿;:1 ¡3k < oo entonces ¡3k-+ O, es decir, 

VE > O, 3N0 E JN, tal que Vk > N 0 se tiene ¡3k < E. 

Ahora como vk+l ::; vk + ¡3k tenemos que Vk 2: N0, 

Así, Vk 2: No, vk+l ::; vk· Definimos 
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Se tiene que existe k0 , vko < v +E, k0 ~ N0 como k ~ ko ~ N0 

=? vk ::; vko < v + E, además de v ::; vk sigue v - E < v ::; vk 

de eso sigue v - E < vk < v + E. Por lo tanto 

Es decir {vk} es convergente. • 

Lema II.2 Dados {Ak} v.na sv.cesión de números positivos, { an} v.na sv.cesión de 
n n 

números reales y bn := iJ;;:- 1 L Akak, donde iJn := L Ak. Si iJn --7 oo entonces 
k=l k=l 

1. lím inf an ::; lím inf bn ::; lím sup bn ::; lím sup an· 

2. Si lím an = a < oo, entonces lím bn = a. 

Demostración. Para (1) se tiene 

bn = A1a1 + A2a2 + ... + Anan 
>-1 + >-2 + ... + >-n 

Definamos 

a= supan· 

Entonces se tiene: 

Sumando de í = 1 hasta n y como a es supremo sigue bn < an. Además Por 

propiedad de lím sup, 

lím sup bn ::; lím sup an. (2.5.34) 

Ahora definamos a' = ínf an· Entonces se tiene: 

Sumando de í = 1 hasta n y como a es ínfimo sigue an ::; bn. Por propiedad de 

lím ínf se tiene: 

lím inf an ::; lím inf bn. (2.5.35) 

Se sabe que 

lím inf bn ::; lím sup bn (2.5.36) 
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De 2.5.34, 2.5.35 y 2.5.36 obtenemos el resultado. 

lím inf an :S lím inf bn :S lím sup bn :S lím sup an. 

Para (2), se tiene que lím an = a < oo entonces 

lím inf an = lím sup an = a, 

usando la prueba anterior se obtiene el resultado 

lím an = lím bn = a. • 

A lo largo de esta sección asumiremos la siguiente hipótesis del problema (P): 

Hl 

Lema II.3 Sea xk-l E IR!;_+, A > O y Fk definida en {2.5.32}, bajo una de las 

siguientes hipótesis: 

{i) El conjunto óptimo X* es no vacío y compacto, 

{ii) r.p es cofinito, es decir, r.p00 (d) = +oo, para todo d -=/= O (aquí l.fioo denota la 

función de res eción de r.p), 

existe un único yk E JR~+ tal que 

(2.5.37) 

(2.5.38) 

Teorema II.20 Sea { xk} una sucesión generada por MPI. Donde, "X > Ai 2: >. > 

o, 
00 

L Ek < oo, y el conjunto óptimo es no vacío y compacto, entonces 
k=l 

1. Existe un único yk E JR~+ tal que 
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2. La sucesión es limitada, minimizante y todo punto límite de la sucesión es 

una solución óptima. 

Además tenemos: 

lím inf gf 2:: O, lím gfx~ = O, Vi = l...p. 
k-too k-too 

(2.5.39) 

Para nuestro análisis de convergencia. de MPIR comenzaremos con el siguiente lema. 

Lema 11.4 Sea hE <1? 2 , rp(t) = J.Lh(t) + (v /2)(t- 1) 2
, con v 2:: J.Lh"(1) >O y 

e := (v + J.Lh11 (1) /2). (2.5.40) 

Para algún a, b E IR~+ y e E IR~, tenemos 

1 1 
) 2 2 \e- b, <T? (a, b) ::; B(llc- all - llc- bll ), (2.5.41) 

donde <T?' (a, b) es definido en (2. 5. 28). 

Demostración. Sea tj = bj/aj· Desde que hE <1? 2 , tenemos 

h'(tj) ::; h"(1)(tj- 1), 

luego multiplicando por ajcj 2:: O, '1/j = l...p, se tiene: 

(2.5.42) 

Así mismo, se tiene 

-h(tj) ::; -h"(1)(1- t
1
), Vtj >O, j = l...p. 

J 

Multiplicando la. expresión anterior por, ajbj 2:: O, y de 2.5.42 se tiene: 

cjajh'(;)- ajbjh'(:j)::; h"(1)cj[bj- aj] + h"(1)aj[aj- bj]· 
J J 

Multiplicando por f.L, luego sumando cjbjv(~1 - 1)- ajbjv(~i - 1) adecuadamente, 
J J 

sigue: 

c-a (J.Lh'( bj )+v( bj -1))-a ·b ·(J.Lh'( bj )+v( bj -1)) ::; J.Lh"(1)c [b·-a ·]+J.Lh"(1)a [(a ·-b ·)]+ 
J J a· a· J J a· a· J J J J J J 

J J J J 
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b b. 
+cjajv( _}_- 1)- bjajv( _}_- 1). 

aj aj 

Ahora desde que 'P(t) = ¡_th(t) + (v/2(t- 1)2
), tenemos 

'P'(t) = ¡_th'(t) + v(t- 1). 

Reemplazando 'P'(t) en la desigualdad anterior y sumando de j = 1 hasta hasta p 

Se tiene, 

(e- b, ~'(a, b)) :s; ¡_th"(1) (b- a, e- a)+ v (b- a, e- b). 

Donde~', esta definido en (2.5.28). Usando las siguientes identidades 

1 
(b- a, e- a)= 2(11c- aW -llc- bW + llb- a!l 2

), 

(b- a, e- b) = ~(llc- aW -llc- bW -llb- aW). 
2 

Se obtiene el resultado, 

(e- b, ~'(a, b)) :S 6'(11c- all 2
- llc- bll 2

). • 

Teorema 11.21 Sean {>.k} una sucesión arbitraria de números positivos, an ·-
n 

L >.k y { xk} una sucesión generada por MPIR, entonces 
k=l 

(i) existe un único yk E IR~+ tal que se cumple (3.1) y (3.2). 

n 

(ii) f(xn)- f(x) :S 6'a;;1 llx- x0 ll + a;;1 L akEk, VA. E IR~. 
k=l 

n 

(iii) Si an --+ oo y Ek --+ O entonces lím inf f(xn) = f*. Además si ~ Ek < oo, 
n-too ~ 

k=l 
entonces f(xn)--+ f* = ínf f(x), x E IR~ si f* es finito. 

00 

(iv) Si X* =f. 0, an--+ oo, y LAkEk < oo, entonces la sucesión {xn} converge 
k=l 

para la solución óptima de (P ). Además, si >..k ~ >.. > O entonces, la relación 

(3.5) cumple. 

Para ver las pruebas de estos lemas y teoremas y para más detalles sobre la distancia 

homogénea de orden dos, se puede ver [1 J y [4] 
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2.6. Métodos proximales basados en núcleos ho-

mogéneos de orden r 

Considere 
m in f(x) 
s. a: X~ 0. 

Donde f: lRn -t lR y x E IR~. 

Nuestro trabajo de tesis consiste en analizar el método de punto proximal con 

distancia homogénea de orden r, para resolver el problema (P), cabe resaltar que 

en esta parte del trabajo tomaremos y analizaremos las distintas propiedades y 

teoremas dados en el método de punto proximal de orden dos, para el caso de MPI, 

pero esta vez induciendo la nueva distanciar-homogénea y de este modo concluir 

con la convergencia de una solución óptima del problema (P) 

2.6.1. Métodos proximales con distanciar-homogéneas 

1) Motivación del Algoritmo 

xk = argmin {J(x) +:k d'P (x,xk-l): x ~O}. 

Donde 
n 

d'P(x,y) = LY.i'P(xj),r ~l. 
j=l Y) 

Sea: (¡? : lR -t ( -oo, +oo] una función convexa propia y cerrada, tal que, dom(¡? ~ 

[0, +oo), y que cumple las siguientes propiedades: 

(i) 'PE <C2 (0, +oo). 

(ii) <p es estrictamente convexa en su dominio. 

(iii) lím 'P'(t) = -oo. 
t--+0 

(iv) 't?(l) = (¡?1 (1) =o y (¡?11 (1) >o+. 

Denotamos con q_) = { 'P : 'P satisface i - iv}. 

Si 
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r=1 entonces se tendrá MÉTODO DE PUNTO PROXIMAL <p-DIVERGENCIA 

(Teboulle, 1992) 

r=2 entonces se tendrá MÉTODOS DE PUNTO PROXIMAL DE SEGUNDO 

ORDEN(Auslender, Teboulle, Ben-Tiba, 1999) 

2) Propiedades de la función d'P. 

Propiedad II.l d'P es una función homogénea de orden r, es decir, 

Demostración En efecto, sean x, y E lR~+ x = (x1, Xz, X3, ... , Xn), y= (y1, yz, y3, ... , Yn) 

Va > O, se tiene ax, ay E 1R~+,por definición se tiene, 

n 

I: o:x· = (o:y)j<p(-J ), Va> O, 
ay· 

j=l J 
n 

= ari:y_j<p(xJ), Va> O, 
j=l YJ 

= o:rdcp(x,y) Va> O. 

Propiedad II.2 V(x, y) E lR~+ x lR~+ tenemos 

dcp(x, y) 2: O, 

dcp(x,y)=O siysolosi x=y 
(2.6.1) 

Demostración En efecto, por (iv) tenemos que 1 es punto mínimo de <p y por (ii) 

<p es estrictamente convexa en todo su dominio, entonces 1 es único punto mínimo. 

sigue que <p(t) 2: O. junto con dcp(x, y) 2: O. 

Probaremos la primera implicancia: 

n 

X =y. 

~ X· 
d'P ( x, y) = L._.¿ yj <p( 2) = O como y E lR~+ implica yj > O por lo tanto 

j=l YJ 
x· 

O de (ii) y (iv) sigue 2 = 1 por lo tanto x =y. 
Yj 

Recíprocamente 

Sl X= y 
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De la hipótesis Xj = yj, Vj = 1, ... , n es decir Xj = l. Reemplazando en la 
Y] 

n n 

definición de dcp tenemos dcp(x, y) = L yj<p(l) = L yj(O) =O concluimos 
j=l j=l 

dcp(x, y) = O. 

3) Hipótesis 

Hl) f : JRn-+ ( -oo, +oo], es una función propia convexa y cerrada. 

H2) domf n JR:;:_+ =/= 0 Esquema general del algoritmo Dado <pE <I>, x0 E 

JR:;:_+ Ek ;:::: O, y Ak > o. 
El esquema genera la sucesión { xk} e JR:;:_+ que satisface: 

xk = argmin {f(x) +; t (xJ-1r <,o' ( ~: 1 )} 
k j=l XJ 

(2.6.2) 

(2.6.3) 

(2.6.4) 

8J(x) ={sE JRn: J(y) 2:: j(x) + (J'(x), y- x)- E} es la subdiferencial. 

Propiedad II.3 

>..k(J(xk)- j(x))::; \ <I>' (x~: 1 ) , x- xk) + AkEk· 

Demostración En efecto, gk E 8,J(xk), entonces 

Esto es, 

j(x)- j(xk) ;:::: \ ->..k1<P' (x~: 1 ) ,x- xk)- Ek 

>..k(J(xk)- j(x)) ::; \ <I>' (x~: 1 ) ,x- xk) + AkEk· 

Propiedad 11.4 

(2.6.5) 
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Demostración En efecto, de (Pl) 

Como r.p es convexa y diferenciable en int( domrp) se cumple: 

r.p(r)- r.p(s) 2 r.p'(s)(r- s), \:fr,s E int(domr.p). 

xk 
Tomando s = _J_ 1\ r = xk-1 

k-1 J 
xj 

n k 

>.k (f(xk)- f(x)) ::; I)xJ-1Y(rp( ~~ 1 )- rp( :~ 1 )) + AkEk, 
j=1 xj xj 

d ( k-1) d ( k k-1) \ = cpX,X - cpX ,X +/\kEk. 

Uniendo los extremos obtenemos: 

Donde se tiene: 

Propiedad II.5 

(2.6.7) 

Demostración En efecto, tomando x = xk-1 en (2.6.6) tenemos 

Donde obtenemos el resultado 
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2.6.2. Análisis de convergencia 

En este capítulo vamos a demostrar que la sucesión generada por el algoritmo 

del MPI con la distancia hombgénea de orden r, es acotada y, que converge a una 

solución óptima del problema (P). Para esto estudiaremos la segunda sub clase de <I> 

<I> 1 := {rp E <I>: 3.A1 >O tal que rp"(t):::; Af, V~ 1límrp'(t) = -oo o )..k es tal que xk E 
t-tO 

IR~+' Vk ~ 0}. 

Daremos nuestro primer resultado. 

Lema Il.5 Sea xk-l E IR~+' )..k > O y Fk definida en {2.5.32), bajo una de las 

siguientes hipótesis: 

(i) El conjunto óptimo X* es no vacío y compacto, 

(ii) 'P es co.finito, es decir, 'Poo( d) = +oo, para todo d =f O (aquí 'Poo denota la 

función de recesión de tp), 

entonces existe un único yk E IR~+ tal que 

Demostración. Afirmamos que Fk es estrictamente convexa. 

En efecto, de la estricta convexidad de <p, sigue 

Multiplicando por yj y luego Sumando de j = 1 hasta p 

Multiplicando por ).. -I, 

(2.6.1) 

(2.6.2) 
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Además desde que f es convexa y de la última desigualdad se tiene: 

!((1- t)x + ty) + _A.- 1d'P ((1- t)x + ty, xk-1) < 

(1- t)(f(x) + _A.- 1d'P(x,xk-1)) + t(f(x) + _A.- 1d'P (x,xk-1)), y así, 

Fk((1- t)x + ty) < (1- t)Fk(x) + tFk(y). 

Por lo tanto Fk es estrictamente convexa. Esto implica la unicidad del conjunto 

óptimo 

Si Sk es no vacío tenemos que yk E IR~+· En efecto, desde que c.p E 11 y de 

la propiedad lím c.p'(t) = -oo, se concluye que domr.p e IR~+' es decir si, z E 
t~o+ 

argminFk tendremos 

Aplicando el criterio de optimalidad para Fk (dado que tiene un minimizador) se 

obtiene 

desde que 

yk = argminFk =::::;, O E 8Fk, 
1 

O E 8(f(yk) + Ak d'P(yk,xk-1)), 

1 k k-1 o= 9k + \71 Ak d<p(y ,X ). 

Además 

Por lo tanto, 
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Para ambos casos hemos asumido que el conjunto óptimo S k es no vacío y compacto. 

Probaremos dicha afirmación, por Rockafellar (teorema 27.ld) tenemos Sk es no 

vacío y compacto si: 

(2.6.3) 

De (2.5.32) H = f(x) + dcp(x,xk- 1
), tenemos 

(2.6.4) 

Analizaremos para cada hipótesis. 

(i) Si X* es no vacío y compacto, por [17] (Teorema 27.1d) tenemos 

Vd# O. 

Desde que, dcp(-, xk-1
) ;::: O, sigue que 

d ( k-1) (d) _ l' dcp(xk-l + td, xk- 1) 0 cp·,x oo - rm ;::: 
t-+oo t 

Vt >O. 

De estas dos últimas desigualdades tenemos que se cumple, (Fk)oo(d) >O entonces 

sk es no vacío y compacto. 

(ii) Si 'Pes cofinito. Así de (2.6.4) tenemos 

(H)oo(d) = !oo(d) + o(dj1R~) + oo = +oo Vd# O. 

De esto sigue (H)oo(d) = +oo, Vd# O, por lo tanto Sk es no vacío y compacto. • 

Teorema II.22 Sea { xk} una sucesión generada por el Método Proximal interior. 

Donde, >. ;::: Ai ;::: >. > O, 
00 

.2:.::: Ek < oo, y el conjunto óptimo es no vacío y compacto, entonces 
k=1 

1. Existe un único yk E 1R~+ tal que 

2. La sucesión es limitada, minimizante y todo punto límite de la sucesión es 

una solución óptima. 
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Además tenemos: 

líminf gf ~O, lím gfxf =O, Vi= l...n. 
k-too k-too 

(2.6.5) 

Demostración. 

(1) Sigue del Lema II.5 

(2) Se tiene que d'P ~ O, y de (2.6.7) 

(2.6.6) 

tomando sumatoria para k= 1, ... , n se tiene 

n 

f(x0) + L Ei ~ f(xn). 
i=1 

n 

Entonces f(xn) ~ L Ei + f(x 0
) =a. 

i=l 
Se tiene así que el conjunto óptimo es no vacío y compacto, f tiene un conjunto de 

nivel limitado para a entonces este es limitado para cualquier a. 

Ahora como xn E L1(a), entonces {xn} es acotado, así queda probado la primera 

parte. 

De (2.6.6) y del Lema 3.1 {f(xk)} es convergente. 

utilizando (2.6. 7) implica que 

En efecto, de (2.6. 7) y ~ ~ )..k, tenemos, 

tomando límite para los extremos, se tiene 

~[ lím ((J(xk)- f(x))+ Ek)] 
k-too 

> lím d (xk xk-1 ) > O 
k-too <p ' - ' 

~(O) > 

o > 

lím d (xk xk-1) > O 
k <p ' - ' -too 

lím d (xk xk-1) > O 
k <p ' - ' -too 

(2.6.7) 

(2.6.8) 
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usando el teorema del sandwich se obtiene: 

Sea ahora x un punto límite de la sucesión { xk}, entonces existe una subsucesión 

{ xk(l)- 1}, convergiendo para x es decir: 

x = lím xk(l)- 1 con lím k(l) = +oo. 
l-+oo ' l-+oo 

(2.6.9) 

Definiremos los siguientes conjuntos: 

¡+ = { i : Xi > O}' 

y Vi E ! 0 se define: 
. { xk(l) } 

J~ = k(l) : xk(l)-1 > 1 

J~ = { k(l) : x~~:~ 1 ~ 1}. 
Dado que 'PE <I>, se tiene 'P(t) ~O, para todo t >O y 'P(1) =O, de (2.6.8) tenemos 

que: 

Además 

k(l) 

1 l
, xi 

=1m-­
l-+oo k(l)-1 

xi 
Vi E J+. 

Vi E J+. 

En efecto, como 

lím d (xk xk-1) = O, 
k-+oo 'P ' 

lím t(x7(z)- 1t 'P ( ~(~(l
1

~ 1 ) o, 
k-+oo X 

i=1 i 

k(l) 

l' ( k(l)-1)r (_5_) O 
k~~ x, 'P k(l)-1 . 

xi 

Simbólicamente se tiene 

k(l) 

V6 > O, 3lo E lN jl > lo =? 1 (x7(l)- 1 t 'P( ~(z)-l) 1 < 6, Vi E ¡+. 
xi 

(2.6.10) 
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De esto sigue, Vi E ¡+, entonces, klím ( x~(l)- 1 Y > O. 
-too 

Afirmamos que, 

Supongamos lo contrario: 

xk(l) 

I'P( k(z)_
1

)12:: E, multiplicando por l(x~(L)- 1 rl, 
xi 

obtenemos: 

del primer límite 

esto ocurre para todo 6 >O en particular para 6 = l(x~(L)- 1 riE >O, 

con lo cual tenemos la contradicción, por lo tanto 

k(l) 

lím '!'( ~(l)- 1 ) = O. 
l-t+oo xi 

Dado que 'P es continua 

lím 'P ~~l)- 1 =O= 'f'(l), 
( 

k(l) ) 

l-++oo xi' 

k(l) 
X· 

entonces toda sucesión de puntos k(z)- 1 -t 1, Vi E J+. 
xi 

Además se tiene, 

lím xk(l)- 1 = x· Vi E ¡+. 
l t t ' -too 

como ambos límites existen se sigue: 

por lo tanto 

k(l) 

1
, xi k(l)-1 _ + 
1m k(l)- 1 .xi = l.xi Vi E I , 

!-too x. 
t 

- l' k(l) 
Xi = nn xi 

!-too 
Vi E ¡+, 
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luego usando (2.6.3) J..kgk + <I>'(xk-1, xk) = O, y recordando que: Ak > ).. > O, 

tenemos: 

Veamos: 

1' k(l) o 
liD gi = 

l-+oo 
Vi E J+. 

O >.kl + <I>' (xk-I, xk) 2:: >.l + <I>' (xk-1, xk), 

O > J..gk + <I>' (xk-I, xk) > <I>' (xk-I, xk)' 

k(l) k(l) 
o > ).. k+ ( k(l)-1)r-l '(3:__) > ( k(l)-1)r-1 '( xi ) 

g, x, c.p k(l)-1 x2 c.p k(l)-1 ' 
xi xi 

pero tenemos por la continuidad de c.p: 

lím c.p'(t) = c.p'(t) = 1, 
t-+1 

k(l) 

d , 1' ( xi ) a emas, un k(Z)- 1 = 1, 
l-+oo xi 

k(l) 

1, '( xi ) con esto tenemos, 1m c.p k(l)- 1 = O, 
l-+oo xi 

también sabemos lím (xk(l)-
1
)r- 1 = r.- 1 

l 2 2 ' -+oc 

y como ambos límites existen concluimos 

k(l) 

1, ( k(l)-1)r-1 '(3:__) = =-r-10 = 0 nn x2 c.p k(l)-1 x2 ' 
l-+oo X· 

2 

entonces tomando límite a la desigualdad anterior: 

(2.6.11) 

(2.6.12a) 

k(l) k(l) 

1' O> 1' (' k(l) + (( k(l)-1)r-1 '(3:__))) > 1' ( k(l)-1)r-1 '(3:__) 1m _ un Ag2 X 2 c.p k(l)- 1 _ 1m X 2 c.p k(l)- 1 , 
l-+oo l-+oo X. l-+oo X. 

2 2 

por teorema del sandwich 

k(l) 

1' ( \ k(l) + ( k(l)-l)r-1 '(3:__)) = O 
lffi Ag2 X 2 i.p k(l)- 1 1 

l-+oo X· 
' 

(2.6.12b) 

dado que los limites 2.6.12a y 2.6.12b existen, obtenemos: 

( 

k(l) k(l) ) r ).. k(l) + ( ~(l)-1)r-1 '(_5:_) - ( k(l)-1)r-1 '(3:__) = o 
~~r;;, g2 x, c.p xk(l)-1 x2 c.p xk(l)-1 

' 2 

lím J..gk(l) = O 
l-+oo 

2 1 Vi E J+. 
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por lo tanto 

Se puede obtener: 

lím gk(l) =O 
l ' ) -too 

Vi E J+. 

k(l) 

l, k(l)-1 '( Xi ) O w· ¡o k(l) Ji 
¿~ xi <.p k(l)-1 = ' v'L E ' ~ E +· 

xi 

además de (2.6.3) tenemos 

l ' k(l) o 
lm . gi = (2.6.13) 

l-too,k(l)EJ!t 

En efecto, dado, Ak ~ A > O de (2.6.3) sigue: 

Akgk(l) + <P'(xk(ll-I,xk(l)) > Agk(l) + <P'(xk(l)-1,xk(l)) > <P'(xk(ll-I,xk(ll), 

0 > Agk(l) +<P'(xk(l)-1,xk(l)) > <P'(xk(l)-1,xk(l)), 

tomando límite 

O~ lím(Al(l) + <P'(xk(l)-l,xk(l))) ~ lím <P'(xk(ll-I,xk(l)), 
l-too l-too 

por teorema de sandwich: lím (Agk(l)) + <P'(xk(l)-1, xk(l)) =O, y dado que 
l-too 

k(l) 

lím x~(l)- 1 <.p'( ~(l)- 1 ) =O obtenemos el resultado: 
l-too xi 

lím gk =O 
. ' ) 

l-too,k(l)EJ!t 

Además desde que <.pE <P y por la propiedad (i) y (iv) (es decir <.pes estrictamente 

en su dominio y <.p(1) = <.p'(1) =O, <.p"(1) > 0), implica que <.p'(t) :S O, V t O < t :S l. 

En efecto, dado que <.p es estrictamente convexa, entonces el único mínimo es 1, en 

O < t :S 1 se tendrá la gráfica decreciente, es decir su pendiente es negativa, por lo 

tanto tenemos <.p1 
( t) :S O. 

Además se tiene: 

k(l) >o g, - ) Vk(l) E J~, Vi E ! 0
. 

En efecto, de (2.6.3), <P'(xk(l)-1, xk(l)) con k(l) E J~ y la observación anterior <.p'(t) :S 

O, O < t :S 1 se tiene Akl ~ O, además desde que Ak ~ A > O, sigue el siguiente 

resultado: 

k(l) >o g, - ) Vk(l) E J~, Vi E ! 0
. 
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De esta desigualdad junto con (2.6.11) y (2.6.13) tenemos 

En efecto: 

además, 

por lo tanto 

lím inf g;(l) 2: O, 
l-+oo 

Vi= l...n. 

como lím g;(l) = O, Vi E ¡+, 
l-+oo 

'* lím inf gk(l) = O lím gk(l) = O 
' ' ' l-+oo l-+oo 

lím gk(l) =O Vi E ! 0. k(l) E Ji. 
l ' ' ' +· -+00 

'* lím inf gk(l) = O lím /(l) = O 
l-+oo ' l-+oo ' ' 

g;(l) 2: O Vi E J~ '* lím inf g;(l) 2: O, 

Vi= l...n. 

Ahora tendremos que probar: 

l ' k(l) k(l) - o 
l
lm gi .xi - , 

-+oo 

De (2.6.11) y (2.6.13), 

lím gk(l) = O Vi E ¡+ 
l ' ' -+oo 

Vi=1, ... ,n. 

lím gk(l) = 0 Vi E ! 0 k(l) E Ji 
l ' ' ' +' -+oo 

(2.6.14) 

(2.6.15) 

además dado que la sucesión { xk} es acotada tenemos por propiedad de límites, 

lím gk(l)xk(l) =O Vi E¡+ i E ! 0 k(l) E Ji 
l ' ' ' ' ' +· -+oo 

Por lo tanto, solo faltaría probar que 

lím gk(l) xk(l) = 0 Vi E ! 0 k(l) E Ji 
l ' ' ' ' -' -+oo 

desde que k(l) E J~ tenemos: 

O < k(l) < k(l)-1 w· E ¡O x, _ x, , v'L , 
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por (2.6.9) lím x~(l)- 1 = Xi = O, Vi E ! 0 , aplicando límites tenemos 
l-+oo 

donde: 

lím O :S: lím x~(l) :::; lím x~(l)- 1 , 
l-+oo l-+oo l-+oo 

1, k(/) o 1m xi = 
l--too 

usando (2.6.14) tenemos que la sub sucesión, {g7(l)} . , es limitada inferior. 
k(l)EJ':.. 

Solo restaría probar que dicha sub sucesión es limitada superiormente. 

Tomando E > o y X E m:;:.+ n domf y con Xi > E, Vi. Entonces para k(l) E J~ 

suficientemente grande, tenemos: 

k(l) E 
X·- X· >-

2 2 - 2' (2.6.16) 

En efecto, dado que 

lím x7(l) =O= VE/2 > 03lo E lN/l 2 lo=} lx7(l)l :S: E/2, 
l-+oo 

entonces sumando Xi 2 E y -x~(l) 2 -~,se obtiene el resultado 

usando (2.5.26) 

f( ) f( k(l)) 1 k(l) k(l)) 
X 2 X + \ 9i , Xi - Xi - Ek(l), 

se tiene que 
n 

f(x) 2 f(xk(l)) + I:l(l)(xi- x~(l))- Ek(l), (2.6.17) 
i=1 

que la sub sucesión, {g7(l)} . , es limitada para i E ! 0 . 
k(l)EJ':_ 

Supongamos lo contrario. Entonces existirá io E ! 0 y una subsucesión {la(l(j))} . 
k(l(j))EJ~0 

tal que: 

lím g;(l(j)) = +oo, 
J-+00 

k(l(j)) > o 
920 - . 

Además, desde que la sucesión { xk} es limitada, usando (2.6.14), existe a E ffi, tal 

que para. j suficientemente grande: 

I:l(l(l))(xi- xk(l(j)))- Ek(l(j)) 2 a. 

i#io 
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En efecto, tenemos que líminf gf = supínf { Gk} ~O, 

donde: Gk = { gf, 9~+1, 9~+2 , ... } 

lím inf g: ~O ==? sup ínf { Gk} ~O, 

entonces 

3k0 E 1N tal que ínf { Gk} ~O, Vk ~ O, g: ~ O, 

como { x7} , es limitado entonces, xt' ::; M con M > O, además tenemos que 

n 

L Ek < +oo, es decir Ek-+ O= \16 >O, 3k~ E lN/ E< 6, 
k=l 

de esto sigue: gf(xi- x7) ~ (xi-M), tomando 

- { '} k k ko = max ko,k0 ==? g0(xi- xi)- Ek ~(xi-M)- 6 =a, 

así se tiene 

Así de 2.6.15, 2.6.2 y para un j suficiente grande: 

k(l(j))( . - k(l(j))) > .:. k(l(j)) 
9i0 Xt Xi - 29i0 ' 

"""' k(/(j))( '- k(l(j)))- > L 9i xt xi Ek _ a. 

i'fio 

Sumando ambas desigualdades obtenemos: 

n 

"""' k(l(j)) ( . - k(l(j))) - > .:. k(l(j)) + 
L 9io xt xi E - 2 9io a, 
i=l 

entonces 

n 

f(x) ~ f(xk(l(j))) + L 9~0 (Xi- x~(l))- E~ f(xk(l(j))) + ~g~0(l(j)) +a, 

i=l 

j(x) ~ j(xk(l(j))) + ~g;o(l(j)) +a, 

y desde que lím f(xk(Z(j))) = l*, tomando límite en la última desigualdad obtene­
J-+oo 

m os: 

~ím j(x) ~ lím j(xk(l(j))) +.:. lím g;(l(j)) + lím a, 
J-+00 J-+00 2 J-+00 o J-+00 
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f(x);:::: oo. 

Se da la contradicción desde que x E dom(f), tenemos que la subsucesión {g7(l)} . 
k(l.)EJ~ 

es limitada superior para i E ! 0 . 

se tiene el resultado: 

lím g;(l)x~(l.) =O, Vi E ! 0, k(l) E J~, 
l-+oo 

' k(l) k(l)- . -hmgi xi -0, 'll2-1, ... ,n. 
l-+oo 

Ahora, sea x E 1R~+ arbitrario, tomando limite a (2.6.17) 

n 

lím f(x);:::: lím f(xk(l)) + L lím g7(l)(xi- x~(l))- lím Ek(l), 
l-+oo l-+oo l-+oo l-+oo 

i=l 

n 

f(x) ;:::: l* + L(lím g;(l)xi)· 
l-+oo 

i=l 

n 

Por (2.6.14), f(x) ;:::: l* + L(lím g;(l)xi);:::: l* obtenemos finalmente: 
l-+oo 

i=l 

con lo cual tenemos que la sucesión { xk} es minimizante, así el teorema queda 

demostrado. • 
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, 
CAPITULO III 

VARIABLES E HIPÓTESIS 

3.1. Variables de la investigación 

Variable dependiente: convergencia en optimización convexa 

Variable independiente: método de punto proximal con distancia homogénea de 

orden r. 

3.2. Operacionalización de variables 

VARIABLES DEFINICIÓN DEFINICIÓN OPE- DIMENSIÓN INDICADORES 

Método de 

punto pro-

ximal con 

distancia 

homogénea 

de orden r. 

CONCEPTUAL 

Método que 

permite deter-

minar un punto 

RACIONAL 

El algoritmo de IRn 

punto proximal ge-

nera una sucesión 

óptimo para de puntos que nos 

determinados llevará a la solución 

problemas. del problema. 

Convergencia Seleccionar un Maximizar una fun- IR n 

en optimiza- elemento, de ción en IRn. 

ción convexa. un conjunto 

de elementos 

posibles. 
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Convergencia 

del método. 

Descubrimientc 

de un mejor 

valor. 



3.3. Hipótesis 

Si el problema de minimización convexa 

{ 

min 

s. a: 

f(x) 

donde f : IRn --7 IR, es una función propia, convexa, cerrada y IR~ = { x E IRn; Xi ~ 0}, 

es dado por el siguiente algoritmo xk+ 1 ~ argmin { f ( x) + A k - 1 
:Z:::::: J'=1 yj 'P( ~); x E IR~+}, 

parar = 3; 4; 5; ... tal que 'P E <I>, entonces el método de punto proximal es conver-

gente. 
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, 
CAPITULO IV 

METODOLOGÍA 

4.1. Tipo de investigación 

La metodología usada durante la ejecución del proyecto consiste en un enfoque 

inductivo-deductivo de las definiciones teoremas y corolarios, así como también 

resultados de recientes investigaciones. luego realizamos un minucioso estudio de 

cada material obtenido, con la finalidad de adaptarlo a nuestro resultado. 

4.2. Diseño de la investigación 

El presente proyecto de tesis está dirigido a mostrar de una manera clara la con­

vergencia del método del punto proximal usando la nueva distancia r homogénea, 

para esto primero empezamos con el método clásico de punto proximal, este genera 

una sucesión { xk} por el esquema iterativo: comenzar con un punto inicial x0 E IRn 

y resolver 

xk = argmin { f(x) +~>.k llx- xk-lll 2 
: x E X}, 

luego analizamos el método de punto proximal tp-divergencia, también llamada 

distancia homogénea de primer orden generando la sucesión { xk} por 

donde {.Ak} es una sucesión de números positivos y 
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luego analizamos la llamada distancia homogénea de segundo orden propuesta por 

Auslender, Teboulle y Ben-tiba., Véase [1], que reemplaza la función d'P por 

n 

d'P(x, y) := LY}.P(Yj1xj), 
j=l 

finalmente para analizar la convergencia del método de punto proximal con distan­

cia homogénea de orden r dado por 

n 

d'P(x, y) := LY}'P(Yj1xJ), 
j=l 

demostramos algunas propiedades así como también la homogeneidad. 

4.3. Población y muestra 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe población que estudiar, 

sin embargo nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de JRn y optimización 

matemática. 

4.4. Técnicas e instrumentación de recolección 

de datos 

Para la realización de este trabajo de tesis se revisó una bibliografía especiali­

zada y recopilación de información de artículos de tesis y de internet relacionada 

al tema de interés. 

4.5. Procedimiento de recolección de datos 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó procedimiento de 

recolección más que la revisión bibliográfica (libros, páginas web, artículos, etc). 

4.6. Procesamiento estadístico y análisis de datos 

No hubo procesamiento alguno. 
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CAPÍTULO V 

RESULTADOS 

Los resultados mas relevantes de esta tesis son: 

l. Se ha introducido una nueva distancia homogénea de orden r, que cumple 

las condiciones de la distancia <p-divergencia, tanto de primer orden como de 

segundo orden. 

2. Presentamos el método del punto proximal con distancia homogénea de orden 

r para minimizar funciones convexas. Se obtiene que la sucesión { xk} gene­

rada por nuestro algoritmo converge a una solución óptima para el método 

de punto proximal. 
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CAPÍTULO VI 
, 

DISCUSION DE RESULTADOS 

l. Se ha considerado los resultados de convergencia del método para minimi­

zar funciones convexas. Un estudio importante sería para funciones cuasi­

convexas, el cual es un problema de optimización de mucho interés en la 

Economía y la Administración. 

2. Se ha considerado solo el análisis de convergencia, el estudio de la velocidad 

de convergencia es un método importante desde el punto de vista teórico, 

pues nos da un mejor panorama de la eficiencia del método. 

3. En la nueva distancia homogénea de orden r presentado es necesario analizar 

en que intervalo los parámetros Ak aceleran la velocidad de convergencia. 

4. No se ha logrado la implementación del algoritmo computacionalmente que­

dando abierta para futuros trabajos, dado que todo algoritmo debe ser im­

plementado y comparado. 
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, 
CAPITULO VII 

CONCLUSIONES 

l. En esta tesis hemos recopilado resultados de la convergencia del método del 

punto proximal con distancia homogénea de orden dos presentado por Aus­

lender, Ben tiba y Teboulle en 1999 y la adaptamos para distancia homogénea 

de orden r observando que las propiedades de homogeneidad se verifican al 

igual que la convergencia hacia un punto óptimo. Esta tesis puede mejorarse 

el algoritmo usado en el sentido computacional, como se puede corroboran en 

distintas investigaciones en la actualidad. 

2. Espero que este trabajo de tesis sirva como referencia para futuros trabajos 

de investigación que se puedan realizar, pues hay otros detalles por explorar, 

tanto en el aspecto teórico como computacional, dado su importancia en los 

distintos campos de la Ingeniería y Economía. 
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, 
CAPITULO VIII 

RECOMENDACIONES 

l. Es recomendable este trabajo de tesis para aquellos estudiantes e investiga­

dores que opten por la línea de Matemática Aplicada. 

2. Este trabajo recopila el método de punto proximal de segundo orden presen­

tado por Auslender alfred, Marc Teobulle, Sami ben tiba en 1999. 

3. También es recomendable para futuras tesis, por ejemplo se podría hacer una 

tesis considerando la velocidad de convergencia. 
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ANEXO A 

Matriz de Consistencia 

PROBLEMA OBJETIVO 

El algoritmo clásico de Objetivo GeneraL­

punto proximal, genera una Analizar la conver­

sucesión xk = argmin{f(x) + gencia del método de 

p,kllx- xk- 1 11 2 }. En 1992, punto proximal cuya 

Véase [15], reemplaza la sucesión de puntos 

distancia cuadrática 

la cuasi-distancia, 

por 

cono-

xk = argmin{f(x) + 
>.¡;1d'P(x, xk-1 )} 

cida con el nombre de para la distancia. 

cp-divergencia., d'P(x, y) 

Í:j=1 YJ'P(Yj
1xj)· En 1999, 

Véase [1], reemplazan la 

función d'P por d'P(x,y) .­

l:j=1 YJ'P(Yj
1xj), llamada 

distancia. homogénea de 

segundo orden. Una idea. 

que surge naturalmente es 

homogénea. de orden 

r, donde d'P(x,y) .­

<:""'P r ('!:..2.) 
L-j=1 Yj 'P Yj ' 

con r = 3;4;5; ... , 

en problemas 

optimización 

convexa. 

Objetivo 

de 

de 

Es-

explorar las propiedades de pecífico.- Estudiar 

convergencia, considerando 

la función: d'P(x, y) 

2:~= 1 Yj'P(Yj
1
xj), con 

r = 1; 2; 3; ... la. que llamamos 

las propiedades de 

convergencia del 

método proximal 

usando las distancias 

distancia homogénea. de orden homogéneas d'P de 

r. orden r, para r = 1 

Planteamiento del proble- y r = 2. Demostrar 

ma ¿Será posible obtener la las propiedades 

convergencia. del método del de las distancias 

punto proximal que usan las homogéneas d'P de 

distancias homogéneas d'P de orden r. 

orden r? 
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HIPÓTESIS 

Si el problema 

de minimi-

zación convexa 

{ m in f(x) 
s. a: x E IR+, 

donde 

f : IRn -+ 'iR, 
es una función 

propia, convexa, 

cerrada y IR+ = 

{x E IRn; X; ~ 0}, 

es dado por el 

siguiente algo-

ritmo xk+1 

argmin{f(x) + 
>.-1 <:""'n r ('!:.2.)} 

k L-j=1Yj'P Yj 

para r = 3; 4; 5; ... 

tal que <p E 4>, 

entonces el método 

de punto proximal 

es convergente. 

METODOLOGÍA POBLACIÓN 

Tipo de investigación Por ser nues-

La investigación es de tipo 

científico-teórico. 

Método La metodología. 

usada durante la ejecu­

ción del proyecto consiste 

en un enfoque inductivo-

tro trabajo 

netamente 

abstracto, 

no existe 

población 

que estudiar, 

deductivo de las definido- sin embargo, 

nes teoremas y corolarios. 

Diseño de la investiga­

ción El presente proyecto 

de tesis está dirigido amos­

trar de una manera clara 

la convergencia del método 

del punto proximal, usan­

do la nueva distancia r ho-

mogénea, para esto prime­

ro empezamos con el méto­

do clásico de punto proxi­

mal , luego analizamos el 

método proximal de primer 

orden y de segundo orden, 

con los cual tenemos un en-

foque para cada. caso, final­

mente buscamos obtener la 

homogeneidad de la. nue­

va distancia. junto con el 

análisis de convergencia.. 

nuestro estudio 

se encuentra 

inmerso dentro 

de IRn y la 

optimización 

matemática. 



/ 

ANEXO B 

Mapa conceptual del trabajo 

eto o e punto 
proximal con distancia 
!f'-di ver gen cia 
(de primer orden) 

eto o e punto 
proximal con distancia 
homogénea de orden 2 

eto o e punto 
proximal con distancia 
homogénea de orden r 
r = 1; 2; 3; ... 
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