5 510
cAl

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

ESCUELA ACADEMICA PROFESIONAL DE MATEMATICA

Una versién did4ctica de la aplicacién de la Teoria de
Correspondencias en e} Equilibrio de Nash

Tesis para optar el Titulo Profesional de

Licenciado en Matematica

Diana Ruth Campos Fabian

CALLAO - PERU
Marzo - 2008



HOJA DE PRESENTACION

Una version didactica de la aplicacién de la Teoria de

Correspondencias en el Equilibrio de Nash

Diana Ruth Campos Fabidn

“Tesis presentada a consideracién del Cuerpo Docente de la Facultad de Ciencias Naturales
y Matemaética de la Universidad Nacional del Callao, como parte de los requisitos para

obtener el Titulo Profesional de Licenciado en Matematica.
Aprobado por:

Tl

I P I

Lic. Soffa Irene Duran Quifiones

i
)

Dr. Erik Papa Quiroz

Msc. Carlos ¥argas Trujillo

Callao - Perd

Marzo - 2008

ii



FICHA CATALOGRAFICA

CAMPOS FABIAN, DIANA RUTH

Una vergion diddctica de la aplicacién de la Teorfa de Correspondencias
en el Equilibrio de Nash, Callao (2008].

X, 76 p. 29,7 em (UNAC, Licenciado en Mateméatica, 2008)

Tesis, Universidad Nacional del Callao, Facultad de Cicnclas Naturales y
Matemédtica.

Matemética.

1. UNAC/FCNM II. Titulo (Scrie)

i1




v

A mis queridos padres Erasmo y Ruth.



*

*

*

*

AGRADECIMIENTGS

Gracias a Dios, a mi familia por su carifio, guia y apoyo, agradeciendoles por haberme

brindado una carrera y con la promesa de seguir adelante.

A mi asesor de tesis, el profesor Carlos Vargas Trujillo, por su valiosa colaboracién

y direccidn en la realizacion de la fesis.

Quiero agradecer de manera muy especial al profesor Mario Tiza por su predisposicion
plena y permancute en ayudarme, por sus aportes, y fundamentalmente por su afecto

y amistad.

Al profesor Erik Papa por sus obscvaciones y cxigencias pedagogicas que ayndaron a
mejorar el trabajo. Ion general a todos los profesores y amigos que me apoyaron en

la realizacidon de la toesis.



RESUMEN

UNA VERSION DIDACTICA DE LA APLICACION DE LA TEORIA BE
CORRESPONDENCIAS EN EL EQUILIBRIO DE NASH

DIANA RUTH CAMPOS FABIAN

Marzo - 2008

Asesor: Mg. Carlos Vargas Trujillo

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica

Si X y Y son dos conjuntos, una correspondencia ¢ de X en Y es una aplicacién que
asocia a cada punto en X un subconjunto no vacio de Y. Para una correspondencia
¢ : X =2 Y es posible introducir una nocién de continuidad, esta caracteristica hace
de las correspondencias un instrumento valioso en muchos campos de las matematicas
como en el Anélisis Convexo, la Teorfa de Control, la Teorfa de Juegos, la Economia. En
este trabajo se presentan los aspectos mds importantes de la teorfa de correspondencias
para luego mostrar una aplicacién didactica usando algunos de los resultados obtenidos.
Se introducen primero las definiciones bésicas como la imagén inversa superior e
inferior, dominio, rango, grafica de una correspondencia, etc, asi como también las prin-
cipales operaciones con correspondencias. Estos son los conceptos requeridos para luego
desarrollar las correspondencias semicontinuas superior e inferior, las correspondéncias
cerradas y las respectivas caracterizaciones con sucesiones. Estos conceptos extienden
considerablemente la teoria de funciones continuas. También se generaliza el Teorema del
Punto Fijo de Brouwer para funciones continuas, llamado el Teorema de Punto Fijo de
Kakutani el cual nos permitird demostrar la existencia del Equilibrio de Nash en la Teoria

de Juegos.

Palabras Claves:
Correspondencia, semicontinuidad superior, semicontinuidad superior, Teorema. del Punto

Fijo de Kakutani, Teorfa de Juegos, Equilibrio de Nash.
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ABSTRACT

A DIDACTIC VERSION OF THE APPLICATION OF THE
CORRESPONDENCES THEORY IN THE NASH EQUILIBRIUM

DIANA RUTH CAMPOS FABIAN

March - 2008

Adviser: Mg. Carlos Vargas Trujillo

Obtained Degree: Mathematician

If X and Y are two sets, one correspondence ¢ of X in Y is an application that associates
to each point in X a nonempty subset of Y. For a correspondence ¢ : X =2 Y is possible
to introduce a continuity notion, this characteristic makes of the correspondences a
valuable instrument in many fields of the mathematics like in Convex Analysis, Control
Theory, Game Theory, Economy. In this work we present the most important aspects of
the correspondences theory and later we show an didactic application using some of the
obtained results. Are introduced the first basic definitions like: the superior and inferior
inverse image, dominion, rank, graph of a correspondence, as well as the main operations
with correspondences. These are the required concepts for soon develop the superior and
inferior semicontinuous correspondences, the closed correspondences and the respective
characterizations with successions. These concepts extend the theory of continuous func-
tions considerably. Also the Fixed Point Theorem of Brouwer for continuous functions
becomes general, called the Fixed Point Theorem of Kakutani which will allow us to proof

the existence of the Nash Equilibrium in the Games Theory.

Keywords:

Correspondence, upper semicontinuity, lower semicontinuity, Kakutani Fixed Point The-

orem, Games Theory, Nash Equilibrium.
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Capitulo 1

Introduccion

Dado un conjunto no vacio X, una correspondencia ¢ de X en Y es una aplicacién de
X en 2¥\{0}. Asf para cada z € X, ¢(z) es un subconjunto no vacio de Y. Escribimos

: X = Y para denotar que ¢ es una correspondencia ! de X en Y.

La necesidad del estudio de correspondencias fue reconocida a comienzos del siglo XIX y
muchos destacados mateméticos como Hausdorff, Kuratowski, Hanh (para mencionar solo
algunos) hicieron investigaciones tempranas en esta rea , sin embargo, un estudio sis-
tematico fue retrasado hasta comienzos de los 60, con el correr del tiempo y los progresos
obtenidos en esta area, la teorfa de correspondencias fue convirtiéndose en un instrumento

valioso para muchos campos de las mateméaticas aplicadas.

Un ejemplo trivial de correspondencias es una funcién, puesto toda funcién f: X — Y
puede ser vista como una correspondencia ¢ : X 3 Y definida como ¢(z) = {f(z)}.
La imagen inversa de una funcién también define' una correspondencia. En efecto, dada

una funcién f : X — Y definimos la correspondencia ¢ : Y = X por: ¢(y) = [~ ({y}).

En el anilisis econdmico también encontramos ejemplos de correspondencias. Siendo

T =42 = (z1,%0, ..., Zn) 1 2; > 0, 2; € Rpara cada ¢} y R} ={z = (21,22,...,%n) :
%; > 0,z; € R para cada i}, consideramos n € N, p€ R}, 2 € R} y [ >0, donde n es
la cantidad de bienes, x es la canasta de consumo, p es un sistema de precios y [ utilidad

(ingreso disponible del consumidor) definamos:

B:R}, xRy =3 RY tal que B(p,l) = {z € R} : ¥i_ypz; <1},

I Algunos mateméaticos también llaman a las correspondencias: multifunciones, aplicaciones de punto

conjunto, también se refieren a esta como aplicaciones de muchos valores o funciones de punto conjunto.



el cudl es llamado el conjunto presupuestario de un consumidor con utilidad { y precios
p, este conjunto contiene todas las combinaciones de bienes a los que puede acceder el
individuo dada una utilidad disponible para el gasto y unos precios. Tratando a p y {

como variables B define nna correspondencia.

Los algoritmos que resuelven un problema de programacion no lineal también pueden ser
vistos como correspondencias (algoritmos vistos como correspondencias). Por ejemplo,

considere el problema. de optimizacién:
e s o
minimizar
sujeto a : x> 1.

La solucién 6plima es = 1. Mediante la aplicacién algorilinica punto a punto dada
por A{z) =1/2(x + 1), puede verificarse ficilmente que la sucesién obtenida aplicando 4
converge a la solucién éptima = 1. Considere la correspondencia (vista como aplicacién

algoritmica) definida por:

1,2(z+1)], si z2>1,
wlz) =
3z +1),1), 88 z<1.
La imagen de cualquier punto zy es un intervalo corrado y cualquier punto en el intervalo
puede ser elégido comno sucesor de z;. Vernos que empezando con cualquier ¢y ¢l algoritmo

converge a T = 1 (ver la figura 1.1).

Figura 1.1: La aplicacién vista como algoritmo.

El aporte del trabajo cs el estudio de la continuidad, punto fijo, teorema del maximo para

correspondencias de una manera didactica y comprensible dando ademas una aplicacidon
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de estos conceptos en el andlisis del Equilibrio de Nash para lo cuél introducimos los
conceptos béasicos de la Teoria de Juegos donde la principal caracteristica es tomar las
decisiones que més convengan para ganar, teniendo que cumplir las reglas del juego y

sabiendo que los demés jugadores también influyen en los resultados con sus decisiones.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, presentamos algunos conceptos bésicos y propiedades en el espacio

Euclidiano R", estos resultados serdn usados a lo largo de la tesis.

En el Capitulo 3, estudiamos continuidad de correspondencias, para ello definimos dos
importantes conceptos, la semicontinuidad superior y semicontinuidad inferior para
correspondencias. También caracterizamos las semicontinuidades con sucesiones, ademaés
estudiamos una clase importante de correspondencias que son las correspondencias

cerradas, que seran de gran utilidad en el dltimo capitulo de la tesis.
En el Capitulo 4, presentamos el Teorema del Punto Fijo de Kakutani asi como también
el Teorema del Maximo de Berge.

En el Capitulo 5, damos brevemente una nocién de Teoria de Juegos para luego dar una

aplicacién de las correspondencias en la prueba de la existencia del Equilibrio de Nash.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo, recopilamos las definiciones y resultados que seran usados en el desarrollo
de la tesis. En la Seccién 2.1, presentamos definiciones y teoremas en el espacio euclidiano
R". En la Seccion 2.2, mencionamos algunas definiciones y propiedades de la teoria de
optimizacién.

El desarrollo de este capitulo puede encontrarse basicamente en [4], [14] y [20].

2.1 Definiciones y Propiedades en R"

Definiciéon 2.1 Una norma en el espacio euclidiano R”, es una aplicacién

|| : R® — R que cumple las siguientes propiedades para z,y € R™.
1. |z| >0,
2. |x| =0 si, ysélosi, z=0,
3. |ax| = |af|z],
4 jz+y| <|z[+ [yl
Definicién 2.2 Dado un punto zy € R® y un ntimero real r > 0, definimos:
1. La bola abierta de centro zy y radio r, B(zg,r), por:
B(zo,7) = {z € R |z — 2] < 1}

2. La bola cerrada de centro zq y radio r, B(xg, ), por:

B(zg,r) = {x e R*; |z — 20| < r}.

4



3. La esfera de centro zg y radio , S(zg,7), por:
S(zy,r) ={z e R"; |z —zp =1}

Definicién 2.3 Un conjunto X C R™ es abierto si para cada x € X existe § > 0 tal que
Blz,8) c X.

Definicion 2.4 Dado mn conjunto X < R™, un subconjunto 4 C X es abierto en X si,

y sOlo si, existe un conjunto abierio B C R"™ tal que A= X N B.

Definicion 2.5 Un conjunto X C R" es llamado cerrado si su complemento es un con-

junto abierto.

Definicion 2.6 Dado un conjunto X C R™, um subconjunto F C X es cerrado en X si,

y s6lo si, exisle un conjunto cerrado G C R™ tal que 7/ = X N (.

Definicién 2.7 Sea X C R™, una vecindad de un punto p € X es un subconjunto abierto

[/ C X que contiene a p.

Definicion 2.8 Sea X C R, una vecindad de un conjimto A C X es un conjunto abierto

UcXtalque A CU.

Definicién 2.9 Un conjunto KX C R™ es compacto si todo cubrimiento abierto de K
conticne un subcubrimiento finito. Més explicitamente, si {V,,} es una coleccién arbitraria
de conjuntos abiertos cuya union contiene a K, entonces la unidn de alguna subcoleccidn

finita de {V,} también debe contener a K.

Proposicién 2.1 (Heine-Borel) Un subconjunte de R™ es compacto si, y solo si, es

cerrado y acotado.
Ver BARTLLE R. [4], pag. 97

Teorema 2.1 Sea K C R", K es compacto, si y s6lo si, toda sucesion de puntos x; € K

posee una subsucesién que converge a todo punto de K.
Ver LAGES F.[14], pdg. 16

Teorema 2.2 Sean K un compacto ¥ # un cerrado, en el espacio R™. Si F' C K, entonces

£ es compacto.

Ver RUDIN W.[20], pdg. 40



Definicién 2.10 {Funcién acotada superiormente en un dominio D}
Dado D C R”, una funcién f : D — R se dice que tiene una cota superior o que esté
acotada superiormente si existe un valor £ € R tal que f(z) < k, para cualquier valor

x € D). La constante & es llamada cota superior de f(z) en D).

Teorema 2.3 S5i f: K — R es una funcién continua y K C R" es un compactlo, entonces

existen xy, 22 € K tal que:
J(z1) =maz{f(z):ze K} y flza) =min{f(z) : z € K}.
Ver LAGIS E.[14], pdg. 21

Proposicién 2.2 Todo conjunto A € E"®, convexo, compacto y no vacio es homeomorfo

a una bola unitaria de R™,
Ver IVORRA C.[11], pag. 4

Definicion 2.11 Sea {A;}icr una familia finita de subconjuntos de R”. La familia
(fi)icr de funciones continuas f; : R* — R, es llamada particién continua de la unidad
débilmente subordinada (respectivamente subordinada) a la familia {A4;},:r siempre que

se cumplen la signientes condiciones:

1. Para todo z € R", D ., fi(z) = 1.

2. Para cada i € I, fi(z) = 0si x ¢ A; (respectivameute supp(fi) C Ai),

donde supp(fs) = {z € B/ fi(z) # 0} = f-1{R\{0})

Teorema 2.4 Supongamos que V1, ..., Vi, son subconjuntos abiertos de R™ y K un con-

junto compacto tal que:

KCWU- UV,

entonces existe una particién de la unidad subordinada al recubrimiento { V1, - -, Vi }. |
Ver RUDIN W. {20], pag. 45

Definicién 2.12 Asumiendo que X ¢ Y C B". 81 f: X — Y es una funcién, un punto

z ¢ X tal que f(z) =z es llamado punto fijo de f.



Definicién 2.13 La funcién f : X € R® — R, es semicontinua inferior en g € X, si
) 0 )

satisface una de las siguientes condiciones equivalentes.

1. Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — 29| < d, z € X,

entonces —e < f(z) — f(xo)-
2. Para cada sucesién (zx)rewy C X, que converge a o,
liminf f(xx) = f(zo),

donde liminf f(zx) = supkso{in fimsk{f(@m)}}

Definicién 2.14 La funcién f : X € R" — R, es semicontinua superior en 2z, € X, si

satisface una de las siguientes condiciones equivalentes.

1. Para cada € > 0 existe § > 0 tal que si |z — zo| < §, z € X,
entonces f(z) — f(zo) <e.

2. Para cada sucesién (z)rey C X, que converge a zq,
lim supf(zx) < f(z0),

donde lim supf(zx) = in fiso{ supPm>i{f(zm)}}

2.2 Resultados de Optimizacién

Definicién 2.15 Dos conjuntos X e Y en R" son separados estrictamente por el

hiperplano H = {z;p‘z = a} si, para cada z € X, p'z > a y paracaday € Y, p'y < a.

Teorema 2.5 Sea, C C R™ un conjunto convexo, cerrado v 1 C, entonces existe un
) yy )

hiperplano H tal que separa estrictamente a y y C.
Ver BAZARA M., SHERALI H. y SHETTY C. [5], pag. 45

Definicion 2.16 Un punto z € R™ es combinacién convexa de z1, ..., 2, ER" si existen

oy, Qg, ..., 0y € R tal que:

n
T = 0121 + Qo%y + ... + QnZn, cON E a=1, o >20, Vi=1,..,n.

i=1



Dado el problema de optimizacion:
mazf(z)

sujeto a: z € S.

Denotaremos  argmaz{f(z):z € S} = {z*: f(z*) > f(z), para todo z € S}.

Definicién 2.17 Consideremos la funcién f : S C R* — R se dice que 7 € R" es un

méaximo local o relativo en S si:

f@) > f(z); Yz €SN B(z,J).

Teorema 2.6 (Condiciones de Karush-Khun-Tucker)

Consideremos el siguiente problema de programacién no lineal (P.P.N.L):
mazimizar f(x)

sujeto a: hi(z) =0, j=1,..,1
gi(x) <0, i=1,..,m
donde f : R* = R, g; : R* — R, h; : R* — R, son funciones continuamente diferenciables
en la regién S = {z; h(z) =0, gi(x) < 0}.
Si el vector Z es un punto de méximo local del (P.P.N.L) y {V (%) }icr U {h;(Z)} son
1i, donde I(Z) = {j : g;(ZT) = 0}, entonces existe un par de vectores u € R™ y A € R!

tales que:

+ ZALth(a: +Zungj(x) =0

Definicién 2.18
1. Un conjunto M de R™ es llamado conjunto afin si:
(1—XNz+ Ay € M paratodoz,y € My leR.
La céapsula afin de M, af fM, es definido por:

af fM ={\z1+ Xo%2 + . + A 1 € M, M 4+ .+ Ay = 1}



2. 851 M =aff{by,b1, ..., b}, los vectores en M se pueden expresar de la forma:
T = A(]b(] + Albl + ...+ )\mbm, )\0 + )\1 + ...+ Am =1.

En la expresién anterior Ag, A1, ..., Am, como pardmetros definen un sistema de

coordenadas baricéntricas para M.

3. Si {bo, b1, ..., b} son afin independientes, su cdpsula convexa es llamada m-simplex

y bo, b1, ..., by, son Hamados los vértices del simplex.

Teorema 2.7 Sea S, un p-simplex de R" y f: .S, — S, una funcién continua, entonces

J tiene un punto fijo, es decir, existe un ¥ € S, tal que f(z) =7Z.
Ver FLORENZANO M. [10], pag. 6

Definicién 2.19 Dada una funcién real f : X — Y con dominio X C R" convexo e

Y C R, decimos que:

1. f es concava si dados dos puntos cualesquiera z,y € X, la imagen de cualquier
combinacién convexa de x e y es igual o mayor que la correspondiente combinacién

convexa de las imagenes. Es decir,

FOz+ 1 =Ny) > Af(x)+ (1 — N f(y), para todo A€[0,1] y para todo z,y € X.

2. f es cuasi-cédncava si f(A.x+ (1 — N)y) > min{f(z), f(y)}, para todo
A € [0,1] y para todo z,y € X.

De la definicién podemos observar que toda funcién céncava es cuasi-céncava pero el

reciproco no es en general verdadero como lo muestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.1 La funcién f : [0,1] — R tal que f(z) = z* es cuasi-céncava, pero no es
céncava. En efecto,

Oz + (1= Ny)? = X222 + 201 — Ny + (1 — A)%y* > min{2?, y°},

por lo tanto f es cuasi-céncava. Para demostrar que no es céncava, procedemos por
contradiccion.

Asumiendo que la funcién es céncava tenemos que:
Az + (1= Ny)* > Az® + (1 — )).y° para todo A € [0,1] y para todo z,y € X.

Pero, eligiendo z =0, y =1y A = 1 tenemos que (3.0+1.1)% < 3.0+ £.1, es decir, 1 < 1

lo cuél contradice la concavidad.



En la figura 2.1 se ilustra la concavidad y cuasi-concavidad para funciones reales de

variable real, con dominio en el intervalo [0,1].

. i-¢6 Ni eéncava ni
Céncava, y Cuasi-céncava
R cuasi-céncava R pero no céncava R cuasi-céncava,
A

1
1
1
1
1
1
1
|
i
1
I
1
i
1
i
1
1
1
I
1
1
1
]
]
1
|
1
1
I
1
!
I
1

"R

1

Figura 2.1: Tlustracién de la concavidad y cuasi-concavidad.

Teorema 2.8 Sea X un subconjunto compacto de R* y f : X C R® — R, una funcién

céncava, entonces Q = {z € X : f(z) > a} es un conjunto convexo para todo & € R.

Ver MANGASARIAN O. [15], pag. 59
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Capitulo 3

Continuidad de Correspondencias

Este capitulo tiene por objetivo presentar el concepto de continuidad de correspondencias
la cual es a menudo usada en la literatura econémica. En la Seccién 3.1, introducimos
los conceptos de dominio, imagen, grafica, inversa superior, inversa inferior de una
correspondencia; asi como también ejemplos y graficas para un mejor entendimiento de
estos conceptos. En la Seccién 3.2 presentamos las operaciones méas usuales con
correspondencias como son: la unidén, interseccién, composicién, etc. Recopilamos los
mas importantes teoremas, proposiciones y ejemplos, muchos de los cuales derivan de la
teor{a de funciones. En la Seccién 3.3, definimos la semicontinuidad superior e inferior de
una correspondencia, mostramos varios ejemplos y caracterizaciones por sucesiones para

cada tipo de semicontinuidad.

En la Seccién 3.4 se presentan caracterizaciones de semicontinuidad por sucesiones, vere-
mos que en muchas demostraciones es mas facil trabajar con esta caracterizaciéon. Final-
mente en la Seccién 3.5 exhibimos un tipo especial de correspondencias, las llamadas
correspondencias cerradas.

A menos que se especifique otro caso, en todo el desarrollo del trabajo X e Y son

considerados como subconjuntos del espacio euclidiano R™.

El desarrollo de este capitulo se encuentran bésicamente en [6], [8], [12] y [17].
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3.1 Definiciones y Propiedades Basicas

de Correspondencias

Definicién 3.1 Sean X e Y conjuntos no vacfos. Una correspondencia ¢ de X en Y es
una relacién la cudl asocia a cada elemento z € X un subconjunto no vacio p(z) C Y y

lo denotamos por:
p: X3Y.

Sea ¢ una correspondencia de X en Y. As{, como en el caso de funciones, el conjunto X

es Jlamado el dominio y el conjunto ¢(X) el rango de la correspondencia ¢.

r)Y

Z

Figura 3.1: La correspondencia .

Definicion 3.2 Sea ¢ : X 3 Y, donde X e Y son conjuntos no vacios. Definimos
1. El dominio efectivo, dom(p), por:

dom(ep) := {z € X/¢p(z) # 0}

2. La imagen de U C X bajo ¢, o(U), por:

o(U) = | o).

zelU

3. La grdfica de ¢, G, por:

Gy ={(z,y) CX xY/y € p(z)}.

12



Notemos que la grafica de una correspondencia es definida de forma andloga a la grafica

de una funcion .

- Si G es un subconjunto de X X Y, entonces G puede ser usado para definir una

correspondencia ¢ : X =23 Y, como:
o) ={yeY/(z,y) € G}, paraz € X,

y entonces tenemos G = G,. La figura 3.2 muestra la grafica de una correspondencia.

v

Figura 3.2: Gréfica de una correspondencia.

Definicién 3.3 Sea ¢ : X =3 Y. Decimos que ¢ es de:

1. Valor no vacio si: Para todo z € X, ¢(z) # 0.
2. Valor cerrado si: Para todo z € X, ¢(z) es un subconjunto cerrado de Y.
3. Valor abierto si: Para todo z € X, ¢(z) es un subconjunto abierto de Y.

4. Valor compacto si: Para todo z € X, ¢(z) es un subconjunto compacto de Y.

Asf como las funciones tienen imagen inversa, también las correspondencias tienen imagen

inversa, pero en este caso la imagen inversa es de dos formas.

Definicién 3.4 Sea v : X =2 Y una correspondencia, ) # A C Y, definimos.
1. La inversa superior de ¢, ¢*, por:
p*(A) = {z € X/p(z) C A}.
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2. La inversa inferior de @, ™, por:
v (A):={ze X/plz)n A +£0}.

Tomemos un elemento z € X, si p(x) intercepta a A no necesariaunente esté en A, pero

si () estd contenido en A, intercepla a A, es decir, p*(A) C o~ (A4).

Observacion 3.1 Una funcién f: X — Y, define una correspondencia v : ¥ = X dada
por: ) = F{wh-

De hecho, también f define trivialmente una correspondencia ¢ : X = Y dada por
w(z) = {f(=)}

Proposicién 3.1 Si ¢ es de valor singular, {esto es ¢ es una funcién) entonces ambas

0T (A) y ¢~ (A) coinciden con la imagen inversa de A.

A

Demostracién. Siendo ¢ uma funcién, tenemos que demostrar que pt{A4) = ¢ (A) =
@ 1(A). Por la hipétesis, ¢(z) es un conjunto unitario para todo z € X, entonces p(z) C

s equivalente a decir que ¢(z) € A, ¢s decir:
{z e X/p(z) c A} = {x e X/pz) € A},
esto implica que 1 (A) = ¢ 1(A).
De igual manera (z) N A # 0 es equivalente a decir que ¢(z) € A, es decir,
{z € X/p(@) N A# 6} = {z ¢ X/p(x) € A},

esbo implica ¢~ (A) = ¢ (A). Asi, coinciden las inversas.

Proposicién 3.2 Scan ¢ : X = Y una correspondencia y A;, ¢ € I, una familia de
sunconjuntos de Y, entonces se cumple:

@A) =[Nt (4.

el iGT

(@) o= (| A = e (A

ied iGd

(i) | Jo™ (A < (A

ied e

(@) v~V A) < e (A,

ted icd

14



Demostracion.

(i) x € Mierpt(A;) si, y s6lo i, p(x) C Ay, ¥i € Tsi, y sélo si, @(z) C Nier A
Si, ¥ 56lo Si, LS f,O_l_(miE]Ai).

(41) z € Uiesp™(A) sl ¥ sélo si, o{z) N Ay, # 0 para algin 4, € [ si, ¥ sélo si,
@(w) Ny A; # 0 si, y s6lo si, 2 € = (Uie, As).

(311) x € Ui (4;) si, y 86lo si, p(z) C A;, para algim iy € I, entonces

i

w(x) C UserA; s, y sblo si, z €t (Uger A;).

(7v) = € o™ (Mies As) i, y s0lo si, (@) N (Mg A;) # 9, entonees NA; #£ O, Vi€ /
si, y s86lo s, @ € Micrp (A;).

Quedando asi demostrada la proposicion. W

Proposicién 3.3 Si X e Y son conjuntos no vacios y » : X =% Y, entonces para todo

subeonjunto V de Y, tenemos:
(@) [~ (V)]° =" (V°).

(#) o~ (Ve) = [pH (V)]

Demostracion.
()

o' (V) = {o & X/pla) < V7
={r e X/plz)nV =0}
={z € X/plz)NV £}
=¢ (V)"

()

e (V)] ={z € X/o(z) C VI
={z € X/p(z) NV =@}
={z € X/plz)NV° £}
=" (V°).

Quedando asi demostrada la proposicion. B
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3.2 Operaciones con Correspondencias

Definicion 3.5 Si ¢: X =3 Y es una correspondencia , entonces el complemento de ¢,
°, definido por (¢°)(z):=Y\¢(x), para todo z en X es también una correspondencia. La

grafica de ¢° es el complemento (en X x Y') de la gréfica de ¢.

Definicién 3.6 Sea ¢ : X =3 Y una correspondencia, definamos la clausura de ¢ por

P(z):= w(x) para todo x€X. La clausura de ¢ es también una correspondencia.

Definicion 3.7 Si ¢ y 1 son correspondencias de X en Y, entonces definamos ¢ U 1,

N1 por las ecuaciones:

(UY)(z) =p(z)Up(),  (wNP)(z) = ¢(z)NY(z).

La relacién ¢ U 1) siempre serd una correspondencia, si ¢ y % lo son, ¢ N1 en general
no es una correspondencia (pues la interseccién puede ser vacia, y as{ no cumple con la

Definicién 3.1).

Proposicién 3.4 Si ¢ y 1 son correspondencias de X en Y y si B C Y, entonces:

() (p UY)~(B) = ¢~ (B) Uy~ (B).

(@) (p N)~(B) C ¢ (B) N9y~ (B).
(#12) (o U ) ¥ (B) = o™ (B) Ny (B).
() (p NP)*(B) D *(B) UYH(B).

Demostracion.

(1) Un punto  en X esté en (¢ U)~(B) si, y sdlo si, (¢ Up)(z) N B # 0, es decir, si sélo
si B intercepta ¢(z) U (z). Esto sucede si, sblo si ¢(z) intercepta B (en este caso x esté

en ¢ (B)) o ¥(z) intercepta B (en cuyo caso & estd en ¢~ (B3)).

(#5) Si z estd en (¢ N)~(B), entonces B N (p(z) NY(z)) # @ y asi ambos BN y(z) y
B N1(z) son no vacios. Sin embargo, es posible que B intercepte a o(z) y %(x), sin que

se intercepten ¢(z) Ny(z).
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(¢} Si z € (p U) "{B), entonces ¢(z) Uw(z) C By ast w(z) C By ¢{x) C B luego

z € pt(B) N4t (B) similarmente la otra inclusién.

(iv) Siz € p*(B), entonces @(z) C By asi o(z)N(z) C B. Similannente si z € " (B).
. |

Observacidén 3.2 La ofra inclusién en la parte (i4) de la proposicién anlerior no se

cumple pues: ¢~ (B) Ny~ (B) & (¢ N)~(B). En efecto, definamos

{2}, si 2€1,3] {1}, s =z€1,3],
w(x) = , Y(z) =
[0,3/2], si z= 1. 11,3}, si z=1

Si B =]1/2,2], tenemos que @~ (B)N¢ (B) = [1,3] ¥y (p n) (B) = {1}, por lo tanto
(1,31 ¢ {1}.
En la parte (iv) de la proposicién anferior tampoco se cumple la otra inclusién. En efecto,

definamos ¢ y ¥ dos correspondencias como en el ejemplo anterior y B =1/2, 2[ entonces,

()" (B) = {1}y ¢ (B) U (B) =|1, 3], por lo tanto, {pNe) ! (B) £ ' (B)Uv™(B).

Definicidon 3.8 Sean ¢ : X =2 Y y ¢ : ¥ =3 Z dos correspondencias. Delinamos la

composicién ¢{z) = (ow){x) = P{p(x}) = U ¥(y). La composicién de dos correspon-

yewlx)
dencias es siempre otra correspondencia.

Proposicion 3.5 Sean ¢ : X 3 Y, ¢ : Y = 7 y C C Z, enfonces:
() (4 0 0)~(C) = o~ (¥~ (C));
i) (0 9)(C) = p (B (O)).

Demostracidn.
(4} Tenewos,
(how) (C) ={z € X: (@Wog)s)NC £0}
—{z€ X : 9y} N C # Opara alginyen o(z)}
—{z€ X :p(e) Ny(C) # 0}
=~ @7 (C)).
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(1) Andlogamente,
(o) (C)={zeX: (bop)(z)cC}
= {2z e X : ¥y} C Cpara todoy eny(z)}
={z e X:plz)cu(C)+£0}
=o' B {C)).

Quedando demostrada la proposicidn. &

Definicién 3.9 Sean (¢:)";:X =3 Y; correspondencias. El producto de correspondencias
HE s 0 X =3 I Y; es definido por (I ;) () := IT3 i(z).

Proposicion 3.6 Scan ¢ : X 3 V1 v s 1 X =3 ¥, correspondencias y & = @) X @y @
X = V] x Y, una correspondencia como en la definicién anterior. Si A C Yy v B C Y,

entonces:
() @t{Ax B) =y (A} Np;(B),
(@) (A x B) =y (A} Ny, (B).
Pemostracion.
(i} Por definicidn, o™ (A x B) = {z: p(z) C A x B}, es decir:
T €wt(Ax B)si,ysélosi, o (z) CAypa(z) C Bsi, ysélosi, z € ©of (A)Ned(B). (i1)

Anélogamente, por definicién ¢~ (Ax B) = {z : ¢(z)NAx B # 0}, es deciriz € o~ (Ax B)
si, ysblosi, o1 () NAZ Dy wo{z)N B #Dst, ysolosi, z €y (A) Nz (B). B

Observacion 3.3
(i) Dados {A;}%, C X scdefine Y i Ai={z:z2=21+ ..+ 2n, 2 € A}

(#7) Dado A C X se define la cdpsula convexa de A, co{A), como el menor conjunto

convexo que conticne a A, es decir: co(A) = ﬂ C; donde cada C; es convexo.
ACC;

Definicién 3.10 Sean (yp;)7,, n correspondencias y ¢ € X. Definamos la suma de

i X =Y, i=1,...,n como:

Z Ps (33 Z ©s()-

Definicion 3.11 Dado ¢ : X =2 Y una correspondencia definimos la cipsula convexa de

 como cop(x) = co(p(x))-
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3.3 Correspondencias Continuas

Recordemos que una funcién es continua si la imagen inversa de todo conjunto abierto
es abierto.Si tratamos de aplicar esta caracterizacién de funciones continuas a correspon-
dencias, se nos presenta una dificultad ;Cual es la imagen inversa de un conjunto bajo
una correspondencia? En la Seccién 3.1 vimos que hay dos posibilidades naturales, pode-
mos definir ¢ 1(V) como el conjunto de todos los puntos z cuyo conjunto imagen estd
totdlmente contenido en V, {z €X : ¢(x)C V'} o como el conjunto de puntos cuya imagen
estd parcialmente contenida en V, {z € X : p(x) NV # 0}. Cada una de estas inversas

dan una nocién diferente de semicontinuidad para correspondencias.

Definicién 3.12 La correspondencia ¢ : X 3 Y es:

1.- Semi-continua superior(s.c.s) en z € X si, para cada vecindad V de () existe

una vecindad N(x) de z, tal que:

Yy e N(z),e(y) CV.

Figura 3.3: Semicontinuidad superior.

2.- Semi-continua inferior(s.c.i) en z € X si, para cada subconjunto abierto V de Y

tal que @(z) NV # 0, existe una vecindad N(x) de z, tal que:

Yy € N(z),p0(y) NV # 0.
X o¥

Figura 3.4: Semicontinuidad inferior.
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3.- Continua en z si este es s.c.s y s.c.i en z.

La correspondencia ¢ es Hamada s.c.s sobre un conjunto S, de X, si este es s.c.s en cada
z € S;si X =5, simplemente decimos que ¢ es s.c.s. Usamos una terminologia similar

para s.c.i y correspondencias continuas. En la figura 3.5 se ilustran estas diferentes formas

de continuidad.

$.C.S en X no es s.c.ien x

1O €S $.C.8 €N X s.cien x

Figura 3.5: Semi-continuidad inferior y superior.

En la figura 3.6 la correspondencia es s.c.s en todos los puntos excepto en z*. Para ver

. . U . «
que es s.c.s en todos los puntos distintos a z*, tomamos un z y un subconjunto abierto O
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!

N~

de Y el cudl contiene a ¢(z'), es facil encontrar una vecindad de z' ,(por ejemplo N (z
en la grafica que satisface:

Vz € N(2');p(z) C O.
Por otro lado, ¢ no es s.c.s en z*, pues la imagen de cualquier punto z en la vecindad no

estd contenida en V.

)

N(z')

Figura 3.6: Semicontinuidad superior.

. '
En contraste en la figura 3.7, ¢ es s.c.i en todos los puntos excepto en ' . Para ver que ¢
. ’ . .2 . ! ’
no es s.c.i en z , note que la interseccién del conjunto U con ¢(z ), es no vacia, pero no

existe una, vecindad N(z') tal que cada x € N(z') satisfaga o(z) NU # 0.

()

v //Mﬂ

l"

Figura 3.7: Semicontinuidad inferior.
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Ejemplo 3.1 Sea X =[0,1], Y = Ry, definamos ¢ : X = Y por:

[0,1], si ze]0,1],
(z) =
[0,1/2), si z=1.

¢ es s.c.i sobre X, sin embargo, ¢ no es s.c.s en £ =1 (ver la figura 3.8).

Figura 3.8: ¢ no es s.c.s en x=1.

Ejemplo 3.2 Sea X =Y =[0,1], Z =Ry, definamos ¢ : X xY =% Z por:

(0,1/2], si =,y €[0,1/2],
o(z,y) =
[0,1], s z,y€]1/2,1].

Asf definida, ¢ no es s.c.s en (z,y) = (1/2,1/2) (ver la figura 3.9).

Ejemplo 3.3 Sea X = [0,1], definamos ¢ : X =% X por:

-

{0}, si z€]0,1/2],
o) ={ [0,1], si z=1/2,

{1}, si z€]1/2,1].

\

 es s.c.s sobre X, sin embargo, ¢ no es s.c.i en x = 1/2 (ver la figura 3.10).
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A
1,
1/2
1/2 1 -
"y
1/2
1
T

Figura 3.9: ¢ no es s.c.s en (z,y) = (1/2,1/2).

i

—

1/2

Figura 3.10: ¢ no es s.c.i en x=1/2.
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Ejemplo 3.4 Sea X =Y = [0,1], definamos ¢ : X =3 X por:

[ 0,1/2), si ze[0,1/2]y=0,

e@)=4 [0,1], si y€]0,1/2,,z= 1/2,

| 10,1/2], si =z €]1/2,1],y=1/2.

Esta correspondencia no es s.c.i en (z,y) = (1/2,1/2). Ver la figura 3.11

Z

1/2

Figura 3.11: ¢ no es s.c.i en (x, y)=(1/2, 1/2).

Proposicién 3.7 Sea ¢ : X =3 Y,z € X tal que existe una vecindad de z, N(z),

satisfaciendo:
Yy € N(z), o(y) € p(z),

entonces ¢ es §.C.8 en x.

Demostracién. Sea V un conjunto abierto tal que ¢(z) € V, por hipdtesis existe una

vecindad N(z) de z tal que:
Vy € N(z), o(y) S l2) SV,

y asi,
Yy € N(z), o(y) €V,

luego ¢ es s.c.senx. M
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Un caso particular de esta proposicién es que toda correspondencia constante es s.c.s, esto

es, si existe un subconjunto T'C Y tal que:
Ve € X;¢(z) =T,

entonces ¢ es s.c.s en X.

Proposicion 3.8 Sea ¢ : X 3 Y y z* € X, tal que existe una vecindad N(z*) de z*,
verificando:

Vz € N(z*),0(z") C p(2),
entonces @ es s.c.i en z*.

Demostracién. Sea V un subconjunto abierto de Y, tal que o(z*) NV 5 0, por hipétesis

existe una vecindad de z*, N(z*) tal que:
Vz € N(z*), (z") € o(z),

y asi,
| 0# @) NV C )NV,

entonces ¢ es s.cien z*. W

Teorema 3.1 Sea : X =3 Y, entonces las siguientes tres afirmaciones son equivalentes.
() ® es s.c.s sobre X.
(i1) Para cada subconjunto abierto, V C Y, ¢+ (V) es abierto en X .

(417) Para cada subconjunto cerrado, FF C Y, ¢~ (F') es cerrado en X.

Demostracion.

(¢) implica (#%). Supongamos que ¢ es s.c.s y sea F un subconjunto cerrado de Y, entonces
siz € [p~(F)]°, tenemos que p(z) C F¢y F* es un abierto en Y. Pero, ¢ es s.c.s, entonces

existe una vecindad N(z) de z, tal que:
Vy € N(z), p(y) < F*,

luego
p(N(z)) C F*.
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Asi
N(z) C ¢ (F) = [ (P,

ya que z fue un elemento arbitrario de [p~(F)]°, este es un conjunto abierto y por lo

tanto, ¢~ (£') es cerrado.

(749) implica (44). Supongamos que ¢ satisface la condicién (444), y sea V un subconjunto

abierto de Y. De la Proposicién 3.3 se tiene que:
= (V) =t (V)]

la condicién (447) implica que [ (V)]¢ es cerrado, asi ¢ (V) es abierto.

(#6) implica (z). Supongamos que ¢ satisface la condicién (4), sean z € X, y V una
vecindad de (z), entonces de la condicién (i7) se tiene (V) es una vecindad de z,

luego: 4
Yy et (V),0(y) SV,

asi pesscsesz. M

Teorema 3.2 Sea ¢ : X = Y una correspondencia, entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes.

(i) ¢ es s.c.i sobre X.

(it) Para cada subconjunto abierto V C Y, ¢~ (V) es abierto en X.

(i71) Para cada subconjunto cerrado FF C Y, ot (F) es cerrado en X.

Demostracion. (1) implica (#1). Supongamos que ¢ es s.c.i y sea F un subconjunto

cerrado de Y. Entonces si z € [ (F)]¢ = ¢~ (F€), tenemos que ¢(z) N F° # § y F*° es un

abierto en Y. Pero, ¢ es s.c., entonces existe una vecindad N(z) de z, tal que:
Vy € N(z),o(y) N F° # 0,

luego
o(N(z)) N F# .

N(z) C o™ (F°) = [p"(F)]°,

ya que z fue un elemento arbitrario de [p~(F')]¢, este es un conjunto abierto y por lo

tanto, ¢ (F') es cerrado.
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(44%) implica (i¢). Supongamos due i satisface la condicidn {(##), y sea V un subconjuiito

abierto de Y. De la Proposicidn 3.3 se tiene que:

ORI

la condicién (#) implica que [~ (V))° es cetrado, luego ¢~ (V) es abierto.
(1) implica (). Supongamos que ¢ satisface la condieion (i), sean z € X, y V un
conjunto ablerto tal que ¢(z) NV # (), entonces de la condicidn (77) se tiene =(V) s
una vecindad de z, luego:

Vyeyp (V)ely)nV £0,

asl pessciesz. W

Proposicién 3.9 Sea v : X = Y una correspondencia, entonees los sigiiientes entmeia-
dos son equivalentes:

(i) @ es s.c.8 para todo z € X.

(41) Para toda sucesién (4;)rey conivergente a o en X y todo conjunto abierto V en Y eon

w(x) €V, se tiene que ©(z;) C Vpara todo k suficientemente grande.

Demostracion. Supongamos qiie (2 )kex 65 1iha sucesién convergente qiie converge a &
y V es un conjunto abierto en Y con ¢(z) C V, entonces por la parte (1) ¢+ (V) es abierto
en Xy x € ot(V). Asi ap € ©*(V) para k suficientemente grande, pues  es el Hmite de
la sucesi6n (xx)ren. En consecuencia, p(zp) C V.

Reciprocamente, asuntiendo lo contrario, ¢ no es s.¢.5 en 1 , entonces existe una vecindad
V de p(x) tal que ¢*(V) no es una vecindad de x, asi podemos construir,(#;)ren,
una sucesién couvergente a # tal que para todo k € Ny 2 & ¢t (V) o equivalentemente

@(zr) ¢ V, lo cudl es una contradiccion. M
Proposicién 3.10 Sea ¢:X =Y una correspondencia, entorces los siguientes enuncia-
dos son eqiivalentes.

(i) ¢ ess.cd para todo z € X.

(#) Si para toda sucesién (zy)reny convergente a z, y V un conjunto abierfo tal que

w(x) NV # ), se tiene que para todo k suficientemente grande, ¢(zx) AV # 0.
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Demostracién. Suponiendo que ¢ es s.ci y que (2 )ren converge a z, ya que ¢ es s.c.
en z y V es un abierto tal que p(z) NV # @, el conjunto ¢~ (V) es una vecindad de .
Recordando que z es el limite de una sucesidn convergente (zx)ien, 21 € ¢~ (V) para k

suficientemente grande o equivalentemente ¢(z;) NV # .

Para, probar la reciproca, asumimos lo contrario, ¢ no es s.c.i es 2, entonces existe algtin
conjunto abierto V satisfaciendo ¢(z) NV # 0 tal que ¢~ (V) no es una vecindad de
z, asi podemos construir (zp)rew uUna sucesién convergente a z, tal que para todo &
suficientemente grande ¢ & ¢~ (V) equivalentemente ¢(z;) NV = (), lo cual es una

confradiccién. En consecuencia, ¢ es s.c.i para todoz € X. B

Teorema 3.3 Sean ¢, 1 y ¢ correspondencias tales que ¢ : X 3 Y, v : Y 3 Z y
¢:7Z =W

(i) Si ¢ y % son s.c.s, entonces la composicién ¥ o : X = Z tal que:

(o p)(@) = vlp@)) = | »@),
yEp(z)

(1) Si ¢ es s.c.s , entonces: o (poh) = (doy)orh, ess.cs.

(#77) Existe una funcién identica id, tal que (idy} o o = @ o (id,)

Demostracion.

(i) Sean ¢ y @ s.cs y sea V abierto en Z tal que ¥(p(z)} C V, es decir:

U ) cVv.
yep(z)

Como 7 es s.c.s tenemos que para todo ¥ € p(x), existe U, vecindad abierta de y tal que
Y(Uy) C V. Llamemos U = ¢y Uy ¥ 881 Y(U) = U, ppy ¥(Uy) C V. También ofz) C
U, y como ¢ es s.c.8 existe U, tal que ¢(U,) C U; de modo que ¥(p(U,)) C¥(U) C V.

(i) Tenemos que:

(Gp)lo@) = | dlewl= U U ¢

yEP(w) yeg(x) z€p(y)

= U ¢@= U ¢
ZEUyE¢(m)<P(y) z&p[h(x)]

= ¢0[‘foo€b(x)}
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arte (¢) ¢ o (v o)) es s.cs. : \

or la

3

N

(¢2¢) Tenemos que verificar la igualdad (id,),0 = @. Sea z € X, de la definicién de

.
/

composicion tenemos que:

g d ToalN — Vb s o o b L
W T | \; Gan) U §= 9
yEo(x) yep(z)

) = . Dado que, ¢lidx(z)] = ¢(x) para todo z € X,

Ahora probaremos que o, (id,

entonces o (idx) = . =

Teorema 3.4 Sean ¢, ¥ y ¢ correspondencias tales que ¢ : X = Y,y : Y = Zy
b:Z =W

() Si @ y % son s.c.d, entonces la composicién 1,0 : X =% 7 tal que

' oo =1lo@)= | ¥@),

yEp(z)

es s.c.i.

(#1) Sea ¢ s.c.i, entonces @,(pu1) = (Pot0)ot, €8 s.c.i.

Demostracion. (i) Sea V un abierto en Z tal que ¢¥(¢(z)) NV # 0, es decir

Uye¢(m)¢(y) NV #£0.

Puesto que 1 es s.c.i tenemos que para todo y € o(z), existe U, tal que;

Y(U,) NV #£0.
Llamemos U = UyeymUy, luego y(U) NV # 0. Ademés o(z) NU # @ y como ¢ es s.ci
existe U, tal que (U, )NU # &, de modo que ¢{o{U, )TNV £ 8, luege {p{I71,))NV # &,

asl 9 op es s.cd.
(41) Por la parte (iz) del teorema anterior tenemos @,{©s1) = (Ga0)ot, ¥ PO la parte (%)

=

Neyae; B




Ejemplo 3.5 Dados X =[1,10] y Y = [0,5[. Sea ¢ : [1,10] = [0, 5[, definida por:

;

[0,3], si 1<z<3,

[1,3], si 3<z<4,
o) =3

[1,2], si 4<z<7,

0,4], si 7<z<10.

(ver la figura) 3.12.

4

— N W o o

1 34

© €s 5.C.8 ©° 1o €s s.c.s

Figura 3.12: Gréafica de ¢ y ¢°.

¢ asi definida es s.c.s en todo punto del dominio [1, 10]. Pero el complemento de ¢ definido

por:

13, 5[, si 1<z<3,
, si 3<x <4,
si d<z<T,
14, 5], si 7<x<10.

o(7) 13, 9]

no existe una vecindad N(7), tal que para todo z* € N(7) se cumpla que:

wlz®y 13, 5]
OZ ) Lo, 0

LA
b



3.4 Semicontinuidad y Sucesiones

En esta seccién se presentan otras caracterizaciones de la semicontinuidad con sucesiones.

Teorema 3.5 (Caracterizacién de la s.c.s por sucesiones) Una correspondencia ¢ :
X 33Y de valor compacto es s.c.s en z si, y s6lo si, para toda sucesién (x,) convergiendo
azen X y toda sucesién (y,) con y, € p(z,) existe una subsucesién convergente de (y,)

cuyo limite pertenece a ¢(z).

Demostracién. Sea ¢ s.c.s en . Primero mostraremos que la sucesién (y,,) es acotada y
por lo tanto posee una subsucesién convergente. Luego mostraremos que el limite de la
subsucesién pertenece a ¢(z).

Si ¢(z) es un subconjunto compacto entonces es acotado, luego existe un conjunto
abierto y acotado B conteniendo ¢(z). Por definicién de s.c.s, existe una vecindad V' de
z tal que p(z) C B, para todo z € V. Ya que la sucesién (z,) converge a x existe un
natural 7 tal que z,, € V para cada n > 7. En consecuencia, tenemos ¢(x,) C B y por
hipétesis y, € B, para cada n > 7. Aéi la sucesién (y,) es acotada, por lo tanto, existe

una subsucesién convergente, (y,,) — ¥.

Asumiendo que y ¢ ¢(z). Existe un conjunto cerrado que no contiene a y, por ejemplo

la bola cerrada

B.={veY/ inf d(z,v) <e},

2€p(a)

donde £ > 0 (ver la figura 3.13).

Figura 3.13: Esquema de B,.

Considerando la s.c.s de ¢ en z, para n suficientemente grande tenemos ¢(z,) C B,
por lo tanto, ¥, € B.. Dado que la subsucesién converge a y y B es cerrado se tiene que

y € B.. Pero esto es una contradiccién pues y & B,.
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Reciprocamente, asumiremos que ¢ no es s.c.§ en z, ¢s decir, que existe un conjunto
abierto O conteniendo ¢(z) tal que toda vecindad V de 2 contiene un punto z, con
w(zy) ¢ O. Hligiendo la sucesién de vecindades Bijn(z) con n € N, obtenemos una
sucesién (x,) convergiendo a z y una sucesién (y,), con g, € &(zy,) v yn € O. Pero por
hipétesis sabemos que existe wna subsucesién convergente de (y,) cuyo limite pertenece a
@(z). Esto es imposible ya que ¢l conjunto Y\O es cerrado. Asi, y, € Y\O para todo n,
esto implica que el punto limite de ninguna subsucesidn convergente de (y,) pertenecera
a O ni tampoco a @(z) el cundl estd contenido en O. DPor tanto queda demostrada la

condicién necesaria. W

A continuacién mostramos una aplicacidén de este resultado.

Ejemplo 3.6 ( La correspondencia de presupuesto) Fijado cualquier n € N defini-
mos B : R = RY por:

B(p,l) = {z e R? : p'z < 1},
donde p'r es un producto interno de p y z, es decir, p'z = 3" pirs.
Afirmamos que B, llamada aplicacidn presupuestaria, es s.c.s. La prueba la hacemos
usando el teorermna anterior.
Sea (p,{) € Rty sucesiones (P, lm) ¥y (Tm) (en R}t y R, respectivamente) tal que
T Dy ) = (0, 1) ¥ 1 € B{(Pin: L)) pawra cada m. Ya que (pp; € Ry ) converge a un
nitmero estrictamente positivo, tenemos p} = i f{pmi : m € N} > O para cadai=1,...,n.
Simnilarmente, I* = sup{l, : m € N} < co. As{ z,, € B(p*,l*) (p*z < I*) para cada m,
inientras que B(p*,[*) es un subconjunto cerrado y acotado de R . Por la proposiciin ?.1
tanibién es compacto, luego existe una subsucesion (., ) el cudl converge a algin = € R .
Por propiedad de lfmites p* & = lim pl, Tm, < lim I, = 1, esto es, 2 € B(p,1). Dado que

(p,1) es arbitrario por el teorema anterior concluimos que B es s.c.s.

Teorema 3.6 {Caracterizacién de la s.c.i por sucesiones) Una correspondencia
w:X =Y esscien z si, y slo si, para toda sucesién (z,) convergiendo a z en X y

toda y € ¢(z) existe una sucesién (y,) convergente a y tal que v, € p(z,).
Demostracién. Sean ¢ s.c.i en z , (2,) convergente a x y y € ¢(z). Sea B,(y) una bola

de centro y v radio 1/r, con r € M. Por hipétesis,  es s.c.i en z, ademas B, (y) Np(z) # @,

entonces cxiste una vecindad V; de z tal que para todo z € V¥, se cumple ¢(z) N B,(y) # Q.
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Puesto que (z,) converge a z, para cada r existe un entero n, tal que n > n, implica
Z, € V,. Podemos asumir que n, < n,yy (r=1,2,...). Paran € Ncon n, <n < n,41
elegimos y, en el conjunto ¢(z,) N B,(y). Esto es posible ya que para todo n > n, se
tiene z, € V; lo cuél implica que ¢(z,) N B,(y) # 0. La sucesién (y,), construida de esta
manera converge a y ya que con 1 creciente el indice r también crece y la bola B,(y) llega

a ser cada vez mas pequeiia.

Reciprocamente, asumimos que ¢ no es s.c.i en z, entonces existe un conjunto abierto
U, con UNp(x) # § tal que cada vecindad V' de z contiene un punto z,, con ¢(z,)NU = 0.
Por lo tanto, existe una sucesién z, que converge a z tal que olx,)NU =10. Seay €
U N(z). Por hipétesis, existe una subsucesién (y,,) convergiendo a y con yn, € ¢(Zy,)-
Sin embargo, ya que U es abierto y y € U para ¢ suficientemente grande tenemos que

Yn, € U. Asi p(x,,) NU # 0, contradiciendo nuestra suposicién. B

Analicemos la correspondencia de presupuesto, veamos que también es s.c.i.

Ejemplo 3.7 ( La correspondencia de presupuesto). Afirmamos que la aplicacién
presupuestaria B (dado como en el ejemplo anterior), es s.c.i.

Tomamos (p,l) € RT}! arbitrario y cualquier conjunto abierto O de R tal que B(p,1) N
O # (. Para llegar a una contradiccién, supongamos que para todom € N (suficientemente

grande) existe (Dm, lm) en una vecindad de centro (p,[) y radio = tal que

B(Dm, lm) NO = 0.

Elegimos cualquier B(p,[)NO. Ya que O es abierto en R%, tenemos Az € B(p,I) NO para
A € (0,1) cerca al 1. Pero, ya que p,, — p ¥ ln, — [ por propiedad de limite Apmz < I,
para m suficientemente grande, entonces para cualquier m, tenemos A.z € B(Dm, bn) €8

decir, B(pm, lm) N O # 0, llegando a una contradiccién.

Observacion 3.4 De los ejemplos 3.6 v 3.7 concluimos que la aplicacién presupuestaria

B es continua.

Ejemplo 3.8 (funcién s.c.s en cero, perono es s.cien 0) Sean X =Y =Ry

{0}, si z#0,
o(z) =
[-1,1], si z=0.
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Veamos que ¢ es s.c.s en 0. Sea z,, = % tal que z, — 0.
Para 0 = y, € @(z,) = @(2) = 0 existe y,, = 0 tal que y,, — 0 ademés 0 € p(0) =
[—1,1]. Por lo tanto ¢ es s.c.s en 0.

Ahora veamos que @ no es s.c.i en 0. Sea z,, = % una sucesién tal que z, = % — 0y para

todo —1 € (0) = [~1, 1] no existe una sucesién y, € (z,) tal que y, — 1.

A

R

A
A 4
)

Figura 3.14: ¢ es s.c.s en 0, pero no es s.c.i en 0.

Ejemplo 3.9 (funcién s.c.i en cero, pero no es s.csen 0) Sean X =Y =Ry

[—1,1], si x#0,
p(z) =
{0}, si z=0.
Veamos que @ es s.c.i en 0.

Sea z, =1 — 0y 0 € ¢(0). Por demostrar que existe y,, € ¢(z,) tal que y, — 0. Ya que
p(L) =[-1,1], eligiendo y, = 0 € [—1,1] tenemos que y, — 0.

Ahora veamos que p no es s.c.s en 0. Sea z, = % — 0. Para cualquier sucesién y, € p(z,),
por ejemplo, y, = —1 € [—1,1] = (z,) no existe una subsucesién y,, de y, tal que

Yn, — 0. Por lo tanto, ¢ no es s.c.s en 0 (ver la figura 3.15).

Proposicion 3.11 Sea ¢ : X 3 Y una correspondencia. Si para todo 2 € X, ¢ es s.c.s

en z y @(x) es compacto, entonces el conjunto p(X) es compacto.

Demostracién. Sea (V;);c; un recubrimiento abierto de ¢(X). Para todo z € X ya

que @(x) es un conjunto compacto, existe un subcubrimiento finito (V;)ici) tal que
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Figura 3.15: ¢ es s.c.i en 0, pero no es s.c.s en 0.

lx) C ViUVaU ..U Vi = Uicg)Vi. Definamos el conjunto abierto O, = Userm) Vi,
se tiene x € ¢*(0,). De la semicontinuidad superior de ¢ y el Teorema 3.1 la coleccién
(¢1(O4))zex es un cubrimiento abierto de X. Ya que el conjunto X es compacto, podemos

considerar un subcubrimiento (¢*(O,))zey, €s decir:
X C Uzept(0,) de donde (X) C Uzer(pT(04)) C UgesOy.

Elegimos de (V;);ex el subcubrimiento finito V; : 4 € UzesI(z) de o(X). Esto implica la
compacidad de ¢o(X). W

3.5 Correspondencias Cerradas

Para muchas aplicaciones, ademas de las correspondencias inferiormente o superiormente

continuas, son también muy dtiles las llamadas correspondencias cerradas.

Definicion 3.13 Sea ¢ : X =3 Y una correspondencia, ¢ es cerrada si:

Go={(z,y) e X XY :y € p(z)}es cerrada en X x Y.

Si ¢ es cerrada , entonces para z,y € (X x Y \ G,) existen una vecindad U de z y una

vecindad V de y, tal que (U x V)NG, = 0.

Usamos esta propiedad, para definir el concepto de una correspondencia cerrada en un

punto.
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. Definicién 3.14 La correspondencia ¢ : X =2 Y es llamada cerrada en un punto
x € X si, para cada y € Y \ ¢(x), existe una vecindad U de x y una vecindad V de y,
tal que:

w(z)NV =0, YzeU.

La correspondencia ¢ es llamada cerrada sobre un conjunto, S de X, si es cerrada

en cada z € S. Si S = X, simplemente diremos que ¢ es cerrada.

Proposicién 3.12 Si ¢ : X =% Y es cerrado en Z, entonces ¢(Z) cerrado.

Demostracién.Sea Z € X ; si § € Y\¢(Z), entonces existe una vecindad V de 7, tal que

o(Z)NV =0 oV C Y\p(Z). Por consiguiente, Y\ (Z) es abierto. B
La reciproca de esta proposicién no es cierta.

Ejemplo 3.10 (Correspondencia de valor cerrado pero, que no es cerrada)

Sea X =[0,1] y Y =R, definimos ¢ : X =Y por:

[0,1), si z€0,1/2],
o) =
2,3, si z€)1/2,1].

1/2 1

Figura 3.16: Correspondencia de valor cerrado.

A continuacién enunciamos una proposicién que conecta la s.c.s de una correspondencia

con la propiedad del grafico cerrado.
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Proposiciéﬁ 3.13 Sea ¢ : X 2 Y una correspondencia.

(i) Si ¢ tiene el gréfico cerrado, entonces no necesariamente es s.c.s. Pero si ¢ tiene el

gréafico cerrado y Y es compacto, entonces ¢ es s.c.s.

(¢7) Si ¢ es s.c.s, entonces no necesariamente tiene el grafico cerrado. Pero si ¢ es s.c.s

y de valor cerrado , entonces ¢ tiene el grafico cerrado.

Demostracion.

(i) Si ¢ es cerrado esto no implica que sea s.c.s (ver el ejemplo 3.11). Para la segunda
parte de la primera afirmacién, asumimos que ¢ es cerrado y Y es compacto. Sea ., € X
y (ym € Y) tal que &, — 2y Ym € ©(2m) para cada m. Por propiedad existe una sucesién
estrictamente creciente y,,, y un punto y en Y tal que y,,, — y (cuando k£ — o0). Asf
por el Teorema 3.5 y € p(x). Pero ya que Zm, — £ Y Ym, € ©(Zm,) para cada k, asi ¢ es

8.C.8.

(i) Si ® es s.c.s esto no implica que sea cerrado (ver Ejemplo 3.12). La prueba de la
segunda afirmacién es consecuencia del Teorema. 3.5. Si (2, yn) € G, tal que (Tn,yn) —
(z,y) debemos demostrar que (z,y) € Gy, es decir, y € p(z). Esto estd demostrado en el

tercer parrafo de la demostracién del Teorema 3.5. B

Ejemplo 3.11 (Correspondencia cerrada, que no es s.c.s.) Sea, X =Y =Ry, y defini-
mos ¢ : X 33 Y por.
{0}, si =0,
p(z) =
{i}, si 2>0.

Ry

Figura 3.17: Correspondencia cerrada que no es s.c.s.

37



Ejemplo 3.12 (Correspondencia s.c.s, que no es cerrada.) Sea, X =Y = R, y defini-

mos ¢ : X Y tal que: (z) =]0,1[ para xe€R,.

R G,

Figura 3.18: Correspondencia s.c.s que no es cerrada.

Proposicién 3.14 Sea » : X =3 Y una correspondencia. ¢ es cerrado en z si y sélo
si para todo (Zx)ken ¥ (Uk)ken tal que (xx)ren converge a v (i )ren converge a y, con

(y) € p(zr) para todo k, tenemos y € ¢(z).

Demostracion. Asumiendo que ¢ es cerrado, supongamos que (Zj)rey converge a z,
(yx) € w(zx) para todo k,(yk)ren converge a y &€ o(z).

- Ya que @ es cerrado en z, existe una vecindad Uy y V, de x y y respectivamente tal que
(Uz x V) NG, = 0. Para k suficientemente grande (zx, yx) € U, X V, en consecuencia
Yr & (1)

Reciprocamente, asumiendo lo contrario, es decir, que ¢ no es cerrado en el punto z.
Por definicidn, existe algin punto y & ¢(z) tal que para toda vecindad abierta de U de
zy V de y, existe algin (zuvv,yvyv) € (U, V)N G,. En particular, para la vecindad
U = B(z,1/k) y Vi, = B(y,1/k) , existe algin (2, yx) € Ux, Vi tal que g € o(zx). Ya
que Tp — Ty Y — Y, en el limite se tiene que y € ¢(z), lo cuél contradice la hipdtesis.

Proposicién 3.15 Una correspondencia ¢ : X 2 Y es s.c.i si, y sélo si, @ es s.c.i.

Demostracion. Supongamos que ¢ es s.c.s. Sea V un abierto en Y tal que V Ny(x)

bl

#0
luego existe y € V N p(x); es decir, V es vecindad de y y como y € o(x), V Np(x) # 0,
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ya que @ es s.c.s existe U abierto en X tal que para todo 2’ € U,V Ny(z') # @ y como
o(z') C (@) , entonces V N ©(z") # 0 para todo ' € U.

Reciprocamente, supongamos que @ es s.c.i. Sea V un abierto en Y tal que V Ny(z) # 0,

como p(z) C (), V Ne(z) # 0, ya que ¢(z) es s.ci, existe U abierto en X tal que

VNe(@)#0, para todo ' € U. Asf existe y tal que y € Vy y € o(2) y como V es
vecindad de y, VNy(z') # 6, para todo 2z’ e U. W

Proposicién 3.16 Sea ¢ : X =3 R™ una correspondencia. Si ¢ es s.c.s en x, entonces @

€8 s.csen x.

Demostracion.Sea V una vecindad abierta de @(z), tal que V C Y, ya que p(z)NVe =
(), existen conjuntos abiertos Vi y V, tal que p(z) € Vi € V& C V. Afirmamos que
et(Vi) C (@(z))* (V). Sea ' € v* (Vi) entonces B(x') C Vi C V& C V. Ast (B(z))*H (V)

es abierto. Luego (@(z))*(V) es s.cs. &

Proposiciéon 3.17 Sean ¢,9 : X =3 Y dos correspondencias y = € X.

() Si ¢ es cerrado en z, 1 en s.c.s en z y ¥(x) es compacto, entonces ¢ N1 es s.c.s en

z y el conjunto (¢ N)(z) es compacto.

)

(1) Si @ es s.ci en z y 1 es abierto, entonces (¢ N) es s.c.i en z.

(i4) Si p y ¢ son s.c.s en z y si ¢(x) y ¥(x) son cerrados entonces ¢ N es s.c.s en 1.

Demostracion. (i) Sea W C Y abierto y supongamos (¢ N1)(z) C W. Por demostrar
que, existe una vecindad N de z tal que(p N)(N) C W. Observemos que P = t(z)\W
es compacto, pero quizé vacfo, si P es vacio entonces ¥(z) C W,y asi o(z')Ny(z) c W
para todo z € N desde que 1) es s.c.s, luego ¢ N1 es s.c.s. Si P es no vacio, existe
y € P. probemos que (z,y) € G,, es decir que y € ¢(z). Procediendo por contradiccién

suponemos que y € 90(:1:), luego tendriamos que
y € elz)Np(z) C W,

contradiciendo que y € P. Por lo tanto, (z,y) € Go.
Ahora veamos que P = 9(z)\W C Y\¢(z).
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En cfecto, tenemos que
(pNy)(z) c W
entonces,
W C () Ue(z)
luego,

B(@) W C YV \pla).

Dado que la grafica de ¢ es cerrado en x, para cada y € P, existen vecindades abiertas
U, de zyV, dey tales que U, x V, NG, = 0. Asi, hay un subconjnto finito {3, ..., Yo}
de P tales que {V¥,,,..., V,,. } cubren a .
Sean V =l \V,,, U =¢H (WU V) y N =T n{nt U,).
Puesto que, ¥(z) C [Y(@)\W|UW C VUW y N es abierto, entonces para cada z € N,
tenecimos

Pz) CWUV yelz) NV =1,
pues si existiera iy € @(z) NV, entonces para algin y; € 77, y € p(z) NV, y entonces
y € ¢(z) N P contradiciendo que P y ¢(x) son disjuntos para todo z € X. Luego
(pNY)(N) CW.

(i) Sea W un conjunto abierto en Y satisfaciendo ¢(z) N4z} # O, siendo ¢ abierto
existe una vecindad U, de z y V, de y tal que ({/; x V) C G,. Desde que ¢ es s.c.i, el
conjunto ¢~ (W) es una vecindad abierta de z. Afirmamos que:

(U N~ (W) C (0N ¥)~ (W),

Seay € (U, Ny~ (W), entonces y € Uy y y € ¢ (W) entonces W C () y () NW # 0
luego W N ((y) N(y)) # B esto implica y € (e N¢)~(W).

(#31) Sea W una vecindad de o(z) N ¥(z). Ya que @(z)\W = ¢(z) N W* ¢s cerrado
y Y(@)\W = o(z) N W es cerrado ademds con interseccién vacia, existen vecindades

abiertas V] de o(z)\W y V3 de 9{x)\W. Afirmamos que:
e W NV NYTW UVL) C (o) (W),

Sea x’ € N (W NWV) Ny (W UW), es decir, £ € ¢ (WnNV)yz € ¢ (W UW) asi,
o) Cc WUV, vy #(z) C WUV, esto implica (¢ N¥)(z’) € (WUWV)IN(WUW)en
consecuencia, (g Ny)(z' ) CW. B
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Proposicion 3.18 La unién de correspondencias satisfacen las signientes propiedades.
(¢) La unién de una familia de correspondencias s.c.i es s.c.i.

(4) La unién de una familia finita de correspondencias s.c.s es s.c.s.

Demostracion. (i) Sea U un abierto en Y tal que (Usepps)(x) N U # @. Por hipétesis,
se tiene que cada @; es s.c.i en z, cs decir, para U abierlo tal que ¢;(z) NI # 0 irmplica
@i(z)NU # @ para todo £ € N,, entonces User(wi(2 ) NTUY % O para todo @' € N, asf
Uierl@i(z')| N U # 0.

(#7)Sea U abierto en Y tal que U o;(z) € U. Ya que cada w;{z) es s.c.s ¢;(2') € U para

todo = € N, asi Ul ¢i(z) C U para todo £ € N,. B

Proposicidn 3.19 Sean (p;)%, : X = 12, Y;, n correspondencias , £ € X.
(i) Si cada ; es s.c.i en x, enlonces {17 ,¢; cs s.ci en 2.

(7i) Si cada ¢; es s.c.8 en T y @;(2) es compacto, entonces TI2.;¢; ¢s s.c.5 en 7.

Demostracién. Probaremos el resultado para n = 2 y por induccién se deduce el caso

general.,

(1) Sea V abierto en ¥ X Y, por demostrar (o; % vs) (V) es abierlo. Sea y € {¢(z) x
we{z)) NV, denotamos por (y1,y2) = y. Por la definicién de producto topolégico existen
W1 vecindad de 37 y Ve vecindad de y5 tal que Vi x V3 C V. Como 1 es s.c.d, para todo
Vi abierto en Y7 se tiene que ¢ (V1) es abierto andlogamente para @, se tiene ¢, (V) es
abierto. Afirmamos (o7 (Vi)Nws (V2)) C (@1 xwa)~ (V). asi probaremos que (1 x@2)~ (V)

es abierto.

Sea t € (o[ (V1) Ny (Va)), entonces ¢ € o7 (V1) y t € o, (Va), es decir, ¢1(t) N V; #
By @a(t) NVe # B, lnego Az, w) € @(t) x w(t) vy Iz, w) € Vi x ¥, por lo tanto,
(01 X @2)(E) N VL % Vo £ By como Vi x Vo CV se liene que (g1 X wa)(t) NV # Gy por
definicion ¢ € (g1 x @27 (V).

(12) Sea (Te)kcr: (Wk)ken tal que zx — z, (¥}) € wilzs), (V) € walzr). Ya que ) cs
s.c.s, existe una subsucesion (yi Jnew de (yileaw y ¥' € o1(2) tal que g — y.Ya que ¢,
es 5.c.5, existe una subsucesion (yi Juew de (Yilkenw ¥ ¥* € wo(z) tal que yf — ¢ Por
construceién, la subsucesién (y; , ¥ Jnew de (Yi)ren converge a (¥, 3%) € (1 X @2)(2), ¥

por el Teorema 3.5 se verifica el resultado. B
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Proposicion 3.20 Sea Y un subconjunto convexo de R", ¢ :X =3 Y una correspondencia

yz € X,

(i) Si ¢ es s.c.d en z, entonces cop(x) es s.c.d en z.

(i¢) Si @ es s.c.s en z y @(z) es compacto, entonces cop(x) es s.c.s en Z.

Demostracion.

(¢) Sea V un conjunto abierto en Y tal que existe y € cop(z) N V. Existen y1, ..., % ¥
a1y ey O, b2l que ¥y = a1y; + .- + auyn donde y; € (), a; € [0,1] y aq + ... + o, = 1.
Definamos I' : Y™ — Y por I'(z1, ..., 2,) = 121+ ...+ an2n, al ser I' s.c.s para todo i, existe
V; vecindad de y; tal que ['(V; x ... x V) € V. Se infiere que NI~ (Vi) C (cop)~ (V).
(47)Como o(x) es compacto cop(x) es compacto. Sea V una vecindad abierta de cop(z).
Existe V* abierto y convexo tal que cop(z) C V* C V. Ya que ¢ es s.cs p(z) C V* asi
co(p(z)) Ceco(V*)CV. B
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Capitulo 4

Teorema del Punto Fijo y del

Maximo

Este capitulo tiene como objetivo dar a conocer el teorenia del punto fijo para correspon-
dencias y ¢l Teorema del Maximo. En la Scccién 4.1 demostramos ¢l Teorema del Punto
Fijo de Kakutani, que es una generalizacion del Teorema de Punto Fijo de Brouwer para

funciones.

En la Seccidn 4.2 presentamos el Teorema del Maximo e ilustramos su aplicacién en la

econormia mediante ejemplos.

El desarrollo de este capitulo puede encontrarse bdsicamente en 9] y [10].

4.1 Teorema del Punto Fijo de Kakutani

En esta seccidn probaremos el Teorema del Punto Fijo de Kakutani, pero antes de-

mostraremos el Teorema de Punlo Fijo de Brouwer.

Definicidn 4.1 Si ¢ : X =2 Y es una correspondencia, un punto z € X tal que z € ¢(z)
cs llamado punto fijo de ¢. .

El Teorema de Brouwer para punios fijos de funciones, se obfiene como corolario del

Teorema. 2.7.

Corolario 4.1 (Brouwer) Sea X wun subconjunto convexo, compacto y no vacio de R”

y f: X — X una funcién continna, entonces existe 1 z € X tal que f(Z) =T.
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Demostracion. Por la Proposicién 2.2 dos conjuntos convexos, compactos y no vacios de
R™ con la misma dimensién son homeomorfos. Sea p la dimensién de X y h: S, — X un

homeomorfismo del p-simplex sobre X. Ya que f es continua, la funcién
(h"tofoh): S, — S,

es también continua, por el Teorema 2.7 tiene un punto fijo z, es decir, (hofoh)(z) = 2,

entonces haciendo T = h(z) tenemos que f(Z) = Z, por lo tanto, f tiene un punto fijo.
R

El siguiente teorema, generaliza la existencia de un punto fijo para correspondencias
cerradas, de valor convexo y no vacia de un conjunto convexo, compacto y no vacio de R"

en si misma.

Teorema 4.1 (Kakutani) Si X es un subconjunto convexo, compacto y no vacio de R,
entonces para toda correspondencia cerrada ¢ : X =2 X con valor convexo y no vacio
(equivalentemente para toda correspondencia s.c.s ¢ : X = X con valor convexo, cerrado

y no vacfo) existe un T € X tal que T € ¢(7).

- Demostraciéon. Dado € > 0, consideremos un cubrimiento de X por la familia de bolas
abiertas (B(z,¢))zex con centro z y radio €. Ya que X es compacto existen (z!);, tal

que

X < et e)

y una particién continua de la unidad (af)ic, débilmente subordinada al cubrimiento
abierto finito (XNB(z, €))ie, de X. Tomando para cada i, un punto arbitrario y{ € o(z}),

definamos la funcién fe : X — X por:
fola) =) ai(z)yl,
i=1

la, cual es una funcién continua. En consecuencia, por el corolario del Punto Fijo de

Brouwer existe z¢ € X tal que
. .
o = fi(z) = ) ai(z)yl con ai(af) #0
i=1 v

ya que (a})7<, es una particién continua de la unidad se tiene 2¢ € B(zl,¢) N X,
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Sea (€ )nen Una sucesion decreciente de niimeros reales positivos convergiendo a 0. Para
cada €, asociamos z*, un punto fijo de f;,. Ya que X es compacto, asumimos sin pérdida

de generalidad que la sucesién z*~ converge a T € X.
Afirmamos que T es punto fijo de la correspondencia .

Procedemos por contradiccién, asumiendo que Z & ¢(Z). Recordemos que ¢ es de valor
convexo y cerrado, es decir, ¢(Z) es cerrado y convexo. Por el Teorema 2.5 existen p € R™
y a € R tal que:

pI<a<pz VYV z€(T).

Ademas por la s.c.s de ¢ en T se tiene que para algin ¢ > 0
TE€B@,e)=>a<pz ¥V z€px).

Ya que (¢,) | 0, Ve > 0 existe n; < n tal que ¢, < §, también 2 converge Z, entonces
para cada ¢ > 0 existe ne < n tal que |2 — | < £. Haciendo ng = min{ny,ne} para

todo n > nyg se tiene;

Ten

2% = fo,(af) = ) _ ol (e™)yi,conl, € plal)
i=1

of (z°) #0 =z € B(zl_,€,) N X.

lo cual implica

@8 — 7 < |2t — 2|+ |2 — T < e+ —g <e

Luego #_ € B(T,¢) implica o < p.z, Vz € ¢(a% ) en particular, o < p.y , asi para todo

n > ng, o < p.x°*. Tomando limite se obtiene a < p.T, en contradiccién con p.7 < . M

Ejemplo 4.1 Sea X = [0,1], definamos la correspondencia ¢ : X =3 X, tal que:

{:}, st z€[0, 3]
90(1:): ]%7%[7 si x:%:
{$}, si ze€]d 1.
La aplicacién ¢ asi definida cumple todas las hipétesis del Teorema de Kakutani y tiene

tres puntos fijos. Ver la figura 4.1.

Ejemplo 4.2 Sea X = [0, 1], definamos la correspondencia ¢ : X =% X, tal que:

p(r) =



A
1 -
i
4 /
5 s
e
® .
7
s
7,
7z
s’
L7
3
Tl S
1 s
1 _ »
5 it
. s
4 '
1 3 4 1 r
5 10 5

Figura 4.1: ¢ tiene tres puntos fijos.

La aplicacion ¢ asi definida no es de valor convexo, por lo tanto, por el Teorema de

Kakutani ¢ no tiene puntos fijos (ver la figura 4.2).

Zz
A

1 7

Figura 4.2: ¢ no es de valor convexo.

Ejemplo 4.3 Sea X = [0, 1], definamos la correspondencia ¢ : X =3 X, tal que:

{%}, si xz€ [0,1'—%[,
[§ 4 3
515 0
{&}

si x=
La aplicacién ¢ asi definida no es s.c.s, por lo tanto, por el Teorema de Kakutani ¢ no

p(z) = host o=

e
10°

tiene puntos fijos (ver la figura 4.3).
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Figura 4.3:  no es s.c.s.

Tambiéu se pucde generalizar el teorema del punto fijo para correspondencias delinidas
sobre espacios més generales, por ejemplo sobre espacios vectoriales topoldgicos, los teo-
remas de Punto Fijo de Ilimmelberg, Kakutani-Fan, I{y Fan son los més representativos.

Ver Florenzano, M. [10].

4.2 Teorema del Maximo

En esta seccidon estudiaremos un importante resultado en teoria de optimizacion el Teo-
rema del Maximo. Veamos un resultado que utilizaremos en la demostracion del Teorema

del Maximo.

Proposicion 4.1 Scan X y Y subconjuntos en R® v Z un subconjunto cerrado no vacio
de X xY.8if:Z—>Resscsen(z,y)cZ, yg: X »R'esscienas® € X, entonces

la correspondencia ¢ : X =% Y definida por:

ple) ={ycY/(z,y) € Z A f(z,y) 2 g(z)},

es cerrada en .

Demostracion. Sea y* € Y\p(z"). Si (z*, y*) € Z, entonces, ya que Z es cerrado, existe

U{z*) v V() tal que:

U »x V() CIX xY|\NZC[X xY]|\G,.
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Suponiendo que, (z*,y*) € Z \ G,. En este caso, de la definicién de ¢ se tiene que existe
je{1,..,n} tal que:

fi(a"y") < g;(").
Definiendo

¢ =g;(2") = £, y%),

de la semicontinuidad de f; se tiene que existen vecindades U(z*) y V(y*) (abiertos en X

eY, respectivamente) tal que:
V(z,y) € U x V") N Z : fi(@,y) < f@" 57 + e/ (4.1)
Por la semicontinuidad inferior de g; existe una vecindad W (z") tal que:
Ve e W(z") : gi(z) > g;(x") —€/2. (4.2)

Definiendo K (z*) = U(z*) NW(z*), de (4.1) y (4.2) se tiene que para todo (z,y) €
(K (z") x V(y)] N Z:

$e9) < St )+ ef2 = LELTLIED - .00) 2 < g0

por lo tanto, (z,y) ¢ G,. También se verifica, que:
V(z,y) € [K(z") x V()] \ Z: (2,9) € G,

Asi, concluimos que:
K(@") x V(y) € [X x Y]\ Gy,

es decir, ¢ es una correspondencia cerrada.

Proposicién 4.2 (Berge) Sea o : X 3 Y y f: X xY — R una funcién y supongamos

que:

(¢) f es s.ci sobre X x Y,
(i) pesscienaz* € X,y

(143) f(x*,-) es acotado superiormente en ¢(z*),
entonces la funcién g : X — R definida por:
g(z) = sup{f(z,y)/y € p(z)}, para cadaz € X,

es s.c.en x*
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Demostracion. Dado € > 0; por definicién de supremo existe y* € o(z*) satisfaciendo:
f&y") > g(a®) —e/2. (4.3)
Ya que f es s.cien (z¥,y*), existen vecindades Ul (z*) y V(y*) satisfaciendo:
V(z,y) € Ur(") x V(y") : f(z,9) > f(a",y") —€/2. (4.4)
Ademas ya que @ es s.c.i en z*, existe una vecindad Us(z*) satisfaciendo:
Vo € Us(z*) : p(z) NV (y*) # 0. (4.5)
Es decir, que existe y € ¢(z) NV (y*), definiendo:

U(z*) = Uh(z*) N Ua(z"),

)
de (4.3), (4.4) y (4.5) se tiene que:

Vz € U(z"), 3y € p(z) : fz,y) > f(z",y") —€/2 > g(z") — ¢,

y por lo tanto:
Ve e U(z") : g(z) > g(z*) —e.

Quedando demostrada la proposicién. B

Proposicién 4.3 (Berge) Seap: X 2 Yy f: X XY — R una funcién suponiendo que:

(i) @ es de valor compacto sobre X,
(1) f es s.c.s sobre X x Y,

(417) @ es s.csen ¥ € X,

entonces la funcién g : X — R definida por:
g9(z) = max{f(z,y)/y € o(z)},
es s.c.s en z*.

Demostracién. Por las hipdtesis (7) y (47), ¢ estd bien definida sobre X.

Dado € > 0; ya que f es s.c.s sobre X x Y para cada y € ¢(z*), existen vecindades U, (z*)

y V(y) satisfaciendo:
V(z',y') € Uy(a") x V() : f&,y) < f(z",y) +¢/2. (4.6)
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La familia V = {V(y)/y € @{z*)} es un cubrimiento abierto de w(z*) y ya que w(z*) es

compacto, por hipdtesis, existen vy, ..., yx € w(z*) tal que:
p(a") CV = ULV (w). (4.7)

Desde que, ¢ es s.cs en %, de (1.7) y la definicién de semicontinuidad superior, existe

una vecindad, N{z*), satisfaciendo:

Vr e N(z"):glx) C V. (4.8}

Si definimos U(z*) por:

U(a") = N(z*) N[Nz Uy (2*)),

Donde las vecindades Uy, (z*) son las mismas de (4.6) y (4.7); de (4.7) y (4.8} tenemos
que si # € U{z*) y y € p(z), entonces existe y; € (%), para algin i € {1,...,k} tal que
¥ € V(y;). Iin consceuencia, por (4.6) y la definicién de U{z*),

Jay) < flz",y) +e/2 < gla”) + /2,

y asi, ya que i € ¢(z) es arbitrario:

9(x) < gla") + /2 < g(e*) +e.

Por lo tanto, ges s.cgsen z*. B

Con las hipdtesis de la Proposicién 4.3, definimos la correspondencia i : X =3 Y por:
w(x) = {y € pla)/ f(z, v) = g(=)}. (4.9)

Ya. que la Proposicidén 4.3 da condiciones suficientes para la semicontimaidad supcrior de
g(.); es natural preguntarnos si podemos decir algo sobre la regularidad de p en z*, dada
las hipdtesis de la Proposicidn 4.3. El siguiente ejemplo muestra que bajo las suposiciones
de la Proposicidon 4.3 no podemos garantizar que p tiene algin tipo de contimiidad en z*.

Fl Teorema 4.2 muestra que esta situacién cambia si ¢ ¢s continua.

Ejemplo 4.4 Sea X unintervaloen®, X =[0,1,Y =R, ¢ X 3 Yy [ : A xY =R

una funcidén donde ¢ es tal que:



[0,1], si 0<z <],

0,2, si z=1.

flz,y) =,

Entonces @ ¢s s.c.s y de valor compacto sobre X y f es continna sobre X x V. La

correspondencia g : X = ¥ definida en (4.9) es dada por:

{1}, s 0<z <1,
p(z) =
10,2}, si z=1.
no es abierta, cerrada, s.c.s ni s.c.i en ¥ = 1. La funcién g de la Proposicién 4.3 es dada

por:
1, 81 0<z <1,

gle) =
2, 81 z=1

El cudl es s.c.s sobre Y, pero no es s.c.i en 2 = 1.

Con las dos proposiciones anleriores demostramos el siguiente resultado, Hamado el Teo-

rema del Maximo de Berge, el cual nos da resultados mas generales.

Teorema 4.2 (Teorema del méximo de Berge) Sea: X 3V, f: X xY — R una

funcién. Supongamos que:

(¢)  es de valor compacto sobre X,
(#1) f cs continua en X x Y,

(14%)  es contina en z* € X,

crtonces definiendo g v @ sobre X por:

g(z) = max{ f(z,y)/v € p(z}}, (4.10)

() ={y € @)/ flz,¥) = 9(z)}, (4.11)

fenemos:

a) Ve c s () es compacto y no vacio.
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b) g es continua en z*,

C) i es s.c.s en z*.

Demostracién. De la hipdtesis (i) y (i1) se verifica la parte (a) de nuestra afirmacién.
De las Proposiciones 4.2 y 4.3 se sigue que g es continua en z*, con lo cual se verifica la
parte (b). Para probar la parte (c), ya que g es continua en z*, por la parte (b) de la

Proposicién 4.1 se sigue que, si nosotros definimos la correspondencia ¥ : X = Y por:

P(z) ={y € Y/f(z,y) — g(x) > O}. (4.12)

entonces 1) es cerrado en z*. Por la Proposicién 3.17 tenemos que la correspondencia

) = p(x) No(z)

esscsenz*. W

Observacion 4.1 (i) La semicontinuidad inferior de p no se obtiene con las hipdtesis
del Teorema del Maximo. Por ejemplo, sean X =Y = [0,1] y ¢ : [0,1] =3 [0,1] tal que
<p(:c) = [0,1]. Definamos ¢ € C([0,1]?) por f(z,y)==z.y. La correspondencia solucién
w(z) = argmaz{ z.y; y € [0,1]} es:

[0,1], =0,
wz) =
{1}, =z#0.
La cual no es s.c.i en 0 (ver la figura 4.4).
Y
A
7
1
{ > X
1

Figura 4.4: La funcién 1 no es s.c.i en 0.
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(#) Sea X =Y = R definamos f € C(X x Y) por f(z,y) = z. Consideremos las

siguientes correspondencias de X sobre Y.

[0,1), z=0, [0,1], z =0, {0} , z=0,
©1(z) = , (@) = Yy p3(z) =
{0}, z#0. {0}, =z#0. [0,1] , z#0.

Definamos y;(z) como en la ecuacién 4.11 donde ¢;, i = 1,2, 3, juega el rol de ¢, entonces
[ no es una correspondencia bien definida sobre Y (pues p1(0) = @), también uo ni us’
son s.c.s en 0. Asi es necesario que u sea de valor compacto en el Teorema del Maximo y

la continuidad de ¢ no puede ser reemplazada por la s.c.s o la s.c.i.

A continuacién mostramos ejemplos que ilustran cudn Gtil es el Teorema del Méximo en

aplicaciones a la economia.

Ejemplo 4.5 Considerando que la funcién de utilidad de una ama de casa es

1
f(xay) = 18—§$2—y2

donde x e y representan las cantidades de carne y verduras que se compran respectiva-
mente. Supéngase que el ingreso de la ama de casa es ¢t = 12 y los precios de z e y son 2
y 3 respectivamente. El problema de eleccién de la ama de casa (maximizar su utilidad)

€S

1
maz{18 — —2—372 — 4},

sujeto a: (z,v) € B(p,¢),
donde B(p,t) = {(z,y) € R%, : 2z + 3y < 12}
Utilizaremos las condiciones de Karush-Khun-Tucker dadas en el Teorema 2.6 para

- 2
maximizar la funcién de utilidad, donde g = 22+ 3y — 12, Vf = (_23;), Vg = (3),

entonces:

(_";y ) +u @) ~0 (4.13)

22+ 3y —12 <0 (4.14)
w2z +3y—12) =0 (4.15)
ug > 0. | (4.16)
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St up # 0 de la ecuacién (4.13), tenemos = 2u; y y = 3uy, y de la ecuacién (4.15)
48
),

tenemos: 2z + 3y — 12 = 0. Reemplazando los valores de z e y, obtenemos z = (ﬁ

36
Y= (1—7), de modo que:

dp,D) = argmaz{f(z) : 2 € B(p, )} = (32, 32),

donde d es la correspondencia de demanda y representa la cantidad de bienes con lo cual

maximiza su utilidad.

Ejemplo 4.6 (La Correspondencia Demanda) Consideramos un agente cuyo ingreso es
t > 0y cuya funcién de utilidad sobre n—vectores de comodidad es f : R? — R. El

problema de eleccién de este consumidor es:

maz{f(z)},
sujeto a:  x € B(p,t),

donde p € RY} | es el vector de precios y B : R’}r“_;l =3 R definida como:

B(p,t) ={z € R} : pz <},

es la correspondencia de presupuesto del consumidor. La eleccién éptima de un individuo
estd condicionada a los pardmetros (p, 1) y es modelada por la correspondencia d : R} =

R definida por:

d(p, i) = argmaz{f(z) : x € B(p,)}.

La correspondencia d es llamada la correspondencia demanda del individuo y estd bien
definida debido al Teorema 2.3. Mas alin al ser B continua, en el sentido de correspon-
dencias, aplicamos el Teorema del Maximo para concluir que d es de valor compacto, no

vacfo y s.c.s. Ademés la funcién de utilidad indirecta f* : RT4! — R definida por:

(o, 1) = maz{f(z) : z € B(p, 1)},

es continua por el mismo teorema.
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Capitulo 5

Aplicacién a la Teoria de Juegos

En el lenguaje ordinario, la palabra juego hace referencia al divertimento y también a
la actividad en que los participantes, sometidos a reglas que hay que cumplir, intentan
ganar, pero pueden perder o empatar. Son muy conocidos los juegos de mesa como el
pocker y el ajedrez, los juegos deportivos como el fiitbol o tenis, 0 m4s recientemente los
juegos de computador. En estos juegos, cada jugador intenta conseguir el mejor resultado
posible (maximizar sus utilidades), pero teniendo en cuenta que el resultado del juego no
depende sélo de sus acciones, sino también de las acciones de los otros jugadores. Es esta
caracteristica de los juegos-tomar las decisiones que mas convengan para ganar,
teniendo que cumplir las reglas del juego y sabiendo que los demas jugadores
también influyen en los resultados con sus decisiones- la que més valor tiene para
su estudio sistemético, ya que muchas situaciones de interés para la economia y para otras
ciencias (como la biologia, sociologia o ciencia politica), y que nada tienen que ver con
los juegos antes mencionados, comparten con ellos esa caracteristica. La Teorfa de Juegos
se ocupa del andlisis riguroso y sistemético de esas situaciones. Asf pues, la Teoria de
Juegos podria llamarse teorfa de la decisién interactiva, que es diferente de la teorfa de la

decisién individual.

Aunque la Teorfa de Juegos no se interese especialmente por los juegos corrientes, si los
usa como ejemplos aclaratorios y toma de ellos gran parte de su terminologia, el campo
de la teorfa de juegos es muy general. No es preciso que haya entretenimiento, pero
si interaccién. Aunque las aplicaciones mejor estudiadas de la Teorfa de Juegos supo-
nen que los jugadores son agentes (personas, empresas, gobiernos, etc) racionales (su
capacidad de razonamiento y de célculo para identificar la acciones y estrategias que les

conducen a resultados mas deseables, es infinita), en otros casos los jugadores no necesi-
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tan ser personas ni grupos de personas (pueden incluso ser programas de computadora,

minfisculos seres vivos), y tampoco necesitan ser racionales.
Breve Historia de la Teoria de Juegos

Suele considerarse qué el nacimiento de la Teorfa de Juegos como disciplina ocurre en 1944
con la publicaciéon Game Theory and economic behavior de Von Neumann y Mongenstern,
aunque hay trabajos anteriores como los de los matematicos Zermelo (1913), Borel (1921)
y del propio Von Neumann (1928), en los que ya se anticipaba parte de las bases de la
Teoria de Juegos. También son de destacar los trabajos pioneros de economistas como
Cournot (1838) y Endeworth (1881).Von Neumann y Mongenstern establecen las bases
de lo que actualmente se conoce como la Teorfa de Juegos Clésica, proporcionando una
solucién para juegos de suma. cero (describe una situacién en la que la ganancia o pérdida
de un participante se equilibra con exactitud con las pérdidas o ganancias de los otros
participantes) y estableciendo los fundamentos para el anélisis de juegos con més de dos
jugadores. Ya en los afios cincuenta, Nash aporta algunos de los conceptos mdas impor-
tantes (Equlibrio de Nash y solucién de negociacién de Nash) para una amplia gama de
juegos y en los ahos setenta investigadores como Selten y Harsanyi desarrollan conceptos
que permitiran la aplicacién fructifera de la Teoria de Juegos a la Economia y otras apli-
caciones. En afios recientes, la Teorfa de Juegos ha recibido un gran respaldo acéddemico,
al recibir el premio Novel de Economfa algunos de sus pioneros y practicantes (en 1994

Nash, Selten y Harsanyi, y en 1996 Vickrey y Mirlees.)
Tipos de Juegos

Cabe distinguir dos tipos bésicos de juegos o dicho de otro modo dos enfoques béasicos
en el andlisis de un juego, cooperativos y no cooperativos. En el enfoque cooperativo se
analizan las posibilidades de que algunos o todos los jugadores lleguen a un acuerdo sobre
qué decisiones va a tomar cada uno, mientras que en el enfoque no cooperativo se analiza

que decisiones tomaria cada jugador en ausencia de un acuerdo previo.

En los juegos no cooperativos cabe hacer dos distinciones bésicas, juegos estdticos o

dindmicos y juegos con o sin informacién completa.

En los juegos estaticos los jugadores toman sus decisiones simultaneamente (o dicho de
manera mas precisa, cada jugador decide sin saber que han decidido los otros), mientras

que en los juegos dindmicos puede darse el caso de que un jugador conozca ya las deci-

56



siones dcl otro antes de decidir.

En los juegos con informacion completa, todos los jugadores conocen las consecuencias,
para sf mismos y para los demds, del conjunto de decisiones tomadas, mientras que en los
juegos con informacion incompleta, algiin jugador desconoce algunas de esas consecien-

clas.

Terminologia basica

A continuacién damos la terminologia basica que se utiliza habitualmente en la Teoria de
Juegos.

Jugadores

Son los participantes en el juego que toman decisiones con el fin de maximizar su utilidad.

Son dos o mas.
Acciones de cada jugador

Son las cecisiones que puede tomar cada jugador en cada momenlo en que le togque jugar.
Il conjunto de acciones de un jugador en cada momento del juego, puede ser finito o

infinito.
Resultados del juego

Son los distintos modos en que puede concluir un juego. Cada resultado lleva aparejadas
unas consecuencias para cada jugador.

Pagos

Cada jugador recibe un pago al acabar un juego, que depende de cual haya sido el resultado
del juego. El significado de dicho pago es la utilidad que cada jugador atribuye a dicho
resultado, es decir, la valoracion ¢ue para €l jugador ticnen las consecuencias de alcanzar
un determinado resultado en ol juego. Estrategias. Perfiles de Estrategias

Una estrategia es un plan completo de acciones con las que este podria proponerse partic-
ipar en dicho juego. Un perfil de estrategias es un conjunto de eslrategias, una por cada
jugador.

Forma estratégica o forma extensiva

Son formas de describir un juego. Ambas especifican los jugadores, las acciones ¥ los pagos.
La forma estratégica (o forma normal) organiza la descripcién en forma rectangular,
centrando su énfasis cn las estrategias de los jugadores mientras que la forma extensiva

lo hace en forma de &rbol, resaltando la secuencia del juego, es decir, la manera en que se
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desarrollan o podrian desarrollarse las acciones de los jugadores para alcanzar los posibles

resultados del juego.

Ejemplo 5.1 (Juego de pares o nones) Dos individuos a los que denominaremos jngador
1 (J1) y jugador 2 (J2), cligen de manera simultanea entre pares (P} o nones (N). Si los
dos eligen lo mismo J2 tiene que pagar a J1 la cantidad de 5 soles. Si los dos eligen cosas

distintas es J1 el que tiene que pagar 5 soles a J2.

Por tanto, cada uno ha de tomar 1uma decisién sin conocer la tomada por ¢l otro, pero
sabiendo que son ambas decisiones consideradas conjuntamente las que afectan al hienestar

de cada wno de ellos.

Xl jnego de pares o nones estd expresado en forma estratégica v toda la informacién

relevante la podemos resumir en la siguiente tabla:

W
jngador 2
P N
r 5,-5 —§,5
Jugador 1
N —5,5 5, -5

El conjunte de los jugadores es J = {1,2}. El conjunto de las acciones de J1 es A; =
{F,N}ydeJ2es Ay = {P, N}. Ll conjunto de las estratégias de J1es 5y = {F,N} yel de
J2es Sy = { P, N}. Hay cuatro perfiles de estratégias que son (#, P), (P, N), (N, P}, (N, N),

cada uno de los cuales lleva a uno de los resultados del juego.

Los pagos que reciben J1 y J2 para cada perfil de estratégias son:

w (P, P) = ua(P, P) = —
w (P, N) = —5 wg (P, N) = 5,
w(N, P) = us(N, P) = 5,
w(N,N} = us (N, N) = —5.

A continnacién estudiaremos los modelos més simples de juego, los juegos estabicos con

informacién completa. ISstos juegos se representan de manera natural en {orma estratégica



ya que los jugadores realizan sus jugadas en [orma simultanea. En primer lugar se estudia

la notacién y terminologfa adecuada para estos juegos.
Notacién y Terminologia

Como en otras clascs de juegos, los clementos fundamentales de un juego estético con in-
formacién eompleta son: jugadores, estralégias disponibles para eada jugador y ganancias
0 pagos resultantes para cada jugador (utilidad que a cada uno reporta cada resultado
del juego).

En esle caso, los jugadores toman sus decisiones simultaneamente (o dicho con mas pre-
cisién, sin conocer las decisiones de los otros) y de una sola vez, y a continuacién
reciben las ganancias, que dependen de la combinacién de decisiones tomadas. Ademés,
se supone que cs de dominio piiblico el conocimiento de la estructura completa del juego.
Es decir, todos los jugadores conocen las estratégias o acciones disponibles para cada ju-
gador y las ganacias resultantes de cada combinacién de acciones, y ademés todos saben

que todos las conocen.

Los juecgos suclen representarse mediante la Hamada [orma estratégica, para cllo, se usa
generalmente una bimatriz (si hay dos jugadores), o una representacién analoga si hay
mas de dos jugadores. En general, la representacion en forma estralégica de un juego
requiere especificar: (a) El conjunto J = {1,2,...,n} de los jugadores.

(b) El conjunto o espacio de estratégias de cada uno: 5, para cada ¢ € J. A cada n-upla
s = (51,82, .., 8, donde cada s; € 5}, se llama combinacion o perfil de estratégias,
es un vector n-dimensional cuyas componentes son estratégias, una por cada jugador
y el conjunto de todos los perfiles s es § = 5] X Sy x ... x S,. Al vector (n — 1)-
dimensional obtenido a partir de s = (81,82, ..., 8,) al suprimir s; se le denota s_;. El
veetor 8 ; = (81, 82, - Si—1, i1, - 8n) €8 POT tanto la combinacién de cstratéglas jugadas

por los demés jugadores. Kl conjunto de todas las combinaciones 5. ; es:

§,=5 x5 x..x5 1 X Si+]_ X X Sn-

(¢) La funcién de pagos o ganancias de cada uno; u; para cada ¢ € J, que a cada combi-
nacién de estratégias s = (s1, 8o, ..., 8,) 8€ le asigna un nimero , 4;(s1, Sz, .., Sn), que es la
utilidad que al jugador 7 le reporta el resultado del juego cuando se realizan las jugadas
de (81,82, -y Sn ).

El juego ast especificado puede denotarse G = {51, Sy, .-, Sp; 11, Uz, ..., Un }. Decimos que
un juego G es finito cuando el nimero de los jugadores v los conjuntos S, S, ..., S, son

finitos, es decir, cada jugador tiene un nitmero finito de estratégias disponibles.
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A continuacién definimos la expresién ”informacién de dominio piblico”.

Definicién 5.1 Decimos que una informacién I es de dominio piblico o que es de

conocimiento comun de un conjunto de jugadores J si ocurre lo siguiente:

(i) Todos los jugadores de J conocen I.

(ii) Todos lo jugadores de J saben que todos ellos conocen 1.
Ahora damos algunos ejemplos importantes de juegos con informacién completa.

Ejemplo 5.2 (Dilema del Prisionero) El dilema del prisionero es, probablemente, el juego

mas simple y famoso y se basa en el siguiente relato ilustrativo:

Dos delincuentes son apresados por sospecha de cometer un delito grave. No hay pruebas
claras contra ellos, pero si indicios fuertes de dicho delito y ademas hay pruebas de un
delito menor. Son interrogados simultdneamente en habitaciones separadas. Ambos saben
que si los dos se callan serdn absueltos del delito principal por falta de pruebas, pero
serdn condenados por un delito menor (1 afio de carcel), que si ambos confiesan, serdn
condenados por el principal delito, pero se les rebajard la pena a 4 afios por confesar y
finalmente, que si s6lo uno confiesa, él se librard de penas y al otro se le condenard y 5

anos.

La representacién en forma estratégica es la siguiente:

Dilema del Prisionero

Preso 2

Callar | Confesar

Callar -1,-1| -5,0

Preso 1
Confesar | 0,—5 | —4,—4

Teniendo en cuenta el significado de los pagos y en particular que son interpretables como
utilidades, podemos aplicar a la escala de pagos de cada jugador una transformacién afin

positiva. Por ejemplo, sumemos cinco unidades a todos los pagos del juego.
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Dilema del Prisionero (escala estdndar)

Preso 2

Callar | Confesar

Callar 4,4 0,5

Preso 1

Confesar | 5,0 1,1

Para este juego, los conjuntos de jugadores y de estralégias y las funciones de pagos son:

J={1,2},5 = 85; = {Callar, Confesar}

ui{Callar, Callar) = 4; ug(Callar, Callar) = 4,

w1 (Callar, Con fesar) = 0; uz(Callar, Con fesar) = 5,
ur(Confesar, Callar) = 5; ug(Con fesar, Callar) =10,
w(Confesar, Confesar) = 1; us(Confesar, Confesar) = 1.

Ejemplo 5.3 (la Batalla de los sexos) Dos enamorados se citan para salir a divertirse
después del trabajo, si bien no se han decicido entre ir al ¢ine o ir al fatbol, que comienzan
a la misma hora. Llegada la hora de salir, no pueden comunicarse entre ellos, de modo
que cada uno se ve obligado a ir directamente a 1n lugar, cine o fiitbol y a esperar que
1a decisidn del otro sea la misma. Ambos prefieren ir juntos al lugar que sea, antes que ir
solos cada uno, aunque el jugador 1 preleriria que ese lugar fuese [ithol y la jugadora 2

desearfa que [uese el cine.

A continuacion se especifica la forma cstratégica de este juego.

Jugadora 2

Cine |Futhal

Cine 1,2 0,0

Jugador 1
Fatbol 0,0 2,1
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,PSIE_% este juego, los conjuntos de jugadores y de estratégias y las funciones de pagos son:

J ={1,2}, 51 = S = {Cine, Fatbol}

uy(Cine, Cine) = 1, uz(Cine, Cine) = 2,

uy (Cine, Futbol) = 0; uo(Cine, Futbol) = 0,
uy (Futbol, Cine) = 0; ug(Futbol, Cine) = 0,
w1 (Futbol, Futbol) = 2; ug(Futbol, Futbol) = 1.

Solucién de un juego

Los problemas de decisién individual y en particular los que pertenecén al 4mbito de
la. optimizacién, tienen una o varias soluciones que (en muchos casos) podemos hallar
mediante técnicas apropiadas. En estos casos la palabra solucién tiene un significado claro:
se trata de la decisién 6ptima, la que més conviene al agente que se plantea el problema.
Ademas, cuando hay varias soluciones todas ellas son igualmente deseables para el agente.
Sin embargo, en los juegos (problemas de decisién con varios agentes), la situacién no suele
ser tan secilla. En general aunque cada agente o jugador pueda identificar cudl o cuales son
los resultados 6ptimos para él, no puede asegurarse'de alcanzarlos mediante su decisién,
puesto que el resultado final del juego depende también de cual sea la decisién de los otros
jugadores. Salvo en casos muy especiales en que hay concordancia entre las preferencias
de todos los jugadores, lo habitual es que exista un conflicto entre las preferencias de unos
y de otros. En estas situaciones de conflicto puede decirse que no existe solucién del juego
en el sentido preciso en que existia en los problemas de decisién que conciernen a un sélo
agente.

Por tanto, nos queda, atribuir a la palabra solucién un significado menos preciso y evidente.
En términos intuitivos, lamaremos solucién de un juego a un conjunto de perfiles de
estratégias tal que es razonable pensar que los jugadores tomaréh decisiones pertenecientes
a. dicho conjunto, y llamaremos concepto de solucién de un juego a un procedimiento

que permita obtener, de manera precisa y bien argumentada, una solucién.

En lo que sigue daremos el concepto de solucién basados en argumentos de equilibrio.
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5.1 Soluciones de un juego mediante el Equilibrio de

Nash

Para el anélisis de concepto de solucién la cuestiones claves son: ;Qué propiedades deberia
tener un perfil de estratégias para constituirse en solucién de un juego? ;Qué propiedades
debe tener un perfil de estrategias para que podamos pensar que es una buena prediccién
del comportamiento de jugadores racionales? Procedemos por tanto a realizar un anélisis
de equilibrio. Dicho andlisis nos proporciona el concepto de equilibrio de Nash como
condicién necesaria (y en algunos casos también suficiente) para que un perfil de estrate-
gias sea la solucién del juego, es decir, una prediccion valida sobre el comportamiento de

jugadores racionales.

Definicién 5.2 Una estrategia pura es un término empleado para designar un tipo de
estrategia es teorfa de juegos. Si un jugador elige una accién con probabilidad 1 entonces
estd jugando una estrategia pura. Esto las diferencia de las estrategias mixtas, donde los

jugadores eligen una distribucién de probabilidad sobre las acciones.

Definicién 5.3 Enel juego G = {5, ..., Sp; U1, --., Uy }, decimos que el perfil de estratégias

(8%, ..., 8§, ..., 8%) es un Equilibrio de Nash (EN) si para cada jugador,
* * * * * * * ® *
Ui (85, -y ST1, 8T, Shp1 85) = Ui(ST, -y Si_p, S, Sipges ),

para todo s; € .S;.

Es decir, para cada jugador 4, s} es una solucién del problema:

& % * Ed
mMax U (8], -+, Si_15 Si» Si41--> S

sujeto a:  s; € 5;.
O dicho de otro modo, para cada jugador i, s; es una respuesta Optima a s*,.

De esta definicién se deduce que un Equilibrio de Nash (EN) es un perfil de estrategias
del que ningtn jugador desearia desviarse, es decir, ninguno se arrepiente de la decisién

tomada, dadas las estratégias decididas por el resto de los jugadores.

Un EN estd formado por estratégias que son éptimas para cada jugador dadas las es-
tratégias del resto de los jugadores esto no significa que en un EN cada jugador esté
alcanzando el mejor resultado posible, sino el mejor resultado condicionado por el hecho

de que los demés jugadores jueguen las estratégias indicadas para ellos en dicho perfil.
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Un juego puede no tener un Equilibrio de Nash o puede existir multiples equilibrios de

Nash, llammaremos 5%F al conjunto de perfiles que son equilibrios de Nagh.

Ejemplo 5.4 Para el dilema del prisionero, vamos a encontrar el Equilibrio de Nash. Una
técnica eficaz y sencilla de visualizar, en la propia representacién bimatricial de un Jjuego,
la biisqueda y obtencién de los EN es la siguiente: comparar, para cualquier comhinacién
de estratégias de sus contrincantes, los pagos que un jugador obtendria si jugara cada
una de sus cstratégias y subrayar el pago {0 pagos) méximo alcanzable, que corresponde
a la estratégia (o cstratégias) de respuesta éptima a dicha combinacién. Un perfil de
estratégias es LN si, y s6lo si, el vector de pagos correspondiente tienc todos sus pagos

subrayados. En el cuadro siguiente se ejemplifica ¢l procedimiento.

Dilema del Prisionero (escala estindar)

Preso 2

Callar | Confesar

Callar 4,4 t,a
Preso 1 [> (eomfesar,confesar) es el BN

e
[am]
|—
|—

Conlfesar

Suponiendo que el preso 2 juegue eollar, se comparaun los pagos 4 y 5 del preso 1, y sc
subraya el maximo que es 5, indicando que la respuesta dptima es confesar. Suponiendo
que el preso 2 juegue confesar se conparan los pagos 0 y 1 del preso 1 y se subraya el
maximo que es 1, indicando que la respuesta dptima es también econfesar. Procediendo
de manera analoga con los pagos del preso 2, sc llega a la conclusion de que el tinico EN
es el perfll { confesar, confesar), inico perfil en cuyo vector de pagos estdn todos los pagos

subrayados. Es decir, $¥Y = {(Con fesar, Con fesar)}.

Correspondencias de Respuesta dptima

Bl proceso de céleulo de los EN en estrategias de un juego depende de las carac-

teristicas de dicho juego. En los juegos finitos y de tamaifo reducido, como cl dilema del
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prisionero, es facil hacer una comprobacién en detalle de todas las posibilidades, mientras
que en los juegos infinitos suele ser necesario un planteamiento més analitico, que habit-
ualmente requiere resolver varios problemas de optimizacién simultdneos (uno por cada
jugador). Sin embargo, en todos los casos es conveniente organizar la biisqueda de los EN
de manera sistematica, calculando la(s) estrategia(s) que cada jugador podria elegir en
respuesta a cualquier combinacién de estrategias que puedan elegir los otros jugadores.
Se busca, por tanto, dado un jugador ¢ y para cada combinacién s_; de estrategias de los
demés jugadores, un conjunto de estrategias de éste, que llamaremos R(s™*). La regla que
a cada s;_;(lo que podrian hacer los demas) le asigne R(s*) (lo que le conviene hacer a

él) recibe el nombre de correspondencia de respuesta éptima del jugador s.

Definicién 5.4 En el juego G = {5, ..., Snju1, ..., 4, } y para cada jugador ¢ llamamos
correspondencia de respuesta éptima de dicho jugador a la regla o correspondencia que
asigna, a cualquier combinacién de estrategias s_; = (s1, .., Si—1, Si+1, ---» Sn) €l conjunto

R;(s_;) de estrategias de 7 que son respuesta 6ptima a s_;, es decir, que cumplen:

S; S R,','(S_i) si y sblo si ’U,Z'(Sl, ey Si1, S;, Sitly ey Sn) > ’UJi(Sl, cory Sic1y Siy Sig 1y oy Sn)
para todo s; € ;.
A partir de la definicién anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 5.1 Sea G ={S1, ..., Sn; U1, .-, Un} Un juego, el perfil de estratégias s* =

(8%, 85, .., 85, ..., 85) €s un equilibrio de Nash, si s} € R(s*;) para cada jugador 1.

El Equilibrio de Nash requiere que la estrategia de cada jugador sea una respuesta que
maximice los pagos de dicho jugador dadas las estrategias que prediga que van a ser
usadas por el resto de los jugadores y ademés que esas predicciones sean correctas.

Para el calculo del Equilibrio de Nash, primero se cdlcula la estrategia de respuesta ptima
para cada jugador 4. Luego identificamos los EN como los perfiles estratégicos que son

puntos de interseccién de todas las correspondencias de respuesta éptima.

5.2 Teorema de Existencia del Equilibrio de Nash

A continuacién enunciaremos y demostraremos el teorema de existencia del Equilibrio
de Nash en estrategias puras para algunos tipos de juegos infinitos, basdndonos en el

Teorema, del Punto Fijo de Kakutani.
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Teorema 5.1 Teorema de la existencia del Equilibrio de Nash

Sea el juego G = {54, ..., Sp;u1, ..., un }, tal que, para todo jugador %, se cumple:
(1) S; es un subconjunto no vacio, compacto y convexo de un espacio R*.
(2) u; es continua en todo su dominio S = S; X Sy X ... X S, y es cuasiconcava en la
variable s;, entonces existe al menos un EN en estrategias puras de G.
Demostracién. Para cada jugador 4, definamos R; : S = S;, tal que para cada
5= (81,52, - Si—1, 54, Sit1, -, 8n) € S.
Ri(s) = argmaz{ui(s1, 8o, -, Si—1, Uiy Si1, s Sn) * ¥s € Si}
Es decir,

Ri(s) = {=s € S; : z; es solucién del problemamazy,es,ui (Ys, 5—i)}-

Esta aplicacién estd bien definida pues u; es continua en S; y S; es compacto. Definamos

ahora la correspondencia global de respuesta 6ptima R : S =2 S tal que:
R(s) = Ry(8) X ... Xx Rp(s) = {t = (t1, .., tn) € S: ti € Ri(s),Vi=1,2,...,n}.

Ahora probaremos que esta correspondencia tiene un punto fijo, para esto veamos que R

cumple las condiciones del Teorema de Kakutani (ver Teorema 4.1).

Observemos que S es compacto, convexo y no vacio, por la primera hipétesis. Ademds
R(s) # () pues, R;(s) es no vacfo.

Veamos que R es cerrado. De la Proposicién 3.14, sean s* € Sy ¢* € S, t* € R(s*) para

cada k, tal que s* converge a sy tk converge a t, por demostrar que ¢ € R(s).

De las propiedades de limites de sucesiones tenemos:
Mk 005" = 8 € S 4 limy 008k = 5, € S;
limp—oot® =y € S & lim_ootf =t; € S;
Sitf € R(s*) = t¥ € R;(s%), lo cudl implica que para cada jugador 1,

k ko 4k Lk k k E .k ok k
Ui (87, -y 871575 Siy1s s Sp) = Ui81 43 S5 15 Yi Sipts - S )y VUi € S

Por ser u; continua en S; se verifica que:

uz’(51; weey 8i—1, b3y Sig1, -v-,Sn) = Ui(31, ooy Si1, Uiy Sit1,s -~-,sn),Vyi € 5;.
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Luego ¢; € R;(s),Viy en consecuenciat € R(s).

Por otra parte, por ser las u; cuasicéncavas en la variable s; sobre el conjunto convexo S,

el conjunto de los maximizadores
Rz(S) Z{Si e85 ui(sl, ey 851y Siy Sid 1y ey Sn) Zui(sl, ey Sim 1y Uiy Si 1y -ooy Sn), Vyi € S‘):})

es también convexo, en consecuencia, R(s) es convexo.

Asi pues, la correspondencia R : § = S cumple las hipdtesis del Teorema de Kakutani,
lo que nos permite afirmar que R tiene al menos un punto fijo s*.

Ahora bien, que s* = (s}, ..., s}, ..., 55 ) sea un punto fijo de R significa que s* € R(s*), lo
que implica que si sf € R;(s*) para todo %, es decir, que s} es respuesta 6ptima a s*, para
todo jugador 7. En conclusién, existe un perfil s* que es equilibrio de Nash del juego G.

Ejemplo 5.5 (Juego de la mayor diferencia). A dos convictos se les plantea, el
siguiente juego, deben de escribir simultaneamente un ntmero entre 0 y 1, los pagos
representan la parte de la sentencia que les serd perdonada. Los pagos dependen de la

diferencia entre ambos niimeros, asi
u1(81, 82) = u(s1,82) = — (81 — 82)2~

En este juego, a cada jugador le conviene, en respuesta a un hipotético niimero z que

pudiera haber escrito el otro, escribir un niimero a la mayor distancia posible de z.

Para. este ejemplo el conjunto de estratégias S; = Sz = [0, 1], es convexo, compacto y
no vacfo. Ademaés la funcion de utilidad para ambos jugadores es continua. Ademés las
funciones wu;(., 82) y u2(s1,.) son cuasi-céncavas. Por lo tanto, este juego cumple todas
las hipdtesis del Teorema de existencia de equilibrio de Nash, lo cudl implica que existe
al menos un EN.

Formalmente, el jugador 1 determinarfa su respuesta éptima a cualquier estrategia del
jugador 2, resolviendo:

mazxs, (s2 — 51)°

sujeto a: 0 <51 <1
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el conjunto de las soluciones s} obtenidas es:

;

0, si 82>1/2,

R1($2) =< 1, si 83 < 1/2,

| {01}, si s2=1/2,
anilogamente el jugador 2 determinaria su respuesta éptima a cualquier estrategia del

jugador 1, resolviendo:

mazs,(ss — 51)2
sujeto a: 0 <5, <1

conjunto de las soluciones sj es:

0, si s1 > 1/2,

Ry(s1) =4 1, si 8 <1/2,

| 0,1}, si s =1/2,

El conjunto de los equilibrios de Nash es S¥¥ = {(1,0), (0, 1)}, pues estos son los perfiles
en que se interseptan Ry(s2) y Ra(s1) (ver figura 5.1).

S
/ Correspondencia de respuesta
I 6ptima del jugador 1.
1
2 Correspondencia de respuesta
«” 4ptima del jugador 2.

S

1]
P

Figura 5.1: Juego con Equilibrio de Nash.
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Ejemplo 5.6 ( Juego con infinitas estratégias sin Equilibrio de Nash )

Consideremos el siguiente juego con dos jugadores 1y 2, y conjuntos de estrategias Sy =

Sz =10,1], con s; < sy donde las funciones de pago vienen dadas por:

Ul(Sl,Sz) = —ISl — 52!

—(81 — 82 — 1/4), si s > 1/4,
u1(s1, 82) =
—(s1—s2+1/4), si s <1/4,
Observamos que los conjuntos S; y .Sz son compactos, convexos y no vacios, las funciones

u1(., S2) ¥y uz(s1,.) son céncavas, por lo tanto cuasi-céncavas. La funcién u; es continua

en su dominio, pero la funcién s es discontinua en el punto (1/4,1/4). En efecto,

lim us(z) = lim (s — g0 —1/4) = 1/4
(@y)—=(1/4,1/49* 2(2) (z,y)—(1/4,1/4) (51— 52 —1/4) /
y
lim ug(x) = lim (81 — sy 4 1/4) = —1/4.
ettt = ) gy~ 1T S /

Por lo tanto, no existe el limite en (1/4,1/4), en consecuencia u; es discontinua. Por el

Teorema 5.1 no existe un Equilibrio de Nash en este juego.

Veamos, primero encontremos las correspondencias de respuesta éptima para este juego.
En el caso del jugador 1, observemos que su méaximo pago posible lo alcanza cuando

S1 = S ya que, en cualquier otro caso incurrird en una pérdida, luego
Ri(s2) = 82

Para el jugador 2, su méximo pago lo alcanza cuando:

s1—1/4, si s; > 1/4,
Ry(s1) =
s1+1/4, si s <1/4,

Graficando las correspondencias de respuesta 6ptima, observamos que la correspondencia
de mejor respuesta del jugador 2 es discontinua y no se intercepta en ningtin punto con la

del jugador 1. Por lo tanto, este juego no tiene Equilibrio de Nash en estrategias puras.
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4———— Correspondencia de respuesta
6ptima del jugador 1.

L 7N g

Correspondencia de respuesta
6ptima del jugador 2.

Figura 5.2: Juego sin Equilibrio de Nash.
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Materiales y Métodos

Para la realizacién del trabajo de Tesis se reviséd y colecté una gran cantidad de bibliografia
relacionada con correspondencias, punto fijo, Teorema del Maximo, Teoria de Juegos y
el Equilibrio de Nash. También se hizo la bisqueda en internet con el fin de hallar los
articulos mas recientes relacionados con el tema.

Para la elaboracién y digitacién de la Tesis se usé Latex este procesador de texto es

indicado para la escritura de textos cientificos.

Terminada la digitacién se entregé un ejemplar al profesor asesor para las correcciones y
sugerencias, también se entregd un ejemplar a un profesor de lenguaje para las correcciones
de ortograffa y un ejemplar a otro profesor del area de matemética para que realice las

correcciones de forma y de fondo.
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Resultados

En este trabajo se ha presentado un estudio bésico sobre algunos conceptos de correspon-
dencias y ademés se ha dado una aplicacién en la Teoria de Juegos, los resultados méas

importantes son:

1. Introducir las nociones de semicontinuidad superior e inferior, las cuales generalizan el
importante concepto de continuidad para correspondencias. A su vez se dié caracteriza-
ciones por stucesiones para cada tipo de semicontinuidad, estas caracterizaciones justifican

su importancia pues nos facilitan la demostracién de varios resultados sobre continuidad.

2. Presentar la demostracién del Teorema del Punto Fijo de Kakutani dando ejemplos y
contraejemplos para una mejor entendimiento, se ha visto también que este teorema tiene
las mismas hipétesis del Teorema del Punto Fijo de Brouwer por lo que se le consireda

como una extensién de este teorema.

3. Haber introducido el concepto de Teoria de Juegos que actualmente tiene muchas
aplicaciones, en la Economia, en la Ciencia Politica y la Biologia, en este trabajo se ha

dado una aplicacién en la Teoria de Juegos.

4. Dar una versién didéctica de la demostracién del Teorema de Existencia del Equilibrio
de Nash para juegos infinitos no cooperativos, este es el resultado més importante del tra-
bajo pues en su demostracién usamos los resultados estudiados como la semicontinuidad,

Teorema, de Kakutani y caracterizaciones de las correspondencias cerradas.
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Discusiones

1. La bibliografia existente sobre la continuidad de correspondencias asi como el articulo
de BLUM E., [6] muestran las definiciones y resultados, pero no dan una interpretacién
intuitiva, en la Tesis hemos dado una interpretacién, caracterizaciones, varios ejemplos
y sus respectivas graficas con la finalidad de entender bien estos conceptos que fueron

utilizados en el transcurso del trabajo.

2. La mayoria de trabajos sobre Teorema de Punto Fijo para correspondencias se realizan
para correspondencias definidas sobre espacios métricos o topoldgicos para los cuales no
muestran una aplicacién, este es el caso del libro de FLORENZANO M, [10], pero para

correspondencias definidas sobre el espacio R™ es posible dar una aplicacién.

3. La importancia y necesidad de estudiar el Teorema del Méximo de Berge fue para

obtener propiedades de continuidad de las correspondencias.

4. Hoy en dia el estudio de la Teorfa de Juegos es indispensable pues tanto personas,
empresas, equipos , paises buscan tomar la mejores decisiones para ganar por eso es
importante conocer los métodos de solucién de un juego, un buen método es aplicando

los conceptos del Equilibrio de Nash.
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Conclusiones

En este trabajo hemos recopilado resultados basicos de la teorfa de correspondercia,
los principales son: la continuidad, el Teorema del Punto Fijo de Kakutani, Teorema
del Maximo . También mencionamos algunos ejemplos y definicioncs de la Teorfa de
Jucegos con la finalidad de dar una aplicacién de los resultados aprendidos, demostrando
cl Teorema de existencia del Equilibrio de Nash. A manera de conclusién podemos decir

que:

1. Al ser la teorla de correspondenciag un instrumento valioso en muchos campos de la
matemdtica, es indispensable hacer un estudio, de toda la teorfa vista en este trabajo,
sobre espacios mds generales como: los espacios métricos y topoldgicos, y comparar los

resultados obtenidos y las aplicaciones que se puedan dar en estos casos.

2. En el cspacio euclidiano B", ¢l Teorems de Kakutani es una herramienta poderosa en
la demostracion del Teorema de Existencia del [Squilibrio de Nash, pues un Equilibric de
Nash no es més que un punto fijo de la Correspondencia de Respuesta, Optima. Pero,
cabe resaltar que para espacios mas generales existen otros teoremas de punto fijo como:

el de Himmelberg, Kakutani-Fan y Ky Fan.

3. La aplicacidén de las correspondencias en la teoria de juegos ha sido ohjeto de estu-
dio emnr este trabajo, pero es necesario estudiar otras aplicaciones en ofros campos de la

matemalica.

4. Siendo la Teorfa de Juegos una importante herramienta para elegir las decisiones que
son mas [avorables para todos, es necesario estudiar los diferentes tipos de juegos como:
los juegos dindmicos, no cooperativos, juegos finitos ete, y obtener resultados para cacla
Lipo. En estralegias mixtas se liene un andlogo al Teorema de existencia del Equilibrio

de Nash, con el cudl se puede afirmar que todo juego finito ticne un EN.
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