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RESUMEN

METODO DEL PUNTO PROXIMAL PARA MINIMIZAR
FUNCIONES CUASI-CONVEXAS USANDO EL SUBDIFERENCIAL
DE CLARKE

Miguel Angel Cano Lengua
Octubre - 2011

Asesor: DSc. Erik Alex Papa Quiroz

Titulo Obtenido: Licenciado en Mateméatica

En este trabajo proponemos una extensiéon del método del punto proximal para mi-
nimizar funciones cuasi-convexas sin restricciones usando el subdiferencial de Clarke.

Resolveremos problemas de optimizacién que tienen la forma:
(P) min{f(z): z € R"}

donde f : IR® — IR U {+00} es una funcién propia semicontinua inferior.

Dado una sucesién {A\z} de pardmetros positivos, el método propuesto genera una
sucesién de puntos {xk}, a partir de un punto inicial z° € IR", usando la siguiente
regla:

Para cada k =1,2,3, ..., Si 0 € df(zF1), donde df(z) es el subdiferencial de Clarke,

entonces finalizar. De otro modo, buscamos un z* € IR" tal que:

0€8(#0+ () 1 =a1F) o).

Asumiendo que f es una funcién localmente lipschitziana, cuasi-convexa y no difer-
enciable probaremos que {xk} converge a un punto candidato a solucién. Ademas,
daremos algunos ejemplos de funciones que cumplan con las condiciones mencionadas

y luego realizaremos algunos experimentos computacionales.

Palabras Claves:
Método del punto proximal.

Funcién Cuasi-convexa.



Subdiferencial de Clarke.
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ABSTRACT

PROXIMAL POINT METHOD TO MINIMIZE QUASICONVEX
FUNCTIONS USING THE CLARKE SUBDIFFERENTIAL
Miguel Angel Cano Lengua
October - 2011

Adviser: DSc. Erik Alex Papa Quiroz.
Obtained Degree: Mathematician.

We propose an extension of the proximal point method for minimizing unconstrained
quasiconvex functions using the Clarke subdifferential.

We solve optimization problems of the form:
(P) min{f(z) : z € R"}

where f: IR" — IR U {+00} is a proper lower and semicontinuous function.

Given a sequence {)\;} of positive parameters, the proposed method generates a
sequence of points {x’“}, from an initial point 2° € IR", using the following rule: For
each k = 1,2,3,...., If 0 € §f(z""), where df is Clarke’s subdifferential, then stop.
Otherwise, find z* € IR™ such that

o€ (16 + ()1l =e1F) )

Assuming that f is a quasiconvex, locally lipschitzian and nondifferentiable function,
we prove that {a:’“} converges to a candidate of the solution point of (P). Further-

more, we give some examples and some numerical examples.

Keywords:
Proximal point method.
Quasiconvex functions.

Clarke subdifferential.
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Introduccion

En la actualidad existen diversas dreas que dan solucién a problemas vinculados
a las ciencias e ingenieria, una de ellas es la Optimizacién Matemédtica que estudia la
forma de encontrar la mejor solucién a un problema dado dentro de todas las posibles

alternativas. El modelo general de optimizacion esta dado por:

(Opt.  flx)
(P) s.a: |
gi(z) <0,i=1,...,m

hij(z)=0,7=1,...,p

\

donde f : IR® — IR es una funcién dada, Opt. f(x) significa minimizar o maximizar
la funcién f,g; : IR® — IRy h; : IR" — IR son funciones dadas.

Una clase particular y bien amplia del modelo (P) es la optimizacién cuasi-convexa
(problemas donde la funcién objetivo f es cuasi-convexa, esto es,
fQz+ (1 —XN)y) < max{f(z), f(y)}, para todo X € [0, 1], para todo z,y € IR", y las
funciones que definen las restricciones g; y h; son cuasi-convexas). Este problema fue
estudiado en el afio de 1951 por Arrow y Enthoven [2] motivados por las aplicaciones
de las preferencias y utilidades en la teoria del consumidor y posteriormente por
diversos investigadores, por ejemplo Kannai [16], Diewert, Avriel y Zang [9], Avriel,
Diewert, Schaible y Zang [3], Tanaka [27], Mangasarian [20], Fenchel [10], Hiriart -
Urruty [14], Lemaréchal [19], entre otros.

A partir de entonces se han realizado estudios tedricos de las propiedades de las
funciones cuasi-convexas y condiciones de optimalidad de problemas cuasi-convexos.
Paralelamente debido al descubrimiento de modelos mateméticos de la forma (P)

donde las funciones involucradas no son diferenciables, se han estudiado la genera-



lizacién de las propiedades del gradiente para funciones no diferenciables. En este
contexto se estudiaron el subgradiente y subdiferencial de funciones convexas (una
funcién f : IR" — IR es convexa si f(Az+ (1 —A)y) < Af(z)+(1— ) f(y), para todo
A € [0,1], para todo z,y € IR"), y subgradiente y subdiferencial generalizado para
el caso no convexo, ver por ejemplo [7], donde aparecieron diversas generalizaciones
dentro de ellos el subdiferencial de Clarke, [7] vy [8].

También se desarrollaron diversos métodos para resolver problemas de optimizacién,
dentro de los cuales destacé el método del punto proximal, introducido por Martinet
[22], ¥ que consiste esencialmente en un método iterativo que resuelve en cada i-
teracién un problema més simple de tal manera que paso a paso, las iteraciones se
aproximan a la solucion.

Propiedades de convergencia del método proximal fueron obtenidos para una clase
bien amplia de funciones, llamadas funciones convexas quedando como una cuestion
no estudiada el problema de optimizacién cuasi-convexo.

Esta tesis estd destinada a extender las propiedades de convergencia del punto

proximal para resolver el siguiente problema de optimizacién

min  f(x)
(PI) s.a:
z € R

donde f : R" — IR U {+0o0} es una funcién real no diferenciable y cuasi-convexa.
Dentro de las 4dreas donde se encuentran modelos cuasi-convexos tenemos la teoria
de localizacién, ver Gromicho [13], teorfa de control, ver [5] , y especialmente en
economia, ver Takayama [28].

El método del punto proximal para funciones convexas fue introducido por Mar-
tinet [22] en 1978 y fue muy estudiada por Rockafellar, [25] y [26], para resolver
problemas mas generales de encontrar ceros de operadores mondtonos maximales.
Este método, para el problema (PI) y para el caso donde f es convexa, genera una
sucesién de puntos {z*} , a partir de un punto dado z°, tal que:

Dado k = 1,2,.... Si0 € d.f(z*1), donde 8.f es el subdiferencial de f para

funciones convexas, entonces el algoritmo finaliza. De otro modo buscamos un



zF € IR tal que
z® € argmin {f() + (%) || - —a;k_1||2} (0.1)
Fue demostrado que si f es convexa, propia y que la sucesién {A} satisface:
=1
kgl )\—k = +00.
entonces la sucesion { f (ac’“)} converge al infimo de f y si ademés el conjunto de solu-
ciones 6éptimas no es vacio, entonces {xk} converge para una solucion del problema.
Como esta tesis estd motivada a resolver el problema (PI) cuando f es cuasi-
convexa usando el método proximal, debemos observar que debido a la no convexidad
de f, el problema (0.1) no es necesariamente convexo, més ain, no es necesariamente
cuasi-convexo. Es por eso, que la iteracién (0.1) puede ser més dificil de resolver que

el problema original (PI)

Para superar esta dificultad, proponemos la iteracién:
A Ak k-11|2 k
0€d( 500+ () lI-—211P) @) 02

donde 8 denota el subdiferencial de Clarke, ver Capitulo 2 para una definicién rigurosa
de este subdiferencial. Esta iteracion es més razonable de resolver desde el punto de
vista tedrico y practico ya que en vez de encontrar el punto 2* que minimize la funcién
f) + (%) || - —zF71[|?, sblo necesitamos encontrar un punto critico generalizado
del mismo. Asi reducimos el costo computacional "'éﬁ%céda iteracién con respecto al
método proximal clasico. . -

Debemos observar que la iteracién anterior-fue motivada del trabajo de Papa
Quiroz y Oliveira, [24], donde usando el subdiferencial de Fréchet los autores obtu-
vieron co‘nvergencia a un punto critico generalizado del problema (PI).

En este trabajo probamos la convergencia del método proximal usando la iteracién
(0.2) bajo la hipétesis que la funcién f localmente de Lipschitz, cuasi-convexa y no
diferenciable. Debemos resaltar que este trabajo es novedoso y que seré de mucha
utilidad tanto en la construccion de software de optimizaciéon como también para fines
académicos.

La organizaciéﬁ de la tesis es la siguiente. En el Capitulo 1, presentamos las he-

rramientas necesarias para el desarrollo de este trabajo, entre otros veremos algunos
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resultados del andlisis convexo, subdiferenciabilidad para funciones convexas, teoria
de analisis funcional. En el Capitulo 2, presentamos la teorfa del subdiferencial de
Clarke. En el Capitulo 3, parte central de la tesis, presentamos el método propuesto
y sus resultados de convergencia. En el Capitulo 4, presentamos la implementacién
del método para algunas funciones y finalmente damos la bibliografia como fuente de
informacién.

Parte de este trabajo ha sido expuesto en los siguientes eventos:

1. ”X Encuentro Cientifico Internacional de Invierno 2011” realizado en la Univer-

sidad Nacional de Ingenieria. Agosto del 2011.

2. 7V Congreso Internacional de Matemética Aplicada y Computacional” realizado

en la Universidad Nacional San Antonio de Abad del Cusco, Agosto del 2010.

3. ”XVI Aniversario de la Facultad de Ciencias Naturales y Matemadtica” realizado

en la Universidad Nacional del Callao, Noviembre del 2008.

4. "IV Seminario de Matematica Aplicada a la Ingenieria” realizado en la Univer-

sidad Ricardo Palma, facultad de Ingenieria, Junio del 2008.

También se realizé un Mini Curso titulado "Método del Punto Proximal” con una
duracién de 20 horas académicas realizado en la Universidad Nacional del Callao,

Junio del 2010.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos los conceptos basicos que se necesitan para el mejor en-

tendimiento y desarrollo de esta tesis.

1.1 Simbolos y Notaciones

f°(z,v) : Derivada direccional generalizada.

8f(x): Subdiferencial de Clarke.

O.f(z) : Subdiferencial convexo f en z.

[|.]| : Norma Euclidiana.

IR’ : El conjunto de las n-uplas cuyas componentes son no negativas.
IR . : El conjunto de los n-uplas cuyas componentes son positivos.
B(z, €): Bola abierta con centro z y radio €

V f: El gradiente de f

lim inf: Limite inferior.

lim sup: Limite superior.

maz {a;b}: Mdximo entre a y b.

zF — 2 denota limy_. o 2¥ = 2.

DadoX < IR" int(X) es el interior de X.

Sea O C IR" un abierto de IR" ;C*(Q)={f:U — R; f es k veces diferenciable en U}
P(IR"™) : Conjunto de partes.

(;) : Producto interno.



Tyt =10 _ g ST FO)
t 0>0 |\y—z|+t<s t '

fimsup
£10

1.2 Definiciones Basicas

Definicién 1.2.1 Sea la funcién f: R" — IRU {£oo} es llamada funcidn propia si
(a)domf = {z € R": f(z) < +o0} 0.
(b) Yz € domf, tenemos que f(z) > —oo.

Definicién 1.2.2 Una funcién f : IR* — R U {+o0} es llamada conveza en IR" si

para todo x,y € IR™ y para todo A € [0,1] se cumple que:

fOz+ (1= Ny) < Af(z) + (1= N)f(y).

Definicién 1.2.3 Una funcidn f : R* — IR U {+o0} es llamada cuasi-conveza en

IR" si para todo z,y € IR" y para todo A € [0,1] se cumple que:

fOz + (1 - N)y) < max{f(z), f(y)}-l

Definicién 1.2.4 f : R" — IR U {400} una funcidn propia. Decimos que T € IR"
es un minimo local de f si existe €>0 tal que f(Z) < f(z), Vz € B(Z,¢).
Decimos que T € IR™ es un mdzimo local de f si existe €>0 tal que f(Z) > f(z),

Vz € B(Z,¢).

Teorema 1.2.1 f : IR" — IR una funcidn diferenciable en IR". Entonces, f es

cuasi-conveza si, y solo si, se cumple lo siguiente :
si f(z) < f(y), entonces
(VI(y),z—y) <0

Demostracion: Ver Bazaraa [6], Teorema 3.5.4. pp:109. n

Observacion:
Toda funcién convexa es cuasi-convexa, pero el reciproco no siempre se cumple. Por

. D . —a2oy? .
ejemplo considere la funcién f(z,y) = —e €s cuasi-covexa Pero No es Convexa.

6



En efecto:

Notemos que f no es convexa (pues la matriz hessiana de f no es semidefinida
positiva).
Ahora verifiquemos que f es cuasiconvexa. Por el Teorema 1.2.1 como f es diferen-

ciable, debemos probar que

f(x1,m2) < fly,v2) = (VF(y1,42), (21, 22) — (¥1,72)) < 0.
tenemos

<vf(yla y2), (21, z2) — (y1, Yo)) = <(2916_y%—yga 2926_1/%_?;%), (T — Y1, %2 — 3/2)>
= 2y Vi Vi(my — y1) + 2yoe ¥ Y (75 — y)

= 2¢vi-4 (1y1 + T2ys — y% - yg)
(1.1)

Por otro lado, por hipdtesis tenemos
__e_a“%_m% < _e_y%_yg
entonces
o—22-73 > o—vi-ud

como Inz es una funcién creciente, tenemos

2 2 2 2
—T] — Xy 2 Y] — Y2

o+ 25 <Y+ (1.2)
luego, como
(21— 11)* + (22— 1)* >0
entonces |

0<ai+as+y;+vs— 21y + T2p2)

luego de (1.2) y la dltima desigualdad tenemos

0 <2(yf +u2) — 2(z1y1 + Za1)



asi

11 + T2y < Y3 + Y5 (1.3)

ahora reemplazando (1.3) en (1.1) obtenemos

(Vf(y1,v2), (x1,72) — (y1,22)) <0

por lo tanto, f es cuasi-convexa.

Definicién 1.2.5 Sea f : IR"® — IR una funcion diferenciable en IR". f es llamada

funcion pseudoconveza si para todo x,y € IR" tal que
(VFi(y);z—y) >0,
se cumple f(y) < f(x).

Definicién 1.2.6 La funcion f : IR" — IR es una funcion diferenciable en x, s
Yy € R"
fy) = f(@) +(Vf(z),y —z) + 0(lly — =)).

O(lly—=lD)

donde; lim,_,, Ty—z

Definicién 1.2.7 f:R" — IRU{+oo} es llamada semicontinua superior en T € IR"
st para toda sucesidn {xe} convergente a T, tenemos: limsup,_, ., f(z%) < f(Z).
f es llamada semicontinua inferior en T si para toda sucesion {xe} convergente a T

se tiene que f(Z) < liminf;_ f(z°).

Definicién 1.2.8 Una funcién f : IR® — IRU{+oo} es localmente lipschitziana con
constante k en x € IR" si existe algiun € > 0 tal que

If(y) — f(2)| < k|ly—z|| para todo z y € B(z,¢).
Definicién 1.2.9 La funcién f : IR" — IRU {+oco} es llamada subaditiva si:
f@+y) < f(z)+ f(y), para todo z, y € R™ .
Definicién 1.2.10 La funcion f : IR* — IRU {400} es positivamente homogénea si:

f(Az) = Af(z), para todo) > 0.



Teorema 1.2.2 Sea f : R® — IR U {+oo} una funcidn propia. Entonces, f es
cuasi-conveza si, y solo si, el conjunto {x € IR" : f(z) < ¢} es convezo, para cada

c€ IR.
Demostracion: Ver Bazaraa [6], Teorema 3.5.2. pp:108. n

Teorema 1.2.3 (Teorema del valor medio) Sea f : [a,b] — IR una funcion tal que.
(1) f es continua en el intervalo [a,b] ;
(i) f es diferenciable en el intervalo abierto (a,b).

Entonces, existe un nimero ¢ en el intervalo abierto (a,b) tal que

oy Sb) = fla)
f (C) - b_ a
Demostracién: Ver Leithold [18], Teorema 4.3.2. pp:306-307. n

Teorema 1.2.4 (Teorema del valor medio para funciones de varias variables)
Sea 2 C IR" un conjunto abierto y sea f : Q — IR". Suponga que §2 contiene a los
puntos a,b y al segmento de linea S que une a estos puntos y que f es diferenciable

en todo punto de S. Entonces existe un punto c en S tal que;

1£(8) = F(@)]| < IDf(e)(b— a))l
Demostracién: Ver Bartle [4], Teorema 40.5. pp:398-399. =

Definiciéon 1.2.11 Se dice que un conjunto S C IR" estd acotado st estd contenido

totalmente en una bola B(a,r) para algin r > 0 y algin a € R".

Definicién 1.2.12 Un conjunto S C IR" es cerrado si su complemento denotado por

S¢ es un conjunto abierto.

Teorema 1.2.5 Un conjunto Z en IR" es cerrado, si y sélo si, para todo sucesidn

{zl} C Z tal que 2! — Z se tiene que Z € Z.

Demostracion: Ver Lages.L.E [17], pp:38-39. n



Teorema 1.2.6 (Heine-Borel)
Sea F' un recubrimiento abierto de un conjunto A de IR", cerrado y acotado. Entonces

existe una subcoleccion finita de F' que también recubre a A.
Demostracién: Ver Apéstol T.M. [1], pp:70-71. n

Definicién 1.2.13 Un conjunto S C IR" se llama compacto, si cada recubrimiento
de S contiene un subcubrimiento finito; esto es, una subcoleccion finita que también
recubre a S.

El teorema de Heine-Borel nos ayuda a demostrar que todo conjunto de IR", es com-

pacto st y solo st es cerrado y acotado.

Definicién 1.2.14 (Operadores acotados en un espacio de Hilbert) Sean E y F es-
pacios normados (sobre el mismo cuerpo). Se dice que un operador T : E — F, es

acotado st T es lineal y

Sup”m”:l {]]Tx”} < 00.

Que el operador lineal T : E — F sea acotado significa, que existe una constante

M > 0 tal que ||Tz|| < M, para todo x € E, con ||z| = 1.

Teorema 1.2.7 Un operador lineal entre espacios normados es continuo si, y sélo

s, este es acotado.

Demostracién: Ver Nieto [23], Teorema 9.1 pp:94. n

Teorema 1.2.8 (Teorema de representacion de Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de
Hilbert. St f es una aplicacion lineal acotada de H, entonces existe un unico punto

y € H, tal que

f(z) = (y;z) , para todo z € H.

Ademas, |yl = I f]l -

Demostracién: Ver Nieto [23], Teorema 9.11 pp:103. N
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Teorema 1.2.9 (Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial real, Y un subespacio de
X. Sip: X — IR es un funcional positivamente homogéneo,subaditiva

y f:Y — IR, un funcional lineal tal que f(y) < p(y) para todo y € Y. Entonces,
existe un funcional F: X — IR tal que ;

F(y) = f(y), para todo y € Y.

F(z) < p(z), para todo z € X.

Demostracion: Ver Friedman [11], Teorema 2.1.6. pp:14. n

Teorema 1.2.10 Sea X un espacio lineal real topoldgico, xo un punto de X y p(z)
un funcional real lineal continuo sobre X  tal que p(z+vy) <plz) +ply) vy
p(az) = ap(z) para a > 0.

FEntonces existe un funcional real lineal continuo F' sobre X  tal que  F(xzo) = p(xo)

Y
—p(—z) < F(z) < p(x) sobre X.

Demostracién: Ver Yosida K. [29], Teorema 1°. pp:108. "

1.3 Subdiferenciabilidad

Definicién 1.3.1 Se define la derivada direccional de f: IR" — IRU{+o0} en z en

la direccion v € IR™ como:

fla+t) — f(z)

f (z,v) = limyo .

Si f es diferenciable en x, entonces la derivada direccional existe en toda direccion

v € IR", f(z;v) es una funcién lineal de v y tenemos la siguiente relacidn:
f'(z,v) = (Vf(z); v)

Definicién 1.3.2 Sea f : IR" — R U {400} una funcidn convera, dado s € IR" es

un subgradiente de f en x si:

fy) =z f(z) + (s;y — x) ,Vy € IR™.

11



El conjunto de todos los subgradientes es llamado subdiferencial convezo de f en z y

es denotado por 0.f(x), esto es,

Ocf(z) ={s € R" : f(y) > f(2) + (s;y — z) Yy € R"}.

Teorema 1.3.1 Sea f : IR" — IRU {400} una funcién propia y convexa. Entonces

para cada x € IR", tenemos:

(1) f'(z,v) = maz{{e;v);e € 8.f(z)} Vv € R"

(i) O.f(z) = {e € R": f'(z,v) > (gv),Vv € B"}

(ili) O.f(z) # ¢ es un conjunto convero y compacto, tal que ||| < k para todo
€ € 0.f(z), donde k es una constante de Lipchitz para fen x;

(iv) El conjunto de las aplicaciones 0.f : IR" — P(IR) es semicontinua superior, es
decir, siyt — z y € € 8.f(y*) para cada £, entonces cada punto de acumulacién € de

() estd en O,f(x).
Demostracién:Ver Makela [21], pp:12. n

Proposicién 1.3.1 Sea f : IR® — IR U {400} una funcién propia, convexa y T €

int(domf). Si f es diferenciable en T, entonces:

0.f(z) ={Vf(@)}.
Demostraciéﬁ: Ver Makela [21], Teorema 2.1.6. pp:14. n
Teorema 1.3.2 Sea f : R" — IRU{+0cc} una funcidn propia, conveza con constante

de Lipschitz k > 0, entonces se cumple:

(i) La derivada direccional en cada direccion v € IR" existe y satisface

f'(a:, v) = inft>of(x T tvt) — f(a:);

(i) La funcién v — f (z,v) es positivamente homogénea y subaditiva sobre IR™ con
|7 (z,0)] < kol

12



(iii) f'(x,v) es una funcion semicontinua superior en (z;v) y es una funcion de Lip-

chitz con constante k sobre IR",
(iv) —f'(z,v) < f (z,v).

Demostracion:Ver Makela [21], pp:9-12. [
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Ejemplo 1.3.1

Sea la funcién f(z) = |z| veamos como es su subdiferencial convexo.

Se sabe que:

z, x>0

—z, <0

cuya grafica es:

#
2
11

i [
° N
1

i
i
g
f

(i) Si z = 0, tenemos

O.f(0)={{ € R : |yl > |0| +&y,Vy € R}.

Vemos que:

Si; y=0 entonces ¢ € IR.

Si; y >0 entonces y><&y; luego 1>¢
Si; y <0 entonces —y>E&y; luego —1< €.

Interceptando los conjuntos tenemos:

£el-1,1].

14



Asi,
87(0) = [-1,1].
(ii) Si z > 0; tenemos:
Ocf(z) ={6 € R : [yl = |z[+&.(y —x), Yy € R}
Ocf(x)={6€R : |y >z+& (y—2x),Yy € R}

Vemos que, si y = 0 entonces:

0>zx— €.z,
que es eqﬁivalente a
0> a(1-2¢),
lo que implica que
£>1.

Ahora si y > 0; consideramos y # x, tenemos: y —x > 0Vy —z <0

Si y — x < 0 tenemos lo siguiente:

lo que implica que

Siy — x > 0 tenemos lo siguiente:
y>z+E(y—2)

y—z2>¢(y—=x)
lo que implica que

<L
Ahora si y > 0; consideramos y = x tenemos
y>z+§(y— )

15



y—z>&(y—1)
EE€ERR

Interceptando los conjuntos tenemos que la 1nica posibilidad de £ es que € = 1.

Finalmente para y < 0, se tiene que:

—yzz+&(y— ),

lo que es verdad para £ = 1.
Por lo tanto,

0.f(z) = {1}, Vz > 0.

(iii) Si z < 0 tenemos
Ocf(z)={§€R :|y| 2 —z+& (y—0),Vy € R}.

Se analiza en forma andloga para los casos cuando y = 0; ¥y > 0, ¥ < 0 entonces se

obtiene que:
5 = _1)

y por lo tanto

O.f(x) ={-1}, Vz<O.

De (i),(ii) y (iii) se concluye que:

{1}; z>0
acf(m) = {_1}; z <0
[-1,1]; z=0

Ejemplo 1.3.2

Sea f : IR — IR definida como :

f(x)—{ l—2x; z<1

2 -1, z>1

16



cuya grafica es:

Verificar su subdiferenciabilidad.

Como la dimensién es n = 1, entonces:

{seR : f(y) > f(z) +s(y —z),Vy € R}

0f (x)

(z) =1 — z. Estudiaremos los siguientes casos:

1. Si z < 1, entonces y asi
(a) Siy < 1 entonces f(y)

tenemos:

on

=2

1 — y, reemplazando en la definici

lo que es equivalente a:

(1.4)

— 1) 2 s(y — x)

—(y

veamos los siguientes casos:

e Si (y — z) > 0 simplificando (1.4) se tiene:

,entonces s € (—oo,—1].

—-1>s

e Si (y — ) < 0; simplificando en (1.4) se tiene:

,entonces s € [—1,00).

—-1<s

17



e Si y =z simplificando (1.4), se tiene: 0 > s.0,
se cumple; Vs € IR
Interceptando los conjuntos tenemos se tiene que la Unica posibilidad es

que s = —1

(b) Si y =1 entonces f(y) = 0, reemplazando en la definicién:
0>1—z+ s(l—z),lo que es equivalente a; — s(1 —z) > (1 — )
como (1—z)>0,entonces —s>1;s€ (—oo,—1]

de s=-1 A sé€(—o0,—1] se tiene: s=-1

(c) Siy > 1 entonces f(y) = y? — 1, reemplazando en la definicién:
> —1>1—z+s(y—z), tomandos= —1 se tiene;
(y—D(y+1)>1—x+(-1)(y—2z) lo que equivale a;
(y—1)(y+1)>1—2—y+z simplificando se tiene:

y > —2 (lo cual es verdadero)

Luego de (a),(b) y (¢) tenemos: 8.f(z) = {—1}.

2. Si, z = 1 entonces; f(z) =0
(a) Siy <1 entonces f(y) =1—1y,
1—y >0+ s(y —1); lo que es equivalente a;

1> —s entonces s> —1 setienes € [—1,00)

(b) Si y > 1 entonces f(y) =v>—1

fly) > f(z)+s(y —x), loque equivale a;

¥ —1>0+s(y—1) setiene (y—1)(y+1)>s(y—1)
lo equivale a (y+1) > s tomando limy,_1f(y),
obtenemos s<2 luego s€ (—o00,2]

de (a) y (b) se tiene:,0.f(z) = [—1,2]

3. Si, z > 1, entonces z € (1,00); f(z)=12?—-1

18



se tiene los siguientes casos:

(a) Siy > 1 entonces f(y) = y? — 1, tenemos de la definicidn;

0.f(z) = {s € B" : f(y) > f(z) + (s — 3, Yy € "}

se tiene: (y —z)?> >0, desarrollando el binomio tenemos

y®> 4+ 22 > 2zy, lo que es equivalente a: y® —1 > —1 — 2% + 2zy
y?—1>2?~142zy —22%, lo queequivale a: y2 — 1> 22 — 1+ 2z(y — z)
fy) > f(x) + s(y —x), obtenemos: s=2z

(b) Si y < 1 entonces f(y) =1 — y, verifiquemos que la siguiente desigualdad

1-y>(*—1)+2z(y—2), Vz>1

es verdadera.

La desigualdad anterior es equivalente a:
1—y>—2>— 142y

lo que equivale a: 0> —22 — 2+ y(1 + 2z)...(A)

tenemos los siguientes casos:

e Siy <0 la desigualdad (A) es verdadera.

e Si O0<y<1 tenemos lo siguiente:
y(1+2z) < (1+27)lo que equivale a: —z2—2+y(1+2z) < —2®—1+2z
lo que equivale a: — 2% — 2+ y(1 +22) < —(2* — 2z + 1)
lo que equivale a: — 2% — 2+ y(1+2z) < —(z —1)2 <0 es verdadero
de (a) y (b) tenemos:  0.f(z) = {2z}.

Luego de 1,2, y 3 obtenemos:

-1, z<1
Orf(z) = 2z; x> 1
['_172]7 z=1
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Capitulo 2

Subdiferencial de Clarke

2.1 Generalizacion de la derivada

Definicién 2.1.1 Dado f : IR" — IRU {+o0} propia y localmente lipschitziana en
el punto x € IR". La derivada direccional generalizada de f en x, en la direccion de

v € IR", es definida por

fly+tv) — f(y)
¢

0 _ .
[ (2,v) = lim sup
tl0

Debemos notar que f° siempre existe gracias a la condicién de localmente lipschitz de

la funcion f.

2.2 Propiedades Basicas

Teorema 2.2.1 Sea f: R" — IRU{+400} propia y localmente lipschitziana en x con

constante k > 0 entonces:
(1) La funcién v — f°(x,v) es positivamente homogénea y subaditiva en IR™ con

(=, )] < Kllv]].

(i) f%z,.) es una funcidn semicontinua superior y lipschitziana con constante k

sobre IR™.
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(i) f(z,v) = (=f)°(z,v).

Demostracion.

(i) De la Definicién 2.1.1

f(y+tv)—f(y)_

0 _ .
f(z,v) = limsup :

tl0

Tomando valor absoluto y aplicando una propiedad de limite superior se tiene:

f(y+tv)—f(y)‘
¢

Pl < lmsuw
£10

De la condicién de localmente lipschitziana se tiene (Definicién.1.2.9):

(y + tv) — (v)]]
t

(2,v)| < lim supk.
tl0

Asi
. v
£ ) < Jim ke 1L — o,

y por lo tanto, |fO(z,v)| < kl[v]|.

Ahora mostraremos que la derivada es positivamente homogénea, donde A > 0:

fly+tw) - fy)

oz, ) = lim sup
t|0 t
_ %ﬂsupk{f(wﬂf)—f(y)}
tl0 ¢
_ /\%ﬂsup{f(yﬂ/\;)*f(y)}
t|0
= Mz,v)

Demostraremos la subaditividad. Sean v,w € IR" arbitrarios, tomaremos valor

absoluto y aplicaremos la propiedad de limite superior

fly+tv+w)) — f(y)
t

flav+w) = fmsu
£10
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fly+tv+tw) — fly +tw) + fly +tw) — f(y)
t
< ggwpﬂ@+mw+ﬂ0—ﬂy+w0+ggwp
10 ¢ t10
< foz,v) + Oz, w)

= %1_1)1315 sup
t10
fly +tw) — f(y)
t

Asf, v — fO(z,v) es subaditiva.

il) Sean {z°}, v} C os sucesiones tales que z* — = y v* — wv, por la
ii) S ¢ ¢ R" d i tal ¢ ¢ 1

definicién de limite superior

vt) —
flz,vf) = inf (( sup f(y—i—tt) f(y))

>0 \(v:t)eB((2,0).,6)

fly +tt) — f(y)

s - sup V6> 0
[|(y,t)—(,0)]]<é t
twf) — | ,
—  sup fly + ) f@{ VE> 0
[ly—a||+t<8 t

Sea 6 = § — I{y*}, {t*} > 0 tal que:
fOf + 1) — f(y°)

A

¢
fo(ma v ) < I + Za
”¢—$N+#<%,V€EW'
tenemos asi,
1 : + tht) — 1
fO(a:’Ue)_Z — ylfilesup f(y t) f(y) _Z
£10
o f ) — 1)
O +th) = F°) | FE°+ %) — Y +t)
- t + #

y por la condicién de lipschitzianidad

£+ #0) = F5 )] _ [l — o]
t : - it

=Fk|lv* — ]| =0

Mientras £ — oo probamos y° + tfv¢, y¢ + tfv € B(z, ¢) obtenemos:

F* +th) — f(y)
t(i

glim sup fO(zf,v%) < Z1im sup < oz, v)
—00 — f—o00
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(iii)

luego  limy . sup fO(z¢,v%) < fO(z,v),

lo que establece la semicontinuidad superior.
Se mostrard la condicién de Lipschitz. Sean v,w € IR", siy+tv y

y +tw € B(x,€) entonces
fly+t) — fly+tw) < kt|lv — w|].
Ordenando,

fly+tv) — fly)+ fly) — fly + tw) < kt||v — w]|

tomando limite superior se tiene:

%ig}csupf(yﬂi;)—f(y) < %mf(yﬂuz)—f(yuk”v_w“
10 10

lo que es equivalente a:

Fozv) = Fzw) < kllv—wl

fly—tv) — f(y)
t

oz, —v) = lim sup
£10
f(m+tv —tv) — f(m + tv)
t

f(m) — f(m + tv)
t

(=f)(m + tv) — (= f)(m)]
t

= Jim sup
£10

= Jmsup
tl0

= Jmup
ti0

= (=)(=zv)

donde, m =y — tv.

Esto completa la prueba.
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Definicién 2.2.1 Sea f : R" — IR U {+00} una funcion propia y localmente lips-
chitziana en © € IR" definimos el sub-diferencial, en el sentido de Clarke, de f en x

es el conjunto
8f(z) ={¢ e R": f°z,v) > (&v), VYve R} (2.1)

Cada elemento £ € d f(z) es llamado subgradiente, en el sentido de Clarke, de f

en xr.

Ejemplo 2.2.1

La funcién f(z) = z?sen(z) es diferenciable excepto en el punto cero, se puede veri-

ficar que el subdiferencial de Clarke en este punto esta dado por:

8f(0) = [-1,1].

Su gréfica es:
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Teorema 2.2.2 Sea f: IR" — IRU{+00} una funcién propia semicontinua inferior

y cuasi-conveza. Si g € éf(x), tal que (g;y — x) > 0 entonces

flz) < f(y).

Demostracion.

Sea g € Of (z) tal que  {(g;y — ) >0, de la definicién 2.2.1 se tiene:
f(z,y—2) > {(g;y —z) >0 entonces [fO(z,y—1x)>0

por definicién tenemos:

inf  sup f@+¢@—wD—f&)>0
>0 |y —g||-t<s ¢

para todo 6 > 0,
flz+t(y — ) — f(z)

sup >0
lz—a||+t<5 t

para todo § > 0, existe, 2(0),t(6) talque |ly(6)—z|+t(8) <¢

f(2(8) +t(6)(y — z)) — f(2(9))

+5) >0

sea d =1/n existe, =z, y &, talque |lz,—2z|+t.<1/n

como f(zn,+tn(y—z)) — f(z,) >0 entonces f(z,+t.(y—z)) > flx,)

Se puede escribir:

Tpt+itnly—2) = thz, + (1 —t)z, +tu(y — )

= to(tn+y—2z)+(1—1ty)zpn....(1)

De la cuasi-convexidad de f y de (1) se tiene :
f(xn) < f(xn + tn(y - .77)) = f(tn(xn + y— 113) + (1 - tn)xn)
< Maz{f(zn + (y — 7)), f(2n)} = f(@n + (y — 2))
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Por la continuidad de f tomando limite n — oo se obtiene:

fly) > f(=).
Ejemplo 2.2.2
Dada la siguiente funcién:
4, |z| > 4
flz) =
|z, |z| <4

La grafica es

Se puede verificar que el subdiferencial de Clarke esta dado por:
a) Si ¢ < —4 entonces x € (—oo0,—4)  se tiene que f(z) =4,
Para y suficientemente cercano a x

0f (x) = {re R"/fz,v) >rv, VveR}

fly+tv) — fy)

> r,
. > ru}

= {reR: %1_{% sup
£10

= {reR: 1tilI61 sup > ru}
' 0
= - I - > .
{'FER.ltllI(r)lt > ru}
Luego se obtiene : df(z) = {0}
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b) Si £ = —4 Tomando y cercanos a z obtendremos los siguientes casos:

o Siy<—4,y+tv<—4setiene f(y) =4, f(y+1tv) =4, luego

fly+tv) — fly) 4-4
t t

o Siy>—4,y+tv>—4setiene f(y) = —y, f(y+tv) =—(y+tv) , luego

fly+tv) — f(y)
t

=—v
De los dos casos anteriores tenemos; Sup(y 1)ev,(-4,0) = maz {—v,0}

of(z) = {re R"/f%z,—4)>rv, Yvc R}
= {re R:maz{-v,0} >rvVve R}

e Primer caso: Siv=0 setiene 0>7r0;, VrelR

e Segundo caso: Siv <o setiene —v>rw; luego tenemos

—1 < r entonces r € [—1, 00)
e Tercer caso: Siv >0 setiene 0> r.w; tenemosr € (—oo,0]

Tterceptando los intervalos obtenemos: f(—4) = [—1,0]

¢) Si —4 <z < 0 entonces z € (—4,0)  se tiene que f(z) = |z| = —=

Of(z) = {re R": f%=z,v) >rv, VveR}
— {TER%%Supf(y+tvt)_f(y)>7”l)}
£10
= {r € R:limsup —y+t)+y > ru}
tl0 i
= {TERII}H)I£>T”U}
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e Si v > 0 entonces, —1 > r, luego se tiene r € (—oo, —1]
e Siv=0 setiene 0>r0; VreR
e Siv < 0 entonces, —1 <7, luego se tiene r € [—1, 00)

Luego interceptando los intervalos tenemos: df(z) = {—1}

d) Si z = 0 Tomando y suficientemente cercano a z obtenemos los siguientes casos:

e Siy<0,y+tv<O0setiene f(y) =—y, fly+tv) = —(y +tv) , luego

fly+tv) — flv)
t

=—v
e Siy>0,y+tv>0setiene f(y) =y, fly+tv) = (y+tv) , luego

fly+tv) — f(y)

=
t
De los dos casos anteriores se tiene: sup H{4H2)=/ ®) — |y|

0f(0) = {reR":f°0,v) >rv, YvelR}

fly +tv) — fly)
t

= {reR: iii)rtl)sup > ru}

£0
{TEJR.ltlﬁlM > ru}

= |w=rv

e Si v > 0 entonces, v > r.u, luego se tiene r € (—o0, 1]
e Siv=0 setiene 0>r0; VrelR
e Si v < 0 entonces, —v > r.v, luego se tiene r € [—1, 00)

Luego interceptando los intervalos tenemos: 9 f(0) =1[-1,1]
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e) 510 < z < 4 entonces z € (0,4)  se tiene que f(z) = |z| =z,

Para y suficientemente cercano a x

Of(x) = {reR": fz,v

= {TEJR:;imsup

= {r € R:limsup
= {rER:ltim%v>r.v}

= Vv>2rwv

e Siwv > 0 entonces, v > r.v, luego se tiene r € (—oo, 1]
e Siv=0 wsetiene 0>70; VrelR
e Si v < 0 entonces, v > r.v, luego se tiene r € [1, 0o)

Luego interceptando los intervalos tenemos: df(z) = {1}

f)Si = 4 Tomando y suficientemente cercanos a z obtendremos los siguientes casos:

o Siy>4,y+tv>4setiene f(y) =4, f(y+tv) =4, luego

fly+tv) — fly) 4-4
t ¢

e Siy<4,y+tv<4setiene f(y) =y, fly+tv) = (y+tv), luego

fly+tv) — fly)
t

=v
De los dos casos anteriores tenemos; Sup(y nev,(0,) = maz {v, 0}

Of(x) = {re R"/f’(z,4) >rv, Vve R}
= {re R :mazx{v,0} >rvVove R}
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e Primer caso: Siv=0 setiene 0>7r0;, VrelR

e Segundo caso: Siv >0 setiene v >rw; luego tenemos

1 < r entonces r € (—o0, 1]
e Tercer caso: Siv <0 setiene 0> r.w; tenemosr € [0,00)

Interceptando los intervalos obtenemos: df(4) = [0, 1]
g) Six > 4 entonces z € [4,00)  se tiene que f(z) = 4,

Para y suficientemente cercano a x

of () = {re R"/f’(z,v) >rv, VYveR}

fly+tv) — fy)
£

= {reR: lim sup > ru}

tl0

= - i >
{reR: ltllrgl sup > ru}
0
= - 1 —_ > .
{”EJR'%% > ru}
Luego se obtiene : Of(z) = {0}

Luego de (a),(b),(c),(d),(e),(f) ¥ (g) tenemos:

Teorema 2.2.3 Sea f una funcion localmente Lipschitz en x con constante k

(i) 3f(ac) es un conjunto no vacio, convero y compacto tal que ||€|| < k,
VE € df(x).
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(i) f°(z,v) = max{(§v): £ € If(z)}, VYve R
(iti) La aplicacion 8f(-) : R® — P(IR™) es semicontinua superior.
Demostracion.

(i) Del Teorema 2.2.1, item 1 la funcién f°(z,-) : R® — IR es positivamente
homogénea y subaditiva entonces por el Teorema de Hahn-Banach (Teorema
1.2.9) y el Teorema de representacién de Riez, ver Teorema 1.2.8 existe un
vector £ € IR" tal que

(&) < fOz,0),Yv € R

Para probar la coﬁvexidad, sean &, & € df (z) y A € ]0,1], entonces
A+ (1 =Ny = AGv) + (1 -NEv)
= A&+ (1 -2 ()
< Af(z,0) + (1= X (2,0)
= fo(ma ’U),

por lo tanto, A + (1 — \)¢' € 8f(z) y asf f () es convexo.

Demostraremos que 0f(z) es compacto, esto es, df(z) es acotado y cerrado.
Probaremos que df(x) es acotado Yz € R™.

Por la definicién de Subdiferencial y el Teorema 2.2.1, item 1, tenemos

€2 = (&€) < |, &) < kllEll, VE € df(x)

esto es,

IEI? < kligll, V€€ df(z)

esto implica que
gl <k, VE€Of(w)

entonces, §f(x) es acotado.

Probaremos ahora que df (x) es cerrado para todo z € IR"
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(i)

Sea, {ée} C 8f(z) una sucesién tal que &£ — £. Probaremos que € € df ().

Tenemos:
vo\ [ i L. _ ‘.
<§,’U> - <zl£?o£ ,’U> - E]f»r{.lo <£ 7U>
elim oz, v)

< fY%x,v), YveR"

IA

entonces, & € Of(z). Por tanto, df(z) es cerrado.

Por ser f(z) continua y compacto y de la definicién de el subdiferencial
f(z,v) > max{(&v) : € € 9f(x)}, Vv € R

Supongamos que existe v; € IR" tal que

£, v1) > max{(§v1) : € € 8f (2)},

tomando X = IR"
Pz)=f%z,.) v =xo=m1

En el Teorema 1.2.10 existe un funcional lineal real continuo F’ sobre X tal que

F(xo) = fo(xavl)
~f(~=,.) < F(z) < f(a,.)

Por el Teorema 1.2.7 Por ser F' funcional lineal real continuo y H = IR" un
espacio de Hilbert entonces F' es acotado y por el Teorema 1.2.8 (Representacién

de Riesz) existe un tnico punto up € IR™ tal que
F(z) = (up;z) paratodo z € IR".

tomando &; = up y como F(z) < f%z,.) tenemos:
foz, ) > (€,.) para zo=v fO(z,v1) = (&1, v1) se tiene £ € éf(x)
luego tenemos:

FOm,0) > max{(§ ) : € € Of ()} > (&1, v1) = f(z, 1),
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= fO(z,v1) > f°(z,v1)(lo cual es imposible).
Luego,
fo(z,v) = max{(&;v) /¢ € Of(z)}, V € R™

(iii) Sea {ye} C Ry (¢) C 8f(v*) para cada (£), tal que y* » z y & — ¢,

entonces Vv € IR" tenemos

(&v) = <elirgo§f;v> = lim (g%v) < Jin sup (4, v).

1—00

Por el Teorema 2.2.1, ii , f%(z,) es semicontinua superior entonces,

(&) < fO(z,v)
Luego, la aplicacién df(-) es semicontinua superior. ]

Teorema 2.2.4 Sea f : IR" — IR una funcion localmente lipschitz en x y dife-

renciable en x, entonces:

~

Vf(z) € of(z)

Demostracion.

Por la definicién de diferenciabilidad la derivada direccional f'(x,v) existe Vv € IR"

y
fl(z,v) =(Vf(x);v), YweR
Vemos que:
f(y+t’l})_f(y)g sup f(y"f‘tv)—f(y), ‘v’(y,t):||y—:c||+t<6,V5>0,
¢ (u,)EB((x,0),6) t

en particular,
flz +tv) — f(z) < sup f(y+tv)—f(y)’ Vo >0,Vt <o,

¢ T (@)eB((2,0),0) t

Luego tomando limite cuando ¢ — 0

i W+ t0) — f(2)
t—0 t

< fOz,v)



Se sigue que:

foz,v) > (Vf(z);v), Yve R

Por tanto, Vf(z) € df(x) -

Lema 2.2.5 Si f es continuamente diferenciable en x entonces f es localmente lip-

schitziana en .

Prueba.

De la hip6tesis, sea F': IR® — L(IR", IR) tal que, para cada z € IR" se tiene
F(z) = F, : R" — IR definido por F,(v) = (Vf(z);v) Por demostrar que F'
es continua en una vecindad de z.

Sea w € B(z,7v), (B(z,7) esla vecindad de f, donde es localmente lipschitiziana )

Ve > 0,3 ||Fy(v) = Fu()|| >0: |ly —w| < d = [|[Fy — Fu| <c¢

15 (v) — Fu(v)]
o]

15y = Full = Supuxo <klly—wl

Tomando ¢ tal que § < €/k, se tiene
|1Fy — Full < klly —w| <ké <e

entonces I’ es continua en una vecindad de z.
Luego se tiene que: F' es acotada en una vecindad de z. por Teorema 1.2.7

Entonces ||F;|| < M

1) IE )]
ol <o <M
Luego se tiene:
(Vf(x);v) <M

Il
tomando v = V f(z) se tiene |V f(z)|| < M para todo w € B(z,7).
Sean y,y’ € B(z,¢), entonces por el teorema del valor medio, existe z € (y,y') C

B(z,€) tal que:

f) = f&) =1V, y =) < IV ly =¥l
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1fw) = f@) < NIV v =¥
If) = f@) < Mlly—v|

IN

por lo tanto, cumple la condicién de Lipschitziana en z. [

Teorema 2.2.6 Si f es continuamente diferenciable en x, entonces

Of(z) = {Vf(x)}

Demostracion.

Por el Lema 2.2.5, f es localmente lipschitziana en z, mostraremos la igualdad. Por la

2

continuidad diferenciable, si ¢ — x, entonces el V f(z*) converge a V f(z), tenemos

que Vv € IR"

lim f/(wﬁ 'U) — lim lim f(we + t’U) - f(me)

. zt—g tl0 t

= lelin <Vf(xz), v>

= (Vf(z);v)
= f/(m’ ’U)

para todo v € IR" se tiene,

faf +tv) — f(a%)

f(z,v) = lim f'(z,v) = lim

ze—m: Tr—x t
tl10
V4 ol
t —_
i e L 10 = (@)
zloz t
tl0
= fo(aj,’l))

Asf tenemos que f°(z,v) = (Vf(z),v), Vv € IR". Supongamos que se tiene § € df (z),
para algin £ # V f(z) entonces existe vg € IR" tal que

(Vf(z);00) = f°(z,v0) > (&;v0)

ahora,

(Vi(z); —vo) = (§ —vo)
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es equivalente

—(Vf(z); vo) — (& o)
(Vf(z);v0) < (&wo)

Vv

lo cual es una contradiccién con la hipdtesis. Entonces,V f(x) es el iinico subgradiente

de f en z. n

Teorema 2.2.7 Si la funcion f : R* — IRU {+00} propia, convera y localmente

lipschitz en dom f entonces Vx € domf se tiene:
(a) f'(z,v) = foz,v),Vv e R".
(b) Ocf(x) = 0f ()

Demostracion.

Si (a) es verdadero, entonces (b) se sigue de la definicién del subdiferencial en el
sentido de Clarke (Definicién 2.1.1) y del Teorema 1.3.1-ii. As{ es suficiente probar la
parte (a).

Por la definicién de la derivada direccional generalizada, se tiene
Plz,v) = f(z,v), ve R

Por otro lado si § > 0 fijo, entonces

Sz + ) — f(a')

f(z,v) = lim sup
' —z t
¢10
/ t . /
= lim sup sup @' +tv) ~ (7))
el0 ||o/—g|l<es  O<t<e t

de la prueba del Teorema 1.3.2 tenemos la funcién

#(t) = (/) (& + ) — f(2)
es no decreciente, se puede escribir

/ - /
fo(:v;v) =1lim sup @ +ev) — (=)
€0 |2 —g|<es €
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Por la condicién de Lipschitz para algin ¢’ € B(z;ed) tenemos

I ) f6) _ floro) o) (S ) Sl | )5
€ € - € €
k

< la’ ol + Il

%
< ?||93 — z|
< %(65)
< 2k6.

flzt EUE) = @) | o5k — f(w, ) + 20k

0 .
Flzv) < lim
puesto que d > 0 es arbitrario, se deduce

oz, v) < f(z,v). L]

Definicién 2.2.2 La funcidn propia f : R* — IRU {+o0} es reqular en z € IR", si

Vv € R" la derivada direccional f'(x,v) existe y
f(z,v) = f*(z,v).
Algunas condiciones para que f sea regular.

Teorema 2.2.8 Sea f : R” — IRU{+40c0} propia y localmente lipschitz en = entonces

f es reqular en ¢ si:
(a) f es continuamente diferenciable en x.
(b) f es convexo.

() f=32,Nfi, donde \; > 0 y f; es reqular en x para cada i =1,...,m, entonces

f es regular en x.
Prueba.

(a) Si f es continuamente diferenciable, entonces la derivada direccional f'(z,v)

existe para todo v € IR" y por la prueba del Teorema 2.2.6
oz, v) = f(z,v), Yve R
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(b) Dado (a) la prueba de (b) se sigue de el Teorema 1.3.1-ii y el Teorema 2.2.7

(c) Es suficiente la prueba para m = 2. Por induccién, si f es regularen zy A > 0

entonces

Az, v) = Af(z,v) = N f(z,v) = (\f)(z,v), Yove R

es evidente que (f; + f2)’ siempre existe y (f1 + f2)' = fi + f}, por la definicién

de la generalizacién de la derivada

tenemos

(f+f)=>(fi+ 1)

(fi + fo)ly+tv) — (f1 + fo) ()

(fi + f2)°(z,0) = lim sup p
£10
_ lti%l sup fily +tv) + faly +ttv) — Aly) — foly)
< %i_r)xglgsup fily + tUt) — fiy) i ;i_%sup faly + tvt) — foly)
t10 110
= f(=z,v) + fY(z,v).
Asi que
(it ) =FA+f=R+f>+f)°
también
A+ f) =(A+f)
esto completa la prueba. .

Corolario 2.2.1 Si f es diferenciable, reqular y localmente lipschitziana en x, en-

tonces

Prueba.

0f(z) ={Vf(z)}.

Como f es diferenciable, regular y localmente lipschitziana en z, entonces
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oz, v) = f'(z,v) = (Vf(z);v) YveR"
Asi Vf(z) € R". Luego tenemos {Vf(z)} C df(x)
Sea Vf(z) € f(x) y supongamos que & # Vf(z)

foz,v) > (&), Ywe R
fllz,v) = (&)
(Vi@)iv) = (&)
(Vf(z)-&v) =2 0 W
tomando v = —(Vf(z)-¢&)
(Vf(z) = &—(Vf(2)-¢) = 0
= (V@) =& (Vi) —-¢&) = 0
0> [|Vf(z)—¢ll > 0

Vf(z) =& lo cudl es una contradiccion,

luego 8f(z) € {Vf(z)}. Por lo tanto,

Of(z) = {Vf(@)}

Corolario 2.2.2 Si f : R* — IR U {400} es localmente de Lipschitziana en x,
entonces para todo \ € IR,

O(AF) = AOf ().
Prueba.

Como f es de Lipschitz, Af también es de lipschitz en x. Si A > 0, entonces
(Af)? = X fO, también (X f)(z) = AAf(x), para todo A > 0, se prueba para h = —1,

£€d(-Nz) & (—)zv)> (&) YveR"
& fOz,—v) > (&v) Yve R
& fz,—v) > (~&—v) V—ve R
& —£edf(z)
& £e€-0f(v)



Por lo tanto, d(Af)(z) = M f(x). n

Teorema 2.2.9 Si f : R" — IR U {+o00} es localmente lipschitz en x y tiene un

extremo en x, esto es, x es un minimo local o mdzimo local, entonces
0 € df(z).

Demostracion.
Suponemos primero que f alcanza un minimo local en z, entonces existe €, tal que

flx+tv) — f(z) > 0 paratodo 0 < t < eywv € IR", se tiene:

fly+tv) — f(y) [z +tv) — f(z) >0
t t =

0 BT
f*(@,v) = lim sup
10

ST
> lglrglsup
y también

fz,v) > 0=(0,v) VYveR"

por la definicién de subdiferencial 0 € df(z).

Suponemos que f alcanza un méximo local en x entonces —f alcanza un minimo

en z y por el Teorema 2.2.9, 0 € 8(—f)(x) n

Lema 2.2.10 La funcidn g : [0,1] — IR definida por

9(t) = flz +t{y — x))

es Lipschitziana en (0, 1)

A~

dg(t) c (Of (@ +t(y — z);y — @))

Prueba.

Denotamos por z; = = + t(y — ), la funcién g es Lipschitz en (0,1)

9(t) = g()| = [f(ze) — ()| < Kllz — 24| :
= kllz+i(y—z)— (2 +1(y—2))l|

< kllz+ty—te—z—ty+t'z|
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IA

klltly — =) —t'(y — )|
1(y — 2)(t —t')|]
< kl|ly— |||t - 1]

IA

entonces, |g(t) — g(t')| < k|t — /|, t,¢ € (0,1); donde k = k||y — z||.
Por el Teorema 2.2.3 se tiene el conjunto dg(t) y <E§ flze);y — :1:> son compactos
y convexos puesto que corresponden a IR. Se tiene el intervalo cerrado en IR, es

suficiente probar para v = +1, tenemos

max{ég(t)v} < max{(éf(wt); y— x> v}

por el Teorema 2.2.3 tenemos
max{dg(t) v} = ¢°(t,v)

Y7
g(s+ Av) — g(s)
A
lim sup [z +[s+ My —z)) — f(z+s(y — 7))

Yy -zt A

Al0
lim sup flz+sly—=)— iv(y —z)) = fly)
L0

= fzsuy —2))

max{dg(t)v} = lim sup
L0

IA

IA

Ademas, se sigue del Teorema 2.2.3,

(@ v(y — 2)) = max{(0f (z);y — =) v}
y asi,
max{dg(t) v} < max{<éf(a:t); y— a:> v}

Por lo tanto, dg(t) C <€§f(x +tly—1x));y— a:> "

Teorema 2.2.11 Si las funciones f; : IR" — IR son localmente lipschitz en x para

1=1,...,m entonces para escalares \; € IR

d (z Py fz-) () € 3 Nofi(z)
i=1 i=1
y se tiene la igualdad, en la suma, cada f; es regular en z y cada A\; > 0.
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Demostracion.
Es suficiente la prueba para m = 2 el caso se generaliza por induccién. Del Teorema

2.2.8 observamos que
(fr + f2)°(m,0) < f(z,v) + f2(=,v)
por la definicién de subdiferenciabilidad
8(f1 + f2)(z,v) C Bfi(z) + Ofe(3).
Luego, del Corolario 2.2.2 tenemos
Oty + defo) (@) € OMf)(@) + Ohaf2) () = MOfi(%) + XD fa(w)

consideremos lo siguiente, f; es regular en x y A; > 0, para i = 1,2; por el Teorema

2.2.8 la funcién A fi + Az fo es regular en x, entonces

Afi+22f2) = (Afi + Aafo) = Af] + Aafs = A ff + Ao fs
y luego se sigue:
(M fi + Aafo)(@) = MOfi(z) + Xebfo()

Esto completa la prueba. n

Teorema 2.2.12 (Teorema del valor medio) Sean z,y € IR" y sea la funcion f
lipschitziana en un conjunto abierto U C IR" tal que el segmento de linea [z,y] C U,

entonces eziste un punto u € (z,y) tal que

A

f) - f(x) € (0f(w);y — )

Demostracion.

Se define la funcién 6 : [0,1] — IR tal que

0(t) = f(ze) +ilf(2) - F(y)]

entonces # es continua y,



g es lipschitz en (0,1) entonces es continua en (0,1)

lime_s 0(t) = lime 1 f(o + tly — 2)) +(f(z) — F(3)) = 6(1)
10(t1) — 6(ta)|| < E|lt1 — t2]| para todo t1,ts € (0.1)

Sea {t‘} — 0 por demostrar que  6(t¢) — 6(0)

0t") = flz +t'(y — o) +t(f(2) - F)

10¢5) =0 = f(z+t'(y—2)) +t(f(2) — F)) = f(a)|

< f(z+ 8y - 2) = f@)l +lI(f(2) = fFW)]
< kllz+ty —2) =zl + 1 (f(z) — F))I

< Kty — =l + E)(F(2) — F)I

<0

6 es continua en [0,1] existe ¢y € (0, 1) tal que ¢y es un minimo

entonces 0 € 50(t0) por el Teorema 2.2.11 se tiene

~

0 € ((f(z+.(y— ) +.(f(z) — () (o)

A

0€d(flz+ .(y—=)(t) + f(z) — fy)
0 € dg(to) + f(z) - f()

y ademas por el Lema 2.2.10 se tiene

fv) — f(@) € (0 (1);y — =)

de donde p = z; € (x,y), con ello se concluye el teorema. n

Definicién 2.2.3 (Subdiferencial de funciones no convezas)
Sea f: R™ — IR U {400} una funcién propia, el conjunto de subgradientes genera-
lizados (también llamado limite subdiferencial ) de f en x € IR" denotado por Of(x)

es defintdo como:

. 0f(z) = {s e R": 3zt — z, f(z°) — f(z), s € Of(z”) tal que s* — s}.
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Capitulo 3

El Método del Punto Proximal

Consideremos el problema:
min f(x)
(P) 5.a:

z € R"
donde f : R® — IR U {400} es una funcién propia, semicontinua inferior y IR" es
el espacio euclidiano con norma || - ||. El Método del Punto Proximal (MPP) fue
introducido por Matinet [22] en 1970 para problemas de optimizacién convexa y pos-
teriormente por Rockafellar [25] y [26] para encontrar ceros de operadores monétonos

maximales.

El (MPP) genera una sucesién {z*} dado por z° € IR™ (un punto arbitrario) y
k . A k—1y2 n
x Eargmm{f(:z;)—l—?[lx—x | : x € R"},

donde Ay es un parametro positivo.

Para el caso en que f es propia, semicontinua inferior y convexa se demuestra que
la sucesién { f (a:k)} converge al infimo de f y ademas si el conjunto de soluciones
Hpti { t k lucién del probl Gul
6ptimas no es vacio, entonces ¢ 2"} converge a una solucién del problema, ver Guler

[12]. \

Kaplan y Tichatschke [15] estudiaron el método para una clase de funciones no

2
convexas, cuando la funcién auxiliar f(z) + (2k) Ha: - a:lc—1H es fuertemente convexa,
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en un conjunto convexo bajo una adecuada elecciéon de Ag.

Estos autores probaron que la sucesién finaliza en un nimero finito de iteraciones; en
un punto estacionario o todo punto de acumulacion de {xk} es un punto estacionario
de f.

Para el caso cuando f es propia, localmente lipschitzana, cuasi-convexa y no diferen-
ciable introducimos en esta tesis el siguiente método:

Dado una sucesién de pardmetros positivos {\;} y un punto inicial
z° € R™ (3.1)

Para cada k=1,2,.... Si0 € éf(x’““l), entonces el método finaliza. De otro modo

buscamos un z* € IR" tal que

0e8(s60+ (%) 1-=a1P) @ (3.2

Observacion 3.0.1 Este método es una extension del método del punto prozimal

para funciones no convezxas, en efecto si f es convezxa entonces (8.2) se convierte en
k : Ak k—1y2 n
z" = arg min f(m)+?||x—a: |°: z€ R";.

Observacién 3.0.2 Como estamos interesados en resolver (P) cuando f no es con-
veza, es importante observar que el método dado por (3.1) y (3.2) solamente necesita
encontrar un punto estacionario (no necesariamente un minimo global) de la funcion
reqularizada f(-) + (2&)|| - —2*71||%. BEntonces pensamos que el algoritmo puede ser
usada satisfactoriamente en cada iteracion.

Probaremos bajo las hipotesis que f es localmente lipschitziana y acotado inferior-
mente que las iteraciones {x’“} son bien definidas y si | es cuasi-conveza, {f(x’“)}
es no creciente, {xk} converge a un punto estacionario del problema (P).

Luego, definimos un conjunto X en el cudl estd contenido el conjunto de soluciones
optimas del problema. Podemos obtener que, si el conjunto X es vacio entonces ;

lim f(s*)= inf f()

k——00

Si el congunto X es no vacio y {\x} son acotados entonces {xk} converge a un punto

critico.
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Ademds, si cada =% es un minimo global de la funcidn reqularizada dado por
FO)+ (&) - —zF12 y Ay — 0 probamos que {a:k} converge a un punto minimo
del problema (P). Como caso particular, obtenemos la convergencia del método a un

punto minimo global para funciones pseudoconvezas y convexas.

3.1 Resultados de convergencia Fejér

Definicion 3.1.1 Una sucesion {y’“} C IR", es llamado Fejér convergente a un con-

junto U C IR™, con respecto a la norma euclidiana si:

Y

‘;Vue UNk>0 (3.3)

Teorema 3.1.1 5% la sucesién {y’“} es Fejér convergente en un conjunto U # 0,
entonces {yk} es acotada. Si un punto de acumulacion § de {yk} pertenece a U,
entonces

Demostracion.

De (3.3) implica que para todo u € U se verifica:

N R

lo cual quiere decir que la sucesién {yk} estd contenida en la bola de centro u y radio
ly° — |, por lo tanto es acotada.

Como {yk} es acotada posee una subsucesién {ykj } tal que

para algin § € IR". Ahora si § € U entonces por (3.3) se tiene que la sucesién

{

que converge a 0.

‘yk — g“} es decreciente y no negativa ademés posee una subsucesion {Hyjk -7 H} ,
Por lo tanto {”y’“ — gH} converge a 0, y asf:

i 5] =0
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lo que implica que limy_,+00y* = 7. o

Proposicion 3.1.1 Sea f localmente lipschitz en x, las siguientes propiedades son

verdaderas:

A

a. Of(z) Ccof(x), Vx € R".

b. Si f es continuamente diferenciable en una vecindad de x entonces
bf(x) = 0f (z) = {Vf(x)}.

c. Sig=f—+h, con f localmente lipschitziana en T y h es continua diferenciable

sobre una vecindad de f en T entonces

~

b9(z) = 0f (%) + Vh(),
09(z) = 0f(Z) + Vh(z).

Prueba.

Recordemos que:

~

Of(x) = {s e R": f(z,v) > (s;v),v € R"},

of (z) = {s € R": 32" -, f(z*) — f(x), st € éf(a:“) tal que s° — s},

a. Sea s € Of(x) entonces se tiene; f°(z,v) > (s,v), Vo. existe {zf} = {z}

tal que 2t — 2.

f(z%) = f(x) se tiene la convergencia a f(z).

Sea {s'} = {s} C 8f(z) — s.

~

of(z) C 0f ().

b. Como f es continuamente diferenciable en z, por Teorema 2.2.6 se cumple

0f(z) ={Vf(z)}.

Por ftem a., df(z) C 8f(x).
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Sea s € f (x)entonces Jat — z, f(af) — f(z), Is* € f ().

Como 0f (zf) = {Vf (")} = s*

3{z'} = {z} = 2, f@a*) = f(z) > f(z).

{5} = {s} € 6f(x). Entonces, f*(z,v) 2.<s,v>, Yv. Por lo tanto, s € Of(z).

c. Por ser f localmente lipschitz, continuamente diferenciable y por el Teorema
2.2.8 se tiene:
0g(z) = 0f(z) + Vh(x),

0g(z) = 0f(z) + Vh(Z).
Esto completa la prueba. n

Observacién 3.1.1 De (3.2) y de la Proposicidn 3.1.1-c y la diferenciabilidad de

(Ae/2) || - —x* |, esto implica que;
0 € 8f (z¥) + Ap(aF — 2571,
asi eziste g* € Of (zF) tal que:

7 = (xk—l _ xk)

3.2 Resultados de convergencia

Teorema 3.2.1 Si f : IR™ — IRU {400} es propia, acotada inferiormente y local-

mente lipschitz sobre domf, entonces la sucesion {xk} dado por (8.1) y (3.2) existe.

Demostracion.

k

Por induccién, se cumple para k = 0 por (3.1). Asumiremos que z* existe. Como f es

continua , limitado inferiormente y ||-—z*||* es coerciva, entonces f(-)+(Ae/2)||-—2*||?

¥*1 como minimo global (en

es continua y coerciva. Asi, esta funcién tiene un z
particular un minimo local) y por lo tanto 0 € & (f() + (&;—1) 1E —kaz) (zFH). =

Asumiremos las siguientes hipétesis:
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e Hipétesis A: f : R" — IRU {+o0} es una funcién propia acotada inferior-

mente.
e Hipétesis B: f: R" — IRU {+o0o} es localmente de lipschitz y cuasi-convexa.

Como nos interesa la convergencia asintética del método, asumimos también que en

cada iteracién 0 ¢ 8f(z*) lo cusl implica que zF # z*~1, V.

Proposicién 3.2.1 Bajo las hipdtesis A y B tenemos que {f(:c’“)} es decreciente y

convergente.

Prueba.

0 zF~1, enton
Como z* # zF~!, entonces
<xk_1 —aF gkl — xk> > 0,

del Teorema 2.2.2. Si g € df(z) tal que <g; k1 — x’“> > () entonces se tiene que
f(z) < f(z*), para todo z € [z*1, 2]

donde z = Az* + (1 — A\)z*~! en particular z = z* se tiene

flab) < fzF).

La convergencia de { f (:L’k)} se d4 por el limite inferior de f ( f(z*) es una funcién

no creciente). "

Definimos el siguiente conjunto:
U= {:c € R"/f(z) < }ggf(xj)}.

Observemos que este conjunto depende del punto inicial 2° y la sucesién {Ax}.

Si U = () entonces es posible probar que:
i limg oo f(2F) = inf__jpn f(2).
ii. {xk} no es acotado.

Se asumiré que U # 0.
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Teorema 3.2.2 Bajo las hipdtesis A y B, la sucesion {x’“} generada por el método

Prozimal es Fejér convergente a U.

Demostracion:
Dado € U entonces existe {we} CcU talque z‘@— =
Como z° € U entonces f(z%) < f(z¥). De la Observacién (3.1.1) se tiene

" =N\ (wk_l — xk) € 5f(xk),

de la cuasi-convexidad de f y usando el Teorema 2.2.2 tenemos:

<x£ — gkt - x’“> <0. (3.4)
Por otro lado,
Hxl _ .Tk_1||2 _ <(£13£ . xk) + (:Uk . xk—l); (xé _ wk) + (SEk o :L'k—l)> :
= <xe—w x—a:>—|—<xe—x z* k_1>
+<$’“—x :Bk> <x —z* ;a:’“—:z:k"1>,
Lk

_ er k||2 <x€ xk 1_xk>_<$Z_$k;xk—1_xk>_}_||$k_xk—1||2,
_ Hxl . :L'kHz + H.’L‘k . xk—1H2 o 2<x2 . xk;xk—l N iL‘k>
De la desigualdad (3.4), se tiene
0 < ||lz* — 2| < |2 — 22 — [Ja® — 2| (3.5)

Entonces,

[l — 2®||* < [|a* — 2. (36)

Tomando limite se tiene:

[l — 2|1* < Jlw = 2*% (3.7)

Por lo tanto {xk} es Fejér convergente a U. u

Proposicion 3.2.2 Bajo las hipotesis A y B, se cumple lo siguiente:
a. Vz €U, la sucesion {Haz — x’“H} es convergente.
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b. limg_ o || — 27| = 0.

Prueba:
a. De (3.7), {||$ - a:k||} es una sucesién no creciente y por lo tanto convergente (es
de Fejér).
b. Tomando limite cuando & — +o00, en (3.5) y usando el resultado previo obtenemos

limy_, oo ||2% — 2% = 0 n

Teorema 3.2.3 Supongamos que las hipdtesis A y B son satisfechas, entonces la

sucesion {xk} converge a un punto de U.

Demostracion.
Del Teorema 3.2.2, {xk } es Fejér convergente a U, es limitado (ver Teorema 3.1.1),
entonces existe Z y una subsucesion {x’“ﬂ} de {CL‘k } converge a T, de la continuidad

de f obtenemos
limj oo f (2) = ()

Como { f (w"“)} es decreciente y convergente, entonces

f(@) =limj . o f(x™) = lim f(z*), Vk.

k—+c0

Esto implica que Z € U, ahora del Teorema 3.1.1 se concluye que {xk} converge a

Z. |

Imponemos algunas condiciones a { Az} y sustituimos la hipétesis A por lo siguiente.

Teorema 3.2.4 Suponemos que A y B son satisfechos. Si0 < A\, < X\, donde X es

un ndmero real positivo, entonces la sucesion {x’“} converge a un punto de U y

. kE_

para algin g° € d f(a*) . Ademds, {xk} converge a un punto critico generalizado de

f.

Demostracién.
La convergencia podemos probar del Teorema 3.2.3. Usando la Observaciéon 3.1.1

tenemos que

A~

g* = Ay (x’“"l — :rk) € 0f(z*).
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Tomamos || - || & la ecuacién anterior y usamos la condicién sobre el pardmetro Ay

tenemos que

1g*1] < Al=* — ="1]).

Usando Proposicion 3.2.2 item b. , tenemos:

. k_

Finalmente probamos que 0 € 8f(Z) . Esto es verdadero con {xk}, { f (:r’“)} y { g’“}

con g* € 8f(z*) tal que
liMgtoo®™ =T, limp_yoof(z") = f(T)

(de la continuidad de f) limg_, 100 g* = 0.

De la Definicién 2.2.3 se tiene que 0 € 0f(T). n

e Hipétesis A: El conjunto 6ptimo del problema (P) denotado por X*, es no

vacio, damos una condicién y obtenemos la convergencia global minima de (P).
Un caso particular de este teorema se obtiene el siguiente corolario

Corolario 3.2.1 Sea una funcion f : IR® — IR U {400} pseudoconvexa sobre el
dominio de f y asumimos que la hipdtesis A es satisfecha , entonces la sucesion

{m’“} converge a la solucion dptima del problema (P).

Prueba.
Del Teorema 3.2.4 tenemos que 0 € Jf(Z). Ahora de la pseudoconvexidad de f
obtenemos que f(Z) < f(z)Vz € R". =

k

Teorema 3.2.5 Supogamos que las hipétesis A" y B son ciertas. si z* es un minimo

global de:
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entonces, la sucesion {:ck} converge a un minimo global del problema (P).

Demostracion.
Dado que z* es un _punto minimo de f(.) + (3) H - :Uk_IH2 entonces
fz®) + (%) ka — ack_1H2 < flz)+ (%) Hx — ack_1”2 Vo € IR™.

Como se tiene que {xk } converge a un punto de U, sea Z € U tal que limy_,+002* = T.

De la desigualdad anterior tenemos:

Flat) + (2

Cuando k£ — 400 y usando (3.8), de la continuidad de f, Proposicién 3.2.2 obtenemos

) ka - xk_lﬂz < f(z)+ (1\25) Hx - xk_IH2 Vz e U.

que:

f@ < flx),Vz eU

esto implica Z es una solucién 6ptima del problema (P) n
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Capitulo 4

Implementaciones y Aplicaciones

En el capitulo 3 se demostré los resultados de convergencia del (MPP). En este
capitulo presentamos algunos experimentos computacionales para resolver problemas
irrestrictos con f cuasi-convexas.

Para ello utilizamos el software ”Matlab 5.3”, en una computadora Dual-Core en el
sistema operativo Windows 7 Starter,

Cada problema sers ingresado y finalmente presentaremos un cuadro con el nimero

de iteraciones y la solucién aproximada.

Ejemplo 4.0.1 Sea f: IR — IR

minf(z)

donde:
l—z;, z<1

2—-1, z>1

Utilizando el software matlab 5.3 obtenemos la siguiente implementacion:
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% METODO DEL PUNTO PROXIMAL PARA MINIMIZAR LA FUNCION

% Min f(x)
% s.a:
% x\in \R

% donde f(x)=1-x si x<1;y £(x)=x"2-1, si x\leq 1

% Punto inicial x=-1

x=10; % punto inicial del método
Nmax=10; 7% nimero mdximo de iteraciones para resolver el problema
k=1; % contador del nimero de iteraciones
fprintf (’\n Punto Inicial: %f’,x)
lambda=1; |
epsilon=0.001;
while k<=Nmax,
fprintf(’\n Iteracién N: %d’,k)
if x<1
df=-1;
else
if x>1
df=2x%x;
.else
df=0;
end
end
Normadf=sqrt (df~2)

if Normadf >= epsilon

s=x+(1/lambda)
w=(lambda/ (2+1lambda) ) *x

if s < 1
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X=8
fprintf(’\n el costo es=: %f’,1-x)
elée
if w>i

X=w

fprintf(’\n el costo es =: %f’,x*x-1)

else
x=1

: %f7,0)

fprintf(’\n el costo es

end

end

hif x < 1
% fprintf(’\n el costo es=: %f’,1-x)
helse
%fprintf (’\n el costo es =: %f’,i*x—l)
%end
lambda=1/k
k=k+1;
else
fprintf (’\n criterio de error satisfecho Normagradiente=: %f’,Normadf)
fprintf(’\n el punto x aproximado es: %f’,x)
fprintf (’\n numero de iteraciones es: %d’,k)

k=1000000;
end

end

if k >999999
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fprintf (’\n resolvimos el problema: %d’)
else

fprintf (’\n : numero de iteraciones excedido a %d’,k-1)
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Resultados:

a) Para A\, = 1

Criterio de error satisfecho Normagradiente =: 0.0000

el punto aproximado es:1.000000

numero de iteraciones es : 4

resolvimos el problema aproximadamente

b) Para A\, =1

Criterio de error satisfecho Normagradiente =: 0.0000

el punto aproximado es:1.000000

numero de iteraciones es : 4

resolvimos el problema aproximadamente
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c¢) Para A\, = 0.5

Criterio de error satisfecho Normagradiente =: 0.0000

el punto aproximado es:1.000000

numero de iteraciones es : 3

resolvimos el problema aproximadamente
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Ejemplo 4.0.2 Sea f : IR* - IR

min f (1, Ts)

donde:

2_ .2
—IITT

f(ajl; *’L'2) = —€
Utilizando el software matlab 5.3 obtenemos la siguiente implementacién:

%METODO DEL PUNTO PROXIMAL PARA MINIMIZAR LA FUNCION
% Min -e~{-x_{1}~{2}-x_{2}~{2}}
% s.a:

% (x_1,x_2)\in \R"2
% Punto inicial x=(2,1)

x=[2;1]; ' punto inicial del método

s=1; sigma=0.1; beta=0.5; ’ pardmetros dados para usar la regla de Armijo
epsilon=0.001; % error permitido para resolver el problema

t0l=0.001; % error permitido para resolver los subproblemas

Nmax=100; % nimero mdximo de iteraciones para resolver cada subprobléma
Mmax=100; % nimero maximo de iteraciones para resolver el problema
B=[10; 01 1]; % matriz inicial para el método Cuasi-Newton

M=1; % contador del nimero de iteraciones

fprintf(’\n Punto Inicial: %f’,x)

a=[1;1];

while M<=Mmax
fprintf(’\n Iteracién N: %d’,M)
G=[2*x (1) *exp(-x (1) "2-x(2)"2) ; 2*x (2) *exp (-x (1) "2-x(2) "2)]
Normadf=sqrt(G(1,:)"2+G(2,:)"2)

if Normadf >= epsilon % compara con el mdximo error permitido "epsilon"

60



% empieza el algoritmo Cuasi-Newton
k=1;
while k<=Nmax,
G=[2*x (1) *exp(-x(1)"2-x(2)"2)+(1/M) *(x(1)-a(1));
2%x(2) *exp (-x(1) "2-x(2) "2)+(1/M)*(x(2)-a(2))]; % gradiente en x
P=-inv(B)*G ;
V=B; % salvando el valor de B
Normadf=sqrt (G(1,:)"2+G(2,:)"2);
if Normadf >=tol
m=0; % iniciamos la bisqueda unidimensional
factual=-1xexp(-x (1) "2-x(2) ~2)+(1/M*2) * ((x(1)-a(1)) "2+ (x(2)-a(2))"2);
fnuevo=-1*exp ((-x(1)+P (1)) "2-(x(2)+P(2)) "2) +(1/M*2)* ((x(1)+P(1)-a (1)) "2+(x
P(2)-a(2))"2);

dif=fnuevo-factual;
lambda=1;
test=sigmaxlambdaxG’*P;

while dif > test,
m=m+1 ;
lambda=beta"m*s;
x1=x(1)+lambda*P(1);
x2=x(2)+lambda*P(2) ;
dif=-1%exp(-(x1)"2-(x2)"2)+(1/M*2) x((x1-a(1)) "2+ (x2-a(2))"2)-1%
(-1xexp(-x (1) "2-x(2) "2)+ (1/M*2) * ((x (1) -a(1)) "2+ (x(2)-a(2))"2));
test=sigma*lambda*xG’*P ;

end
x1=x(1)+lambda*P (1) ;
x2=x(2)+lambda*P(2) ;
Gnvo=[2*x1*exp(-x1~(2)-x2"(2))+(1/M)* (x1-a(1)); 2*x2%exp(-x1~(2)-x27(2))+
(1/M)*x(x2-a(2))]1;
diff=(P’*Gnvo)-(0.8%P’*G) ;
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if diff<0
lambda=0.25;
end 7 terminamos la bisqueda unidimensional
w=x; /% salvando los valores de x
x=w+lambdaxP;
fprintf (°’\n nuevo punto x1=: %f’,x(1));
fprintf (’\n nuevo punto x2=: %f’,x(2));
T=[2%w (1) *exp(-w(1) "2-w(2) "2)+(1/M) *(w(1)-a(1)) ;2*w(2) *exp(-w(1) "2-w(2)"2)
(1/M)*(w(2)-a(2))]; Ygradiente en el antiguo x
H=[2*x (1) *exp(-x(1) "2-x(2) "2)+(1/M) * (x (1) -a(1) ) ; 2*%x(2) *exp (-x (1) "2-x(2) "2) +
(1/M)*(x(2)-a(2))]; Ygradiente en el nuevo x
S=x-W;
y=H-T;
B=V-((V*S)*(Vx8) > ) / (S’ *V*S)+(y*y’) / (y’*8) ;
k=k+1;

else

% salida en pantalla del error y de la solucién de cada subproblema.
fprintf(’\n criterio de error del subproblema satisfecho=:%f’,Normadf)
fprintf (’\n el punto x1 aproximado es: %f’,x(1))
fprintf(’\n el punto x2 aproximado es: %f’,x(2))
fprintf (’\n nimero de iteraciones del subproblema es:%d’,k-1)
k=1000000;

end

end

% termina el algoritmo Cuasi-Newton
a=x;

M=M+1;
else

% salida en pantalla del error y de la solucién del problema.
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fprintf(’\n criterio de error satisfecho Normagradiente=:%f’,Normadf)
fprintf(’\n el punto x1 aproximado es: %f’,x(1))
fprintf(’\n el punto x2 aproximado es: %f’,x(2))
fprintf (’\n nimero de iteraciones es: %d’,M-1)
M =1000000;
end
end
if M > 999999
fprintf (’\n resolvimos el problema aproximadamente : %f’)
else
fprintf(’\n : nimero de iteraciones excedido a %d’,M-1)

end
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Resultados:
a) Para A\, =1

Criterio de error satisfecho Normagradiente =: 0.000415

el punto aproximado es:0.000147
el punto aproximado es:0.000147

nimero de iteraciones es : 5

resolvimos el problema aproximadamente

b) Para Ay = 0.5

Criterio de error satisfecho Normagradiente =: 0.000906

el punto aproximado es:0.000320
el punto aproximado es:0.000320

numero de iteraciones es : 5

resolvimos el problema aproximadamente
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Ejemplo 4.0.3 Sea f: IR — IR

minf(z) = |z|

% METODO DEL PUNTO PROXIMAL PARA MINIMIZAR LA FUNCION

% Min f(x)
% s.a:
% x\in \R

% donde f(x)=-x si x<0;y f(x)=x, si x\leq O

% Punto inicial x=0

x=1; % punto inicial del método
Nmax=10; 7% niimero maximo de iteraciones para resolver el problema
k=1; % contador del ntimero de iteraciones
fprintf (’\n Punto Inicial: %£f’,x)
lambda=1;
epsilon=0.001;
while k<=Nmax,
fprintf (’\n Iteracién N: %d’,k)
if x<0
df=-1;
else
if x>0
df=1;
else
df=0;
end
end
Normadf=sqrt (df"2)

if Normadf >= epsilon

s=x+(1/1ambda)
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w=x-(1/lambda)
if s <0
X=8
fprintf(’\n el costo es=: %f’,-x)

else

if w>0
X=W
fprintf(’\n el costo es =: %f’,x)
else

x=0

fprintf(’\n el costo es =: %f’,0)
end

end

%if x < 1
% fprintf(’\n el costo es=: %f’,1-x)
helse
Afprintf (’\n el costo es =: %f’,x*x-1)
%end
lambda=1/k
k=k+1;
else
fprintf(’\n criterio de error satisfecho Normagradiente=: Jf’,Normadf)
fprintf (’\n el pﬁnto X aproximado es: %f’,x)
fprintf (’\n numero de iteraciones es: %d’,k)

k=1000000;

end
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end
if k >999999

fprintf (’\n resolvimos el problema: %d’)
else

fprintf(’\n : numero de iteraciones excedido a %d’,k-1)

end
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a) Para A\, =1

Criterio de error satisfecho Normagradiente =: 0.000000

el punto aproximado es:0.000000

numero de iteraciones es : 2

resolvimos el problema aproximadamente

b) Para A\, = 0.5

Criterio de error satisfecho Normagradiente =: 0.0000

el punto aproximado es:0.000000

numero de iteraciones es : 2

resolvimos el problema aproximadamente
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Materiales Métodos

Los materiales que se emplearon en el desarrollo de la tesis, son de ejecucién y de
impresion:

Entre los materiales de ejecucion tenemos los siguientes:

e Hojas bulki y bond.

Cuadernos, cuadernillos y lapiceros.

Copias.

USB y discos compactos para la computadora.

e Revistas especializadas.

Fotocopias de articulos y textos bibliograficos.

Internet.

Entre los materiales de impresion tenemos los siguientes:

e Material humano para la digitacién.
e Procesador de texto Latex.

Graficador.

Cartuchos de impresora.

Material de anillado.

Thoner.
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Resultados

Los resultados mas relevantes de esta tesis son:

1. Se presenta una extension del método del Punto Proximal para minimizar fun-
ciones cuasi-convexas usando el subdiferencial de Clarke y se demuestra la con-

vergencia de este método para un punto estacionario candidato a solucion.

2. Se ha realizado la implementacién de algunas funciones y con la ayuda del
software Matlab se obtiene €l nimero de iteraciones y los puntos minimos de

estas funciones.

70



Discusiones

1. Los resultados de convergencia obtenidos en esta tesis son importantes pero
todavia débiles (convergencia a un punto estacionario y no necesariamente a la
solucién del problema) para el objetivo de obtener los puntos de minimo global

de problemas de optimizacién cuasi-convexos.

2. Se considerd solamente el estudio irrestricto de problemas de optimizacién cuasi-
convexos. Asi, esta tesis se puede considerar como un primer paso, importante,
para resolver problemas mas generales y que tienen aplicacién en diversas areas,

especialmente en Economia.
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Conclusiones

1. En este trabajo hemos recopilado resultados basicos del subdiferencial de Clarke
y la convergencia del método del punto proximal para adaptarlos a nuestros

objetivos generales y especificos presentado en el proyecto de tesis.

2. Al ser la teorfa de convexidad y cuasi-convexidad un instrumento importante
en muchos campos de la matemadtica, economia e ingenieria es indispensable
hacer un estudio, de toda la teoria realizada en este trabajo, sobre espacios mas
generales como: los espacios métricos y topolégicos, y comparar los resultados

obtenidos y las aplicaciones que se pueden dar en cada uno de los casos.

3. El método del Punto Proximal para minimizar funciones cuasi-convexas uti-
lizando el subdiferencial de Clarke aparece como una nueva propuesta, exten-

diendo la teoria conocida para funciones convexas.

4. Finalmente, un futuro trabajo de tesis seria el estudio de la convergencia del
método del Punto Proximal utilizando el subdiferencial de Clarke para resolver
problemas de optimizacién con funciones objetivo cuasi-convexas y con restric-

ciones.
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