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RESUMEN

COMPORTAMIENTO DEL PRECIO Y PUBLICIDAD EN LA PROPORCION
DE CLIENTES EN UN PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO
Nedin Esteban Fernandez Quispe
Agosto 2013

Titulo Obtenido: Licenciado en matematica

El modelo de control éptimo no lineal, considerado en esta tesis, posee una varia-
ble de estado z como proporcién de cliente y dos variables de control: precio
p y gastos en publicidad u. Realizando un andlisis de estabilidad en diferentes
planos de fase se demuestra, bajo ciertas hipdtesis, que es éptimo introducir un
producto en el mercado con un precio reducido y realizando una fuerte inversién

al comienzo de la campana.

Palabras Claves: Principio del maximo de Pontryagin. Andlisis del punto silla.

Anélisis en el diagrama de fase. Publicidad 6ptima.



ABSTRACT

PRICE BEHAVIOUR AND ADVERTISING IN THE PROPORTION OF
CUSTOMERS IN OPTIMAL CONTROL PROBLEM
Nedin Esteban Ferndndez Quispe
August 2013
Obtained Degree: Graduated in Mathematics

The optimal control of nonlinear model, considerate in this paper, has one state
variables z proportion of customers and two control variables: price p and adverti-
sing intensity u. Making a stability analysis in the different phase diagrams, it can
be show, under certain condition, that it is optimal to enter the market with a low

price and choosing a high advertising budget at the start of the campaign.

Key Words: Pontryagin’s maximum principle. Sanddlepoint analysis. Phase dia-

gram analysis. Optimal advertising.



CAPITULO 1
PLANTEAMIENTO DE LA
INVESTIGACION

1.1. Identificaciéon del problema

En sus inicios la investigacién en Optimizacién Dindmica solo aplicaba unica-
mente el cdlculo de variaciones, técnica matematica desarrollada en los siglos XVIII
y XIX. A diferencia del calculo estandar, donde el valor de la funcién depende del
valor de una variable independiente, en el calculo de variaciones el valor de la
funcién depende de otra funcién.

El problema de optimizacién, en un entorno estatico, estd dada por
méx f(z)
sujeto a un conjunto de restricciones de la forma

gifz) < 0

glz) < 0

gm(z) < 0

en donde z € R™ y f, g son funciones con valores en R. Con frecuencia, se incluye
también la restriccién de no negatividad z > 0. Entonces el objetivo es hallar un
punto z* = (z},23,...,z) que resuelve el problema, es decir, hay un punto éptimo

en R™. Como ejemplo podemos considerar que z es una canasta de n bienes, f una
JEMpIo P )
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funcién de utilidad, una restriccién presupuestal g(z) < 0y la condicién de no nega-
tividad = > 0. Asi, el problema consiste en escoger la canasta éptima que méximiza
la utilidad satisfaciendo la restriccién presupuestal. Si los individuos solo existieran
durante un instante en el tiempo no habria nada mas que hacer. Pero, los agentes
econémicos existen a lo largo de un periodo de tiempo y en cada instante deben
resolver este o algtn otro problema de optimizacién. La solucién no es inicamente
una canasta de consumo para el dia de hoy, sino toda una trayectoria de consumo a
lo largo de una vida: z*(t) = (z1(t), ..., z},(t)). Podria pensarse que si un problema
satisface las condiciones de optimalidad estdtica en cada instante entonces tendria
que ser Optimo desde el punto de vista dindmico; sin embargo, este no es el caso:
existen soluciones que son éptimas desde el punto de vista estéatico cuya trayectoria
intertemporal no es eficiente.

Es inevitable, entonces, el estudio de téenicas de optimizacién dindmica para la
resolucién de un gran nimero de problemas en Economia. El cdlculo en variacio-
nes es una herramienta muy 1til que, sin embargo, no es suficientemente poderosa
para resolver muchos de los problemas que se presentan en las aplicaciones. Nos
gustaria poder considerar casos en donde la funcién f(z,z,t) es lineal, casos en
donde las trayectorias z(t) son funciones méis generales y no son necesariamente
doblemente diferenciables, y casos con restricciones sobre las trayectorias y otras
generalizaciones. A mediados del siglo XX, Richard Bellman inicié una serie de
investigaciones cuyas caracteristicas involucraban soluciones numéricas para pro-
blemas de optimizacién dindinica. Este fue el inicio del estudio sistematico de la
factibilidad computacional de la Programacién Dindmica. Su gran virtud fue la de
recolectar un gran nimero de problemas de diversas disciplinas y buscar su so-
lucién, experimentando con nuevas técnicas y algoritmos.

Este esfuerzo intelectual condujo a la publicacién, en 1957 del texto Dynamic Pro-
gramming y en 1962 Applied Dynamic Programming. En ese mismo lustro, L.S.
Pontryagin, ayudado por su grupo de trabajo, V. G. Boltyanskii, R. V. Gamkre-
lidze, y E. F. Mishchenko, publicardén los resultados sobre su investigacién en teoria

de Control éptimo, este texto seminal, que lleva el titulo, The Mathematical Theory

‘Este en coautorfa con 8. E. Dreyfus.



of Optimal Porcesses, fue publicado en la entonces Unién Soviética en 1961.

En el cdlculo de variaciones, el tomador de decisiones tiene control directo de la
denominada variable de estado. Es decir, existe una relacién directa entre la va-
riable de decisién y la variable de estado en cada instante del tiempo. El control
directo de la variable de estado, a través del tomador de decisiones, esta totalmente
definido para el cdlculo de variaciones. La teoria del control éptimo considera una
situacién mas general, en la cual el cambio en la variable de estado depende, si-
multdneamente, de la variable de decisién y del nivel de la variable de estado. Esto
vincula las decisiones en el tiempo, debido a que las decisiones presentes afectan
el nivel de la variable de estado en el futuro. Siguiendo ésta idea, la variable de
estado provee un canal por el cual la decisidén presente impacta el crecimiento de la
variable de estado. Bellman en sus investigaciones entendié esto y concluyé que es
practicamente imposible resolver problemas de control éptimo empleando célculo
de variaciones. Esto ocurrié al detectar en varias ocasiones, con situaciones de di-
versa indole, pequefias modificaciones en el problema causaban grandes cambios en
las soluciones. Esta caracteristica generd la evidencia de una carencia de equilibrio,
por lo que obtuvo como conclusién que el clculo de variaciones no era siempre una
herramienta efectiva para cierto tipo de problemas.

Por esta razén, Bellman desarrollé la Programacién Dindmica, la cual resuelve pro-
~ blemas de control éptimo de modo numérico. Sin embargo, le tomé tiempo darse
cuenta de que la programacién dindmica es un método numérico para resolver pro-
blemas de control 6ptimo.

Supongamos que por Economia se entiende un sistema descrito en el tiempo ¢ por
ciertas variables, denominadas de estado, dadas por z;(t), ..., z,(t), que podrian ser
capital, inflacién, cantidad de algtin activo u otras. El problema que se plantea es
obtener trayectorias 6ptimas para estas variables de manera que se maximice o mi-
nimice algin objetivo dado. Este objetivo puede ser el valor presente del bienestar
social, o el valor presente de la deuda piiblica, o el valor presente de la riqueza de
los servidores publicos, o cualquier otra cosa pertinente. Las variables z;(t) pue-
den ser controladas por otras variables, denominadas de control, como podrian ser

el consumo, los balances nominales (politica monetaria}, los impuestos (politica



fiscal), ete, denotadas por ui(t), ..., un(t). El problema general es de obtener una
trayectoria para las variables de estado z;(t) escogiendo adecuadamente los contro-
les u;(t) de manera que se optimice algin objetivo es conocido como problema de
control 6ptimo. Este problema puede ser tan sencillo como minimizar el tiempo en
el que se llena una tina si la variable de estado es la cantidad de agua dentro de
ella y el control es el flujo del agua de la llave, o bien puede ser algo complicado
como minimizar el gasto de combustible de una nave espacial.

Hay una serie de variables de decisién de marketing (precio v calidad de un pro-
- ducto, publicidad, cantidad de clientes, etc.), que se puede utilizar para lograr el
mejor resultado posible para satisfacer el objetivos de una empresa. Debido a la
interdependencia que existe entre los instrumentos especiales de comercializacién
surge la pregunta, ; cémo estas variables de decisién de marketing deben ser com-
binados?. En caso de que una empresa decida incrementar la publicidad, bajar el
precio o tratar de compensar los aumentos de precios mediante el aumento de los
gastos de publicidad, ; Cudl es la combinacién 6ptima en considerar a largo plazo?.
Para analizar esta cuestién se sigue el modelo de precio éptimo en virtud de la com-
petencia atomistica aplicado por Phelps y Winter (1970}, con una extensién hecha
para incluir los gastos de publicidad. ‘
Partiremos del modelo [16], quienes introducen el concepto de flujo dindmico de
clientes y suponen que éste es proporcional a la cuota de mercado y considerando la
extensién en [13] quien introduce una nueva variable gastos de publicidad, as{ como
la generalizacién a un nuevo modelo de control éptimo no lineal estudiada en [8],
el modelo que presentamos es una extensién de los anteriores.

Supondremos que la publicidad influye en la variacién de la proporcién de clien-
tes de una empresa segin un tanto instantdneo de atraccién. Este tanto actia en
aquellos clientes que no conocen el producto, a diferencia de lo considerado en los
modelos de [§], [13] y [16]. Asimismo, consideramos que la publicidad también in-
fluye sobre los clientes que ya conocen el producto y lo hace de acuerdo a un tanto
instantdneo de decrecinﬁenté, nﬁientras que (8] en su modelo supone que dicho tanto
es una constante no negativa.

En esta tesis también se analiza el punto silla en distintos diagramas de fase para
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obtener las trayectorias éptunas de precio y publicidad.

1.2. Formulacién del problema

;Cémo es el comportamiento de la publicidad y precio variables de control en

la proporcién de clientes variable de estado?

1.3. Objetivos de la investigacién

1.3.1. Objetivos generales

Presentar y analizar el comportamiento de las variables de control publicidad
y precio y variable de estado proporcién de clientes, en un problema de control
éptimo.
1.3.2. Objetivos especificos

i) Describir matemdticamente el problema de la empresa con variables de con-

trol (publicidad y precio), variables de estado (proporcidn de cliente).

ii) Identificar las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para el pro-

blema de la. empresa.
iii) Analizar el diagrama de fase de las variables proporcién de clientes y precio.

iv) Analizar el diagrama de fase de las variables proporcién de clientes y publi-

cidad.

v) Presentar el comportamiento de la publicidad y precio en la proporcién de

clientes.

1.4. Importanciay justificacion de la investigacién

= La importancia de estos problemas de control es evidente tanto en el punto

de vista del impacto en la economia y el medio empresarial.
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» El analisis del comportamiento de las variables de control precio y publicidad,
variables de estado proporcién de clientes, es importante por que permite
establecer estrategias apropiadas en un problema de control dptimo de la
empresa. Con esta investigacién se beneficiaran las empresas ya que es un

precedente para futuras investigaciones en este campo.

» Esta investigacién es importante por que presenta un caso aplicado de un
problema de control éptimo, resaltando la importancia de los diagramas de

fase en modelos no lineales.

» Este trabajo es importante, desde que se modela mateméticamente un pro-
blema econdmico, y se analiza el comportamiento de sus variables de control
(publicidad y precio) y estado (proporcién de clientes) utilizando herramien-

tas de optimizacién dindmica.
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CAPITULO II
MARCO TEORICO

2:1. Conjuntos convexos
Definicién II.1 Sean z e y dos puntos de R". El conjunto
z,y] ={zeRz=az+(1—-a)y, c € R, 0<a <1}
Es llamado segmento de recta cerrado asociado a « e y. También denotamos
z,y) =z, y\{y} ={zeR"z=az+ (1 -a)y, c e R, 0 < <1}
(z,y] =z, y)\{z}={zeRYz=az+(1—-a)y, e e R, 0<a< 1}
el c’onjunto
(z,y) =z, y]\{z,y} ={z eR*z=az+ (1 —a)y, a €R, 0 < a <1}

Es llamado segmento de recta abierto asociado a z e y.

Definicién 1.2 Un conjunto C € R™ es convexo si:
Vr,ye C, Vae[0,1]; az+(1-a)ye C

Observacidén.

El conjunto vacio ¢ es un conjunto convexo. La definicién de convexidad es mera-
mente vectorial y unidimensional, es decir que no requiere de ninguna topologia ni
de otras estructuras matemaéticas excepto la vectorial para definirla v la verificacién

es realizada sobre un segmento de recta.
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Definicién I1.3 Dado un conjunto C C R”, z es una combinacién convexa de

elementos de C si, existen: p € N, {t;}7_; € [0,1] y {z:},_; C C tales que:
P P
Ztixi = I con Zti =1
i=1 i=1

Definicién I1.4 Dado un conjunto C C R™ no vacio, la cdpsula convexa de C| la
cual se denotard como Cy(C), es la interseccién de todos los conjuntos convexos
que contiene a C'._

Observacion.

La cépsula convexa Cy(C) de un conjunto convexo C es también convexa. Ademds
la capsula convexa de un conjunto C, es el menor conjunto convexo que contiene a

C.

Definicién II.5 Los hiperplanos son conjuntos definidos mediante:
S={zecR"/pT.zx=0a}

Donde p es un vector no nulo de R* y o € R. Empleando la definicién de conjunto
convexo, se demuestra que S es un conjunto convexo. Tomando z, y € S, por la
definicién de S, se obtiene que p”.z = a y p’.y = a. Para cualquier A € [0,1], se

obtiene:
T | _ T T, _ -
pa+1=-Nyl=dpz+(Q-Ap y=ra+(l-Na=qa

Definicién I1.6 Un conjunto C no vacio es un cono si z € C implica que az € C

para todo a > 0. Si ademés, C es convexo, es llamado cono convexo.

Definicién I1.7 Sea C C R™ un conjunto convexo y Z € C. El cono normal (cono

de direcciones normales) en el punto Z en relacién al conjunto C es dado por:

No(@) = {d e R/ (d,z — ) < 0,z € C}

Definicién I1.8 Sean z e y dos puntoé diferentes de R™. El conjunto

{zeR"/z=z+Ay—2z), AR}

14



es llamada recta de paso a través de z e y. El conjunto
{zeR"/z=2+ Ay —z), A€ Ry}

es llamado semirecta iniciandose en « y pasando a través de y.

Definicién I1.9 Un conjunto V' C R™ es llamado conjunto afin si z,y € V implica
que toda recta de paso a través de z e y estd contenida en V. Es decir V es un
conjunto afin si, y solo si, Az + (1 — A)y € V se cumple para cualquiera que sean

z, y € Ry A € R. Aplicando induccién matemética sobre p se puede demostrar

P
que V es un conjunto afin si, y solo si, Zkkxk € V para cada conjunto finito

k=1
{zt,z%,... ,27} de p elementos de V y para cada sistema de p coeficientes reales
P
{A1, 20, Ap} tal que Y M= 1.
k=1

P

Definicién I1.10 La suma Z)\kxk s¢ denomina combinacion afin de
k=1

{z1,2%...,2P} € V y {A1,29,...,2,} C R por lo tanto V es un conjunto afin

si, y solo si, para cada combinacién afin finita de elementos de V' pertenecen a V.
El conjunto vacio ¢, {a} para algin a € R* y R™ son conjuntos afines. Cualquier

interseccién de conjuntos afines de R™ es un conjunto afin de R™.

Definicién I1.11 Sea cualquier conjunto arbitrario A C R”™, podemos asociarlo
con un conjunto afin, llamado la capsula afin de Ay lo denotaremos por af f(A)
el cual es la interseccién de todos los conjuntos afines de R™ que contienen a A.

Recordemos que para dos conjuntos A, B C R™ se define:
A+B={zeR'/z=a+b ac ANb€E B}.

Dos conjuntos afines V y V' de R®, son paralelos si V' puede ser deducido por V
por una traslacién, es decir, existe a € R™ tal que V' = {a} + V. Paralelismo es

una relacién de equivalencia.

Teorema II.1 Un subespacio lineal de R™ son precisamente los conjuntos afines

que contienen al origen. Ademads, un subconjunto de R™ es un conjunto afin si, y

15



solo si, existe un punto a y un subespacio lineal M C R" tal que V = {a} + M.
Prueba. Véase [10].

Definicién I1.12 (Funciones Afines). Sean V) y V, dos conjuntos afines. Una

funcién f: V4 — V5 es afin si para cada z, y € V; v « € R tenemos

flez+ (1= a)y) =af(z) + (1 - o) f(y)

Entonces tenemos: ) )
FO ) =" Aef(ah)
k=1 k=1

Para cada conjunto finito {A;, Ag,..., Ay} de p ntmeros reales verificando lo si-

guiente z”: Ap = 1.

Si A es &;rll subconjunto convexo (respectivamente afin) de Vj, f(A) es un con-
junto convexo (respectivamente afin) de Vo. Si A es cualquier subconjunto de V3,
fcoA) = cof(A) (respectivamente f(affA) = aff f(A)).

Una funcién afin f : V — R es denominado un funcional afin en V.

Proposicién. I1.1 La funcién afin f : R* — R es la funcién definida por la

expresién f(z) = Az + b para una clerta m x n — matriz A y una constante b tal
que b = f(0).
Prueba. Véase [10].

Proposicién. I1.2 El conjunto de nivel de una funcién f : D — R asociado a

¢ € R, es el conjunto dado por

Lyp(e)={z € D/f(z) < c}.

Prueba. Véase [1].
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2.2. Propiedades topolégicas de conjuntos conve-
XOS

En adelante la topologia que sigue de R™ es la topologia asociada a la métrica
euclidiana. Como siempre, en cada subconjunto de R™ se aplicard la topologia

inducida por el conjunto R™.

2.2.1. Clausura e interior de un conjunto convexo

Proposicién. I1.3 La clausura de un subconjunto convexo de R™ es un subcon-
junto convexo de la misma dimensién.

Prueba. Véase [10].

Definicién I1.13 Definimos la cédpsula convexa cerrada de un subconjunto A C
R™, ¢oA, como el més pequefio de los conjuntos convexos cerrados que contiene
a A, que viene a ser la interseccién de todos los subconjuntos de R™ convexos y

cerrados que contienen a A.

Corolario II.1 La cédpsula convexa de un subconjunto A C R™ es la clausura de
las cépsulas convexas de A: CoA = CoA.

Prueba. Véase [10].

Corolario I1.2 El interior de un conjunto convexo A es un conjunto convexo.
Si int(A) # ¢, entonces int(A) = int(4) y A = int(A).
Prueba. Véase [10].

Corolario I1.3 La cdpsula convexa de un subconjunto abierto de R™ es un sub-
conjunto abierto de R™.

Prueba. Véase [10].

Proposicién. 11.4 En R", un conjunto convexo A tiene un interior no vacio si, y

solo si, es n-dimensional.
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Prueba. Véase [10].

Interior relativo y frontera relativa de un conjunto convexo

El concepto que introducimos en esta seccién estd motivado por el hecho que
si p < n, un subconjunto convexo p-dimensional de R™ tenga un interior vacio. El
interior relativo de un conjunto convexo A C R" el cual denotaremos por ri(A),
es el interior de A en el aff(A). Asi ri(A) es el conjunto de puntos z € A tal que
existe una bola con centro z y radio ¢ cuya interseccién con aff(A) esta contenido
en A. Si A es n-dimensional, aff(A)=R"; y el interior relativo de A coincide con
su interior. Se dice que A es relativamente abierto si ri(A) = A; en particular un
conjunto afin es relativamente abierto. Considerando el cerrado del aff(A4), note
aqui que un subconjunto de aff(A) es cerrado en aff(A4) si, y solo si, es cerrado y
que la clausura en aff(A) de un subconjunto de aff(A) coincide con su clausura. El
conjunto diferencia A \ri(A) es llamado la frontera relativa del conjunto convexo
Ay denotado por Bd"(A). Si resulta que el conjunto convexo A es n-dimensional,

la frontera relativa de A coincide con su frontera dA = A \int(A).

Proposiciéon. I1.5 En R"*, cada conjunto convexo no vacio tiene un interior rela-
tivo no vacio.

Prueba. Véase [10].

Proposicién. 11.6 Sea A C R™ un conjunto convexo. Entonces para cada
o € [0,1] tenemos ad + (1 — a)ri(A4) C ri(A).
Prueba. Véase [10].

Corolario I1.4 El interior relativo de un conjunto convexo es un conjunto convexo
de la misma dimensién. Ademés ri(A) = ri(4) y A = 1i(4) donde 4 C R™.

Prueba. Véase [10].

Corolario 11.5 Sean A, B C R™ dos conjuntos convexos con una interseccién no

vacia, se cumple las siguientes aseveraciones:
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i) ri(A)Nri(B) Cri{AN B).
i) Si ri{A)N ri(B) = ¢ entonces ri(A)Nri(B) =ri(A N B).
Prueba. Véase [10].

Corolario I1.6 Sea A C R un conjunto convexo no vacio. Sea también z € ri(A),
luego es necesario y suficiente que cada recta pasando a través de z y cualquier
punto y de A contenga un segmento de recta abierto contenido en A y conteniendo

a I.

Prueba. Véase [10].

Corolario I1.7 Sea A C R"™ un conjunto convexo con un interior no vacio. Con la
condicién que = € ri( A), es necesario y suficiente que cada recta pasando a través
de z e y de A contenga un segmento de recta abierto contenido en A y conteniendo

a .

Prueba. Véase [10].

Corolario I1.8 Sea A C R™ un conjunto convexo no vacio. Consideremos F sea un
subespacio lineal paralelo para aff(A). Con la condicién que z € ri{A), es necesario
v suficiente que para cada u € F, existe A > 0 tal que z + Au € A.

Prueba. Véase [10].

Cépsula convexa de un conjunto compacto

La cédpsula convexa de un conjunto cerrado A C R™ no necesariamente es ce-

rrado.

Proposicién. I1.7 La cipsula convexa de una cantidad finita de puntos es un
subconjunto compacto de R™.

Prueba. Véase [10].

Proposicién. I1.8 En R™ la cdpsula convexa de un conjunto compacto es un
b

conjunto compacto.
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Prueba. Véase [10].

2.3. Teoremas de separacién
Sean D y D, conjuntos no vacios de R™* y
Hla,c) ={z €R"/ (a,z) = c}

como un hiperplano en donde a € R*\{0}, ¢ € R. Entonces definimos:

Definicién II.14 El hiperplano H(a,c) separa los conjuntos Dy y Dj si
{a,2') < ¢ < {a,2%) Vz' € Dy, V2* € Ds.

El hiperplano H(a,c) separa estrictamente D; y D, cuando tenemos que:
{(a,7') < ¢ < {a,2%) Vz'€ D, Vz* € Ds.

La nocién de separacidn es muy importante. En el sentido geométrico, separacién
significa que un conjunto estd de un lado del hiperplano H(a,c¢), en tanto que el

otro conjunto estd al otro lado.

Lema II.1 (Lema de Minkowski). Sea D € R™ un conjunto convexo no vacio. Sea

z ¢ cl(D), entonces existe a € R*\{0} y ¢ € R tal que
(a,7)=¢, (a,y) > ¥y € D

Prueba. Véase [1].

Lema I1.2 Sea D C R™ un conjunto convexo no vacio. Sea z € fr(D), entonces

existe a € R™\ {0} y ¢ € R tal que
(@,2)=c, {(a,y) 2gVye D

Prueba. Véase [1].
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Teorema II.2 (Teorema de Separacién). Sean D; C R™ y Dy C R™ conjuntos
convexos no vacios tal que D; N Dy = ¢. Entonces existe a € R™\{0} y ¢ € R tal
que

<a,a:1> <e< <a,a:2> Vez! e Dy, V22 € Dy

Prueba. Véase [1].

Teorema II1.3 (Teorema de Separacién Estricta). Sean D; C R™ y Dy C R™ con-
juntos convexos, cerrados y no vacios. Supongamos que uno de ellos sea acotado (y
por lo tanto compacto).

Entonces D; N-Dy = ¢ si, y solo si, existe a € R™\{0} y ¢ € R tal que
<a,a:1> <c< <a,x2> vzl € Dy, Vz? € D,

Prueba. Véase [1].

2.4. Funciones convexas

Definicién I1.15 Sea un conjunto A C R" no vacio convexoy f : A — RU{+o0}

una funcién, f es una funcién convexa si:

Vo€ A, Wy e A fa+ (1 - Ny) < A (@) + (1 — ), YA € [0,1],
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el cual se aprecia en el grafico:

|
!
.
T az+(1—-0a)y vy

Funcién Convexa

La funcién f es estrictamente convexa si:
Vee A, Vye A, fOz+ (1—-Ny) <Af(z)+ (1 -=X)f(y),vre (0,1)

la funcion f es fuertemente convexa con médulo v > 0, si:

Ve A Vye A, f()\z-l:(l—)\)y) < Af(2)+(1-N)fly)—ya(l—a) ||z — y||2 VA e (0,1)

Toda funcién fuertemenfe convexa es estrictamente convexa y una funcién estric-
tamente convexa es convexa.

Observacion.

Una funcién convexa f : A C R* — R U {400} siempre puede estar exten-
dida para una funcién convexa en todo R® redefiniéndose como flz) = +o0

para z ¢ dom(f).

Definicién I1.16 Sea A C R"™ un conjunto, el epigrafo de una funcién

f:A— RU{+o0} es el conjunto
By ={(z,c) € A x R/f(z) < ¢}

22



Observacién.
Si definimos la funcién f(z) = 400 entonces esta funcién es convexa Vo € R™ y la
definicién del epigrafo, osea el conjunto By = {(z,¢) € A x R/ f(z) < c} serd igual

al vacio el cual es un conjunto convexo.

Definicién I1.17 Sea D C R es un conjunto convexo, decimos que f : D — R
es una funcién céncava en D, cuando la funcién (—f) es convexa en D. Véase el

grafico siguiente:

2

Funcién Concava

Teorema II.4 Sea A C R™ un conjunto convexo. Una funcién f : A — RU{+o0}

es convexa en A si, y solo si; el epigrafo de f es un conjunto convexo en R* x R.

Prueba. Véase [2].

Teorema I1.5 Un conjunto D C R™ es convexo si, v solamente si, para cualquier
. ) Y ; s P q

peEN e Dyao €0,1], i =1,...,p tal que 201,; = 1, una combinacién
ge=]
P R .
CONVexa Z a;x* pertenece a D).

i=1
Prueba. Véase [1].
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Corolario I1.9 (Desigualdad de Jensen). Sea C C R"™ un conjunto convexo y

f: C — RU{+o0} una funcién convexa de C. Entonces para cualquier

H

P
peN, 2teCya€0,1],i=1,...,ptal que Zai = 1, tenemos que:

i=]

fO i) <> auf(ad)
g==] i=1

Prueba. Véase [1].

Teorema I1.6 (Convexidad de Suma de Funciones Convexas). Sea C C R™ un
conjunto convexo y f; : C — RU {400}, i = 1,...,p, funciones convexas en C.

Entonces para cualquier u; € Ry, i=1,...,p, la funcién
r
fi: C— RU{+oo}, flz)=) wfi(z)
i=1

es convexa en C.

Prueba. Véase [1].

Definicién I1.18 Se dice que la funcién f : R® — R™ es continua en el punto

z € R™ si dado € > 0, existe § > 0 tal que

lz =yl <d=I[f(z) - fWll <e

Definicién I1.19 Una funcién f: R™ — R™ es continua en R™ si es continua en

todo z € R™.

Corolario I1.10 Sea f : R®™ — R una funcién convexa. Entonces f es localmente
Lipschitziana y por lo tanto continua.

Prueba. Véase [1].

Definicién I1.20 Sea U C R™ un conjunto abierto, f : U — R una funcidn,

a € Uy v e R™ La derivada direccional de f en el punto a, segtin el vector v,
5}

denotado por ——-‘i(a), se define como:

Ov

% t—0 t

24



cuando el limite existe.

Definicién I1.21 Sea U € R" un conjunto, a € U y f: U — R una funcién. Se

dice que una funcién es diferenciable en el punto a si, y solo si, existen la derivadas

parciales
af af of
(@) (@) 5 (a)
Para todo vector v = (vy,va,...,v,) € R™ tal que a + v € U se tiene
o 15} o ,
fla+v) = f(a)—l—(—?}é(a)vﬁ—a—é(a)vg%—. : '+5$—C(G>U”+T(U>’ donde 11}1_1)% T’(Uv”) =0

Definicién I1.22 Se denomina vector gradiente al vector de derivadas parciales y

se le denota por

v = (L@ L@ )

2.4.1. Funciones convexas diferenciables

Cuando una funcién convexa es diferenciable, se puede caracterizar a través del

gradiente, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema I1.7 Sea C C R™ un conjunto convexo y abierto f : C — R una
funcién diferenciable en C. Entonces las propiedades siguientes son equivalentes:
(1) La funcién f es convexa en C.

(12) Para todo z € C' y para todo y € C, f(y) > f(z) +(Vf(z),y — z).

(147) Para todo z € C' y para todo y € C, (Vf(z) — Vf(y),y—z) > 0.

Cuando la funcién f es dos veces diferenciable en C, las propiedades arriba también
son equivalentes a:

(iv) La matriz Hessiana de f es semidefinida positiva para todo punto de C:
(F'(z)d,d) >0, V2 € C, Vd € R"

Prueba. Véase [1].
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2.4.2. Funciones convexas no diferenciables

Subgradiente y subdiferencial de una funcién convexa

Definicién I1.23 Sea f una funcién convexa en R™. El elemento z* € R™ es lla-

mado subgradiente de f en z* si:

flz) 2 flz)+z"(z—2), Vz€ R"

Definicidén I1.24 El conjunto de subgradientes de f es llainado subdiferencial de
f en z y es denotado por 8f(z). Si 8f(z) es no vacio, decimos que f es subdife-

renciable en z.

Proposicién. I1.9 Una funcién convexa f : R®™ — R es diferenciable es el punto

z € R si, y solamente si, el conjunto 8f(z) contiene un solo elemento. En este caso

0f(z) ={Vf(z)}

Prueba. Véase [1].

Proposicién. I1.10 Sean fi, fa2,....,f, son p funciones convexas de R"
P

en RU {+o0}. Si ﬂ ri(dom(f;)) # ¢ entonces Vz € R,

=1

Ofr + fat o + fo)(z) = 0fi(z) + 0 fo(z) + ... + Ofp(x).
Prueba. Véase [10].
Proposicién. I1.11 Sea f : R* — R U {+oo} una funcién convexa, entonces I

minimiza f en R™ si, y solo si, 0 € 8f(Z).

Prueba. Véase [1].
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2.5. Condiciones de Kuhn-Tucker

2.5.1. Condicién necesaria y suficiente de 6ptimalidad

min fo(z baJo las restricciones

)

filz) < Viel
()<0 ViedJ
gi(x) =0, Vie K

(P)

Donde fy : R* — R U {+00} es una funcién convexa I, J y K son finitos y po-
siblemente conjuntos vacios, Vi € I f; : R® — R una funcién convexa no afin y
Vie JUK g;: R® — R es una funcién afin no nula.

también asumiremos que ri{(dom( fo))ﬂ(ﬂri(dom( fi))) # ¢. La funcién fy es lla-
mada funcién objetivo. Un punto factibléeés un punto z € R™ que satisface todas
las restricciones.

Una solucién éptima de (P) o solo una solucién de (P) es un punto Z factible, tal

que para todo punto factible z se tiene f(z) < f(Z).

El dominio del problema (P) es el conjunto dom(P)=(dom(fo) ﬂ ﬂdom fi)-
el
Note que si €l conjunto I estd vacio, entonces dom(P)=(dom(fo)). Note también

que hemos mencionado ri(dom(P))=ri((dom(fo) ﬂ ﬂdom i) # &.
iel
Rockefeller [18] asume que Vi € I, ri(dom(fy)) C ri(dom(f;)) y dom(fo) Cdom(f;)

en este caso tenemos:

dom(P) =ri(dom(fy)) y ri(dom(fy) ﬂ ﬂdom f))) =ri(dom(fy)) por lo tanto,

il
es no vacio. El problema (P) satisface las condiciones de Slater (S) si existe un

zo € ri(dom(fy)) tal que:

filzg) <0, Viel
(S) gi(xg) <0, VieJ
gi(zo) =0, VieK

Definicién I1.25 El cono normal en z € C C R” es el cono:
Ne(z) ={v e R"/v(z —z) <0, Vz € C}
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Proposicién. I1.12 Consideremos el problema (P). Asumamos que (P) satisface
las condiciones de Slater (5).
Si (P) tiene una solucién éptima Z, entonces allf existe escalares (A\;)ies, (Wi)icsur
tal que:
IViel, N >0 Mf(E) =0

Vi€ J, i = 0;1:9:(F) =0
i) 0 € 8fo(2) + > _X0fi(Z) + > p{Vau(®)} + No(@).
Donde C = dom(iff) y No(Z) esjeediuci)no normal de Z en C.
Prueba. Véase [10].
Los nimeros reales (A;)icr, (14i)icsux son llamados los Coeficientes de Kuhn-Tucker
o mas simple los Multiplicadores del Problema (F).
Las condiciones siguientes (i), (ii) v (éi) son llamadas las condiciones de Kuhn-
Tucker para el problema (P).
Decimos que Z, (Ai)ier, (ui)iesux satisfacen las condiciones de Kuhn-Tucker para
el problema (P) si satisfacen las condiciones (i), (i) y (4i1). Observe que en este
caso T € domfp.
Yiel, A >0MNf(E)=0

Vie J, p 20 pigi(Z) =0
i) Vi € K, ¢i(z) =0
iii) 0 € 8fo(@) + Y _MOfiE) + Y w{Va(®)} + No(@).

ie] ieJUK

Donde C = dom(P)

Teorema II.8 (Kuhn-Tucker) Asumamos que las condiciones de Slater son satis-
fechas para el problema (P).

Entonces Z es una solucién de (P) si, y solo si, all{ existen coeficientes (A;)ier,
(14)icqur que a la vez con Z, satisfaciendo las condiciones de Kuhn-Tucker para el
problema (P).

Prueba. Véase [10].
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2.5.2. El problema de Lagrange

El Lagrangiano del problema (P) es la funcién definida por
L : R xRl xR7? x R®* — R U {+oo} definido para todo

(A, x) = ((M)ier, (Ba)iess (i)iek, T).

LOpz) = folz) + > Mfilz) + > migi(z) + Y pagi(x).

el eJ e K

Donde p =card(I), ¢ =card(J) y r =card(J U K).

Definicién II.26 Decimos que el vector (A, i, Z) es un punto silla del Lagrangiano

LsiV(Ap) eRE xRE xR, Vz € R,
L, 5) < LA\ 2, %) < L(A, i, ©)

Observe que desde que dom(P) # &, si (A, [i,Z) es un punto silla de L, entonces.

L(& i, Z) € R. Ciertamente tenemos
fo(z) = L(0,0,2) < L(X, 1,7) < L(A, fi, z) < o0,

para cualquier z € dom(P).

Teorema I1.9 i) Si (), /i, %) es un punto silla de L. Entonces Z es una solucién

para (P) y (), z) son los coeficientes de Kuhn-Tucker asociados con Z. Ademas
L(j‘: ﬂu j) = fO("E)

ii) Asumimos ademds dom(P) =dom(fy). Si (X, 1, %) satisface las condiciones de
Kuhn-Tucker para el problema (P), entonces (), i, ) es un punto silla de L.
Prueba. Véase [10].

2.6. Definiciones Previas

Teorema I1.10 (Teorema fundamental del cdlculo) Dada una funcién f integrable
sobre el intervalo [a,b], definimos F sobre [a,b], por F(z) = / f(t)dt. Si f es
continua en ¢ € (a,b), entonces F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).

Prueba. Véase [6].



Teorema I1.11 (Teorema de la funcién implicita). Supongamos que la funcién
F :R® x R™ — R" sea diferenciable en una vecindad del punto (7,Z) € R® x R",
y la derivada de F' con respecto a z sea continua en el punto (7,Z). Supongamos
ademés que F (3,Z) = 0 y que la matriz F, (5,Z) € R(n,n) sea no singular.

Entonces existe una vecindad U de ¢ y una vecindad V' de Z, para los cuales existe

una unica funcién A : U — R™ tales que AM(U) C V' y
F(o,\(0))=0, Vo eU (IL.1)

Ademds, 6(F) = Z, y si la vecindad U es suficientemente pequefia, entonces A es
diferenciable én U y
FZ(Uu /\(U))

Mo) = ~F ey © €U (I1.2)

En particular, A, es continua en el punto 7.

Prueba. Véase [7].

Definicién I1.27 Dada una funcién continua f : @ — R™ y un par ordenado

(to, o) €  C R x R™. El problema de valor inicial

!

z(to) = %o
es llamado problema de Cauchy.

Una funcién diferenciable ¢ : [a,b] — R™ es solucién del problema de Cauchy si:
1) {@e(t):tel} CQ
i) o = ft,ot);Vtel
i) (o) = 20

Definicién 11.28 Sea 2 C R x R™. Una funcién f : €2 — R" se dice Lipchitziana
si 3k > 0 tal que |f(t,z) — f(t.y)| < klz —y|.V (t,2),(t,y) € 2.

Teorema II.12 (de Picard) Sean los conjuntos I, = {t€ R/|t—t| <a},
By = {t e R"/|z — zo| < b}, Q =1, X By, f: 8 — R™ funcién continua Lipchit-
ziana con constante de Lipchitz & tal que | f(t,z)] < M,¥(t,z) € . Entonces el pro-

blema de Cauchy tiene wuna dnica solucién ¢(t) definida en
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I, ={t e R/t — | € @}, @« = min {a: fj—}
Prueba. Véase {20]

Teorema I1.13 (de Peano) Sean I, = {¢t € R/|t — to| < a}, By = {t € R"/|z — zo| < b},

Q= I,xBy, f: @ — R™funcién continua tal que || fl| ., < M | [|fllo = sup If(i,a:)]).
(t,z)eQ

Entonces el problema de Cauchy tiene al menos una solucidn ¢(t) definida en

L={teR/lt—tl s e}, 0 =min{o - |
Prueba. Véase [20]

2.7. Analisis cualitativo

2.7.1. Punto de equilibrio

Definicién I1.29 Sea f : R —» R™ un campo vectorial. Un sistema de ecuaciones
diferenciales auténomo de primer orden X = f (X) tiene un punto de equilibrio (o

punto fijo o estado estacionario) en p si f(p) = 0.

2.7.2. Clasificacién de puntos de equilibrio

Para el caso lineal una clasificacién de los puntos de equilibrio segtin el com-

portamiento dindmico de las soluciones es la siguiente:
Definicién I1.30 Un punto fijo o de equilibrio p* de una matriz A es degenerado
si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
v det(A) =0.
= A tiene valores propios repetidos.
= A tiene un valor propio complejo con parte real igual a 0.
Definicién I1.31 Un punto de equilibrio no degenerado es estable si todos los

valores propios de la matriz tienen parte real negativa. Un punto de equilibrio es

inestable si algin valor propio tiene parte real positiva. Un punto fijo inestable es
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un repulsor si todos los valores propios tienen parte real positiva. Un punto fijo
inestable es silla si la matriz tiene tanto valores propios con parte real positiva
como valores propios con parte real negativa. A los puntos estables también se les
llama atractores.

El siguiente diagrama ilustra los casos posibles:

Degenerado
- Repulsor
Punto Fijo Inestable
No degenerado Silla
estable { Atractor

Una caracteristica de los atractores es que si X(t) es una solucién del sistema
lineal entonces converge al atractor; es decir, si p* es un punto atractor, entonces
se cumple ,h_}& X(t) = p*. Esta propiedad es de utilidad en otras situaciones, no
necesariamente lineales, en las que la condicién inicial se encuentra cerca del punto

de equilibrio.

2.7.3. Diagrama de fase
Las soluciones de un sistema de ecuaciones del tipo
X = f(x)
z1(t)

en donde X(t) = : , se puede representar de manera grifica de dis-

Ta(t)
tintas formas. Una posibilidad es simplemente graficar las soluciones z;(t), para

i=1,...,n. El problema esta en que es necesario conocer, si no la solucién explicita,

al menos su comportamiento cualitativo. Otra posibilidad es que, dada una solucién
z1(t)
X(t) =
zn(t)

ésta puede interpretarse como un conjunto de ecuaciones paramétricas de manera

que para cada valor de ¢ se tiene un punto X(¢) en R". Dado un punto inicial
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Figura I1.1: Diagrama de fase en torno de un punto silla.

(z1(0), ..., z,(0)) ¥ un intervalo de valores para t, los puntos X (t) de R™ correspon-
den a una trayectoria solucién. Para el caso n = 2, esta representacién se puede
hacer en el plano y a los diagramas correspondientes se los conoce como diagramas
de fase. Debemos hacer notar que, dado que se trata de un sistema auténomo, dos
trayvectorias solucién es distintas nunca se intersectan.
El campo vectorial o campo de direccién para el sistema X = F(X) es una funcién
g : R? — R? dada por g{z,y) = (&,7); es decir, es un conjunto de vectores (fle-
chas) en el plano XY, tal que la pendiente del vector en el punto (z,y) esta dada
por ‘E La trayectoria solucién que pasa por el punto (z,y) es tangente al vector ya

]
dt _

dy
que a; = @_

di
dice hacia donde se mueven las variables cuando t avanza. La figura II.1a ilustra un

—. La direccién del vector es la direccién del flujo, es decir, nos

campo de direcciones alrededor de un punto silla. Si afiadimos algunas trayectorias

solucién obtenemos la figura II.1h.

:cl(t)
. Dado el sistema X = f(X), donde F es

Definicién I1.32 Sea X (t) =
zp(t)
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una funcién no necesariamente lineal, los lugares geométricos de R™ que satisfacen
x; = a para algin i = 1,...,n, con ¢ una constante, se llaman isoclinas.

En particular las isoclinas de la forma z; = 0 son muy informativas pues nos dan
los puntos para los cuales ya no hay ajuste dindmico para x,;. Las isoclinas son
utiles para obtener la direccién de los vectores del campo de direccién y por lo

tanto sirven para esbozar las curvas solucién.

z

En el caso de un sistema de dos dimensiones, con X (t) = , laisoclina £ = 0
y

contiene los puntos para los cuales las curvas solucién tienen pendiente vertical.

Andlogamente, la isoclina ¢ = 0 estd formada por los puntos para los cuales las
soluciones tienen pendiente horizontal. Esto se debe a que la pendiente de los
vectores del campo de direccién (tangentes a las curvas solucién) estd dada por %

Recordemos lo siguiente:
» > 0= z(t) crece.
s & < (= z(t) decrece.
= g > 0= y(t) crece.
» § < 0= z(t) decrece.

La isoclina # = 0 divide al plano en dos regiones, una con & > 0 y la otra con
z < 0; la isoclina ¢ = 0 hace lo andlogo. Al graficar ambas isoclinas, el plano queda
dividido en cuatro tipos de regién y es posible dar el flujo de x v y en cada uno. Dada
una funcién continua y diferenciable f : D — R, con D € Ry 0 en la imagen de f,
considérese la curva de nivel f(z,y) = 0; esta divide la regién D en dos subregiones:
ft={(z,y) € D/f(z,y) >0}y [~ = {(z,y) € D/f(z,y) < 0}. Dado cualquier
punto (z,y) sobre esta curva de nivel anterior, sabemos que la funcién crece en
la direccién del gradiente V f(z,y) (en particular, esta es la direccién en la que la
funcién crece con mayor rapidez); entonces, el campo vectorial de los gradientes

sobre la curva de nivel apunta siempre hacia la regién f+.
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2.7.4. Clasificacién de sistemas lineales de 2 x 2

Sea A una matriz de 2 X 2 cuyo polinomio caracteristico estd dado por

A2 —traz(A)X + det(A), por lo que los valores propios de A son

traz(A) x \/traz?(A) — Adet(A)
Aig = 5

Definicién I1.33 El discriminante de una matriz de 2 x 2 es
D(A) = traz*(A) — 4det(A)

Queremos identificar los casos degenerados de las matrices de 2 x 2. Recordemos que
el sistema determinado por A tiene puntos fijos degenerados si se cumple cualquiera

de las siguientes condiciones:
a) det(A) = 0.
b) A tiene valores propios repetidos.
¢) A tiene un valor propio complejo con parte real igual a 0.

Si D(A) > 0, tenemos dos raices reales distintas. Entonces, la tinica manera de
tener un caso degenerado es si uno de los valores propios es 0 y esto ocurre sélo si
det(A) = 0, obteniéndose el caso a. El caso b, cuando las raices son repetidas, se
cumple sélo si el discriminante se anula, es decir, si D(A) = traz*(A)—4det(A4) = 0.
Para el caso ¢, si D(A) < 0, entonces las partes reales son

Traz(A)

Re(M\1) = Re(Xg) = 5

En esta situacién se tiene un punto degenerado si traz(A4) = 0. 8i D(A) < Oy
traz(A) = 0, entonces —4det(A) < 0y por lo tanto det(A) > 0. En conclusién, el
caso ¢ ocurre si y sdlo si det(A) > 0y traz(A) = 0. Podemos graficar los diversos
casos en un diagrama que tenga a det(A) en el eje vertical y a tr(A) en el horizontal.
Nétese que los casos degenerados dividen el plano en cinco regiones, en tal caso
estudiaremos el comportamiento dindmico en cada una de ellas, y para hacerlo

enumeremos las regiones como en la figura I1.2.
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o Al

Figura 11.2: Regiones del plano definido por la traza y el determinante de una matriz

A, separadas por casos degenerados.

Regioén 1

Esta regién se define como el conjunto de matrices para las cuales det(A4) > 0,
tr(A) > 0y D(A) > 0. Es fécil ver que una matriz en esta regién tiene dos valores
propios reales y distintos, ambos positivos. Si A;y A, son los valores propios con

vectores propios vy y g, entonces la solucién general del problema esta dada por
X(t) = CreMtoy + Gy

En este caso, se tiene un punto de equilibrio inestable, y t_li’m X (t) = 0. Se dice que
—00
0 es un nodo repulsor. En la figura 1.3 se ilustra el aspecto tipico de las soluciones

cercanas a un nodo inestable.

Regién I1

Esta regién estd caracterizada por las sigulentes condiciones: det(A4) > 0,
traz(A) > 0y D(A) < 0. Si A es una matriz que corresponde a esta regién, enton-

ces sus valores propios son ntmeros complejos con parte real positiva. Ya se vio con
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Figura I1.3: Algunas curvas solucién alrededor de un nodo repulsor, correspondiente

a la regién 1

anterioridad que las soluciones a este problema son combinacién de funciones de la

forma e®senf3t y €*tcosft con a > 0. Por lo tanto, la solucién general oscilara con

el tiempo. Resulta que la forma tipica en este caso es la de una espiral. Ademas,

si X(0) # 0, la solucién satisface lo siguiente: lim X(¢) = 0y lm | X ()] = co.
t—r =00 t—00

Decimos que el punto fijo 0 es una espiral repulsora. La diferencia esencial con la

regién I consiste en que las funciones oscilan con el tiempo. En la figura 11.4 se

ilustra el aspecto tipico de las soluciones cercanas a una espiral repulsora.

Regién ITT

En este caso, la matriz satisface lo siguiente: det(A) > 0,traz(4) < 0y
D(A) < 0. Se puede ver que los valores propios de una matriz correspondiente
a esta regién son complejos con parte real negativa. Nuevamente, las soluciones a
este problema son combinacién de funciones de la forma e*'senft y e**cosft con
a < 0, y la forma de las trayectorias es la de una espiral. Al punto fijo se lo de-
normina espiral atractora. Ademds, si X(0) # 00, entonces la solucién satisface lo

siguiente: th X@t)=0y th’m | X (t)| = co. En la figura I1.5 se ilustra el aspecto
—00 O
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Figura I1.4: Algunas curvas solucién alrededor de una espiral repulsora, correspon-

diente a la regidén IIL.

tipico de las soluciones cercanas a una espiral atractora.

Regién IV
Esta regién se caracteriza por las siguientes condiciones: det(A) > 0,
traz(A) < 0y D(A) > 0. Entonces tenemos dos raices reales negativas. La dindmica
es similar a la de la regién I, salvo la direccién en el tiempo. Se dice que el origen
es un punto fijo estable 0 nodo atractor y se cumple th X)) =0
—00

En la figura I1.6 se ilustra el aspecto tipico de las soluciones cercanas a un nodo

atractor.

Regiéon V

Esta regién se caracteriza por la condicién det(A) < 0, que es independiente
del valor de la traza. Se puede ver que la matriz tiene dos raices reales distintas,
con Ay < 0y Ay > 0. El punto fijo es llamado punto silla. Estos puntos son de

gran importancia en aplicaciones econdmicas pues surgen repetidamente en diversos
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modelos. La forma general de las soluciones estd dada por
X(f) = Cleklt’Ul + 026)\2%}2

El limite al infinito en esta clase de puntos es més complicado que en los casos
anteriores. De hecho, aunque el punto es inestable, existen algunas soluciones que
en el futuro se acercan asintéticamente al punto. Del mismo modo, se puede ver

que sdélo algunas soluciones provienen del pﬁnto fijo en el pasado.

Destacan dos trayectorias: una que converge asintéticamente al estado estaciona-

rio y otra que diverge de él. Estas se conocen como variedad estable e inestable,
respectivamente, v es fécil ver de donde provienen. Si \; denota al valor propio

negativo con vector propio v, v Ay es el valor propio positivo con vector propio

z{0
vy, entonces la variedad estable surge de las condiciones iniciales () que

y(0)

implican ¢g = 0 en la solucién general; andlogamente, la variedad inestable surge

cuando las condiciones iniciales implican ¢; = 0. De esta forma, si expresamos a v,

1 1
y & vg como | p, Y | b, |, es decir, normalizamos la primera coordenada a
ay aa

la unidad, las ecuaciones de estas trayectorias quedan dadas, respectivamente, por

variedad estable =

y(t)
A x
= (2(0) — z,)e vy + i
Yp
. . z(t)
varitedad inestable =
y(t)
z
= (z(0) - %)6)\2%’2 -+ ?
Yp

en donde y(0) es tal que ¢y = 0, en el primer caso y ¢; = 0 en el segundo. El vector
z(t)

y(t)

se refiere a la solucién particular que resuelve el sistema lineal
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Figura I1.7: Variedades estable e inestable; notese que la primera esté en la direccién

de v; y la segunda en la de vy (aquf la solucién particular es el origen).

Nétese que los vectores propios nos indican la direccién de estas trayectorias. Esto

se ilustra en la figura I1.7:

Casos degenerados

De acuerdo con la definicién 11.2, los casos degenerados de la figura de la defi-
nicién I1.5 se localizan sobre el eje horizontal, sobre la parte positiva del eje vertical
y sobre la pardbola determinada por D{A) = 0. En el primer caso, det(A) =0 y se
tiene que uno de los valores propios es cero v el conjunto de puntos de equilibrio
es una recta. El diagrama de fase correspondiente queda como la figura I1.8 El
segundo caso corresponde a 4det(A) = traz?(A), y se tiene un valor propio real
repetido. Los puntos de equilibrio son nodos estables o inestables, dependiendo del
signo del valor propio y los diagramas de fase son como los de las figuras 11.2 y 115
Finalmente, si traz(A) = 0y det(A) > 0, se tienen dos valores propios complejos
con parte real igual a cero; el punto de equilibrio se llama centro y el diagrama de

fase es como se muestra en la figura I1.9:
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Figura I1.8: Diagrama de fase para el caso degenerado con det(A) =0

Figura 11.9: Algunas curvas solucién alrededor de un centro
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2.7.5. Linealizacién de sistemas no lineales

En esta seccién analizaremos la dindmica de sistemas no lineales y auténomos
del tipo X = f(X), con f un campo vectorial de R* en R?. Los resultados son
generalizables a R™, sin embargo; nos restringiremos a R? para poder utilizar el

andlisis grafico. Consideremos un sistema de ecuaciones no lineales y auténomo de

la. forma
r = z,
flz,y) (I13)
v = g(z,y)
Entonces, los puntos fijos se obtienen resolviendo el sistema,
z, =
f(z,y) (1.4)
g(z,y) = 0

En ocasiones desconocemos la forma especifica de las funciones f y ¢, pero sabemos
algunas de sus propiedades, como el que sean doblemente diferenciables o el signo
de las derivadas ﬁarciales. Esta situacién es sumamente comin en Economia, ya
que frecuentemente se tienen funciones genéricas (tipicas) y se desean conclusiones
generales de tipo cualitativo. La forma de proceder es realizando el anélisis local
alrededor de los puntos fijos (z*, y*) que satisfacen el sistema (I1.4). Para lograr esto
“iltimo, se linealiza el sistema (I1.3) alrededor de alguno de sus puntos de equilibrio
y se analiza el sistema lineal resultante. La aproximacién lineal de (I1.3) alrededor

de (z*,y*) esta dada por

T = fl@hy)+ fule® vy ) (@ —27) + f(z v )y - v,
o= 9@ y) + g (2 y) (o — %) + gy (2%, v ) (v — )

(1L5)

Este es un sistema lineal cuya matriz, conocida como matriz jacobiana, estd dada
por

fe(z*,y%) Fylz*y7)

(2", y") gy(2™, ")

Si tenemos suficiente informacién acerca de las funciones f y g, entonces podemos

J(z™,y") =

determinar el tipo de valores propios que se pueden obtener y por lo tanto las
caracteristicas del punto de equilibrio. Al realizar esta clase de andlisis se debe
tener en cuenta que se refiere al dmbito «local» y que cualquier cambio en los

pardmetros que se llegue a considerar debe ser pequefio.
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2.7.6. Analisis del punto silla

Los sistemas que poseen puntos silla son los mas utilizados en Economia, es-
pecialmente en modelos macroeconédmicos. La idea detrds de esto es que, dado un
valor inicial de alguna de las variables, existe un valor inicial inico de las variables
restantes tal que el sistema se ubica en la variedad estable. Asi, por ejemplo, si
comenzamos con un valor inicial de capital, existe un unico valor inicial para el
consumo que nos coloca sobre la trayectoria que converge al estado estacionario, o
bien, dado un nivel inicial de la produccién, existe un uinico nivel inicial de precios
que nos pone en la trayectoria hacia el estado estacionario. Tener sistemas con
equilibrios de tipo atractor implica que cualquier condicién inicial nos conduce al
estado estacionario, y un equilibrio de tipo repulsor nos lleva al otro extremo, en el
cual ninguna condicién inicial nos conduce al equilibrio. El mundo econémico seria
entonces uno dentro del cual nuestras decisiones iniciales serian intrascendentes
para lograr la estabilidad, lo que se puede interpretar como dirigirse asintética-
mente hacia un estado estacionario.

Consideremos un sistema lineal X = AX de 2x2, donde v; y v son vectores propios
linealmente independientes, correspondientes al par de valores propios A; < 0 < As.
Para todas las condiciones iniciales de la forma c¢;v,, la trayectoria solucién con-
verge a cero. La direccién determinada por el vector v; es llamada direccién estable.
Del mismo modo, si iniciamos en la recta generada por ve, es decir si X (0) = cavy,

entonces el limite lim X (t) = lim cye’
T—o0 T—o0

2ty 10 existe y la trayectoria diverge. La
direccién determinada por vy es llamnada direccién inestable.
p
Si X(t) = creMtu; + cpe?tuy, ¢ v co # 0 entonces en el futuro ¢t — oo la solucién
?

My, (direccién inestable) y en el pasado ¢ — —oo la solucién

se aproxima a cse
se aproxima a c,e*?v; (direccién estable). En general, tenemos que la figura que
corresponde a la dindmica cercana a un punto silla lineal es similar a la mostrada
en la regién V. Al valor propio negativo A; se le conoce en Economia como tasa
de convergencia. La razdn es evidente, ya que efectivamente representa la tasa a la

que la solucién converge hacia el equilibrio sobre la variedad estable.

En general, para sistemas lineales de mas de dos dimensiones, existen puntos silla
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si el conjunto de valores propios reales distintos contiene valores tanto positivos
como negativos. Para este caso, se tiene que las direcciones estables son aquellas
determinadas por los vectores propios con valor propio real negativo. De forma si-
milar, las direcciones inestables son las determinadas por aquellos vectores propios
con valor propio real positivo. El andlisis de puntos silla se puede extender también

a modelos no lineales como se muestra a continuacién.

Definicién I1.34 Sea p* un punto silla del sistema no lineal X = f(X). El con-
junto de condiciones iniciales tales que la solucién correspondiente converge a p*
cuando t — oo es llamado variedad estable. Andlogamente, el conjunto de con-
diciones iniciales tales que la solucién. converge a p* cuando t — —oo es llamado
variedad inestable. Se denota por W*(p*) a la variedad estable y por W*(p*) a la

inestable.

Definicién I1.35 Dados cualquier subespacio V' C R™ y un elemento p ¢ V,en
R™, el conjunto

p+V={qeR"/p—qeV}

es llamado subespacio afin. Intuitivamente, éste se puede imaginar como el subes-

pacio V pero con el origen trasladado al punto p.

Definicién I1.36 Sea p* un punto silla del sistema no lineal X = f(X). Con-
sidérese el sistema linealizado alrededor de p*. Sea V° = (v, ...,v}) el subespacio
generado por los vectores propios con valores propios reales negativos. El subespa-
cio afin p* + V5 se denota por E°(p*) y se llama espacio estable. Asimismo, sea
V¥ = (Ug11, Ugto---, Um) €l subespacio generado por los vectores propios con valores
propios reales positivos. El subespacio afin p* + V5 se denota por E*(p%) y es lla-
mado espacio inestable.

En el caso de dos dimensiones, que es el que podemos analizar graficamente, W5 (p*)
y W*(p*) son curvas en el plano, y E*(p*) y E%(p*) son rectas que pasan por p*.
La relacién geométrica existente entre estas variedades y los subespacios afines

estd dada por el siguiente teorema.
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Figura I1.10: Variedad estable, W5 (p*), e inestable W*(p*), y espacios estable, E°(p*),

e inestable, E%(p*). Obsérvese que los espacios son tangentes a las variedades en p*.

Teorema I1.14 Sean f : R? — R? un espacio vectorial, X = f(X) un sistema
no lineal y p* un punto silla del sistema. W3 (p*) y W*(p*) son curvas diferenciables

que pasan por p* y ademds son tangentes a los espacios estables E¥(p*) e inestable
E*(p*)

La figura I1.10 ilustra el teorema I1.14

2.8. Condicioneé de transversalidad

- /bf(x,:t,t)dt

cuyo dominio estd dado por el conjunto de funciones,

Sea. el siguiente funcional

={z:[a,b] > R/z € C*([a,b)),z(a) = A,z(b) = B},

Por conveniencia, tomamos a =0y b= 7T o bien b = oo, seglin sea necesario. Si
se piensa en el problema de maximizar, por ejemplo, la trayectoria de produccién
de una empresa, podemos pensar que la produccién final z(T") no esta dada, sino
que se va a determinar de manera dptima. Asimismo, puede ser que el tiempo final
T tampoco estd dado y se determine de forma enddgena.

Si T estd dado pero z(T) estd libre, el dominio Dy se transforma en
={z:[0,T] = R/z € C*([0,T)),z(0) = z,, T dado,x(T) libre},
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Anédlogamente, si z(T') estd dado pero T € [0, 00) estd libre, se tiene
Dy = {z:[0,00) = R/z € C*([0,00)),z(0) = zg, z(T) =z, T libre},
Finalmente, podemos dejar que tanto T como z(T) estén libres y as{

Dy ={z:[0,00) = R/z € C*([0,0)),z(0) = zo, z(T), T libre},

Definicién I1.37 (Condiciones de Transversalidad) Las siguientes son llamadas

condiciones de transversalidad

a) (fi)i=7 = 0 estd dado y z(T") est4 libre
b) (f — &fs)i=7 = 0 81 z(T) estd dado y T estd libre

¢) (fa)i=r =0y (fi)t=r =01 Ty z(T) estédn libres.

2.9. Teoria de control 6ptimo

2.9.1. El problema de control éptimo

Planteamiento del problema

Definicién I1.38 Se dice que una funcién «(t) tiene una discontinuidad del primer
tipo en tg, si los limites laterales

lim a(t) A lm a(t)

ttd ity
ambos existen pero son distintos. Esto es lo que se conoce por discontinuidad de

tipo brinco o de primer tipo.

Definicidén I1.39 Se dice que una, funcién a(t) es continua por pedazos si es con-
tinua en todo su dominio, excepto en un numero finito de puntos en los que tiene
discontinuidades del primer tipo. Denotemos a la variable de estado por z(t) y su-
pongamos que es continua y sus derivadas son continuas por pedazos. La variable
de control u(t) puede escogerse de un conjunto de funciones U llamado el con-

junto de controles admisibles, que son funciones continuas por pedazos. Al conjunto
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U = {u(t)/u € U}, de imagenes de los controles admisibles, se lo llama regién de
control. Se tienen dos funciones f(z,u,t) y g(z,u,t) convderivadas parciales conti-
nuas. En ecuaciones diferenciales existe un teorema (no trivial) conocido como el
teorema de Peano (véase [20]), que garantiza que dada una trayectoria u(t) = u*(t)
y la condicién inicial z(ty) = =zg, existe (localmente) una solucién tnica de la
ecnacidn diferencial

T = g(x,u",1)

Nuestro problema serd escoger el control, u*, de manera que se optimice el valor
P q 1Y

de la funcional (conocida como funcién objetivo) dada por

T
/ flz,u,t)dt
0

0, en otras palabras, se debe encontrar una trayectoria u* € U que resuelva el

siguiente problema:

T
ma:c/ flz,u, t)dt
0

sujeto a
t = g(z,u,t), (11.6)

z(0) = @0, T dadoy z(T) libre.

2.10. El principio del maximo

Teorema II.15 Supongamos que u* y z* resuelven el problema (11.6), entonces
existe A(t) continua, llamada variable de coestado, tal que el hamiltoniano,
definido por

H(z,u,A\t) = f(z,u,t) + A(t)g(z, u,t),

posee un maximo en u*, es decir,
H(z" uw*, A\ t) > H(z",u, M\, 1), Yue Ut €[0,T) (11.7)
Adicionalmente A(t), u*(t) y z*(t) resuelven el sistema dindmico

& = H,

(I1.8)
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v se cumple la condicién de transversalidad
MT)=0 (11.9)

Nétese que la segunda condicién en (I1.8) es simplemente la restriccién = g(z, u, t).
De esta forma, las condiciones (I11.7)-(11.9) forman un conjunto de condiciones ne-
cesarias para que u* y z* sean solucién al problema (I1.6). El nombre del principio
del méximo proviene del hecho de que una de las condiciones necesarias para maxi-
mizar la funcién objetivo es la maximizacién del hamiltoniano. Observemos que si
la regién de control U es un conjunto compacto, el hamiltoniano siempre tiene un
extremo e incluso podria ser lineal en el control u (una funcién continua siempre
alcanza sus valores méximo y minimo si esta definida sobre un conjunto compacto).
En el caso del cdlculo en variaciones, esta posibilidad queda excluida.

- Demostracién

Sean u* el control éptimo y z* la trayectoria del estado 6ptimo correspondiente.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que estas trayectorias maximizan la fun-

cional siguiente: \
el = [ #talt) 1)

Sean fI v gi las derivadas parciales correspondientes de f y ¢ evaluadas en u* y
z*. La demostracién se hard para el caso particular en que f3 = f.(z*, v* + Au,t)
y gi = g{z¥,u* + Au,t), por ejemplo, cuando f y g son separables en z y u.

Definimos A(t) como la solucién a la ecuacién diferencial

)'\ P
fo = (I1.10)
MT) = 0
y definimos el hamiltoniano como
H(z,u,\t) = f(z,u,t) + AMt)g(z, u, 1) (IL.11)

La pareja (z*,u*) es un médximo (local) para la funcional
‘ T
Jz,u] = / flz, u, t)dt,
0
si para todo punto (z* + Az, u* + Au) es una vecindad de (z*,u*) se cumple
Jiz¥, u] = Jz* + Az, u”* + Au).
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Esta desigualdad se puede reescribir como AJ* < 0, o bien
T
/ [f(z" + Az, u* + Au,t) — f(z*,u*,t)]dt <0 (I1.12)
0

Vamos a demostrar que una condicién necesaria para que (I1.12) se cumpla es que

se verifique

H(z",u" + Au, M\ t) — H(z*,u", A\, t) <0 (I1.13)
es decir, que u* maximice el hamiltoniano.
Por conveniencia, denotamos Az = h, en donde h : [0,7] — R diferenciable, es
una curva de desplazamiento con A(7) = h(0) = 0. Denotemos por Af*, Ag* y
AH* el cambio total de las funciones con respecto a z y u. Explicitamente, se tiene
AfT = flz"+ hu" + Au,t) — f(z",u",1)
Ag* = g(z"+ h,u" + Au,t) — g(z*, u", t)
AH* = H(z"+ h,u" + Au, A\ t) — H(z", u", A\ t)
Por A" f* A%g* y A*H* denotamos los siguientes cambios con respecto a u, o bien
AYfr = f(z¥+ hu" + Au,t) — f(z™,u", 1)
A" = g(z"+ h,u" + Au,t) — g(z",u", t)
A*H* = H(z" + hu" + Au, A\ L) — H(z",u", A, 1)
Consideremos la siguiente expresion:
T T )
/ (Af* + A\AD)dt = / (Af*+ \h)dt (11.14)
0 0

Por un lado, £ = g(z, u,t) implica que (II1.14) se puede escribir como

T T
/ (Af* + AAg*)dt = / (AH")dt (IL15)
0 0 :
T

Por otro lado, integrando el término / Mhdt por partes, se tiene
0

T . T.
/ /\hdt:(/\h)|0T—/ Ahdt
0 0

-Dado que A(T) = 0 y h(0) = 0, se tiene que (Mh)]|3 = 0y por lo tanto reescribimos
(I1.14) como
T . T -
/ (Af* + AR)dt = / (Af* — AR)dt (11.16)
0 0
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De (I1.10), (I1.15), (I1.16) y recordando que h = Az y h = Az = Ag*, se tiene que
T T
AT = / Afdt = / (AS* +3Ag" + (—f* - M) Az)dt (1L17)
0 0

Considerando el desarrollo de Taylor de primer orden para las funciones f y g

alrededor de (z*, u* + Aw,t) para obtener
fl + Az, ut + Auyt) = f2",ut + Au,t) + fiAz

g(z" + Az, u* + Au,t) = g{z", v* + Au, t) + giAz

Notemos que aqui se usa el supuesto inicial f; = fy(z* v* + Au,t) y
gr = go(z*, u* + Au, t).
Restando f(z*,v*,t) v g(z*,u*,t), respectivamente, de ambos lados de estas

igualdades se tiene,
AfT = A*f*+ frlhzx

(I1.18)
Ag = A%+ giAz
y sustituyendo (II.18) en (I1.17) obtenemos
T T T
AT =/ (Afrdt =/ A”f*Jr)\A“g*)dt:/ AYH*dt (11.19)
0 0 0

Supongamos que en algiin intervalo (a,b) C [0,7] se tiene que A*H* > 0. Podemos
tomar Au # 0 en (a,b) y A =0 en [0,7] N (a,b) para obtener

T ~
/ AYH*dt > 0
0

pero en este caso AJ > 0, lo cual serd una condicién ya que (z*,u*) es un
maximo, por lo que no existe intervalo alguno en el que puede darse AH* > 0.
Con esto terminamos la demostracién. w

La demostracién es andloga para el caso de un minimo.

2.11. Condiciones de segundo orden

Los siguientes son una serie de teoremas que garantizan que bajo ciertas situa-
ciones las condiciones del Principio del Maximo aseguran la resolucién del problema
de control en el sentido que las mismas dejan de ser solo necesarias para también

ser suficientes.
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Teorema I1.16 (Mangasarian) Si f y ¢ son céncavas en z y u en el intervalo [to, 1]
y si A(t) > 0 en [tg, t1], entonces las condiciones del Principio del Méximo resultan
también ser suficientes para resolver el problema de control. Alternativamente su-
cede lo mismo en el caso que f sea céncavay g convexaen zy uy Alt) < 0en
[to, 1]

Prueba. Véase [4].

Existe ademds una condicién suficiente més débil que la anterior pero se basa en
la definicién de Hamiltoniano Maximizado y que es la siguiente:

Sea u = U(t,z, A) el valor del control que maximiza el Hamiltoniano,
H(t, z,u,\) = f(z,u,t) + A\g(t, z,u)

donde la notacién U(t, z,u) refleja la dependencia del valor maximizado de u con
respecto a los pardmetros del problema, el Hamiltoniano Maximizado se define

ahora como:

H(t,z,\) = max H(z,u, A\, t) = f(z,U(t,z,0),t) + Ag(z, U(t, 2, A),1)

Teorema I1.17 (Arrow) Si H(¢,z, \) es una funcién céncava de z para un X dado
en el intervalo [to, 1], entonces las condiciones del principio de méximo resultan ser
suficientes para el problema de control.

Prueba. Véase [4].

2.12. Otras condiciones de transversalidad

La demostracién del teorema I1.15 puede modificarse facilmente para incluir
el caso en el cual el tiempo final T est4 libre y en donde z(T) I%uede 0 no estar

especificada. La integral por partes del término / AALdE = / Mhdt estéd dada

0
/ Ardt = (AR)|F — / Ahdt

o bien, tomando en cuenta que A{0) = 0,

por

T
/ Nadt = (A(T)A(T / Nhdt
0
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tenemos que h(T) = Az(T) — £(T)AT, y por lo tanto, el término A(T)h(T) puede

ser reescrito como

)\(T)h(T) = ANT)Az(T) - XT)z(T)AT (11.20)
Utilicemos (I1.20) y el teorema fundamental del cdlculo para reescribir (I1.17) como
AJ = /0 " Afdi+ fT)AT
= /:(Af” +AAG + (—f)Az)dt + (f(T) + MT)3™(T)AT — XT)Az(T)
= /OT A"H*dt + H(T)AT — A(T)Az(T) (I1.21)
Notemos que las condiciones de transversalidad que se deben aplicar son

MT) =0 stz(T) libre y T dado (11.22)
H*(T) =0 s T librey z(T) dado (11.23)

y se aplican ambas, en el caso en que tanto T como z(T') estdn libres. La condicién

(I1.22) es simplemente la condicién terminal para A(T) dada en (I1.10).

2.13. Problemas de control con restricciones

2.13.1. Restricciones de igualdad sobre las variables de con-

trol

Consideremos el caso més simple de restriccién de igualdad. El problema que

se quiere resolver es el siguiente:

T
méx/ flz,uy, ug, t)dt
0

sujeto a
& = g(z,uy, us, t)
h(z,u,us,t) =c

donde z es la variable de estado, u; y us las de control, ¢ es una constante y se

tiene ciertas condiciones de frontera.
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El principio del maximo nos dice que para todo el tiempo ¢ se debe maximizar el
hamiltoniano,

H = flz,uy,us,t) + a(t)g(z,uy, us, t)

con respecto al control u, sujeto a la restriccidn
hz,uy,ug,t) =c
Esto se logra considerando el langzmgiano
L = f(z,u1,us,t) + At)g(z, uy, ug, t) + p(t)(c — hiz,uy, us, t))

Nétese que el multiplicador p(t) también es funcién del tiempo.
Aplicando el principio del méximo al lagrangiano para obtener las condiciones de
primer orden:

Lu, = fu, + Au, — ptha, = 0, =1,2
A= =Ly =~fo = Ao + tiha
t = g(z,u1,us,1t)
Rz, uy,uz,t) = ¢

y las condiciones de tranversalidad apropiada.

2.13.2. Restricciones integrales

Este tipo de restriccién se conoce también como restriccién isoperimétrica ya
que es la que aparece cuando se busca la figura geométrica con un perimetro espe-

cificado y drea méxima. por problema ha resolver es el siguiente:

T »
ma’x[ flz, uy, ug, t)dt
0 .

sujeto a

T = g(xvulwu%t)

T
/ Glz,u1,us, t)dt = K
0

donde K es una constante, y dadas ciertas condiciones de frontera.

Este problema puede formularse como un problema sin restricciones y con una
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variable de estado adicional como sigue.

Definimos
1
y(t> = / f(xaulvu%”-)d"r
0
y por el teorema fundamental del cdlculo
¥ =G(z,u,t)

De esta forma, el problema se puede reescribir como

T
ma,xf flz,u, t)dt
0
sujeto a
z = g(wvulau%t)

3} = G(xa azt)

y(0) = 0, y(T)=k

y condiciones de frontera para z.

El problema se puede resolver ahora como un problema normal, sin restricciones.
Una observacién pertinente es que la trayectoria de la variable de estado auxiliar
v no es de interés para el problema, por lo que puede omitirse su ecuacién de

evolucién.

'2.13.3. Restricciones de desigualdad sobre las variables de

control

El problema (I1.6) se transforma ahora en el siguiente:

T :
méx/ flz,uy, ug, t)dt
0

sujeto a
&= g(z,u,t)
h{z,u,t) <c

donde ¢ es una constante, dadas ciertas condiciones de frontera.

El principio del maximo, una vez mas, nos da una forma de encontrar la solucién.
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La diferencia es que ahora debemos aplicar las condiciones de Kuhn-Tucker al
problema de maximizacién del hamiltoniano.

Se debe maximizar el hamiltoniano
H = f(z,u,t) + A(t)g(z,u,t)
con respecto al control u y sujeto a la restriccién,
hz,u,t) <c
Esto se logra considerando el lagrangeano,
L= f(z,u,t) + A(i)g(z,u, t) + u(t)(c — h(z,u,t))
con las siguientes condiciones de primer orden:

Ly = futAgu—p(t)hy =10
N = —Ly=—fs— s+ phe

= g(z,u,t)

h(z,u,t) —c <0, u >0, ulh(z,u,t) —c] =0

y las condiciones de transversalidad pertinentes. Hacemos las siguientes observa-

ciones importantes:

» Si adicionalmente se tiene la restriccion de no-negatividad v > 0 para la

variable de control, entonces la condicién L, = 0 debe ser reemplazada por
L'u, = fu + ')\gu - ;u‘(t)h'u § O: U 2 0: u{f% + Ag‘i& - ;’f‘(i)h’h"] = O

» En el problema general se tiene un vector de estado x = (zy, ..., z,) y un vector
de control u = (uy, ..., um ). Recordemos que puede haber cualquier nimero de
restricciones de desigualdad, g:(z,u,t) < ¢;,i = 1,...,k, aln si es mayor que
el nimero de controles, siempre y cuando el numero de restricciones activas

no sea mayor que el nimero de controles.
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2.13.4. Restriccion sobre el tiempo terminal

Si el tiempo terminal T del problema no esté especificado pero se requiere que

esté en algin intervalo especifico, el problema se plantea entonces como

T
max/ flz,u,t)di
0

sujeto a

z = g{z,u,t)
z(0) = zg y (T) = zr dados, t1 < T < t,.

Recordemos que la condicién de transversalidad correspondiente a z(7) dado y
T libre estd dada por H(T') = 0; la restriccién ¢; < T < ¢, obliga a modificar
esta condicién para incorporar las condiciones de holgura. Tenemos entonces que

la condicién de transversalidad correspondiente es

H(T) > 0,T < ta, (T —t)H(T) =0

H(T) <0,T > ty, (T — ) H(T) =0

El hamiltoniano puede ser sustituido por un lagrangiano si el problema se combina

con alguna otra restriccién.

2.13.5. Restricciones en el espacio de estados

Cuando no aparece ninguna variable de control en las restricciones no podemos
invocar el principio del méximo para obtener la solucién. Lo que se estd restrin-
giendo ahora es el dominio de las funciones de estado. Si pensamos al problema
como uno de cdlculo en variaciones, la restriccién es sobre el dominio de la funcional.

El problema. que se quiere resolver es del tipo

T
mé,x/ f(z,u,t)dt
0

sujeto a
z = glz,u,t)
Mz,t) < ¢
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maés las condiciones de frontera.

Observamos que no tendria sentido pedir que la restriccién estuviese activa en
todo momento pues esto determinaria automdaticamente al estado z. La idea es que
mientras z sea tal que la restriccién se cumple no hay ningin problema, pero en el
momento en que la restriccidn se activa, es decir h(z,t) = ¢, entonces no debemos
dejar que la funcién A continte creciendo. Esto dltimo se puede lograr si se impone
la condicién,

dh

h=E<Oszh(x,t)=c

: dh . . )
La derivada total s involucra a z y por lo tanto al control u a través de la

ecuacién de evolucién del estado. De esta forma, la restriccién se transforma en

una que contiene a la variable de control y el problema se reescribe como

T
max/ f(z,u,t)dt
0

sujeto a

z = g(z,u,t)

. dh

h = E<Osih(x,t):c

y las condiciones de frontera. Ahora s{ podemos invocar el principio del méaximo

para obtener la solucién por medio del lagrangiano

L= f(z,u,t) + A(t)g(z, u,t) — p(t)h

Las condiciones de primer orden

L, = fu"‘)‘gu—#hu

A= —Lo=—fo— Ao+ phe
h < O,uZO,uiL=O,

hz,t) —c < 0, plh(z,t) — =0
<0, plh(z,t) =] =0
T = g(z,u,t).

Para el problema consideramos el Lagrangeano
L= f(z,u,t)+ )\g(a:,lu,t) + p(c—h),
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es decir, de manera idéntica a cuando la restriceién contiene variables de control.

Las condiciones de primer orden estédn dadas por

L, = fu + Agu = (,
j\ = —L;= “fzz - Aga: + phy
c—hlz,t) =2 0, p20, ph(z,t)-c =0

&t = g(z,u,t)

El problema técnico es que A puede ser discontinua en los puntos donde la
restriccién pasa de inactiva a activa o viceversa. Si 7 denota uno de estos puntos,

existe una condicién de brinco dada por

lim A() = Mm A(t) + bhe(z(r),7)
t—yrt t—T
b>0

Esta condicién no especifica el valor de b, asi que solo da la direccién del brinco y no
su magnitud, que puede ser cero si b = 0. Sugerimos simplemente estar alertas a esta
posibilidad y utilizar este segundo método mas simple. Intuitivamente, podemos
suponer la continuidad de A si en el punto donde la restriccién nuevamente se activa

las pendientes de = y la restriccién coinciden.

2.14. Hamiltoniano en tiempo corriente

Sea la funcional objetivo

T
/ flz,u)e ™ dt,
0

en donde e~ representa un factor de descuento y la ecuacién de evolucién est4 dada
por

% = g(z,u)
En otras palabras, el problema es «casi auténomo» y el tiempo aparece de forma
independiente sélo mediante el factor de descuento. En estos casos, es conveniente
definir el hamiltoniano en tiempo corriente para resolver el problema como un

problema auténomo.
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Definicién I1.40 Supongamos que se tiene el siguiente problema de control:

T .
mé,x/ flz,u)e *dt,
0
sujeto a
z = g(z,u), z(0) = zg

y alguna condicién terminal para T o z(T'). Si H denota al hamiltoniano y A a
la variable de coestado asociados, se define el hamiltoniano en tiempo corriente H

como

H=He”
y la variable de coestado en tiempo corriente como
A= e
Las condiciones dadas por el principio del méximo se pueden reexpresar en términos

de H como sigue.

Proposicién. I1.13 Las condiciones (I1.8) y (I1.9) del teorema I1.15 se pueden

reescribir como:

dA -
— = —H;+ A 11.24
= +Ap (11.24)
& = Hy (11.25)
y
MT)e T = 0 (equivalentemente A\(T) = 0) (I1.26)
Adicionalmente,
H,=0«< H,=0. (11.27)
Demostracion

El hamiltoniano asociado al problema estd dado por

H = f(z,u)e" + Ag(z, u)
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con lo cual, suponiendo una solucién interior, las condiciones de primer orden son

H, = 0,
}\ o= *—Hx = ’—fme‘_pt - ’\956}
T = Hy=g

y las condiciones transversalidad, si T" estd dado y z(7") estd libre es
AT) =0.

Es claro, de la definicién de H, que (I1.23) se cumplen; asimismo,
—H, = —Hpe*

dA <

Zemet — Rpe

i e pe

por lo que (11.20) y (I1.21) también son inmediatas. Finalmente, (I1.22) se sigue de

la definicién de A. La condicién de transversalidad andloga, cuando z(7T') est4 dado

y T estd libre, es simplemente
H(T)e " =0. (11.28)

Por lo que queda demostrado. =

El uso del hamiltoniano y la variable de coestado en tiempo corriente es tan fre-
cuente en economia que en la mayoria de los cagsos ni siquiera se aclara que se estan
utilizando. Para simplificar la notacién, de aqui en adelante simplemente diremos
que se trata del hamiltoniano en tiempo corriente y lo denotaremos por H v a la

variable de coestado correspondiente por A.

2.15. Problema con horizonte infinito

Sea el problema i
ma’x/ flz,u, t)dt
0

sujeto a

z = g(z,u,t)
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Al igual que en el cdlculo en variaciones, los problemas con horizonte infinito pre-
sentan la dificultad de que la integral impropia puede no converger. Suponiendo
que este problema esta resuelto, las condiciones de transversalidad, en la mayoria
de los casos, se obtienen simplemente tomando el limite de las condiciones usua-
les cuando T —+ oo. De esta forma, si el valor terminal de la variable de estado

estd dado, la condicién pertinente es

lim H(t) = 0 (11.29)

t—ro0

De manera similar, si el valor terminal de la variable de estado est4 libre, entonces

adicionalmente se debe cumplir

Im A(t) =0 (11.30)

[ des]

o bien, si lim z(t) > Zmn, entonces la condicién debe ser
t—o0

lfm A(t) > 0

00

Im z(t) 2 Tomn (11.31)

£k 00 -

E&&A(tﬂx(t) - xmin} =0

La siguiente proposicién es util cuando se combina con (11.23) o (I1.29).

Proposicién. 11.14 Si H” representa, como es usual, al hamiltoniano evaluado en

el punto (z*,u*, A, t) entonces
df*  oH*
. ~ ot

Demostracién

*

Simplemente desarrollemos la derivada total para obtener

dH* OH* OQH* , OH*., OH*.
: T+ "+ A

it ot @ oz du X
oH” ‘ o0H* | OH* .
y notemos que =0; A = — y &* = —, con lo cual se tiene que
G SH Ju Ox A
‘ pralaiy et que es el resultado deseado. m
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2.16. ' Planteamiento del problema

2.16.1. Descripcion y anadlisis del tema

Supongamos una empresa fabrica un determinado producto. En cada instante
de tiempo ¢, la empresa posee un niimero de clientes X (¢) que prefieren el producto,
del conjunto total de clientes posibles M. Los gastos en publicidad u(t) influyen
en la variacién de X (t) segin un tanto instantdneo de atraccién f(u). Este tanto,
actida en los clientes que no consumen el producto M — X (t), entre los que incluyen
los que no estan informados. La publicidad también influye en la variacién de los
clientes que consumen el producto, estando dicha variacién de acuerdo a una tasa
instantdneo de decrecimiento g(u).

Sea z(t) = X(t)/M, proporcién de clientes, la variacién de la proporcién de
clientes de una empresa, segiin Phelps y Winter [16], es proporcional al flujo
dindmico de clientes §(p), concepto introducido por ellos.

Designamos por p(t) el precio asignado por la empresa a su producto en el
instante t, y d(p) la cantidad demandada de dicho producto. Si la proporcién de
clientes en el momento ¢ es z(t) y el precio fijado por la empresa p(¢), la cantidad
vendida es S(z,p,t) = z(t)d[p(t)], por lo que la empresa tendrd unos ingresos
I(S,t) = p(t)S(z,p,t) e incurrird en unos costes C(z.d(p)), siendo C(S) la funcién
de costes de la empresa.

El problema de control, planteado por la empresa, puede describirse de la si-
guiente manera: Maximizar el valor actual de los beneficios de la empresa, siendo

r el tanto de actualizacién.

max /:Q e {p(t)z(t)d(p(t)) — Clz(t).d(p(t))] — ult)}dt. (11.32)

sujeto a:
©(t) = flW)(d—2)+dp)z—glu)z (I.33)
z(0) = 2,0 < z(t) <1 (11.34)
0 < u(t)<U (I1.35)

con z, proporcién inicial de clientes y U méxima inversién en publicidad que la

63



empresa puede realizar.

Este problema de control posee una variable de estado: proporcién de clientes z(t),

y dos variables de control: precio p(t) y gastos en publicidad u(t). Las condiciones

impuestas a las distintas funciones que intervienen en el modelo son detalladas a

continuacién:

i)v Las funciones f, § y g son dos veces derivable, verificando:

i)

iii)

fu> 0, fun <0, f(0) =0, fu(0) = o0 (I1.36)

por lo tanto, la funcién f es creciente y estrictamente céncava.

La siguiente hipétesis fue hecha por Phelps y Winter [16]:
5, <0, 8,y <0 (IL.37)

v el tanto de decrecimiento es una funcién decreciente v estrictamente con-

vexa.

Gy <0, guu >0 (11.38)
La funcién de demanda d(p), cumple las siguientes condiciones:

2 s — 1 =
dp <0, 0<dy, < (2d;)/d, plglolo d(p) =0, Zl}l_r)!(l) d(p) = o0 (11.39)

Los costes fijos de una empresa no son tenidos en cuenta, ya que ella no tiene

ninguna forma de escapar de ellos. La funcién de costes variables verifica:
C0)=0, Cs >0, Cg5>0, 5>0 (11.40)
es decir, el coste marginal es positivo y creciente.
Puesto que z representa proporcién de clientes, debe verificar:
| 0<z(t) <1, Vte[0,00)

pero teniendo en cuenta que 0 < z(0) < 1 por (I11.34), §(p) < 0 por (11.37),
f(w) > 0y g(u) > 0 por (I1.36) y (II.38) respectivamente, de la ecuacién
(I1.33) se deduce que:

0<z(t) <1,V tel0,00)
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En el caso de que la empresa no posea clientes z(t) = 0 o, por el contrario,
se halla en situacién de monopolio puro z(t) = 1 su an4lisis no resulta muy

Interesante para la empresa desde el punto de vista econdmico.

2.17. Condiciones necesarias y suficientes de op-

timalidad

Para resolver este problema de control (I1.32)-(I1.35) definimos el valor del

Hamiltoniano correspondiente:
H(z,p,u,m,t) = prd(p) — C(zd(p)) — v+ m[f(u)(1 - z) + é(p)z — g(u)sz] (IL41)

siendo m(t) el valor actual de la variable adjunta, que se puede interpretarse como
un pseudoprecio actual correspondiente a la proporcién de clientes midiendo la con-
tribucién marginal de los clientes al beneficio de la empresa. Definamos la funcién

Lagrangiana correspondiente:
L{z,p,u,m, a1, a0, t) = H(z,p,u, m, t) + aqu + ap(U — u) (I1.42)

con a;(t),1 = 1,2, los multiplicadores de Khun-Tucker.
Aplicando el principio del méximo de Pontryagin, las ecuaciones diferenciales ob-

tenidas son:

o= mlr+ f(u) - (p) + g(u)] — (p - Cs)d(p) (I1.43)
2(t) = fw)(l—-2)+d(p)z—g(u)z

De la maximizacién del Hamiltoniano, obtenemos:

L, = H,=0 (I1.44)
Lo = Hy+a1—ap=0 (IL.45)
es decir
0 = zd(p)+pzrd, — Cszd, + mzd, (11.46)
0 = —1+m[full—2)— guz]+ 01— a2 (11.47)
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asi, como las condiciones de holgura complementarias:

o (B)u(t) - 0, ay(t) >0 A (11.48)
U —u®)] = 0, as() >0 | (I1.49)

Con el objeto de obtener todas las soluciones éptimas comenzamos, analizando -
las posible soluciones en el interior del conjunto de controles admisibles, es decir
0 <wult) < U, seglin (11.48) y (11.49) a4 (t) = a(t) = 0.

Denominaremos a:

B = pzd(p) — C(zd(p)) — u (11.50)
como el beneficio instantdaneo de la empresa. Derivando la expresién 11.50 obtene-
mos: '

B, = zd(p) + (p — Cy)ad, (IL51)
que se denominara e] beneficio marginal de la empresa y con las condiciones (11.39)

y (I1.40) obtenemos el beneficio marginal para un precio nulo.
2101_1% B, =+ (11.52)
esto implica que el precio éptimo es positivo,
p(t) >0 (I1.53)

Teniendo en cuenta la ecuacién (I1.47) despejamos m (a; = ap = 0)

1
fu(l-1z) — Gul

y por las condiciones (I1.36) y (I1.38) obtenemos

m =

m(t) > 0 (T1.54)

de la ecuacién (I1.46) despejamos m y cancelamos z > 0 tenemos

[d(p) + p(p — Cs)dy]
dp

m == —

De (I1.54) y la expresién anterior tenemos

_ldp) +p0—Co)dy) _
6?
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pero de (I1.37) y (I1.39) tenemos finalmente que
d
(p—Cs) < —— (IL.55)
dp
multiplicando la condicién (11.39) y (IL.55), obtenemos:
dpp(p — Cs) < —2dy,

y finalmente

2, + (p — Cs)dpp < 0 (IL56)

Proposicién. I1.15 Las funciones p = p(z,m), v = u(z, m) definidas implicita-

mente tienen las siguientes derivadas:

Pz = —g; >0 (I11.57)

P = _{{}f: <0 | (11.58)

g = _g‘: <0 (11.59)

o = —ZZ >0 (IL.60)
Supondremos la siguiente condicidn:

© fut g >0 (I1.61)

'ngostracién. Estas derivadas se obtiene aplicando el teorema de la funcién
implicita y derivando (I1.46) y (11.47) respecto a z y m.

Vamos a demostrar la primera derivada y las demés son andlogas: De la maximi-
zacién del Hamiltoniano:

L,=H,=0
Ahora aplicando el teorema de la funcién implicita a la ecuacién anterior tenemos:

Hyy
Hyp
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Ahora vamos a derivar el Hamiltoniano:

H, = zd+pzd, — Cszd, + mzd, (11.63)

H, = —1+mlfi(l-2)—g.a] | (11.64)
H,, = —Cssdd,z (I1.65)
Hy = @ [2d, -+ (p— Cs)dpp — Cos(ad,)? + mby) (IL.66)
Hppm = by (I1.67)
Huy = mfuull = 2) — guu] : (11.68)
Hy = —m|fu+ 9] (11.69)
Hum = fu(l—2)~guz (11.70)

Utilizando las expresiones (11.34), (I1.36), (11.37), (11.38), (11.39), (11.40), (I1.54) y

(I1.56) conseguimos lo siguiente:

Hpy > 0 (IL.71)
Hyp, < 0 (I1.72)
Hyn < 0 (11.73)
H, < 0 (I1.74)
Hy < 0 (I1.75)
Hym > 0 (11.76)

Reemplazando en la ecuacién (I1.62) obtenemos el resultado deseado. Analoga-
mente se demuestra las demés expresiones de la proposicién I1.15.
Ahora analizaremos los signos de las expresiones (11.57), (I1.58), (I11.59) y (I1.60):

Hye
H, PP

El signo de la expresion (11.77) significa que un aumento en la proporcién de clientes

pe=—=E 50 | (I1.77)

produce un precio 6ptimo creciente.

<0 (11.78)

El signo de la expresién (I11.78) nos indica que si el precio marginal de un cliente

adicional aumenta es éptimo fijar un precio menor.

H’UJL‘
Huu

<0 (11.79)

Up = —
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El signo de la expresién (I1.79) significa que un aumento en la proporcién de clientes
produce una disminucién en los gastos de publicidad.

Hum

>0 11.80
H (I1.80)

Up = —

El signo de la expresién (I1.80) nos indica que si el precio marginal de un cliente
adicional aumenta es éptimo invertir mas en publicidad.

Por ultimo, la expresién (I1.61) tiene el siguiente significado econémico: el efecto
marginal de la publicidad es mayor en la parte del mercado que desconoce el pro-
ducto que en aquella que lo conoce.

Las condiciones necesarias del principio del maximo son también suficientes ya que:
(i) H%z,m) = méx H(z,p,u, m) es céncavo respecto de la variable de estado z.

u7p

(ii) Verifica la condicién de transversalidad:
lim m(t)e;™ = 0

i—o0

y para cada trayectoria admisible m(t)z(t) > 0, segtin Arrow y Kurz {1], Sethi
y Thompson [7].
Para que el hamiltoniano H? sea céncavo utilizaremos el teorema (I1.7) pero

para funciones concavas: Partiremos del Harrliltoniano:
H(z,p,u,m,t) = pzd(p) — C(zd(p)) —u+ m[f(u)(1 —z)+d(p)z — g(u)z]
Derivemos dlos veces con respecto a r tenemos:
H, = pd+zp.d+zpdyp, —Csld+zdppe]—us+mlug fu(1—2) = f+0+0,2D: — gutzT—g]
Utilizando (I1.46) y (I1.47) obtenemos:
Hy=pd—Csd+m[-f+0—g] (11.81)
Derivando (I1.81) con respecto a = tenemos:
Hep = ped+pdype —Css(d+zdppe )d—Csdppe+m[— futte+0ppe— gutis] (11.82)
Utilizando la ecuacién (11.46) tenemos:
Hye = —Css(d® + vdpped) — m{fu + gultts (11.83)
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Con las condiciones que tenemos no podemos garantizar que sea negativo

(concava) por eso aumentamos la condicién:
Hye = ~Cgs(d® + zdyped) — m{fu + gulus < 0 (11.84)
que lo podemos escribir de la siguiente manera:
Cssd® + Cssrdpdp, +m(fu + gu)tz > 0 (11.85)

Con esta condicién el hamiltoniano es céncavo con respecto a la variable z y

garantizamos que las condiciones del principio del mdximo sean suficientes.

Proposicién. I1.16 En un entorno del punto de equilibrio (z*, p*, u*, m*) se veri-

fica:
p > Cs(zd(p)) (11.86)

Demostracién. Haciendo £ = 0 y reemplazando el punto de equilibrio en (11.33)

se cumple: ‘
@ [f(u") = 6(5") + g(u")} - f(u") =0
ordenando tenemos
z*[f(u") = 6(p") + g(u”)] = f(u")
puesto que estamos en el interior del conjunto de controles admisibles y segtin

(I1.36), f(u*) > 0. Por tanto
fw)y —4a(p") +gu") >0 (11.87)

en un entorno de (u*,p*).

Para rn = 0, de la ecuacién (I1.43) y ademéas m(t) > 0
m’[f(u") — d(p") + g(u”)] 2 0
por lo tanto
(p—Cs)d(p") 2 0
pero d > 0 de acuerdo con,obtenemos (I1.86) es decir:
p > Cs(zd(p))

Esta propiedad nos indica que el precio es mayor o igual que el coste marginal de

produccidén en un entorno de la solucién 6ptima del problema de control.
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2.18. Anadlisis de estabilidad en el plano (z,m)
Consideremos el siguiente sistema diferencial de (I11.33) y (I11.43)

t = flu)(l—z)+pz—gluz
mo= mlr+ f(u) = 6(p) + g(u)] — (p — C)d(p) (11.88)

con p = p(z,m), u=u(z, m) teniendo en cuenta (I11.46) y (I1.47)

Para estudiaf ia estabilidad de este sistema en el punto de equilibrio, calculamos los
gradientes de & = (z,m) y m(z,m), as{ como los signos asociados a las derivadas
parciales.

Derivando z con respecto a z
bo = — f(4) + 6(p) — 9(u) + vl full - 2) — gu(a)] + pody
pero por la condiciones (I11.36), (11.37), (I11.38), (IL.77), (IL.79) y (I1.87).
b= () + 6(p) — 9(8) + Ualfu1 = 2) — gu(2)] + 722l <O (IL89)
Derivando £ con respecto a m
b = Umlfu(l = ) = guz) + Prab,
segin las condiciones (11.36), (I1.37), (I1L.38), (I1.78) y (11.80) tenemos:
Em = U |[fu(l — ) — guz| + Prmzd, > O (I1.90)
Derivando . con respecto a z tenemos:
1y = M(fu + gu)Ue + Cssd” + Cssdydzp,
de acuerdo con (I1.85)
e = M(fu + gu)tz + Cssd® + Cssdydzp, > 0 *(11.91)
Derivando i con respecto a m tenemos:
it =7+ £(w) — 5(p) + 9(w) + Mtum(fu + 9u) + PmCssdzdy
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en base a (11.39), (11.40), (I1.78), (I1.80), (11.61) y (11.87)
Mm =1+ f(u) — §(p) + g(v) + mum(fu + gu) + pmCssdzd, > 0 (11.92)
Calculemos el Jacobiano del sistema (11.88)

3'3'3; .;A:m
J(&,1h) = = |J| = ZoTitm — Emthy < 0

My My
El signo del determina@:e Jacobiano asociado al sistema (11.88), calculado en un
entorno del punto de equilibrio (z*, m*) es negativo, por lo tanto el punto de equili-
brio es un punto de silla, si existe. Esto significa que toda trayectoria perteneciente
a la rama estable delA punto de silla es la solucién 6ptima del problema. Véase [5].
Calculemos las pendientes de las isoclinas aplicando el teorema de la funcién
implicita
Ty

mx13‘3=0 = —;—E—— >0
m

luego m es estrictamente creciente respecto a z en la isoclina (& = 0)

(11
como consecuencia, m es estrictamente creciente respecto a z en la isoclina {(rh = 0)

Como &p1, — L,y < 0, se verifica
mx[:b-—-() > mmlrh:Ov

es decir, el crecimiento de la curva m(z)|;=o es mds fuerte el decrecimiento de
m($)[m=0.
Para probar la existencia del punto de equilibrio (z*, m*) utilizamos los resultados

del analisis del diagrama de fase. La curva £ = 0 corta a la curva = 0 si:
lim mlmzo > lim ml;z;zo
220 z—0
Haciendo en (11.43) m = 0 y teniendo en cuenta h’r% Cs = 0 tenemos:
T—>

lfm mieo = lim (p—Csldlp)  _ pd(p)

O e T = o) 9@~ r 4 F =6y 5 90w "

lim mlseg = I !
m-rvr(l)m e=0"= ml—l—}}] fu(l — .T) — Gu&
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Para z — 0, se obtiene de £ = 0, que u — 0, luego

; , 1
S M=o = lim full—2) —guz %

de acuerdo con (II.36).

Andlogamente probaremos que
l{im m|z—¢ > lim m|m=o
z—1 z—1

Haciendo en (II.43) £ = 0 y teniendo en cuenta h’n’i Cs = +4oco, ademds
z—

z—=1=p—>0 A d— 400 tenemos:

a1 i+ fu) + 0(p) + g(u)
De (I1.47)
I =1 L I 0
zl_IgmLE:O B zl—r’l} fu(l - CC) — GuZ B —gu ”

por la condicién (II.38).
Véase Luptacik [13]. Por lo tanto la existencia del punto de silla estd probada.
Ademés del comportamiento mondétono de ambas isoclinas en el entorno de (z*, m*),
se deduce la unicidad del punto de equilibrio con respecto al plano (z,m) siendo
su grafica correspondiente la indicada en la figura II.11.

Observando la gréfica correspondiente al diagrama de fase vemos, que el pseu-
doprecio crece hacia el nivel deseado si la proporcién inicial de clientes z, es mayor
que el valor de z*. Ahora si la proporcién i'nicial de clientes z, es menor que el valor

z* el pseudoprecio debe decrecer al punto de equilibrio.

2.19. Anailisis de estabilidad en el plano (z,u)

Con el objeto de determinar la estrategia publicitaria 6ptima, determinaremos
en primer lugar la ecuacién que expresa la variacién de los gastos en publicidad.

Para ello, diferenciamos respecto a ¢ la ecuacién (11.47).
0= m[fu(l - CC) - gu:c] + um[fuu(l - CC) - guux] - Im(fu + gu)

ahora despejamos

_mffu(l = z) = guz] — Im(fu + gu)
m[fuu(l - CC) - g’u-’u-:c]

U=

(11.93)
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Figura 11.11: Diagrama de fase proporcién de clientes-seudoprecio

Derivemos el Hamiltoniano

H, = —-14m[fu(1-2)— guz]
Hum = fu(l - I) — Gul

Teniendo en cuenta las expresiones (I11.71)-(I1.76).
Ahora reemplazamos en la expresién (I11.93).

El sistema correspondiente esta formado por las ecuaciones:

t = fu)(l—-z)+dp)z—g(uz
(11.94)
—(MHym + Hyg)
- Huu

donde m = m(z,u) y p = p(z, u).

Teniendo en cuenta (I1.46) y (11.47); aplicando el teorema de la funcién implicita,
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obtenemos:

Hyp
= — > .
Mg Hom = 0 (II 95)
por (11.37), (I1.39) y (I1.40). Sabemos que:

utilizando las expresiones (I1.71)-(11.76) tenemos:

- I.
moa <0 - (11.97)

Pu

Calculemos el signo de los elementos del Jacobiano asociado al sistema (11.94).

Derivemos & con respecto a z
e = —f(u) +k<5(p) — 9(u) + padp
en consecuencia de (I11.37), (IL77) y (I1.87) obtenemos:
Ty = —f(u) + 8(p) — g(u) + pe2d, <0 (11.98)
Derivemos £ con respecto a u
Ty = full — 2) — guT + puzdp
en base a (11.36), (I1.37), (11.38) y (I1.97) tenemos:
Eu = fu(l — ) — gux + puzdy >0 (11.99)
Derivando respecto a z la ecuacién (11.43) obtenemos:
g = mglr + f(u) — 6(p) + g(u)] + Csszdydp, + Cosd?
de acuerdo con (I1.85), (I1.87) y (I1.95) tenemos:
My = mm[rl—}- f(w) = 6(p) + g(w)] + Csszdydp, + Cgsd® > 0 (I11.100)

Teniendo en cuenta que todas estas derivadas estdn calculadas en un entorno del
punto de equilibrio, es decir, & = 0 y u = 0, reemplazando estas expresiones en 4 se
tiene que 7 = 0 y ademés reemplazando todo en la segunda ecuacién del sistema

(11.94) obtenemos
H‘Ufl}:

Uy ==
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como consecuencia de (11.36), (I1.38), (I1.54), (I1.98) vy (I1.100) se tiene:
c Hyy

Derivamos, de nuevo, (I11.43) respecto a u y obtenemos:

>0 (I1.101)

My = my[r + f — 6+ g] + m(fu + gu) + puCsszdyd
por (I1.39), (I1.40), (I1.54), (I1.80),(IL.61) y (I1.97) se tiene lo siguiente:
Ty = mylr + f — 8+ gl + m(fu + gu) + PuCsszdyd > 0 (11.102)

Alora derivemos % con respecto a u en un entorno del punto de equilibrio, tambien

teniendo en cuenta (I1.79), (I1.80), (I1.99) y (11.102) obtenemos

(muHum -+ j:uHux)
Huu

utilizando (I1.65)-(I1.70) podemos escribir la expresién (I1.103) de la siguiente ma-

(11.103)

Uy = —

nera:

Uy = —

Hom HoymHus
wrm Wik zm — Trr - I
L ettt A [ 222 (1 - B V0 a0

por cumplirse (I1.62), (I1.36), (I1.37), (I11.38), (IL.54), (11.80), (I1.87) y con la si-
guiente condicidén:

HopHom — HymHog > 0 (11.105)
Calculemos el Jacobiano del sistema (I11.94):

Tg Ty

J(&,%) = = |J| = gty — Eulle < 0

Uy Uy

El signo del determinante Jacobiano asociado al sistema de proporcién de clientes-
gastos en publicidad es negativo, por lo tanto el sistema (I1.94) presenta un punto
de silla (z*, u*).

El gréfico de este diagrama de fase es la figura I1.12. La politica publicitaria dptima
consiste en lo siguiente: Cuando la proporcién de clientes iniciales es g menor que
la deseada x* es conveniente comenzar con una fuerte campaifla publicitaria para ir
disminuyendo paulatinamente los gastos de publicidad. Si zy > z*, es recomendable
empezar con una leve campaifia de publicitaria e ir aumentando paulatinamente los
gastos de publicidad hasta el nivel de equilibrio. Este resultado coincide con el
hecho de que el efecto marginal de la publicidad z, = f, — z(fu + gu) decrece,

aumentando la proporcién de clientes z, siempre que se verifique (IL.61).
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Figura I1.12: Diagrama de fase proporcién de clientes-publicidad

2.20. Analisis de estabilidad en el plano (z,p)

Para determinar la ecuacién que expresa la variacidén del precio y con ella,
analizar el diagrama de fase proporcién de clientes-precio, diferenciamos respecto

a t la ecuacién (I1.46).

0 = p(2zdy + pzdy, — Css(xdy)*Comdyymzby)
+2 (pdy + d — Csd, — Cgsdxdy, + md,) + mad,
es decir,
_ iCSsdxdp - fr}zxé?
B (Bmdp -+ }?l:dpp - Cgs(mdp)Q - Cg:{:dpp -+ m:cépp)

Derivermos nuevamente el hamiltoniano:

P (I1.106)

H, = zd+ pzxd, - Cszd, + mzd,

H,, = 2xd,+ pady, — Css(zdy)? — Cszdy, + mady,
pr = —Cgsd&:dp .
H,, = =zd,
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Teniendo en cuenta las expresiones (11.72)-(I1.71).

Reemplazando en la expresién (I1.106) se obtiene el sistema diferencial a estudiar :

¢ = flu(l-z)+ipz-g(u)z

(I1.107)
' (tnHpm + & Hyp)
p = = H,

Calculemos los gradientes de z(z,p) y p(z,p) teniendo en cuenta que u = u(z,p)
y también m = m(z,p), es un entorno del punto de equilibrio con el objeto de
determinar la estabilidad de este sistema.

Derivemos la primera ecuacién del sistema (11.107) con respecto a z y p tenemos:
iy = —f{u)+6(p) ~ g(u) + us[fu(l — z) — guz]
T, = 67+ uplfull — z) — guz]
y por las condiciones (IL1.36), (I11.37), (11.38) y (11.97) se deduce lo siguiente:
Ty = "‘f(u) + 5(1)) - g(u) + ux[fu(l - 3:) - gum] <0 (11'108)
T, = 0,% + upfu(l — ) — guz] <0 (I1.109)

Derivando (I1.43) respecto a z y p, respectivamente y por (11.85), (I1.87) y (I1.95)

se tiene:

My =mgr+ f—6+g] + uwm(fu + gu) + Cssd®> > 0 (I1.110)
y por (I11.39), (11.40), (I1.54), (11.78), (I1.61), (11.87) y (I1.97) se obtiene:

my = my[r + f = 6 + g + upm(fu + gu) + Cssdpd > 0 (I1.111)

Derivando la segunda ecuacién del sistema (I1.107) con respecto a z y p y usando
(I1.37), (11.39), (11.40), (I1.46), (11.54), (I1.56), (I1.108) y (I1.110) (considerando que
=10y p=0 se obtiene mh = () se tiene:
. (mmem + xxpr)
Pz = —
HPP
y usando (11.36), (I1.37), (I1.38), (I1.40), (I1.54), (11.56), (11.78), (I1.87) y (11.105)

<0 (IL.112)

se obtiene:
. (TpHpm + TpHop)
Pp=— H
e

(I1.113)
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utilizando (II.65)~(II,’?O) podemos escribir la expresién (I1.113) de la siguiente ma-

nera:
- g emTpe 11
Dp 7 {mpTHpm + Hyy [H, — (H i )}} >0 (I1.114)

como consecuencia de (I11.36), (I11.37), (11.38), (I1.40), (11.54), (I1.56), (IL.78), (IL.87)
y (I1.105). Calculemos el Jacobiano del sistema (I11.107): |
Ty = | 7| 2 1] = dap — e < 0
Pz DPp
El signo del determinante Jacobiano es negativo y el sistema proporcién de clientes-
precio presenta un punto de silla (z*, p*).
Calculemos las pendientes de las isoclinas & = 0,p = 0 usando el teorema de la
funcién implicita.
Prle=0 = ——zf <0

luego, p es decreciente respecto a z en la isoclina & = 0

Pz
pm[':(} = —— > 0
P pp

por lo tanto, p es creciente respecto a z en la isoclina p = 0.
La grafica correspondiente a este diagrama de fase es la figura I1.13.

" La trayectoria correspondiente al precio éptimo aumente o disminuye depen-
diendo de la proporcién inicial de clientes zg, se produce una pérdida de clientes
al elevar el precio del producto, es decir, a medida que el nimero de clientes va
aumentando hasta el valor del punto de equilibrio z*, el precio inicial p, disminuye.
Para xy > z* se verifica que si la proporcién inicial de clientes disminuye hasta el
valor del punto de equilibrio z*, el precio inicial p, aumenta.

Del comportamiento de las trayectorias éptimas correspondientes a los diagramas
(z,u) y (z,p) observamos que la politica publicitéria 6ptima tiene un comporta-
miento opuesto al de la politica de precio, en el sentido de que para una empresa
que desee mantener sus clientes, no debe compensar el aumento en el précio con
un aumento en los gastos en publicidad, sino que, por el contrario, un aumento
continuado del precio debe ir acompanado por un decrecimiento de los gastos de
publicidad. En otras palabras, es 6ptimo disminuir el precio y aumentar la publi-

cidad simultdneamente o aumentar el precio y disminuir los gastos en publicidad.
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Figura I1.13: Diagrama de fase proporcién de clientes-precio

2.21. Analisis de los puntos frontera

Al igual que en el analisis realizado anteriormente se verifica p(t) > 0,

0 < z(t) < 1 y las condiciones de holgura oyu = 0 A a(U —u) = 0.

1. Supongamos que u(t) > 0y az(t) > 0, la empresa realiza la méxima inversién
en publicidad verificdndose segin (I1.48) y (I1.49) en(t) =0y u(t) = U.

Teniendo en cuenta estas condiciones, de (I1.47) obtenemos:

. 14 g . 1 n Qo S
B fu(l_z)_gux - fu_-r(fu+gu) fu"'x(fu"{'gu)

por (I1.36) y (I1.38) tenemos:

0

m

1
fu - :B(fu 'I'gu)

El seudoprecio asociado a los clientes es mayor que el valor inverso de la

m >

eficiencia marginal de la publicidad.

2. Supongamos que u(t) < Uy ai(t) > 0, la empresa no invierte en publicidad.

De acuerdo con (I1.49) y (I1.48), respectivamente, ao(t) = 0 y u(t) = 0.
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Sustituyendo en (I1.47), tenemos que:

a)

(1 - C}fl)
(fu(l ~ 2) — gu)

Sia; > I,m(t) < 0y el beneficio marginal (I11.51) es negativo, por lo

m ==

tanto,

pdp +d< Csdp

es decir, el ingreso marginal es menor que el coste marginal. El aumento
de ingreso debido a un incremento del precio va acompafiado de una
pérdida de clientes para la empresa.

Para oy = 1,m(t) = 0 con lo cual habria una variacién positiva en el
beneficio de la empresa cuando aumenta la proporcién de clientes siendo

en este caso, el ingreso marginal igual al coste marginal.
pdp +d=C Sdp

Si0< oy <1,m(t) >0 pero

1
fu(’O)(l - .’E) - QU(O)x]

[£(0)(1 — z) — g,(0)z] nos indica el aumento de clientes debido al incre-

m<[

mento en los gastos de publicidad.

[f.(0)(1 — z) — gu(0)x]m es el precio imputado de esos clientes o el be-
neficio resultante de la empresa. Luego la contribucién marginal de la
publicidad al beneficio total de la empresa es menor que» uno. La empresa.
aumentard su proporcién de clientes sélo ofreciendo un precio menor (en

ausencia de publicidad).
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CAPITULO III
VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Variables de la investigacién

Variable dependiente: variable de estado proporcién de clientes.

Variables independientes: variables de control publicidad y precio.

3.2. Operacionalizacién de variables

VARIABLES DEFINICION DEFINICION DIMENSION | INDICADORES
CONCEPTUAL OPERACIONAL
Variable de Estado | Las variables de | Determinan la funcién Rr? ~Condiciones nece-

proporcidén de clientes

estado serdn variables
que muestran cdémo
evoluciona el estado
de un sistema, es
decir, serdn variables
que contienen la
informacién necesaria
para  predecir la
evolucién del compor-
tamiento del sistema

en forma nica.

Variable de Control

precio y publicidad

Es un tipo de varia-
ble independiente que
no se manipula sino
que se mantiene cons-
tante para neutralizar
sus efectos sobre la va-
riable de estado

objetivo, la ecuacidn de
estado y las restriccio-
nes del problema de

control.

sarias y suficientes
de optimalidad.
-Andlisis de estabi-
lidad en el plano de
fase (z;m).
-Analisis de estabi-
lidad en el plano de
fase (z;p).
-Andlisis de estabi-
lidad en el plano de
fase (z;p).
-Andlisis de los

puntos frontera.
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3.3. Hipodtesis

. Las variables de control publicidad y precio, tienen comportamientos opuestos
con las variables de estado, proporcién de cliente.

Si la proporcién de clientes es menor (mayor) que el valor de equilibrio, la em-

presa disminuird (aumentard) el precio del producto en el mercado y simultdnea-

mente aumentard (disminuird) el presupuesto publicitario.
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CAPITULO IV
METODOLOGIA

4.1. Tipo de investigacién

La investigacién es de tipo cientifico-tedrica y la metodologia a emplear du-
rante la ejecucién del proyecto consiste en un enfoque inductivo deductivo de las
definiciones teoremas y. corolarios, asi como también de los resultados de recientes
investigaciones. Luego realizamos un minucioso estudio de cada material obtenido,

con la finalidad de adaptarlo a nuestro resultado.

4.2. Diseno de la investigacion

La tesis esta dividida de la siguiente manera. En primer lugar, presentamos las
herramientas necesarias para el desarrollo de este trabajo, resultados del andlisis
convexo, analisis cualitativo de las ecuaciones diferenciales. Después se presentan
las definiciones, propiedades del cdlculo variacional y de la teoria del control éptimo.
Y por ultimo presentaremos nuestro principal aporte pues partiremos del modelo
[16], quienes introducen el concepto de flujo dindmico de clientes y suponen que
éste es proporcional a la cuota de mercado y considerando la extensién en [13]
quien introduce una nueva variable gastos de publicidad, asf como la generalizacién
a un nuevo modelo de control éptimo no lineal estudiada en [8], el modelo que
presentamos es una extensién de los anteriores.

Supondremos que la publicidad influye en la variacién de la proporcién de clientes

de una empresa segun un tanto instantdneo de atraccién. Este tanto actda en

84



aquellos clientes que no conocen el producto, a diferencia de lo considerado en
los modelos de [8], [13], y [16]. Asimismo, consideramos que la publicidad también
influye sobre los clientes que ya conocen el producto y lo hace de acuerdo a un tanto
instantaneo de decrecimiento, mientras que [8] en su modelo supone que dicho tanto
es una constante no negativa.

En esta tesis también se analiza el punto silla en distintos diagramas de fase para

obtener las trayectorias éptimas de precio y publicidad.

4.3. Poblacién y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudiar,
sin embargo nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de R™ y optimizacién

matematica.

4.4, Técnicas e instrumentacién de reccleccion

de datos

Para la realizacién de este trabajo de tesis se reviso bibliografia especializada y

recopilacién de informacién obtenida via internet relacionada al tema de interés.

4.5. Procedimiento de recoleccion de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesita procedimiento de

recoleccién, mas que la revisién de bibliograffa (libros, paginas web, articulos etc.).

4.6. Procesamiento estadistico y andlisis de datos

No ha habido procedimiento alguno.
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CAPITULO V
RESULTADOS

Los resultados mas relevantes de esta tesis son:

1. Se ha podido determinar los diagramas de fases en los planos, proporcién
de clientes-seudoprecio, proporcién de clientes-gastos de publicidad y pro-
porcién de clientes-precio el cual brindan informacién del comportamiento de

las trayectorias éptimas.

2. Se ha analizado los puntos de equilibrio en cada uno de los planos de fase
y se demostré que son puntos de silla, esto significa que toda trayectoria
perteneciente a la rama estable del punto de silla es la solucién éptima del

problema.

3. Analizamos los puntos frontera del problema y también hemos obtenido in-

formacién muy relevante para la toma de decisiones de la empresa.
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

1. En esta tesis se aumentaron algunas condiciones para llegar a los resulta-
dos requeridos, seria interesante buscar métodos donde estas condiciones se

puedan obtener con los datos iniciales del problema.

2. Otro tema importante que no se tomé en cuenta en este trabajo es de uti-
lizar funciones mas generales (menos condicionadas), pues las funciones que

intervienen en los fenémenos econdmicos son més complejas.

3. En préximos trabajos se podria agregar mas variables de estado, control (mas
pardmetros econémicos) y buscar una relacién entre ellos para la toma de

decisiones.

4. No se ha trabajado la implementacién computacional de la resolucién del

problema quedando abierto este aspecto para futuros trabajos.
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CAPITULO VII
CONCLUSIONES

En esta tesis analizamos la politica de marketing de una empresa que produce
un determinado producto. Hemos supuesto que el efecto marginal de la publicidad
atrayendo a nuevos clientes es més eficaz que conservando a los viejos compradores
(IL.61). La condicién adicional (I11.85) nos garantiza que toda trayectoria admisible
convergente al punto de equilibrio, es la solucién éptima para el problema de con-
trol. El analisis del punto silla en los distintos planos de fase nos revela la existencia
de una trayectoria estable convergente al punto de equilibrio v puesto que las con-
diciones suficientes son satisfechas, las trayectorias éptimas de precio y publicidad
deben pertenecer a las ramas estables.

En el plano de fase (z,m) la trayectoria del pseudoprecio-proporcién de clientes
depende de la cuota inicial, creciendo o decreciendo mondtonamente.

Los resultados obtenidos, ademas de los ya mencionados, respecto a las variables
de control precio y publicidad en el éptimo bajo la condicién (I1.105) son: Si la pro-
porcién inicial de clientes es menor (mayor) que el valor de equilibrio, la empresa
disminuird (aumentard) el precio del producto en el mercado y simultdneamente
aumentard (disminuird) el presupuesto publicitario. Como consecuencia, el com-
portamiento del precio y la publicidad en el éptimo es opuesto, en el sentido de
que no es éptimo para una empresa que desea mantener sus clientes, compensar
un aumento en el precio con un aumento en los gastos publicitarios.

Por ultimo, destacar del andlisis de los puntos frontera que es éptimo invertir en
publicidad sdélo si el seudoprecio asociado a la proporcidn de clientes es mayor o

igual al valor inverso de la eficiencia marginal de los gastos publicitarios.
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CAPITULO VIII
RECOMENDACIONES

1. En internet existe un libro (notas sobre teoria de control éptimo) de los
autores Kosa Andras y Szigeti Ferenc que trata sobre la Teoria de Control de

una manera muy interesante.
2. Una prueba mas general del Principio del Mdximo se encuentra en [17].

3. Existe una gran variedad de problemas interesantes aplicados a la Economia
en [12] que pueden ser resueltos aplicando el mismo método usado en esta

tesis.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS VARIABLES METODOLOGIA POBLACION
El problema de | Objetivo general | Hipdtesis ge- | Variables Tipo de investigacién | Por ser nues-
control, planteado | Presentar y ana- | neral dependiente La investigacién es de tipo | tro trabajo
por la empresa, | lizar el comporta- | Las variables | Variable de es- | cientifico-tedrica. netamente
puede describirse | miento de las va- | de control | tado proporcién | Metodologia ahstracto,
de la siguiente ma- | riables de control | publicidad y | de cliente. | La metodologia usada es de | no existe
nera: Maximizar | publicidad y precio | precio, tienen | Variables in- | tipo inductivo-deductivo tra- | poblacién
el valor actual de | y veriable de es- | comportamien- | dependientes tando de ser lo mas exhaustivo | que  estudiar,

los beneficios de la
empresa.
Este problema.
de control posee
una variable de
estado: proporcién

=(t),

variables

de clientes
vy dos
de control: precio
p(t) y gastos en
publicidad u(t).
Problema gene-
ral

:Cémo es el com-
portamiento de la
publicidad y precio
variables de control
en la proporcién
de clientes varia-
bles de estado?

tado proporcién de
clientes, en un pro-
blema de contzfol
dptimo.

Objetivos
especificos
Describir ma-
temdticamente

el problema de
la  empresa con
variables de
control (publicidad
y precio), veriables
de estado ({pro-
porcién de cliente).
ldentificar las con-
diciones necesarias
y suficientes de
optimalidad para
el problema de la
empresa. Analizar
¢l diagrama de fase
de las variables de

estado y control.

108

opuestos
con las varia-
bles de estado,

proporcidén  de

cliente.

5i la  pro-
porcién de
clientes es

menor (mayor)
que el wvalor
de equilibrio,
la empresa
disminuird {(au-
mentars) el
precio del
producto en el
mercado y si-
multdneamente
aumen-

(dis~

minuird} el

tard

presupuesto

publicitario.

Variables de con-
trol publicidad y

precio.

posible en cada demostracién.
Disefio de la investigacidon
Para resolver el problemas par-
tiremos del modelo [16], quie-
nes introducen el concepto de
flujo dindmico de clientes y su-
ponen que éste es proporcio-
pal a la cuota de mercado y
considerando la extension en
[13] quien introduce una nueva
variable gastos de publicidad,
as{ como la generalizacién a
un nuevo modelo de control
éptimo no lineal estudiada en
{8]; el modelo que presentamos
e¢ una extensién de los anterio-

res.

sin embargo
nuestro estudio
se encuentra
inmerso dentro
de R™ y la
optimizacién

matemadatica.
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Problema de Teoria de
Control

J

Principio del AMdximo

l

Optimizacién

L 4

Anilisis Cualitaiivo

|

Comportamiento de las variables de control

v estado
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