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RESUMEN

ALGORITMO PRIMAL-DUAL PARA PROGRAMACION LINEAL BASADO EN EL
METODO DE PUNTO INTERIOR

ISIDRO REYNALDO MUNAYA SANCHEZ
Asesor: Mg. Edinson Radl Montoro Alegre

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica

En este trabajo se presenta un algoritmo que trabaja simultdneamente con el
primal y dual y genera una sucesion de pares de soluciones factibles interiores.
A lo largo de la sucesion generada, la dualidad Gap converge a cero a una tasa

de convergencia al menos linealmente.

g

Cada iteracion reduce la dualidad Gap por al menos un factor £~ . Donde n denota al
n

tamafio del problema y £ es un nimero positivo que depende de la

iteracion inicial factible. El algoritmo estd basado sobre una aplicacion de la

“clasica funcién barrera logaritmica al problema primal y dual.



ABSTRACT

PRIMAL-DUAL ALGORTHM FOR LINEAR PROGRAMMING BASED ON THE
METHOD OF INTERIOR POINT

ISIDRO REYNALDO MUNAYA SANCHEZ
assessor: Mg. Edinson Raul Montoro Alegre

Degree obtained : Licentiate in Mathematics

This thesis presents an algorithm that Works simultaneously on Primal and
Dual linear programming problems and generates a sequence of pairs of

their interior feasible solutions Along the sequence generated, the duality gap
B
n
positive number depending on initial interior feasible solution. .

convergence ratio (1--). Here n denotes the size of the problems and g un



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION
1.1 Identificacién del Problema

En este proyecto se analizaron los Métodos de punto interior y se resolvers,
un problema de programacién lineal con restriccién usando un Algoritmo
Primal-Dual. Para este fin se estudiar la teorfa de convexidad de conjuntos
convexos y en particular la teoria de poliedros, funciones convexas y dualidad
lineal y no lineal. Métodos de Barrera y las Condiciones de Karush-Khun-
Tucker.

1.2 Formulacién del problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes. .

1. ;Qué condiciones deber4 tener el siguiente problema de optimizacién?

min cz
sa Axr =b
z>0

2. ;Seré posible desarrollar un algoritmo Primal-Dual que permite aprox-
imar dicha solucién?

1.3 Objetivo de la Investigacién

1.3.1 Objetivo General



El objetivo general, es deducir las condiciones generales para la convergencia
de la sucesién generada por un algoritmo basado en los Métodos de Punto
Interior, usando para ello las herramientas del Célculo y del Anélisis

1.3.2 Objetivos Especificos

1. Caracterizar las propiedades de convergencia del Método cuando la
funcién objetivo es diferenciable y convexa. -

2. Utilizar algunas técnicas clésicas de la optimizacién diferenciable para
resolver las preguntas hechas en el Planteamiento del Problema.

3. Proponer un algoritmo basado en el método del punto interior.

4. Hacer més conocidas la teorfa de los métodos de punto interior.

1.4 Justificacién

El problema de Programacién Lineal surge en diferentes dreas de las ciencias
e Ingenieria, Administracién y Economfa, de ahi la justificacién de desarrollar
una teoria que garantice la convergencia del método. :
1.5 Importancia

La importanéia'del presente trabajo de investigacién radica en que los re-
sultados de convergencia del método nos permitirdn la elaboracién de un
algoritmo y su aplicacién a ejemplos o casos concretos.

4



CAPITULO I1

MARCO TEORICO

2.1 Preliminares

2.1.1 Métodos de barrera

Los métodos de barrera se pueden aplicar a problemas del tipo

min f(z)
s.a g(z) <0 (1)
€D

donde DCR"® fR*—>R, gR®* > R™ g=(910s--9m), g € CYD) y
si hacemos
Q= {z € D/g(z) <0} (2)

y asumimos que el conjunto viable denotados por ° es no vacio es decir
Q° = {z € D/g(z) < 0} # ¢ (3)

Asf mismo , supongamos que:

inf f(z) = inff(z) =v > -0
e  zeq )
Con esta hipétesis podemos eliminar ciertos casos patoldgicos, donde
la solucion no puede ser aproximada por puntos del interior del conjunto
viable.decir Supongamos que (1) tiene minimizado global, podemos trans-
formar (1) en un problema irrestricto con funcién objetivo f(x)+ tB(z)
,t > 0 donde B es la funcion de barrera.

Definicién: 1
/noindentUna funcién B: Q° — R, es llamada Barrera para el problema
(1) si satisface las siguientes condiciones:
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(i) B(z) ests definida y es continua para todo z € Q°

(ii) B(z) > 0 para todo z € Q°

(iii) Si{zx} C Q°, g(zx) < 0V ykhT gi(zx) =0 paraalgini € {1,..

entonces lim B (zx) = +o0
k—-+oco

Ejemplo:

B(z) = — Zlog(—gi(x)); z € Q° (la barrera log arftmica)

i=1

m

B(z) = — Z gi(la:) ;z € Q° (la barrera inversa)

i=1

., m}

(5)

(6)

La funcion dada en (5) puede asumir valores negativos y por lo tanto no se
curnple la condicién (ii). Pero para el caso en que {2 sea limitado podremos

trabajar con otra funcién que si satisface (ii)
En efecto.

Sea M€ R tal que B(z) >M para todo z € Q° y consideremos

B(z) = — Zlog(wi(w)) -M

(i)  verificarlo
(ii) verificarlo

(iif) Seaie€ {1,..,m} / klirf gi(zx) =0y je{l,..,m} —{i} con

Jim_gi(zi) = b < 0 = B(z) = ~log(~g1(2))... - log(~gs(2))... — M

khrf B(z) = —log(—by)... — c0... — M = +00

/noindentAhora el problema barrera asociado a B sers

min f(z) + tB(z)
parat >0
saz e



que coincide con

min f(z) + tB(z) —tM
para t >0
saze°

y es equivalente a

min f(z) +tB(zx)
para t >0 (7)
sazxz e

Asi la funcién logaritmica puede ser usada como barrera sin ningin prejuicio
Algoritmo: 2
Escoger tp > 0 y tomar k :=0

1. Calcular zy = z(tx) solucién global de

{ min f(z) + tB(z)

sazcd parat >0

2. Escoger ty,1 tal que 0 < x4y <t y tomar k=%k+ 1y volver al paso
(1) Definimos la siguiente funcién Q(z,t) = f (z) +tB(z) y vamos a probar
las propiedades fundamentales del algoritmo

Lema: 3 Sea {zj} una sucesién generada por el algoritmo entonces
(a) Q(rt+1,tet1) <Q(zk, t)

(b) B(zr) <B(zk+1)

(©) f (zr41) < f (zk)



Demostracién:
/noindentPor definicién de zi y por paso (2) del algoritmo

= f (zre1) + tep1B(Trra)
< f(zk) + tk1B(zk)  pues tpi1 <t
< f (xx) + t:B(zk)

(@) Q(zr+1,tr+1)

=Q(wk7tk)
0 Q@rrnter) = f (Tea) HeaB@en) < f (zk) + e Blak)
y por otro lado
Q(zk, tk) = f(zp) +tuB(@e1) < f (Th41) + teB(Trs1)

Sumando ambas desigualdades
[ (@re)+f (@r) Htesa B(@rer) HeB(ze) < f (Ter1)+f (@) e B(@e) HB (Thi1)

(te41 — te) B(@rs1) < (teg1 — ) B(xr) pero tpyn —tx <0 B(zgy1) > B(x)

f (zx) + te1Blak)
[ (@k) + tey1B(zk41) por (D)
f (=)

(C) f (mk-l—l) +tk+1B(xk+1)

f(Zrs1)

IA A IA

Teorema: 4 Sea f:R® - Ry g:R® — R™ funciones continuas en R" y
supongamos que el conjunto 2 definido en (2) satisfaga (3) y (4). Entonces
todo punto de acumulacién de la sucecién {zx} generada por el algoritmo
donde =z es una solucién global del problema (6) cont =1t y t — 0
(k — +00) , es una solucién global del problema (1).

Demostracién :

Sea Z un punto de acumulacién de la sucesién {zx} y sea {zx11}— T (
j — +00). como {z;}C Q0 es decir g(zx) < 0 Vk y g continua = g(Z) <0
luego Z C © Ahora, debemos probar que: f (Z) =7 ;4 = min{f (z)/z € Q}

10



Supongamos f (Z) > ¥ definimos v = ( f(Z) — 7)/2 > 0 y por definicién
de infimo 3z, € Q0 tal que f (Zy,) <7+ 0.

la sucesion { f (zx)} es no-creciente por tanto, { f (z,)} tambien es no-
creciente : y tenemos que.

f () 2 Jim f (a,) = f (8) =2y +7

fae) = F (@) 2042y = f (Te) > (*)
Entonces tenemos para j suficientemente grande

Q(zk, tr;) — Q(Fs, ;)

f (mk,‘) + tij(xkj) - f (:_I_"kt) - tij(xkj) Yy por (*)
Y+ te; (Blzk,;) — B(Zw,)) > v

v pues B(z,;) > B(zg,)

¥y>0 (= <)

0

Y

VvV IV VvV

2.1.2 Funciones convexas
Definicién: 5 f : R® — R es una funcién convexa si y solamente si

Propiedad: 6 Supongamos que f (z) es una funcién convexa definida en
un subconjunto convexo C de R . Si A; son mimeros no negativos con suma
igual a 1 y si z;,s0n puntos de C, luego se cumple

k k
f (2 Aﬂi) < Z Aif () (8)

Ademds,si f (x) es estrictamente convexa en C y si todo los A son posi-
tivos,entonces vale la igualdad en (8) si y s6lo si todos los z(;) son iguales

(a) Si fi(x),...fr(z) son funciones convexas sobre un conjunto C en R™ ,en-
tonces f (z) = fi(z)+,..,+ fi(z) la suma f (z) es estrictamente convexa
sobre C

11



(b) Si f (z) es convexa (resp. estrictamente convexa) en un conjunto convexo
C en R y si es o un nimero positivo , entonces a f (z) es convexa (resp.
estrictamente convexa) en C

(¢) Si f (z) es una (resp. estrictamente convexa) funcién definida en un
conjunto convexo C en R™ y si ¢g(y) es un aumento (resp. estrictamente
creciente) convexa definida en la gama de f (z) en R, entonces el compuesto
de la funcién g( f (z)) es convexa (resp. estrictamente convexa) en C

Propiedades: 7 Sea DC R™ — R Una funcién con Primeras Derivadas
Parciales continuas. Se cumple:

[ esconvexa < Vz,y f(y)>f (2)+ VS (z)(y—2z)
Propiedad: 8 Supongamos que f :R® — R sea C2. En tal caso, f es
funcién convexa si , y solamente si,

f'(z) >0, Vz
2.1.3 Funciones concavas
Definicién: 9 f:R™ — R es una funcién concava si y solamente si
FAzr+ A =XNz) > A f(z1)+ (1= f (z2) YA €[0,1]Vzy, 20 € R
Propiedad: 10 Supongamos que f (z) es una funcién convexa definida en

un subconjunto convexo C de R .Si A son nimeros no negativos con suma
igual a 1 y si z; son puntos de C , entonces se cumple

f (Z )‘imi) > Z Aif(x;) 9)

Ademds, si f (x) es estrictamente concava en C y si todos los A; son posi-
tivos, entonces vale la igualdad en (9) si y sélo si todos los (z;) son iguales.
St f1(x),..f k() son funciones céncavas sobre un conjunto convexo C en
R"™ entonces

f@)= Hh@)+..+ fl2)

es tambien una funcién céncava sobre C

12



Propiedad: 11 Sea f:DC R" — R una funcién con primeras derivadas
parciales continuas sobre D . Se cumple:

f esconcava & Vz,y f(y) < f(z)+V f (z)(y — x).

Ademés, si al menos una f ;(z) es escrictamente concava en C, entonces la
desigualdad es valida en forma estricta

Propiedad: 12 Supongamo que f : R® — R posse segundas derivadas
parciales continuas es decir f es de clase C2. Entonces si f "“(z) < 0,Vz €
C, entonces f es céncava. C2. En tal caso, f"(z) <0, Vz es concava

Propiedad: 13 Toda funcién lineal es a la vez convexa y concava pero no
estrictamente convexa ni estrictamente concava

Propiedad: 14 Sea f (z) una funcién convexa,(concava) y ¢ > 0 entonces
-c f (z) es una funcién concava (convexa)

2.1.4 PROGRAMACION CONVEXA Y TEOREMA DE KARUSH-
KUHN-TUCKER

Consideremos el siguiente programa :

min f (z)
(P){ saq(@) < 0, g@) < 0, . gnl®) < O
dondeze C c R"

Definicién: 15

(a) Sizx €C tal que g;{z) < 0,Vi = 1,...,m entonces z es llamado punto
viable de (P).

(b) Definimos F como, F={ z € R™/z es un punto viable de (P)} es decir
F es la regién viable para (P)

(c) (P) es consistente, si la regién viable para (P) es no vacio

(d) (P) es super consistente , si existe un punto viable = para (P) tal que
g:(z) <0, Vi=1,..,m. A dicho punto z se le llama punto de slater.

(e) Si (P) es un programa consistente y si z* es un punto viable para (P)
tal que f (z*) < f (x) para todo punto viable z para (P) entonces z*
es una solucién para (P)

13



Dado un programa (P) denotemos el infimo de la funcién objetivo f (z) en
la regién viable F para (P) por MP esto es:

MP = in}f? {f ()} o equivalentemente
z€
min f (z)
s.agl(x) < O? HAE) gm(m) <0
dondez € C CR* y f (z), (), .., gm(z)

son funciones convexas definidas en un conjunto convexo C .

Investiguemos lé sensibilidad del valor de
MP = inf{f(z)}

Para cambios ligeros en las restricciones, Definamos para cada z € R™ un
programa como sigue: Para esto consideramos el problema P(z) asociado al
programa (P) el cual es llamado programa perturbado de (P)

min f (z)
P(2) sagi(z) < 2z, .y gm(®) < Zm
dondez € C CR* yf (z), 9(z); s gm(2)

son funciones convexas definidas en un conjunto convexo C
y en forma analoga definimos

MP(z) = zég{z){f ()} donde

F(z) = {ze€R"/z€C; gi(z) <z Vi}
Dom(MP)={ z € R™/F(z) es no vacio}

Es facil notar que MP(0) = MP si z =0

Teorema: 16 Si (P) es un programa convexo y P(z) es la perturbacién de
(P) para z € R™, entonces la funcién MP(z) es convexo y su dominio es un
subconjunto convexo de R™. Si (P) es superconsistente, entonces 0 es un
punto interior del dominio de MP

/noindentDemostracién:

(i) Probaremos que dom(MP) es convexo. En efecto dado 2™V, 2 € dom(MP)

Por demostrar que : Az' + (1 — X\)2? € dom(MP) VX € [0, 1]

14



como z® € dom(MP) = F(z1) es novacio = 3V /g(zM) < 2

2* € dom(MP) => F(z®) es novacio = 3z¥/g(z?) < 22
luego
gzt + (1 = N)z?) < Ag(z') + (1 = N)g(z?) < AP+ (1= N2 VA e [0, 1]

= F(A2! + (1 = \)2%) # ¢¥A € [0, 1]

= Az + (1 — \)2% € dom(MP)

(ii) Probaremos que MP(z) es convexo. En efecto dados 2!, 2?2 €dom(MP)
Por demostrar que:

MP(AzZ' 4+ (1= X\)2%) < AMP(2") + (1 — AMP(2®)VA € 0,1]
Si MP(A\2* + (1 — \)2%) es finito

MP(Azt+ (1= N)2%) = inf{f(z) : x € C,g(z) < Az' + (1 = \)2?} =
= inf{f(z) : z = Az’ + (1 + \)2*}donde z*',2* € C
g(x) < X2t + (1= X)22 < inf{f(z) : z = Az + (1 — AN)z?donde z*,2* € C
y
Ag(zh) +(1—N)g(=?) < Azt +(1-N)2%} < inf{f(Az' +(1-N)z?) : 2", z2 e C
y
9(a) < 3 9(a?) < 22} < mEDF(E) + (1 - Nf(a?) i 72 € O

L g(ah) < 2hg(2?) <22} =

MP(2') + (1 = A)MP(2*) SiMP(A\2* + (1 —))2?) = —o0
entonces
MP(A2' + (1= 2)2%) < AMP(2Y) + (1 — A MP(2?)

Se cumple ... MP(z) es convexo en su dominio

15



(iii) Probaremos que 0 es un punto interior de el dominio de MP(z). En
efecto, como (P) es superconsistente entonces existe w € R" tal que
g:(w) < 0 para i=1,..,m Sea

r = min{—g;(w) : 1 <¢ < m} luego para algin z €B(0,7) conr >0

= —r<zz<r;Vi=1,...m
= gw)<-r<z;i=1.m
= gi(w)<z;i=1,.,m

= g(w) < z;

=> 2z € dom(MP)

3r >0/ B(0,7) C dom(MP)

Teorema: 17 Sea f (z) una funcién convexa definida en un conjunto
convexo C con C° # ¢ en R™.Si z° es un punto interior de C = 3 d en R
tal que.

f@>fEE+dz-2")vzeC

Demostracién: ver [3]

Lema: 18 Sea C es convexocon C° # ¢ enR* Siz € C? ey € C, entonces
el segmento semi abierto que une z a y , denotado por :

[z, y> ={dz+(1-ANy:0< <1}
estd totalmente conformado por puntos interiores de C
Observaciones: 19 del lema (18)

(i) Si 2! y 2?2 € dom(MP) y si MP(2?) =-c0

entonces MP(z) = —oo Vz € [z}, 2%)
En efecto: Sea [2%,2%] = {Az! 4+ (1 — A\)2® : 0 < A < 1} entonces
MP(z)=MP(Az' + (1 — 1)2%) < AMP(2') + (1 — A)MP(2?)

(ii) Si MP(2°) es finito en punto interior del dominio de MP(z), entonces
MP(z) es finito en todo su dominio.

En efecto:
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Por contradiccién, sea MP(2!) = —co ; 2! € dom(MP) y como 2° € dom(MP)

luego
A2l + (1 - 2)2° € dom(MP)
hacemos
22 = Mzt + (1= Ag)2° para A
luego
1 A
0o _ 2 1
T TN TN
A 1 .
o _ 0 .1 2
Y LA T v

definamos 8, = /\0’\0_1 y por la parte (i) tenemos

2 = Bt +(1— By ,0<B8<1
M(z%) = -0 = <«
MP(z) es finito en todo su dominio W

Teorema: 20 Si (P) es un programa convexo superconsistente tal que
MP=MP(0) es finito, entonces MP(z) es finito en todo su dominio y existe
un vector A € R™ tal que A > 0y MP(z) > MP(0) —Az '

Demostracién :

Por el teorema (16) con z = 0 punto interior del dom(MP) se tiene 3 A € R™
tal que MP(z) > MP(0) —Az V z € dom(MP) Probemos ahora que A > 0.
Por contradiccién

Supongamos que \; < 0 para algin .Por otro lado desde que 0 € int(dom(MP)),
entonces 3 r > 0; B(0,7) C dom(MP) Tomemos el z* = (0, ..,0, £,0,..0) ,ve-
mos que z° € B(0,r) ;esto implica

z* € dom(MP) MP(2%) > MP(0) — Az = MP(0) — ZA;...(%)
pero como '
22 >0y F(0) C F(2,..,2™)

entonces .
MP(z’) < MP(O) = MP
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luego de (*) tenemos
MP > MP(:) > MP — -;ixi

0 > —g/\,.>o o= — B

Conclucién:
Si (P) es un programa convexo para el cual MP es finito y para el cual existe
un A >0

MP(z) > MP(0) — Xz V z € dom(MP)

Entonces A es llamado vector sensible para (P) y el teorema (20) simple-
mente garantiza que los programas convexos superconsistente siempre tienen
vectores sensibles. Tener en cuenta que si MP(z) es diferenciable en z = 0
entonces el vector A (teorema 20) puede ser tomada como VMP(0) ya que
MP(z) es una funcién convexa.

Teorema: 21 Supongamos que :

min f (z)
(P)q saq(z) < 0,..gm(z) < 0
dondez €C

es un programa convexo para el cual existe un vector sensible A entonces
MP = inf{f (z) + Zl)‘igi(m)}
i

Demostracién:
/noindentPara cada z en el dominio de MP(z), sabemos que existe A (por

hipotesis)
MP(z) > MP — Az

En particular, si z € C, entonces z = (g1(z), ...gm(z)) = g(z) estd en el
dominio de MP(z). Asi
MP(g(z)) + Y _ Migi(z) > MP
=1

Luego se sigue inmediatamente de la deficién de MP(g(z)) que

f (z) 2 MP(g(z))
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consecuentemente: o
f@)+> Ngi(z) > MP
=1

para todo z € C; -
inf{ f (z) + ; Aigi(z) } > MP (i)
Por otro lado; ya que A; > 0; Vi

= inf{ f.(:c) +;/\igi(:z) czeC}

< inf{f () + Z Xigi(z) 1z € C,g(z) < 0} =

i=1

inf{ f (z)/z € C,g(z) <0} = MP (ii)
De (i) y (i)

MP = ;relg{ f(z)+ Z:;/\'ng(x) } u

Observacién: 22 Si (P) es un programa convexo superconsistente tal que
MP es finito entonces por teorema (20) implica que existe un vector sensible
A para (P) y la tesis del teorema (21) se cumple.

Definicién: 23 El lagrangeano L(z, A) de un programa convexo

min f (z)
(P) s.a gl(x) < 07 7gm(x) <0
donde z € C

es una funcién definida por:
L(z,X) = f (z) + Z)\igi(:c) Vz € Ccon A > 0.
i=1

Note que si (P) es un programa convexo superconsistente tal que MP es finito
entonces exixte el vector sensible X y

MP = inf {L(z,\)}
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2.1.5 TEOREMA: DE KARUSH-KUHN-TUCKER FORMA DEL
PUNTO SILLA

Supongamos que (P) es un programa convexo superconsistente. Entonces
z* € C es una solucién de (P) <= existe en A* € R™ tal que:

(1) >0,

(2) L(z*,A) <L(z*,A") < L(z,A") V2 CyVA2>0
(B) Algi(z*) =0 Vi=1,2,..m

Demostracién:

Si z* es solucién de (P), entonces z* € C, g(z*) < 0y f (z*) = MP
por (teorema 20), existe A* > 0 en R™ Consecuentemente por (teorema 21)
tenemos

f (&) = inf{L(z, \")} (%)

También desde A* > 0, g;(z*) < 0; Vi = 1,..,m se sigue:
FE)+) Naa) < f (27)
i=1

pero de (**)
fE)<f(z)+ ikfgi(w*)

entonces - :

f&)=Ff(z")+ f;/\i‘gi(w*) =L(z", \")

y
Algi(z*)=0; Vi=1,..,m

en conclusién
L(z*,A\*) < L(z,X*); Vz € C Ngi(z*)=0; Vi=1,..,m
Para probar la desigualdad de la izquierda del item (2) note que para un
A>0enR™
L(a", A)=L(z,X) = f (@)D _ Naie")—f (#7) =3 higi(2™) = = Y Migi(z®) 20
i=1 i=1 i=1
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ya que X; > 0; g;(z*) < 0;Vi = 1,..,m entonces

L(z*,\") —L(z*,) > 0; YA > 0 en R™
Esto completa la prueba de (1),(2) y (3) cuando z* es solucién de (P)
Probemos el reciproco : Supongamos z* € Cy A* en R™ satisfaciendo (1),(2)

; (3) Tomando un \* € R" para algin 7, 1< 3 < m

2 N +1lsij=i

Entonces A\* > 0 y por (2) se tiene que
0>L(z*, AD) —L(z* \) = gi(z*)
Como i fue arbitrario, entonces es vilido para todo ¢, es decir g;(z*) < 0

Vi = 1,..m Esto prueba que z* es un punto viable de (P). Por otro lado,
(2) implica que

f @) =L(@"0) < LX) = f (@) + i Ao
pero X} > 0, g;(z*) <0 Vi=1,..m asfque
f (@) +§;A:gi<x*> < F )
concluimos que _
FE)=f @)+ i_n;A:gi(x*) L)

y también que Ajgi;(z*) =0 Vi=1,..,m

Observacién: 24

(a) Si ACB= inf,cp{h(z)} < infoca{h(z)}

(b) Si h(z) < k(z)Vz € A = infyea{h(z)} < infoep{k(z)}
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Veamos que:

f(z*) = L{z*,2") =inf{L(z,A") : z € C}
< inf{L(z,\"):z € C, g(z) <0}
= inf {f (z) + Zx\;‘gi(x*) :z € Cgi(z) €0,..,gm(x) < 0}
< inf{f (z):z E_C ,01(z) <0,..,9m(z)} = MP

Pero sabemos que
MP < f (z*)

por lo tanto
MP = f (z*)

por lo tanto, z* es la solucién de (P). Asi un punto (z*,\*) tal que z € C,
A* > 0 y satisface la desigualdad

(1) L(z*, ) < L(z*,A") < L(z,A") Vz € C, A > 0 es llamado punto de silla
para el lagrangeano de (P), y tambien se cumpla la condicién (3),

(2) La condicién A gi{(z*) =0; ¢ =1,2,..,m implica aun m4ds informacién.
Esto quiere decir que si (z*, \*) es un punto de silla de el lagrangeano de un
programa convexo (P); entonces:

(1) MP es finito y z* es una solucién de (P)

(2) Las condiciones de complementariedad
Agi(z*)=0;i=1,2,..,m
es satisfecha

2.1.6 EL TEOREMA: DE KARUSH-KUHN-TUCKER (FORMA
GRADIENTE)

Supongamos que (P) es un programa convexo superconsistente tal que la fun-
cién objetivo f (z) y las funciones restringidas g;(z), ..., g (z) tienen primeras
derivadas parciales continuas en C para (P). Si z* es viable para (P) y un
punto interior de C, entonces z* es una solucién de (P) si y solo si existe un
A* € R™ tal que:

1. \; >0parai=1,2,..,m.
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2. Xgi(z*)=0 para i=1,2,...,m
3. Vf (2) + S0 Ngi(a™) = 0.

Demostracion:

(=) Si z* es solucién de (P), entonces por (teorema 2.1.5 ) existe IX* en R™

tal que (1) y (2) se cumple
L(z*,\*) < L(z,A\"),Vz € C

Asi que z* es un minimo global para h(z) =L(z, A*) en C desde que z* € intC

y h €C! = Vh(z*) = 0 esto satisface (3)

(<) Supongamos que z* €C y A* € R™ satisfaciendo las condiciones (1),(2)

y (3) Sea z es un punto viable para (P), entonces
Ag(z) <05 f(2)+Ng(z) < [ (2)
por la convexidad de f tenemos
f@)2f(e)+Vf (z")(z-2")
y por convexidad de g tenemos
9i(z) 2 gi(z*) + Vgi(z")(z — 2)

2i9i(x) 2 N gi(2") + A Vgi(z™)(z — z7)

sumando (ii) y (iii) y usando (i)

f@2>f(z +Zx*gz F )+ Aai
=1

@)+ Nigla)| (@)

F@)2 @)+ Y Nale) 2 ()
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2.2 El Método de Barrera Primal Dual
2.2.1 Planteamiento del Problema:

Se desarrolla un metodo primal dual para los programas lineales estdndar y
sus duales. En este capitulo trataremos con los programas lineales y estandar
y sus respectivos duales Consideremos:

Minimizar ¢ z

SujetoaméS-—-{xE]R":Ax=b,i20} (10)

Primal = (P) {

Donde z,c € R*, b€ R™ y la matriz Ae R™xR"

B Maximizar bTy
Dual = (D) { Sujeto a (y,z) cT = {(y, z) c Rmtn . ATy+ z= C, 22> 0}
(11)

Aqui R™ denota el n-dimensional espacio Euclideano, c€ R™ y be R™ son
vectores columna constante y A es una mzn matriz constante. A lo largo de
este capitulo proponemos las siguientes hipétesis sobre estos problemas.

(a) El conjunto §! = {z €S: s > 0} de las posibles soluciones estrictamente
positiva de] problema primal (P) es no vacio.

(b) El conjunto T? = {(y, 2) €T : z > 0} de los puntos interiores de la regién
feasible del problema dual (D) es no vacio.

(c) Rango (A)=m

2.2.2 Problemas Barrera. La primera idea ser4 usar la tecnica de Barrera
para generar problemas barrera tanto para el Primal como para el Dual

Usaremos como funcién barrera a —pu ) % logz;, y aud 5, log2; para (P)
y (D) respectivamente, generando los siguientes problemas. Debido a esto se
tomara la funcién objetivo que dependera de las variables z, p
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Minimizar ¢Tz — u Z logz; para el primal
iel

Maximizar by + p Z log z; para el dual

=1
Luego
Minimizar ¢’z — p 3}, logz;
(Pu){ Sujetoaz eSS ={zeS:z>0} (12)
glzy=Az—-b

Maximizar by + p Y51 logz;
(Dp) {4 Sujeto a (y,2) € T = {(y,2) € T: 2 > 0} (13)
§(z)=ATy+z=¢c, 2>0

Varios autores han hecho un profundo anilisis de consistencia de la curva
de las soluciones z(u) de (Pu) , (y(r),2(n)) de D(u); con (1 > 0) Se tiene
mostrado buenas relaciones de la dualidad en el método de barrera logar-
itmica de la funcién para pares simétricos de los primales y duales de los
programa lineales. Un nuevo algoritmo , proponemos aqui que se basa en el
anilisis y en las relaciones de dualidad. Observamos en primer lugar que la
funcién objetivo de (10) es una funcién convexa , pues

4]
czr= : (Z1,.--Zn) = 121 + .. + T
Cn

es una funcién lineal y toda funcién lineal es convexa Por otro lado la funcién
b(z;) = log z; por criterio de derivada tiene b/(z;) = % yb’(z;) = —(—z# <0.
Por teorfa de concavidad b(z;) = log z; es concava y por propiedad —pulog z;
es convexa y como suma de funciones convexas es convexas entonces —u Y ", log z;

es convexa. Por teorema de convexidad entonces el problema (Pu)

Minimizar ¢’z —pY " logz;
(Pu) : I ’
Sujetoa z€ S ={ze€S: s> 0}
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es un problema convexa para cada parametro p > 0. Luego , cada problema
tiene a lo més una solucién minima local. Por otro lado , en forma analoga
para Dy la funcién objetivo de (11) es concava pues

by

by =1 i | (y1,-) = c1th + . + Caln
b,

es una fumcién lineal concava y como la funcién b(z;) = log z; por criterio de

derivada se tiene b/(z;) = -z%? z; > 0y b’(z) = _2211? < 0 y por propiedad

concavidad tenemos b(z;) = logz; es concava y como suma de funciones
concava es concava py .. logz; por teorema de concavidad el problema

(Dp)

Max f(y,z) =b'y+pd] logz
(Dp) Sujeto a (y,z) € T! = {(y,2) € T: z> 0}
G(2) =ATy+2z—c, z2>0
es un problema concava para cada parametro g > 0. Luego, cada problema

tiene una solucion maxima local. Aplicando la condicion de KKT para max-
imo Dy y para minimo Py se obtiene: Para el problema Py :

Lp(x) Y, 2, /'L) = ¢'z- NZIOgl'] - y(A.’D - b)
=

Velp(z,y,2,1) = cTe—pX'e—yAe
V?/Lp(x7 Y, 2, /‘l’) = —(A.’E - b)
szp(xa y,Z,/L) = O

El criterio
Vf()=>_ 4:Vg(z) = 0 implica Vf(z) =3; Y _ Vg(z)
Jj=1 =1 .

de KKT implica para nuestro problema

n

flz) = Yiiczi—pd i logz; =y + .. + ey — p(log z1 + .. +log z,)

g(z) = Z,l,i - Z;:)(xl,...xn)—(bl,...bn)z
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n

(@11 + ..01n)Z1 — b1, (@n1 + oo + Ann) Ty — b = Zai]-zj —b;
=1

La gradiente de f (z)

V(@) = (e = () s = (50)
La gradiente de g (z)

Vg(x) = (all + ..+ aln), ceey (anl + ...+ a,m)

Zyng(x) =y [(a11 + ... + @1n)y - (Cp1s e + Q)] + -
i=1

vt yn (a1 + oo+ a1n), ey (Gny + oo + g

El criterio (1) aplicado al termino j-esimo
V;f(z) —y;Viglz) =0

Implica

1
¢ — p(—) —yilan + .. + ajn) =0
J

Aplicando sumatoria

n

"1
ZCJ' — /.LZ(:E—) — [(a11 + ...+ aln), ...(an1+... + ann)] + ...+
J=1 j=1 "7

+yn [(@11 + o + Q1n)y ey (G + oo+ App)] =0

0 equivalente

= =1 a1 ... Qg
> 6= ) = ) (227 ) (1) = 0
i=1

=1

sea X=diag(z; z2,...z,) y e€ R*: e = (1,...,1) entonces

n
_ T
E cj=c'e
=1
matricialmente , se puede escribir :
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cFe— ,uZ(i)e —yAe=0
=1

Zj
6 equivélentemente

¢t — pX~te — yA=0 (14)

Az —b=0 (15)

Notemos que el sistema también da una condicién necesaria y suficiente (La
condicién estacionaria de Karush Kuhn Tucker) para ( y(u),z{u)) ser solu-
ciones de los subproblemas.

Ahora apliquemos los criterios definidos para el problema dual de la siguiente
manera:

Lp(z,y,z,4) = bly+pd]  logz; —z(ATy+z—¢)
Va:LD(m7y)27/1’) = ATy+2—C
Vy,Lp(z,y,z,n) = bT — zAT
V.Lp(z,y,z,n) = pZle —zx

Nuevamente, el criterio de KKT implica

m

V()= zVi(z) =0

i=1

respecto a z;

Luego, aplicando sumatorias
n 1 n
DYCED YRR
j=1 77 j=1

haciendo Z=diag(21,22--2,) ¥ e € R* : e = (1,..,1) y > 7 ,2; = ze

entonces
1
p Z(Z) —ze=0
j=0

Matricialmente se puede escribir

pZle—xz =0 (16)
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Tenemos

escribiendo en forma extendida

luego

tenemos

pZle—z=0
pZle =z
L 0
21
(17 1) = (.’131, "7"1371)
0 1

pX le =z

§(2)=ATy+2z-c=0
ATy+z—c=0
ATy+z=c—oyA+z=c"
yA + 2z =ct

Ja ecuacién (18) en la ecuacién (20)

yA + pXte=cT

ch —uXle—yA=0

y de la ecuacién (20) en (21)

ahora

(yA+2)—uXle—yA=0

z—pXle=0
z—puXte=0
Xz —pe=290
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y extendida por elementos: z;z; =p i=1,...,n
De lo anterior obtenemos un sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones

(15), (19) y (23)

Az —-b=0
ATy+2-c=0 (24)
Xz—pe=0

Donde T" denota la curva conformada por las soluciones del sistema de ecua-
ciones (24) para cada parametro y

T = {(z(u),y(n), 2(p)) : 4 > 0)}

Al llevar al limite p — 0, la curva I' conduce a un par de soluciones optimas
z* del problema (P) y (y*, 2*) del problema (D), que satisface la complemen-
tariedad fuerte, tal que 2zf = 0 siy solosi z* > 0.Hemos observado que si
(x(u),y(), 2(p)) es una solucién del sistema anterior o si (x(p), y(p), (1))
se encuentra en la curva I', entonces
z(p) € §
y(u)z(p) € T

De la ecuaciones (15)
Az —-b=0

bT = zAT (25)
De la ecuacién (19)
ATy4+z2—c=0—-2=c— ATy
2T =cT —4TA (26)
Es facil notar que la solucién de (24) implica solucién de (14), (15) De la
tercera ecuacién de (24) z = uX~'e reemplazando en la segunda ecuacién

de (24) tenemos:
Aty +uXle—c=0
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y esta es la misma ecuacién de (14), (15)

2.3 PROPUESTA DE ALGORITMO

2.3.1 Método de Newton:

Para resolver el sistema de ecuaciones dado en (24) usamos el Método de New-
ton en su forma més bésica o cldsica. Este método nos sirve para encontrar
un cero de una funcién no lineal. Cuando la utilizamos para la optimizacién
de una funcién f : y aplicamos la condicién necesaria de primer orden para
un minimizador local, se obtiene el sistema:

Vf(z)=0.

Dado que el jacobiano de V f(z) es V2f(z), el método de Newton nos con-
duce a la siguiente férmula:

Tpy1 = Tk — [V2f(a:)]_1 V f(z).

El método de Newton se escribe a menudo como z1 = xx + px, donde p;, es
la solucién de la ecuacién de Newton:

[V2f(z)] p=-V f(2)

Esto indica que €l paso p se puede obtener normalmente mediante la
resolucién de un sistema lineal de ecuaciones en lugar de calcular la inversa
dela Hessiana._Para resolver el sistema de ecuaciones dadoen (24) usaremos
el metodo de newton

(a*, %, 2*) eS'XT' en la direccion de Newton (ANT = (Az, Ay, Az)
donde

g gk = A, s
Y+l yk = A, — yk+1 _ yk A\
2RI 2k = A, Zp1 — 2
Para esto consideremos
Az —b
ATy+Z—C F(xay’ Z) (I)
Xz — ue



y su jacobiano
A 0 O
JF@)=] 0 AT 1

Del método de Newton ecuacién (12)

F(z,y,2)=V{ (z,y,2)

~J(f(z) AN = F(z,y,2) — I(f(zx)) A X = ~F(z,y,2)

A 0 O Az Az - b
0 AT 1 Ay = —| ATy+z-c
zZ 0 X Az Xz — ue

AAzx Az —b
AT Ay+ Az = —| ATy+2—-c¢
zAz + XAz 2X — ue

Donde

X = diag(zf,..2%)

7 = diag(zF,..,25)
En forma equivalente podemos escribir de la siguiente manera :
AAz=Az—-b

ATAy+NAz=ATy+z—c
ZAhz+XAz=Xz— pe

Resulta de la ecuacién (28)

APAy+202z = ATy+z2—c
ATAy = (ATy+z—c)— Az

multiplicando mienbro a mienbro AZ'X
AZTXAT Ay= AZ7'X(ATy+2—¢) - AZX Az
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De la ecuacién (29)
ZAxz+ XA z=2X-pe

despejamos Az

XAz = ZAz— (Xz— pe)
DNz = ~X'ZAz+X (X2 - pe)

multiplicando mienbro a mienbro AZ~'X

AZ'X ANz = —AZ'XX'Z Az + AZTIXX T (pe — X2)
AZ7'X ANz = —AZ7'ZA x4+ AZ7 (X2 — pe)
AZ XA z= ANz — AZH(Xz — pe) (31)

Luego, la ecuacién (31) en la ecuacién (30)

AZXAT Ay = AZ'X(ATy+2z—¢c) - (A A z+ AZ Y (ue — X2))
AZTIXAT Ay = AZ‘IX(ATy +z—c)+AAz+AZ (X2 — pe)

despejamos

Ay = (AZ'XAT) T [AZT'X(ATy + 2 —c) + AA 2+ AZ7 (X2 — pe))]
(32)
Pero de las ecuaciones primal y dual con las condiciones KKT tenemos:

Sujetoaz € S'={z€S:z>0}
9(Z) = AZ—-b=0
Sujeto a (7,z2) € T ={(y,2) € T:z>0}
3@ = ATg+z—c=0

de las ecuaciones anteriores tenemos

AZ—-b=0 (33)
y por la ecuacién (27) tenemos
AAz=0 (34)
y de
ATj+z—c=0 (35)



entonces (32) se reescribiria
Ay = (AZ'XAT) N AZ'X(ATg+ 2 - )+ ALz + AZ7H(Xz — pe)] =
Ay = (AZ'XAT)"HAZH (X2 — pe)) (36)
De la relacién (28) y de la relacion (35) tenemos
ATAy+ Az=A"j+Z2-¢c=0
ATAy+Az=0 (37)
reemplazando (36) en la ecuacion (37)

AT(AZ7'XATY WYAZ Xz — pe)) + Az = 0
AT(AZT'XATY )AZ ' (Xz —pe)) + Az = 0

Sea v =Xz — pe
Nz = ~AT(AZ'XAT)H(AZ W) (38)
De la relacién (29) y reemplazamos en la ecuacién (38)
Z A z+ X(AT(AZ'XAT) ") (AZ 7)) = Xz — pe

ZAx = (Xz— pe) — X(AT(AZ'XAT) ) (AZ (X2 — pe)))
Ar=Z7Z"'v— ZT'X(AT(AZ'XAT) ) (AZH(Xz — pe)) (39)
Definimos como v(p) = z2X—pe

v =Xz — pe =XZe — ule (40)

De lo cual obtenemos las direcciones que dan una solucién de este sistema,
que depende linealmente del pardmetro penalizacién u.

Tenemos (Az(p), Ay(p), Az(p)) de la siguiente manera

Az =7 - Z'x(AT(AZT'XAT 1 (AZ7)) - (41)
Ay = (AZ7'XAT)HAZ 1) (42)
Nz = AT(AZ7'XAT)"Y(AZ ) (43)

Ahora introducimos la matriz diagonal
D=(XZ") ; D’=(XZ™") = (z7'X)
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D=77 X3 (44)
D*(Z7'X) (45)
Se cumple la propiedad de commutatividad por ser matrices diagonales
D? = diag((z¥/2)?, ..(h /25)?)
Definimos: 25 El vector de valores de la funcién lineal
u(p) = (XZ)%e — w(XZ)"fe  €R" (46)
wi(p) = (zh2)? — p(alaf) s i=1:n (47)
De lo cual tenemos '

Du = (2°1X)? [(XZ)%e - u(XZ)-%e]

N

Du = (Z7X)?(X2Z)%e — u(Z7X)? (X2) 2e
Du = Z:X2X2Z%e — pZ? X2X 27 Ze
Du =27 XZze — ,uZTZTe (48)
Ademsds se cumple:
Z7iX=XZ"%

Como se cumple la propiedad de commutatividad por ser matrices diagonales
reemplazando en (48)

Du=XZ 3Z%e— uZ3 Z7e
Du = Xe — pZ e
Du = XZ 'Ze — pZ7 e
Du = Z7! [XZe — pe] (49)
de la relacién (40) en la ecuacién (49)
Du=Z""v (50)
Con la variable p y considerando la matriz proyeccién ortogonal de  DATy
| Q=DAT(AD?’AT)"'AD (51)
sobre el subespacio {DATy : y € R™} y , la direcién de Newton
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(Az(p), Ay(p), Az(p)) podremos hacer lo siguiente si la ecuacién (50) la

reemplazamos en la ecuacién (41)
Az =Du—Z'XAT(AZ'XAT)'ADu

Az =Du— (Z'X)A" [A(Z'X)AT] " ADu

Asi mismo de la ecuacién (45) en la ecuacién (52)
-1
Az = Du — (D?)AT [A(DZ)AT} ADu

Az =D [I- DAT(AD’AT)"'AD] u

De la ecuacién (51) y la ecuacién (53)
Az =D I-Qu
Por otro lado la ecuacién (45) en la ecuacién (42)
Ay = (AD*AT)1AZ

reemplazando (40) en la ecuacién (55)

Ay = (AD?’AT)7IAZ! [XZe — ple]

Ay = (AD?AT)AZ! [(XZ)%(XZ)%e - u(XZ)%(XZ)—%e]

Ay = (AD?AT)TAZ-1(XZ)? [ (XZ)%e — M,(-XZ)—%@]

de la relacién (46) en la ecuacién (56)

Ay = (AD?AT)AZ1X372 [y

por ser commutativa y matriz diagonal se tiene
Ay = (AD*AT)A(XZ7Y)z [u)
De la ecuacién (45) en la ecuacién (57) ,se tiene
Ay = (AD*AT)'AD [u]
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Ahora trabajemos con Az, la relacién (40) v =Xz — pe =ZXe — ple en la

ecuacién (43) se obtiene

Az = AT(AZ'XAT)'A(Z7XZe — pZ7'e)
por ser commutativa las matriz diagonal se tiene
Az = AT(AZ'XAT)IA(XZZe — pZ7le)
Az = AT(AZ'XAT)'A(Z72XZ2e — pZ7te)
Nz = AT(AZXAT)IA(
Az = AT(AZ'XAT)T'A(Z7'X)
Az = AT(AZ'XAT)TAD[u]

>

=

Ay = AT(AD?*AT)7*AD [u]
Por otro lado de la ecuacién (51) por D~! entonces
D!Q = AT(AD*AT)~'AD
De la ecuacién (60) en la ecuacién (51)
Az =D"1Qu

resumiendo tenemos
Az(p) = DI - Q)u(p)
Ay(p) = —(AD’AT) ' ADu(y)

Az(p) = D™ Qu(p)

Lema: 26 (1) Dado la direccién de Newton se cumple
D™t Az(p) + DA 2(p) = u(p)
Demostracién.
De la relacién (54) multiplicamos por D1
D' Az(u) =D'DI-Qu=(I-Qu
De la relacién (64) multiplicamos por D
D A 2() = DD Qu(p) = Qu(p)
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Sumando las ecuaciones (65) y (64)

D' Az(w)+DA2(n) = (I-Q+Q)u(p)
D' Az(u)+DAz(p) = u(p)

Lema: 27 La direccién (Az,Ay,/Az) de Newton satisface la siguiente

ecuacién
0=(A2)TAz=(D"'Az)"DAz (66)

Demostracién,;

Tenemos (Az)T A z = (Az)T1Az = (Az)T(DT)" DT Az =

(Az)T(DH™DT A2 (67)

Como la matriz diagonal D=DT tenemos:
(AT Az=DTA)'™D"A2=(D"'Az)"]DA2

(A)TAz=(D'Az)'DA2 (68)

por otro lado (33) y (34)
ANz=Az—-b=0 (69)

pero de la ecuacién primal con las condiciones KKT tenemos: De la ecuaciéon
(28) y (35) AT Ay+ Az=ATy+ z— c =0 Pero de las ecuaciones dual con
las condiciones de KKT tenemos:

A"Ay+Dz=0
Nz=—-AT Ay (70)

De la definicién (67) y la ecuacién (70)

(Az)T Az = (Ax)T(-AT Ay) = —(Lz2)TAT Ay=—(AAz)T Ay
(Az)TAz=—(ALz)T Ay (71)
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Pero de la ecuacién (69) en la ecuacién (71)
(A)' Az=—(AAZ)  Ay=—-(0)TAy=0
(Az)TAz=0 (72)

De la ecuacién (68) en (72)
(Ax)TAz=D1A2)’]DA2=0
Entonces obtenemos la ecuacion deseada B

Necesitamos ahora introducir las siguientes cantidades :

T = f o/ f ¥ min (73)

donde:
fi=gizl (i=1,.,n) (74)
f¥min=min{f¥:i=1,.,n} (75)
K e = {(zn: 5 /n} (el promedio de los f ¥) (76)

Jj=1

Al comienzo del algoritmo que se describe a continuacién se fijan los pardmetro
o real y 7tal que 0< 7 < o el pardmetro de la p y la longitud de paso, re-
spectivamente.Definir 7* y f* (i=1,.,n) fr_.y fFk,. por(75)y
(76). Vamos a establecer el pardmetro de penalizacién p=o0 f ¥, y luego
calcular un nuevo punto (z*+1,y*+1 2k+1) 5 partir de ( z*,4*,2*) en la

direccién _(A"E(/'l’)) Ay(:u’)7 AZ(/,L))
Lema:28 El punto es (z**!,y**1, 2¥*1) se puede escribir en la forma
2oy ) = 2 — & A 2()

ylo,p) =y* —a Ay(w) | (77)
2o, p) = 2 —a A z(p)

donde a denota una longitud de paso. Como la etapa de oo cambia el pro-
ducto f; = z;2z; de cada par complementario de las variables z; y 2; cambia
cuadriticamente tenemos
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donde fave(a7 /"‘) = iL'Z'((X, /"L)Zi(a7 l"')
Demostracién:

FE M e m) = 2 o, m)2 (o ) = (3 — a A () (2 — a A 2(p))
o p) = afz —alaf & zi(p) + 28 A zi(p) + Dzi(p) & zi(p)o®) (79)
donde la relacién (29) (Z A z+XAz =Xz — pe) y por elementos se tiene
of A zi(p) + 2f D zi(p) = ofzf — p

y como

entonces tenemos :
o D zi(p) +2f Dzi(p) = f§—n (80)
reemplazando la ecuacién (80) en la ecuacién (79)

[ o, p) = ofzf—a( f F—pu)+0zi(p) Azi(p)o?

y como f ¥ = zkzk

¥ (m)=F 5= (F §—wa+ Ozi(p) A zi(p)d? (81)

y el promedio de f 4. de f; (i = 1 : n) tambien como los cambios echo
dualidad cTz — bTy cambios linealmente De la definicion (74) y

fi(a) ﬂ) = zi(a) /-“)zi(a7 /L)

faveloo ) = (3_ f (e, m)}/m =

{Z zi(a, p)zilo, )} /m = z(a, 1) 2(a, p) /m (82)

De la ecuacién (81) le aplicamos sumatoria

Zf i{a, p) = Zf f‘Z(f f—#)a‘*‘z Azi(p)Azi(p)e?

=1

De lo cual tenemos

n n

DL = FE=Y (FE - et Y Avi(p) A zilw)e®  (83)

=1 i=1 =1

40



dividiendo entre n

n

(DS a,m)/n= (Z f f)/n—((z f i-“)/n,—lm/n)aﬂ}: Azi(p)Dzi(p)a®)/n

i=1

donde  fave(a, 1) = (i f (o w)/m
fove = {3_FiYHm

(An)T Az = Z Axi(p) A z(pw)o?

Reemplazando tenemos:

faelonp) = foe— (fe—wa+(D2)" Az/n (84)

pero (Az)T A z=0 por (56)

f Z:el(a?/l‘) = I;ve - ( fave - :u‘)a

De lo cual obtenemos la ecuacion deseada B
Lema: 29 se cumple

S, 1) — By(a, ) = (T — BTYF) — {(cTaF — bTy) —nula (85)
Demostracién:

a denota una longitud de paso de la ecuacién (33) y la siguiente condicién
0=Az—b=AzT — "

0= AzT — 7 (86)

De la ecuacién (86) la multiplicamos por ( y)
0= AzTy - by (87)
De la ecuacién (35) y la siguiente condicién 0=ATy + 2z — ¢ = yTA+2T — T
0=—yTA-2T+cT . (88)

De la ecuacién (88) la multiplicamos por (—z)
0=—y Az — 2Tz +7x (89)
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De la suma (87) y (89) obtenemos lo siguiente

0 = (Ax)Ty -b"y—yTAz — 2Tz + 'z

—ETy — 2z +cTz

pero
(Az)Ty = y* (Az)
2Tx = by +clx (90)
22T = 2%z = Tz — by
2Tz =cTz — by (91)
6 equivalentemente
Ziak = Zc,xf - Zb,- y*  (91a)
i=1 i=1 i=1
m(a1 u)TZ(a, ,LL) = CTJI(Q, FL) - bTy(a7 ,LL) (92)
y €como:
faelap) = (e, pn) 2(a,p)/n
e = (¢72)/n
y tambien
fal'zczz_l (Oé,}t) = Zve - ( fwe - /J‘)a

entonces tenemos:
(o, w) 2(p)/n = (372)/n— ((z72)/n — po
z(o,w) 2, )/n = (72— (a72 — pn)a)/n

Tz — (272 — pn)a (93)

z(e, 1) 2(e,p) = «
de la ecuacién (92) en (93)
ctz(o,p) —bylo,p) = c'z—b'y—(c'z—b'y — pn)a
o, p) = bTylonp) = (cTa® —bTy*) — {(c'z* ~b"y*) ~ nule
de lo cual obtenemos la ecuacién (85) B

Por ultimo una longitud de paso o* serd determinado por

BF =max{a: fi(d,p) > ¥(d)} donde o/ € (0,a) y i=1:n  (94)
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o = min{1, 8} (95)

V(@) = f in = (f min = 7 f min)e (96)

A partir de esto podemos establecer el algoritmo:

Algoritmo: 30
Inicio: (2%,1°,2°) € S’zT7, ¢ (tolerancia)

o,TeER; 0<7<o<1
hacemos k=0
Paso 1: Evaluamos: si cfz* — b'y* < ¢ Paramos
Paso 2: Hacemos f ¥ =z¥zF :=1,2,../n
icnin = mll’l{ f f}
we = [(2f F) /7]
Paso 3: Hacemos = a f ¥y calculamos (Az(u), Ay(u), Az(w))
Paso 4: Calculamos of -
donde o* = min{1, 8}
ﬁk = max{a/f i(al7 :u‘) 2 fnin_( fnin_’rf Zve)a/ Vi=1, 27 "7n}
%el mas grande intervalo donde o/ € < 0,a > %
paso 5: Calculamos:
gt = g% — o Az(u)
Yo =y — o Ay(n)

2K = 2k — oF Az(p)
paso 6: Hacemos k :=k + 1 y volvemos al paso 1
2.4 PROPIEDADES DE CONVERGENCIA GLOBAL

En esta seccién se muestra algunas propiedades de convergencia global del
algoritmo. El siguiente lema proporciona una propiedad a la funciénes
f (i =1,2...,n) definida por: (74)

Lema: 31 Si definimos

() = f g = (f by — )~ P (97)

Entonces

fila,p) > (e, p) paraun e € (0,1) (1=1,2..,n) (98)
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Demostracién:
De la ecuacién (81)
fila,p)=fE=(f = ma+ba(pw)Dz(p)a
y de la condicién
Azi(p) Dzi(p) = (D7 Az (w))i(DAZ(n));
obtenemos:
filayp) = £ = (f § = wa+ (D7 Ax(w)i(DAZ(k))ie” (99)

Sea :(D71Az(u));(DA2(1)); termino i-esimo De la ecuacién (63)
D 1Az(u)DAz() = u(u) entonces

D™ Az(p) = u(p) — DAz(p) (100)

De manera particular tomamos el termino i-esimo reemplazando en la ecuacién
(100) y obtenemos

(D™ Az(p))i(DAZ(1)); = (u(p) — DAZ(1):i(DA(w));  (101)
Ademas por la propiedad de diferencias de cuadrados
4(azb;) = (a; + b;)* = (a; — b;)?
(a; + b;)? _ (e — b;)? < (a; + b;)?

.h: 2 —
(a:b:) 4 4 = 4
(aibs) < (@i +b:)°
1Yl — 4

haciendo a; = [u{p) — DAz(p)]; ¥ b; = [DAz(p)),

entonces a; + b; = [u(p)),

(aibi) < W (102)
haciendo a; = [u(p) — DAz(p)]; y b; = [DAz(p)), (103)
entonces a; + b; = [u(p)]; (104)

Continuamos con la desigualdad en (101) y reemplazamos (102) con la condi-
cién (100)

(D~ Ax{))(DA=(1): = (u(i) ~ DA(1)):(DA2(w); < UL
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(D7 Az(u))i(DAZ(w))i < |u(/i)i\ |

Por otra parte tenemos en forma general:

n

(D722 (w))" (DAz(w) = ) (D7 Az(w))i(DAZ(k));

=1

n

(D7 Az(w) T (DAz(W) = > (D7 Az(p));(DAZ(w));+

i
(D7 Az(p))(DAZ(p));

Pero del lema 27
0= (Azx)TAz= (D'Az)TDAz

reemplazando en la ecuaién tenemos

0= Z D™ Ax(p));(DAZ(1)); + (D7 Az (p)):(DAZ(w));
J#i

—Z D™ Az(u));(DAz(W); = (D7 Az(w)){(DAZ(w)):
J#

Pero de la ecuacién (105) y aplicandole la sumatoria tenemos

n

S o as)paz)< Y L Wl

i=1; j#i i=1; j#i

Multiplicando por (—a?)

23 (- fuG” o?
—az Ba()i(DA(w): > ~E

reemplazando la ecuacién (108) en la ecuacién (109)

__”u(/ié)l” o 21—12;# D Az(p):(DAZ(p)); =

(D™ Az{))(DAZ(1)); o

SO ¢ (0t Al (DA o
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como
b —(fEa—ma < fr—(f%- po dadoque fE, < f¥ (110

sumando las desigualdades (110) con la desigualdad (109)

fnin_( fnin—u)a_ws ~
Fi=(f¥-ma+ (DAz(W)(DAz(p))i? (111)

donde del dato de la ecuacién (97) y la ecuacién (76) reemplazando en la
desigualdad (111)

2
C(a,,u) = ﬁlin - ( rkilin _:u‘)a_ Mit)i <

FE = (7 E = ook (D7 Ac()(DA )i = 1 o k)
C(aaﬂ) S f i(auu')
Lo cual demuestra la desigualdad (98) B

Teorema: 32

(i) Si la longitud del paso o* determinada en el paso 4 del algoritmo del
capitulo anterior de la iteracién es menor que 1, entonces se cumple

K | P Gk (112)
v = n(1l — 20 + wko?)

b
) k> _Al(ii (113
~ n(l4+ 0?7k )

c)
cT$k+1 _ bTyk+1 — (1 _ (1 _ O')Ozk)(CT.’Ek _ bTyk) (114)

d)

™t _g/r < (1 =v)(x* —0o/7) sio)T <7k (115)

46



donde

v n(l+ i(g -_}j ;lr(); —T)T (116)
e)
ol <o/r st * <o/r (117)
(ii) si of =1 entonces
Tkl _ bTZj::lzg(;(/C:xk — BTyk } 118)

Demostracién:
Consideremos en primer lugar el caso o < 1
BF =max{a: fi(d,p) > ¥(a/) donde o €(0,a) y i=1,..,n}
of = min{L, 8} y ¥(a) = f g = (f min — 7/ Gue)
De la definicién para o y haciendo
T = max{ : ((o/,0f £,0) > U(e)}

Como of determinada por o' € (0,a) ,entonces o > @’ , y por ser af < 1
entonces af = 5’“ >7T

B* > T entonces max{a: f i(a/,p) > ¥(¢/)} > max{d/: ((: ¢((/,0f k) > ¥()}

file!,p) > W) > ¢(d50f k) = ¥()

De lo cual solo se cumple cuando
\P(al) = C(al; alf Z’UC) con /‘L = a’ f Zve
Mediante el cdlculo de una solucién positiva de la ecuacién

(5 0f fue) = ¥() (119)
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Ademas tomaremos of = o/

f f:nin” ( f fnin —Gf ’;ve)ak - ”U,(O'f I;.'ve)”2 (ak)2/4 = f fnm ( f ﬁnn _Tf ave) '

—of ke = |ulof B (@)?/4 = 7fk0f
of boak—rfEaf = fulof k| (aF)?/4
(0f ke —TF EoF = |lu(of £ (@*)?/4
(0f be=7f 5D = |lulof B o /4
Fhdo=1) = |ulof &) a*/4
Despejamos oF
£ Eelo =04/ (Julof £ = o (120)

> ¥(o/)} tomaremos

ave)

donde para o =T =max{a : {(¢ : {(/,0f

a* = o/ Por otro lado por la definicién (114)

1

wi(p) = (252f)% — p(ahzb)2 i=1:n (121)

y de la definicién de norma:

”’U,(O'f (kz:ve)Hz = Z'ul(af ’acve)|2

lu(wi® = Z ui(w))* = f)z ,u(ackzk)
pero de (74) z¥zF = f* donde
lu(of &I = DUCF HE —u( £ B4y (122)

lulof 5" =S {(F 0% —of k(£ 55
=1

lutof &’ =D AT B +0*(F 6 (557~ 20f &)
lulof 5l =D (F B+ FEPI(FH™—20f WZ (123)

i=1 i=1
como de definicién f 5= {3 f¥}/n entonces :

nfke=> f*F (124)
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De la ecuacién (124) en la ecuacién (123)

n

ulof B = nflto+?(F LS (FH T ~20f K n (125)

i=1

Tomando en cuenta la siguiente observacién

k k - 1 1
fmin S fi f-_ffmn
“. 1 "1 1 & n
;f_f = ;f:; rE ,I;“f o
S(fhH Z : (126)
=1 7

reemplazando la ecuacién (126) en la (125)

n

“'LL O'f G’UG ” _nf ave (f’;ve ZZ( f:,'c)—l—

=1
—20f avell < nf klwe - 02( ave)2 7: - 20’f avell
”u O'f ave)“ = TLf ave T (f ’;ve)2fn' _2Uf avell
“’U, Uf ave ” = Tlf ave(1+ f ave _20) (127)

min

De la definicién (69) =* = £ 4w reemplazando en la ecuacién (127)

F in
lu(of &° = nf &ell + o*n* ~20) (128)
1 1
< 129
’I’Lf I(i'ue(l — o?mk — 20) B ”U(O'f Zve)”z ( )
multiplicando por f* (0 —17)4 a (129)
f Zve(a — T)4 < f sve(a - T)4 (130)

nf Ge(l+0%1* —20) = Jlu(of k)|
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Usando las ecuaciones (120) y (130}

a.‘ue(o- — T)4 < f twe(o- _ T)4 k
= &
f a‘ue(l + o-zﬂ-k - 20-) . “'Lb(af aUE)“
ave(a o T)4 < O.‘k
nf k(1 +omk —20)
(0 —7)4 < oF

n(l + ot —20) —
lo cual demuestra la desigualdad (112} Pero de la ecuacién (128) tenemos:
o 5N < nf (1 + 0% — 20)
Como 1 < 7* sumando o?#* - 2¢
1+o%nF — 20 < n*+o%x% — 20
que a SuU VeZ Sera menor que
1+ 027 — 2 < 7* + o%7* — 20 < 7* + gin*

1+ a’r* — 90 < 7% + o%x" (131)

multiplicando nf £, a la ecuacién (131)

n f ave(l+ 01" —20) <n f L (7" +on¥) (132)

De lo cual acotando inferiormente la ecuacién {128) con ecuacién (132)

s 5 l° € nf (i + ot —20) <n f 5 (n* + o%n¥)
l(of 5N° < n fh(r* + a?)
1 < 1 1
n f e(rk +o?r*) T o fE(rF+ otk - 20) lu(a f £
k(o —1)4 —7)4 koo —7)4
f aue(o- T) - < a,va(o 7';) S ave T)z (133)
n f aﬂe(ﬂ-k —ain ) n f ave(l + alnk — 20-) ”u(Jf aue)u
f ave(a B T)4 < ave(o- _ T)4 < O{k
L a‘ueﬂ-k(l + 02) ave(l +4a 2k — 20) B

Lo cual demuestra (112) y (113}

Recordaremos que: f %, =zTz/n

b =D fi/n=3"2/n (134)
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De la ecuacién (85) 2Tz = 2Tz = cTz — by

ke=x2/n=(cTz—bTy)/n (135)

ave

y de la construccién de (2%, y**+1 25+ con p = o f £, = o(cTz* —bTy*) /n

y de la longitud o* del paso de la construccién f ¥*1 tenemos
k
f a'j;zl( ) Z've _( ave /,L)Ot

R CADES 'Sve(a'“,#) = f aue(0,0F Gue)

f s;l(a M) ave (f ’;ve - O'f ave)ak

f e (o, p) = Iacve ~ 0" f Goe = Of e wve = (1= 0)f Gt
Faa,p) = lhe—(1—0)f hed® = (1~ (1-0)a")f G
feeap)=01—-1-0)a")f & (136)
pero:  f e (a,p) = (@) () /= (TP — 0Ty Y/ (137)
ko= 2Fn = (Tz* — bTyF) /n (138)

reemplazando (137) y (138) en (136) (cTz**+1-bTy*1)/n =(1—(1—0)a*)(cTz*—
bTy*)/n
(cTzFt! — pTy**) = (1 — (1 — 0)aF)(cTzF — bTyF) (139)

con lo cual se demuestra la desigualda De la definicién (73) para termino

k+1
f k+1 :
e (140)

k+1 _

T

tenemos la siguiente diferencia

mktl g f ];;'-el g ’;ve . ( I;ve _ O'f Ic;ve)ak _ z
T f :Cnfx:xl T mm (f - Tf Iacve)ak T
L g _ ( f ave ( —af ave)a )T - 0( x’iun _ ( fnin ave)ak)
B k
T (fmm_( mlanfa/ue)a)T
aktl g _ a’ueT — avea T+ O'f awe® T — 0 f min + ( fnin —7f ,czve)ak
- k
T ( f (f mln ave)a )
k
ﬂ.k+1 _ z — avel — avea T+ (Tf avea T—Oo f min T ga* mm — 0T f ave®
T ( kmln - ( {'cnm =T f ave)ak)T
k
,n.k+1 _ z — avel — Iac'ueakT — Uf min__ Ua f min
T ( f min ( min — 7 f ave)ak)T
7I'k+1 _ g — Iac.veT fmn _ ak(f avel — 0 f ave)
T ( f min ( min T f ave)ak)
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k+1 g _ ( ZveT - Uf x’gun)(l B ak) (141)

N e

min min

De la definicién (119) para k tenemos:

7 f =1 twe (142)
De la ecuacién (142) en (141)

a2 (7" f finT = 0f fin)(1 — &)
T (f fin = (f foim — 775 f Ein)o®)r
s f (T —0)(1 = o)
T (f foin = f fin(1 = 77 Jab)r
ok _ 2 f in(7*T —0)(1 = o¥)
T f a1 — (1 —7ak)ak)r
ok O (nhr — o)(1 — oF) _ (% —a/7)(1 — o)
T 1-(Q—7rk)ak)r 7 (1= (1 —77%)ak)
o7 (r* —o/T)1—a*) _ (n* —o/T)(1-oF)
T (1—(1—77k)ak) il — of + 7kak)
e g = (@ ~a/r) ((1 -(ik +C:'7)r’°ak)) =
. (1—a*) + ke — rrka®
= —o/7) ( (1 z of + rrkak) )
k1 O & kot
o= (7 — o /T) (1 - 1o 'rvrkak)) (143)

Lo separamos en 2 casos
noindentSi 7* < £ entonces

7Tk—‘

A9

<0 (144)

como
aF<1-0<1-0oF

entonces

1—ak

1 — ok + 77kak —
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y ademas se tiene por la propiedad

? <1 donde a,b>0
a+b
paraa = 1—af; b=rr*a®
entonces 0 < 1-o =1- 1-of
- 1-— ok +7rkak 1 — ok + rrkak

0< (1— L= o ) (145)

1 — ok 4+ rkak

Para que la desigualdad (143) sea negativa y la ecuacién (145) debe ser
positiva y dado que la ecuacién (144) es negativa, entonces

(mk+t — —U—) <0 para 7*< g
T T
con lo cual obtenemos la desigualdad deseada (117) Si £ < n* entonces

0<ak— g (146)

tenemos de la siguiente desigualdad

k k kk
T o
T > ™ (147)
1—of +7rrkaf = 1+ 7rkak
—r7kak —rrkak
1 — ok +7mka* = 1+ 7rkak
ko k k. k
—rmha —rr*a
1 <l4+ —m-— 148
+1—ozk+7'7rka’°_ +1+T7r’“ak (148)

multiplicando a (148) por (146)

ko k kK
k_z) 1— T <( k_g) 1T 14
(7r T ( 1—a’“+7'7r’°a’“) =\" 77 1+ Tmkak (149)

Acotando la ecuacién (149) con la ecuacién (143)

-2 (-2 (1- ok < (»-2) (1- _rmtat
T T 1 — o* + rkak T 1+ rakak

k, k
k+1..g<(k_g) 1T 15
m T =\" 77 1+ 7mkak (150)
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De la ecuacién (113) tenemos

(0 —71)4 k
— <
nrk(l +02) —
entonces

7%_:7)3) < ot (151)

multiplicando 7 y sumando 1 a la ecuacién (151)

(o —T7)4 k. k

——4+1 < 1

(1 +0%) +1 < 7a"7n” +
1 1

>
i)

-1 -1

<
(Tga-—-7'24+’n(1+0'22) = (rmkak + 1) (152)
n{l+o2)
sumando 1 a (152)
(0 —7)4 _ -n(l+ o?) 1<
n(l+o2)+7(c—7)4 T1(0c—T1)4+n(l+02) -
< -1 1o rkak
~ (rwkak + 1) 1+ 7rkak
(o —7)4 Trkak (153)

n(l+o02)+7(c —7)4 — 1+ 7rkak

Entonces le asignamos como v segtin la definicién (116) en la ecuacién (153)

rkak
A — 154
Y= 15 rakok (154)
multiplicando por (—1) y le sumamos (1)
rkak
1—u>1- 2%
v= 1+ Tkak
ordenando tenemos .
T o
-  <1- 155
1+ 7rkak = v (155)
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Reemplazando la ecuacién (155) en la ecuacién (150)

o o o
ol — < (wk——) (1-v) para —<m
T T T

lo cual demuestra la ecuacién (115) Por construccién f %

f L — min{(fia*):i=1,2..,n}

como
\Il(a) S fi(a’ /‘L)

tomamos el minimo de f; y lo definimo

fEL = min{(fic*):i=1,2..,n}

min

[ = ¥a)
como V¥(a) es
\Il(ak) mm (f mm__Tf ,ac.ve)ak

f frjr} = ﬁlin - ( icnin - Tf I:/ue)a
ademas se tiene de la ecuacioén:
f ’(:’j_el(a7 /‘L) = a,'ue (f ave _o-f Igve)a

v(1) < fi(l,0f K,.)
\I/(l) S fmjn(]-;o-f I;ve)

para todos obtenemos

1 < 1
b k+1
f ave S f J_ave
[ ain(Lof ) w(1)
tenemos (140) para k+1 , wktl = f k+l/f kil

reemplazamos (i) y (ii) para
Ot =1 Y H= O'f ave

se obtiene

fmm(]- O'f ave)/‘I}(l) - Uf ave/Tf ave
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Luego, -
ﬂ.k-l-l < =

-
lo cual demuestra la desigualdad M

Colorario: 33 El algoritmo termina en por lo menos
O(nlog 7°) + O(nlog(cTz® — 6Ty’ /¢))

iteraciones

Demostracion:

Se sabe 7* > 1 para el caso

™ <o/r+1 st —0/7 <1
Aplicando logaritmo en la ecuacién (160) tenemos
In(n* —o/7) <In(1) =0
In(7* —a/T) <0
De la ecuacién (115) para la condicién inicial y por el teorema (32)

k

= < (1 -v)f#° - 0o/7)

419

Aplicando logaritmo

In(r* - 2) < Inf(1 - v)"(x° — o/7)]

In(7* — g)’ < kln(l—v) +In(x® —o/7)

como 7°— 2 < 7° Aplicando logaritmo

In(7? — g) < In(n%)
De la ecuacién (163) en (162)
In(r* — g) < kIn((1 — v) + In(z°)

por propiedad
In(1+b) <b paratodobd> —1

56

(158)

(159)

(160)

(161)

(162)

(163)

(164)

(165)



Aplicando la propiedad (165) anterior en la ecuacién (164)
In(r* — g) < k(—v) + In(7°) (166)
por criterio de convergencia de la ecuacién (161) en le ecuacién (166)

In(r* — g) < k(—v) +In(7°) <0

In(7%) < kv (167)
tomando el valor de v de ecuacién (116)
In(7) < kv (168)
In(r®) <k Ao —m)r

~ n(l4+0%)+4(c—1)r
Existe distintas posibilidades ajustar ¢ y 7 de tal maneraque 0 <7 <o < 1,
y que se cumple

d(o — )T
In(7%) <k 1
nln(r’) < (1702 +4(o = )7 (169)
on(1+08)+4(c—7)7
<k
nln(7") o=y < (170)
De lo anterior hacemos ¢ =constante
A+ +4o—T7)T
B Ao —7)T (171)
De la ecuacién (171) en (170)
enln(7®) <k (172)
Entonces para un 7% < -57 tiene un orden de complejidad
O(nln(#%)) Ademas se tiene la condicién de convergencia para
cFz* - bTyF <e (173)
Aplicando logaritmo
In{cTz* — bTy*) < In(e) (174)

De la ecuacién de (114) con termino k-esimo con condicional inicial para

cFzF —bTy* = (1 — (1 — 0)®)*(T2® — bTy0) (175)
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Aplicando logaritmo

In(cTz* — bTy*) = kIn(1 — (1 — 0)a®) + In(cTz® — bTy°) (176)
con propiedad (165) tenemos
In(cTzF — bTy*) = k(—(1 — 0)a*) + In(cTz? — b74°) (177)
y como 7* < o/7 + 1 entonces
1 1
il 17
™ ~ o/T+1 (178)
multiplicando % a la ecuacién (178)
4(c — ) 4(c — 1)
> 179
n(l+o2)7* = n(l+o?)(o/7+ 1) (179)
Acotando superiormente por (113) a la ecuacién (179)
4o — 1) Alo~1)
k> > 180
T n(l+o?)nk T n(l+o2)(o/T+1) (180)
multiplicando k(1 — o) a la ecuacién (180)
k(1 —o0)4(oc —T)
(1 ks 181
) gy (181)
multiplicando (-1)
—k(1 —0)4(0 — 1)
— - k< 182
k(1 —o)a” < n(l+o2)(o/7+1) (182)
Aplicando (182) a la ecuacién (177)
In(cTzF — 8Ty*) = —k(1 — 0)a* + In(cTx® — bTy°%) <
_k(l - 0)4(0 ” T) + ln(cTa:O _ bTyO) (183)

n(l+o2)(c/7+1)

T, k —k(1 —a)4(o —7) T.0 3T, 0
In(cTz* — b7y )<n(1+02)(a/7+1)+ln(c z —by) (184)

por criterio de convergencia (174) en (184)

In(cTz* — bTy*k) = %4%)5 +In(cTz% - bTy%) < In(e)
,;’;(%Lm‘;(i(;’;ﬁ% + In(c"x —bT 4°) < In(e)
—k(1—0)4{o~7) T 0
ey T In(cta® =Ty < 0
—k(1—0)4(o—7) b0 < 0

+

In (——MO— - )
n(1+o2)(o/7+1) €
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Tzl — bTyO k(l - 0)4(0’ - 7')
n (=) < s 15

De la misma manera , se tiene 0 < 7 < o < 1,tales que

A Tz — Ty (1 +o%)(o/T +1) :
no ln( - ) = o)4(o =7) <k (186)

(1+02)(o/T+1)
(1—0)4(c - 1)

De lo cual tenemos la constante ¢ =

Luego.

T,.0 _ T, 0
nln (%‘”-) i<k (187)

tiene un orden de complejidad O (n In (CT—"O;—I’T&O
De la condicién de la ecuacién (172) con orden de complejidad O (nIn (70))

T ,0_pT,0

y ecuacién (187) O (n In (%——L)> tenemos:
T.0 _ pT,0
O (nln (71’0)) +0 (nln (%))

Obtenemos la ecuacién deseada (159) W
Colorario: 34

Supongamos que 0 = 1/2 y 7 = 1/4 entonces

ok > 4/(nr*) (189)
& BTy < (1 o)) (T - 6Ty (189)
i) g < (1 st —2); ST 2<nt (100)
iv)

<2, s ab <2 (191)
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Demostracion:

Para obtener (i) y (ii) basta solo reemplazar ¢ = 1/2 y 7 = 1/4 en la
parte (a) y (c) en el teorema (32) Para la parte iii) usar d) y para la parte
iv) usar e) En vista de la segunda desigualdad del corolario (34) la k-ésima
iteracién reduce el gap entre la cota inferior cz* y la cota superior by* para
un valor optimal comun de (P) y (D) por al menos % El siguiente teorema
muestra un metodo que permite alcanzar una mejor cota inferior y superior
para el valor optimal en cada iteracién ; si hacemos g = 0 y tomamos el més
grande tamano de paso « satisfaciendo las condiciones de factibilidad primal
y dual z(e, 0)€S y (y(«, 0); 2(c, 0))€T entonces podemos reducir el gap. por

al menos ——
‘ (mFn)2Z

La demostracién de la tercera desigualdad para o/7=2con v =

1

Bn+l
k1 _ o < (1 k {9 k
s 2<(1 5n+1)(7r 2) si2<m (192)
como
1 > 1 o 1 <_ 1
1+n~ bn+1 14+4n~ 5n+1
1+ —— < (14—
+1+n_( +5n+1)
(14 —L )k —2) < (14— )k —2)
14+n - n+1

T -2 < (1-1/1+n))(x*-2) si 2<aF

vemos 7Fa® > 4/n por lo tanto, se obtiene el resultado.l

Teorema: 35

Definimos 0 =max{a: fi(e/,0) >0 Vo € [0,0],i=1,2,..,n} (193)
en el paso 3 algoritmo hacemos # = z( 0,0) , § = y(0,0) y 2 = 2(6,0)
entonces Z y (g, £) son soluciones factibles de (P) y (D), respectivamente,
y la desigualdad

T — b < (1= 1/(na®) (P 2* — bTy) (194)

es valida
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Demostracién: Del Lema: (29)
cFr(a,u)—bTy(a,u) = (cTzk —bTy*) — {(cTz* - bTy*) —npu}a Para =0

cTa:(a,u) — bTy(a,u) = (cT:vk — bTyk) {(ch’C bTyk) — 0}

cTz(a,0) — bTy(e,0) = (1 — a)(cz* — bTy¥) (195)

yparaf=a 0<c'd—b" §=(1—-0)(c"z" - bTyF)

Por el lema (30) se cumple

((a’ u) < fi(a7u)

y que 8 es mayor o igual que la solucién positiva de la ecuacién
En efecto:

aZ
C(CY 0) min fnina - Hu(o)llz _4_ =0

multiplicando por ||u||2
. y
”’LLH2 ( min f min® — Hu||2 z> =0
2
[84
”u” f min ”U“ f min® — ”UH4 —;1— =90

2
a
~llull® f S HUII f tin + Nl 7 =0

sumando y restando

‘HUIlza k 407 k \2_ (rk N2 _
lP £ 2 (L) el S (7 8~ (7 B =0

2
P (”“” +fmm) C(fEP=0
(”“” +fmm) A — (f )2 =0
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(““” s ) P £ R+ (f ) =0

||u||2a 2y 1/2
——2—— mm— (” ” f (fmin )
1/2
” “ [(” ” fmm (fﬁun)2) _fll'cmn]
ko \2)1/2 k.
o [l i+ (f )™ fml;} (196)
Jlulf? [l
tomando 6 = max{a : f;(¢/ 0) >0} paratodo o €]0,q]
/2
+ k y2)! k.
llull [l
Por propiedad a—b> -4 y a+b>a-b— 5>
1
t -b> 1
entonces a—b> —— (198)
Luedo,para
(”U’” fmln (fmm) ) (199)
Hull
||u||2

Para la ecuacién (199) en ecuacién (198) Reemplazando ecuacién (197)

TP f et (F R

0 > 2 2 - mi;
|| [l
1
> 2 200
(||u“2f L ,’;in)z)l/z [ ( )
flull® fluelf®
9 2 (Il %t £ kl. ) gk
Tl? +
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[l 1
k 1/2
min <( u 2 + 1) + 1)

k
f min

6>2 (201)

como [[u(p)[ = ¥ [(e2)*"*  p(ez) 2]
WO = 3 [@)" - 0@ ] = (@] =Sz =3 1
WO = 3 £i=nf ae =7 f mor*

como 7F>2>1

@I _ nfmnr*

= = =nr*>n>1
min min
. k
b > 2nm > (202)
((mr’“ + 1) 4 1) (nmk +1)7° +1
para un 7> 2 — wkn > 2 > 1.7 =
w*n > 2 multiplicando  por wFn
(@ > (k)
(3n*n)? > 4%(rkn)
3nmk > 4(mhn)1/?
dnmk —  A(xkn) /2 41 > 1+ nnk
(2(mFn)/2 — 1)? > 1+ na*
2(wkn)1/? > (1+nr*)/2 4+ 1
(ﬂ'kn)l/z 2 KL’WEM
2 1
> 2
14+ nnkl/2 41 = (nwk)i/2 (203)
Aplicando en la ecuacién (203) la ecuacién (202)
n 2 1
8> > 204
2 ((nﬂk+1)1/2+1) = (nwk)1/2 (204)
h>
> i (205)
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B+1< 1
LS G

Por otra parte la ecuacién (195) implica

+1 (206)

cTa(a, ) = bTy(a, p) = (1 — @)(c"z* - bTyF)
con el dato ecuacién (193)
§ = max{a: fi(¢/,0) >0 V & €[0,0]}

obteniendo A
(e, p) — bTy(a, p) < (1 - O)(c'z* — bTy")

Aplicando ecuacién (206) en la ecuacién anterior
1
o) ~Fola) < (~pmm 1) -0 (20
1
cFz(a, p) —bry(o,p) < (1 - W) (c"a* —bTy)

Lo cual demuestra la ecuacién (194) W

Obervacién: 36 Si (z*,y",2*) se encuentra sobre la curva I' que consiste
a de la solucién del sistema I pag 31 entonces 7* = 1. En este caso la
direccién newton (Az(0), Ay(0), Az(0)) con p = 0 coincide con el vector
de la tangente de la curva de I'.El teorema (35) asegura que la extrapolacién
lineal de la curva de I a lo largo del vector tangente a la frontera del espacio
region del primal y dual genera un par de soluciones primal y dual que reduce
el intervalo que contiene el valor optimal comun de los problemas (P) y (D)
por al menos un factor n~1/2

2.5. METODO PARA CALCULAR EL PUNTO INICIAL

Hasta aqui hemos estado asumiendo que una solucién factible 20 €S° del
problema primal (P) y una solucién factible (y°,2°)€T® del problema dual
(D) estan disponibles para que inmediatamente puedan empezar el algo-
ritmo . Sin embargo, es necesario proporcionar un medio para determinar un
(29,40, 2%) de modo que el algoritmo se puede iniciar . El método descrito a
continuacién es esencialmente debido a [12]

Sea (2,40, 2%)€ R**™*" un punto arbitrario que satisface z° > 0,4°, 20 > 0.
Sea k y A nidmeros positivos suficientemente grandes, cuya magnitud serd
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especificada despues Correspondiente al par de programas lineales primal y
dual (P) y (D) que queremos resolver, vamos a considerar el siguiente par de
programas lineales artificiales primal y dual

Minmizar e+ kzppn
(P) Sujetoa Az + (b— Az%)z,,; = b
ATy + 20— )z + zpa=A
("I;: Tn+t1, -’I;n+2) 2 0

Max  b"y + A g
(ATy0 +2°—C)ym1 + z=c

(D) b-—Az)'y+ 2,1 = =z
Ym+1 + Zn+2 = O
(2,’, Zn+1, Zn+2) Z 0

donde z,,1 ¥y Z, o son variables artificiales reales. Por otro lado

Maximizar by + A Y
Sujetoa ATy + ATy 4+ 22 —c)ympy + z=c
(D) (b—Az)Ty + 2,14 = 0
Ym+1 + Zn2 = 0
(z, 2n+41, Zn+2) Z 0

donde Ym+1, Znt1 ¥ 2na2 SON variables artificiales reales Es necesario tomar

k y A satisfaciendo:
A> (ATy? + 20 —¢)T2? (i)

k> (b— Az%Ty?) (ii)

de esta manera (2%,29,,,22 ,) v (¥°,9%,1,2% 22,,,2%,,) serdn soluciénes
factibles de (P') y (I)') respectivamente, donde

Tpp1 = 1
o = A= (ATY0+20—0)Ts
Ym = -1
z0+1 = k— (b— Az%)Ty°

n+1 Yy
Znyy = 1

Por lo tanto se puede aplicar el algoritmo a los problemas artificiales (P') y
(D') con estas soluciones viables iniciales

Sea z* y ( y*, z*) soluciones 6ptimas de los problemas originales (P) y (D) ,
respectivamente, El teorema siguiente nos da una condicién suficiente sobre
las constantes k y A para que el algoritmo aplicado a los problemas artificiales
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(P’) y (D') pueda tener éxito en la generacién de soluciones aproximadas a
los problemas originales (P) y (D)

Teorema: 37 Ademsds de cumplirse (i) y (ii), supéngamos que
A> (AT + 20— )Tz (208)

k> (b— Az%)Ty* (209)

entonces, las siguientes afirmaciones son vélidas

(a) Una solucién viable (£, £,+1, Zn12) de (P’) es minima si y solo si Z es
una solucién minima de (P) y Z,;1 =0

(b) Una solucién viable ( §, Gm+1, 2, Zni1, Znt2 ) de (D) es mdximo si y solo
si ( §,2) es una solucién maximal de (D) y @1 =0

Demostracion:

Sea solucién viable (£, £,41, Zni2) de (P') con 2,11 >0
Asi mismosea ., = 0; 7}, = A(ATy’+2%—c)z* entonces (z*, 2}, 1, Z5 o)
es solucién viable.

Az + (b— A2z, =b (210)
ATy +2° —c)Tz* + 2%, = A
ATy+ (AT +2° —Q)ypi+2=c
=AY+ 2z =k
Ymt+1 + Zme1 =0
(T, Tn41,Tnya) >0

con la condiciones (208) y (209) reemplazando en la ecuacién (210) ten-
emos:

Az* =b
(ATy? +2° — )Tz + A = (ATy' + 20 —c)Tz* = A
ATy+ (AT +2° — QJym +2=c
(b—A2)Ty+ zpy =k
Yms1 + Zm41 =0 (211)

(.’L’, Tn+1, xn+2) 2 O
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.. .
Sera minimo para z;_ ; =0

11 %* *
Ahora supongamos sea minimo para =3, > 0 y z;,, > 0 con
Znt1 =0

Az +(b—Az%zi , =D

ATy’ +2° — )Tz + 25, = A
ATy 4+ (AT +2° —c)0+z2=c
b-Az"y+0=k
0+0=0

Az+ (b—Az%)z; =D

(AT +2° — )T+ x5, = A
ATy+z=c
(b— Az Ty =k
De la condicién Az + (b—Az®%)z}, , =b por y*

y' Az + y'(b— Az)z},, = y'b

Yn+1 =

(212)
(213)
(214)
(215)

(216)

De la ecuacién ATy +z = ¢ de la condicién Primal Aplicandole transpuesta

yT multiplicandolo por =
yTAz + 27z =Tz
De la ecuacién (b—Az%)Ty =k por zi,,
' (b— Az®%)Ty Tppy =k Thpy
Sumando (217) con (218)
b-Az)Tyz  +y Az + 2z =k +c'x
pero (b—Az%)Ty 27, = y*(b—Az°) 27,
yT(b— A%z} +y Az + 2Tz =k, +c'z
Reemplazando la ecuacién (216) con (220)
y'b+z'z=kzl ,+c'z
Pero de la ecuacién (212) en (221)

y"(Az+ (b—A2%) 2} )+ z=kzl,  +c'x
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yTAr +yT(b— Az") z} )+ 2Tz =kl +c'z (223)
Por dato tenemos: k > (b—Az%)Ty = yT(b—Az%) por z,,; minimo
kzhy >y (b—Az%) 2,14 (224)

T

sumandole yTAz ; 2Tz a la ecuacién (224) y comparando con la ecuacién

(225)
yTAz+k 2, +2" 2 > yTAz+yT (b—Az°) zpp+2 2 =k 2} +cTz (225)
Pero y"Az +2z = ¢ de la condicién (primal)
yTA=c—z (226)

Reemplazando (226) en la ecuacién (225)

(c—2)z+kzp+2Tz>kzl  +c'z (227)
cx—22+k T +2 s>k, +c'z , (228)
cr+k T >k, +c'z (229)

Como k Zp41,+cx es solucién minima obtendremos otra solucién minima
que es cortradictorio por haber suponer z,,; > 0

Por lo tanto solo hay # es una solucién de minimo de (P) con £,41 =0
Por la continuidad, también vemos que (z*,z},,z},,) es una solucién de
minimo de (P')

Por lo tanto, si una solucién factible (%, Z,1,Z,42) de (P’) es minimo, en-
tonces el £,4.1 =0y cT% = cT3.

Puesto que z satisface todas las restricciones de (P), debe ser una solucién
minima de (P). W
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CAPITULO III
Variables e hipétesis
3.1 Variables de Investigacion.

x(u),(¥(u),z(1)), soluciéon de problema barrera Primal y Dual respectivamente

-3.2 Operacionalizacidén de las Variables

variable Definicion Definicién Dimensién Indicador
conceptual operacional
x(u) Solucion Mide la n X
exacta del proximidad del
problema P, problema
primal barrera
con el
problema
primal
(), 2(1)) Solucién m ", z")
exacta del
problema D,

3.3 Hipdétesis general e Hipotesis especificos
Hipoétesis General.

La solucién de un problema de programacion lineal en forma estandar posee tiempo
polinomial

Hipotesis Especifico.

Para probar la polinomialidad de la solucién de un problema de programacién lineal en
forma estandar es necesario medir la desviacion de cada punto (x(, ), y(, ), z(1,)) de

lacurva I
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CAPITULO IV

METODOLOGIA

4.1 Tipo de Investigacion.

La investigacion es de tipo Cientifico-tedrico y la metodologia usada es del tipo
Histdrico-14gico, e inductivo-deductivo tratando de ser lo mas claro posible en
cada demostracion

4.2 Diseiio de la Investigacién

El presente proyecto de tesis esta dirigido a probar la polinomialidad de la

solucién de un problema de programacion lineal en forma estandar . Para esto
empezamos primero con la teoria del método de Barrera y las-condiciones de K-K-T
El segundo paso es a partir de los problemas Primal y Dual generar sus

respectivos problemas Barrera como aplicacion de las funcién Barrera

logaritmica cldsica. A partir de ella caracterizar las respectivas soluciones

exactas atreves de las condiciones de Karush-Khunn-Tucker.

Posteriormente se procede a definir ciertas variables como

fr=xtzt fr =min{f*/i=1,2,..n}, £} yI1*

Que permitiran medir la “desviacién” de los puntos (x*,y*,z*) delacurva I’
conocida como tfayectoria central luego,
“En-funcion-de-estas variables se propone el Algoritmo de Pasos Cortos y
finalmente procedemos a probar sus propiedades de convergencia

4.3 Poblacién y Muestra

Por ser el trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudie, sin
embargo nuestro estudio es encuentra inmerso dentro de {1 " y trabajamos con
funciones diferenciables

4.4 Técnicas e Instrumento de Recoleccion de Datos

Para la realizacion de este trabajo de tesis se revisé bibliografia especializada y

recopilacion de informacion obtenida via internet relacionada al tema de
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interés.

4.5 Procedimientos de Recoleccion de Datos

Por ser el trabajo netamente abstracto, no se necesitd procedimientos de
recoleccidn de datos mas que la revision bibliografica (libros, paginas web,
articulos,etc)

4.6 Procesamiento Estadistico y Analisis de Datos

Ninguno.
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CAPITULO V

RESULTADOS

1.- El sistema de ecuaciones ( 24 ) juega un rol especial en el desarrollo del

Algoritmo

2.- Se presenta una nueva forma de medir la proximidad de los puntos

(x*,y*,z*) enlacurva T

3.- Se prueba que la dualidad gap decide en forma mondtona
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CAPITULO VI

DISCUSIONES

1.-Kojima [8] proponemos un método para determinar las variables basicas optimales
rescribiendo el Algoritmo Proyectivo de Kamarkar. La idea estd basada en la técnica de
relajacion y el teorema de dualidad. Y puede ser incorporado dentro del Algoritmo
propuesto para determinar las soluciones 6ptimas del Primal-Dual

2.- Se debe precisar que el sistema de ecuaciones (24) también fue derivado a partir de
la nocién de centro analitico de un politopo, el cual fue desarrollado por Sonnevend y
Vannevend [16] a través de la teoria de minimizacién de funciones convexas suaves
sobre poliedros
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CAPITULO VII
CONCLUSIONES
Se puede concluir lo siguiente:

1.-Las condiciones bajo las cuales un método de punto interior es aplicable a un
problema de Programacién Lineal Estandar es :

a) El conjunto S’ ={x € §/x >0} de soluciones feasibles estrictamente positivo del

problema Primal (P) debe ser no vacio.

b) El conjunto 7' = {(y,z) € T/z >0} de soluciones feasibles del problema Dual (D)

debe ser no vacio.

2.-Se mide la “desviacién” del punto (x*,y*,2z*)e S'xT’ delacurva I' através de las
variables f*, £ , f* vy se mide la proximidad a la solucién optimal (x*,y",z")a
2

n7z'k

través de ¢"x*' —pT M < (1 -—)(c"x* - b7 YY)

3.-Finalmente damos respuesta al problema planteado por medio de la elaboracion del
algoritmo propuesto.

4.-Se prueba que el Algoritmo termina en a lo mas O(nk) iteraciones es decir posee

orden polinomial.
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CAPITULO VIII

RECOMENDACIONES

1.-Se recomienda divulgar el Algoritmo propuesto a la comunidad cientifica ya sea
estudiantes y profesores que tengan interés en el area.

2.-Se recomienda a futuros estudiantes o investigadores aplicar otros métodos
(Escalado, Gradiente, Proyectivo, etc) para calcular la direccion de movimiento de tal
manera que el algoritmo sea mas eficiente.

3.-Finalmente, recomendamos este trabajo de tesis como referencia en el campo de la
optimizacion a los estudiantes de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de la
Universidad Nacional del Callao.
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.ANEXO 1: Matriz de consistencia

PROBLEMA | OBJETIVOS | HIPOTESIS METODOLOGI | POBLACIO
' A N
Objetivos Hipotesis Tipo de Por ser el
Planteamient | Generales . | Generales. La Investigacion. | trabajo
odela es deducir solucién de un La netamente
Investigacion | las problema de investigacion abstracto,
: condiciones | programacion es de tipo no existe
Identificaciéon | generales lineal en forma cientifico- poblacién
del parala estandar posee tedrico y la gue estudie,
Problema.-Se | convergenci | tiempo polinomial | metodologia sin embargo
analizaralos |adela HIPOTESIS usada es del nuestro
métodos de sucesion Especificas. tipo histérico- estudio se
punto interior | generada Para probar la l6gico, e encuentra
y se resolvera | por un polinomialidad de | inductivo- inmerso
un problema algoritmo la solucién de un | deductivo dentro de
de basado en probiema de tratandodeser | 0"y
programacion | los Métodos | programacion lo mas claro trabajamos
lineal con de Punto lineal en forma posible en cada | con '
restriccion Interior, estandar es demostracidn. | funciones
usando un usando para | necesario medir | Disefo de la diferenciable
algoritmo ello las la desviacion de | Investigacion. | s
primal dual. herramientas | cada punto El presente
Para este fin | del Calculoy | (x(g,),y(x,),z(1,)) pProyecto de
- se estudiara la | del Analisis. tesis esta
teoria de Objetivos Dela curva T dirigido a
convexidad de | Especificos. probar la
conjunto 1.- polinomialidad
convexo Caracterizar de la solucién
Identificacion | las de un problema
del propiedades de
problema.- de programacién
Lo que se convergenci lineal en forma
pretende a del método estandar para
analizar y cuando la esto
responder son | funcion empezamos
las siguientes | objetivo es primero con la
interrogantes. | diferenciable teoria del
min cx y convexa. Método de
_ 2.- Utilizando Barrera y las
sa Ax=b .
algunas condiciones de
x20 | técnicas K-K-T
¢ Sera posible | clasicas de El segundo
desarrollar un | la paso es a partir
algoritmo optimizacién de los
primal-dual diferenciable problemas
que permita para resolver primal y dual
aproximar las generar sus
dicha preguntas respectivos
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solucién?

hechas en el
Planteamient
o del
Problema.

4 .-Hacer
mas
conocida la
teoria de los
métodos de
punto interior

problemas
Barrera como
aplicacién de la
funcién Barrera
logaritmica
clasica. A partir
de ella
caracterizar las
respectivas
soluciones
exactas atreves
de las
condiciones de
K-K-T
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ANEXO 2: MAPA CONCEPTUAL DEL TRABAJO

PROBLEMA

PRIMAL

g

PROBLEMA

N

APLICACION DEL
METODO BARRERA

BARRERA
F,

APLICACIONES DE LAS

/ CONDICIONES DE K-K-T

PROBLEMA
DUAL
PROBLEMA
BARRERA
D#
k

j:nin

f.l'

jrk

PROPUESTA DE ALGORITMO

PROPIEDADES DE
CONVERGENCIA
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