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RESUMEN

UNA MODIFICACION DEL METODO DE NEWTON EN
PROGRAMACION NO LINEAL
MELISSA FATIMA MUNANTE TOLEDO

OCTUBRE -~ 2013

Asesor: Mg. Edison Raul Montoro Alegre.
Titulo obtenido: Licenciado en Matematica.

Se estudia en este trabajo un problema de optimizacién sin la presencia de
restricciones presentado por el autor [D.C.Sorensen. (1982)] el cual resuelve
una variante del método de Newton cuya modificacion se basa en el enfoque
de modelo de regién de confianza. Este informe contiene analisis detallados de
las minimizaciones de los modelos cuadraticos que surgen com o
subproblemas en la iteraciéon del Newton modificado.
Varias alternativas se presentan para resolver estos subproblemas de manera
que superan ciertas dificultades tedricas expuestas por este analisis.
Resultados de convergencia se presentan en relacidn al algoritmo de
minimizacién, lo que demuestra que las iteraciones convergen a un punto que
cumple las condiciones necesarias de segundo orden para la minimizacién.

PALABRAS CLAVES:
-  OPTIMIZACION DE CUADRATICAS

- METODO DE NEWTON
- REGION DE CONFIANZA
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ABSTRACT

A NEWTON METHOD FOR NONLINEAR PROGRAMMING
CHANGES

MELISSA FATIMA MUNANTE TOLEDO

OCTOBER -~ 2013

~ Advisorer: Mg. Edison Montoro.
Titule Obtained: Licentiate in Mathematics.

We study in this paper an optimization problem in the absence of restrictions
introduced by the author [D.C.Sorensen. (1982)] which solves a variant of the
Newton method whose modification is based on the approach of trust region
model. This report contains detailed analysis minimizations of quadratic models
that arise as subproblems in the modified Newton iteration.
Several alternatives are presented for solving these subprobiems so that
exceed certain theoretical difficulties raised by this analysis. Convergence
results are presented in relation to the minimization algorithm, which shows that
the iterations converge to a point that meets the necessary conditions for
minimizing the second order.

KEYWORDS:
-  QUADRATIC OPTIMIZATION

- NEWTON METHOD
- TRUST REGION
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CAPITULO 1

1.1 INTRODUCCION

El siguiente trabajo de investigacion tiene como finalidad resolver el siguiente

problema de optimizacion:

Minimizar f(x) (1)
xe Q,

donde QcR’, {:R"—>R, ademas f es dos veces continuamente

diferenciable vy la matriz hessiana V*f(x) es no singular y para el caso singular

se hace uso de la pseudo inversa. Para resolver el problema de minimizacion
de una funcién real f de varias variables reales en general puede ser atacado
por cuaiquier variante del método de Newton, el cual encuentra un cero de la
gradiente de f, como el valor que resuelve el problema (1). El término variante
aqui es para incluir cualquier método basado én mantener una aproximacién a
la matriz hessiana mixta con derivadas parciales de segundo orden de f.
Cuando esta matriz es en realidad calculada el método de Newion es el
‘'método elegido para la minimizacién del problema.

Aqui describimos y analizamos una técnica para la solucién del problema (1).
El método que se presenta es llamado apropiadamente un método de
Newton basado en el modelo de regidén de confianza. Aqui el paso para una
nueva iteracion es obtenido al calcular el minimo de un modelo cuadratico local
de la funcion objetivo f sobre una pequefia region cenirada en la iteracion
actual. El diametro de esta region puede expandirse y contraerse de forma
controlada en funcién de la manera en que los modelos locales predicen
comportamientos de la funcién objetivo f.

Es posible controlar la iteracion de tal modo que la convergencia sea

garantizada para cualquier valor inicial asumiendo condiciones razonables para

1



la funcidbn objetivo f. Hay varias cosas a considerar cuando se trata de
proporcionar una aplicacion practica del método de Newton para uso general.
De hecho, vamos a probar algunas propiedades de convergencia fuerte de este
meétodo en el capitulo 4.

El origen de este método se encuentra en el trabajo de Levenberg [16] y
Marquardt [18] para calculos de minimos cuadrados no lineales. El método se
debatié por primera vez en el trabajo de Goldfeld, Quandt y Trotter [12]. Powell
[27] aplico una modificacién en una situacién ain mas general y Hebden [14]
hace algunas observaciones computacionales importantes.

El interés actual se deriva de varios esfuerzos por obtener una aplicacion en la
practica del método modificado de Newton en programacion no lineal que es de
suma importancia para aplicaciones no solo en el area de las matematicas sino
en diversas areas de ciencias e ingenieria pues existen problemas reales que
pueden expresarse comao un problema de optimizacion del tipo (1).

En particular, creemos que es importante describir claramente esta naturaleza
tedrica de la minimizacién de cuadraticas con y sin restricciones por aparecer
como subproblema a la hora de resolver el problema (1).

La tesis esta dividida en dos partes:

En la primera parte se desarrolla ia teoria de cuadraticas y modelos de regién
de confianza, y en la segunda parte desarrollamos el método de Newton
modificado basado en el modelo de regidén de confianza.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 1, realizamos la introduccion de la tesis.

En el capitulo 2, definimos algunos conceptos béasicos de minimizacion de
cuadraticas los cuales seran usados a lo largo de la teéis.

En el capitulo 3, presentamos el algoritmo general del modelo de regién de
confianza y el algoritmo de Newton basado en el modelo de region de
confianza, ademas introduciremos algunos teoremas que son de gran
importancia y justifican la convergencia global de segundo orden.

En el capitulo 4, introducimos algunos lemas y teoremas de convergencia
fuerte para el método de Newton modificado basado en el modelo de region de

confianza.



1.2 REVISION DE LA BIBLIOGRAFIA

El problema (4.1) es estudiado por muchos autores, entre ellos tenemos:

P. E. GILL AND W. MURRAY, Newlton type methods for
unconstrained and linearly constrained optimization, Math. Prog., 7
(1974), pp. 311-350, describen métodos numéricamente estables para
la optimizacion sin restricciones y su generalizacion cuando se

determinan las restricciones lineales de desiguaidad.

M. J. D. POWELL, A hybrid method for nonlinear equations, in
Numerical Methods for Nonlinear Aigebraic Equations, P.
Rabinowitz, ed., Gordon and Breach, London, 1970, pp. 87-114. Este
trabajo nos indica que muchos algoritmos regién de confianza para la
minimizacion sin restricciones tienen excelentes propiedades de
convergencia global si sus aproximaciones de segunda derivada no son

demasiado grandes.

D. W. MARQUARDT, An algorithm for least squares estimation of
nonlinear parameters, SIAM J. Appl. Math., 11 {(1963), pp. 431-441.
En este trabajo se desarrollé un método de vecindad maxima que lleva a
cabo una interpolacién 6ptima entre el método de series de Taylor y el

método de la gradiente.



- J. J. MORE AND D. C. SORENSEN, On the use of directions of
negative curvature in a modified Newton method, Math. Prog. 16
(1979), pp- 1-20. Nos presenta un método de Newton modificado para el

problema de minimizacién sin restricciones.

- H. MUKAI AND E. POLAK, A second order method for
unconstrained optimization, J. Optim. Theory Appl., 26 (1978), pp.
501-513. En este trabajo se presenta un algoritmo cuadraticamente
convergente para la minimizacion sin restricciones. Todos los puntos de
acumulacién que construye deben cumplir las condiciones necesarias de

segundo orden de optimalidad.



CAPITULO 2
Minimizacién de Cuadraticas

Una cuadrética es un polinomio en n variable con términos hasta segundo
orden. La minimizacién de estas funciones tiene interés por el gran nimero
de aplicaciones que recaen en este formato [4], [26], [2].

Por ejemplo: cuando para un conjunto de datos empiricos se postula una
relacion lineal con ciertos parametros desconocidos, el problema de ajustar
esos parametros suele ser resuelto a través de la minimizaciéon de la suma de
los cuadrados de los errores, es decir la minimizacidon de una funcion
cuadratica. La suma de cuadrados no es mejor que otras medidas globales de
errores .en términos de calidad de ajuste (pues se pudo haber considerado él
con otro tipo de norma), sin embargo es la medida cuya minimizacion es la
mas simple del punto de vista numérico. De hecho la minimizacién de
cuadraticas es uno de los problemas mdas faciles en el arte de la
OPTIMIZACION, haciendo también que sea utilizado frecuentemente como
subproblema auxiliar en algoritmos que resuelven problemas méas complicados.



2.1 CUADRATICAS SIN RESTRICCIONES

Dada GeR™® gimétrica x, be R?; ceR constante. El problema de estudio

sera

minimizar w(x):c+bxi +%xth (2.1)

Lema2.1.1

Siy(x)=c+ bxt + ';— x'Gx, entonces :

Vy(x)=Gx+b
Hy(x) =G
Prueba:
Sea
X = (X Xgseees Xy )s b =(b;,b,.....b,) .
Y
91 92 -+ Gn
Q1 922 --- Gon
G =< ,
gnl‘ gnz e gnn,
entonces:



-S|« o)

i=1 i=1 i=1 i=]

n n n n
1
W(x) =“2‘ Zgiixixl +zgzixix2 +"'+Zgnixian+Zbixi +C.

= =1 =1 i=1

Luego:

_[op(x) ay(x)  oy(x)
V\y(x)—[ ox; | ox, | o, )’

es decir:

’

a X 1 1 7 ’
_ﬂ_l :-2~ [glle+zg]ixix1} +(921X1X2) +"'+(gaixlxn) }_!-bl

X, i=2

i=2

X) 1
ag';f )_ =2 [2911)(1 +Zg;,x +(G21Xz + 931X +-. +9n2xn):J +b;
1

Pero por ser G simetrica se cumple que g, = g;- Por tanto se obtiene:

M) _ g% + {Z 2g;x } +b

axl =2

X
i )"911X1+ZQI.X,+bz Zghx,+b

X I =2 i=l

En forma analoga se obtiene un resultado similar para cada

oY(x) <~ ,
e x+b, :2,3,4,...,!1.
ax] ;gjl i i J



Luego:

Vy(x) :(a\y(x) SW(X), BW(X)J :(Z‘guxi +by, Y Gy +b2,...,zn:gnixi +bn]

) H
ax, 09X, 9%, =1 i=1 =1

n n n
Vy(x) = [Zglixi’ngxi’""zgnixij+(bl +by +...+by)
P = i

i1 G2 --- Gn)(X) (b
Gy G2 - Qo X2 b,
Vy(x) = . .. ; e
gnl gn2 - gnn xn bn
por lo tanto:
Vy(x)=Gx+b.

Para la Ultima parte del lema hacemos:

(oh(x) any(x) ah,(x)
ox, ax,  ox, \
dhy(x) 3hy(x) | |9 92 - O
o, O ‘7§a"_ 1 9 -+ O
Vhe)=| . o R T e
oh.(x) ah (x) ah(x) | S G2 e G
L 9 x oK =

Los puntos criticos de (2.1} seran aquellos puntos donde el gradiente se
anula. Por tanto de acuerdo al lema 2.1.1, seran todas las soluciones del

sistema lineal.

Gx+b=0



La existencia o unicidad estara determinada por las propiedades de este

sistema.
Lema 2.1.2

a) El problema (2.1) admite algin punto critco si y solo si
b e R(G), donde (R(G) es el espacio generado por las columnas de G).

b) EI problema (2.1) admite un Unico punto critico si y solo si G es no

singular.
Prueba:
a) Sea x* un punto critico, entonces

Gx*=-b

es decir:

[G]’GQ""’G!’I] ) z-——b

donde G representa la i- ésima columna de G . De donde:
o, * * -~

Por lo tanto

be K(G).

lL.a parte reciproca es analoga.



b) Tenemos el sistema lineal
Gx+b=0

Gx =-b, (*)

el cual es un sistema de n ecuaciones y n incognitas. Por el algebra lineal (x)

posee soluciébn Unica si y solo si G es una matriz no singular.

prewird

La ecuacion de los puntos criticos

Gx+b=0 (2.2)

Puede tener una, infinita 0 ninguna solucién.

Si (2.2) no tiene solucion, es decir be R(G) entonces (2.1) no admite
minimizador local o global (caso contrario se tendria un x*tal que Gx*+b=0

contradiccion con la hipétesis) uno de esos casos podria ser por ejemplo

cuando
w(x)=c+bx'+ -;—X’Gx ,

con G=0yb=0.

Si (2.2) tiene solucion Unica, entonces ese punto seria el Gnico punto critico de

(2.1) pero él podria ser minimizador, maximizador o punto silla.

Finalmente si (2.2) tiene infinitas soluciones (Eso ocurre cuando G es singular
y be R(G) entonces todas ellas seran puntos criticos y del mismo tipo (sera

probado mas adelante).
Observacion:

Es interesante observar aqui, que en un problema con infinitas soluciones (G
es singular y be R(G)) Puede ser transformado en un problema sin solucion,

debido a una perturbacion pequefia en el vector b. Por ejemplo el sistema lineal

Ox+0=0
10



Tiene como soluciones a todo R" pero el sistema.
Ox+e=0.
No posee solucidn alguna para cualquier ¢ 0.

Esto nos muestra que, muchas veces, es dificil distinguir las situaciones “sin
solucion” de las “infinitas soluciones” En Efecto: Debido a errores de redondeo,
puede ocurrir que el vector b que, en realidad estaba en el espacio columna de

G (be R(G)), quede fuera de ese subespacio, haciendo que un sistema con

infinitas soluciones aparente ser incompatible en los calculos numéricos .

También puede ocurrir que una matriz G singular se tome inversible, por
perturbaciones de redondeo (las clasicas matrices mal - condicionadas),
transformando un sistema incompatible, o indeterminado en un problema con

solucion Unica. .

Usando resultados de convexidad y las condiciones de optimilidad de segundo
orden, podemos clasificar facilmente los puntos criticos de (2.1):

Six* es minimizador local, entonces se cumple Hy(x*)=0. Y como
G =Hy(x"),entonces G es semidefinida positivé para todo x. Luego y(x) sera
una funcién convexa vy cualquier minimizador local es global. Con todo esto

podemos concluir si x* es un punto critco y G20, Yxe R" entonces

necesariamente x* es un minimizador global.

Con el mismo razonamiento deducimos que toda cuadratica tiene un Unico tipo
de punto critico porque la hessiana es una matriz constante, es decir todos

seran minimizadores globales, maximizadores globales o puntos sillas.

La prueba del siguiente lema, muestra que debido a la simplicidad de las
funciones cuadraticas es facil obtener las mismas conclusiones sin apelar a los

resultados de convexidad.

11



Lema 2.1.3:

Si G=0yx* es punto critico de (2.1), entonces x* es un minimizador global

de (2.1).

Prueba:

Tenemos:

w(x)=%x‘Gx+bx‘+c:~;-x‘Gx—x*Gx+c.
Pues x *G = -b. Luego:

w(x) =%x‘Gx+%x*.Gx*—x*Gx-%x*Gx*ﬁ—c

\p(x)=—§(x-—x*)‘G(x—x*)—éx*Gx*+c.

Luego por ser G semidefinida positiva se tiene:

w(x)z——zl-x*Gx*w=—%X*Gx*+—;—x*Gx*~—%x*Gx*+c, vxe R"

w(x)aé—x*Gx*-x*Gx*+c=-;—x*Gx*+b‘x*+c =y(x*),

y(x)=wy(x*), VxeR"

Por lo tanto x *es un minimizador global. n
Lema 2.1.4:

Si el problema (2.1) admite minimizador local, entonces G es semidefinida

positiva para todo xe R".

12



Prueba:

Si x*es un minimizador local, entonces 3r > 0 tal que:

y(x)=y(x*), Vxe B(x*r)
1 1 1 * * | S
ExGx+bx+c2-2-x Gx*+b'x*+c
De donde:

é—xGx-—%x*wab‘x«-b‘x* >0

%xGx——i—x* Gx*+b'(x ~x*)=0

%xex-%x*Gxux*G(x-x*)zo

%xGx—%x*Gx*—x*watx*Gx*zO

-}-xGx—x*Gx+-1-x*Gx* =0
2 2

—;—(x—x*)tG(x—-x*)z 0, VxeB(x*r)
Si x¢ B(x*,r), entonces

X—-x*
y::! a cona<r

| x=x|

Es tal que ye B{x*r). Luego:

13



oo o B ool

X —X *”2
De donde:
(x—x)'G(x-x)20. Vxe B(x*,r) | B)

De (a) y (B) concluimos que G20, ¥xe R" -

i

Corolario 2.1.5

Todo minimizador local de (2.1) es global.

Prueba:
Si x* es minimizador local. Entonces por el lema 2.1.4: G20, Wxe R" .

Por otro lado, por el teorema de Taylor se tiene que:

W(x) = y(x*)+ Vy(x*)(x - X*H%(X = XHHp(X)(x~x*) VX
w(x) =w(x*)+[Gx * +b](x —x*)+%(x—-x*)G(x—x*) X
Y(x) =y(x*)+0 +-§(x —x*)G(x — x*) VX

w(x) 2 y(x*), ¥xeR". n

Corolario 2.1.6

Si la matriz G es indefinida. Entonces la cuadratica y(x) no tiene extremos

locales (es decir no posee ni maximos ni minimos locales).

14



Prueba:
Sea x* punto critico.

Si G es indefinida, entonces G=Hwy(x*) es indefinida. Luego, existiran w, y

vectores no nulos en R" tal que

yHy(x*)y>0  wHy(x*)w<0,
como wy(x) tiene segundas derivadas parciales continuas, existira un ¢ > 0 tal
que:

yHy(x*+ty)y>0  wHy(x*+tw)w<0,
Paratodo t tal que |t[ < g. Entonces, podemos definir
Y1) =y(x” +ty) W(t) = w(x ™ +tw),

de donde

Y(0Y=0  W(0)=0

Por tanto podemos concluir que =0 minimo local estricto para ¥} y maximo
local estricto para W(t). Esto quiere decir, que si nos movemos a partir de x*
en la direccion de y 6 -y los valores de g{(x) aumentan. Pero si nos movemos a
partir de x*en la direccion de w 0 -w. Los valores de w(x) disminuyen. Por
esta razén, denominamos al punto critico x* punto silla, y este punto no es ni

maximo ni minimo. -

et

15



2.2 SOLUCION DE CUADRATICAS SIN RESTRICCIONES
USANDO FACTORIZACION

La forma mas ruda de resolver (2.1) es considerando la descomposicion
espectral de G. En efecto, como G es simétrica existe una matriz ortogonal Q

(es decir Q.Q' =Q'.Q =1) y una matriz diagonal D tal que:

G=QDQ' (2.3)

Los “Autovalores” de G: 0,, 0,, 0,,..., G,, son elementos de la diagonal D y los
autovectores correspondientes son las columnas de Q. Luego para cualquier

xe R", x #0, existiraun ye R", y#0 tal que:
x=Qy =[q |3 +[ay ]y, s ] +-H[an ]n
donde los [q;] son las columnas de Q. Entonces:
x'Gx = (Q)' G(Qy) = »'(Q'GQ)y
x'Gx = y' Dy = 0% +0,,% + G357 +.. 40,3, 2.
De donde:
x'Gx20 & ;20 Vi

Con eso afirmamos: G es semidefinida positiva si todas las entradas de D son
no negativas. Si todos los elementos de la diagonal son mayores que cero,

entonces, D y G son definidas positivas.

Por tanto, observando la diagonal de D obtenemos informacion sobre el tipo de
puntos criticos que el problema (2.1) puede tener: Si estamos en

minimizadores, y D > 0, entonces analizaremos el sistema:

GxX+b=20.

16



Usando (2.3), el sistema toma la forma:

(QGQ")x ;—b (2.4)
de la cual obtenemos:
DQ'x =-Q'b (2.5)
Dz=-Q'b . (28)
donde z = Q'x. Ademas:
x=Qz. (#+)

El sistema (2.6) tendra solucion si y solo si un posible cero en la diagonal de D

corresponde a una coordenada nula ([th]i) de -Q'b .

a) Si hay un cero en la diagonal, es decir 0; =0, tal que {th] # 0, entonces el

sistema (2.4) no posee solucion y consecuentemente el problema (2.1) carece

de puntos criticos.

b) Si todos los elementos de D son estrictamente positivos (i.e. det(G)=0),

entonces (2.4) tiene solucién Gnica y el vector x calculado a través de (2.6) y

(**) sera un minimizador global del problema (2.1)

¢) Si el sistema (2.6) es compatible, pero existe 0,=0 y | Q'b | =0, Entonces
i 1

tendremos infinitas soluciones. En efecto, sea: Dz =-Q'b
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{UIZ] h

O'ij

U;Zn J [—th]n )

Con 0;=0 vy [thl=0; o, =0y :th]i-—-o. Notamos que z podra tomar

cualquier valor y siempre sera solucién. Lo mismo ocurre para z,. Esto quiere

decir, que se obtendran infinitas soluciones. Cabe mencionar aqui que debido a

que:

z=Q'x entonces x=0Qz.

Es decir
x=[q gy Gy ]2,

donde g, son las soluciones de Q. Entonces:
X=Z,qQ +Zyqy +---+Zqp,.
Pero como z; y z; toman infinitos valores, x tomara la forma:

x=M+4q+§%

es decir;
xe A ={x =M+2zq,+z(q; /zi,zjeIR}

Esto quiere decir que, todas las infinitas soluciones de (2.4) forman una
variedad afin en R" de dimensién igual al nimero de ceros en la diagonal D.
Ademas todas las soluciones seran minimizadores, pues por dato D = 0 lo que

implica G = 0.
18



Analicemos ahora los diferentes casos que se pueden presentar:

Caso 1: Cuando no existen minimizadores (es decir G es indefinida) del

problema (2.1), es util determinar para cada xe R" tal que:
lim W(x +td) = —o (2.7)
t—o0

Si realmente supiéramos hallar una direccion que satisfaga (2.7), podriamos

decir que siempre seremos capaces de resolver (2.1) (incluso cuando el

minimo sea -« , minimizador sera x-+ood ) .
Analicemos pues este caso:

Si algun auto valor de G, 0; < 0 entonces tomamos d = autovector asociado a

0, (ubicada en la i-ésima columna de Q), entonces
W(x+td) = —;—(x+ td)!G(x + td)+ b'(x + td) + ¢
. é., x'Gx+ le(td)»i-—;-t?‘d‘Gd +blx+tb'd+c
— () +t(b'd+ X'Gd) +%t2d‘6d
— y(x)+ b + X'G)d + %tzd‘Gd

— (%) + tV(x)d+ -;-tz d'Gd

Pero como d'Gd =d'(QDQ")d = (d'Q)D(Q'd) =(0---1---0)D| 1 | =g,

Por lo tanto:

WX+ td) = q:(x)+tvw(x)d+—§t2cri
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Con esto podemos afirmar que y(x +td) como funcién de t es una parabola

céncava y

WYX +td) > —eo, cuando t— too .

La eleccién de aquel d, no es la Unica que satisface (2.7). En efecto bastara

escoger cualquier direccion d tal que d'Gd < 0.

Caso 2: Consideremos el caso en que D = 0, pero existe 0;=0 con [thl #0

(es decir el sistema Gx + b = 0 es incompatible, no existe solucién alguna).

~ Tomemos nuevamente d = autovector asociado a o;,
“ bld= [Q*bl #0 y diGd=0,=0

Siempre que b‘d:[Q*b]j <0 Caso contrario se tomard —d. De esta manera,
'

siempre podremos suponer que b'd < 0 Luego
W(x+1d) = Lp(x)+tVLp(x)d+—;-dtGd

= Y(x)+HGCx+ b)td
= Y(x)+ txlGd+tbld.

Pero Gd = 0. En efecto

Gd =(QDQ")d = (QD)Q'd)=(QD) 1

\0)
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(o, (0| (0)
:Q O] I. = G‘ :O
L o, )\0j] \0

por lo tanto
q)(x +td) = w(x)+ tb'd.
Luego wy(x+td) Es una recta con pendiente negativa y
Y(x+1d)— —e, cuando t—eo .

Con todo esto podemos concluir que la Descomposicidon Espectral, resuelve de
manera totalmente satisfactoria el problema (2.1). Sin embargo, su costo
computacional es frecuentemente intolerable y la bisqueda de alternativas mas

baratas es necesaria.

La manera més popular de resolver (2.1) se basa en la Factorizacion de
Cholesky de G. Tal procedimiento funciona y es estable solo cuando G es

definida positiva, en tal caso:

G=LDLU
Donde L e R" matriz triangular inferior y elementos de la diagonal iguales a 1,
De R™" matriz diagonal con elementos positivos.
El siguiente algoritmo halla los factores Cholesky de G.
ALGORITMO 2.2.1:

djy =9y

Para j = 2 hasta n hacer



&;=9, - Z dquk

Si j=n Pare.
Si j<n Entonces

Parai=j+ 1 hasta n hacer

1 I
lj 1=~gj—j- gij-k§ldkkljk'ik

El algoritmo de Cholesky termina produciendo D > 0 « G es definida positiva.

<0 en el

8i G es singular o indefinida, en algin momento aparecera un dj; <

calculo de estas entradas.

En los casos en que la factorizacidon de Cholesky de G es completada con
éxito, el tnico minimizador del problema (2.1) es obtenido resolviendo:

LDL!x=-b
Proceso que puede ser descompuesto en tres pasos:

a) Resolver Ly=-b

b) Resolver Dz=y

c) Resolver L's=z
La minimizacion de la funcién cuadratica bajo este procedimiento alcanza
O(n®/6) de tiempo. Cuando con el algoritmo 2.2.1, detectamos que con la

matriz G no es definida positiva, podemos apelar por el proceso mucho mas
costoso de calcular su descomposicion espectral.
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CAPITULO 3

Métodos Clasicos para
Minimizacion de Cuadraticas

3.1 METODO DE NEWTON:

En esta seccién presentamos el Método de Newton en su forma mas basica o
clasica. Este método nos sirve para encontrar un cero de una funcién no
lineal. Cuando la utilizamos para la optimizacion de una funcion f y aplicando
la condicién necesaria de primer orden para un minimizador local, se obtiene el

sistema:

Vi(x) =0.

Dado que el Jacobiano de Vi(x) es V2f(x) , el método de Newton nos conduce

a la siguiente formula:

Xy 11 = Xy [sz(x)]_1 Vi(x).

El método de Newton se escribe a menudo como Xy, = X +p, donde p, es la

solucion de la ecuacion de Newton:

[sz(x)]p = ~Vf(x).

Esto indica que el paso p se puede obtener normalmenie mediante la
resolucioén de un sistema lineal de ecuaciones en lugar de calcular la inversa de

la Hessiana.
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3.2 REGION DE CONFIANZA:

Consideremos un problema genérico de optimizacién:

Minimizar f(x) (3.1)
xe Q).

donde Q es un subconjunto arbitrario de R”. La idea basica es en cada
iteracion, construir una aproximacion cuadratica o modelo cuadratico para una

funcién objetivo en torno al punto actual X, :
: 1
F(X) = Y (X) = T, ) + g%, ) (X =X )+ (X =, YBe(x~x%),  (3.2)

donde g(x,)=Vf(x,) y B, e R™ es simétrica.

Como el modelo cuadratico (3.2) deja de ser representativo a medida que x se

aleja de x,, podemos confiar en aproximar f(x) por Y, (x) en una vecindad de

X, 0 sea, en el conjunto.
{xeQi|x-x]=< Al (3.3)
donde A>0y | .| es una norma cualquiera en R".

De esta forma, un minimizador de Y, en la region (3.3) seria una buena

aproximacién para el minimizador de f en [a misma region. No en tanto, si el

valor de f en el minimizador de Y, no es suficientemente menor que f(x,)

reducimos el radio A y definimos un nuevo subproblema con un dominio

menor. El algoritmo conceptual a seguir sistematiza estas ideas.
ALGORITMO 3.2.1: REGION DE CONFIANZA

Fijemos A, >0, ae (0,1), Xy € Q dado:

Paso (1) Escoger A> A, ¥y By simétrica.

definir qu(x):f(xk)+g(xk)t(x—xk)+%(x-xk)tBk(x—xk).
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Paso (2) Encontrar x minimizador aproximado de W,

sujeto a Xxe Q /|x—x < A.

Paso (3) Si f(x)< f(x, )+ afy(x) - Wy (x) ],

definir x,,; =X y terminar la iteracion.

Sino, escoger Az € [0.1“32—- Xy H 0.9A], A < A, y regresar al paso (2).

En la forma presentada, el algoritmo de regidn de confianza se aplica a
cualquier problema de optimizacién con o sin restricciones, no entanto los

subproblemas de minimizar Y, en (3.3) pueden ser mas dificiles que un
problema original, circunstancias que es atenuada por la expresion
“minimizador aproximado” usado en el paso (2). El radio original de la region
de confianza en la iteracion k siempre es mayor o igual a una raiz fija Ay,
esto representa una necesidad de por lo menos en la primera tentativa,
estaremos suficientemente tentados para no fijarnos con pasos cortos. Mas

aun, un requisito A> A, facilita las pruebas de convergencia, mas no es

esencial en la metodologia de regiones de confianza.

Un criterio de aceptacién de soluciones de subproblemas es dado con el paso

3)-

En él se establece que una disminucion de f debe ser por lo menos una
fraccion de la disminucion del modelo Y, y usualmente, se escoge a=0.1.
Existen muchas reglas practicas para definir un valor de A en el comienzo de
cada iteracion, en funcién del éxito o fracaso de la iteracién anterior. La idea es
que, si la iteracion anterior fue muy buena, en el sentido de que la funcién
objetivo disminuye casi tanio o mas que el modelo cuadratico, este merece
mas confianza y consecutivamente A debe ser aumentado. En general para Ia

definicién del A, en el paso (3), son usados procedimientos muy simpies, por

X—X
ejemplo A, .—_ﬂ k” o El algoritmo de region de confianza, fue analizado con
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esta generalidad, en las secciones siguientes, estudiaremos la aplicacién de

este método para dos tipos de regién factibles.

3.3 METODO DE NEWTON USANDO REGION DE CONFIANZA:

Para un problema de minimizacidn sin restricciones:

Minimizar f(x) | (3.4)
XxeR".

Veremos que con los cuidados necesarios, el método de Newton podra
disfrutar de las propiedades de convergencia global en un punto estacionario
de primer orden. El algoritmo genérico basado en el esquema de regién de
confianza proporcionarda una manera mucho mas natural de globalizar el
método de Newton, con una conservacion de subproblemas newtonianos para
la determinacion de puntos nuevos después de eventuales fracasos. Este
nuevo procedimiento permite un resuitado extremadamente atrayente: Los
puntos limites son puntos criticos del primer y segundo orden.

ALGORITMO 3.3.1: NEWTON CON REGION DE CONFIANZA.

Fijemos A_;, >0, ae (0,1), x, € R" dado:
Paso (1) Escoger A> A, calcular B, = V3(x,).

Paso (2) Definir x como minimizador global de W (X) sujeto a Hx—xkus A.

Paso (3) Si f(x)< f(x, )+ W ()~ ()],

definir X =X, A=Ay terminar la iteracion.

-+l
Si no, escoger Az € [O. l.l;(—xk”, ().QAJ, A &« A, y regresar al paso (2).

El subproblema del paso (2) consiste en encontrar un minimizador global de

cuadratica Y, en la bola nx—xk “.<. A Para una norma arbitraria, este problema
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puede ser bastante dificil, sin embargo, cuando | . | es una norma euclidiana,

existen técnicas relativamente simples de resolverlo. En el capitulo 2 se estudio
una forma de resolver cuadraticas usando factorizaciones de Cholesky sin
embargo en el paso (2) exigimos el minimizador global “Exacto” del
subproblema, para ello podemos elegir el algoritmo iterativo Mori-Sorensen,
como una posibilidad, el cual permite cierto grado de inexactitud, en sentido de

gue las sucesivas iteraciones xl son soluciones exactas del problema de la
forma:
Minimizar lpk(x)

sujeto a Hx =% “ < AZ ,

donde AZ —» A. Como la eleccién de A en el paso (1) o en el paso (3) no es

rigida, podemos suspender el proceso iterativo cuando, digamos,

“Al—Aﬂso.lA, y redefinimos posteriormente A Al . De esa manera, el

numero de factorizacion de Cholesky invocados por el método Mori-Sorensen
queda bastante moderado sin embargo, es evidente su elevado costo.

A continuacibn vamos a mostrar que, a menos que 'xk sea un punto
estacionario de segundo orden, la préxima iteraciéon X1 estara bien definida
y satisface f(xk +1) <f(xk). Este sera un paso previo a la prueba de que todo

punto limite es estacionario de segundo orden. A lo largo de esta seccion
supondremos que fe (32(]13&n ). Como en el capitulo anterior denotamos

g(x)= Vf(x).
TEOREMA 3.3.2: (BUENA DEFINICION)

Si X, MO es un punto estacionario de segundo orden de (3.4) entonces X 41

esté bien definida y f(xk+1)< f(xk )-
Prueba:

Si x, .no es punto estacionario de segundo orden de (3.1) entonces
27



9(x, ) #0

ox)=0 y V3i(x )20

Supongamos inicialmente que g(x, ) 0. Sea de R" tal que |d| =1y

g )fd <0

(3.5)

(3-6)

3.7)

Sea X(A) minimizador de () sujeto a ”x—xk“SA. Para simpilificar,

escribiremos X =X(A). Como |Ad|=A.

Tenemos

_ 1
W (X) < Wy (X +Ad) = F(x, ) + g%, ) Ad+— ad'B, Ad.

O sea

_ 1
W (%) ~f(x, )< alx, 3 Ad+ > Ad v2(x, )Ad < g(x, ) Ad+

Para la ultima desigualdad siempre existira un Ae R tal que sea valida.

Luego, como f (xk )= wk(xk »

ka(i)"'qjk(xk)

A

<glx, ) d+

sz(xk)

2

Por otro lado, existe A>0 talquepara A<A,y

Wk O - (XK ) Q(xk)td=
2

A

Definimos

a<0.

[Pl

(3.8)
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O~ fxk)
A) = , 3.
o) Wi ()~ Wi (xc ) 49

y entonces de (3.8) obtenemos:

Io(A) 1| = lf(i%f(xk)—[wk(i)—wk(xk )| | 60 -ftx)
RN B -y %)

160 06,0 (-3, )= L (=% V2R )33, )
~# wk(i)"wk(xk) {

< O(A?’)/(*BA) — 0, cuando A —0.

Luego, lim p(A)=1, o sea, existe Ae (O,E:j tal que para A < Z
A—0
FX(A)) < foxge) + A (K(A) ~ i (3¢ ) ] (3.10)

Por lo tanto X1 esta bien definida en este caso.
Supongamos ahora que vale 3.6, entonces existe de R" tal que | d|=1
dt v (x, )d <0 (3.11)
Como ante, sea X =X(A) , minimizador global de qjk(x) sujeto a Hx — X ]] <A. |
Asi, por (3.6) se sigue que para ASAI,
W (%) < Wy 00, +Ad) = (g ) + glx, )t Ad -% Adt %W fx, JA.

ka —¥ (Xk )
AZ

1 42
<> d'V2i(x)d.
Por tanto, existe A>0 tal que para A<A,
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wk(*)"g’k("k)g%dt\;f?f(xk)d:mo. (312)
A

Entonces usando la aproximacion de Taylor de segundo orden, tenemos:

offxd)

T AD

_ | f69-f0g)

- I\Pk(YF\Pk(Xk) -0

Ip(a)—1]

Luego, é{imO p(A)=1. Asi, para A suficientemente pequefio, (3.10) se verifica
_)

completa la prueba.
y p P i

o

La convergencia global para puntos gue satisfacen las condiciones necesarias
de segundo orden en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.2.3: CONVERGENCIA GLOBAL DE SEGUNDO ORDEN.

Sea {xk.} una sucesion infinita generada por el algoritmo 3.3.1. Si x, es un

punto limite de {xk}, entonces Vf(x,)=0 y V*f(x,)=0.

Prueba:

Sea K1 un conjunto infinito de indices tal que:
im X - %s.
keK,

Hay dos posibilidades para ser consideradas:

inf A =0 3.13
k€K1Ak (3.13)
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inf A >0. 3.14
k. k (3.14)

Asumiendo inicialmente (3.13), entonces existe K, c K, tai que

inf Ay =0 3.15
keKzAk (3.15)

De esta forma, existe koe N tal que Ag <Amin para todo ke Ks, donde

Kz ={ke Kz /k 2kz }., ademas en cada iteracién inicialmente tentamos el radio
A2 Amin - Entonces para cada ke K3, existen Ak y X(Ak) tal que X(Ak) es

solucion global de:

Minimizar gy (x) | (3.16)

P = X

ademas
Fx(AK)) < Tlxy) + O] Wi ((AK )~ Wi (xi) |- (3.17)

Por la actualizacion del radio de confianza en el paso (3) del algoritmo 3.3.1,

tenemos:

A >0 XAy ) - % |- (3.18)
Luego por (3.15) y (3.18) se sigue que:

kzn& [%(Ak)~ x| =0 (3.19)

Supongamos que x, no sea un minimizador local de (3.4). Entonces:

V(X )=0(x¢ )#0 (3.20)

Si ocurre (3.20), entonces existe de R" tal que ||d|=1y
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g(x+)ld<0. (3.21)
Entonces, para ke Kg,

_ _ _ Al ¢l
9 ®E) < W (x +Ad) = f(x, ) + Bg(x, )} d+—§k—dt—2—V"‘ (x, )d

O sea, \
= <t ARo2
Wi R )~ 100 < Bl ) =K V210 )
Luego como f(xy ) = W (X ),

W KB ) - Wi (k) 2]

Ay

SQ(xk)td+ k-

Por lo tanto existe k3 e N tal que para ke Ky, donde Ky ={ke K3 /k2k3},

W B )) - v o) gxa)'d_ o (3.22)
A T2 1T '
Definimos:
= TG(Ag) - T ) 3.23
O o ()= Wi ) 32
Entonces:
B = F(R(AK )~ i )| Wie (KA ) — Wi (xi) |
P Wi O(AK ) - Wi (xk )
A o 2
| -tow) | FB0-x ).—_o(z\k).
Wk KA ) - P (k) ~cq A
Por lo tanto,
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fim p=1
kel(,Lpk

Lo que contradice el hecho de que las raices Ek fueron rechazadas. Luego

Vamos ahora a asumir la no valides de sz(x)?.(). Entonces existe de R" tal

que |dj=1y
d'v2(x,)d < 0 (3.24)

Para k e K3, definimos:

Ad s gl )'d<0
Ad,si g d>0

Entonces,

: =2
W KB ) < Wi (X + )< Flxge) < +—A2—kdt§?2f(xk )d,

Luego,

W (X(Ay ) - Wi (k) 1 dt v2f(x )d
A2 "2 <

Por tanto, existe k4 € N tal que para ke K5, donde Ks ={ke K4 /k 2ky |,

X(A ) -WkXk) o 1 to2
Wk (X k%)g k(X < 7 d'V2(xc)d=cp <0.

Asi, usando de nuevo, una aproximacion de Taylor de segundo orden,

tenemos:
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[FR(E)) - vk KB ))
| Wi (K(Ak ) - Wk (k)

_ 1 o{F@o-xf)

" eo] AL

Pk —1=

Por lo tanto kzn}gsﬁ(ﬂ, el que contradice el hecho de Ay ser un radio
rechazado.

Asi, V2 f(x«)= 0, el que concluye la prueba cuando es valido (3.13).

Vamos ahora a considerar la posibilidades (3.14). k!éra X=X, y {f {xk}}ke N Y

monoétonamente decreciente, tenemos:

lim (f(xicq1)— ) = 0. (3.25)
keK,

Ademas por el paso (3) del algoritmo 3.3.1,

f(Xpeaq) < FOG) + oW (K1) — Wi Xk ) (3.26)

Entonces, por (3.25) y (3.26), se sigue que.

kﬁn!z (Wi (Xie41) — Wi (X)) = 0. (3.27)

eny

Definimos A=kin*£1 A >0 y llamamos % es una solucion global de
(= .

Minimizar g(x; )\(x=x:)+ %(x-— % ) V2E (¢, )X X )
[x—x«| <A/2 (3.28)

Sea ke N tal que
Ik — x| < A/2 (3.29)
Para todo ke Kg ={ke K5/k 2k5 }.

~ Para ke Kg, por (3.28) y (3.29), tenemos:
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X—x| < A< A, (3.30)

O sea, xes factible para el subproblema del paso 2 del Algoritmo 3.3.1.

Entonces, por el hecho de xg,1 ser minimizador global de yy(x) en

[x—x || < Ax, se sigue que:
- - 1,- -
W (K1) SWR) = F )+ 0000 R x1)+ 5 (R =X ) PO R =%, (3.39)
Es decir:
. 1. . '
Wi (e t) = Wi 0ic) = 90x40) (& = i)+ 5 (R =) VoA (X = ) (3.32)
Por (3.27), pasando por (3.32) el limite para k € Kg, obtenemos:
too 1. to2ere vo
0<g(x) (X x*)+§(x—x*) VA (X (X = X4 ),
Por tanto x, es minimizador de (3.28) con restriccion |x — x| < A/2 inactiva.

Luego g(x.)=0 y sz(x*) 2 0 por las condiciones necesarias de optimalidad

de segundo orden para minimizacion de restricciones, lo cual completa la

prueba. =
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4.1 MINIMIZACION DE CUADRATICAS CON RESTRICCIONES:

Una importante porcidon del procedimiento de minimizacion irrestricta que se
presentara en la siguiente seccidén sera enfocado en la solucion del siguiente
problema dado:

wiw)=f+g'w +-;—th\¢\1, (4.1)

calcular pe R", tal que y(p)=min{y(w):|w|<A}.

Donde B=B'e R™;w,ge R"; f, Ae Rcon A>0, y |.| euclidiana.

La finalidad de esta secciébn es hacer un estudio completo de los aspectos
tedricos del problema (4.1) y exponer naturalmente las dificultades del calculo

gue pueden estar presentes.

Varios autores han tratado el problema (4.1) através de problemas relajados.
Este problema también aparece implicitamente cuando se trata de
minimizacién de cuadraticas por minimos cuadrados no lineales ([16], [18]).

El problema (4.1) aparecid por primera vez como una subrutina cuando se hace
minimizaciones sin restricciones en la obra de Goldfeld, Quandt y Trotter [9].

Hebden [14] hizo también una importante contribucién relativa a la computacion
practica de una solucion del problema (4.1), ver [8]. A continuacién

desarrollamos el trabajo:
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Si el método de Lagrange es aplicado al problema equivalente (4.1):

min y(w) -
s.a. (4.2)

wtws&z,

Entonces una conclusion directa de las condiciones necesarias de primer
orden, para que p resuelva (4.2) y por tanto (4.1) debe satisfacer la siguiente

ecuacion:

(B+Al)p=~g con Awlw—A?)=0,

donde A>0 es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion
wiw < AZ.

El siguiente lema caracteriza la solucion del problema (4.1).

LEMA 4.1.1: Si p es una solucién de (4.1) entonces p es una solucién de la

ecuacion de la forma:

(B+Al)p=-g (4.3)

Con A= 0, Awiw—- 152) =0 y B+ Al semidefinida positiva.

Prueba:

a) Verifiquemos si el problema (4.3) es correcto:

Si p resuelve el problema (4.1) entonces resuelve el problema (4.2).
min ww)=f+g'w +%W‘Bw. | (4.4)
s.a.

wiw < A2
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Aplicando el método de Lagrange se obtiene el problema siguiente:

min L(w)=f+g! w+—;—thw+A(wtw— A%) (4.5)

donde weR"

Y usando las condiciones K.K.T (ver Apéndice 1) se concluye gue p es
solucion de (4.5) siy solo si: |
i. JN=0.
ii. AN(p'p-a?)=0.
iii. VL(p)=0.
De (iii) notamos que:
VL(w)=g+Bw+2N'w,
evaluando en p obtenemos:
0=VL(p)=g+Bp+2Xp.
Sea A=2\" 20, entonces:
0=g+Bp+Ap

(B+Abhp=—g.
b) Por demostrar que B+ Al es semidefinida positiva.
Supongamos que p # 0. Dado que p resuelve (4.1), también resuelve

min y{(w)
s.a. |w]=[p|

Debido a que [p|<A, se deduce que:

W(w)=y(p) , para todo w tal que |w|=|p| .
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Esta desigualdad implica:

p(w) = f+g w+%wt8w >f+ gtp+%p‘Bp = y(p)
Y con (4.3) se obtiene:

f-((B+ )\l)p)t w +%thw 2f-((B+ /\!)p)t P +—:1§pth
f-p*(B+M)w+%w*Bw >f-p!(B+Al)p +-;—pth. (4.8)

~p'(B+ )\I)w+%thw > —pt(B+M)p+%pth

—p'Bw-Ap'w +%thw > -p'Bp-Ap'p +%ptBP
Aot At ¢ LN t T P WU N "
+— —-—pp-p Bw-Apw+—-wBw2-pBp-Ap p+—-pBp+— -
2ww 2Pp p BwW-ApwW 5 W 2-pBp-Ap'p 29 P+2WW 2PP

A v A 4 t 1 4 t t 14 Aot t
+ 2wt — 2ty ptBw— Aptw +~ w'Bw + p'Bp+ Aptp ——~p'Bp > = (wiw —
SWW-2pPP-p P+ - wBW+pBp+Ap'p-—pBp 2(ww pp)

1t 14 LI Tt At Ay A Ay A t
“wBW——p!Bw——w!Bp+—pBp+— “Aotw 2w+ lpto>2 -
w'Bw ——p'Bw——w'Bp+—pBp+-w'w—-—p'w ‘ p+—=pp (WW pp)

%(w—p)t(B-rM)(w—p)zg—(wtw—ptp)=0, (4.7)

para todo w tal que |wj=[p].
-Si pz0=>(w—p) (B+Al)(w-p)20 VweR",siv=(w-p) entonces
VIi(B+A)v=0 WveR" = (B+Al),

es semidefinida positiva Vve R".

-Si p=0 se tiene de (4.3) que ¢g=0. Luego por hipotesis p=0 resuelve
min {—%—thw Jw]| < A} y COmMo:
, L’
min y(w)=T+g w+-2—w Bw
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es equivalente a:

min y(w) =g'w +%wt8w =min %thw .
Si p resuelve minuyw(w)=f+g'w +%thw entonces p también resuelve

min 1W‘BW,
2

Ademas, si:

h(w) =%W‘Bw >h(p) =-;-p‘sp =0
wiBw >0,

entonces B es semidefinida positiva y como A>0entonces, B+Al es

semidefinida positiva.

i

El ilema 4.1.1 establece condiciones necesarias concernientes al calculo de
A, p donde p resuelve el problema (4.1). Nuestro siguiente resultado establece

condiciones suficientes que garantizan que p es solucién del problema (4.1)
Estos resultados son dados en [9}, sin embargo, queremos presentar una
demostracion de estos resultados mas completos y adaptados mejor a este

trabajo.
Lema 4.1.2: Sea Ae R, pe R" satisface:

(B+Al)p=-g conB+Al semidefinida positiva. (4.8)

i. SiA=0 y |p|<A entonces p resuelve (4.1)
iil. Si[p|=A entonces p resuelve:
min {w(w): jwj=|a[}.

ii. SiAz0y |p|]=A entonces p resuelve (4.1)
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Si, B+Al es semidefinida positiva entonces p es Unico en cada uno de los

casos (i), (ii), (iii).
Prueba:

Si A, p satisface (4.8) entonces:
te, 1ot SR
f+g w+-§w (B+Aw=f+g p+-2~p (B+Abhp,

es valido para cualquier we R" tal que |w|<A.

Se deduce que:

1 1 1 1
f+g'w+—wBw+—Aw'Bw=f+g'p+—p'Bp+—ApB
g 2 > ap 2p p > pbp
f+gtw+1wt8w2f+g‘p+1p‘Bp+1Ap‘Bp—-l}\w‘Bw
2 2 2 2

w(w)kw(pwg(p‘p—-w* w).

Y de esta desigualdad, siendo resultados inmediatos verificamos:

()  Si A=0 entonces w(w)2y(p), VYw con |w|<A
iy Si |pj=A entonces ww)zyp), donde p

min {w(w): [wi=|A}}.

(i) Sirz0y |p|=A entonces w(w)=y(p), Yw con |w|sA

(4.9)

(4.10)

(4.11)

resueive

La solucion del problema (4.1) esta estrechamente relacionada con la solucion

de la ecuacion no lineal:

®{a)=A, donde ®(a) E”(B+ oxl)_1 gu

4.12)

Usando el autosistema de la matriz simétrica B junto con la invariancia de |. |

bajo transformaciones ortogonales sera facil probar que:
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Si g#0= ®%(a) es una funcién racional de segundo orden con todos sus

polos de segundo orden pertenecientes al subconjunto de los autovalores de —

B. Luego como se tiene lim ®(a)=0, debido a la definiciébn de polo (ver

[« £ 2501

Apéndice 3) entonces (4.12) ﬁehe una solucion cuando A>0 y g#0.

Sea a solucion de (4.12) entonces p =(B+ cxl)"1g es solucion de (4.1), debido

al lema 4.1.2 (i). '
Podemos construir una solucion del problema (4.1):
min y(w) ,
sa
[wj<a

usando una solucién particular de (4.12).

Sea A, el mas pequefio autovalor de B; y S m{qe ]R“:qu)yq}; el

conjunto de los auvectores asociados a A4.

e Si aesla mayorraizde (4.12) cuando g=# 0 entonces:

®(a@)=0, es decir q>(a)="(8+ai)“gﬂ=o;

Y asumiremos

¢ a=0 cuando g=0.

« Si existiera alglin qe S, tal que gtq #0 entonces se cumple Bg=Aq

luego:

-Bq=-Mg = —A, es autovalor de -B.

Y como @ es el mayor de las raices entonces G > —A, .

e Sige S% es decir gtq =0 para g+#0 entonces —A; no es un polo de

®. En efecto:
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Sige S — g'q=0 y -Bq=-Aq ademas como @ es el mayor de

las raices entonces & >—A, debido a que g+ 0, pero de (4.12) tenemos:
O-Ay)=|(B+ (-)1) g
O(—A)jal = ”(B+ (—)\1)I)_1 g.q“= 0, parag=0.
Por lo tanto ®(-A4) esta bien definida indicando que ~A, no es un polo

de ® pero si una raiz, esto implica 0 <-A,.

Pero si A=max{0,—\,, G} y hacemos:

8(A) = A% —®?(A) i A==Ay
0 ,S1 A= -\

notando que A > 0. Construiremos una solucion p del problema (4.1)

mediante la ecuacion:

p=—(B+Al)"g+6q, (4.13)
donde ge Sy, [q|=1y (*) denota la pseudoinversa [29] y por el lema

4.1.2 (B+Al) es semi definida positiva.

Si A =-A{, y como g es autovector de B entonces:

q'(B- M) =q'(B+ Al =0.

Por ofro lado, sip es solucién de (4.8) entonces por (i) o (iii) del lema 4.1.2

como A>=0 entonces p es solucion del problema (4.1) vy

Jp|=A cada vez que A;<0.

La solucién dada por (4.13) muestra que p no es Gnico cuando ge S, y

®(-A{)< A debido a la eleccion arbitraria del signo en la definicion de 6.

Esta discusion teérica de la resolucion de (4.1) indica dificultades numéricas

que pueden surgir cuando se solicite calcular la solucién del problema (4.1).
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El caso cuando ge S{‘ y A=—A; implicard un problema muy sensible, es decir

cualquier calculo técnico para resolver (4.8) introducira un error de redondeo.
. Para estos casos sensibles, debemos tener presente pequefas perturbaciones
en las cantidades B, g, A que pueden provocar grandes perturbaciones a la

solucion p debido al hecho de que B+ Al es casi singular. Aparentemente la
verdadera naturaleza de la dificultad aqui es la no unicidad de la solucién p
dada por (4.12). liustraremos este punto con un ejemplo senciiio.

Sea:

10
t=(1,0), B= <0.
o =(1,0) o n) NN

El caso dificil surge para valores de n tal que /(1 —r;)z < A?. Para estos valores

de nla solucion de (4.1) son de la forma:
p‘z—[———t ,6} con --.—1--§+62=3\2.
1-n (1-n)

la perturbacion gt =(1, £) da la solucién:

t ( 1 £ ] 1 52 2
p=--—— ——| con >+ 5 =A%,
1+A n+A (1+AY (n+A)

Es evidente que para cualquier eleccion del signo de € hay una perturbacion ¢

de signo opuesto tal que:

M es grande.

lel

En caso que n<0 tendremos que ||p|=A que resuelve (4.1) y puede ser

llevado a soluciones diferentes como resuitado del error introducido por
redondeo.

El andlisis de convergencia dado en la secciéon (4.3) dependera en gran
medida del siguiente resultado técnico sobre la cantidad de disminucion en el

modelo cuadratico local.
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Una interpretacion geométrica del resultado, es que para una funcién
cuadratica cualquiera, la solucidn p del problema (4.1) produce una
disminucién f—y(p) que es por lo menos tanto como la disminucidn de una

blasqueda a lo largo de la direccién de maxima pendiente — g.

Lema 4.1.3: Sea P una solucion del problema (4.1), entonces:

o i )

La prueba de este resultado se encuentra en [23].

Esta desigualdad es el ingrediente principal que se utiliza para mostrar la
sucesion de los gradientes generados que tienden a cero para el método de
Newton Modificado. La razén para solucionar el problema (4.1) se hara
evidente a medida que se presentan algunos resultados fuertes de

convergencia en la seccioén (4.3).
Por el momento, suponemos que se puede obtener una solucién numeérica p

del problema (4.1) el cual satisface:

i (B+Al)p=-g+dg con B+Al semidefinida positiva

i CJeildl osifgl#o,
ii. [{69}] { i lgl =0,
illpﬂ - AI <g,A cuando A>0,
[pl=<(1+¢€3)A cuando A=0,

algunos puntos fijos 0 <&, <&, en(0,1) que son consistentes con la precision

aritmética finita.
Los resultados del lema 4.1.2 implican que p resuelve el problema perturbado:

min{f+§tw+%wt8w:ﬂw“$ Z\}, (4.14)

donde A y § son pequeiias perturbaciones, ademas:

(~e)AsA<(1+€5)A y §=g+8g con [0gj<eqg| cuando g=0.
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En nuestro anélisis asumiremos &, =¢,=0 . Una ftrivial pero tediosa

modificacion del analisis podria ser aplicable para el céiculo de p el cual
satisface los criterios anteriores. Usando el lema 4.1.3 se puede deducir una

importante desigualdad:

f—y(p)= —;-uﬁﬂmin A, H]

f-w(p) > o + Sg|min| &
\

F—4(0) 2 1ol ~Joalmin 5 ”9”'”59")
Por (ii)

f-y(p)2 %(1 — €4 )Hg“min[&1 Stﬂ%!)_“g—uj

y por (iii) se convertira en:

f— tp(p)>-]|g|[mm[ Hgll[l] —(1-¢4 ”g{}mln[‘{ £ )A,_}:ﬁ])lﬁﬂj (4.15)

Es facil ver que la desigualdad (4.15) es suficiente para los propésitos
subsiguientes, pero queremos que se abstengan de incluir esta expresion

complicada en cada etapa del analisis.

4.2 METODO MODIFICADO DE NEWTON:

Un método para resolver el problema de minimizacion sin restriccion es el
Método de Newton aplicada a la bisqueda de un cero del gradiente de la
funcién objetivo, sin embargo, esta iteracion no es adecuada como un algoritmo
general.

La interaccion basica es:

X1 = X~ G Vi),  k=0,12..., (4.16)
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donde la iteracion inicial X, debe ser especifica, Vf(x,) es la gradiente f,

G, = sz(xk) es una matriz Hessiana de nxn (simétrica) de segundas derivadas

parciales mixtas de f. El algoritmo de acuerdo con lo discutido requiere que f
sea dos veces diferenciable en cualquier punto x en el dominio de f y que
estas derivadas se pueden evaluar de forma explicita.

Hay tres razones fundamentales por las que este método basico debera ser

modificado:

. En primer lugar, la iteracion inicial debe estar muy “cerca” de un
minimizador local a fin de estar seguro de que la iteracion converja

ll.  En segundo lugar, incluso si la iteracion converge a un valor estacionario

x* es decir (Vf(x*)=0) no hay garantia de que x* sera un minimizador

local.

il En tercer lugar, la iteracién x4 puede no estar bien definida por (4.16),
si la Hessiana G es singular o puede gue no sea una medida correcta

si G, es indefinida.

Nuestro proposito es discutir ciertas propiedades tetricas de la modificacion de
la iteracion (4.16). Nuestro enfoque no es nuevo, sin embargo, parece que las
propiedades teoricas y numéricas del método propuesto deben ser tratadas
por completo el cual es el principal objetivo de este trabajo. El método que
consideramos se apoya en el método del modelo regidén de confianza. Antes
de definir la iteracion vamos a exponer algunas de las propiedades deseadas

de una iteracion modificada de nuestro método al cual llamaremos Método de
Newton Madificado:

a) Para una clase suficientemente general de las funciones la iteracion debe

ser definida y convergente para alguna iteracion inicial Xg.

b) Cuando la iteracién converge a un punio x* este debe satisfacer algunas

condiciones necesarias para una posible minimizacién.
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c) La modificacion no debe perder la propiedad de convergencia ganada por el
meétodo de Newton.

d) El método debe ser invariante bajo transformaciones lineales afines con las
variables ,es decir si sustituimos f(x) por f(w)=f(Jw+z) donde Je R™ es no
singular y w, ze R", entonces aplicaremos la iteracion a f con un valor inicial
W, satisfaciendo X, =Jwg+z el cual debe producir una sucesion {w,}
relacionado a la sucesion {xc} por x =Jw,+z, donde {x} es producido

por la aplicacion del algoritmo de f con un valor inicial xg.

E! algoritmo que vamos a proponer satisface los criterios a), b), ¢) para todos
los efectos practicos. Para empezar introduciremos una factorizacion de la

matriz de Hessiana donde para cada k tenemos:
t
Bk = JkaJk
una factorizacion de G, con B, :Bf( e R™ y J, no singular. Sea p,n, ¢ el
nimero de valores propios positivos, negativos y cero, respectivamente, de la

matriz simétrica Gy. Donde (p,n,§) es llamado la inercia de Gy y por el
teorema de Sylvester (Ver Apéndice 2) nos muestra que B, tiene la misma
inercia que Gy .

Para cada k, tomaremos ®,(w)="f(x,+J,w), esta funcion ®,(w) puede ser

considerada como una funcién objetivo localmente escala. Los tres primeros

términos de la serie de Taylor de @, sobre w =0 define un modelo cuadratico

iocal:

W (W) =f +gtw +~;-wt8kw,

donde gl =VF(x )d v f =F(x)=P(0). Junto con el modelo cuadratico
local mantendremos un parametro de control A, >0 que define una region
local de confianza {w :||w||<A,} donde el modelo sera considerado valido.

Este parametro A, se analizara durante la iteracion de acuerdo con las
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normas especificas que fuerzan la convergencia de la sucesion {x}.
Estamos considerando potencialmente cualquier factorizaciéon simétrica de la
matriz G, pero ciertos requisitos deben tomarse en cuenta. Por ejemplo,
gk = Vi(x,)'J, debe ser facilmente calculado ya sea explicitamente o por
resolucion de Vf(x,)' =gLJ;'. Ademas, sera una ventaja si el autosistema de

By es relativamente de bajo costo para calcularlo o si el mas pequefo

autovalor y su correspondiente autovector (s) son faciles de obtener.

La razén para esto es que la solucidbn al problema (4.1) jugara un papel
importante en esta iteracion y como hemos visto, la informacion de su
autosistema puede ser requerida. Esto es especiaimente en ciertos puntos X

donde Gy es indefinida o) singular.

Ahora estamos listos para definir la iteracion.

Algoritmo 4.2.1:
{1) Sea k=1, ysea 0<rny<n, <1, 0<y; <1<y, constantes fijas;

(2) Sea x;e R", A, >0 dados;
(3) Si "converge" entonces PARAR;
(4) Evaluar £ =f(x,); Gy = V2f(x,);
Factorizar By := JiGJi; Evaluar gl = VF(x, )y ;
(5) Calcular una solucion w del problema min{y, (w):|w] < A};fin;
donde: y, (w)="f +giw +%WtBkW;
(6) Hacemos ared:= @ (0)- Py (w); pred:= O (0)-yy (w);
- donde: O (w)="f(x, +Jw);

(7) Si ared <, entonces hacer A, :=v,A, ; retornar a 5;
D 1 k — Y15k

red

(8) Si r11s§{§g entonces

1. Xy it = Xi +JkW;
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ared
2. Si ——>n, entonces A, :=V-A, ;
pred 17) k = Yol

3. A=A k=K+T,

{(9)ira 3;
fin.

Hay formas de actualizar el valor de A en el paso (7) y el paso (8.2) que hacen
mejor el uso de la informacion disponible en la iteracion x,. Por ejemplo, el

polinomio cibico que ajusta ®(a)=®d (aw,) mediante la interpolaciéon de
®(0), ¥°(0), d"(0) y P(1) tiene un minimo a en (0, 1) cuando pasa la prueba
en el paso 7. La region se contrajo estableciendo y,=a, si @ no esta

"demasiado cerca" de 0 6 1. Aparecen détalles de este tipo de idea
en [5], [6], [10], [18]. Otras variaciones que implican el paso 7 incluyen la

. o . ared . ol
aceptacion del minimizar si 0<ng gﬁ?é_asm pero reduciendo la region de

confianza.

El andlisis que vamos a realizar para el algoritmo 4.2.1 se puede adaptar a
cubrir estas posibilidades de una manera bastante sencilla. La iteracion esta
bien definida debido al paso 7 que va a producir un entormno suficientemente

pequefio A, para obtener z—iz%>n1 después de un namero finito de pasos,

desde la funcién cuadrética Y, {w) que se define por los tres primeros términos
de la serie de Taylor de ®,(w).Nuestra estrategia es ligeramente diferente a la
descripcion clasica en el cual x4 es siempre diferente de. x,. De esta

manera se evita distinguir entre "éxito" y "no-éxito" en el analisis. Con esta
excepcion, la explicacion del algoritmo y el andlisis que sigue estan en el
espiritu del documento presentado por Powell [28].
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4.3 CONVERGENCIA DE LA ITERACION DE NEWTON
MODIFICADO:

En estda seccion establecemos algunas propiedades muy fuertes de
convergencia que posee el algoritmo 4.2.1.
El primer resultado es una ligera modificacion del resultado de Powell en [27].
Nuestra prueba es mucho mas simple debido al hecho de que la informacién de
segundo orden es explicitamente disponible. A lo fargo del analisis la notacién

para un conjunto de nivel de f es:
L (@)={xeR":f(x) <f(z)}.

TEOREMA 4.3.1: Sea f:R" >R acotada inferiormente y sea G(x)zvzf(x)

continua y satisface |G(x)|<B para todo xe L (xp). Sea {x.}<R" una
sucesidén producida por el Algoritmo 4.2.1 aplicada a f dado un valor inicial

Xg. Supongamos ||Jku,“J§1"s<5, k=0,1,2,..para algin ¢=1. Entonces no

hay wuna constante €>0 tal que |[Vf(x)|2e para todo k.

Prueba:

Supongamos que existe un £>0 tal que |Vf(x)|2€ para todo k. Donde

gy = JiVF(x), tenemos:

A partir del paso 8 del Algoritmo 4.2.1 y del Lema 4.1.3 tenemos:

fiefin 2 (f ~ W) 2 g min| Ay, Iad : (4.17)
2 B
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donde [|By| :HJf(Gkan <Bo?. Dado que f es acotada inferiormente y f 4 <f,,

k=0, 1,2,...., tenemos f —f,1 — 0. Donde:

%]Lgl‘%_ —, y se deduce que A, —0, de (4.17).
Kk

Sin embargo,

A z&ll%"x@a | (4.18)

es obtenido a partir de la desigualdad:

lac]= “(Bk + )\(k)l Wki|<|lwki] 1By ||+ )\(k))

donde A% es un multiplicador asociado con la solucién del paso 5 del
Algoritmo 4.2.1

Asi, la desigualdad (4.18) muestra que M9 5 0. Ahora del teorema de Taylor
y el Lema 4.1.1 se deduce faciimente (para k suficientemente grande) que:

|ared(k)_1_l$ (0)- Cbk(wk) l F{xi) = F (% + e W)

_ -1
lpred(k) | |y (0)—wy (i) f(xk)—[f(xk)—%gf(Wk**%W:(Bka}

Wi (Wi ) — P (W) - Wi (Wic ) — P (Wi ) }
1 ' 1

P (W) = Dy (wy) '

wi B, wy +wi A® wk—-;-wf( By Wy

~ Wy (W) =Py (wy) ;

1 1 K 1
EW;( )\(k) Wk+(*2~W§< A( )Wk+*2—W{:( Bk Wk)
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Wi (W) = Py (W) l
wi A w, + (w’,‘( (Be+ M) w )l

w [[(B(6)-B,)(1-6)d6w |

<
' wi N9 w e wi N9 wy !

su B —By 4.19

A(k) GSQ§1H «(8)~By| (4.19)

donde [y (wy)-P(w,)] es la perturbacion de la serie de Taylor,
By (8) = J[G(x,+ Oy Wi con sk =X~ %, dado AY ., obtenemos
ared(k)/pred(k) — 1, y por lo tanto, la prueba en el paso 8 del Aigoritmo 4.2.1

para todos los k suﬁcientementga grande implica la existencia de un K> 0 tal

que A, = Ay para todo k =K. Por lo tanto, la hipotesis |Vf(x)| =€ para todo k

ha llevado a una contradiccion.

Se insiste que la continuidad de G(x) sélo se usa para obtener el numerador en
el lado derecho de (4.19), y que el teorema también se puede establecer sin

esta suposicion. Este resultado ha demostrado que al menos una subsucesion

de {xk} converge a algun punto critico de f. El siguiente teorema, establece un

hecho mas fuerte, de que cualquier punto de acumulacion de la sucesion {x}

es un punto critico de f.
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TEOREMA 4.3.2: Dada Ila hipotesis del Teorema 4.3.1. valida, entonces
limy _,...||VF(x)]| = 0.

Prueba:

Supongamos que hay una subsucesién {x, } c {x}tal que [Vie|z€> 0, para

todo j = 1, 2,... Debido al Teorema 4.3.1, implicamos que ugkj“ 2y >0. Ademas

podemos seleccionar un entero J; correspondiente a cada | tal que:

j =max{z’e [kj,kjﬂzng;]] zgg.f,kj sisi]}. (4.20)
De la desigualdad (4.17) se obtiene que:
Y . Y
fi~fq2 minj| A;,—— 4.21
70 40_2 [ ! 2ﬁ0_4 } ( )

para todo k;</<I, i=12,---. A partir de (4.21) se deduce que

} } |
.
fi — = lzk f—fq2 Zéﬁmm[lzk 3”5‘;},\,;4'}' (4.22)
k- == J_

De la desigualdad (4.22) se deduce que:
kaj X +1" ~ 0 cuando j— oo,

porque

L U
I, = x4 < 5}; ls|<o3 A, (4.23)
I=k;

I=k;
y el lado derecho de (4.23) se tiende a cero debido a (4.22). La continuidad de

G(.) implica la continuidad uniforme de Vf(x) en L (xy), y se deduce que:

f}W(skj )= Vi(x)] < o=

para todo j suficientemente grande. Por lo tanto,

54



Jo = o]0 < o([7100 )= ¥101,0

<ol <ol 35

para todo j suficientemente grande. La suposicién de que [Vfx)|=€e>0 ha

+[V10400)

)

dado lugar a una contradiccion y debemos concluir que limy .. |V(x)| =

Este resultado ha establecido que todos los puntos limite de la sucesion {k}

satisface fa condicién necesaria de primer orden para un minimo. Ahora
vamos a probar los resultados que dan una justificacion para el uso de la
informacion de segundo orden cuando esté disponible.
Varios autores [11], [20], [22], [23] han propuesio el método de Newton

modificado que garantiza la convergencia a un punto critico x* con la

caracteristica adicional de que la Hessiana G(x*) sea semidefinida positiva.
Por lo tanto cumple la condicién necesaria de segundo orden para un minimo

en x". Los siguientes resultados muestran que el Algoritmo 4.2.1 comparte

esta propiedad.

LEMA 4.3.3: Dada la hipotesis del teorema 4.3.1 valida. Si G(x)es

uniformemente continua en L (X;), entonces no hay un ndmero positivo A >0

al que XY > Apara k> Ko-
Prueba:

si X9>A, entonces Iwi||= Ak, debido al Lema 4.1.1, concluimos de Ila
desigualdad (4.19) que:

G Ostgp 1“BK (8)~By|.

ared(k) '( 1
pred(k)

donde By (8) = Ji[G(x,+8s, }, dado que:
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1
pred(k) = @k (0) '—lpk (Wk ) = ‘—glt( Wk—-éW}( Bk Wk
=wi (B +A*) wk-—%w}( B, W = %w}( B, W+ N w, .w, ...(4.24)

pred(k) = X wy .w, > N0AZ > AA2,

se deduce que Ay —0 porque predk)— 0. Ahora las acotaciones de

Ikl !’J§1I]’ junto con la continuidad uniforme de G (x) en L () se obtiene:

-1l < 7\?’2)—085%21”81( (6)-By|= %“Bk (80)~By]

ared(k)
pred(k)

:%¥[J§[G(xk+ 85k )Mk — Gy (xk)Jk}}s %j[J;[G(xk+ 6os) ~ G (xi ke
< Tkl ~ bl =S 02 6 0+ Bu) - G )

<102 o] >0,

Por lo tanto:

ared(k)
pred(k)

-1 cuando K — +oo,

Debemos concluir, como en la demostracion del Tecrema 4.3.1, que existe una
K>0 tal que A 2A¢ para algin K>0. Esta contradiccion establece el

......

TEOREMA 4.3.4: Suponiendo valida la hipotesis del teorema 4.3.1, ademas

asumimos que L (x;) es limitado y de que existe un ndmero finito de puntos
criticos de f en L (x;). Si X" es cualquier punto limite de la sucesion {xk}

entonces Vi(x")=0 y G(X") es semidefinida positiva.
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Prueba:

» Por hipotesis x"es un punto limite de la sucesién {x }entonces por el

‘teorema 4.3.2 :
imy . [VEGa] =0. (1)
y por la continuidad de la norma :

limy o [VFO4 )] = Jimi e VG| = "Vf(x*) (2)

De (1) y (2) tenemos:

"Vf(x*) -0 o Vi(x')=0.

+ Probemos ahora que G(x") es semidefinida positiva. En efecto:

Sea x* un punto limite de {x}= sea X, una subsucesion entonces
X =X .
1

sea {xkiﬂ} otra subsucesion tal que Xy 1 =z, j— e con 8" =2 ~x"#0.

Debido al paso 5 del algoritmo 4.2.1 se obtiene la sucesion &) que converge,
donde los X! = e no puede ser cierto pues lleva a una contradiccion y debido

al lema 4.3.3 X' 50 para cada k. Ademas del paso 8 del algoritmo 4.2.1 y
(4.24);

ared(k) = n pred(k) = %[w,’( (Bk + )\(k)l)wk+ A6 ]]wk"2 ]
La desigualdad anterior muestra que cuando k —< se cumple LN

entonces By, + X9 = B*, donde JG(x*)J* =B* y como By, + N es definida

£

positiva entonces B*es semidefinida positiva, luego como JUG(x*)J* =B
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entonces G(x*) es semidefinida positiva por poseer el mismo conjunto de

inercia.

e Probemos ahora que G(X") es singular. En efecto:

Por tener dos soluciones en el gradiente y tomando en cuenta la discusion que

se realizo de la pseudo inversa luego del Lema 4.1.2 entonces B debe seruna

matriz singular, es decir:
0 = w*B*w* = w*UG*")J'w* = s G(x*)s*, donde J'w*=s"20.
Por lo tanto s* G(x*)s* =0 = G(x") es singular.

e Ahora,sea Xxj=x" y x;, 2<i<m un namero finito de puntos limite de la
sucesién {xk}. Dado que existe un nimero finito de puntos criticos x; y de

ser la sucesion {xk} acotada, es posible hacer una particion disjunta tal
que A, ={xk“ },para 1<i< m tal que:
0.0)
(1) Xgj) =%
(2) k(i,j+1)>k(i,j), para 1<i<m;

(3) {Xk}=U€21A;;
- (4) ANA, =D parai#l

Se deﬂne Xl Z{j:ka)ﬂe A;} ’ 2<i<m,

Los Xk, SON términos que pertenecena A, y L también pertenecen a A;.
Si X; es un conjunto infinito entonces por la primera parte de la prueba es
semidefinida positiva y singular. Por otro lado si cada X; es finito entonces
existe un N tal que j > N implica que Xyqj1€Aq. Por lo tanto,
Xi(t,j+1) = Xk(tj)1- Y POr una simple induccion Xy j,7) = Xk, j+ Para todos los

enteros [ positivos. Se prueba que x, —» x*,yque G (x") es semidefinida
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positiva por el lema 4.3.1.

Corolario 4.3.5: Supdngase la hipotesis del teorema 4.3.4 valida. Si X" es un

punto limite de {xk} y G (xX") es definida positiva entonces toda la sucesion

X, | converge a X".
P

Prueba:
La prueba del teorema 4.3.4 muestra que si existe mas de un punto limite

de la sucesion {x, |} entonces G (X") debe ser singular. -

o

Seria mas deseable obtener un resultado .que asegure la convergencia de
la sucesion {x }sin asumir una subsucesion convergente a un minimo focal
fuerte. Sin embargo, solo se extiende este argumento para el caso de un
minimo local aislado con la Hessiana singular que seria dificil de calcular, ya
gue no puede realizar el paso de Newton. El resultado final muestra, junto con
el corolario 4.3.5, que si hay una subsucesion que converge a un minimo local
fuerte, entonces la secuencia converge, y en ultima instancia, la convergencia |

es cuadratica.

TEOREMA 4.3.6: De la hipotesis del teorema 4.3.1 valida y considerando

ademas, que x, — x” con G (X") definida positiva y

ﬁe(x)—e(x*)

< L”x - x*" (4.25)

para todo x en alguna vecindad de x". Entonces, hay una constante # >0 tal

que:

x|l -xT

para todo k suficientemente grande.
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Prueba:

Como x, —» X"y G’(x*) es definida positiva, entonces G (X*) es no singular y
k

por lo tanto G(xk )_1 existe, por la continuidad de la norma se cumple:

lim ”G(xk |- G’1( lim x, )|~ a(x) .

k—oo

Entonces por ser una sucesidn convergente se cumple gue es acotada. Luego

para k suficientemente grande se tiene:
Br=[e(x) <.

Donde (34, B, constantes positivas. Asi:

lpred(k)] < s;G(x )8 < lslt(G(xk )skl <

HSkMG X )G (% ””Sk“ Il /6.

o -

y por (4.19) ,
lared(k)—pred(k)| < s, |Gy (6) - G| (1-€)d8,

donde G (8)=G(x,+6s, ) con s =Xy, 1— Xy

{ared(k)pred(k) < s |? [ 604+ 88, )~ B(x" )+ G(x") - Gy |(1-6)d®
<[sl? HG(X{(%—SSK ()| +[e ) -6 1-e)de

< Hsk ( ”xk+ Os, — X’ ”+ L“xk

)(1—e)de,

De ello se deduce faciimente a partir de (4.25) y (4.26) que

ared(k)
pred(k)

’—>O para K oo,

y concluimas que hay algun K> 0 tal que A, =2 A para todo k>K.
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Desde x, — x™ con Vi(x")=0, se deduce que HG(xk )“1Vf(x)” < OAg, por lo que

el paso de Newton es aceptada para todos los k suficientemente grande. Por lo

tanto la sucesion {xk} generada por el método es en realidad generada por el

método de Newton clasico y como G (X”) es definida positiva [25], entonces

{x} converge cuadraticamente a x*.

piiecind

Mientras que estos resultados validan un poco el significado computacional en
presencia de error de redondeo, estos establecen resultados fuertes sobre la
iteracién. Esto concuerda con la parte intuitiva del método. Nuestro objetivo
principal en esta seccion ha sido el establecimiento de estos resultados
tedricos en un marco suficientemente general para abarcar muchas

implementaciones posibles.
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MATERIALES Y METODOS

Para la realizacion del trabajo de tesis se reviso y recopilo gran cantidad de
bibliografia relacionada con el Método de Newton, Modelo de Regién de
Confianza, Minimizacién de Cuadraticas, destacando los articulos mencionados
en las revisidon de la bibliografia, ademas se hizo la busqueda en internet con
el fin de hallar lemas o teoremas que apoyen en las demosiraciones
relacionadas con la investigacion, donde se utiliz6 discos compactos, y USB

para guardar la informacién encontrada.

Para la elaboracion y digitacion de la tesis se utilizd el procesador de texto
Microsoft Word 2007.

Terminada la digitacién se entregd un ejemplar al profesor asesor para las
correcciones y sugerencias, errores de redaccion, correcciones de ortografia y

para que realice las correcciones de fondo y forma.
Para presentar los resultados de la tesis se entregd 4 ejemplares para lo cual

se necesito el siguiente material: hojas bond, cartuchos de impresora, material

de anillado y thoner.
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RESULTADOS

En este trabajo se ha presentado la teoria de optimizacion de cuadraticas y la
teoria de modelos de regidbn de confianza, para poder proponer el método de
Newton modificado que resuelve el problema de minimizacién de funciones.

Los principales resultados son:

Un algoritmo bajo el esquema Newton utilizando region de confianza

para minimizar cuadraticas.
- Se caracteriza la solucion de una cuadratica con restricciones.
- Se construye una solucion del problema (4.1) a partir de una solucion

del problema (4.12).

- Se prueba que el punto de acumulacién satisface la condicién de

segundo orden.
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DISCUSION

Podemos notar que en la férmula que se tiene para calcular “p” la solucion del
probiema (4.1) aparece la pseudo inversa debido a que se presenta la siguiente

dificultad:

- Cuando ge S% implica que A escogido es él A =-\A, y esto indica que

la matriz B+ Al, es “proxima a ser” singular es decir es muy sensible, lo
que implica a nivel computacional que a pequefias perturbaciones en

las cantidades B, g, A nos pueden conducir a grandes perturbaciones
en el calculo de “p”.

[, )

Aparentemente esta dificultad implicaria, la no unicidad del calculo de “p

debido a la formula (4.13)
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CONCLUSIONES

El principal objetivo de esta investigacion ha sido la discusion y analisis
de la teoria de regibn de confianza para obtener una técnica de

minimizacion para problemas sin restricciones.

Para alcanzar dicho objetivo se ha desarrollado el marco teérico con
suficiente generalidad para ser aplicado a un amplio espectro de

problema cuadratico.

Finalmente, espero que este trabajo de tesis sirva como referencia para
futuros trabajos de investigacion que se puedan realizar, ya que este es
un tema sobre el cual hay mucho mas que decir y que ha sido poco

trabajado en las universidades del pais.
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APENDICES
1. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD KKT

min f(x)
s.a.
gx)<0
h(x)=0,

La idea fundamental en el desarrollo de las condiciones KKT parte de la
Lagrangiana, considerando que, si una restriccion de desigualdad esta activa
en el 6ptimo, entonces puede tratarse como una de igualdad asignandosele un
multiplicador de Lagrange |, y si no esta activa entonces puede ignorarse con
lo que su multiplicador p debe hacerse cero. De esta forma p o g deben ser

cero.
Lo AB)=Fx)+ 2 A 00+ 3 ugi(x)
i i

s.a ug(x)=0
Por otra parte si aumentamos el lado derecho de g(x) <0 la regién factible

aumenta y, por tanto, f(x) puede tener un valor menor, de forma que la
sensibilidad, medida por -y, debe ser negativa, o sea y20.

Vi f)+ 2 AV h () + D uV,gi(x)=0
i i

gx)=<0
h(x)=0
ugi(x)=0

UiZO
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2. LEY DE INERCIA DE SYLVESTER:

Todas las matrices diagonales asociadas a una misma forma cuadratica real

tiene el mismo namero de elementos positivos, negativos y nulos.

Prueba:

Sean dos matrices diagonales congruentes con una misma matriz A, que

expresaremos de la siguiente manera, siendo todos los a; y B; positivos:
D = diag(y,....0p,~0p_1,-s=0r,0,...,0) D’ =diag(Bs,--Bq~Bg_1r--s—Br,0,-..,0),

donde r representa el rango de A. Queremos demostrar que p =q.

Sean (Uy,...,Uy) ¥ (V4,..,Vy,) las bases en las que la forma cuadratica de A se

expresa, respectivamente, mediante D y D’. Tenemos que:

f(u))=a;>0para j=1...p; f(u))=-a; <O para j=p+1,...,r;
f(v;)=B;>0para j=1...,q f(v;)=-B; <0 para j‘= g+1...5

Consideramos los subespacios de R"

L :ﬁ(u1,...,up) y M= f»(Vq+1:---:Vn)
Para todo xeL\{0}, se verifica que f(x) > 0; para todo x € M, se tiene que
f(x) < 0; por tanto, el tnico elemento comin a ambos es el 0, luego L \M = {0} y,

por consiguiente,
dm(L®@M)=dimL+dimM=p+n-q.

Ahora bien, como esta dimension no puede ser mayor que n, se deduce que
p-g =0, es decir, p<q. Intercambiando los papeles de D y D’, se deduce que

g<p,y se concluye que p =g.
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3. TEORIA DE POLOS Y CEROS

La funcién de transferencia proporciona una base para determinar respuestas
importantes de un sistema sin solucionar su ecuacién diferencial . Como
sabemos, la funcién de transferencia es una funciéon racional con variable
compleja s = 0 + jw, tal que:

ByS™ +bpyy_1s™!
as"+a, "

+.. .+b1s+b0

H{s} =
( ) +...+as+ag

v

Es conveniente factorizar los polinomios en el numerador y el denominador, y

escribir la funcién de transferencia en términos de aquellos factores:

zwz}(:(s~z1)(s-zz)...(s-zm“1)(s-—zm) @
D(s) (s—P1)(s—P2)- - (S—Pn-1)(s—Pn)

H(s)

donde los polinomios del numerador y denominador, N(s) y D(s), tienen
verdaderos coeficientes definidos por la ecuacion diferencial del sistema y K =
bn/a,. Como enunciamos en la ecuacion (2) los z; representan las raices de la

ecuacién:
N(s) =0, 3)

y son definidos como los ceros del sistema, y los p; son las raices de la
ecuacion:
D(s) =0, 4)

y son definidos como los polos del sistema. En la ecuacion (2) los factores en
el numerador y el denominador son escritos de modo que cuando la s = z;, el
numerador N(s) = 0 y la funcién de transferencia desaparece, es decir:

lim H(s)=0.

S—Z;
y de modo similar cuando la s = p;, el denominador D(s) =0 y el valor de la

funcion de transferencia se hace ilimitada, es decir:
lim H(s) = co.
S0,

Todos los coeficientes de los polinomios N(s) y D(s) son reales, por lo tanto los

polos y ceros deben ser reales, o aparecer en pares complejos conjugados.
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4. ESEMPLO

- Sea la funcién:

fxy, X2) =3 06—2%, ) +%;*, donde X =(x;, x,)e R

Halle el punto que minimiza a la funcion.
Solucién:
Mediante el algoritmo 4.2.1, encontraremos el valor que minimiza la

funcién f.

Paso (1)

Seak=1y0<mny=04<n,=07<1; 0<y;=0,5<1<y, =12
dados.

Paso (2)

Sea X;= (21! eR?, A, =0,8 >0 dados. Ir al Paso (4)

Paso (3)

Si [f(Xe1)— (X< <107 entonces PARAR.

Paso (4)

Evaluar:

fy =1(X4)=16; VI(X,) :(x1—-2x2+4x13;-2x1+4x2 )

1+12x2 -2) (49 -2
= vz = 1 povd ,
G, f(Xy) { 5 4 J (_2 4 ]

Factorizar :

1 0492 0 Y1 0,041
0,041 1)L0 39)/0 1

1 0)/32
Eval =Jj V(X)) = ;
valuar gy = s VI() (0,041 1][0}
Paso (5)
Calcular una solucionw; para el problema: min{y;(w,): Jwq] <A}
donde: y,(wy) =1+ g§w1+%w1t Byw,; tenemos::

Wy (W) = 16+ 324 + 13w, + 24,50, +1,95w,7 |,
calculandow, =(w;, Wy );

Vyy(wy) =(32+49wy; 1,3+ 3,9w,) = (0,0);
entonces wy =-0,65 y W, =-0,3

72



Paso (6)

Hacer ared:=®,(0)—®4(w;)=13,14; pred:= ®4(0)-w,(w;)=10,66;
donde : ®4(w,) = f(X4+J; wy)=2,86; -

Paso (7)

Si %Z—g <14 entonces hacer A, :=y;Ay;ir a Paso (5), fin.

Paso (8)

Sim< —Sz—g entonces:

1) X, =X +Jd3wy =(1,3;0,7)%
., ared
2)S8I ——>» entonces A4 =V, Aq;
) ored N2 1= Yo Ay

3) Az ::A1 :1,2;
Paso (9)
Ir al Paso (3); y tenemos :[f(X;)—f(X;)| = 13,14 <1072 (falso).
Fin.

Nuevamenie:

Paso (1)

Seak=2y0<n;=04<n,=07<1; 0<y4=05<1<y,=12
dados.

Paso (2)

Sea X,=(1,3,0,7) eR?, A, =12 >0 dados. Ir al Paso(4)

Paso (3)

Si [f(X,.4) = (X, )| < 1072 entonces PARAR.

Paso (4)

Evaluar:

fp =f(Xp) = 2,86; VI(Xp) = (x1= 2Xp+ 4x*i-2x1+ 4%z )

1+12x,2 -2] :(21,28 -2}_

=V2f(X,)= ;
G, (X2) [ - A 2 4
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Factorizar:

T 0)21 12

2
/21,281 0 38Jlg 1

T 0)r1132
Evaluar gy :=J5 V(X;)=| 5 ( ’ J;
A1,28 1 0,2

Paso (5)
Calcularuna solucionw, para el problema: min{y,(w,): |wof <A, }:

donde: yy(w,) ="+ g£w2+%—wzt Bow,; tenemos:

Wo (W) = 2,86 +11,32w, + 1,26w, +10,64w,% +1,9w,? ,
calculandow, =(Wwy, Wy);

Va(wy) =(11,32+21,28w;; 1,26 + 3,8w,) = (0,0);
entonces w; =-0,53 y w, =-0,33

Paso (6)
Hacer ared =®,(0)-®,(w;)=2,56; pred:= ®,(0)-y,(w,)=3,219;
donde: ®y(wy) =f(Xo+Jo Wy ) =0,29;
Paso (7)
Si %Zg <M, entonces hacer A, =y A,;ir a (5), fin.
Paso (8)
ared

Si nys—— entonces:
pred

1) X3 = Xy +Jp Wy = (0,74; 0,37)};

, ared
2)S8i ——> entonces A, ==V, As;
) ored N2 2 =Y2489
3) A3=A, =18;
Paso (9)

Ir al Paso (3); y tenemos:[f(X3) —f(X,)| =257 <107 (falso).
Fin.

Nuevamenie:
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Paso (1)
Seak=3,y0<n=04<n,=07<1;0<y;=05<1<y,=12
dados.

Paso (2)

Sea X3=(0,74;0,37)' e R?, A; =1,8 >0 dados. Ir al Paso (4)
Paso (3)

Si [f(Xei1)~ (X ) <10 entonces PARAR.

Paso (4)

Evaluar:

fy =f(Xg) = 0,29; V(X3) = (x=2xp+ 4x;- 2%+ 4 X, )

1+12x2 —2) (7,57 -2
Gy = V2 f(X5)= 1 = ;
3=V 1(X3) { I 4) (__2 4)

Factorizar :

1 0)757 1 2
83 :;'J%Ga\la: S 0 %’57 :
%5y N0 847)p

. T 0)e62
Evaluar g3 =J; Vf(X3)=| 1 ;
Zrs1 )0

Paso (5)
Calcularuna solucionws para el problema: min{y,(w;): Jws| <Az}

donde : ya(wy)=f3+ghw 3+—21-w3t Bswg; tenemos:

W3(W3) = 0,29+ 1,620, + 0,42w, + 3,785w,% + 1735w,
calculandowy =(wy, Wy );

Vs(w3) =(1,62+7,57wy; 0,42 +3,47w,) = (0,0);
entonces wy =-0,21 y w, =-0,12
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Paso (6)
Hacer ared:=®5(0)-®;3(w;)=0,232; pred:= ©5(0)-yp3(w;) =0,256;
donde : P5(wy) = f(X3+J3 w3) =0,0576;
Paso (7) '
ared

Si —= <y entonces hacer Ay =y Ax; ir a (5), fin.
pred N 3 = V{43 ‘()

Paso (8)

Si msiﬁ‘d_ entonces :
pred

1) X4 = X3 +J3 w3 =(0,49; 0,25)";

. ared
281 — > entonces Ay =y, A,
) bred Nz 3=Y243

3) A4 ::A3 = 2,7;

Paso (9)

Iral Paso (3);y tenemos:lf(X4)~f(X3 )| =0,232<1073 (falso).

Fin.

Si continuamos con la iteracidbn encontraremos que el punto que

resuelve el problema es (0,0).
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