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RESUMEN

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION GLOBAL SUAVE
PERIODICA DE LA ECUACION u; + f(u); = €eDug, Y SUS
APLICACIONES

DANY NINA HUAMAN
Agosto - 2014

Asesor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega.
" Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica.

En esta tesis se hard una prueba de la existencia y unicidad de solucién global suave
periddica, asi como sus aplicaciones a la ecuacién uz+ f(u)y; = € Dugg, con dato inicial
u(z,0) = up(z), donde f es una funcién que va de R® a R”, D una matriz constante
diagonalizable con autovalores positivos, € > 0 y ug una funcién periédica que va de
R a R™. Seguiremos la metodologia descrita por David Hoff y Joel Smoller en [14],
los pasos a seguir son los siguientes:

1. Garantizaremos primero la existencia y unicidad de solucién suave periddica
en forma local del problema u; + f(u); = Dug, con D una matriz diagonal
positiva, definiendo Gr = {u € L®(T x [0,T])/ [|u(-,¢) — Gllpwemy < 7} ¥ £ en
un operador que va de Gy en Gy de modo que adicionando ciertas propiedades
y estimativas para £, Gr >y considerando T suficientemente pequefio podamos
hacer uso del Teorema del Punto Fijo de Banach encontrando un tinico punto
fijo que va a satisfacer u; + f(u); = Dug, con D matriz diagonal positiva.

2. Garantizaremos la existencia y unicidad de solucién global suave periédica del
problema u; + f(u); = eDug, haciendo uso del item 1 y anadiendo como hipéte-
sis que existe un par de flujo de entropia para f.

3. Aplicaremos los resultados obtenidos a algunos casos particulares de la ecuacién
de la Dindmica de los Gases como:

o Lol LL8 el

v —u d 0 O v

b) |u| +|p,S)| =] 0 d 0 U
s |, o ] Lo od]|Ss].
p pu [

c) | pu | +| pul+p =D | pu

pE | puE + up pE

5‘ . T

donde v=volumen especifico, p=presién, u=velocidad, S=entropia especifica,
enc) p=p(p,u,E)

Palabras claves: Solucién Suéve, Teorema del Punto Fijo de Banach, Funciones
de Entropia y Ecuacién de la Dindmica de los Gases.



ABSTRACT

EXISTENCE AND UNIQUENESS OF GLOBAL SMOOTH PERIODIC
SOLUTION OF THE EQUATION u; + f(u); = eDug, AND ITS
: APPLICATIONS

DANY NINA HUAMAN
Agosto - 2014

Adyvisor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega.
Obtained Degree: Mathematician.

In this thesis we will a proof of the existence and uniqueness of global smooth periodic
solution of the equation wu¢ + f(u); = eDug,, with initial data u(z,0) = up(z), where
[ is a function that goes R™ to R", D a diagonalizable constant matrix with positive
eigenvalues, ¢ > 0 and up a periodic function that goes of R to R®.We will follow
their methodology described for David Hoff and Joel Smoller in [14], the steps are
the following:

1. we will ensure the existence and uniqueness of smooth periodic solution locally
of the problem u; + f(u), = Dug, con D positive diagonal matrix, defining
Gr = {u € L°(T x [0,77)/ |lu(.,t) — @llyeory < 7} and L is an operator that
goes of Gr to Gr so that adding certain properties and estimates for £, Gy and
considering T sufliciently small we can use of The Banach Fixed Point Theorem
finding a unique fixed point the will satisfy u; + f(u); = Dug, with D positive
diagonal matrix.

2. we will ensure the existence and uniqueness of global smooth periodic solution
of the problem u; + f(u); = €Dug, doing use of the item 1 and adding as a
hypothesis that there is an entropy flux pair for f.

3. We Apply the results to some special cases of the equations of gas dynamics as:
v —u a b v
a + =
v —u d 0 0 v
b) v | +|pv,8) | =] 0 do O U
S 1, 0 . 0 0 ds S

P pu P
c) | pu + pu? +p =D| pu
PE | _ puE 4 up - pPE | __
where v=specific volume, p=pressure, u=velocity, S=specific entropy, inc) p=
plp,u, E)

Keyword: Smooth Solution, Banach Fixed Point Theorem, Entropy Functions
and Equation of gas dynamic

fos g



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1. Identificacién del problema

"En este trabajo estudiaremos el siguiente problema

U+ f(u)a: = eDugy
{ u(z,0) = ug(z), z €R (1.1)

Donde u es la funcién incdgnita que va de Rx R a R™ y los datos son f una funcién
que va de R™ en R", ¢ constante positiva, D una matriz constante diagonalizable con
autovalores positivos y Rf = RT U {0}. Una manera de garantizar la existencia y
unicidad de solucién global suave de (1.1) lo da David Hoff y Joel Smoller en [14],
pero si en el problema (1.1) consideramos el dato inicial ug periédico los resultados
de David Hoff y Joel Smoller en [14] no nos garantiza que la solucién global suave de
(1.1) sea periédica, ante esto nosotros vamos a tratar de garantizar que tomando ug
periédica y siguiendo la misma metodologia de David Hoff y Joel Smoller en [14] la

‘solucién es también periddica.

1.2. Formulacién del problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

1. Serd posible garantizar la existencia y unicidad de solucién global suave pe-
riédica del problema (1.1) cuando ug es periédico ?

2. Serd posible aplicar los resultados obtenidos de (1.1) a algunos casos particulares
de las ecuaciones de la dindmica de los gases ?

1.3. Objetivos de la investigacién

1.3.1. Objetivos generales

Estudiar, los espacios de las funciones periédicas y LP periédico, asi como el
problema u; + f(u); = eDug, con dato inicial periddico.



1.3.2. Objetivos especificos

Como objetivos especificos tenemos los siguientes:

1. Garantizar la existencia y unicidad de solucién global suave periédica para el
problema u; + f(u); = €Dug, con dato inicial u(z, 0) = ug(z) periédico.

2. Aplicar los resultados del item 1 a algunos casos particulares de las Ecuaciones
de la Dindmica de los Gases. '

3. Familiarizarse con la teorfa del andlisis de Fourier y el teorema del punto fijo
de Banach en los problemas de E.D.P

1.4. Importancia y justificacion de la investigacién

El estudio de las ecuaciones en derivadas parciales se inici6 en el siglo XVIII con
las obras de Euler, D’Alamber, Lagrange y Laplace como una herramienta central en
la descripcién de la mecanica de los medios continuos y su importancia radica en que
son modelos muy aproximados de fenémenos fisicos basicos. Estos modelos fisicos se
han mantenido hasta la actualidad y es una de las principales preocupaciones del
desarrollo de las E.D.P en la ingenieria y otras disciplinas aplicadas.

La investigacién de esta tesis es importante ya que involucra el estudio de los
espacios L del tipo periédico y nos muestra una aplicacién del teorema del punto
fijo de Banach en la garantizacién de existencia y unicidad de solucién local (1.1)
considerando D una matriz diagonal positiva, también nos muestra una manera de
extender la solucién del problema (1.1) (D una matriz diagonal positiva ) de local
a global por medio de las condiciones de entropia, esto nos ayudard a garantizar la
existencia de solucién global suave de (1.1) con D una matriz diagonalizable con auto-
vallores positivos. Finalmente mostraremos como algunas ecuaciones de la dindmica
de los gases sirven como modelo de aplicacién de nuestros resultados de (1.1). Se
justifica el desarrollo de la tesis porque cubrimos temas como Anélisis de Fourier de
funciones periédicas y LP periédico los cuales no se ensefian en la facultad por lo que
este trabajo permitird el interés de las E.D.P del tipo periddico en la facultad.



- CAPITULO II
MARCO TEORICO

2.1. Preliminares

2.1.1. Elementos de Analisis Funcional

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre R .Una funcién ||,||: X — RY
se dice que es una norma si cumple que:

i0< |z

ii |jz]| =0 siy sdlo si z=0

iii jaz|| = |o|||lz]| Va €R, Vz € X
iv {lz+yll < llzll + |yl Yo,y € X

Definicién 2.1.2. Un espacio normado es una pareja (X,|.]]) en donde X es un
espacio vectorial y ||.|| es una norma definida en X

Definicién 2.1.3. Un espacio normado (X, ||.|) v sea {zx} una sucesién de vectores '
de X. Diremos que {z1} es una sucesion de Cauchy si y sdlo si dado € > 0 eriste
N >0 tal que para todo m,n > N se tiene ||Tm — zn|| < €

Proposicién 2.1.1. Sea (X, ||.||) entonces toda sucesidon {zx} C X que converge en
X es de Cauchy

Ver [15], pégina 161.

Definicién 2.1.4. Se dice que un espacio normado (X, ||.||) es de Banach (0 espacio
normado completo ) si toda sucesion de Cauchy en X converge en X

Observaciones 2.1.1. Los siguientes espacios son de Banach:
n

(R, |.]g) con la norma |z|g = Z B
k=1

(R™, |.|g) con la norma |z|p = (Z xf)

k=1
(C, H) con la norma ]Z! — (Re(z)2 +1m(z)2)§

y es fdcil de ver que ||.|lg v ||.||lg son equivalentes( ||z|lp < |lzllg < nlz|lz)

Lema 2.1.1. Sea (X, |.]|) un espacio normado, y sea {xx} C X.Si {zx} converge a
un punto zg € X, entonces ‘

Jm [lzill = [z

300



Demostracion: Por hipdtesis tenemos que kh’m xp = Zp, enfonces para € > 0,
iy e (X

existe un N € N tal que para todo ¥ > N se tiene que ||z — 2ol < ¢, ademss
ol = llzoll < llox — zoll < € i £ > N, esto implica que i |lzs]| = o]l W

- Definicién 2.1.5. Al conjunto de funciones f : [a,b] C R — R, [ continua lo
denotamos ast C([a, b])

Teorema 2.1.2. Si f € C([a,b]) , entonces es Riemann-Integrable

Ver (8], pagina 252.

Teorema 2.1.3. Sea f : [a,b] C R+—— R, f es Riemann-Integrable . Si f es continua
en ¢ € [a,b], entonces F : [a,b] — R definida ast:

Flz) = / Ft)dt
es derivable en el punto ¢ y se cumple que F'(c) = f(c).

Ver [8], pgina 255.

Teorema 2.1.4. Para a < b se cumple que

s

Demostraciéon:

/b da _ /b dr
e VI —avb—2z e VIb+ —22 —ab+azx

N /b dz
—b)2 2
* V- ()]
b
: i:m———-—-(a;_b)}
=  arcsen e
_2— a

= arcsen(l) — arcsen(—1)

¥V -
- (50

= 7.

Definicidon 2.1.6. Una sucesién de funciones fr : X —— R se dice que converge
puntualmente a una funcion f : X C R® — R, cuando para cade x € X la sucesion
de ndmeros (fi(z), fol2), ..., fe(z), ...} converge hacia f(z).

Es decir para € > 0 3 ko(z,¢) e N/ |fu(z) — flz)lp <eVr € X,VEk >k

8



Definicién 2.1.7. Una sucesidon de funciones fi se dice que converge uniformemente
af (fk: X CR*— R) siy sdlo si para € > 0 3 ko(e) € N de modo que
|fe(z) — flz)|p <eVz e X ,Vk > ko

Teorema 2.1.5. Sea fy — f uniformemente en X C R" y todas las funciones
fr : X — R son continuas en xg € R, entonces f es continua en xo.

Ver [9], pdgina 221.

Teorema 2.1.6. Si una sucesion de funciones Riemann-Integrables f : [a,b] — R
converge uniformemente a f : [a,b] — R, entonces f es Riemann-Integrable y se
cumple '

b b
/ lim fr(z)dz = lim / fr(z)dz
a k—o0 k—oco J,

Ver [8], pagina 300.

+o0
Corolario 2.1.1. Si f : [a,b] — R, Z J& uniformemente convergente de funcio-

k=1
nes Riemann-Integrable. Entonces se cumple que

/ b:zjfk<z)dx'= f [ wieys

Ver [8],pdgina 300.

Teorema 2.1.7. Sea (fx)ken una sucesion de funciones derivables en el interva-
lo [a,b], st para cada zy € [a,b] la sucesdn fi(zo) converge y si las derivadas (f})
convergen uniformemente en [a,b| hacia una funcién h, entonces fi converge unifor-
memente en [a, b] hacia una funcion derivable f tal que f' = h. '
En ot labras —( 1 = lim —

n otras palabras — (k£>noo fr()) kh_r)noo o fe(z)

Ver [8], pagina 302.

Teorema 2.1.8. Sean fi, : X C R+ C una sucesion de funciones y (Mg)ren C R
una sucesion de numeros reales no negativos tales que :

+00
2. La serie E My converge -
k=1



+-00
Entonces la serie de funciones E fr converge uniformemente en X
k=1

Ver [7], pdgina 117.

Teorema 2.1.9. (Teorema del valor medio)

Sea @ C R™ un conjunto abierto y sea f : 0 — R™ supongamos que ) contiene a
[a, b] (segmento que une a y b) y que f es diferenciable en todo punto de [a,b]. Enton-
ces existe un punto ¢ en [a,b] tal que || f(a) — f(b)| < } fe)-(b— c)H

Ver [2], pagina 329.

Corolario 2.1.2. Sea f : B.(u) C R™ — R", supongamos que f es de clase C*

sobre todo B,(u). Entonces existe M > 0/ || f(b) — f(a)|| < M ||b = a|| Va,b € B,(u)

Demostracién: Como B, (%) es compacto, entonces existe M > 0 /|| f'(z)|| < M

Vz € B,(a)

Como [|f'(z)]| = mdx [f'(z)]
|v]=1

[f'(@) <ol <Pl [f ()] ,¥ v eR™

|f'(z) - v] < v ||f(2)]| < M |v| de donde obtenemos lo siguiente

|f'(z) -v] <My VveR™ (2.2)

Por teorema 2.1.9 se cumple que || f(a) — f(b)]| < ||f'(c) - (b—a)]|
Va,b€ B.(4) yc€ [a,b
Por la desigualdad (2.2) obtenemos estas desigualdades:

I£(6) = f(@)]| < |If(c)(d—a)|| < M [|b— al| de donde obtenemos lo siguiente:

17() = f@) < Mlp—a|| ¥ a,b € B.(@) (23)

Ahora sea a,b € 3(B,(1)) entonces 3 (b), (ax) C B.(4) tales que
m by =b, lim az =a y ademés cumplen que || f(bx) — Flar)]| < M ||bx — ax|
k—+o0 k—r+c0

tomando limite lim || f(be) — fak)|| < M lim |jbx — ak|

10



y como f es continua en B,(@) tenemos la siguiente desigualdad:

[£(0) — f(@)l| < Mb—al ,Va,be d(B. () (2.4)
De (2.3) y (2.4) tenemos que || f(b) — fa)|| < M |lb—all Y a,bc B.(a). M

Definicién 2.1.8. Sean f y g funciones definidas en el intervalo I C R tomando
valores en C y sea zg € I. Escribimos

f=o0(g) cuando z — x¢

Si existe una constante ¢ > 0 tal que

1f(@)] < clg(@)]

para todo x suficientemente prézimo a To.
En particular, fijado m € R, st f = o(|z™|) cuando z — 2

existe ¢ > 0.y § > 0 tales que | f(z)| < ¢|z|™, para todo z € (zg — b, 20 + J)

Definicién 2.1.9. Se dice que un conjunto de funciones (F) de K a R™ es equicon-
tinua en K si para cada nimero real € > 0 hay un & > 0 tal que 2 e y pertenecen
a K yllz—yllx < 6 entonces se cumple que || f(z) — f(y)llgs < €, para cualquier f
que pertenezca a F :

Teorema 2.1.10. (Arzela ascoli) Sea K un subconjunto compacto de R™ y sea (F)
una coleccion de funciones continuas en K y con valores en R™. Las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

a) La familia (F) es acotada y uniformemente equicontinua en K.

b) Toda sucesion de (F) tiene una subsucesion que es uniformemente convergente
en K.

Ver (2], pagina 176.

i1



Teorema 2.1.11. Sea X un espacio vectorial el cual es completo con las normas ||.||
y Il supongamos que existe ¢ > 0 tal que ||z|| < cl||z|| |, para todo z € X. entonces
las normas son equivalentes.

Ver [10], pdgina 195. '

Definicién 2.1.10. Sea X es un espacio vectorial normado. Una funcidn
f 1 X = X se dice que es una contraccion (o simplemente contraccion) si existe k,
con 0 < k <1, tal que ||f(z) — f(»)|| < k|lz — y|| para todo z,y € X.

Lema 2.1.2. Sea X un espacio de Banach. Si F es un subconjunto cerrado de X,

entonces F' es un espacio métrico completo con la métrica que proviene de la norma
de X.

Demostracién: Sea X un espacio de Banach y F un subconjunto cerrado. Si
{zr}ren es una sucesién de Cauchy en X, y por lo tanto existe z € X tal que

ka zr = z. Puesto que F' es un subconjunto cerrado de X, concluimos que z € F,
—+=400 )
por lo que se tiene que, cada sucesién de Cauchy en F' converge a un elemento de F'.

Teorema 2.1.12. Sea F' un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X y sea
T wuna contraccion de F' en F. Entonces eriste un unico x* € F' tal que Tx* = z*.

Demostracion:
Sea ¢, con 0 < ¢ < 1, tal que
1T(z) = Tl < cllz -yl

para todo z,y € F'. Sea o un punto arbitrario en F' y definamos la sucesién {zy}ren
tal que zy = Txr_1. Mostraremos que z, es una sucesién de Cauchy. Primero obser-
vemos que para cada k € N,

[zr41 — 2kl < cllzk — zooa|| <  llzo-1 — Bp—al| < -+- < ™ ||z1 — o

Para m < k, tenemos
lze — Zmll <ok — 2ol + |Th-1 — Th2ll + - + [|Zmg1 — Zia|
< F oy = zol| + F 2 |2y — mol| 4+ -+ 4 ¢ [ler — o
= (P14 F2 4. ™) ||z — x|
m

c
< r—
< 7 llea — o]
cm
Dado que lim —— =0, {zx}ren €s una sucesién de Cauchy. Como F' es un
m—too 1 — k :
subconjunto cerrado de un espacio de Banach, existe z* € F tal que lim = z*

k—r+o00
(esto es por el lema 2.1.2). Ahora queremos mostrar que z* es el inico punto tal que

Tx* = z*. Notemos que lim zx = lim Tzy_,, por la continuidad de T, se tiene
. k—+4o00 k—r+o00
que lim z, =T( lim 1), entonces z* = Tz*.
k—++o00 k—4o00

Supongamos que ahora que existe w € F' tal que Tw = w. Entonces se tiene que

2" = wl| = [Tz" — Tw|| < ¢|jz" — v

Dado que 0 < ¢ < 1, se tiene que ||z* — w| = 0, lo cual implica que z* = w. R

12



Teorema 2.1.13. Sea A un espacio de Banach reflezivo y sea () una sucesion
acotada en A. Entonces eriste una subsucesion (@m,,) que converge en la topologia

o(A, A",
Ver [1], pagina 69.

Definicién 2.1.11. Decimos que una funcidn definida en € C R™ es Holder continua
con exponente a, a € (0,1), si

(u>g = sup lu(x) — u(xf)l

—a— < +00, donde §) es un conjunto abierto
z,2f €0 l$ - [

zFT

Por notacion:

lu(z, t) — u(z’, 1)

. = su , 0<a<l
‘(U>x,ﬂ><(0,T) :,z’fﬂ lx - x,la
t€(0,T)
]U(SE, t) — UlT, t,)[
<U)zﬂx(0,i’) = sup i t’}’(" , 0<ax<l
sEQ -
t€(0,T)

Paral >0, I no entero, se define el espacio de Banach (H'(%2), |It,) cuyos elemen-
tos son funciones continuas en  y también sus derivadas hasta el orden {l] inclusive
(I1] : es el mdzimo entero de 1) y para u € H'(Q) se tiene que

{1
0 ‘ j NG U]
e = >_méx | Dlu(z)] + 2“;]’ (D)™™ < +o0
j= j=
También se define el espacio de Banach (H*/2(Q x (0, T)), |15, o) cuyos ele-
mentos son funciones continuas en Q x (0,T), junto con sus derivadas D; DS para
2r+s <l
Para v € HY2(Q x (0,T))

U]
l . -t
lulnxm,:r) = Z Q@%’,})[DID;UH,W(O,T)JF Z (D:D;U>i,n|[><]l()0,T)+
j=2r+s ! [(=2r+s

+ > (DiDiu)gupem < +00

0<i—2r—5<2

Proposicién 2.1.14. Sea f, g: Q CR — R funciones que son Holder continuas
con exponente o y acotadas, entonces f.g es Holder continua con exponente o, b —
abierto en R

Demostracidon. Sea z,2’ € ), z # 2’, entonces :
¥ b 3
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(£9)@) - (£)() = f@)als) - Fa)a(a)
= [(=)o(a) - f@ela’) + f@)ale) ~ F(ag()
= 1) o(e) — o) + (&) — F@ole)
< 1f@)lg(e) - 9@+ 1£(z) — £()] lg(=)
< Mclz — 2|+ Ne|z — 2|
< (Mc+ Ne)lz —o'|*

|(/-9)(z) — (f.9)()]|

z— 2"
que f.g es Holder continua con exponente cc. W

As{ tenemos que < ¢ paratodo z, 2’ € Q , z # x'por lo

Proposicién 2.1.15. Sea f : B,(@) — R, fc C¥(B,(@) yu: Q — B.(),
2 3
abierto en R, siu, gu f} 2, g 5 son Holder continuas con 6xp0nente a, a € (0, 1)
&7 f(u)

y acotadas, entonces

p (1 =0,1,2,3) es Holder continua con exponente c.
2z

Demostracién. Para z, 2 GIQ, z # z', se tiene, por el corolario 2.1.2
|f(u(z)) = f(u()] < M |u(z) — u(z')|

£ (u(z)) = fu(@))] < Mclo - 2'|°

|f (u(z)) — f(u(z))]

= <¢ paratodoz, ' €Qyax#a
|z — 2|

Asi f(u) es Holder continua con exponente o, a € (0, 1)

A (0le)) _ - 01(u(z) ute)

C .
omo oz _ P Ou; Oz
Como u es Holder continua con exponente o de forma analoga a lo anterior se
. Of(u)
tiene que B, es Holder continua con exponente «, para j = 1,2,...,n
Ou; Au; (! o Su(z’ Ou;
Ademgs |24 (z) (') < u() _ dul=) z,7’ € Q, por lo que 9% o Holder
oz Oz oz ox oz

contmua con exponente a,paraj =12 ...,ny por la proposicién 2.1.14 se tiene que
Buz
Qontmua con exponente «. Analogamente, como

0
es Holder continua con exponente ¢, concluimos que # es Holder
. " xr

14



A% f(u) " B du; Ou Zaf %

D2 : Bu;du; Oz Bz | 2B 52
j=1 i=1
% f (u) . A du;j du i 82uJ Oou;  Bu; 0%y
ox3 oS 8u53u du; Oz Oz Oz ZZ i)uzauZ b12 Bx + or 3:1:2)

T~ B%f of u
” ; lé‘u&u% o Zau b
8 f(u)  O°f(u)
Oz? y o3
Corolario 2.1.3. Sea f : B(u)CR”——}R” f € C¥B.(@) yu:Q c R — B,(7),
bu Pu Ou
8z’ bzt ¥ 93
& fw)
Oxd

Se tiene que son Holder continuas con exponente o. -

Q abiertos en R, si u, son Holder continuos con ezponente (a) ,

con 7 = 0,1,2,3 es Holder continua con

a € {0,1) y acotados , entonces
exponente «

Demostracién. Como f = (fi, fa, ..., fn) vemos que f;: B.(7) C R — R?,
fi € C¥(B,(@) y u: Q@ C R — B,(7), Q abierto en R

Ou u BBu

Y Bz’ g2 D3
por proposicién 2.1.15

¥ f(w)
i

esto quiere decir que

& fi(u(z)) yfé(u(?cf))

son Holder continuas con exponente a y acotadas , entonces

es Holder continua con exponente ¢« para j € {0,1,2,3}

< e
bz e | SMle—als
& flu(z) & flu(z) ‘ nao
_ < — 1,2
’ Ot or S—AJTLI:E x!SJE{Oa 3 a3}
j .
por lo que ¥ 1) es Holder continua con exponente «. B

oI
Definicién 2.1.12. Sea :

o 0 du - ou
Lt 5o ) =5 = > iz, ;:)8 a —f-Z@,(:‘cta»iJra(x,t)u (2.5)

4,4=1

Asumiremos que los coeficientes del operador de (2.5) estan definidos en
DI | =R" x (0,T). Consideremos el siguiente problema:

L{z,t, %)u(x,t) = f(z,t) } (2.6)
u(z,0) = ¢(z)

15



Teorema 2.1.16. Supongamos que | > 0 es ndmero positivo no entero y los coefi--
cientes del operador L pertenecen al espacio H+2(DL.,). Entonces para

- f e HY(DT, ), p € HF2(R"), el problema (2.6) tiene una tnica solucidn que per-
tenece a H'W2V2YDT ) y satisface la siguiente desigualdad:

I-+2 l 1+2)
uli? | < el15e |+ lolat™)

Donde ¢ es una constante que no depende de f, ni de .

Ver [11], pagina 320.

Teorema 2.1.17. (Fubini)
Supongamos que F € L}(Qy x ). Entonces para casi todo = € Q2

se tiene que F(-,y) € L}(£)) y/ F(z,y)dy € L'(Qy)
o

analogamente F(z,-) € L*(Q) y / F(z,y)dr € L'(Qy)

ademds se verifica que / / F(z,y)dydz —] / F(z,y)dzdy
Qo 431

Ver [1], pdgina 91.
Teorema 2.1.18. (Desigualdad de Holder) Sean Q un congunto en R™

1 1
FeLP(Q) yge LU Q) con la condicion de que p > 1 ademds 5-%—5 = 1. Entonces

se tiene que

foe L@y [ Ifalds < fﬂ 17 deo( [ i d
Ver [1], pagina 92.

Teorema 2.1.19. Para 1 < p < +oo se tiene que L¥ () es un espacio de Banach,
donde 2 C R™ y ademds para 1 < p < 400 LP(§2) es reflexivo.

Ver [1], pdginas 93-95.

Proposicién 2.1.20. Al conjunto de funciones definidas en Q@ C R™ y que tienen

— !
(u)g = sup ___—]u(]z:) ;f](f ) < 400, donde  es un conjunto abierto
2’ €N Tz —
zHFET

forman un espacio completo con la norma |u|go.agm = (u)g + sup ]
&

Ver [16], pagina 240-241.
Proposicién 2.1.21. Siu € C%*(Q), entonces u € C®?(Q) para 0 < f<a < 1

i

Ver [3], pdgina 185.
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Proposicién 2.1.22. Sea u: Q x [0,T] ¢ R? — R"
siu(-,t) € CO(Q) y u(z,-) € C%([0,T]) con 8 < a, entonces u € CO(Q x (0,T))

Demostracién: Por proposicién 2.1.21 se tiene que u(-,t) € C%?(2) entonces
tenemos que : '

lu(z”,t) — u(z',t)|g < clz — «'|?, para 2’ # 2’

lu(z, t") — u(:v-, t)|g < cl|t" —t'|° parat” #1¢'

de estas desigualdades tomando z = 2’ y ¢t = ¢ y sumando se tiene

lu(z”, ") — u(z’, t")|g+|u(z’, t") —u(@’,t')|g < ¢ (|x — )P+t - t’|ﬁ) , tenemos

lu(z",t") —u(a', )]s < c (]x — o) + |t — t'|ﬁ)
< ¢ I:(I:L'” _ :L'II 4 ]t" _ t/l)ﬂ 4 (I:L,// _ xll 4 |t” _ t/Dﬂ}

< 2 (" — |+ [t = 1)) = 2|(=", 7)) — (¢, )5
asf tenemos que u € C%(Qx < 0,7 >). W

2.1.2. Fu'nciones Periodicas

Definicién 2.1.13. Sea f : R —— C, se dice que f es de periodo 21 si 2l es el menor
_ ndmero positivo que:

flz+2) = f(z),vz €R

Definicién 2.1.14. Al conjunto de funciones continuas y de periodo 2l lo denotare-
mos por Cper([—1,1])

Proposicién 2.1.23. Sea f de periodo 2l y Riemann-Integrable sobre [—1,1]. Enton-

ces
/ f(z da:—/f d:v VaeR

Demostracién. f(:v)dx = f(:v d:v+/ f(z)dz +/ f(z)dz

a—l a—

Haciendo un cambio de variable y = z + 2] se tieneque s =a -1 — y=1[1+a

y cuando z = —l — y = [ por lo que se tiene que

l

!
f(iv)div = fly —2)dy = l f(z)dz
a—l +a +a
Reemplazando se tiene que

17



a1

flz)dz = ; f(z)dz + [: f(z)dz + /:Hh{ flz)dz

a—1 [

a~:~l flz)dz = — /LaHf(:I;)d:z: + /jl f(z)dz + /IQ-H flz)dz

@
a+l

!
z flz)dz = /;lf(w)dx. ||

Qo

Proposicién 2.1.24. Sea {f € C([-1,1])/f(=1) = f()}. Cada elemento de de este
conjunto se identifica con un sdlo elemento de Cper([—1,1])

Ver [4], pagina 81.

Definicién 2.1.15. Al conjunto de funciones f : [=1,1] — C que tiene un nimero
finito de discontinuidades {to,t1,...,t,} de modo que lim f (t) y Um f(t) son com-
 t] ety

plejos, 0 <1 < mn, lo denotamos por PC([~1,1]) (conjunto de funciones continuas a
trozos )

Definicion 2.1.16. Al conjunto de funciones f: R+—— C, f de periodo 2] y
fli—iy € PC([—1,1]) lo denotamos asi PCper([—1,1])

Definicién 2.1.17. Al conjunto de sucesiones (c)xez tales que sup log| < +00

keZ
lo denotaremos asi 1°(Z)
Proposicién 2.1.25. La aplicacién
[l = Rg
a — |lalle. = sup|ax|
keZ
.l €s una norma en 1°(Z)
Demostracién.
1. Sea a € [*°(Z)
0 < |ax| Y k € Z asi tenemos 0 < sup |ag| = ||a||,«, por lo que
kezZ

0< ”a”zw
2. 8i flafe =0, aci®)
sup |ax] = 0, esto nos induce a decir que 0 < |ay| <0V k€ Z porlo a =6

keZ

Si a=0tenemos ap, =0Vk €Z

18



hkk{==[)bgk EZ

sup |ag| = 0
keZ
ol =0
3. Sean c € C, o €1°(Z)
lleatll;ee = sup leay| = |c| sup |aw] = |c] ||e]|;0 POT lo que se tiene que
keZ keZ

llealiee = lel ledllzen

4. Sean «, B € I*°(Z)

lag + Bx| < |ag| + |Bk|, para cualquier k € Z 2.7
Como
o] < [levifjes
186l < 1181w
Se tiene
|ok| + Bk] < llexl]ye0 + 118l o0 (2.8)

De 2.7y 2.8 se tiene la siguiente desigualdad
|k + Bel < el + 1Bl VEEZ

sup o, + Be| < Jlod]ieo + [15]}e0
ke

< |Illjes es una norma en I*°(Z). W

Proposicién 2.1.26. (I°°(Z),|.||,«) es un espacio de Banach.

Demostracidn. Sea (o) C I°°(Z) una sucesién de Cauchy, entonces para € > 0

dng € N/ [|a" — a™||;e0 < % VYV m,n > ngp

la’,;—a}c”]<%VkEZ, m,n > ng

Para k fijo pero arbitrario se tiene que (af)nen es una sucesién de Cauchy en C,

como C es completo existe o, € C tal que lim aj = a Para m,n > ng se tiene
T—oC
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|k — ap| — lax — of] <o —ap] | - o™ < % por lo que tenemos

€
[ak—azl-la—am«:é«\fm,nzng

m (jo — aff |~ o) <

[ 3 e Y

2. " €
o — of] = Mm Ja— o] < 5
}a;c—az]g%‘v’nzno, Vk € I™(Z)

€
o = o™l < £ <€

la — "} <€V n>mng

lim o = q en |°°(Z)

Como a — ™ € 1°(Z), n > ng y o™ € 1°(Z)
(@ —a™) + (") €17(Z)
a € 1%(Z)

~ (1°°(Z), |||l ) €8 un espacio de Banach.l-
Definicién 2.1.18. Sea

6:R C
T

| a— ‘
— O(z) = Kk cZ

Proposicién 2.1.27. 6, € C55.([—1/2,1/2]) y cumple que:

1/2 o
/ 0_i(z)0;(z)dx = { (1); ;? i ;z

—1/2
Ver [4], pdgina 93.

Definicidén 2.1.19. Para f € PCper([—1/2,1/2]) la transformada de Fourier de f es
la sucesion compleja

-~

J?: (f(k))kez, definida ast:

N >1/2
Foy= [ faerras
-1/2

-~

fk) = (1/0%)

20



Proposicién 2.1.28.

F i (Cper[=1/2,1/2], |l 22) ¥ (=°(Z), |l-)
o= F(f) = (f(k))rez

Fes un operador lineal continuo (acotado)

Demostracion.

1. Sean f, h € Cper([—1/2,1/2]) se tiene que

1/2 . 1/2
(f+h)(@)e > Hids =
1/2

. 1/2 .
f(x)e—27rzkzdx+/ h(a:)e_z’“kzda: —

—~1/2

= f{k) + h(k) porlo que F(f + k) = F(f) + F(h), por lo que

F(f+h) = /

—1/2

F(f+h)=F(f)+F(h) Vi heCur([-1/2,1/2])

1/2 _
. Para c € C, f € Cper[—/2,1/2], se tiene que F(cf) = / cf (z)e2m*idy =
s | A ~1/2
=c f(z)e *idy = cf (k)
-1/2

Flcf) = cF(f), por lo que se tiene que
Flcf) =cF(f) VeeC, f€ Cpr[—/2,1/2]
. Para f € Cper[-1/2,1/2], tenemos que

1/2 _ | 1/2
< / | F(@)e 2| d = / 1f(@)| da
—1/2 -1/2

1

1/2
F() )] = } / S

1/2
|f(z)| dz = || f|| ;. de ahf se tiene que
/2

Fowi< [
IFABI < fllpr VEEZ
ilélz)]}—(f)(k” < I fllz2s por lo que [|F(f)llje < [[fll2 < +oo asi tenemos:

IF(Pllee < N fllze < 400V f € Cper[-1/2,1/2]. B

De 1) 2) y 3) se tiene que F es un operador lineal acotado(por lo que es continuo)
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Definicién 2.1.20. La N-ésima suma pm‘cml de la serie de Fourier generada por f,
donde f € PCper[3, 3] €5 :

Snfl@) =Y Flk)bu(z)
k=-N

- 2
Proposicién 2.1.29. Dado f € PCper[—3, 3. Entonces Z I f (}c)] converge y se
Kz 00

cumple la desiqualdad de Bessel.

:\f |f<k>|2 < ISz (2.9)

Kz 00

Ver [4 } pégina 99.
Proposiciéﬁ.l,?)o. Dado f € PC}.[-1/2,1/2]N C;‘e; [—1/2,1/2].
Entonces (f0)(k) = (2nki)™ (k) Vk € Z, V0 <m < n

Ver [4], pdgina 101.

Teorema 2.1.31. Dado f € Cper([—1/2,1/2]) N PCL,.[-1/2,1/2]. Entonces la serie
de fourier generada por f converge absolutamente y uniformemente sobre R.

Ver [4], pagina 102..
Teorema 2.1.32. Dado f € PC},,.([-1/2,1/2]). Entonces.

+00 4 -
Z f{k)ezwka:gi — f(IO ) ; f($0 )

k=m0

Donde f(zg) = lim, flz) y f(z5)= lm f(z)

T .'EO a:‘—NEO
Ver [4], pagina 106.
Corolario 2.1.4.

C;;er([— 1/2} 1/2D . .H_} IOO<Z) -
fo— F(f) = (F(k)rez

Asi F es inyectiva.

Demostracién. Como CJ,.[-1/2,1/2] C PCL,.[-1/2,1/2], entonces por teore-
ma 2:1.32

se tiene que
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+00 — ‘
Z mezmom’ — WS_M Voo €R, Vf e Cg}er[_l/ga 1/2]

k=00

Para f,h € Cp[—1/2,1/2] tal que F(f) = F(g), entonces f(k) =h(k) VEEZ

+0o0 +o0
Z f(k)e}nmoki - Z };(k)e%'xoki

k=—c0 k=—00

fag) + flzg) _ h=d) + hlzg)
2 2

como f, h son continuas en R, se tiene que f(ad) = h(zy) v glzg) = h(zg) -
f(i!:g) = h((l,‘o) VayeR
f=h

por lo que tenemos que F es inyectiva. W

Definicién 2.1. Dado f,h € Cper([—1/2,1/2]) la convolucién de f y h es la funcion.

(f xh)(z) = P [z —y)h(y)dy

Proposicién 2.1.833. Dados fi, fa, fs € Cper([~1/2,1/2]) v ¢ € C. Entonces se
cumple que:

(a) f1* fa € Cper[~1/2,1/2]
(b) (fr* f2)* fa = fu* (fa* f3)
(c) ixfa=fax f1
(d) (fr+fa)*fa=fi*fat+ faxfs
(e) (cfr) * fa=c(fi * f2) = fi* (c* f2)
() 11 * folloo < filloo I folloo
Ver [4], pdgina 124.

Proposicién 2.1.34. Asumiendo que f € CL,([—1/2,1/2]) y h € Cper([—1/2,1/2]).
Entonces (f * h) € CL,.([~1/2,1/2]) y se cumple (f*h) = f'=h

Demostracién. Sea f € Cy,.[-1/2,1/2], h € Cper[-1/2,1/2]

, d d, [

(FhY(@) = (F W@ = 21| - n)h)dy]
' 2 4 ._1/2

Feny@= [ TS phd
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1/2

(Fem@ =] rle- y)h(y)dy

-1

(f+h)(z)=(f +h)(z) Vz€R
(F#h) = (f +b). W

o
< .. . | —dr?k? )
Proposicién 2.1.35. La serie E eZmkeie—4m R converge uniformemente V o € R
k=—o00

y pertenece a C2.([-1/2,1/2]) ,¢ >0

per

Ver (4], pgina 105.

-+ 00 2 R i —z2
e ViWidy = J—eW VzeR, >0

Teorema 2.1.36.

Ver [7], pdgina 169-170.

Lema 2.1.3. Param = 1,2, 3; se cumple que

=00 1
./ lykm e-«y%dy < =
—oo (A

Demostracion. Para m = 1, se tiene que

+0o0 0 oo
[ ety = [ wre e [ ey
- 0

o0 D

+00 2 0 2 it 2
[ ey = [ mertays [Cymeay

—o0 0 0

-0 0 o0
/ [yl™ ety = — / |—y|™ ety + / y"e ™ dy

—00 [o] 0

) 5 o0 g o0 y2t

—r0 0 0

-+00 o0
f ™ eV dy =2 f Y™V dy

—00 0

Por este resultado solo vamos a integrar de 0 a +o0

d
gg(e‘yzt) = —2yte¥"* integrando respecto de y
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d

+00
2 2
/ —(e¥Ndy = -2 / tye ¥ tdy
dy -
’ o [+o0 oo 2
eV | = -2/ tye ¥ tdy
0 0
+00
—y2t
-1 = —2 tye ™V 'dy
1 . +o<‘;) ;
o = ye ¥ dy
2 |

+o0 :
;= / ye ¥ty (2.10)
Para m = 2, se tiene que
d 2 2
(™) = eVt -2tV
dy
‘ +o0 2 00 2 +oa 2
/ d—(ye_y Hdy = / e Vidy — 2t / ye vy
0
e = JE e [ e
be 0 N 4t y € 4
“+-00
2 -y td o ™
/0 ve @ 2t 4
+00
2 -yt e \/"’—T—
,/;OO ye Vidy DYE (2.11)
Para m = 3 se tiene
-—(92 T = 2yeV - ey
+oo d 2 too 2 4;00 2
/ — (e v Ndy = 2/ ye Y idy 2/ tye v tdy
o dy 0 o -
400 1 +o0
yRevt = 5~ Qf tyte Y i dy
0
“+oo 1
3 -—y2td -
/0 yle Vi dy Y7
/ ey = L (2.12)
y'e iy = :
~o0 2t2
+o00
De 2.10, 2.11 y 2.12 se tiene que / ety < . W
oo e
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Proposicién 2.1.37. Sir > 1, la serte

=1
— con [
kg T veryg

Ver (8], pdgina 108.

1

1
Observacién 2.1.2. De lo anterior se deduce que Z % ]T Y Z |$+ le, con-
=—00

vergen parar > 1 yz € R fijo pero arbitrario

Lema 2.1.4. Dadoc> 0 y a > 0. EntoncesV y > 0

«
—cy, o < (e
e Yy _(ec)

Ver [4], pagina 114.

-1

Lema 2.1.5. it >0, x>0yp> , entonces.

N g tp 1 1 4 2
0< \/;e i <, 2+1,dondecp Vr(p+ §)p+ (= )p+

Ver [4], pagina 115.

Lema 2.1.6. La serie

+00 —(z+k)?
~ e a

Vart

, CONnverge puntualménte Vt>0yVe#kkecZ

g

k=—00

Demostracién. Como z # k. Vk € Z = |m+k[>OVkEZyp=1>_—21-

Aplicando el lema 2.1.5, tenemos:

—(o+k)2
\/Ee(;tk) < — 2 VkezZ
t |z + k|

; 1 )
Como la serie converge puntualmente, entonces se tiene que
3 gep ’
e lz+k

T —(z+k)? .
—e — 2  converge puntualmente.

k——oo

too  —(z+k)?
4t

€
Por lo que la serie
4 k;oo At

converge puntualmente. l-
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Teorema 2.1.38.

La serie Z i converge uniformemente ¥V z € [—1/2,1/2] y t >0

Demostracién. Para z € [~1/2,1/2] entonces —1 <z < %
k+z| >kl —|z|>k|—2 >0VEkeZ k#0

k+z| >k —1>0

(ko) > (k- 32> 0

—(k+z2 < —(k| - 32VEkEZ k#0

—(ktz)? LI N

e E <e = VkeEZ k#0

oo —tm? g —(k-$)° —z?
5 < 3 cmando s e o S
——m— ——=——, sumando a cada miembro

—_ . 3
oo, VArmt. 4rt 4nt
;g;éo )
— Cetar)? oo —Uk-§)? a2

e

ZFZ\/@FM

]
e =
como ——— < ———, se tiene la siguiente desigualdad
Vant 4711’
-§k+x}2 +oo Ukl 31)2
e
e, VAt drt 4t

oy
+o00 ~(lki—21 )?
Como la serie Z v/ converge uniformente, Ver [4] pag 116

oo =(ktm)? :
. . € 4 .
Se tiene que la serie E converge uniformemente. B
oo VTt

~gx+k}2
Teorema 2.1.39. Para z € [—1/2,1/2] la serie Z T

es de clase C° y satisface que
1/2
Lin

Demostracion.

=(z+k)?
om X T

dz < ;:?27 m=0,1,2,3




(2452

+2.0 € 4t
Sea @(z,t) = para N € N y derivando llegamos a que
Vart
k=—00
BN N ~(z+k)e ~§x+k)2
— = — 2.13
6$ Pyt 2t At ( )
82 N +N 1 8“("’::‘9) (Cg + k) e (m:;k)
z,t 2.14
(@) = T Z o (2.14)
A L - a:J~ 2 o {8 e (e
a%N(x t):_§ (@ + k) e~ 5 Z m+k =tepe? Z (z -l—k =t
O3 et 42 Sirt P Vit
| (2.15)

Como para z € [—1/2,1/2] y z # 0 se tiene que |z + k| > 0 para cualqmer keZ
por el lema 2.1.5 tomando p=2, se tiene que

2 2
\/fg—(s:;k) < ct .,
t |z + &

se observa que 0 < |z| < 1/2, entonces

T —(z+k)? ct?
R B e QL — 2.16
11}' l \/—;8 - ].’L'“Jr‘ kls—m ( )

<[k ~lz| < |o+k]

21kl -1
| |2 < |z+k|
1 < 2
|z + k| 2|k -1
1 < 25-m
cr kP~ EH-T
1 16

D — < P U
TP R -
reemplazando en 2.16 se tiene que

_(2dk)? 16¢2
’x+k|m\/fe (:;k) S cl6t -
t 2]k — 1)
K2 cl6t?

y por proposicién 2.1.37, pues 5 — m > 1 se tiene que Z

k==—00

e < ()
|2]k] —1f?
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k==t00
‘ . m —(z+k)2
entonces por el teorema 2.1.8 y 2.1.38 la serie E |z + K \/ge S con-
k==—00

verge uniformente para m=~0,1,2,3. Esto quiere decir que las series en 2.13, 2.14 y
. i, N

2.15 convergen uniformente y por el teorema 2.1.7 se tiene que Nh’rf
00
8’{71

7 para m = 0,1,2,3 por lo que ¢(z,t) es de clase C® en [-1/2,1/2]

oz™
+00 63%;:)2
Ahora como ¢(z,1) = k;m i se tiene qge:
8 12 (o k) ST
%z—k;m(; ) Ji (2.17)
By too g =l oo (z+ k)Qe—(x;‘:k)z
@(flﬁ,i):— Zmﬁgﬁ-\‘" Zm pYe N (2.18)

—{z+k)? +00

D X (z+k)e = (z+k)e = X (z ke w
el Dy =2 B -2

Examinemos que sucede en cada igualdad

1/2 +o0 e —(x;:k)?
/ E |z + k™ dz, como esta serie converge uniformemente

"1f2 koo V 47"3&
+o0 172 e -(m;—kf
Z / |z + &™ dz, haciendo un cambio de variable y=x+k
+00 2kl —)?
Z i ly|™ c - dy, asi tenemos
2 Virt

‘oo e~
m dy por el lema 2.1.3 se tiene que
[ . ly] s P q
— 2 ’
f - ™= : dy < (o
oo drt © T W

para m=1,2,3 y por teorema 2.1.36 se tiene

2
oo e %

—oo VATt

en 2.17, 2.18 y 2.19 tomando valor absoluto, desigualdad triangular e integrando,
despiies como las series convergen uniformemente, la serie sale de la integral aplican-
do los resultados anteriores en cada caso se tiene que

dy=1
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1/2
[ (o fldo =1

1214 2
P
g, 1) dz < ——r
./_1/2 3-’E($ )| < VL2
. _1/2 8"172 - Qé t
1/2 | 53, 251/’2 72 43;2?5312
' o i(x 1) dr < 5 5 3
~1/2 | Oz 4¢ \/— 44 \/_ L

de estas desigualdades se tiene que
1/2
L

Teorema 2.1.40. Dado z € [~1/2,1/2], ¢t > 0, se cumple que

—{z+k)2
e i

sz:oo \/4—7#-

am +00

da:gtj% m=0,123

50 oo lzte)?
E : e2?rkxi e-47r2k2t — E € %
k=—00 Koo VTt

Demostracién. Sea

+00 e-(z:;k)z
plot= 3,

k=—oc

o
. a2
— § : e2mfs:me 44k t

k=—co

Por el teorema 2.1.39 se tiene que ;(+,t) son de clase C*, analogamente o(-, 1)
es de clase C°

A continuacién demostraremos que ¢;(-,t) y ¢(-,t) son de periodo 1

—§x+1+k)2
(z+1,1) = E , como k recorre Z se tiene que
, +00 e-czy)?
z-+1,t)= or lo que
o1 ) g}m v P aue

w1(z + 1,t) = ¢1(z,t) porque es de periodo 1
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o0

4232
wolz+1,8) = Z k(e +L)ig—dn ket
k=00
e o]
. s A212
— § : e?wkme?vrkze Ank“t
k=—co , por lo que es de periodo 1

oo
i A 2h2
- § : eZ’lrk.me 4t ket

]

pa(z+1,1) = @alz,) |
por lo que concluimos que ¢y (-, ) ¥ @a(-,t) pertenecen a CEr([—1/2,1/2])

Ahora para demostrar que ¢ = y, basta demostrar que para ¢ > 0 se cumple que
B1(m,t) = @a(m,t) para todo m € Z, pues la transformada de Fourier es inyectiva.

1/2 '
?1(m,t) = / o1(z, t)e My
172 +eo e-(z:;k) '
— / e—21r-mn:z dx
~1/2 ke —oo hY 47I‘t
Haciendo un cambio de variable y = z + &k obtenemos
+00 }H.lé e -(m:;k)2
oi(m,t) = L e TR gy
flmy) = 3 | == ,

too  pgr =(zik?
e« —2rmyi 2rmki
= e .€ dx

o0

—(z+i)?
+o0 k41 e—(%TL

— —2rmyi
= C T . dy
e Tk Vdnt
1 O (eam? ,
= o[ S iy
Vart Jo Y
—00

Por el teorema 2.1.36 se tiene

Zi(m, 1) . T
m, = —. [——.e
#1 1x4ﬁidj Ztld?

—dnZm?
L
ids

Pilm,t) = 74 (2.20)
: /2 +oo ’ '
:&;(m’ t) :/ ( Z 627rk;cze—4?r2t).e—27rmmdx
~1/2 k=—00
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como la serie converge uniformemente

P = 172 2r(k—m)i —472k%t
pz2(m,t) = Z ( e dr).e

k=—c0 12

1/2 _
por proposicién se tiene que / errolbmlige = k£ m

~1/2
=N 1/2 -
por lo que pa(m,t) = (/ ldx)e 4™t
-1/2
Bam 1) = e (2.21)

De (2.20) y {2.21) se tiene que
Film,1) = F3(m, ), por lo que
p1=y. N

2.1.3. AnAlisis de Fourier en los espacios L*(T)

Para 2,y € R decimos que: z = y si z —y € Z. De ahf se ve que = es una relacién

R
de equivalencia de partes de R por lo que se define T = 7 (conjunto de clases de

equivalencias) nosotros podemos identificar las funciones sobre T y las funciones de
periodo 1 sobre R y la medida de lebesgue sobre T, puede ser definido por el siguiente
sentido de identificacién :Una funcién f es integrable sobre T si y sélo si su corres-
pondiente funcién periédica f es integrable sobre [—1/2,1/2), por lo que:

1/2 S
Lrwa= [ se= [ e

En otras palabras consideremos [0, 1) como un modelo para T y la medida de Lebes-

gue dy sobre T es la restriccién de la medida de Lebesgue de R a [0, 1), as{ la medida
de T es 1.

Definicién 2.1.21. para 1 < p < 4+ se define el conjunto
L(T)={f: T—R/f € L7([0,1])},

Proposicién 2.1.41. Los siguientes espacios son de Banach:

a) Paral <p<+4oc (LP(T), H-HU’{T))
donderH==(j£lfF)”p
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b) (L(T), “'”L°°(T)) , donde
/1l ogry = supess|f(z)| = inf{M > 0: m{z € [0,1] : |f(z)| > M} = 0}

Demostracién . Sea { fi }xeny C LP(T) una sucesién de Cauchy, entonces { fi }ren
es una sucesién de Cauchy en LP([0, 1]) y como L?([0, 1]) es un espacio de Banach ver
Royden en [10] se tiene que existe ¢ € LP([0,1]) tal que kh’ril fr = @ en LP([0,1])

—+00

, _ »
por lo que kgrilw Jt =@ en L?(T)

dranes o) { 321

se nota que i € LP([0,1]) a continuacién definamos f(z) = ¥(z — k) cuando
k<x<k+1, paraalgin k € Z

as{ se tiene que LP(T) es un espacio de Banach. l

Proposicién 2.1.42. (Desigualdad de Holder )
1 1
Para fe IP(T) yhe LYT), p>1y -+ —-=1 se tiene

P g
i< ([ 1 e [ e aays

1
Demostracién. Sea f € LP(T) y h € LI(T), entonces / |f-hldz = / |f.h| dz,
’ T 0

por el teorema 2.1.18 se tiene que

Jsatdo < ([ 15 ape [ easyse
/T|f.h| dz < (/E|f|3” dx)l/p(/mlhlqdiﬂ)l/q- B

Definicién 2.1.22. Se define el polinomio trigonométrico

N
P(:L') = Z am627rmzi ,zeT, [a—Nl+|aN| £0

m=—N

De ahi se tiene que:
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N
Plx e—2ﬁfcxédx — / a e—kaxidz
| P@ (3 a)

me=—N
N
— Z ak/e2r(m—k)zd$
1y e N T
N 1/2
- Z ak/ 621r(m-k)1edm
Pz N ~1/2
f P(z)e ?™idy = ag
T

Definicién 2.1.23. Para f € LY(T), m € Z se define los coeficientes de Fourier asi

Flm) = /T flz)e ™ide ((F(m))men) transformada de Fourier

Definicién 2.1.24. La serie de Fourier de f € L*(T) es :

Snfa)= > flm)erm=

m=—N

Teorema 2.1.43. Dados f,h € LY(T), c€ C, m € Z, se tiene que :

a) (J+B)(m) = F(m) +h(m), (cf)(m) = cf(m)

¢) (e f)(m) = Fm)e 2™, donde 7, f(z) = f(z — o)

4) |Flm)| < 1f

s,

o~

e) %(m) = 2xmi)"f (m) para cualgquier f € C™(T)
+00 .
P @)=Y Jlm)etrm=

Ver [3], pagina 164.
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Definicién 2.1.25. Dado f, h € LY(T) se define la convolucion de f y h ast:

Proposicién 2.1.44. Para f, h € L}(T) se cumple que:
f*he LNT), [|f*hll <|Ifllz bl v también se cumple que

Fx h(m) = f(m)h(m)

Ver [5], pagina 4.
Definicién 2.1.26. A continuacién definamos LP(T x [a,B]) y L(T x [a,b])
x Para 1 <p < +oo se dice que f € LP(T x [a,b]) si f(-,t) € LP(T),
f(,) € (8] v /T / | )P dida = / b /T | (@, 8)F dadt < +oo

» Se dice que f € L=(T X [a,b]) si supess |f(z,t)] < +oo
' (z,t)ETx[a,b]

"Observacién 2.1.3.

sup ess |f(z,t)| = supess( sup ess|f(z,t)|} = sup ess(supess] (z,t)])
(z,£)€Tx|a,b] z&T te(a,b] t€la,b] z€

Proposicion 2.1.45. Los siguientes espacios son de Banach

a) Para 1 <p < +oo (LP(T % [a,b]), ||.l|;») con la norma
-l zoerxpagy o LP(T % [a,8]) — RS
o= Wl ora = ([er[ ) |fP)HP
b) (L®(T x [a,8)]), |-l ;) con la norma

Il : LP(T x [a,8]) — Rg
f— ”fHLw:(SU“pegs (=, )}

z,4)€T x [a,b]

Demostracién. Sea {fi}ken C LP(T % [a,b]) una sucesién de Cauchy, entonces
{fi}xen es una sucesién de Cauchy en LP([0,1] x [a,d]) y como LP([0,1] x [a,b]) es
un espacio de Banach se tiene que existe ¢ € LP([0,1] X [a,b]) tal que kh’ﬁ’l fe=1¢

—+00

en LP([0,1] x [a,d]) por lo que kgﬁl fr =9 en LP(T x [a,b])

olz,t), z€[0,1)

definamos para t € [a,b] ¥(z,t) = { o(Lt), & =1
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se nota que ¥ € LP([0,1] x [a,b]) a continuacién definamos
flz,ty=1(z — k,t) cuandok<z<k+1, paraalgin k€Z
asi se tiene que f € LP(T x [a,b]) por lo que LP(T x [a, b))

es un espacio de Banach. B

Definicién 2.1.27. Para 1 < p < co Se dice que f € LP(T x [a,b])
st fi € LP(T x [a,8]), i =1,2,..,7n

Proposicién 2.1.46. (LP(T x [a,b]), ||.|l») es un espacio de Banach, donde

lMlgs  LP(T x [a,8]) — Ry
f— |fle= 1121,22% | fill 2o

Demostracién. Sea {f*}reny una sucesién de Cauchy en LP(T x [a,b]) esto sig-
nifica que para ¢ > 0 existe ky € N de tal manera que param, &k > ko

”fk“fm“u('rx[a,bl) < €

{g%”ff—ffn”m( Txlat) < €

Hfik_fFHLP(Tx[a,b]) < ¢

Esta tltima desigualdad quiere decir que para i-fijo pero arbitrario {ff}ren es
una sucecién de cauchy en LP(T x [a, b]) por proposicién 2.1.45 se tiene que existe f;
que pertenece a LP(T X [a,}]) de tal manera que kHIf f¥ = fien LP(T x [a,d]) , esto

et OO

quiere decir que klim | 75 - f,;HLp(Tx[a y =0, para cualquier ¢ € {1,2,...,n}
~ k—oo )
"
como 1121%3; ”fi]c - fi” < ; Hfik — fi”LP(Tx[a,b})’ cuando k — 400 se tiene que

;;EI—!poo 1’%1% Hfsk - fi”Lz’(Tx[me

=0
. I _ 2
asi vemos que f” converge a f = (fi1, f2, ..., fn) por lo que L*(T x [a, b])

es un espacio de Banach. l

Definicién 2.1.28. Sea f, h € LP(T) se define la convolucidn de f y h asi

f*h:T — R®
z / F(z = )y = (fo * Ba(0), s Fo % h(3))
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Proposicién 2.1.47. Para f,h € LP(T) , 1 < p < +00 se tiene que

1 * Pllpsery < I llpeemy (2l ery

Demostracién. Para esta demostracién veremos dos casos

1. Caso 1: 1 < p <+

I(fz*h)(:v)|</|fz(z—y)||h y)ldy</lfz(z—y)ll/"lfz(:v—y)llh (W)l dy
por la proposicién 2.1.42

(Gex m)(@)] < ([ 15 = I [ 1o = o) )l >
e+ B)@)| < WA ([ 1o =) )P d)
J s my@p ae <[ [ 1@ =)l ()P dydo)
L my@p s < 1a ([ [ 1o - vl el dy
| L1 )@ do < IR [ 1 It )
LI my@P do < 1177 ([ )P )
(10 B)@P do) > < I3 [ i) o)
o ll o < 1ol Wil < 1l Dl

£ # Pllgs < £l [14lles
2. Caso 2: p= 400

G h)@) < [ 156e =l In@ldy < [ 1o~ )l Il
< Wl [ 15Go =y = Wilm ([ 16010,

(i B)&)| < [l [l Vo€ T

1% il e < WPl [ s ¥ = 1,2,

1% Pllges < llAllgeo [If Il W
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Proposicién 2.1.48. Para f,h € LP(T x [0,T]) y 1 <p < oo se tiene que

/t(fz'(',

[

[iti=s)=n
[tti=9)+n
__/Ot<fi<-,t—s) h

por proposic

5) *

—s) * h(-,

ién 2.1.47 .

* b,

./(f(t ) % i, 5))(
/ (-t = 5) B, ) (&)ds

5 [ W=l Il
Demostracmn

dis| < [0t =9 i (@)l s

) 's/tnfz-(-,t 3) % il )l o

is| < [ 156t =5) bl )l ds

5))()ds| < / 1£(5t = )|l [R(, 8)llpeo ds
Lo / [1£(-2 = 8)llpa 1A (-, 8) [l ds
Loo / 17Cy 8)[lp2 [|1A(-) 8) || ds- M-

Proposicién 2.1.49. Sea f € 1L2('11‘ x [0,T]) se cumple que para 0 <t < T

Demostracion.

t 2
/ f(z,s)ds
0 L

/Ot f(z,s)ds
= /11‘(/0t fi(z, s)ds)?dz

2 t
< / 176, 9)ll2 ds
L2 0

[[ i snan [ 156l e
< [ [ [ thte i) sy

t ot
< / / / |fi(z, s)| | fi{z,v)| dzdyds por proposicién 2.1.42
o Jo Jr _
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INA

[ [ im0 doa( [ Va0 ao)eaas
= [ [0 150l s

= ([ 156N 150l d

= /0 g [|fi(s)ll 2 ds)?, por lo que se tiene que

'(iL‘,S)

< [ 1pds < [ 1@k ds

/Otf(m )

Proposicién 2.1.50. Sea

< [ 17 ls asm

Bt~ ox?
_J u(z,0) = f(z)

7Y
D = diag(dy, dy, ..., dn),d; > 0,i =1,2,...,n

\ U= (ul,ug, ...,un)

La solucidn fundamental de 7 es K(z,t) de modo que la j-ésima componente de
—(z+k)?
+00 77y

e 4tdj
K es Kj(z,t) = Z

PR / 4 tdj
Demostracién. Resolver (p) equivale a resolver (7;)
. % — 4.32?“"’3'
piy ot ! Hp2
uj(iB, 0) = f](x)

Ahora vamos a resolver (77) .

Uj &*u
6—; = d; 5 2’ , tomando transformada de Fourier

e ———

u; 8%u,;
é(mt} jfaQ(mz‘)mez,t>0
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—

(m t) = d; =2 (m, t) por teorema 2.1.43

8
3 8 2
2 - AP
B (M t) = dj(2mmi) i (m, 1)

%%(m, t) = djdn*m?dy,@;(m, t) es una ecuacién diferencial
con valor inicial @}(m,0) = f;(m)

resolviendo se obtiene que %;(m,t) = Fi(m) et mdst

por teorema 2.1.43

“+oc

Uj(ilf,t)= Z @(m,t)e%rmxi

m=—0co

+o0 N
u; (ﬂ'}, t) o Z 7 (m)e-—éx?mzdﬁe%mmi

M—=—0C

W= 3 ([ floe e

m=—00

Como la serie converge uniformente

w(zt) = [ 1) S g ey g

==

Por teorema 2.1.40

—(r—y+k}2

+00
i — 2
§ e?n‘mz(m y)e 47{ med;t __ §

TR0 M==—=00

—(m"wm)z
T T wa;

y & esta tltima serie la vamos a llamar K, es decir K;(z,t) = Z
VAdr td
as{ tenemos que:
uj(z,t) = /f;(y)Kj(x —y,t)dy , j € {1,2,..,n} por lo que
T

wt) = [ LK@ -t
K = (K1, K, ..., K,,) es la solucién fundamental de (7). W

Proposicién 2.1.51. Siendo K = (K3, Ko, ..., Ky,) el mismo de la proposicién ante-
rior, se cumple que:
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omK
&L‘m (‘7t)

’<— t?n72’ m=0717273 Yy ademds ag = 1

Demostracién. Para m € {0,1,2,3} y j € {1,2,...,n} se tiene que por el teore-
ma 2.1.39 '

L(T)

3\.

Bij a,
ot <
H dx™m ) LY(T) (td )m/2
8ij al
’ . t < '™
12525 || Bam (%) nm (td;)™/?
O"K a, am
—(-,t < m__
| o™ ) L(T) (tdj)m/2 tm/2

-
Proposicion 2.1.52.
(K(t) xu—o)(z) = [K(, 1) * (u—p)](z) YueLY(T), = cte
Demostracién. Sea u € L!(T), ¢ = cte
(K(8) % 1= 9)(@) = (Ka(1) 50)(&) — 910, - (KnC,8) % 1) (2) — o (z)

Par_a 1 < 5 < n se tiene que
(K5 ) % 1) (@) — g5(a) = / K;(w — v, t)us(0)dy — 0;(z)

= /Kj(m -y, thu;(y)dy — (/ Kj(z — y,t)dy)p;
T T

- [ Ko - v (wslo) - i)y
= [Kj * (uj — ¢)](z)
(KG(- 1) *uy — @;)(z) = [K;(-,t) * (u; — ¢;)](z), para todo 1 < j < n, entonces
K(t)xu—p=K(,t)*(u—¢). K
Proposicién 2.1.53. Paraty,to >0 yz €T, se tiene que
K(z,t) % K(2,82) = K (3,41 + 1)

Demostracién. Para j=1,2,...,.nymeZy
F:CHT) — I°(Z)
5 — FH)=

41



por la proposicién 2.1.44 se tiene que

—— T

F(K;( 0) * K;(-, 1)) (m) = K;(m, 1) K;(m, 1)

En la demostracién del teorema 2.1.40 se tiene que la transformada de Fourier de
KXm\,t) = g4’ m’td;

es por eso que obtenemos la siguiente igualdad.

FUK5 (1) # Kj(- 1)) (m) = ¢4 mndsgmin?nitad

-F(Kj('?tl) * Kj(- t2))(m) = gttt

F(K;(-,t1) * K;(+,t2))(m) = ]/(;(m,tl +1t2) paraj=1,2,...n

F(K (1) *K(-,t2))(m) = K (m, t1+13), m € Z como la transformada de Fourier

es un operador inyectivo, se tiene que

K(z,t1) * K(z,t2) = K(x,t1 + t2). W
Proposicién 2.1.54. Para u € L*®(T) se cumple que existe a > 0 de modo que
[ullzeo(ry < @ llulliae

Demostracién. Como (IL°°(T), ||. | (r)) espacio de Banach, para u € L(T) se
tiene que :

|u(2)]

IA

||2llLoo () » PaTa todo x € T

/T (@) e < [l

IA

”’LL”]Lz(T) ”u”]L“’(’]I')

Sea u* una sucesién de funciones en L=°(T) que ademés es de Cauchy con la nor-
ma ||.[| 2y entonces por la desigualdad anterior se tiene que también es de Cauchy

con la norma [|.{|pery ¥ como L°(T) es de Banach se tiene que existe uc L°(T)

tal que u* — wu cuando k — 400 con la norma L>°(T) esto quiere decir que
kEI—lr-looHUk_u”Lw(T) = 0 , pero como Hu’“—u”Lz(T) < Hu’“—uHLm(T) se tiene que

kEIJPoo ||u* — u”vm = 0, por lo que(L™(T), |||l 2(r)) es un espacio de Banach por

el teorema 2.1.11 se tiene que existe a > 0 talque ||ul|peo(ry < al|u[lpz(r), para todo
u € L*(T) A
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‘2.1.54. Ecuacién de la DinAmica de los Gases

A través de la ley de conservacién de masa, cantidad de movimiento y energia se
deduce algunos casos particulares de las ecuaciones uni-dimensionales de la dindmica
de los gases no isotrépico (entropia no constante), con el mecanismo de disipacién
usual de la viscocidad y la conductividad térmica.

Consideremos el volumen cilindrico conteniendo un fluido uni-dimensional

Si la particula del fluido esta en posicién z en el tiempo inicial entonces en el
tiempo ¢ estard en la posicién ¢{z, t).

Nosotros denotamos respectivamente por p(z,t) y u{z, t), la densidad y velocidad
del fluido que en el tiempo ¢ ocupa la posicién z.

Conservacion de Masa

Nosotros tenemos que

d B(wa,t)
/ p(z,t)dz | =0 para todo z; < z2
P

E{ (3’}1,2}
tomando z = ¢(z,t), dz = g—mq{)(:z,t)dm y
d 2 8
0 = 2 ([ stoten). 0 om0

0 = [ {Gr0e0,0) + mpl9(a,t) Do, 1), 0 bl t)+

# 90,0, ) g8y, 1) 20z, 0] d

entonces
Op Op Oou
o en la ley de conservacién
Op O |
e + 5;(’0“) =0 (2.23).

Conservacién del momento lineal o Ley de Newton

El fluido que en el momento ¢ ocupa el intervalo [z, z + Az], en el tiempo ¢ + At
ocupars el intervalo [z + u(z,t)Al, z + Az + u(z + Az, t)At]. Ademds esa deforma-
cién por unidad de longitud en el intervalo de tiempo es

(z+ Az + u(z + Az, )AL) — (2 +ulz, D) AL) — (z + Az — 2) _ w(z + Az, t) — u(z, 1)

Az , Az At

Como la velocidad de deformacién del fluido en el punto (z,t), mas exactamente
la velocidad instantanea de la deformacién por unidad de longitud en el punto z y
en el tiempo ¢, es obtenido dividiendo la expresién anterior por At y haciendo At y
Az tendiendo a cero, entonces la velocidad es
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2 a1

Ahora, considerando un fluido viscoso y una parte de este fluido esta en el intervalo
[y1,y2) . La fuerza ejercida por el resto del fluido en esa porcién, en el instante, a
travez de y2, consiste de dos términos: la presién p(yz,t) y la fuerza de la viscocidad
e%(yg,t), proporcionales a la velocidad de deformacién del fluido en g9, donde la
constante ¢ es el coeficiente de viscocidad del fluido.

Por la Ley de Newton, la velocidad de variacién del momento lineal de una porcién
del fluido es, en todo instante, igual a la suma de fuerzas externas que actuan en la
porcién. Ademés

d @(x2,t) 5
E</¢(z1,t> g (z’t)“(z’t)dz> = —p($(22,1),1) + e5—((z2,1),1)

~ (~p(8(21,9), ) + e (Blo,0),0)

d(z2,t) 5 Su
= —(—p+e—=)(2t)dz
/Wht) 2 o+ 2

- Haciendo z = ¢(z, t) nosotros obtenemos que

dilt (/: p(o(z, 1), hu(g(z, t),t)%(x,t)dr_s) = /: B_Bx(_p+e%)(¢($’ t),t)g—i(x,t)dz

efectuando la derivada del lado izquierdo de la igualdad
2 [ Opi 0 0 0
/m 1 (—ﬁ%(gﬁ(z,t),t) + %(gs(x,t),t)u(qs(x, t),t) + p(¢(x,t),t)n(aﬁ(w,t),t)a—?;(aﬁ(w,t),t)) a—i(w,t)

= 3 du ¢

= —(-p+ ea—x)(gﬁ(z,t),t)%(z,t)dz

obteniendo que

/: (%ﬁ(aﬁ(:v,t),t) + Bg;‘ (¢(:v,t),t)) %(z,t)dx _ /:' a% (_p+e%)(¢(x,t),t)—g¥j(x,t)dx

concluyendo que

dpu | Bpu® BP0, Ou
w5t or - or T30

8, Ou
= 5255

Opu + 2(pu2 + P)

5% Bz (2.24)
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Conservacién de Energfa

Dado la temperatura T(z,t) del fluido en el tiempo ¢, en la posicién z vy e(z,t) la
energia especifica del fluido.

Por la ley de Fouries, la velocidad, con la que el calor esta entrando por ys en la
porcién, del fluido que ocupa el intervalo [y1,ys], en el tiempo ¢ es igual a

oT
)\%(y% t)

Donde la constante A es la conductividad térmica del fluido.

La ley de conservacién de energia que la velocidad de varicién de energia de una
porcién del fluido es, en todo instante igual al trabajo infinitesimal hecho por las
fuerzas externas que actuan en la porcién, mds la velocidad con la que el calor que
entra en la regién ocupada por la porcién del fluido.

d Bz t2) 2( t) . 3
Sl (22 e
=(—p(¢(xz,t),t))+e—(@(r€z t),t) — (=p(d(z1,1)), 1)+

e 2 (o, )t ), 4 32 (8o, ),6)~ X2 (3 0,0

$e2t) 5 Bu 8T\
_-/qﬁ(mlt) 5 ( pu+ eu6—+Aa ) (z,t)dz

haciendo z = ¢(z, t), tenemos que

%U:p(@(x’t)’t) (W + e((z, 1), t}) 2, t)dx}

" 8x(“‘pu+eu + A=) (wyt),-t)é;(iﬂ}i)dm

Oz 0X

Efectuando el lado izquierdo de la desigualdad anterior, tenemos

/jgt {p(—”}“e):l (¢ (x,t),t)+a((¢(x,t),t)))§, [ (u—2+e)(¢(x,t),t)] N

1

ol 1), [—‘Www(m)»)} 2 90z, ), )22, e =

/%..pumg AT ol 1), 02 (@,

desde donde concluimos que .

& u? 3] u? ou O, - Ou or
5 ( +8)+u% (2 +e)+p(2 +e )a—x- 5;(-pu+eu-3—x+)\5;)
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o P o u? 8, Ou or
ap(? +e)+ — P [pu( 5 T e) +pu} = %(eua—gg + /\%)
efectnando en la parte izquierda de la ecuacién y usando la ley de conservacién

de masa 2.23 y también la ley de conservacién de momento lineal 2.24 obtenemos

(2.25)

de de 2 o ,.0T
00 4 gt +p o = (S 4 2 (13T (226)
Desde las ecuaciones 2.23, 2.24 y 2.26 nosotros obtenemos
3]
L >—o
2}
o (%(WH%(W +p) = 5-*(6 (% (2.27)
0 (“‘+)+L9_ (_2+)+ _ﬂ(..(?ﬁ+,\§2)
GiP\g T T gy [P e TRY = 5 e oz

Aqui nosotros consideramos p =ple,p) y T = T{e, p) para un gas ideal politrépico
tenemos

e=C,T
Donde la constante C, es llamada calor especifico a volumen constante del gas
or_ 15
oz C,0z
usando la energia especifica total
2
U
E=e+ ?
y notando que
Ju_ 16
or 2 0x
d 0% wr A u? :
(pE) + (puE +pu) = (e~—2— + F(E - -5)) (2.28)
Ademas de las ecuaciones 2.23, 2.24 y 2.28 obtenemos
dp O )
hl T =0
5 T 5 PW
8 .
(pu} + 570" +p) = 0 (2.29)

I3} d
a(pl_?), + -a—i(puE +pu) =0

donde p = p(p,u, E).
Efectuando esta ecuacién de energfa obtenemos
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?E_}_ _6_@+£( )—0
pat p“ax Bmpu_

desde la segunda ley de la termodindmica, para un gas que contiene un volumen
variable, tenemos

dg = TdS — pdV

Donde € es la energia interna del sistema, T la temperatura, S la entropfa, p la
presién y V el volumen.

Aplicamos al volumen que que contiene una unidad de masa de gas obtemendo
que

de = TdS — pdv
‘ , 1
Donde e es la energfa interna especifica del fluido, S entropia especifica y v = ;

el volumen especifico. Esto implica que

Oe _ 105 _ Ov
o ot Par

Oe T@S v
bz~ dz o
usando la ecuacién de energia 2.27 obtenemos:

88 pou Ou

p(TE -+ EEE)+ B =0
usando 2.22
8s = 95 .
también
3] 15,
E(;‘)S) + B—E(puS) =0 (2.31)
entonces tenemos el sistema
5] 0
32) +g-(pu) =0
5 )
. = 2.32
8t(/m)+8 (pu +p)=0 (2.32)

O (0S)+ 2 =~ (puS) =0

donde p = p(p, 5).

En la deduccién de arriba usando desde el punto de vista euleriano o espacial ya
que la variable independiente esta asociado a un punto del espacio fijo y no a una
particula fija del fluido esto es diferentes particulas del fluido en diferentes instantes
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de tiempo, tendremos las mismas coordenadas z. p(x,t) representa la densidad en el
tlempo t, de esas particulas del fluido, que estardn ocupando la posicién z.

Desde el punto de vista lagrangeano o material, ademds del tiempo vamos a utilizar
una variable que se asocia de forma biyectiva con las partfculas del fluido.

Por lo que las variables deben ser constantes a lo largo de la trayectoria de cada

particula.
Si nosotros hacemos ahora un cambio de variables independientes

(z,t) — (&)
donde

T=t ¥y §=£(‘T:t)

El tiempo no cambia , cambiando las letras para evitar confusiones en el cdlculo.
La funcién £ es la variable lagrangeana si es constante a lo largo de la trayectoria
esto es:

2 (6w, 0,1) + u(9(z, 1), 5665, 0),8) =0

o también
o€ o€
o 5 +u B—x— =0 (2'33),
Como € = £(z,t) y 7 = 7(L) entonces tenemos
9 _00% 0
ot OEot Bt
y ,
9 _0%
dxr Ot ox

Usando .este cambio de variable y la ecuacién 2.33 y reescribiendo la primera
ecuacién del sistema 2.32 como

Op 3¢ + dp + <p6u e 35> 85

¢ Bt
~ obteniendo
8,0 Ou D¢
+ p@‘S e =0 (2.34)
de la segunda ecuacién del sistema 2.32 tenemos

b ot 0 0 ou £ _
o5+ oo+ (wk (o) + pue + ) 2 =0

Efectuando esta ecuacién y usando 2.33 y 2.34 obtenemos
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bu , op 06
8¢ Oz
Escribiendo la tercera ecuacién del sistema de 2.32 tenemos

(pE ; (pE)+< (pE)+pEgz+§( )) % _

Usando 2.33 y 2.34 obtenemos
BE

=0 (2.35)

(pu)— =0 (2.36)

nosotros observamos que las ecuaciones son simples si la variable lagrangeana £
satisface

—g—i(:ﬁ,t) = p(z,1) (2.37)

£(z,1) = / " e, t)de (2.38)

—00

Aquf nosotros asumimos que p(z,t) — 0 rapidamente cuando z — —oo, de
otra manera podriamos utilizar

= : tid
£(z,1) /m’t)p(z, )z

donde £(z,t) es la masa que esta a la izquierda del punto z, en el tiempo t.
Entonces £ es constante a lo largo de la trayectoria de cada particula.

2 a,1) = pla )

0= [ et = e = ()
* entonces

o 3
FrRC

y h es la variable lagrangeana.
Usando la ecuacién 2.37 y reemplazando en 2.35 obtenemos
10 0
, -—2—p- + 22 =0
pror  O¢
esto es

o _ou_,
or B¢
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1 ,
Donde v = — es el volumen especifico.

Similarmenti, reemplazando el cambio de variable 2.37 en la ecuacién 2.35 y 2.36
obteniendo el sistema que representa la ecuacién de la dindmica de los gases para
un fluido no viscoso sin conduccién de calor en coordenadas lagrangeanas, ver [13]
pégina 239. '

o _Bu_
o % |
u  9p
5 5 =0 (2.39)
aE ) = 0
TP

donde p = p(v, E, u). .
finalmente, usando el cambio de variable de 2.37 podemos reescribir la tercera
ecuacién del sistema 2.32 como

8 _oE B Bu . B¢
8—5(95)5; 8(p5)+(u (pS) +p 5'85)

efectuando la ecuacién anterior y utilizando 2.33 obtenemos

=0

oS dp Oou 0§
p—a—T-}—Sa +p58§'8x 0
v por 2.34 tenemos
o5 _
or

Ademds usando el cambio de variable 2.37 llegamos a obtener desde el sistema
2.32

(Ov Bu _0
-
) _“* L2 _9 : (2.40)
e
i—o
L. or

donde p = p(v, S, u)

Ecuaciones de la dinamica de lo gases en coordenadas eulerianas y
lagrangeanas

En la seccién anterior las ecuaciones 2.29 y 2.30 representan ecuaciones de la
dindmica de los gases en coordenadas eulerianas, y hemos llevado estas ecuaciones a
su forma lagrangeana que son las ecuaciones 2.39 y 2.40. Ahora vamos a expresar las
ecuaciones 2.39 y 2.40 en su forma euleriana, reescribiendo las ecuaciones 2.39 y 2.40:
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U — Uy — 0
U +p, = 0 (241)
St ’ = O

anddiendo la variable dependiente p = 1/v (densidad) e introduciendo un cambio
de variable

() — (67)

Aqui las coordenadas £ y 7 denotan el espacio y tiempo real, y z y ¢ son las
coordenadas lagrangeanas :

&(z,t)
t=7y z= / p(s,7)ds
—00

derivando

A7) [1/;0 u]

Oz, Tl 0 1

de la primera ecuacién del sistema 2.41

Up — Ug = 0
veby v —ugly — U, = 0
wvg + vp — lu§ = 0
_UPe _ Pr U B
P e
—Upe — Pr — Plie =0
pr+ (pu)e =0 (2.42)

Ahora de la segunda ecuacién del sistema 2.41, tenemos

Ut + Py = 0
ueky + UrTt + pebe + Prie =0
ugt + ur + Pey = 0
pugu + pur + pg = {
(pu? + p)e — pueu — peu? =0

(pu® + p)e — u(pue + peu) + pu, = 0

(pw® + p)e — ulpu)s + pu, = 0

de la ecuacién 2.42, tenemos

51



(pu® + p)g + upr + pu, =0

(o + p)e + (up)e =0 (2.43)

De la tercera ecuacién del sistema 2.41

o S - =0
Sg&t +S7n =0 &
Sg’u, -+ ST =0
A la ecuacién 2.41 multipliquemos por S y sumando a esta dltima igualdad =~ . -
y Spr+5rp+ S(pu)e + (pu)Se =0
(Sp)s + (Spu) = 0 (2.44)
De 2.42, 2.43 y 2.44 conseguimos la ecuacién 2.33 reescribiendola como:
Flowe =0
(pu)r + (pu? +p)e = O | (2.45)
(pS)r + (puS)e = 0

De la primera y segunda ecuacién en forma idéntica conseguimos la primera y
segunda ecuacién de 2.29 ’
Ahora de la tercera ecuacién de 2.39 tenemos

;Et +(up)z . =

Eeéy + By + (up)ebs + (up), 7 =

uEBe+ E, + (up)E% =

pube + pE; + (up)e =0

" Multiplicando por S a la primera ecuacién obtenida de 2.29 que es idéntica a 2. 42,;1.‘5 K
para luego'sumarle a la dltima ecuacién obtenida. fi

oo

pube + E(pu) + (up)e + pE- + Ep, =0

(PuE + up)e + (pE), =0 ‘ (2.46)
De lo anterior junto con 2.46 obtenemos el sistema 2.29, reescribiéndolo '
pr + (pu)g =0

(pu)r + (pu® + p)e 0 (2.47)
(,OE)T + (pU‘E + UP)§ = 0
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’_2».2. Existencia de Solucion

2.2.1. Definicién del Problema

Consideremos el siguiente problema

us + f(u):c = €Dugy
u(z,0) =up(z), z € R

Donde

D = es una matriz diagonalizable con autovalores positivos

u:T xRy = R*(incégnita)
(z,t) > u(z,t) = (u(z,t),u2(z,t), ..., un(z, )
f:R* — R*(dato) o
I f(Z) = ([(E), f2(2), ..., fa(E))
up: T > R(dato) -
z — uo(z)

€ = es una constante positiva

En 2.48 considerando un cambio de variable

t = er, 7>0

z = ey, yeR
y también

v(y, 7) = u(z,1)
derivando

v _Oudt  Ou
or Bt or ‘ot

bv_ouds_ bu
dy Ozr'dy Oz

v _ 0 ,0v @ 0 ,0u .8%u Oz

R i P A A
B2 By 0y’ By 9z’ ‘oy'azr’  ox2 oy

8/(v) _ 0f(w)dz _ DI

Oy Oz Oy oz

reemplazando en 2.48, obtenemos la siguiente ecuacién:

vy +‘f(v)y = Duy,

o
2 0%u

dz?

(2.48)

(2.49)

Por lo resolver la ecuacién 2.48 equivale a resolver la ecuacién 2.49 y para resolver

el problema 2.49 primero vamos a estudiar el siguiente problema
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{ u(z,0) = ug(z), z € R 3 (2.50)

con D = diag{d,, ds, ..., dn} y d; > 0paraje {1,2,..,n}

Examinando el caso homogéneo del problema 2.50, es decir (p)

Su 0%y
— —-D— =0
(p)§ Bt 822
u(z, 0) = up(x)
y por proposicién 2.1.50 la solucién fundamental de (p) es K = (K1, Ka, ..., Kn)
(z1k)?
+o0 e (4[;;‘:)
donde K;(z,t) = Z

b —o0 / 4’/det

Observacién 2.2.1. Si existe la solucidén para las ecuacién 2.50 satisface la siguiente
Tepresentacion:

oy t) = (K, wun(l(e) = [ 1500t = 0) Flut, )l(a)ds

Asumiendo que f : B.(@) — Ry f € C3(B,(m)) y sin perdida de generalidad
f(@) =0, como también @ = 0

A continuacion definimos el siguiente conjunto para 7" > 0

Gr = {u € L*(T x [0,T)/ Ju 1) = Wleewery <7}
y el siguiente operador lineal
L:Gr CL®(T x[0,T]) > L*(T x [0,T])
_ u —> Lu
Lu:Tx[0,T] — R
@0 — Lulet) = [KC0 s wle) — [ G565 f(ut )] w)as

Lema 2.2.1. Asumiendo que up € L®(T x [0,T]) y que [lug — Tllpeorry = 70 < 7.
Entonces si T > 0 suficientemente pequenio (dependiendo sdlo de ro)
se cumple que :

a) L(Gr) C Gr

b) L es una contraccion de Gr en Gr con la norma de L®(T x [0,T7])
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c) Si eziste una constante cy dependiendo sélo de K y de f tal que, para u € Gr
se tiene ’ '

o [, ) laemy < colluollLaery (2.51)
Entonces Lu satisface 2.51

ou,
% at)

d) Si eziste una constante c; dependiendo sélo de K y f tal que para u € Gy se
a ”uOHLP('I[‘)

cumple
‘ wm o Vi

p =2 6 p=+oo. Entonces Lu también cumple 2.52

0<t<T (2.52)

e) Dado ty € (0,T), si existe una constante ca dependiendo sélo de K, f yto tal

que para u € Gr, satisfaciendo 2.52 y
- _
Cal||w + ||ug . :
‘ el Hlmllo) o
L2 Vi—to _

Entonces Lu cumple 2.53

&%u
gﬁ(.,t

f) Dado t, € (to, T) si existe una constante c3 dependiendo sélo de K, f,to y t1 tal
que para u € Gr satisface (2.52) y (2.58) y ademds cumple que:

3
; cs (olluacey + ollZacey + lolfEacry
la_z;_, < @ @ O] h<t<T (254)
317 ‘ LQ(T) - : \/t - tl X

Entonces Lu cumple (2.54)
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Demostracion.

a)’

Lu(z,t) —u = (K(-,t)*ug)(z)— /Ot[%—[;(-,t —8)* f(u(, 8))(z)ds — T

= (KD un)(o) — T [ (Gt s) ul,9)(@)ds

por proposicién 2.1.33

— KGO (- D@) = [ (56t =) x Suls sl (@)ds

0= Tl < I8 (a0 = Dy | [ Gt = 5) xSt

Le(T)

por proposicién 2.1.47 y 2.1.48

L= _ )¢
[ Lu — u”IL°°(']I‘) < “K('at)”]Ll(']I‘) [|uo — u”IL°°(’]I‘) + (‘) %(‘:t —s)

f ) e
< o =Ty on | s

£ ) geery

L1(T)

por corolario 2.1.2 existe M > 0 tal que

|z, 5)) ~ F@]s < M ju(z, s) -5 < MZ luj (-, 8) — B oo pOT 10 que

F(ala, DI < MY sl ) = Tl
|fj(u($a S))| < Mn ||u(’3) - ﬂ”Lm(T)
15560, gy < Ml 9) = Tlhmc

1F (s ) oo cmy < M0, 8) = llpeory

e 3) = Ty |

Vi—s

asf tenemos [|Lu — Ul o gy < (|20 — Tllpoopy + 'aan/O
¢ ds

o Vi—s

1Ly = Tljpoory < 5+ aan-r(—Q\_/t_——s)’:)

£y —Tl|po(py < s+ 2a1 MnrV'T = r(; + 2MnVT)

1Ly = Tljpeopy < 8+ arMnr -

S
considerando — + 2M nrVT < 1 , T muy pequefio se tiene que

T .
I1£u — @l oqy < 7 por lo que £L(Gr) C Gr

%
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b) Por demostrar que £ es una contraccién en L>o(T) sea||Lu(-,t) — Lv(-,t)||peo(ry =

H[K*uo— »%—K( s) % f(u ] [K*uo /aK -s)*f(b(",s))lds}

= [ 5w st spyas - / O = ) % S, )ds

Le(T)

Le(T)

/ aK * (f(u(s8)) = fv(-,9))) ds e por proposicién 2.1.48
8K N
.<_/0 %(-,t—S) e llf(U(->S))—f(é(°,8))I|Lm(T) ds

5 /0 \/tal_—s ||f(“(,3)) - f(’U('a‘S))H]Loo(T) ds por corolario 2.1.2

|F((z,8)) — F(u(z,8))ls < M Ju(z,t) — ulz,?)|g entonces
1500, 2)) = FiCu Doy < MY Nsr2) = 458 eng

1/ (w(,8)) = Fu( ) Lee(ry < M7 [|[v = vllye (g o,7) Teemplazando

‘ tlv - “”Lw(qrx[o 7))
Lu(-,t) — Lo(, ) |lpoo(m) L a1 M —-ds
[ Lu(-, 1) U( Nreo(my < a1 n/o Ji=s s

1£us = Ltllpooiy < a1 M [ = wlloeipupoyy VT
para a;MnVT < 1, ‘T muy pequefio

12u(,8) = Lo(s D)l qry < Cllv = llpeoraomy » € < 1

¢) Por demostrar qué Lu satisface (2.51)

)¢
Lu(z,1) = (K( 1) ¥ uo)(z) = | 5-(1 =) * f(u(,s))ds
0

tOK
1Lu( )llpaery < 1K 8) * tollpaey + | [ 5—( —8) * flu(- 5))ds por
: o Oz L2(T)
proposicién 2.1.47 y 2.1.48 se cumple ’

| : 0K

1 Lu(s t)llzer < ”K("t)”]Ll(T) [[uolly2(ry + . | oz ——(t—s)* f(u ( s)) e ds

%% =) 17 ) o ds

L(T)

(1L, )2y < lltollzer +

o7



d)

¢
”Eu(',t)llu(qr) < ]|u0|IL2(T) +/0 \/ta—l_—s |]f_(u(-,s))||L2(T) ds

Ahora como por corolario 2.1.2 se tiene |f;(z,s)| < M |u(z, s) —

|[fi(z, 5)[* < M2 Juy(z, s) — Ts(, 5)[* entonces
=1

£, S)I|L2(T)<M22||UJ( s) — 4, S)Himr)

1iC:y 9)lIzacry < Mzn 1 [lus (- DES (> 9|2y = M*nlu(, 8) = al-, 5) [Fa

por lo que

I s )llary S Myl 8) = ul:, s)llea
M/n(co [[wollzry + IEllLaer)
2M/nco |[uo|lpzer)

I (u(, 3))“11,2(11*) 2M+/nCq ||U0”1L2(T)

reemplazando se tiene que

IAIA IA A

t
ai
”Eu(',t)”u.(qr) < ||Uo||L2(T)+/O ﬁ2M\/ECOHUOHL2(T)dS

ds

t
”Eu('at)”LZ(T) S HUOH]L2(T)+2M\/ﬁa160”uO“]L2(T)/O ﬁ

4 = [uwollz(ry + 2MvRa1vVTeo [Juollgzc
[ Lu,, t)“]LZ(T) = HUOHLZ(T) (1+ 2My/na;VTe)
ILu(, )z < colluollpaery
, T muy pequefio tal que 1 +2M+/naicovVT < ¢o

LY

Por demostrar que Lu también cumple (2.52)

Bﬁu 8(K( t)*uo)_ 0 'OK

2\ ), 3 t—s)*f(u(-,s))ds)
“Bﬁu ?_%ﬁ N BBI;( gy 2T C9)
Le(T) Le(T) A

como p =00 6 p = 2 por la proposicién 2.1.47 y 2.1.48 (2.1.49)

OLu H'@K(-,t) o] N BK( ;
=2 < 0 —(,t—
Oz LP(T) L(T) Lo o || O L(T)
Haf(u( 15))
OLu HUOHILP(']I‘) L2(T)
= fag——— o —————"ds
acotando MH
L (T)

o8

Oz

0f(u S))H

L2(T) .

ds



n

0] 0 0]
—(f V| < — (f — (71
@mwww_;a¢mmmﬁww@m
como Ofs (u(z,s))| K MVI<j<n
Uj
B fi(u) . | O, ou| . ' : )
e SM; By =M s Sycomo l.lg ¥ ||E son equivalentes
Ofilu) <M @ y también se tiene 8f1(u)l <
Oz T|g : Ox
' (8“”) <M ‘ 8_u y también se tiene 8 (u) < Mny/n Ou
0z |peo(m) Oz || oo (m) T lp2m oz
‘M} dondep=+c0 ép=2
0z lpoer) ZllLe(m ‘ '
Reeniplazando
aﬁu ” 0“1[}’(’11‘) +a,Mn \/—/ | ”ILP(’H‘)d
0z |lLoery ~ TV
OLu ”uO”]LP(’]I‘) HUOH]LP('H‘)
—_— <a————=+a;Mncivn / d
oLy alwmum)+aﬂhwv%H%V7Mﬂm
oz L2(T) =" Vi ' ' Vi
? < ”O“—L(T) (al + alcll\/[n\/ﬁ\/_f> para T muy pequeno
: Lp(T)l’ v 1
VT < NN y c1 > ap se tiene que
dLu l[ollp» (T)
Oz Lo(T) Vit

e) Demostraremos que Lu cumple (2.53)

Sea v = [,u-

t> 1
oK

o(o,) = Laayt) = [K(,0) = wcl) = [ 150 (= 5) = Sl )] )

parat =ty
v(z, to) = [K (-, to) * uol(z) — / aK to — s) * f(u(-, s))](z)ds , entonces

[K (-t —to) * v(-, t0)(z)] = -
= [K(-,t —tp) * (K(-,to)*uo - P — (-, to — 8) * f(u(- s))ds)] (z)

(o]
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Kt (o) # 0] ) [ . to)*/ Oty - ds]u

por proposicién 2.1.53 se tiene que.
- K raart [ (K —vt-to) [ 1= M]() )dy
= kComaE) [ ([ K-ttt -9« L8 D)) 4

~ (K xu)(a) + [ " K1)+ (#to = 5)x 252D SD)

to
=(K(.,g)*uo)(a:)+/0, {(K("J“to)*K(-,to— 5)) 8f(¢;($ s))} (z)ds

=)o)+ [ (-0 x LD o

= (K(2) % uo)(z) — / L s fal, s))) (2)ds

Asf tenemos que:

(K tysan)(e) = (bt ) [ (ZEE D a5 s

reemplazando se tiene que

(o, 1) = Lu(s,t) = ue(-,t-w.,t@)(@; |
[ (e e D) @as = [ (G- = futs) ) @es

= (KCt=to) o)) - [ (Gt = o) o) ) @)

522(;}1:) _ (8[((87; to)  Bv(., to)>( - / <%(~,t——s)*82fg (2 ))>( s

Po(z, bl _ || OPK(,t—t)  Fv(to) & f(ul,s))
8932 Lz(T) - 837 . 8.'1/' 6532
por proposicién 2.1.47 y 2.1:49 se tiene que

+
L3 (1)

t K
3 %—(-}t — 8} *

L3(T)

%v(z, )
Ox?

(-, to) |
bz

”8}{ ,t —1o)

..+_.

L¥(T) Li(T) L3(T)

| 6K

02 f(u:, s))
A ——(t—s)

Li(T) Oz?

Por proposicién 2.1.51 y por hipdtesis se tiene que:

ds
L2(T)

+
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B2 f(u(-s))
Oz

a6 [|uollgzery tl

8%v(z, )

L*(T)
2.
02%  ||pz(r = Viovi—io o Vi—s ds (2:55)
Como f € C3(B,(u)), entonces existe M > 0 tal que
0*f of
<My |2 <
502 S_M} lau S’_M,1:)1;)1*10(:1118
% o
<
Fuoun| = y 83 M, para k,i,j € {1,2,...,n}.
Derivando dos veces f o u respecto de .
0 fiou _ N Ph Buou Z 0f; 8%,
Oz? - ~ Ou0u; Or O 8u3 8x?
62 fi(u) < | 8fi ||Bu;||Bw N i Bfi | | 8Puy
Ox? | Bwdu; Bz || bz = Ou;| | Ox?
|82 filu(z, 8)) , " Bu; | | Oy 82%
A0 Sk St Rt & e
Ox? - M(ﬂg 8z || bz +]Z_; 53:2
0% fi(u(z, s)) || Bu; Oy . | 8%u;
LA Nk b B4 < - Z 3
. < MO |G| |5res)|+ 2 |gd )
=1 X J=1
8 filu(z, s)) "l Bu Ay " | 8%u;.
A Sk ke V4 < A el hah] hallhr'}
or? - M(nizj BLL‘(,S) Le=(T) Oz (iL‘, ) +Z Ox? (27, S))
=1 . j=1
8% fi(u(z, 5)) < % ) aUl (- s) +Z 62%( s)
LA P Leo(T) m o 12(1)
32fé(u(x?s)) < M|n? @( S) @( 8) 1n ?_2_%_( 8)
3x2 ) - 3$ ’ }L“"o(T) @:E ’ LQ(T) 8372 ’ LQ(T)
2 . 2
w < Mn? @(.,S) é’i(.,s) + Mn Ou 2( )
O L2(T) Oz Leo(T) oz L2(T) Oz L2(T)
Y por las hipétesis se tiene que:
32f( () 3)) < Mn’c; ”/U’OHILOO(T) 1 ”?*30“11.2@) + coMNn
8$2 LT) - ' \/'5—\@ V8 —1g
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1
— por lo que

1
75 Vh

Como 0 < £y < s se tiene que

8 f (u(-,5)) Mn?er? [[uo|| ooy [0l | @MNn
8_372 2T Vio/s Vs—to

Por proposicién 2.1.54 [[uo|lpee(y < @ ||uollp2my, a = 1

52f(“(', 5)) Mn2c12a HUOHJ?,?(']I') n cMNn
Ox? L Viov/s Vs —1o

< Mn2ci%aN n coMNn
IRV7VE Vs —1p

Reemplazando en (2.55) se tiene lo siguiente:

0% Lu(, 1) . @ [[uollp2(r) N aiMncaN /'lt ds N
8(1)2 L2(T) - \/%\/t — to \/E : ;‘40 \/g\/t — 8

t ds
o VS —tovVt—s

a1€1 ”“0‘”11,2@) arMn*car N
= + + acoMnNT
VT — 1o Vo

< alcle +aanQc“'l’mrN
T ViVt -t Vio

_ N (alcl N ayMn?cEan\/t — 1,
Vi—=1t \ Vo Vio

: Mn2cary/T
N <a1c1 + arn c1a7r\/_ + alc2Mnﬁﬁ>

+a1coMnN

+ aicocMnaNT

+ ajcoMnm/t — to)

S Tmu\Va Vo

Considerando T muy pequefio de modo que

mer ay Mn?GarVT
Vo Vio

+ alcszr\/T < cg , se tiene que :

N
S2

Ly  Vi—to

f) Para u € Gz vamos a demostrar que Lu satisface (2.54)

v(z,t) = Lu, de la demostracién de e)
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“ 0K

(K, ) *uw)(z) = [K(t—t)*v(,t1)](z) + ( (5t =) x f(u(, 5)))(z)ds
) ¢
Lu(z,1) = [K(-,t—tl)*v(-,tl)](xH (—(t s) * f(u(:, 5)))(z)ds
8B Lu OK . 6
O3 (.’L‘ t) = 8113( tl)* xg(':.tl) ($)+
)¢ . B f(ul-s
e O
83£”( ) < B—K(-t—t)*@(-t) +
Ox? L Bzt B2 L3(T)
' oK 83 u(-, s
[ - 9 2D,
' L2(T)
por proposicién 2.1.49
83 Lu 8K 8 Lu
‘ — (1) < H —t1) gz 1)
L2(T) LY(T) L2(T)
t1 3 .
. 3_K<.,t_s) U] .
o |l Oz L1(T) Oz L(T) -
por proposicién 2.1.51 y como Lu = v, satisface la desigualdad (2.53)
33f(U( 5))
B Lu aicolN 923 ’
t < + ———————d 2.56
‘ R P v ey My

como f € C*(B,(x))

83 fi(uw) Bfe  Ouy 8u] Ouy; "= 8%, O%u; Bu;  Ou; Huy
o3 ZZZ PuBusin B Be Ba " 2o 2t Do B2 Bw T Bw BaE)

=1 j=1 =1 Jj=1 i=1

N P P N Of B
t 22 Fun T 2w B

=1

88 fr(w) "= | Oy | | By | | B " 82'U;j 3u,Z O3,
‘ O3 < M <ZZZ Oz || Bz | 4| Ba? Z e
I=1 j=1 i=1 =1 i=1 =1
> Bu- ? Ou; "\ | 8%u; | || Ou 0% |
< M | n? - “l+n t = + —
1< ; 0% ||y oo (ry | O ; 022 | || 02 |jyeo ) ; 83 )
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A esta desigualdad le tomamos norma en L%(T); asf se tiene que

Oul|

3 A b 2 : 2 53 :
laf(;‘,) < My | n¥| = Ou Tu e |
02% lyz(ry 02 [lyemy 1| 02 [lp2(m) 02% L2 1 0% llpoomy  1102% [ raqmy
< M nic} ”u0[|L°°(T) ||U0||1L2(1r) n*ceNey HUOHL"O(T) csnU
- . \/S—-to\/g ) \/S—tl
o n 01‘12 ||“0|]L2 ) 4 n2C2N01G |IUOI|L2(T) n csnlU
- \/S—to\/g \/S—t]_
< ul? 3c3a? n C2N61¢1“U0HL2 ) canll
: Vists VoG

Reemplazando en (2.56) tenemos lo siguiente

8Ly

( t) < a162N + alMln cla2U/
Era e Vi—tivii—to \/t—s\/—
t+ayn?esUciaM / ds

ds
\/t—S\/S—tl

Como 0 < tg <t < s<t<T, entonces se tiene que

+G1M163TLU /

Vs —11 <+/s yv/s—1t; <+s—tg, por lo que

1< 1 1 < 1
Vs Vb Vit Vi-h

Asf tenemos que

B3 Lu ajcaN . a1 Min3c3a®U ds
—==(,1) < + 1
8 3 JLZ(T) - \/t—'tl\/tl _tO tO t1 \/t—S\‘/S—tl
ain2eoUcraM; ds
Vio t \/t_S\/S_tl
t
d
+G1M1.C3TLU >

4y Vi—8vs—11
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t
d
El teorema 2.1.4 nos dice que / I — 7y como [|ugl|y2+ ||U0“1?,2 =
t

1 \/t—S\/S—tl

N < U = [luolls +luoliZs + lluoll3s s tiene

‘ 53Eu (1) < ajceU 4 a1M1n3c?a2U7r
81‘3' ’ L2(T) - vV t— t]_\/ t]_ - tO tO
2cUcra M- ' :
Mﬂ- + alMlcanﬂ-
Vo
3 - 3.3,2 —
‘ 0 £3u(-,t) S U ( alc? + alMln ca \/t tl7‘[‘+
oz L2(T) \/t — 1 \/tl - to to
2cocraMi/E—1
+a1n 6201?/?1 e+ a1 Micsnm/t — t1>
0
BCE L2(T) \/t - tl : \/tl - tO tO )

2 \ '
n cociaMhvVT
+a1 - i it 7+ a1 Myicsnav'T
Vo
Para T muy pequefio y cs suficientemente grande, de modo que

(. aics ai Min3cia® T7r‘+ ayn’cociaMyvT

Vit — 1o to Vi

se tiene la siguiente desigualdad

T+ alMlc3n7r\/T> <1

8 Lu
W'(', t) <

L2 (T) t— tl

Observacién 2.2.2. Gr es un subconjunto cerrado de L°°(T x [0,7T]) con la norma
[
Definicién 2.2.1. (Solucién suave para el problema 2.48)

o*u
o~ dr?’

ademds pertenecen al espacio 1L2(T) y son Holder continuas , u satisfa-

Sea u € L®(T), decimos que u es una solucién suave de 2.48 si existen
Pu . Ou

atdx. o’
ciendo 2.48
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2.2.2. Teorema de Existencia y Unicidad

Teorema 2.2.1. (Ezistencia y Unicidad-Local) Asumiendo que uo € L°(T x [0,T7)
Y lluo = Tllpeo(ry = 70 < 1. Entonces eziste una tnica solucién de 2.50 definido en

9 .
Ou du O son Holder

T x [0,T] donde T depende sdlo de K fyro . Ademds % 52 Y 52
continuas ent > tg > 0; Bu( t) ( t), ( ) 82%( t) Ou ( t) perteneceri
AN 8t8 g2 Y g0 P
a L2(T) para t >0, y se cumple: -
flu,t) = Bllpegry < o lluo — Ullpam (2.57)
du c1 |luo — Tllp2(m

(1) (2.58)

i ox ey - Vi

Donde' oy c1 son constantes del lema 2.2:1

Demostrac;on Sin perdlda, de generalidad cons1deraremos @ = 0, asi tene-
mos que u® = 0, u™ = L{u™1), por el lema 2.2.1 £(Gr) C Gr por lo que se tie-
ne que L es una contraccién de Gr en Gr y como Gr es un subconjunto cerrado
de L*(T x [0.T]), entonces por el teorema (Punto. ﬁjo de Banach) existe un tinico
u € Gr CL®(T x [0,7]) tal que Lu=u y lm ™ =wu. Por la parte ¢) y f) del

m—+o0
lema 2.2.1 vamos a deducir propiedades de regularidad de uen T x (tz, T), donde

O<tog<ti1 <ty < T, toytlsoncomoenellema221 ,

De la parte e) del lema 2.2.1 como u™ € Gr se tiene que

2
S%ym U + Hju
u2 (1) < CQ(H ollLeery + lluollEzcr) Chet<T (2.59)
‘ 8$ Lz(T) A/ t - i()
Para tg <ty <ty <t < T, se tiene que ty — tg < t — ty por lo que
L < L reemplazando en 2.59
Vi—to V-1t : 2'
&Pum (luollpaery + lluoligzery)
m(.’t) e < ¢ i/l)‘f_z——?fo @ _ ¢ (Constante que depende de g, 1o, f, K)
™ '
(1) <e ta<t<T (2.60)
Oz La(r)

Parat € (t2,T), 2/, 2" € Ty por el Teorema Fundamental del Célculo se tiene
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ou™ ou™

" 82 m
5z @) = (e

(y,t)dy

”82 m

-5

(y,t)dy

y |—w>w

IA

Por la desigualdad de Holder

ou™ " ou™ 1/2 @ 82”? 2. 1/2
2z & J)-W(fﬂ t)s < Z 1dy ; oz (1) )
i |02
< ]113” _ x/l_l/Z J (-,t)
Z Oz? L2(T)
< nlg” - ’ll/2 ( t)
. L2(T)

< nclz” —o/|'?

8 m
Por-lo que — u ——(-,t) es Holder continua con exponente 1/2 en T
T

Sea to <t' <t" < T, por teorema del valor medio para integrales se tiene

. u’m 8 T+ 8'& m
per -G =1 [ e - | a
donde c€ [z,z+ €. Seac=z+he, 0 < h< 1
ouT ouT" _ [814-” ou o

o [ou™ ou”
{) m Y% ’ . ' 3 m Y "
(o) = 5et) = |G - e t)] + g |G ) - @) @)

+r(eh)

entonces se tiene

€

| +[3;1;m( ) — Wn(m)] (ch) + 7(ch)

as{ tenemos que
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3um . 8u]
(o)~ ()

O*u

tomemos o(e) = — {

(9u

ou™
g o — N —
B ()~ (o)

1

€

e fuyr . oul,
[ e -Fwn|

a2m
82(

I/) _

I [‘92 Py, -

82 m
(@, t)} (ch) — r(he)

(:v t )} (€h) +r(eh)

t//) _

2 m

%—;(y, t’)} dy + o(e)

donde el o(e) anterior es la coordenada del o(¢) que utilizaremos , as{ tenemos -

Por teorema de Fubini

ou™ 4 ou™
E( ) — —8-*(15 t")

oum™, ., Oou™
E(%t ) — %(fﬂ,t

IA

A

z+e pt” 8um™ -

O g B ]
2 (o t) 533(2,7:»)—6/%

Ty —(y, t)dtdy + o(e)

T+e€ 82 m
/ / y, t)dydt + o(e)
t/

T+e 82 m

T,
—Z / e ’W@,w{dydmo(e)l
—Z/ 1s ldyw(/ﬁ
_z/ &2

tl/ 2 m
n 12 || 9%u
- €
€ 14

Otdzx ¢,
nel/z ¥
)

t)ydydt| + |o(e)lg

S

82 m
iz v t)

dydt + |o(€)| g |

dy)l/2dt +lo(é)ls

8t8

dt + |o(e) g
L2(T)

8t8 L(,0)

™
~—

dt +|o(e)]g
L3(T)
&%y
_8158:1: (" t)‘ L2(T)

dt + |o(€)| g
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nel/2 /t" 52%™
< su t dt + |o(e
€ . thtIS)T MNox ( ) Lo | ( )|S
nel/2 2., _
= ——(t"—t) su t + Jo(e
¢ ( )tgstET 8t8 ( ) L2 I ( )|S
ou™ ou™ nel/? 2ym :
—(z,t") — =—(z,t)| = ——{"=¢) sup ||——(-,¢ + |o(e 2.61
e @) = e t)| == t) sp )] +llels (6
_ u™ 82 m o
Como u™ = L{u™1), se tiene la siguiente igualdad —— — D——- o —B—(U )s
X
2,,m 3,,m
derivando respecto de ”z”, obtenemos Ou u™ _ f(u 1), tomando

dzdt 8z Bz?
norma en L%(T), se tiene la siguiente desigualdad:
82 m . 2 f
— (1) + | 52@ (1)
De la parte f) del lema 2.2.1 y de la demostracién de la parte e) del lema 2.2.1,
O™ I|D]||ceU = Mn%c2aN- coMnN

se tiene
‘ ('7 ) = e + T

Como ty < t1 < to <t < T, entonces

BBmV
<|[pZec0

L%(T)

(2.62)

1 1 1
< v v <Y vew < Vi

Reemplazando en (2.62) se tiene la desigualdad

| O2um ; | D] |e2U ]V[h%faN_;f_ coMnN

&u™ '

—(+,1) <e¢, parat € (t2,T), por lo que

Oxot L2(T)

&2u™

sup (,t) < ¢, reemplazando esta tltima desigualdad en (2.61)
t<t<T || OOz L2(T)

ou™ ou™ nel’?

Gt = G| =T = e+ ol

s
tomando € = (¢ — #)?/3, se tiene que
ou™ ou™

Ty 1) = g t)] = mestlold)ls
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ou™ " u™ / .
=—(z,t") — F—(a,t
e (1) oz ( )’S =nc+ l—% < 400 por la definicién 2.1.8
€ €
ou™ ou™
2 (" — (gt
e 1) = )|
< 400

(t” _ t') 2/3

por lo que 8L(z, -) es Holder continuo con exponente 2/3 en [tz, T)
. z
m 2,,m

Para mostrar que — —
d Ot Y Ox?

argumento recursivo definamos las siguientes ecuaciones:

son Holder continuas en T x [t2, T'] usaremos un

po=d o 822 =~ oz

ou™ 3 D82um B _Bf(um‘l).

u™(z,ty) = u™ Yz, 1), param > 2
Para m = 2, se tiene que u!(-,t3) = K(,t) * up, se observa claramente que en
2

0 . -
este operador — — DW sus coeficientes pertenecen a H/?*2(R), vamos a probar

Or
que ul(,ts) € HY/?*2(R), en efecto basta con demostrar que
2

; 1/2
1/2+2 |67t &yl
I 1, tz) ;TGR Py +<3 ——(12) <+
3,1
Como u!(-,%2) es una funcién periédica y existe —— 5,3 entonces
Pu <o j€{0,1,2} y como u! = K(-, ) *
max |~ 7 €{0,1,2} y como ut = K(-, t2) * ug

Para z”, ' € R de modo que 2" > 2’
Por el Teorema Fundamental del Cédlculo

.%(x”,h)—%(z',tg) =/ %331(2: ta)dz
%2;‘21 (2, ¢5) — %2;‘71(35',152) = %(x,tz)dw .
(?92 21 (z",t2) — 82::21 (IE,,t-z) = Z /, il z1(:13 .tz)

S i=1 T S
%(w”,tz)—aaz—;f(x’,tz) < Z / N 1(:1: t2)

Por desigualdad de Holder
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' " 1/2 " 9 1/2
%! Ol L < v = B3l
W(m”’t2)'_ W(m’,tz) 5 < Z /, ldx /z/ 523 (QJ,tz) dx

i=1 z

&l &%yl - 8y

_(mll,t2) _ ——(:El,tQ) S ((E” _ :13,)1/2 i (:E,tz)

Oz? Ox? s ; oz llz2(T)
82u1 82u1 - 83U1

W(x”’tz) - W(x',tz) ) < n(z” —2)Y? ﬁ(ﬂf,tz) o
o (2", to) — o (' t2)| < n(z” — 2)2a3 uollyay

52 02 o2 2 g tg/2
82’U1 82 1

u
W(ﬂf",tz) - W(w',tz)

((E” _ :13’)1/2 ’

‘ 521 :

De esta manera W(’ t2) es Holder continua con exponente 1/2
- .

S < ¢, paratodoz”, z' €R, z" # 2’

2,1 1/2
sobre R, por lo que <88—12(, t2)> < +00, asf ul(-, ty) € HY/?+%(R)
z2 ‘

Por el teorema 2.1.16 se tiene que p), tiene tnica solucién que pertenece a
HY2+21/441(R x (t5, T)) ( en el teorema 2.1.18 en ves de (t2, T) esté (0,T), se
llega a lo mismo haciendo un cambio de variable )

2 52,
Por lo que T 2% son Holder continuas en R x [t2, T

ot Ox?
supongamos que u™ € HY2*2Y4 (R % (1, T))
2

1/2+42 : . 1/2
" Rty = 8%, | D; Dzu™| + > (DEDA™) oy +
j=2r+s 2 2=2r+s
+ Z (D D™ mtory -
0<l—2r—s<2
2,,m 2, m
m|(1/2+2) ; m . u™ , u )
N R N eyl R N v R N v

N 82um (1/2)+ 8um (1/2)+ au_m (3/4)+ 82um (1/4)
o0z% /. ot - oz /, oz? [/,

Su™ (1/4)
+ < > < 400

ot /.,
De esta hipétesis se observa que |u™(:, tZ)I;{ 2+_2 < |um|gﬁ; 2,}>

; por lo que u™(-,t) € H/2+2(R), para probar que %iu) € HY/2H21/4 YR x (4, T))
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8f (u™) (1/2+2)
Ox
Como f € C®(B,(T)) se tiene por la proposicién 2.1.22 que

<83f(um)>1/2 <82f(um)>1/2<82f(um)>1/4 <32f(um)>3/4 <33f(um)>1/4
oz3 [ ooz /[ oz2 /[, '\ Oz? ’ oz® [,

T

< +00
Rx (t2,T)

debemos probar que

2 1/4
<?—5];(BUT)> son finitos asf se tiene qué %‘?) € HYP2UAHYR « (1,5, T))
: ¢

Ahora por el teorema 2.1.18 u™*!

es solucién de p;, ., por lo que pertenece a2
- ou™  O%u
HY2+21/4 1R x {t,, T)) esto nos indica por proposicién 2.1.22 que —— 5 Y T
z
son Holder continuas en T x (t3,T’), con exponente 1/4 esto quiere decir que

<" ")— <' N <ClE" ) - @)Y, m

s
5‘2u 5‘2u.
o @) = T )| <ol - @ men
u™ 82 m
Esto equivale a decir que { 5 v { 502 } son equicontinuas y como
Ty U < oose t T
00; méx 00 se tiene que ——— , —— estén
tz, Ot Tx[t2,T] | Ox? 4 ox?2 ' Ot

8 m
acotadas también pasa lo mismo con {BL} por el Teorema 2.1.10 y teorema
z

2.1.7 se tiene que :

ou
ot

ou™ ) Ou
—— converge uniformemente a —
oz Oz

82 m 2’LL
converge uniformemente a —
0x? 8 Ox?
Esta convergencia se da sobre subconjuntos compactos de T x [ta, T] por lo que
podemos decir que se cumple esta convergencia para T x [tg, T| esto quiere decir que
para € = 1 existe mg € N tal que para m > mg se tiene

. ou
converge uniformemente a —

ot
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como

ou™ ou

ou ou
K A

oz z) ax(y)

ou™ ou™
‘87(35) - W(y) 5

S S

1/4 = 1/4 1/4

|z — yl |z — o] |z — y]

Ou

ozr

myo, se tiene

por ser Holder continua y por las desigualdades anteriores considerando m >

du. . Ou
B_m 1’3) - a—z(y)‘

, ou .
77— < 1+c+1 asi vemos que —— es Holder continua con exponente

Oz

lz—y|
ou 2

1/4 analogamente se tiene que % Y 5.2 son Holder continuas con exponente 1/4
T _

Su™ Bu™  Bu™ . ou du B*u
Como y convergen uniformemente 8 —, — y —
oz’ Ot ° Ox?

oz ' Ot Oz?
ou™  Ou

mente se tiene que para € > 0 existe my tal que | — — —
0r Oz

respectiva-

< €, para m > my,
s

ou™ Ou

integrando tenemos

/E Or Oz

‘ ou™  du

» ) .
a — , ademads considerando ¢ = 2

2
dr < / edx, para m > myg
s T

2 m
. U
<'¢, para m > mg esto nos dice que Ba converge en L2(T)
T ox

Oz Oz |2
Or

como por desigualdad triangular tenemos que

"614 ’Bum oul? 'Bum
3:1: ]L.z(T) - aiL‘ 3112 ]LZ(T) al‘ L2(T)
a .
2l <2+c
Oz L2(T) ,
por lo que podemos decir que a_u pertenece a L2(T), analogamente se demuestra
que z '
ou O%u 9 .
— y = pertenecen a L*(T), como u™ converge a u en L°°(T) se tiene que
ot © Ox?

u € L*(T), _
asi u € L?(T) y u™ converge con la norma de IL?(T). Por la parte c) y d) del lema
2.2.1
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[w™C D)leaery < Co lluollear

ou™

E(')t)

Ch |]u0|]L2(T)
L2(T) Vit

tomando limite cuando m — +o00 se tiene que

, 0<t<T

: - 2
@(-,t) < 1 ||U0’”1L (T)
Oz L(T) Vi

esta Ultima desigualdad nos dice que u satisface 2.57 y 2.58 porque en nuestro
caso u = 0. :

llul ) llzem < Co lluollyzry ¥ , 0<e<T

63 m
De la parte f) del lema 2.2.1 nos dice que { 8_u3} estd acotada en el espacio
T
i 3,,m
L%(T x [t2, T]) por el teorema 2.1.13 se tiene que existe una subsucesién de {88u3 }
. z
. 3 .
que converge débilmente a v(-,) en L2(T) vamos a probar que v(-,t) = %(, t),
: 3, m 82 md
por definicién de derivada débil de — / Ou ¢(z)dx = / i—gzsal:r
T Ox3 r 0z% dz
' 2,,m
tomando limite cuando m — +00 y como a—uz converge uniformemente
z
, A3um . [ JPudp
-l [ G = [ gage - (263)

nuestro objetivo es saber a que es igual el limite del primer miembro de la igualdad

anterior
FBu™

Pu™
]/T 55 gbda:—/qrvgbdx

O3um
< /T 55 Y 1¢ld33 |
por desigualdad de Holder
OBum
— =
’ 53 o [l
tomando limite cuando m — +oo se tiene que
Bu™ :
i — <
ml—lrn-}-oo B odx /T_vgbdx <0
por lo que
) BBu™
ml—l>n-1|-oo B ¢dx = /Tvgbdm
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reemplazando en 2.63 se tiene que

: SPudop

de la definicién de derivada débil se tiene que v(-,t) coincide con la derivada débil -

APu

%(’-,t). Por la parte e) y f) se tiene
, .

S Gy (Nollusery + lwollEan)

PolQL < L ta<t<T

Ox? L2(T) Via—to :

2 3 -
‘ 53y < Cs (”UOHLZ(T) + ||U0”L2(T) + “U()”LQ(T)) . <

a3\ > - , <t<T
Oz? L2(T) Vi — 11 2

y ademads.-como u satisface la ecuacién 2.50 se tiene

Ou _ u  Of(u)

ot Oz Oz .

Pu _ _ou_ )
ordt  ox3 0z

en la demostracién del lema 2.2.1 la parte e) tenemos que 8g(u) (t) € L*(T) por
z
2,

88(

Por lo que hemos encontrado una tinica solucién suave perlodlca local para el
problema 2. 50 [ |

lo que t) pertenece a L2(T).

Definicion 2.2.2. Dado las funciones a, B : B.(@) — R, se dice que son un par de
Flujos de Entropia para f en B.(), si las funciones o, 8 € C*(B.(1)) y cumplen:

Va(u)t.f'(u) = VB(w)!, u € B.(a) (2.64)
La entropia o siempre se asumira que satisface
1 ~ :
Slu—af° <a(u) < 5 lu —a|%,u € B.(q) (2.65)
Para algin § > 0 . Finalmente, o se dice que es comsistente con la matriz diagonal -
D si existe € > 0 tal que:
wt Do (w)w > ¢ |w|*,u € B.(q), w € R" (2.66)

La ezistencia de tal par (o, ) nos permitird obtener ciertas acotaciones apriori
para la solucién de 2.50(asi como también para los problemas 2.49 y 2.50), ese par
nos ayudard para extension de la solucion local a global.
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Lema 2.2.2. Asumiendo que existe un par de flujos de entropia para f de la ecuacion
2.50 , ademds satisfaciendo 2.64, 2.65 y 2.66. Entonces existen constantes positivas
cq Y cs tales que cualquier u que es solucidn de 2.50 en Tx < to,t; > ( Donde u(-,t),
us(+, 1), Ugz(,t) € LA(T)NC(T) , parat > 0y u(t) — u(ts) — 0 en L%(T) cuando
t — tJ ). Entonces se cumple que:

[u(®) = llp2gry < callu(to) — llpagry; to <t <t

St Ugzz (1) Y Uzs(+,t) pertenecen a L2(T) para t > to, también se cumple.

o (-, )|z < es(llualto)llea + lulto)lzey); to <t < h

Demostracién. -
" En la ecuacién 2.50 multiplicando por Va(u)?, obtenemos

Va(u)u+ Vo(u)'. f(u)s = Vo(u) Dug,
Va(u) + Va(u)t.f’(u)uz = Va(u)'Dug,
Va(u): + VB(w)tuy = Va(u) Dugs

Va(u): + VB(u)tu, = (Va(u) Dug)s — (o (W)us)* Dug | (2.67)

L . . 2
Como « es consistente con la matriz D se tiene w* Do (u)w > €|w|® tomando
transpuesta al primer término (pues es un nimero real ).

(o’ (wWw)!Dw > € |[w|*; w = ug,

entonces —(a" (u)w )tDw < —e|wf, reemplazando en 2.67
t + V(u ) < (Va(u)t.D.aug)y — € |ug) 1ntegrando en [to,t] x T , tenemos:

/ /t oz, ))sdsdz + /T t:,@(u)zdsdac < /t / (Va(w)'. Dug)dds — /t / fug 2 dsd
/ /t a(u(z, ))sdsds < - /t: /T € g2 dsdz
[ atuta, ))daa—_[r o o)de < e [ [ asas
A o(u(z, £))de + ¢ [: /T o2 dzds < /T o, 1)) do

integrando 2.65 en T, tenemos lo siguiente:

S 1u(®) =l < [ alul1)do < 3 ul®) = il

de aqui se obtiene que
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5 fu(t) — @lfZagg, < /T a(ul-8))ds + ¢ /t /T g [? dds < /T a(u(z,io))dz  (2.68)

3 1ult) = e < [ alu(e,t))ds (2:69)

de la desigualdad en 2.65 despties de integrar y evaluando en fy tenemos que

8 lulto) = lany < [ alute to)ds < 5 fulto) ~ e

o 1 _
| st to)de < 5 utto) = g (270
de 2.69 y 2.70, tenemos que

[[u(t) = @llg2(ry < % lulto) — Bl , Parato <t <h

De 2.50 u; + f(u)g = Dugs, aqui ‘multiplica,mbs DPOT Uy, obteniendo que

U Ugz = DlUgg gy — f(U)z.Usy (2.71)
Ahora como (ug.uz); = 2ugt.-u, llegando a que
1

Ademds: (us.Ug)e = Ugp- Uy + Ut gy, de 2.72 tenemos que (up.ug)p = %(uxum)t +
Ug.Uzg, POT 1o que llegamos a que :

1 .
(upUg) e — Us Uy = 5(%%) (2.73)

en 2.73 integrando en [tg,?1] x T

t t l t
/ /(ut.um)wdxds —f /ut.umdmds = —/ /(ux.um)tda:ds
tg JT tg v T 2 tg #T
. 4 l t
0—/ /ut.umdxds = —] /(ux.um)tdxds
to 4T 2 to JT .

integrando y reemplazando lo ﬁltimo en la ecuacién 2.71

/ / (Dugy. tigy — f(u);,,. Uz )dzds = —/ f(uac ug)idzds

to

f / fw)zupedrds — / / Doy ugedrds = f / Ugp-Ug )1dsdT (2.74)
to . to V71 io
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Como D.tyyUge = Uy Dllgg = Zd I | > (min dj) ]um[ d= min d;

1<j<n

M.D.um < —d |~um|

/ /Dum Ugzdzds < d/ /[um| dzds

entonces

También tenemos

@)attzg < ||F/@)]] ttg] - |t]

J (W) g tizr < clug| . Uz

1<j<n

(2.75)

reemplazando en 2.74 la desigualdad 2.75 y esta tdltima desigualdad, tenemos que

ot ¢ -
1 / / (tge)edsda < / / ¢ |t [t dds — d / / ltga? dads
2 T Jiy tg JT to vT

b .
como siempre se cumple que a.b <% , tomando a = | / ]u,;[ b= / |um.|

llegamos a que

- 4d
integrando

//|uz[ |tgs| dzds < — / /|uz] dzds + — //|um] dzds
1,

reemplazando en 2.76 la desigualdad 2.77, tenemos que:

l t ‘ C2 t 9
— Ugp Uy dsd:rg——/ / ug|” dxds
2AA< stz < 25 [ [ e
2 t
/ ()] das < / g (to) P das + & / / g dsda
T T 2d tg JT

de la desigualdad 2.68 y 2.70 diviendo entre ¢ tenemos

1 It 1
—/a(u(a:,t))da:-}-/ /qu|2dccds§ —./|u(t0)—ﬁ|2da:
€Jr to JT e Jr

de aqui se ve claramente que
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f% é ﬁ o dods < — /T lulte) — @ da tg.yé) |

reemplazando la desigualdad 2.79 en la deéigualdad 2.78

2
/T il do < /T ua(10)*di + 5 /T lulto) — i do

o2
Bd

tomando ¢ = maz{l, } y como @ =0

laal®) 2acay < & (usalto) 1Eacay + ltto) iEacey )
llegamos a
lue()ll2ery < s (“Uz(tO)“L?(T) + HU(tO)”Lz(T))
n '

Teorema 2.2.2. (Ezistencia y Unicidad Global)

Asumiendo que existe un par de flujos de Entropm como describe la definicion 2.2.2,
satisfaciendo 2.64 , 2.65 y 2.66. Dado up — @ € L°(T) con |jug — Ul ooy =710 < 7
y dado Cy y Cs y T como en el lema 2.2.1 y 2.2.2. Entonces el problema 2.50 tiene

una dnica solucion global si se cumple:

1/2
40305(—- + 04)] flug — ﬂ“mar) < 1o

_ vT
donde Cs = méx(Cs; 1)

Demeétracmn
- Tomando @ = 0.Dado a = Cs ||ug|lpz(ry ¥ b= Cs( + Ca) [uoll2ery

de nuestra hipétesis tenemos que v4ab < 1y
Por el teorema 2.2.1 existe una tinica solucién u definido bajo el tiempo T y por
el lema 2.2.1 la parte a) y d) con 2.64 tenemos que Lu = u entonces

flut)ll <7 ,parat€[0,T]

también |[u(t)|lp2ery < Cal[ulto) — llpery; 0=1t0 <t <1 =T, pero como @ = 0,
se tiene :

st emy < C o)l
®)lagey < G fulto)llengey = Ca () leace
T gy < C Jollgacey = @

Nu(D)llpzry < @
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Gillwolem o, o p
Vi B
C fuollagry

—
[t (T)l2my < RV <b<Cs (\/T

[ (T) ll2qry < b

ademés por la parte d) [lug(t)|lpz(r) <

Ahora supongamos que u esta definido en [0, k7] para algin k € Z, y- -

”u(t)”Loo(T) <r,0<Lt<EkT

”u(kT)“LZ’(jr) <a

aryl <
39” L2(T)
0 Ou
Como %(u(x,t).u(x, t) = 2.(%.11) por cauchy schwartz
0 2 Ou
_ <9|ZZ
Oz ul” = 2 Oz

— <
/zo axlu(x,t)] dx__2/mo 5

por la desigualdad de Holder

LJ%W(J

ou
u(z,t 2 |u(z , <2 U
ol 1) '(0)',’8zpm””wm
0
oo, < fulan, 0P 2| 52| o
_ ' L2(T)
llamemos
lu(es, )| = maz{u(z,?)] ;2 € T}
[u(zo,t)] = min{lu(z, 8)] ;2 € T}
como |u(zg, )| < |u(z1,t)], / |u(zo, t)|? dx</ lu(z, )| dz

[u(o, 1) <||U(t)||L2(1r)

reemplazando en 2.84 tenemos que

80
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2 T
dfl))l/z(/ |UI2 d.’l))l/2
Zo
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dult)

lu(zy, 8)[*.< l}u(t)[lgz(qr}+ oz r;zmr) Nu®zem
ol KD < 1T oy + | 5| 0Tl

y por hipétesis los sumandos de la desigualdad estan acotados , tenemos

N[BT Fooqry < a® + 2ab

y como a? < ab, tenemos que

[[w(ET)| [0y < ab+ 2ab < 4ab
|[u(kT)] |f < 4ab

Hw(kT)] Loy < Viab < o< T

De aqui u(kT') € L°(T) y por teorema de existencia y unicidad local podemos
extender la solucién u hasta (k -+ 1)T" con [|u(t)||rem < r y u(t) € L%(T) para
t < (k+1)T. Ahora por el lema 2.2.2 y de la desigualdad (2.80), obtenemos

|lu(k + 1)T| L2y < Calluol 2y = a

l|us(k + DT |2y

&

o (T)] lezery + 1[u(T)] fezqm)
Cs | G ol ey + Cis o]l
Cs | G+ Ci] Iluol lurcry = b

Obteniendo desigualdades como (2.81), (2.82) y (2.83) para el tiempo (k+1)T.
Asi procediendo inductivamente, encontramos la existencia de solucién u en todo

t>0. M

IA A

IA
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Corolario 2.2.1. Asumiendo que existe un par flujo de Entropia o y B para f en
B,.(u) satisfaciendo (2.64) y (2.65). Dado D una matriz diagonalizable con autova-
lores positivos, esto es que existe una matriz invertible P tal que

d 0 - 0
) 1 0 dyg --- O
PTDP = Do . .>O
0 0 - d,

y suponiendo que para u € B, (i) se cumple

(P'DP)d” (u)PP >0

ademds ||P~*(uo — @)|lgooery = 10 < 7 con P~ (ug — @) satisfaciendo las condi-
ciones del teorema anterior. Entonces el problema (2.49) y (2.48) tiene una inica
solucion global suave periddica. ‘

Demostracion.
Dado P~'u = v. Entonces

du O A%u
e + %(f(u)) = D—B?

8 8 ;-

E(PU) + %(f(PU)) = D@(Pv)
Ov ov 5%

Denotemos por g(v) = P71 f(Pv), derivando
09, \ 1 ov
30 = P (Pv)Po-

09, \ 4 Ov
P20 = p(po)p2

Esta tdltima igualdad la reemplazamos en 2.85

v dg(v) 0%
Pa_x+P 5 —DPW
. d O 0
v  Bglv) | 0 da -+ 0 | 5%
7R N R > (2:86)
0 0 dn,
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la ltima igualdad tiene la forma de 2.50 donde la matriz diagonal de autovalores

d 0 --- 0

e 0

positivos es P"'DP = ' d2 L
0 0 - dy

Llamemos A(v) = a(Pv) y B(v) = B(Pv) derivando ambos, tenemos que VA(?))‘ =
Vo{Pv)P y VB(v) = VB(Pv)P, de aqui tenemos que:
VA@)g'(v) = Voa(Pv)Pg'(v)

=. Va(Pv)PP1f'(Pv)P

= Va(Pv)f'(Pv)P

Como o cumple 2.64

VAWg() =VBw)
As{ garantizamos que A(v) cumple 2.64.
Ahora veremos que A{v) cumple 2.65

como 8 [u — @)* < a(u) < 5 |u — @|°, tomando u = Puv

§1Pv—uf® < a(Pv) < % Py — af*

5|P(w— P a)f* < A@w) < % Py — Pz’

]

| Il
1=

v — P'Iﬂ,[2 < Alv) < [v - P'lﬁlz

Llamemos § = min{———; —— }, entonces reemplazando en la tltima desigual-

) )
1P 7]
dad tenemos que

§lv—Pa)? < A(w) < % v — Pig)?

Flo—a? < A(w) < %w-@ﬁ
cumpliendo para todo v € B(#), donde 7 = r HP‘l[[’ y v=Plg, satisfaciendo

A(v) 2.65 «
Veamos ahora que A(v) es consistente con la matriz P~*DP

A"(v) = o"(Pv)P.P .
P 'DPA"(v) = P'DPo"(Pv)P.P

Como por hipétesis P~*DPo”"(Pu)P.P es posnﬁna, esto quiere decir que existe
¢ > 0 de modo que
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w' P DPa"(Pu)P.Pw > ¢|w|’ (2.87)
por lo que A(v) es consistente con la matriz diagonal P~ DP satisfaciendo 2.66
n

Observacién 2.2.3. Cuando D es simétrica con autovalores positivos se puede tomar
P como una matriz ortogonal y la hipdtesis de la desigualdad (P~1DP)o"(u)PP > 0,
equivale a probar que Da" es positiva en B.(T).
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2.3. Aplicaciones a las Ecuaciones de la Dinamica
de los Gases

2.3.1. Primera Aplicacién

Consideremos un caso muy particular de la ecuacién uni-dimensional de la dindmi-
ca de los gases isotrépica en coordenadas lagrangeanas segin [13], pagina 240.

v —u v )
+ =D| "] 2.88
MEE IR 25
Donde ‘
v = volumen especifico (1/densidad)
p = presién
uw = velocidad

p:RT—Rypv)<0
Teorema 2.3.1. Asumiendo que U > v —r >0 y que D es una matriz simétrica con
"y a b
autovalores positivos de la forma [ b o }

cumpliendo ademds que

a,c>0

A 4 C)

e — F

dac " s (1—p'(v))?
Entonces el problema (2.88) con dato inicial (vo,uo) tiene una tnica solucién global
suave periddica siempre que el dato inicial (vo(z),ue(z)) € Bs(7,4) para s <1 y que
en la norma de L*(T) , (vg — 4, up — &) es suavemente restringido en el sentido del
corolario 2.2.1

_=\2 v ,
Demostracién. Definamos a(v, u) = (u 2u) + / (p(v) — p(s))ds
s

B(v,u) = (u—w)[p(v) — p(v)]

‘donde 7 > 0 vamos a verificar que a vy 3 son un par de flujos de entropia satisfa-
ciendo 2.64 y 2.65, donde f(v,u) = (—u, p(v))
Como :

Va = (p(v) -~ plv),u— @)

- VB = (¢ (v)(u—1),p(v) — p(v))

o=y o
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entonces
Vaf' = (p(o) - pv),u~ )[ '(v) 01}

Vaf' = (p'(v)(u - @), p(v) - p(?))

Vaf' =V
por la Férmula de Taylor para « en la variable v
_ s da(T, u) 18%a,. .,
a(0+ h,u) = a(d,u) + e h+ 5502 (D, u)h (2.89)

dondev—o=hyt<v<v
Ou Oa
como =~ = = p(¥) — p(v), se tiene —(¥,u) =0

o
O*a 2 ’/~ :
i (v) se tiene 2o 502 - (0,u) = —p/(D), reemplazando en 2.89 se tiene
10%«
a(v,u) = a(b,u) + = 5 Dy = @, u)(v — 7)°
u—1u)? J U= 2
a,u) = C =)

como (B, (%)) es un subconjunto compacto de R*, esto es porque 7 — r >0
tenemos que existen M;, M, tales que 0 < M; < —p/(v) < Ma, teniendo que

(u '—2@)2 Ll _25)2 < oo, < _273)2 e _21_))2
tomando ky = max{ } y ki = m1n{2 Ag 1
kil ) = (5. < oo ) < ko[ ) — @D (2.90)

. 1
tomando 6 = min{k;, F}’ tenemos la siguiente desigualdad
) ;
1,
0 |(’U,’LL) - (1_)’71)‘2 < O[(’U, ’LL) < g |(’U,’LL) - (T),ﬂ)F

a g .z
como D es de la forma { b o } y con autovalores positivos por la observacién

'
2.2.1 del corolario anterior sélo debemos de probar que Da” = [ z lc) ] { 60 (1) ]
es positiva en B.(7,%) , para que Py D satisfagan 2.87

veamos -
[ z } =w e R?
Yy
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sove = el ][50 4]

_ —ap’ b x

RS C] {y]

= [ (~zap —bp'y) (bz+cy) ] [ ‘; }
—ap'z® — bp'zy + bxy + cy?

= —ap'z® + b(1 — p)zy + c?

i A% + B? — _
como siempre.se cumple que —————— < AB |, tomando A = ~————2xy B = .
. 2. V2c8

vV 2céy por lo que obtenemos que

1 — p/)2p2
wtDa'"w > —ap'z?® — %xz + céyz} + cy?
1—9¢ 2
wtDa"w > [—ap' - £-chlbﬂ 22 + (1 — 6)y?

. . c
si b =0 tomando § = 3, como —p’ > 0 luego tomamos e = min{—ayp'; 5_}

wtDa"w > e(z? +1?)
wDow > e|wl?

_—p'(v)

Si b # 0 tomando 1 < 51— < ]\/I b , donde M = min (recordar de

o |lv=7|<r [1 — (’U)]
las hipétesis que 1 < ——abi—), por lo que ,
’ 2 .
t " > 1— —p 2 _ 2
wDa"w > a(l —p')? [( p)2 ” 5]2: +c(1-4)y
> ol pFIM ~ ola + el - By
. b2
> aMy(M — U)z +¢(1 = 8)y?

tomando 0 < ¢ = min{aMo(M — m); c(1-46)}

wDa"w > e|w|?
por lo que se cumple la condicién del corolario 2.2.1 y por el corolario 2.2.1 existe
una tnica solucién global suave periddica en 2.88 W
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2.3.2. Segunda Aplicacion

Consideremos otro caso particular de la ecuacién de la dindmica de los gases el
cual se encuentra en coordenadas lagrangeanas

v —u d 0 0 v _
{u] + [p(v,S)} = I: 0 dy O ] I:u:I (2.91)
s |, o | |00 &S], |

= volumen especifico
= presion.

= velocidad

= entropfa especifica

Donde agui

hew <

ademésp:,R+xR—+Ry@<0; d; >0;7=12,3
: o g

Teorema 2.3.2. Asumiendo que o > U —r > 0 y que D es una matriz diagonal
positiva. Entonces el sistema 2.91 con dato inicial _(Uo,uO,Sg) tiene una unica
solucidn global suave siempre que (vo(z), uo(z), So()) € By, (3,8, 5) conro < 1y que

con la norma de L2(T) (vo — 7,up — 4, So — S) sea suavemente restringido como las
hipdtesis del corolario 2.2.1

Demostracién. Definamos

alv,u,S) (v ;ﬂ)2 + [v[P(T), 8) — p(r, 9)]dT + &2_5)_2
Bv,u,8) = (u—1)[p(v,8) —p(@,59)]
Y llamemos- '

f(/U) U, S) = (—u,p(v, S)) O)
o, By f definidas en B,(7, 4, 5) donde & > 7 — r > 0, llamemos § = p(7, 5’_)
vamos a verificar que o y § son un par de flujos de entropfa, derivando o y 8

Va(v,u,8) = {(ﬁ—p) e [/ﬁv——g—g(T,S)dT+K(S—5’)]]

VA(v,u,S) = {(u—a)ap p—p (u—ﬂ)ap}

v as
0 -1 0
Vaf - [(ﬁ_p). _— [Lv—%(T,S)dT+K(S—S)]}~ Py 2
0 0 O
- @92 »p @-0Z]
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con lo cual satisface 2.64. A continuacién probaremos que se cumple 2.65 , defi-
Namos

g(U7S) = /_U[ﬁ_p(Ta S)]dT
donde p = p(v, S) _

/ - p(v,5)
g5 = 8p (T S)dr
_ 5 0
g(@®38) = [ 0 ]
y como g(¥ 5’) , por la Férmula Taylor se tiene que
g9"(@)

gla+h) =g(a) +g'(a)h + 5

‘dondeazl(i,g)yhz(v—i,S—S')
o,5) = g(a,mgf@,g)[g:g}4{—9”@5)[v—a 5—5]}[5’:%]

9(v,5) = %[;:%]tg"w,é) [SIS]

dp, . 8, &

1 ~ ‘——'(’U,S) ——('U,S) v—7
ov,8) = 5[v-v 5-5]| 8 B, o |[57%]
) | —'8_5(’”1 S) - 8_52(7—3 S)dT

I _\Op Op

1 ] (D)L (58T

g(v,S) = E[v—ﬁ S-5] 8p v 2

—(v—v) - (8-9) i 852(7 S')d'r
_ 1 120 81’ _ Y " &p
g(v,S) = > —(v—v)%— %(S SY(v—7)—(S—S5) : 852(7 S)dr
10 - Op = _ S —8)? 2p
a0~ g5~ -9~ 5L [125mnd)

Op _ = _
—8—5 es acotado en B.(v,1,8) compacto
——8-3,% acotado en B,(,1,S) compacto
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entonces existe ¢ > 0 tal que

o,8) 2 -~ P65 e o)s-5) + (-5

9(v,5) > _(__)zap( ,8) — (v —5)(S - §) — &S — 5)?

2
2 2 -5 ~
como —ab > —% - %-, tomando a = W - ?) y b=¢Ee(S — §), tenemos que
—5)2 8 v—7)% & - e
o,8) » U 2”) a_i“( 252) GRS CE g
(v —1)? _'@_i e e @2
g(vis) 2 2 ( 87) 2) (26 +C)(S S)

' 1
tomando 0 < = < min ———
€2 Is;

1 10p,. =
2 —53_2)(@’8)
1 138p,. =
) 5%(%3)
2
o0.8) > L2 5 g5 sy
sy > O IG5 g (K g5 sy

2 4w
, t ., 16p
De aqui para K grande tomando ¢; = mm{§; (min "58_) ( — &)}
' _ 72
v D
u|-|a
S S

C\f('l), U, S) Z 5]

como a('u,u,S);(u;ﬂ)2+g(v’ s)+ E(_%—ﬁ

alon,s) = WS A0 g 10 TSGR 5”'§;€+K(52—§)
< (u—u)2 ’ ’( — o) + ] glv—@i]S—§]+C@2ﬂ]5_§1?+§(5__§)2
= (u—QW 2!?)!( -9 + ’g|v~5‘|2+(%!g—§l+6(ﬁég)+§)(S—§)2
< T G| -+ 2]+ B2+ Kyis - 5
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2

a(v, u, S) < e

|

TR~

BY

1 ,
Tomando ¢ = min{—;¢; }, llegamos a obtener
C2

2

)

v ) . 1 v Y
Sllu|—-| @ <au,S)<<|lu|—-| T (2.92)
S 5 ol s 5
Vamos a verificar que D es compatible con o como
% _o
v -85
o"(v,u, S) = 0 1 o 02
Op v op
i ’-‘8—5 0 ' K — @(T, S)d’r
i 2 _op
d 0 0 ]| dv dS
Dd"(v,u,S) = 0 dy O 0 1 ()2
0 0 ds _Op Y A
L 55 0 K 552 (1, S)dr
op Op
. _dI% 0 —dla—S
Do/ (v,u,S) = 0 da 0 ,
Op v 0% -
_d38_S 0 da(;( j @) 8-
D /4
_dlﬁ 0 d15§ z
w'Da"(v,u,S)w = [z y z] 0 do 0
&2 0 4 (K — / ’ ’9—21’) o
88 3 5 052
0 0 0 v 52
wtDa" (v,u, S)w = —dlza—fj — dga—gz doy —dla—gz+d3(K - j 8—5?;) ]
9 o . Op Op v &p
w* Do (v, u)w =‘ —dlgz - dggl‘z + doy? — dl—a—gmz +ds(K —/1_) @) 2
" Op dp , ., 0p v p
w'Da"(v,u)w = —dI%zQ - (d38—5 + dl%)mz + doy? + ds(K — /ﬁ Wch’)z2
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s, 1,, 0p
w' D" (v,u)w > —dla—z::r2 - ?(dga +di—

Op

)2—f +d +dK/ pd)
25 ey s 952 /*

2

Op €
5o 22(d3as+dlas Jo® + day” + [ds (K /332 -3

tomando € > 0 grande y como K es lo suficientemente grande tenemos que

w'Da (v, u)w > [—d1

wtDa” (v, u, S)w > c|w|?

Por lo que se satisfacen las condiciones del teorema 2.2.2 de Existencia y Unicidad
Global por lo tanto existe una tnica solucién global suave periédica del sistema 2.91.

2.3.3. Tercera Aplicacién

Considerando las formilas alternativas de la ley de conservacién de masa, mo-
mento y energia como se indica en los preliminares se obtendran sistemas similares a
2.45 y 2.47 con una matriz de difusién diagonalizable con autovalores positivos.

v —u v
u | + | p©,S)| =D| u (2.93)
s|,- | o s
T T
v —u v
u | +| p =D| u (2.94)
E t up T E TT
p
p pu +p =D | pu | ,p=ppS) (2.93)
puS pS e
_ p :
pu + pu +p =D| pu | , p=plpu,FE) (2.96)
pE | _ pulE 4 up c pE c

En estos sistemas
v=volumen especifico
p= presién

u= velocidad

S=entropia especifica
u2

E= energfa total (E=e(v, S) + oL , aqui e es la energia interna)

1
p= densidad (p = =)

v
&= coordenadas euleriana
T=tiempo espacial real
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A continuacién vamos a garantizar la existencia de un par de flujo de entropia de
dos sistemas equivalentes por un cambio de variable. Supongamos que u satisface la
ley de conservacién del sistema

w+ f(u)y =0 (2.97)

donde u y f son vectores con n coordenadas, llamemos u = h(v) y el cambio de
variables independientes (z,t) — (€, 1), entonces

(e 4]-[0 0] e

Por tanto reescribiendo la ecuacién 2.97 en coordenadas eulerianas obtenemos
0 = u+ f(u)e
0 = wu+f(wu,
0 = wum+u + f(u)(urme + uels)
0 = ur+uegga(u) + f(w)ueqi(u)

0=ty + (ga(u) + (e o) )

Como u = h(v), entonces

v = (W(v)) e

S

vr = () e
multiplicando 2.99 por (A'(v))™}

0 = (W) ur + (K@) gl + ()1 () ' (e)g
0 = v+ qalu)vg + as(u) (B'(0)) "L ()R ()

0 = v+ [+ a (W) (@) (W (V)]
Llegando a que

_ vr+gv)e=0 (2.100)
donde

9 () = @(u) + () (K ()7 f (W) (v) (2.101)

En el siguiente teorema se mostrard como un par de flujos de entropia para el
sistema 2.97 es transformado bajo un cambio de coordenada para el sistema 2.100.
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Teorema 2.3.3. Supongamos que (e, B) es un par de flujo de entropia para f en
B,() satisfaciendo todas las condiciones de la definicidn 2.2.2 y " (u) es definida po-
sitiva en B,(). Dados h un difeomorfismo en B () » @1 Y go funciones diferenciables

en h~Y(B,(4)) y g una funcién diferenciable en h™1(B.(@)) como se menciond ante-
riormente, asumiendo ademds que

q1(w) > 0 (2.102)
Y
Vg {u)f'(u) = —Va(u), en B.(%) ~ (2.103)
Entonces para r suficientemente pequefio, las funciones |
_ a(h(v))
AW = k)
)
B() = (8 +-)(h(v))
Satisfacen
ViAW) (v) = V,B®) (2.104)
5o~ p @) < AW < 5 o - b @) (2:105)

Para v € h™Y(B,.(1)) y A"(v) es definida positiva para todo v € h~1(B.(1))

Demostracién. Derivando A y g para despies multiplicarlos, obtenemos

oo Y
va(’l))g’(?)) — ]:vuah‘h aVuqh

= ]@+mWWﬂwm

_ {Vuah’ _aVuglh

Viagh' avuqlh’g2,+ Vuak' (W) 'k aVegh g ()7 (W)K

- 4 an® I ¢?
1N ’ ) ’ /
_ Vwagph' avuq;h RV £(u) - aVuq [ (uw)k
q1 g7 a1

= 1 2V,0- 0BV, + Vuaf (u) - ~Vagi f’(u)] %
31 q1 q1

De 2.102, 2.103 y usando el hecho que a y 8 son funciones de entropia y satisfacen
2.64, tenemos que
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Vaua(u) f'(u) = Vu(u)

Vau(w) /() = ~Var(w)
Reemplazando obtenemos
7 04 7
VeA@)d () = [ZVie =05 Vas + VuB(e) + - Vo)
= V&g |
’ = V,6(v)
Ahora probaremos que existe § > 0 tal que se cumple
) ' 1 |
6o -7 @ < AW) < 3 o - @]
para cualquier v € h™}(B,(%)), notamos que v = h~}(u) para algin u € B, ()

o= K7 @I = 27w - @)

por el teorema del valor medio

lv=r@[° < &Y @) - al®
< oy
‘=1M§Fwawm
_ W”Efwwmw@»«w
lw—w%mWsﬂ@§§@fmm@»Mw (2:106)
como @;(w—)”qu(h(v)) es acotado entonces existe M; > 0 tal que

v =Y @)|* < MiA) (2.107)
como u = h(v) , &= h(?) y « satisface la desigualdad 2.65

o I COROT

a(hE)AG) = alw) < 3 Wl ool

— é 18 w)|* o = B @)
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Al) < 1R )| o - 27 @) (2.108)

_
811 (h(v))

como (w1)]|” es acotado entonces existe My > 0 tal que se tiene

1
N 1Y
)|

Av) < Mg |Jv — 7 @) C(2.109)
tomando § = min{ g, 7=} ¥ de 2.107 y 2.109 tenemos

5o~ w7 @) < AW) < 3 o - A @)

Para todo v € A~ (B,(@}) cumpliendose 2.105
A continuacién vamos a garantizar que A”( ) es definida positiva para v €
h~1(B, (1)), definamos

a(u)
v(u) = wlw)

Entonces A(v) = y(h(v)). En coordenadas u = h(v) = (h!(v), h2(v), ..., A (v))
Ademds '

oA _ 0

dv; v Ov;

oy (Bhl ah")
By’ ’8un ;"7 B
_ Z d 6‘7 8h‘
- Ov; 8&5 32)3

Oh 0K 8y O%H
= Z ( )( ). REr et
Ov; 81)] Ouy Ov;0;
5?A ", 3%y Oh* ont oy O%h!
Bv;0v; Z_:Z BurBuy dv; Bu; Zau] v;dv; (2.110)
De la desigualdad 2.65, tenemos o) = 0 < «af(u) para todo u € B.(@). Esto

implica que % es un minimo local para «. Entonces Va(i) =0
Como

a(u) = o) + Va(i)(eh) + r(eh)

donde ‘
u=1h+eh, talque|lu—a||=e<rylh||=1

as{ a(u) = y(eh) como ll’m0 eh) _ 0 llamemos O(e) = v(eh)
[ d €
Asf
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Va(u) = O1(e), hm - =0
a(u) = Oq(e), E13}110 026(6) 0

Como

Oy _10a odg
Bur @1 0uy g3 Oy

También como . }- y Sfﬂ 12 estdn acotados en B,(7) entonces
uk 1
1 Oa
@ =——
() a1 Ouy
a Oq
Oule) = . —
4(6) A q% 8’&,&;
satisfaciendo que lim —3(2 =0y lim (<) 0
e—+0 e—0 ¢
Asf
Os(e) = 2L —0,— 0 (2.111)
sie) = g, = 8 4 .
También

. 8%y 1 B« 18xdq 1 [0adq 5 &g 9q1 a1
- o o gt + oy~ 2ag,
Ourdu; @ 3u;c3ug q1 a; Oug Ouy | a Buy Ouy, By Ouy, &ug F)uk

Obteniendo

Py 1 8
Suduy - 1 OurOuy
Reemplazando 2.111 y 2.112 en 2.110

82 A " [1 &« Bh* OR! & a?nl
____; {_.-—+06(6)J o Z 0565

+ O6(e) (2.112)

Ov;Bv; — L& OuOuy Uj
Ont ont  9%H
Como — Do 8':)3 Buido; y o estdn acotados en B, (i)
5°A ~  &a Oh* on'
Ov;Ov; - Z 8uk83u; E?vz 81)] +01(e) +OS( )
O?A " 5%a on* ont
Budu; Z / Gudou Fu; By ofe)

Esto equiva,le a decn' que
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Ah’ - ;]]‘."(h!)t&”(h,) + 0(6)
1
Asi

.th//w — qllwt(h’)ta”(h')w-l—wt(?(e)w

> (Rw)e(Hw) - 0@l
4

v

e1 |1 (w)|I” = eoe ]|
> (o — eze) [Jwl?

> (o1~ eor) [Jw]”

tomando r muy pequefio se tiene que A”(v) es definida positiva para todo v €
h‘l(BT(ﬁ)) n
Teorema 2.3.4. Asumiendo que existe B,(©) suficientemente pequerio y que estd en
el semiespacio v > 0, (R*). Entonces los sistemas 2.98, 2.94, 2.95 y 2.96 con matriz
de difusion D (el cual es una matriz diagonal positiva ), tiene una inica solucion
- global suave periddica, siempre que el vector ug(z) € Bry (1), conrg <71 yuglz) — 4
es tal que p~1(uo — @) satisface las hipdtesis del teorema 2.2.2

Demostracién:
En este capitulo, en la segunda aplicacién ya se demostrd que para el sistema 2.93
d 0 0
con D= | 0 dp 0 | positiva existe una tnica solucién global suave periddica, lo
0 0 ds
que vamos a probar ahora es que haciendo un cambio de variable vamos a garantizar
‘ d 0 0
que laecuacién 2.94con D= | 0 dy 0 | positiva, tiene una dnica solucién global
0 0 ds
suave periddica, primero observamos que la incégnita en el sistema 2.94 es

v

U
2

U
B(Q),S) + '2_

2 —~
donde F = e(v, S) + %, llamemos por A(v,u, S) = u

| ev, ) +

| 8

como

1 0
;z'(v,u,S)= %e %e

— ) —

du oS




o #£ 0y h € C, entonces es un difeomorfismo de clase C!, t =7y z=¢ de
2.98 tenemos que

ql(v,u,S) = EE =1 ) QQ(U,U, S) = Et =0

Ademsés
0 -1 0
Vai(v,u, 9)f (v, 4, 5) + Vaa(v, u, S) = (0,0,0) % 0 2 |+(0,0,0)=(0,0,0)
. . OV .
0 0 0

Por lo que se satisface 2.102 y 2.103 del teorema 2.3.3, recordando la construccién
~ de las funciones de entropia para el sistema 2.93 se tiene que son

(u— @)

a(v,0,8) = U5+ [p(o,5) - ptr, S)ar + K5S¢

2

Blv,u, S) = (’L& - ﬁ) [p(?), S) —'}9<?§; S’)]

Yy
_op g %
ov aS
Q=10 10
~_op " &%p

o > 0, satisfaciendo las condiciones del teorema 2.3.3 por lo que las funciones
Ai1(v,u, S) = a(h(v,u,S)) y By = B(h(v,4,S)) son un par de flujo de entropfa para
el sistema 2.94 satisfaciendo 2.99 y 2.100 (donde h~! = h)

y como se cumple que h(v,u, S) € B,(4) cumple las condiciones del corolario 2.2.1
entonces existe una tnica solucién global suave periédica para el sistema 2.94.

Ahora vamos a garantizar la existencia y unicidad de solucién global suave pe-
riédica de los sistemas 2.95 y 2.96 como ya comprobo en los preliminares (paginas 43 -
51) que derivan de los sistemas 2.93 y 2.94 respectivamente sélo hace falta garantizar
que existan un par de flujos de entropia para los sistemas 2.95 y 2.96. Recordemos
en la construccién de un par de flujo de entropia («, 8) para que el sistema 2.95 y
2.96 se obtuvo que " positiva. En los preliminares (pdginas 43 - 51) se mostré que
la transformacién de los sistemas 2.93 y 2.94 a 2.95 y 2.96 fue obtenido por cambio
de variables.

| (z,1) — (§,7)
Donde

&(zt)
t‘=?'y£='/v p(S,7)dS

—0C
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Considerando el cambio de variable z = z(£, 7) que es la inversa del cambio de
variable, donde £ = £(z,t) similarmente a los preliminares pdgina 50 y de 2.98, se
obtiene :

QI(vvua S) Q2(U>U, S) —
0 1 o

oD |

por lo tanto

g(v,u,S) =u
1
v,u,5) = —
ai( ) P

1
Densidad positiva, v = -, concluyendo que ¢ (v, , S) = v, entonces
' P

0 -1 0
Vg (v,u,S)f' (v,u,S) + Vg (v,u,S) = (1,0,0) % 0 g—g 4+(0,1,0) = (0,0,0)
' 0 0 0O

Satisafaciendose 2.102 y 2.103. De esto concluimos que las hipétesis del teorema
2.3.3 son satisfechas. Entonces existe un par de flujo de entropfa (A;B) para los
sistemas (2.88) y (2.89) y por lo tanto satisfacen las hipdteis del corolario 2.2.1 por
lo que existe una tinica solucién global suave periddica para los sistemas 2.95 y 2.96.
| |
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3.1.

CAPITULO III

VARIABLES E HIPOTESIS

u, el cual es una funcién que va de R x RY a R”

Variables de la investigacion

de R x Rf aR™

3.2. Operacionalizaciéon de la variable
Variable | Definicién Definicién Dimensiones Indicadores
Conceptual Operacjonal :
Funcién periédi- | Funcién periédi- | -Funcién - pe- | - u(t) € L=(T)
u ca suave respec- | ca riédica suave e ademds existen
to a la primera -Funcién  no 3_11, _8_“ 92&
variable que va periédica dx’ 0z Otdx

y 8_1: pertene-
ciendo al espa-
cio L2(T) y al es-
pacio de funcio-
nes Holder conti-
nuas.

- u ¢ L°(T)

3.3. Hipdtesis general e hipdtesis especificas

Hipoétesis general

Considerando ug periédico en el problema (1.1) podemos garantizar la existencia
y unicidad de solucién suave periédica del problema (1.1) y aplicar estos resultados
a algunos casos particulares de las ecuaciones de la dindmica de los gases.

Hipdétesis especifica

Para garantizar la existencia y unicidad de solucién local suave periédica del
problema (1.1) con D una matriz diagonal positiva es necesario usar la hipdtesis de
que encontrar solucién del problema (1.1) (con D una matriz diagonal positiva )

equivale a encontrar un punto fijo del operador £ definido en la pédgina 54.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA

4.1. Tipo de investigacién

La investigacion es del tipo cientifico-teérico y el método usado es del tipo induc-
tivo - deductivo tratando de ser lo més exhaustivo posible en cada demostracién

4.2. Diseno de investigacién

El presente proyecto de tesis inicialmente estd dirigido a garantizar la existencia
y unicidad de solucién global suave periddica de la ecuacién w; + f(u), = eDug, con
dato inicial periddico y también se buscard aplicaciones. Para esto el primer paso es
encontrar definiciones, teoremas, notaciones, etc, que utilizaremos durante todo-el
trabajo. Aqu{ veremos un estudio de lo que es un espacio de Banach, convergencia
uniforme, funciones periédicas, el Toro (T). También enunciaremos algunas ecuacio-
nes de la dindmica de los gases en coordenadas lagrangeanas como en coordenadas
eulerianas. El segundo paso es definir el problema a estudiar asi como que condiciones
debe tener, también definiremos las funciones de dato, en qué espacio trabajaremos.
En este paso enunciaremos el lema 2.2.1, posteriormente enunciaremos el teorema
2.2.1(Existencia y Unicidad Local), después definiremos las funciones de Entropia
para enunciar el lema 2.2.2, esto dltimo nos ayudara a enunciar el corolario 2.2.1 el
cual nos va a garantizar la existencia y unicidad de solucién global suave periédica del
problema en estudio u; + f(u), = €Dug, con D una matriz constante diagonalizable
con autovalores positivos. ,

El tercer paso es mostrar aplicaciones del corolario 2.2.1. En la primera aplicacién
enunciaremos un caso particular de la ecuacién uni-dimensional de la dindmica de
los gases en coordenadas lagrangeanas isotrépica (entropia constante), en la segunda
aplicacién mostraremos la ecuacién de la dindmica de los gases no isotrépica ( con
entropia no constante) en coordenadas lagrangeanas, en la tercera aplicacién mos-
traremos dos ecuaciones de la dindmica de los gases con entropia en coordenadas
eulerianas. ‘

4.3. Poblacion y muestra

La poblacién en nuestro trabajo esta conformado por el conjunto de Ecuaciones
Diferenciales Parciales y se tomé como muestra de estudio una ecuacién diferencial
parcial del tipo parabdlico no lineal con dato inicial periddico (v + f(u)y = €Dtigy,
D matriz diagonalizable con autovalores positivos }
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4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccién de da-
tos.

Para la realizacién de este trabajo de tesis se revisé bibliografia especializada y
recopilacién de informacién obtenida via internet relacionada al tema de interés.

4.5. Procedimientos de recoleccién de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité procedimientos de
recoleccién de datos més que la revisién de bibliografia (libros, paginas web, paper,
etc). :

4.6. Procesamiento estadistico y analisis de datos

Ninguna.
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CAPITULO V

Resultados

En el trabajo de tesis se garantizé la existencia y unicidad de solucién global suave
periddica de la ecuacién u; + f(u)y = €Duy,, asi como también se mostro algunas de
sus aplicaciones. Entre los resultados més importantes son:

1. Presentamos resultados més importantes del An4lisis de Fourier de funciones

periddicas y los Espacios LP de funciones periddicas.

2. Aplicamos el corolario 2.2.1 a algunos casos particulares de la ecuacién de la
dindmica de los gases tanto en coordenadas Eulerianas como en coordenadas La-
grangeanas las cuales son estudiadas en el drea de Fisica a través de la Dindmica
de Fluidos.

104



CAPITULO VI

‘Discusiones

1. La importancia de garantizar la existencia y unicidad de solucién global suave
periédica de u; + f(u); = eDuy, radica en que esta ecuacién modela el com-
portamiento de las particulas de un gas.

2. El problema a resolver en este trabajo tenia una matriz D el cual es diagonali-
zable con autovalores positivos, seria interesante tratar de resolver el problema
teniendo en cuenta a I como una matriz cuyas coordenadas sean funciones que
dependan de z. '

3. En el problema planteado hemos trabajado con x perteneciente a T, seria in-
teresante trabajar con x perteneciente a T™.
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CAPITULO VII

Conclusiones

. Hemos comprendido el estudio de las funciones definidas en el toro T (periddi-
cas), asf como sus propiedades.

. El teorema del punto fijo de Banach nos garantiza la existencia yunici&ad de
solucién suave periddica de la ecuacién (1.1) con D diagonal positiva, en forma
local pero no global. :

. Las funciones de entropia nos dan una manera de extender la solucién de la
ecuacién ug + f(u)y = €Dug, con D diagonal positiva de manera global.

. Hemos observado como ciertas ecuaciones de la dindmica de los gases sirven
como modelo de la aplicacién del corolario 2.2.1(el cual nos da la existencia y
unicidad de solucién global suave periddica del problema (1.1) con D diagona-
lizable con autovalores positivos)
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CAPITULO VIII

Recomendaciones

. La finalidad de todo proyecto es que haya una mejora continua del mismo; por
lo tanto se recomienda a futuros estudiantes que tengan interés en este proyecto,
en la linea de investigacidén y en el andlisis de Fourier de las funciones periédica.

. Para una mejor comprensién de la metodologia realizada para garantizar la
existencia y unicidad de solucién global suave periédica del problema en estudio
se recomienda leer [14]. '

. En el estudio de este proyecto se uso con més frecuencia los libros [3] y [5] para
abarcar los temas de andlisis de Fourier de las funciones periédicas (T) por lo
cual es recomendable su lectura para un mejor entendimiendo de ese tema.

. Para una mejor comprensién de las ecuaciones de la dindmica de los gases que
mostramos en este proyecto se recomienda [12] y [13].
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipétesis Metodologia Poblacién -
Sea la ecuacién | Ojetivos Gene- | Hipdtesis Tipo de investigacién La poblacién
us + f(u)z = eDugz | rales General La investigacién es del tipo | en' nuestro
vy u(z,0) = uo(z), donde cientifico-teorico. trabajo esta
u es la funcién incégnita | Estudiar, los espa- | Considerando Método -conforma-

que va de R x ]R[)" a | clos de las fun- | wg periédico | La medologfa es del tipo | do por el
R™ y los datos son f | ciones periédicas y | en el problema | inductivo-deductivo. conjunto de
una funcién que va de | sobolev periédico, | (1.1) podemos | Disefio Ecuaciones

R™ en R™, ¢ constante | asf como el proble- | garantizar la | Para garantizar la existencia y | Diferenciales

positiva, D una matriz
constante diagonalizable
con autovalores positivos
y RY = Rt U {0}. Una
manera de garantizar la
existencia y unicidad de
solucién global suave de
las ecuaciones de arriba
lo da David Hoff y Joel
Smoller en [14], pero si en
las ecuaciones de arriba
consideramos el dato
inicial wg periédico los
"resultados de David Hoff
y Joel Smoller en [14]
no nos garantiza que la
solucién global suave de
la ecuacién de arriba sea
periédica, ante esto no-
sotros vamos a tratar de
garantizar que tomando
up periédica y siguiendo
la misma metodologia de
David Hoff y Joel Smoller
en [14] la solucién es
también periddica.

Planteamiento del pro-
blema

Lo se pretende analizar y
responder son las siguien-
tes interrogantes:

1) Ser4 posible garantizar
la existencia y unicidad
de solucién global suave
periddica de la ecuacién
(1.1) cuando ug es periddi-
co ?

2) Serd posible aplicar los
resultados obtenido de la
ecuacién (1.1) a algunos
casos particulares de las
ecuaciones de la dindmica
de los gases 7

ma u; + f(u)z =
eDugzy con dato

inicial periddico.

Objetivos es-
pecificos
Como objetivos

especificos tenemos
los siguientes:

1) Garantizar la
existencia y uni-
cidad de solucién
global suave pe-
riédica para el pro-
blema u¢ + f(u)e =
eDug, con dato
inicial u(z,0) =
ug(z) periddico.

2) Aplicar los re-
sultados del item
1 a algunos ca-
sos particulares de
las Ecuaciones de
la Dindmica de los
Gases.

existencia y

unicidad de
solucién suave
periédica  del

problema (1.1)
y aplicar estos
resultados a las
ecuaciones de
la dindmica de
los gases.

Hipdétesis es-
pecifica

Para garantizar
la  existencia
-y unicidad de
solucién local
suave periddica
del problema
(1.1) con D
matriz diago-
nal positiva es
necesario usar
la hipétesis de
que encontrar
solucién del
problema (1.1)
con D matriz
diagonal posi-
tiva  equivale
a encontrar
un punto fijo
del operador £
definido en la
pégina 54.

unicidad de solucién global sua-
ve periddica de la ecuacién u; +
f(u)z = eDuzz con dato inicial
periédico y mostrar aplicacio-
nes, el primer paso es encontrar
definiciones, teoremas, notacio-
nes, ete, que utilizaremos du-
rante todo el trabajo. Aqui ve-
remos un estudio de lo que es
un espacio de Banach, conver-
gencia uniforme, funciones pe-
riédicas, el Toro (T). También
enunciaremos algunas ecuacio-
nes de la dindmica de los ga-
ses en coordenadas lagrangea-
nas como en coordenadas eu-
lerianas. El segundo paso es
definir el problema a estudiar
asf como que condiciones debe
tener, también definiremos las
funciones de dato, en qué espa-
cio trabajaremos. En este pa-
so enunciaremos el lema 2.2.1,
posteriormente enunciaremos el
teorema 2.2.1(Existencia y Uni-
cidad Local), después definire-
mos las funciones de Entropia
para enunciar el lema 2.2.2, esto
dltimo nos ayudard a enunciar
el corolario 2.2.1 el cual nos va
a garantizar la existencia y uni-
cidad de solucién global suave
periédica del problema en estu-
dio u¢ + f(u)y = €eDugy con D
una matriz constante diagonali-
zable con autovalores positivos.
El tercer paso es mostrar apli-
caciones del corolario 2.2.1. En
la primera aplicacién enuncia-
remos un caso particular de la
ecuacién uni-dimensional de la
dindmica de los gases en coorde-
nadas lagrangeanas isotrépica
(entropia constante), en la se-
gunda aplicacién mostraremos
la ecuacién de la dindmica de
los gases no isotrépica ( con en-
tropia no constante) en coorde-
nadas lagrangeanas, en la terce-
ra aplicacién mostraremos dos
ecuaciones de la dindmica de los
gases con entropia en coordena-~
das eulerianas.

Parciales y
se tomé co-
mo muestra
de estudio.
una ecuacién
diferencial
parcial  del
tipo pa-
rabélico no
lineal con
dato inicial
periddico
(e + £ () =
ED’U.a:a:, D
matriz dia~
gonalizable
con au-
tovalores
positivos )

109




ANEXO 2 : Mapa conceptual del trabajo

Lema 221

Teorema de Existencia

fema 2.2.2

y Unicidad Local

Teorema 2.2.2 [Existencia
y Unicidad Global)

Corolario 2.2.1

Primera Aplicacién

Segunda Aplicacion

Tercera Aplicacién
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