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RESUMEN 

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIÓN GLOBAL SUAVE 
PERIÓDICA DE LA ECUACIÓN Ut + j(u)x = cDuxx Y SUS 

APLICACIONES 

DANY NINA HUAMAN 
Agosto - 2014 

Asesor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega. 
· Título Obtenido: Licenciado en Matemática. 

En esta tesis se hará una prueba de la existencia y unicidad de solución global suave 
periódica, asi como sus aplicaciones a la ecuación Ut+ f(u)x = cDuxx, con dato inicial 
u(x, O)= u0(x), donde fes una función que va de JRn a IRn, Duna matriz constante 
diagonalizable con autovalores positivos, E > O y u 0 una función periódica que va de 
IR a IRn. Seguiremos la metodología descrita por David Hoff y Joel Smoller en [14], 
los pasos a seguir son los síguientes: 

l. Garantizaremos primero la existencia y unicidad de solución suave periódica 
en forma local del problema Ut + f(u)x = Duxx con D una matriz diagonal 
positiva, definiendo 9r = {u E lL00 ('IT' x [0, T])/ //u(., t)- ui/IL=('ll') :::; r} y .C en 
un operador que va de 9r en 9r de modo que adicionando ciertas propiedades 
y estimativas para .C, 9r y considerando T suficientemente pequeño podamos 
hacer uso del Teorema del Punto Fijo de Banach encontrando un único punto 
fijo que va a satisfacer Ut + f(u)x = Duxx con D matriz diagonal positiva. 

2. Garantizaremos la existencia y unicidad de solución global suave periódica del 
problema Ut+ f(u)x = EDUxx haciendo uso del item 1 y añadiendo como hipóte
sis que existe un par de flujo de entropía para f. 

3. Aplicaremos los resultados obtenidos a algunos casos particulares de la ecuación 
de la Dinámica de los Gases como: 

a) [ ~ t + [ P(~) L [ ~ ~ ] [ ~ Lx 

b) [ ~ l + [ p(~~') L = [ ~, ~ I ][ ~ L 
e) [ :u ] + [ pu~: p ]. = D [ :u ] 

pE r puE + up ~. . pE rr 

donde v=volumen específico, p=presión, u=velocidad, S=entropía específica, 
en e) p = p(p, u, E) . · 

Palabras claves: Solución Suave, Teorema del Punto Fijo de Banach, Funciones 
de Entropía y Ecuación de la Dinámica de los Gases. 
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ABSTRACT 

EXISTENCE AND UNIQUENESS OF GLOBAL SMOOTH PERIODIC 
SOLUTION OF THE EQUATION Ut + f(u)x = t.Duxx AND ITS 

APPLICATIONS 

DANY NINA HUAMAN 
Agosto- 2014 

Advisor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega. 
Obtained Degree: Mathematician. 

In this thesis we will a proof of the existence and uniqueness of global srnooth periodic 

solution of the equation Ut + f(u)x = t.Duxx, with initial data u(x, O) = u0(x), where 
f is a function that goes Rn to Rn, D a dia_gonalizable constant matrix with positive 
eigenvalues, t. > O and u0 a periodic function that goes of :IR to JRn.we will follow 
their methodology described for David Hoff and Joel Smoller in [14], the steps are 
the following: 

l. we will ensure the existence and uniqueness of smooth periodic solution locally 
of the problem Ut + f(u)x = Duxx con D positive diagonal matrix, defining 
YT = {u E lL00 ('1r X [0, )/ l!u(., t) - üllv"'('ll') :::; r} and e is an operator that 
goes of YT to YT so that adding certain properties and estimates for e, YT and 
considering T sufficiently small we can use of The Banach Fixed Point Theorem 
finding a unique fixed point the will satisfy Ut + f(u)x = Duxx with D positive 
diagonal matrix. 

2. we will ensure the existence and uniqueness of global smooth periodic solution 
of the problem Ut + f(u)x = EDUxx doing use of the ítem 1 and adding as a 
hypothesis that there is an entropy flux pair for f. 

3. We Apply the results to sorne special cases of the equations of gas dynamics as: 

[iL 
pu2 +p = D pu 

[ 
pu ] [ p ] 

puE+up ~ · pE rr 

where v=specific volume, p=pressure, u=velocity, S=specific entropy, in e) p 
p(p,u,E) 

Keyword: Smooth Solution, Banach Fixed Point Theorem, Entropy Functions 
and Equation of gas dynamic 
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"' CAPITULO I 

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACIÓN 

1.1. Identificación del problema 

En este trabajo estudiaremos el siguiente problema 

{ 
Ut + f(u)x = é.DUxx 

u(x, O)= u0 (x),. x E IR (1.1) 

Donde u es la función incógnita que va de ffi.xiRó a JRn y los datos son f una función 
que va de ]Rn en ]Rn, E constante positiva, D una matriz constante diagonalizable con 
autovalores positivos y lRÓ = JR+ U {0}. Una manera de garantizar la existencia y 
unicidad de solución global suave de (1.1) lo da David Hoff y Joel Smoller en [14], 
pero si en el problema (1.1) consideramos el dato inicial u0 periódico los resultados 
de David Hoff y Joel Smoller en [14] no nos garantiza que la solución global suave de 
(1.1) sea periódica, ante esto nosotros vamos a tratar de garantizar que tomando u 0 

periódica y siguiendo la misma metodología de David Hoff y Joel Smoller en [14]la 
·solución es también periódica. 

1.2. Formulación del problema 

Lo. que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes: 

l. Será posible garantizar la existencia y unicidad de solución global suave pe
riódica del problema (1.1) cuando u0 es periódico ? 

2. Será posible aplicar los resultados obtenidos de (1.1) a algunos casos particulares 
de las ecuaciones de la dinámica de los gases ? 

1.3. Objetivos de la investigación 

1.3.1. Objetivos generales 

Estudiar, los espacios de las funciones periódicas y V periódico, así como el 
problema Ut + f(u)x = EDUxx con dato inicial periódico. 
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1.3.2. Objetivos específicos 

Como objetivos específicos tenemos los siguientes: 

l. Garantizar la existencia y unicidad de solución global suave periódica para el 
problema Ut + f(u)x = EDUxx con dato inicial u(x, O)= uo(x) periódico. 

2. Aplicar los resultados del item 1 a algunos casos particulares de las Ecuaciones 
de la Dinámica de los Gases. 

3. Familiarizarse con la teoría del análisis de Fourier y el teorema del punto fijo 
de Banach en los problemas de E.D.P 

1.4. Importancia y justificación de la investigación 

El estudio de las ecuaciones en derivadas parciales se inició en el siglo XVIII con 
las obras de Euler, D'Alamber, Lagrange y Laplace como una herramienta central en 
la descripción de la mecánica de los medios continuos y su importancia radica en que 
son modelos muy aproximados de fenómenos físicos básicos. Estos modelos físicos se 
han mantenido hasta la actualidad y es una de las principales preocupaciones del 
desarrollo de las E.D.P en la ingeniería y otras disciplinas aplicadas. 

La investigación de esta tesis es importante ya que involucra el estudio de los 
espacios V del tipo periódico y nos muestra una aplicación del teorema del punto 
fijo de Banach en la garantización de existencia y unicidad de solución local (1.1) 
considerando D una matriz diagonal positiva, también nos muestra una manera de 
extender la solución del problema (1.1) (D una matriz diagonal positiva ) de local 
a global por medio de las condiciones de entropía, esto nos ayudará a garantizar la 
existencia de solución global suave de (1.1) con Duna matriz diagonalizable con auto
vallares positivos. Finalmente mostraremos como algunas ecuaciones de la dinámica 
de los gases sirven como modelo de aplicación de nuestros resultados de (1.1). Se 
justifica el desarrollo de la tesis porque cubrimos temas como Análisis· de Fourier de 
funciones periódicas y LP periódico los cuales no se enseñan en la facultad por lo que 
este trabajo permitirá el interés de las E.D.P del tipo periódico en la facultad. 
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" CAPITULO II 
" MARCO TEORICO 

2.1. Preliminares 

2.1.1. Elementos de Análisis Funcional 

Definición 2.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre JI( • Una función 11, 11 :X ---+ JRt 
se dice que es una norma sí cumple que: 

i O :::; llxll 
ii llxll O sí y sólo sí x=:=O 

iii i!a:xij = ia:!Jixll \fa: E R, \fx E X 

iv llx + Yll :::; llxll + IIYII \fx, Y E X 

Definición 2.1.2. Un espacio normado es una pareja (X, IJ.II) en donde X es un 
espacio vectorial y 11·11 es una norma definida en X 

Definición 2.1.3. Un espacio normado (X, 11·11) y sea {xk} una sucesión de vectores 
de X. Diremos que {X k} es una sucesión de Cauchy sí y sólo si dado f. > O existe 
N >O tal que para todo m, n 2:: N Se tiene llxm Xnll <f. 

Proposición 2.1.1. Sea (X, 11·11) entonces toda sucesión {xk} e X que converge en 
X es de Cauchy 

Ver [15], página 161. 

Definición 2.1.4. Se dice que un espacio normado (X, ¡j.jl) es de Banach (o espacio 
normado completo ) si toda sucesión de Cauchy en X converge en X 

Observaciones 2.1.1. Los siguientes espacios son de Banach: 
n 

(Rn, 1.1 8 ) con la norma !x! 8 L lxil 
k=l 

(IR", l·ls) con la norma lxls (~xi) l 
2 2 ! 

(C, 1.1) con la norma jzj = (Re(z) + Im(z) ) 2 

y es fácil de ver que II·IIE y IJ.IIs son equivalentes( l!xi!E:::; llxll8 :::; n llxjjE) 

Lema 2.1.1. Sea (X, 11·11) un espacio normado, y sea{xk} e X.Si {xk} converge a 
un punto x0 E X, entonces 

7 



Demostracion: Por hipótesis tenemos que lím Xk x0 , entonces para é > O, 
k-++oo 

existe un N E N tal que para todo k ~ N se tiene que llxk- x0 jj < é, además 
lllxkll llxolll S llxk- xoll < é si k~ N, esto implica que lím llxkll = llxoll· • 

k-++oo 

Definición 2.1.5. Al conjunto de funciones f : [a, b] e IR 1-----+ IR, f continua lo 
denotamos así C([a, b]) 

Teorema 2.1.2. Si fE C([a, b]) , entonces es Riemann-Integrable 

Ver [8], página 252. 

Teorema 2.1.3. Sea f : [a, b] e IR 1-----+ .IR, f es Riemann-Integrable. Si f es continua 
en e E [a, b], entonces F : [a, b] --+.IR definida así: 

F(x) = ¡x j(t)dt 

es derivable en el punto e y se cumple que F' (e) j(c). 

Ver [8], página 255. 

Teorema 2.1.4. Para a< b se cumple que 

rb dx 7r 

la vr;=x.¡x- a 
Demostración: 

rb dx 

la vx-avb-x 

rb dx 

la vxb + -x2 - ab + ax 

- rb dx 

la J(a~b)2 
_ [x _ (a~b)]2 

[ 

(a+b) lb 
arcsen x-~ a 

- arcsen(l)- arcsen( -1) 

2 2 

- 11" •• 

Definición 2.1.6. Una sucesión de funciones fk : X 1-----+ IR se dice que converge 
puntualmente a una función f : X e IRn 1-----+ IR, cuando para cada x E X la sucesión 
de números (f¡(x), h(x), ... , fk(x), ... ) converge hacia j(x). 
Es decir para é >O 3 ko(x, é) E N/ l!k(x)- J(x)IE < é 'ilx E X, 'V k~ ko 
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Definición 2.1. 7. Una sucesión de funciones fk se dice que converge uniformemente 
a f (jk :X e JRn f-------1- JR) sí y sólo si para E> O 3 ko(E) E N de modo que 
ifk(x)- f(x)iE <E Vx E X , Vk ~ ko 

Teorema 2.1.5. Sea fk --+ f uniformemente en X e JRn y todas las funciones. 
fk : X f-------1- lR son continuas en x 0 E JR, entonces f es continua en x 0 . 

Ver [9], página 221. 

Teorema 2.1.6. Si 'Una S'Ucesión de funciones Riemann-Integrables fk : [a, b] f-------1- lR 
converge uniformemente a f : [a, b] f-------1- JR, entonces f es Riemann-Integrable y se 
cumple 

l b lím fk(x)dx = lím lb fk(x)dx 
a k----'>oo k----'>oo a 

Ver [8], página 300. 

+oc 
Corolario 2.1.1. Si !k : [a, b] --+ JR, L fk· uniformemente convergente de juncia

k=! 
nes Riemann-Integrable.Entonces se cumple que 

Ver [8],página 300. 

Teorema 2.1. 7. Sea (Jk)kEN una sucesión de funcioneS derivables en el interva
lo [a, b], si para cada x 0 E [a, b] la sucesón fk(x 0 ) converge y si las derivadas (!~) 
convergen uniformemente en [a, b] hacia una función h, entonces fk converge unifor-
memente en [a, b] hacia una función derivable f tal que f' = h. · 

En otras palabras dd ( lím fk(x)) = lím dd fk(x) 
X k----'>oo k----'>oa X 

Ver [8], página 302. 

Teorema 2.1.8. Sean fk :X e lR f-------1- C una sucesión de funciones y (Mk)kEN e lR 
una sucesión de números reales no negativos tales que : 

1. ifk(x)i ~ Ivh, Vx E X, Vk ~O 

+oo 

2. La serie L M k converge 
k=l 
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+oo 

Entonces la serie de funciones L !k converge uniformemente en X 
k=l 

Ver [7], página 117. 

Teorema 2.1.9. (Teorema del valor medio) 
Sea O e ~m un conjunto abierto y sea j : O t-------+ ~n supongamos que O contiene a 
[a, b] (segmento que une a y b) y que f es diferenciable en todo punto de [a, b]. Enton
ces existe un punto e en [a,b] tal que IIJ(a)- j(b)ll:::; JJJ'(c) · (b-c)JJ 

Ver [2], págii;a 329. 

Corolario 2.1.2. Sea j : Br(u) e IR.m t-------+ ~n, supongamos que f es de clase C 1 

sobre todo Br(u). Entonces existe M> 0/ IIJ(b)- f(a) 11 :::; M llb __:___ all Va, bE Br(u) 

Demostración: Como Br(u) es compacto, entonces existe M> O/ llf'(x)ll :::; A;J 
Vx E Br(ü) . 

Como llf'(x)ll = máx lf'(x).vl 
vEBr(ii) 

JvJ=l 

IJ'(x) ·vi :::; lvlllf'(x) 11 , V vE ~m 

lf'(x) ·vi:::; lvlllf'(x)ll:::; M lvl de donde obtenemos lo siguiente 

lf'(x) ·vi :::; M lvl V V E ~m 

Por teorema 2.1.9 se cumple que IIJ(a)- f(b)ll :::; llf'(c) · (b- a)ll 

V a, b E Br('u) y e E [a, b] 

Por la desigualdad (2.2) obtenemos estas desigualdades: 

(2.2) 

llf(b)- f(a)ll :::; llf'(c)(b- a)ll:::; M llb- all de donde obtenemos lo siguiente: 

llf(b)- f(a)ll :::; M llb- all V a, bE Br(ü) (2.3) 

Ahora sea a, bE 8(Br(u)) entonces :3 (bk), (ak) e Br(u) tales que 

lím bk = b, lím ak =a y además cumplen que llf(bk)- f(ak)ll :::; !VI llbk- akll 
k--++oo k--t+oo 

tomando límite lím llf(bk)- f(ak)ll :::; M lím llbk- akll 
· k--t+oo k--t+oo 

10 



y como. fes continua en B,.(ü) tenemos la siguiente desigualdad: 

llf(b) f(a)jj ~M jjb- ajj , V a, bE 8(Br(ü)) · (2.4) 

De (2.3) y (2.4) tenemos que jjj(b)- f(a)JI ~ Nli!b all V a,b E Br(ü). • · 

Definición 2.1.8. Sean f y g funciones definidas en el intervalo I C Jl{ tomando 
valores en <C y sea x0 E J. Escribimos 

f o(g) cuando x -+ X o 

Si existe una constante e > O tal que 

Jf(x)j ~e Jg(x)J 

para todo x suficientemente próximo a x 0 • 

En particular, fijado m E Jl{, si f = o(jxmj) cuando x-+ x 0 

existe e> O y§> O tales que lf(x)l ~ cjx]m, para todo x E (xo- 8,xo + 8) 

Definición 2.1.9. Se dice que un conjunto de funciones (F) de K a Jl{n es equicon
tinua en K si para cada número real E > O hay un 6 > O tal que x e y pertenecen 
a K y !lx- YIIK < 8 entonces se cumple que llf(x)- f(y)IJllt, < E, para cualquier f 
que pertenezca a F 

Teorema 2.1.10. {Arzela ascoli) Sea K un subconjunto compacto de Jl{n y sea (F) 
una colección de funciones continuas en K y con valores en Jl{n. Las siguientes pro
piedades son equivalentes: 

a) La familia (F) es acotada y uniformemente equicontinua en K. 

b) Toda sucesión de (F) tiene una subsucesion que es uniformemente convergente 
en K. 

Ver [2], página 176. 
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Teorema 2.1.11. Sea X un espacio vectorial el cual es completo con las normas 11-11 
y 111-111, supongamos que existe e> O tal que llxll ::::; e lllxlll, para todo x E X. entonces 
las normas son equivalentes. 

Ver [10], página 195. 

Definición 2.1.10. Sea X es un espacio vectorial normado. Una función 
.¡ : X --+ X se dice que es una contracción (o simplemente contracción) si existe k, 
con O < k < 1, tal que llf(x) - j(y) JI :::; k llx- y JI para todo x, y E X. 

Lema 2.1.2. Sea X un espacio de Banach. Si F es un subconjunto cerrado de X, 
entonces F es un espacio métrico completo con la métrica que proviene de la norma 
de X. 

Demostración: Sea X un espacio de Banach y F un subconjunto cerrado. Si 
{ xkhEN es una sucesión de Cauchy en X, y por lo tanto existe x E X tal que 
lím X k = x. Puesto que F es un subconjunto cerrado de X, concluimos que x E F, 

k4+oo 
por lo que se tiene que, cada sucesión de Cauchy en F converge a un elemento de F . 

• 
Teorema 2.1.12. Sea F un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X y sea 
T una contracción de F en F. Entonces existe un Ún'ico x* E F tal que Tx* = x*. 

Demostración: 

Sea e, con O < e < 1, tal que 

IIT(x)- T(y)ll :S e llx- yJI 
para todo x, y E F. Sea x 0 un punto arbitrario en F y definamos la sucesión {xkhEN 
tal que xk = Txk_ 1 . Mostraremos que Xk es una sucesión de Cauchy. Primero obser
vemos que para cada k E N, 

1Jxk+1- Xkll :S e llxk- Xic-1ll :S c2llxk-1- xk-2ll :S··· :S en llx1- xoll 
Para m< k, tenemos 
llxk- XmiJ :S llxk- Xk-111 + llxk-1- Xk-211 + ·; · + llxm+1- Xmll 

::::; ck-1 llx1- xoll + ck-2llx1- xoll +···+cm llx1- xoll 
= (ck-1 + ck-2 + ... cm) llx1- xoll 

cm 
:S --llx1- xoll 1-c 

Dado que lím 
1

cmk =O, {xkhEN es una sucesión de Cauchy. Como Fes un m4+oo - · 
subconjunto cerrado de un espacio de Banach, existe x* E F tal que lím = x* 

k4+oo 

(esto es por el lema 2.1.2). Ahora queremos mostrar que x* es el único punto tal que 
Tx* = x*. Notemos que lím Xk = lím Txk_1 , por la continuidad de T, se tiene 

k4+oo k4+oo 

que lím xk = T( lím Xk_ 1 ), entonces x* = Tx*. 
k4+oo k4+oo 

Supongamos que ahora que existe w E F tal que Tw = w. Entonces se tiene que 

llx*- wll = IITx*- Twll ::::; e llx*- wll 
Dado que O< e< 1, se tiene que llx*- wll =O, lo cual implica que x* = w. • 

12 



Teorema 2.1.13. Sea A un espacio de Banach reflexivo y sea (xk) una suceswn 
acotada en A. Entonces existe una subsucesión (xm..,) que converge en la topología 
o-(A, A'). 

Ver [1], página 69. 

Definición 2.1.11. Decimos que una función definida en O e JRn es Holder continua 
con exponente o:, o: E (0, 1), si 

· ju(x)- u(x')j 
(u)~ = sup l 'la < +oo, donde O es un conjunto abierto 

'"•"''en X X 
x::f;x' 

Por notación: 

( )
a ju(x, t) u(x', t)j O 

1 U x,nx(O,T) = sup .:.__:-7-j -'---X-:,,~a.....:.__::...:., < 0: < 
x,x1El1 X 

tE(O,T) 

a ju(x, t)- u(x, t')! 
(u)t,nx(O,T) = ~~~ Jt t'ja ' O< o: < 1 

t,t'E(O,T) 

Para l > O, l no entero, se define el espacio de Banach (Hl(O), ).j~) cuyos elemen
tos son funciones continuas en O y también sus derivadas hasta el orden j[l]j inclusive 
azJj : es el máximo entero de l) y para u E Ht(O) se tiene que 

[l]l 

jujg) L~E~ iD~u(x)i + L (D~u)(l-l[lJI) < +oo 

j=O j=j[l]j 

También se define el espacio de Banach (Hl,l/2(0 x (0, T) ), j.j~x(O,T)) cuyos ele

mentos son funciones continuas en O x (0, T), junto con sus derivadas D[ D~ para 
2r + s < l 

Para u E Hl,l/2(0 x (0, T)) 

[q¡ 

1 l
l """' ' jDrDs j """' (DrDs )(l-l[l]l) 

U Ox(O,T) = L._¿ n~~~) t xU x,Ox(O,T) + L._¿ t xU x,nx(O,T) + 
j=2r+s ' j[l]l=2r+s 

+ L (D[D~u)t,nx(O,T) < +oo 
0<l-2r-s<2 

Proposición 2.1.14. Sea j, g: O e lR----+ lR funciones que son Holder continuas 
con exponente o: y acotadas, entonces f.g es Holder continua con exponente o:, n 
abierto en lR 

Demostración. Sea x, x' E o, X fe: x', entonces : 
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(f.g)(x)- (f.g)(x') - f(x)g(x)- f(x')g(x') 

- f(x)g(x)- J(x)g(x') + f(x)g(x')- j(x')g(x') 

f(x).(g(x)- g(x')) + (f(x)- f(x'))g(x') 

< !f(x)!fg(x)- g(x')l + fj(x)- J(x')lfg(x')l 

< A1clx xT:~:+Ncix x'ia 

~ (Ñfc +N e) [x- x'[a 

Así tenemos que f(f.g)(x) (J.g)(x')l < c. para todo X x' E n ' X _L x'por lo 
. [x x'ja - . ' r 

que f.g es Holder continua con exponente a. • 

Proposición 2.1.15. Sea f : Br(u) ----1- JR, jE y u : D ----1- Br(u), O 
Bu .EPu 83u 

abierto en JR, si u, ax, ax2 , son Holder continuas con exponente a, a E {0, 1) 

y acotadas, entonces (Ji ¡(u) (j O, 1, 2, 3) es Holder continua con exponente a. 
xJ 

Demostración. Para x, x' En, X# x', se tiene, por el corolario 2.1.2 

[f(u(x))- J(u(x'))l ~M fu(x) u(x')! 

[f(u(x))- f(u(x'))l ~liJe jx- x'la 

jj(u(x))- j(u(x'))j <e para todo X X 1 E Ü y X yf x' 
jx- x'[a - ' ' 

Así f(u) es Holder continua con exponente a, a E {0, 1) 

Como 8f(u(x)) = t 8j(u(x)) _auí(x) 
ax . auí ax 

. t=l 
Como u es Holder continua con exponente a de forma analoga a lo anterior se 

tiene que aaj( u) es Holder continua con exponente a, para j = 1, 2, ... , n. 
Ui 

Ademas - ~ -- - -- x, x' E D, por lo que - es Holder , 1 Buí(x) BUi(x') 1 1 Bu(x) Bu(x') 1 BUi 
8x 8x 8x S 8x 

continua con exponente a , para j = 1, 2, ... , n y por la proposición 2.1.14 se tiene que 
~ Bj(u) Bui . . Bj(u) 
L.,¡ -

8
-.-

8 
es Holder contmua con exponente a, conclmmos que -

8
- es Holder 

i=l Ui X . • X 

continua con exponente a. Analogamente, como 
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EJ3 f(u) 
oxs L

n Ln Ln as¡ OU¡ ou· OU· Ln Ln 82 f 82u· ou· ou· 82u· = - _J _t + (--J ~ +-J __ t)+ 
8u18u ·o'U.i · ox · ox · ox ou ·ou· 8x2 ox ox · 8x2 

l=l j=l i=l J j=l i=l J t 

n n 02 j 02Ui n f} j OSU 

+ ~ ~ ou ·o'U.¡ · 8x2 + ~ Oui · 8x3 
J=l ~=1 J ~=1 

&j~) ~!~) . 
Se tiene que ox2 ~ ox3 son Holder continuas con exponente a. • 

Corolario 2.1.3. Sea f: Br(u) e Rn--+ Rn, fE es y u: n e R--+ , 
ou EJ2u asu n abiertos en R, si u, ox, y oxs son Holder continuos con exponente (a) , 

a E {0,1) y acotados, entonces Oif(~) con j 0,1,2,3 es Holder continua con 
xJ 

exponente a 

Demostración. Como f 
fi E C3 (Br(u)) y u: De R 

(f¡, h, ... , fn) vemos que fi : Br(u) e R --+ Rn, 
Br (u), n abierto en R 

ou 82u asu 
u, , ox2 , oxs son Holder continuas con exponente a y acotadas , entonces 

por proposición 2.1.15 

f}if(~) es Holder continua con exponente a parajE {0, 1, 2, 3} 
xJ 

esto quiere decir que 

1 f}i fi~:(x)) - f}i fi~:(x')) 1 ~M lx- x'l~ 

1 f}i 11:(x)) - f}i f~~x')) ls ~ J\1n ix- x'l~ j E {0, 1, 2, 3} 

[Ji!( ) . 
por lo que 

0 
~ es Holder continua con exponente a. • 

xJ 

Definición 2.1.12. Sea : 

Asumiremos que los coeficientes del operador de {2.5) estan definidos en 
nr+l = Rn X (o, T). Consideremos el siguiente problema: 

.C(x, t, :)u(x, t) = f(x, t) } 
u(x, O)= <p(x) 

15 
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Teorema 2.1.16. Supongamos que l > O es número positivo no entero y los coefi
cientes del operador .C pertenecen al espacio H1+2(D~+1 ). Entonces para 
fE H1 •112 (D~+l), rp E H1+2 (IRF~.), el problema (2.6) tiene una única solución que per
tenece a H1+2,112+1(D~+1) y satisface la siguiente desigualdad: 

Donde e es una constante que no depende de j, ni de rp. 

Ver [11], página 320. 

Teorema 2.1.17. (Fubíni) 
Supongamos que FE L 1(D¡ X n2)· Entonces para casi todo X E n2 

se tiene que F(·, y) E L1(D2) y f F(x, y)dy E L1(D1) Jn2 
analogamente F(x, ·) E L1(D1) y ¡

1 

F(x, y)dx E L1(D2) 

además se verifica que { [. F(x, y)dydx '{ { F(x, y)dxdy Jn1 Jn2 Jn2 Jn1 
Ver [1], página 91. 

Teorema 2.1.18. (Desigualdad de Holder) Sean n un conjunto en JRn 

fE V(D) y g E Lq(D)con la condición de quep;::: 1 además~+~= l. Entonces 
p q 

se tiene que 

f.g E L 1(D) Y¡ jjgj dx ~ (fniJIP dx)lfP(¡ jgjq dx) 1fq 

Ver [1], página 92. 

Teorema 2.1.19. Para 1 ~ p ~ +oo se tiene que LP(D) es un espacio de Banach, 
donde n e lRn y además para 1 < p < +oo V(D) es reflexivo. 

. Ver [1], páginas 93-95. 

Proposición 2.1.20. Al conjunto de funciones definidas en Q e lRn y que tienen 
ju(x)- u(x')l . . 

(u)~ "'~~~n jx _ x'ja: < +oo, donde fl es un COnJUnto ab2erto 

xi-x' 
forman un espacio completo con la norma [u[ 0 o,a(fi) (u)~+ sup juj 

xEn 

Ver [16], página 240-241. 

Proposición 2.1.21. Si u E C0•a:(n), entonces u E C0•.8(D) para O< f3 <a< 1 

Ver [3], página 185. 
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Proposición 2.1.22. Sea u : n X [0, T] e IR2 ---+ IRn 
si u(·, t) E C0•a(n) y u(x, ·)E C0•!3([0, T]) con f3 <a, entonces u E C0•i3(D x (0, T)) 

Demostración: Por proposición 2.1.21 se tiene que u(·, t) E C0·i3(D) entonces 
tenemos que 

/u(x", t)- u(x', t)/ 8 :::; e /x- x'/ 13 , para x" =1= x' 

/u(x, t") - u(x, t') /8 :::; e /t"- t'/ 13 para t" =1= t' 

de estas desigualdades tomando x = x' y t = t" y sumando se tiene 

/u(x", t")-:- u(x', t")/ 8 +/u(x', t")- u(x', t')/ 8 :::; e (ix- x'/.8 + /t"- t'/.8) , tenemos 

/u(x", t")- u(x', t')/ 8 < e (lx- x'/ 13 + /t" ~ t'/ 13 ) 

< e [(/x"- x'/ + /t"- t'/) 13 + (/x"- x'/ + /t"- .t'/) 13] 

< 2c (/x"- x'/ + /t"- t'/) 13 = 2c /(x", x')---:- (t", t')/~ 
así tenemos que u E C0·i3(Dx <O, T > ) .• 

2.1.2. Funciones Periódicas 

Definición 2.1.13. Sea f :IR r------7 C, se dice que f es de periodo 2l si 2l es el menor 
, número positivo que: 

f(x + 2l) = f(x), Vx E IR 

Definición 2.1.14. Al conjunto de funciones continuas y de periodo 2l lo denotare
mos por Cper([-l, l]) 

Proposición 2.1.23. Sea f de periodo 2l y Riemann-Integrable sobre [ -l, l]. Enton-
ces ¡a+t ¡t 

la-l f(x)dx = }_¡ f(x)dx, V a E IR 

Demostración. ¡:~l f(x)dx = ¡~: f(x)dx + ¡1

1 

f(x)dx + ia+l f(x)dx 

Haciendo un cambio de variable y = x + 2l se tiene que x = a - l ---+ y = l + a 

y cuando x = -l ---+ y = l por lo que se tiene que 

¡-l ll ll f(x)dx = f(y- 2l)dy = f(x)dx a-l l+a l+a 
Reemplazando se tiene que · 
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¡:~
1 

f(x)dx = l~a f(x)dx + ¡1

1 
f(x)dx + Ja+l f(x)dx 

¡a+l f(x)dx =-la+! f(x)dx + rl f(x)dx + ia+l f(x)dx 
la-l l }_¡ l 

¡:~
1 

f(x)dx = ¡1

1 
f(x)dx. • 

Proposición 2.1.24. Sea {fE C([-l, l])j f( -l) = f(l)}. Cada elemento de de este 
conjunto se identifica con un sólo elemento de Cper([-l, l]) 

Ver [4], página 81. 

Definición 2.1.15. Al conjunto de funciones f : l] r--t e que tiene un número 
finito de discontinuidades {to, t 1, ... , tn} de modo que lím f(t) y lím f(t) son com-

t-+ti t-+ti 

piejos, O::::; i::::; n , lo denotamos por PC([-l, l]) (conjunto de funciones continuas a 
trozos) ' 

Definición 2.1.16. Al conjunto de funciones f: IR r--t e, f de periodo 2l y 
flr-t,l] E PC([-l, l]) lo denotamos así PCper([-l, l]) 

Definición 2.1.17. Al conjunto de sucesiones (ak)keZ tales que sup Jakj < +oo 
kEZ 

lo denotaremos así l00 (Z) 

Proposición 2.1.25. La aplicación 

ll·ll¡oo r--+ JRt 

ll·llt= es una norma en zoo(z) 

Demostración. 

a r--t Jiall1oo = sup jakj 
kEZ 

O::::; jakj V k E Z así tenemos O::::; sup jakj = llall1oo, por lo que 
kEZ 

O ::::; llajj¡oo 

2. Si iiall 1oo = O , a E l00 (Z) 

sup Jakj = O, esto nos induce a decir que O ::::; jakj ::::; O V k E Z por lo a e 
kEZ 

Si a= e tenemos ak O Vk E Z 
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1/a//1= =0 

3. Sean e E e, a E t=(z) 

//ca// 1""' = sup icak/ le/ sup /akj = lcll/a//¡oo por lo que se tiene que 
kEZ kEZ 

//ca//¡= = lc/lla/lz= 

4. Sean a, (3 E t=(z) 

Como 

Se tiene 

De 2. 7 y 2.8 se tiene la siguiente desigualdad 
/ak + f3k/ ::; //a//¡oo + 1/(3//¡oo V k E Z 

:. //.// 1= es una norma en t=(z). • 

Proposición 2.1.26. (l=(z), ll·llz=) es un espacio de Banach. 

(2.8) 

Demostración. Sea (an) e l00 (Z) una sucesión de Cauchy, entonces para E> O 

3 no E N/ 1/an - aml/1= < ~ V m, n ~ no 

/ak ak/ <~V k E Z, m,n ~no 

Para k fijo pero arbitrario se tiene que ( aí:)nEN es una sucesión de Cauchy en e, 
como e es completo existe ak E e tal que lím ak = ak Para m, n ~ n0 se tiene 

n-tco 
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lak- ak!-io:k- arl :::; lar- akl :::; !Jan- amllt= < ~ por lo que tenemos 

Jak- akJ Jo:- arl <~V m, n 2:: n0 

lím (Jak - akl - Jo: arl) :::; 2e 
m-too 

!ak- akl lím Jo:- arl :::; ~ 
m-too 2 

Jak- aki :::; ~ V n 2:: no, Vk E l00 (Z) 

lla anllt= :::; ~ < e 

!la anll 1= <e V n 2:: no 

lím an = a en l00 (Z) 
n-too 

(a- an) + (an) E l00(Z) 

a E l00 (Z) 

:. (l00 (Z), 11.11 1=) es un espacio de Banach .• ~· 

Definición 2.1.18. Sea 

e : JR ~-----+ e 
x 1-----t th(x) = e27rki , k E Z 

Proposición 2.1.27. (}k E c;rC[-1/2, 1/2]) y cumple que: 

Ver (4], página 93. 

¡1/2 { O; j =1 k 
(}_k(x)Oi(x)dx = 1. . =k 

-1/2 ' J 

Definición 2.1.19. Para fE PCper([-1/2, 1/2]) la transfo1'1T/,ada de Pourier de f es 
la sucesión compleja 

J = (fck))kEz, definida así: 

. ¡1/2 
fck) = f(x)e-27rkxidx 

-1/2 
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Proposición 2.1.28. 

F: (Cper[-1/2, 1/2], [[.[[p) f-------7 (l00 (Z), [[.[[ 1~) 
f f-------7 F(f) = (i(k))kE'll 

Fes un operador lineal continuo (acotado) 

Demostración. 

l. Sean f, hE Cper([-1/2, 1/2]) se tiene que 

1

1/2 11/2 11/2 
F(f+h) = (f+h)(x)e- 21rxkidx = j(x)e-21rxkidx+ h(x)e-21rxkidx ·= 

-1/2 -1/2 -1/2 

= i(k) + h(k) por lo que F(f + h) = F(f) + F(h), por lo que 

F(f + h) = F(f) + F(h) Vj, hE Cper([-1/2, 1/2]) 

¡1/2 
2. Para e E e, fE Cper[-/2, 1/2], se tiene que F(cf) = cj(x)e-21rxkidx = 

-1/2 

¡1/2 
=e j(x)e-21rxkidx = cf(k) 

-1/2 

F(cf) = cF(f), por lo que se tiene que 

F(cf) = cF(f) Ve E e, fE Cper[- /2, 1/2] 

3. Para fE Cper[-1/2, 1/2], tenemos que 

¡

1/2 ¡1/2 ¡1/2 
[F(f)(k)[ = j(x)e-2ukidx ~ · IJ(x)e-2

1rxkil dx = [f(x)[ dx 
-1/2 -1/2 -1/2 

1
1/2 

[F(f)(k)[ ~ [f(x)[ dx = llfllv de ahí se tiene que 
-1/2 

[F(f)(k)[ ~ [[f[[p V k E Z 

sup [F(f)(k)[ ~ [[j[[p, por lo que [[F(f)[[ 1~ ~ llfllv < +oo así tenemos: 
kE'll 

[[F(f)[[¡~ ~ [[f[[p < +oo V fE Cper[-1/2, 1/2]. • 

De 1) 2) y 3) se tiene que Fes un operador lineal acotado(por lo que es continuo) 

21 



Definición 2.1.20. La N-ésima suma parcial de la serie de Fourier generada por j, 
donde fE PCper[2\ ~] es: 

N 

SNf(x) = L i(k)Bk(x) 
k=-N 

+oo 2 

Proposición 2.1.29. Dado fE PCper[-~, ~]. Entonces ¿.,i(k)l converge y se 
k=-oo 

cumple la desigualdad de Bessel. 

+oo 2 

¿ ¡nk)l ~ ll!lli2 
k=-oo 

(2.9) 

Ver [4], página 99. 

Proposición 2.1.30. Dado fE PC;er(-1/2, 1/2] n C~-;:1 [-1/2, 1/2]. - ~ Entonces (j(m))(k) = (2ñki)m f(k) Vk E Z, V O~ m~ n 

Ver [4], página 101. 

Teorema 2.1.31. Dado fE Cper([-1/2, 1/2]) n PC~er[-1/2, 1/2]. Entonces la serie 
de fourier generada por f converge absolutamente y uniformemente sobre R 

Ver [4], página 102. 

Teorema 2.1.32. Dado fE PC~erC[-1/2,1/2]). Entonces. 

~ J(k)e21rkxoi = f(xt); f(x(j) 

k=-oo 

Donde f(xt) = lím f(x) y j(x0) = lím f(x) 
x-txó x-tx0 

Ver [4], página 106. 

Corolario 2.1.4-. 

F: c~erC[-1/2, 1/2]). f-----7- l00(Z) 
f f-----7- F(f) (J(k))keZ 

Así F es inyectiva. 

Demostración. Como C~er(-1/2, 1/2] e PC~er[-1/2, 1/2], entonces por teore
ma 2.1.32 

se tiene que 
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I: f{k)e21l"xoki = f(xÓ); j(xo) Vxo E IR, VJ E c;er(-1/2, 1/2] 
k=-oo 

Para j, hE C~er(-1/2, 1/2] tal que F(f) = F(g), entonces J(k) = h(k) V k E Z 

+oo +oo L J(k)e2uoki L h(k)e2-;rx0ki 
k=-oo k=-oo 

f(xÓ) + f(xü) h(xó) + h(xü) 
-

2 2 

como j, h son continuas en IR, se tiene que f(xó) = h(x0) y g(x0) h(xó) · 

f(xo) = h(xo) V ±o E IR 

f=h 

por lo que tenemos que F es inyectiva. • 

Definición 2.1. Dado j, hE Cper([-1/2,1/2]) la convolución de f y h es la función. 

(f * h)(x) j 112 

f(x · y)h(y)dy 
-1/2 

Proposición 2.1.33. Dados JI, h, fs E Cper([-1/2, 1/2]) y e E C. Entonces se 
cumple que: 

(a) JI* hE Cper[-1/2, 1/2] 

{b) (JI* h) * fs = !1 * (h * fs) 
(e) h * h = h *JI 
( d) (h + h) * fs = JI * fs + h * h 
(e) (cfi) * h = c(JI * h) =JI* (e* h) 
{J) IJJI * hlloo ~ llfiiJoo llhlloo 

Ver [4], página 124. 

Proposición 2.1.34. Asumiendo quejE C~er([-1/2, 1/2]) y hE Cper([-1/2, 1/2]). 
Entonces (f * h) E c~erC[-1/2, 1/2]) y se cumple (f * h)' J' * h 

Demostración. Sea fE C~er[-1/2, 1/2], hE Cper[-1/2, 1/2] 

d . d ¡1/2 
(f * h)'(x) = dx (f * h)(x) = d) _

112 
f(x- y)h(y)dy] 

¡1/2 d . 
(f * h)'(x) = -d f(x y)h(y)dy 

-1/2 X 
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(! * h)'(x) = j 112 

J'(x- y)h(y)dy 
-1/2 

(! * h)'(x) = (!' * h)(x) Vx E R 

(J * h )' = (J' * h) . • 
00 

Proposición 2.1.35. La serie L e21rkxie-41r

2
k

2
t converge uniformemente V x E R 

k=-oo 

y pertenece a c~r([-1/2, 1/2]) ) t > o 
Ver [4], página 105. 

Teorema 2.1.36. 

Ver [7], página 169-170. 

Lema 2.1.3. Para m 1, 2, 3; se cumple que 

1 

Demostración. Para m 1 , se tiene que 

Por este resultado solo vamos a integrar de O a +oo 

d~ (e-y
2
t) = -2yte-y

2
t integrando respecto de y 
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-1 

1 

2t 
de esta manera 

Para m = 2, se tiene que 

d ( -y2t) - ye 
dy 

¡+oo d 2 

-(ye-Y t)dy 
o dy 

21+oo ye-Y t o 

m= 3 se tiene 

1 ¡+oo 2 = . ye-Y tdy 
t -oo 

1{1f 
2tV 4t 

¡+oo . r;;;: 
2 -y2td -_V_~~~-' 

Y e Y- 2t3/2 -oo 

1 

¡+oo 
De 2.10, 2.11 y 2.12 se tiene que } -oo [y[m e-y

2
tdy ::; 
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Proposición 2.1.37. Sir > 1, la serie 

Ver [8], página 108. 

+oo 1 
L kr converge 
k=l 

+oo 1 +oo 1 
Observación 2.1.2. De lo anterior se deduce que k~oo JkJr Y k~oo Jx + kJr' con-

vergen parar > 1 y x E IR fijo pero arbitrario 

Lema 2.1.4. Dado e> O y a> O. Entonces V y~ O 

Ver [4], página 114. 

Lema 2.1.5. Si t >O, x >O y p.> -,}, entonces. 

¡; _.,2 tP 1 ¡ 4 1 

O < -e""""4t < e -- donde cp = IK(p + -)P+2 (-)P+2 t - P x 2P+ 1 ' v '/l 2 e 

Ver [4], página 115. 

Lema 2.1.6. La serie 

+oo -(x+k)2 

"\:""""' e 4t 
L..J converge p'Untualmente V t > O y V x =/:.k, k E Z 

k=-oo .J47it ' 

Demostración. Como x =/:.k. V k E Z =? Jx + kJ > O V k E Z y p = 1 > -;} 

Aplicando el lema 2.1.5, tenemos: 

-(x+k)2 ct 
e-4-t - ~ ------,

3
, V k E Z 

Jx+kl 
1 

Como la serie L 3 converge puntualmente, entonces se tiene que 
kEZ Jx + kl 

7r -(x+k)2 . +oo ~ L -¡e_4_t- converge puntualmente. 
k=-oo 

+oo -(x+k)2 

'""""' e -4-t -
Por lo que la serie L..J yi41it converge puntualmente. • · 

k=-oo 41ft 
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Teorema 2.1.38. 

+oo -(,+1<)2 
~ e 4t 

La serie L.,¿ y'41rt converge uniformemente \1 x E [-1/2, 1/2] y t >O 
k=-oo 41rt 

Demostración. Para x E [-1/2, 1/2] entonces 

!k+ xl > lkl - lxl 2::: lkl ! > O \1 k E Z, k O 

!k+ x! 2::: lkl - ~ > O 

(k+ X )
2 2::: (lkl - ~) 2 > 0 

(k+x) 2 :S -(lkl ~ ) 2 \1 k E Z, k =/= O 

_,2 

e4t 
sumando a cada miembro . ~ 

v41rt 

_,2 

e4t < 1 
t' 1 · · t d · ldad como ~ _ ~, se 1ene a s1gmen e es1gua 

V 47rt V 47rt 
+oo -(1<+,)2 +oo ¿e 4t ¿ 1 

k=-oo y'41rt ::; k=-co --==- + -V4T.t-4m-. 

k/0 

+oo 

Como la serie L 
k=-oo 

+oo 

Se tiene que la serie L 
k=-oo 

+oo 

Teorema 2.1.39. Para x E [-1/2, 1/2] la serie L 
k=-oo 

es de clase C3 y satisface que 

Demostración. 
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+oo 

Sea <p(x, t) = L 
k=-00 

_ ~ -(x+k)---==-
L__¡ 2t 

k=-N 

(2.13) 

+N 1 -(x+k)2 +oo ( k)2 -(x+k)2 
"'"'"' e 4t x + e 4t 

L__¡ 2t v'41rt + I: 4t2 v'41rt 
k=-N k=-oo 

(2.14) 

+N +N 

(x, t) =- 2::: ...:.__._..,__;__-==-+ 2:: 
k=-N k=-N 

(2.15) 
Corno para x E [-1/2, 1/2] y x =1= O se tiene que Jx + kJ > O para cualquier k E íE 
por el lema 2.1.5 tornando p=2, se tiene que 

-(x+k)2 ct2 
e-4-t - < --.,. 

- Jx+kl5' 

se observa que O< Jxl < 1/2, entonces 

1 k¡m ~ -(x+k)2 ct2 x + -e 4t < ---;:-::::-
t -lx+ 

(2.16) 

O< fkJ-Jxf < fx+kl 

2JkJ-1 
< Jx+kf 2 

1 2 

fx+kl 
< 

2JkJ 1 

1 25-m 

Jx + k[5-m < 
(2Jkl 1)5-m 

1 16 
< [x + (2Jk[- 1)5-m 

reemplazando en 2.16 se tiene que 

-'-oo 2 
. . ' 2 1 37 5 1 . ~ c16t y por propos1c1on . . , pues - m > se t1ene que L__¡ 2 < 

k=-oo [2JkJ- 1J 
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k=+oo m (i -(:n+k)2 

entonces por el teorema 2.1.8 y 2.1.38 la serie L jx + ki y --¡e_4_t- con-
k=-oo 

verge uniformente para m=0,1,2,3. Esto quiere decir que las series en 2.13, 2.14 y 
· 0m N 

2.15 convergen uniformente y por el teorema 2.1.7 se tiene que lím -
0 

r.p (x, t) 
N-t+oo mx 

amr.p 
axm para m = o, 1, 2, 3 por lo que r.p(x, t) es de clase 0 3 en 1/2, 1/2] 

+oo 

Ahora como 'P(x, t) = L 
k=-oo 

o'P 
= 

+oo 1 -(:r+k)2 +oo ( k)2 -(:n+k)2 

"""' e 4t """' x + e 4t 
k~oo 2t v'41it + k~oo 4t2 v'41it 

Examinemos que sucede en cada igualdad 

{1/2 +oo 
)_

112 
t;¿ lx + kjm ..J41it dx, como esta serie converge uniformemente 

+oo {1/2 t;¿ j _
112

lx + kjm v'41it dx, haciendo un cambio de variable y=x+k 

+oo 2k+l -(y)2 

¿ r 2 

jy¡m ev'47it
4

t dy, así tenemos 
J~k-1 47l"t 

k=-oo 2 

¡+oo jyjm e !dy por el lema 2.1.3 se tiene que 
J_oo y47rt 

¡+oo -(y)2 

jyjm e ~dy ~ _;__;_=--
-oo y47rt 

para m=1,2,3 y por teorema 2.1.36 se tiene 

¡+oo e -~)2 
--dy 

-oo v'41it 
1 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

en 2.17, 2.18 y 2.19 tomando valoJ: absoluto, desigualdad triangular e integrando, 
despúes como las series convergen uniformemente, la sale de la integral aplican-
do los resultados anteriores en cada caso se tiene que 

29 



{
112 

i'P(x, t)i dx 1 
1-1/2 

11/210';0 1 2 ~(x, t) dx ~ r;:;;. 112 -1/2 ux y'lrt 

11/2102';0 1 1 1 . - dx< + 
-1/2 8x2 - 2t 1rt 

¡1/210s'P 1 2t1/2 t1/2 4S/2t3/2 
!:1 s (x, t) dx ~ + 4 2 ;;;;:- + ;;;;:- s 

-1/2 ux t y'lr y1r4t 
de estas desigualdades se tiene que 

¡1/2 8 +oo -(:c+k)2 
mLe4• am 

-- dx~ m 
' -1/2 oxm k=-oo v'41ii 

• 
0,1,2,3 

Teorema 2.1.40. Dado x E 1/2, 1/2], t > O, se cumple que 

Demostración. Sea 

00 

k=-oo 

Por .el teorema 2.1.39 se tiene que ';01(·, t) son de clase es, analogamente ';02(·, t) 
es de clase es 

A continuación demostraremos que ';01(·, t) y 'P(·, t) son de periodo 1 

+oo 

';01(x + 1, t) = L 
k=-00 

+oo 

';01(x + 1, t) = L 
k=-oo 

como k recorre Z se tiene que 

';01(x + 1, t) = ';01 (x, t) porque es de periodo 1 
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00 

'P2(x + 1, t) - L e2r.k(:c+I)ie-4r.2k2t 

. k=-oo 

00 L e2r.k:cie2r.kie-4r.2k2t 

k=-co , por lo que es de periodo 1 

00 

k=-co 

por lo que concluimos que 'PI(·, t) y 'P2(·, t) pertenecen a c:e~((-1/2, 1/2]) 

Ahora para demostrar que 'PI = <p2 basta demostrar que para t > O se cumple que 
~,p¡ (m, t) i(52 (m, t) para todo m E Z, pues la transformada de Fourier es inyectiva. 

$!(m, t) = j 112 

'Pl(x, t)e-2r.m:cidx 
-1/2 

j
.l/2 +co · -(:r:+Jc)2 

"' e 4t 2 . - L._¡ e- r.m:c~ dx 
-1/2 k=-co .j47rt 

Haciendo un cambio de variable y= x +k obtenemos 

$!(m, t) 
+oo k+I -(:r:+k)2 

2:::: r e 4t .e-2r.m(y-k)idx 
k=-oo } k .j47rt 

+oo ¡k+l -(x+k)2 
"' e 4t 2 . L._¡ --==-.e- r.my"dy 

k=-co k .j47rt 

-- e 4t .e-2r.my"dy 1 ¡+oo -(:r:+k)2 . 

V47rt :..00 
Por el teorema 2.1.36 se tiene 

$!(m, t) = 
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como la serie converge uniformemente 

+oo [ 1/2 l ¿ (j e2rr(k-m)idx).e-4rr2k2
t 

k=-00 -1/2 

íp2(m, t) 

¡1/2 
por proposición se tiene que e2rrx(k-m)idx =, 

-1/2 

1
1/2 

por lo que íp2(m, t) = ( 1dx)e-4rr
2
m

2
t 

-1/2 

íp2(m, t) = e-4rr2m2t 

De (2.20) y (2.21) se tiene que 

VJ1(m, t) = íp2(m, t), por lo que 

k =f m 

2.1.3. Análisis de Fourier en los espacios .V(1I') 

(2.21) 

Para x,_y E IR decimos que: x y si x y E Z. De ahí-se ve que= es una relación 

de equivalencia de partes de IR por lo que se define 'JI' = ~ (conjunto de clases de 

equivalencias) nosotros podemos identificar las funciones sobre 'JI' y las funciones de 
periodo 1 sobre IR y la medida de lebesgue sobre 'JI', puede ser definido por el siguiente 
sentido de identificación :Una función f es integrable sobre 'JI' sí y sólo si su corres
pondiente función periódica fes integrable sobre [-1/2, 1/2), por lo que: 

f f(y)dy = j 112 

f(x)dx = ( f(x)dx 
J1r -1/2 lo 

En otras palabras consideremos [0, 1) como un modelo para 'JI' y la medida de Lebes
gue dy sobre 'JI' es la restricción de la medida de Lebesgue de IR a [0, 1), así la medida 
de 'JI' es l. 

Definición 2.1.21. para 1 ~ p ~ +oo se define el conjunto 
V('JI') {f: 'JI' f---TIR/ fE V([O, 1])}, 

Proposición 2.1.41. Los siguientes espacios son de Banach: 

a) Para 1 :S p < +oo (V('JI'), IJ.IILP(T)) 

donde llfll (l!fiP)lfp 
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b) (L00 (1I'), II.IIL""(T)) , donde 

IIJIIL""(T) = supesslf(x)l = inf{M ~O: m{x E [0, 1] : lf(x)l >M}= O} 
xE'][' 

Demostración. Sea {fk}kEN e LP('JI') una sucesión de Cauchy, entonces {fk}kEN 
es una sucesión de Cauchy en LP([O, 1]) y como LP([O, 1]) es un espacio de Banach ver 
Royden en [10] se tiene que existe r.p E LP([O, 1]) tal que lím fk = r.p en LP([O, 1]) 

k-1-+oo 

por lo que lím fk = r.p en LP('JI') 
k-1-+oo 

definamos '1/J(x) { r.p(x), x E [O, 1) 
r.p(1), X= 1 

se nota que 'ljJ E V'([ü, 1]) a continuación definamos f(x) = '1/J(x - k) cuando 
k < x < k + 1, para algún k E Z 

así se tiene que LP(1I') es un espacio de Banach. • 

Proposición 2.1.42. (Desigualdad de Holder) 

1 1 
Para f E LP(1I') y hE Lª(1I'), p ~ 1 y - +- = 1 se tiene 

p q 

llf.hl dx :S (liJIP dx) 11P(llhlª dx) 11ª 

Demostración. Sea f E LP('JI') y hE Lª(1I'), entonces llf.hl dx = 11 

lf.hl dx, 

por el teorema 2.1.18 se tiene que 

llf.hl dx :S (111JIP dx)1IP(111hlª dx)l/q 

llf.hl dx :S (llfiP dx) 11P(11hlª dx) 11ª. • 

Definición 2.1.22. Se define el polinomio trigonométrico 

N 

P(x) = 2:: ame
2
7rmxi , X E 1I', la-NI+ laNI =f. O 

m=-N 

De ahí se tiene que: 
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Definición 2.1.23. Para f E L1 (1I'), m E Z se define los coeficientes de Fourier así 

f(m) = ¡ j(x)e-21rmxidx ((i(m))mEN)transformada de Fouríer 

Definición 2.1.24. La serie de Fouríer de fE L 1 (1I') es : 

N 

SNf(x) = L i(m)e2Trmxi 
m=-N 

Teorema 2.1.43. Dados j, hE L1 (1I'), e E C, m E Z, se tiene que : 

------- - - -- -a) (j + h)(m) = f(m) + h(m), (cj)(m) = cf(m) 

""' 
b) ](m) i( -m) 

- ~ e) (Tx0f)(m) = j(m)e-Z1rmxo 1 donde Tx0 f(x) = f(x xo) 

-dmj ""' . 
e) -d (m)= (2r.mi)m j(m) para cualquier j E Cm('JI') xm 

+oo 
j) j(x) = L J(m)e2Trmxi 

m=-oo 

Ver [3], página 164. 

34 



Definición 2.1.25. Dado J, h E L1 ('JI') se define la convolución de f y h así: 

f * h : 'JI' 1------1- Il{ 

x 1------t h f(x- y)h(y)dy . 

Proposición 2.1.44. Pam j, h E L1 ('JI') se cumple que: 

f *hE L 1('li'), llf * hi!Ll ~ IIJI!Ll !JhJJu y también se cumple que - ~ ~ 
f * h(m) = f(m)h(m) 

Ver [5], página 4. 

Definición 2.1.26. A continuación definamos LP('JI' x [a, b]) y L00 ('li' x [a, b]) 

• Para 1 ~ p <. +oo se dice que f E V('JI' x [a, b]) si J(·, t) E LP('JI'), 

f(x, ·) E LP([a, b]) y h ¡b Jf(x, t)jP dtdx = ¡b hlf(x, t)IP dxdt < +oo 

• Se dice que fE L00 ('li' x [a, b]) si sup ess !f(x, t)j < +oo 
(x,t)E1l'x[a,b] 

Observación 2.1.3. 

sup ess IJ(x, t)! supess( sup ess!f(x, t)l) sup ess(supess!f(x, t)l) 
(x,t)ETx [a,b] xE? tE[a,b] tE[a,b] xE1!' 

Proposición 2.1.45. Los siguientes espacios son de Banach 

a) Para 1 ~ p < +oo (LP('JI' x [a, b]), II·IILP) con la norma 

II·IILP(1fx[a,b]) : LP('JI' X [a, b]) 1------1- Rci 

f 1------1- JIJIILP('JI'x[a,b]) e r 11nl/p 
J1l'x[a,b] 

b) (L00 ('li' x [a, b]), II·IIL=) con la norma 

II·IIL= : LP('JI' x [a, b]) 1------t Rci 
f 1------1- 11 f 11 Loo sup ess !f(x, t)! 

[a,b) 

Demostración. Sea {h:heN e LP('JI' x [a, b]) una sucesión de Cauchy, entonces 
{fkheN es una sucesión de Cauchy en V([O, 1] x [a, b]) y como LP([O, 1] x [a, b]) es 
un espacio de Banach se tiene que existe tp E V([O, 1] x [a, b]) tal que lím fk tp 

k-t+oo 

en V([O, 1] x [a, b]) por lo que lím fk = tp en V('JI' x [a, bJ) 
k-t+oo 

d fi [ bl ·'·(x, t) __ { <p(x, t), x _E [0, 1) e namos para t E a, 'fl 
tp(1, t), X - 1 
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se nota que '1/J E LP([O, 1] x [a, b]) a continuación definamos 

f(x, t)· = '1/J(x- k, t) cuando k< x <k+ 1, para algún k E íZ 

así se tiene que f E LP('JI' x [a, b]) por lo que V('JI' x [a, b]) 

es un espacio de Banach. • · 

Definición 2.1.27. Para 1:::; p:::; oo Se dice que fE JLP('JI' x [a, b]) 
sí fi E LP('JI' x [a, b]), i = 1, 2, ... , n 

Proposición 2.1.46. (JLP('JI' x [a, b]), JJ.IIv) es un espacío de Banach, donde 

JJ.JIJLP : lL.P('JI' x [a, b]) 1------7 IRci 
f 1------7 llfllv 

Demostración. Sea {JkheN una sucesión de Cauchy en l.P('JI' x.[a, b]) esto 
nifica que para t: > O existe k0 E N de tal manera que para m, k ;?: k0 

IIJík- fimiiLP('JI'x[a,b]) < t 

Esta última desigualdad quiere decir que para i-fijo pero arbitrario {fikheN es 
una suceción de cauchy en V('JI' x [a, b]) por proposición 2.1.45 se tiene que existe fi 

que pertenece a V('JI' x [a, b]) de tal manera que lím H fi en V('JI' x [a, b]) , esto 
k-t+oo 

quiere decir que k~~ llfik- fiiiLv('lfx[a,b]) =O, para cualquier i E {1,2, ... ,n} 

n· 

como ~i~~ ll!ik -hll :::; L llfik- fiiiLv('lfx[a,b])' cuando k-+ +oo se tiene que 
~- i=l 

1' 'llfk fll IID max · - i 
k-t+oo l~i~n ~ LP('Jfx [a,b]) 

o 

vemos que Jk converge a f = (f¡, h, ... , fn) por lo que JI}('JI' x [a, b]) 

es un espacio de Banach. • 

Definición 2.1.28. Sea f, hE V('JI') se define la convolución de f y h así 

f * h : 'JI' 1------7 JRn 

X 1------7 1 f(x- y)h(y)dy = (f¡ * h¡(x), ... , fn * hn(x)) 
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Proposición 2.1.47. Para j, hE li...P(11.') , 1 < p:::; +oo se tiene que 

Demostración. Para esta demostración veremos dos casos 

l. Caso 1: 1 < p < +oo 

J(fi * hi)(x)J ~ llh(x- y)JJhi(y)J dy ~ llfi(x- y)J 11q lfi(x- y)JJhi(y)J dy 

por la proposición 2.1.42 

!(Ji* hi)(x)J ~ (llfi(x- y)J dy) 11q(llfi(x- y)JJhi(Y)IP dy) 11
P 

J(fi * hi)(x)J:::; llfill~q (llfi(x- y)JJhi(y)JP dy) 11P 

ll(fi * hi)(x)JP dx ~ llfilltq (l i lfi(x- y)JJhi(y)JP dydx) 

ll(fi * hi)(x)JP dx:::; llfilltq (i i lfi(x- y)J dx Jhi(Y)JP dy) 

ll(fi * hi)(x)JP dx ~ llfilltq (i llfillu Jhi(y)JP dy) 

ll(fi * hi)(x)JP dx ~ llfillp/q+l (i lhi(y)JP dy) 

(ll(fi * hi)(x)JP dx) 11P:::; llfilli+i (llhi(y)JP dy) 11P 

llfi * hillLP :::; llfillu llhillLP :::; IIJIIILl llhliiLP 

llf * hllv ~ IIJIIILl JJhJJILP 
2. Caso 2: p = +oo 

J(fi * hi)(x)J :::; i Jfi(X- y)JJhi(y)J dy:::; lJJi(X- y)JJJhJJ!Lco dy 

:::; JJhJJ!Lco lJJi(X- y)J dy = JJhJJ!Lco (lJji(y)J dy), 

J(fi * hi)(x)J ~ JJhJJ!Lco JJJJJIL1 Vx E 11.' 
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Proposición 2.1.48. Para j, h E ll1(1I' x [0, T]) y 1 < p ::::; oo se tiene que 

1/lt[f(·, t- s) * h(·, s)](x)ds//JL= ::::; 1t llf(·, t- s)llvllh(·, s)IIJL= ds 

Demostración: 

11t (Ji(·, t- s) * hi(·, s))(x)dsl ::::; 1t l(fi(·, t- s) * hi(·, s))(x)l ds 

lit (Ji(·, t- s) * hi(·, s))(x)dsl ::::; lt llfi(·, t- s) * hi(·, s)JIL= ds 

lit (Ji(·, t- s) * hi(·, s))(x)dsl ::::; 1t llf(·, t- s) * h(-, s)lllL'"' ds 

por proposición 2.1.47 

11t (Ji(·, t- s) * hi(·, s))(x)dsl ::::; lt llf(-, t- s)llv JJh(-, s)JIJL= ds 

lllt (Ji(·, t- s) * hi(-, s))(x)dsiiL=::::; lt IJJ(-, t- s)Jiv IJh(·, s)IJlL'"' ds 

1/lat (!(·, t- s) * h(·, s))(x)dslllL=::::; lt IJJ(·, t- s)JJJLl IJh(·, s)IIJL= ds. • 

Proposición 2.1.49. Sea f E JI}('JI' x [0, T]) se cumple que para O ::::; t ::::; T 

Demostración. 

- ::::; lt lt i lfi(x, s)llfi(x, y)l dxdyds por proposición 2.1.42 
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< 1t 1t (i lfi(x, s)l2 
dx )112(llfi(x, y)l

2 
dx )112dyds 

- 1t 1t llfi(s)IIPII!i(Y)IIP dyds 

(1t Jlh(s)il ds)(1t llfi(y)IIP dy) 

Proposición 2.1.50. Sea 

o u 
ot = 

u(x,O) f(x) 
p· 

D diag(d11 d2, ... , dn), d¿ > O, i 1, 2, ... , n 

La solución fundamental de p es K(x, t) de modo que la j-ésima componente de 
+oo 

K es Kj(x, t) = L _e-== 
k=-00 

Demostración. Resolver (p) equivale a resolver (pi) 

{ 

OUj _ d &ui 
ot - j 8x2 

ui(x, O) = fi(x) 
Ahora vamos a resolver (Pi) . 

f)2u· 
di ox.} , tomando transformada de Fourier 
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u· §2;;. 
8~ (m, t) = dj axi (m, t) por teorema 2.1.43 

fJt (m, t) = dj(27rmi)2új(m, t) 

~(m, t) = dj47r2m2ddjúj(m, t) es una ecuación diferencial 

con valor inicial új(m, O) Jj(m) 

resolviendo se obtiene que új(m, t) = Jj(m)e-41r2m2dit 

por teorema 2.1.43 

+oc 

Uj(X, t) = L új(m, t)e21rmxi 
m=-ce 

+ce 

m=-ce 
+oc 

Uj(X, t) = L el fi(y)e-2?rmydy)e-41r2m2d;te21rmxi 
m=-ce 1' 

Como la serie converge unifórmente 

+ce 

Uj(X, t) h jj(y)(m"?;ce e2r.mi(x-y)e-41r2m2dit)dy 

Por teorema 2.1.40 

+oc ¿ e21rmi(x-y) e -411'_2 m 2djt 

m=-oo 

y a esta última serie la vamos a llamar Kj, es decir Kj(x, t) = 

así tenemos que: 

Uj(X, t) = h fi(y)Kj(x y, t)dy , j E {1, 2, ... , n} por lo que 

u(x, t) = h fi(y)K(x y, t)dy 

K (K1 , K2 , ... , Kn) es la solución fundamental de (p). • 

+ce 

2:.:: 
m=-ce 

Proposición 2.1.51. Siendo K (K1 , K 2 , ... , Kn) el mismo de la proposición ante-
rior) se cumple que: 
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11 

am K ( · 11 am , 
!::l m ·,t) ::; m/2' m=0,1,2,3 yademasao=1 
ux JLl('ll') t . 

Demostración. Para m E {0, 1, 2, 3} y j E {1, 2, ... , n} se tiene que por el teore-
ma 2.1.39 · 

llamKi( )11 
a' 

< m 
oxm ·, t Ll('ll') (tdj)m/2 

, llamKi( )11 
a' 

max --·t < m 
l~j~n oxm ' Ll('ll') (tdj)m/2 

llamK 11 
a' am· 

-(· t) < m 
oxm ' JLl ('ll') (tdj)m/2 tm/2 

• 
Proposición 2.1.52. 

(K(·, t) *u- cp)(x) = [K(·, t) *(u- cp)](x) 'ílu E II}('II'), cp = cte 

Demostración. Sea u E JI} ('Ir), cp = cte 

(K(·, t) *u- cp)(x) = ((K1(·, t) * u1)(x)- cp1(x), ... , (Kn(·, t) * Un)(x)- 'Pn(x)) 

Para 1 ::; j ::; n se tiene que 

(Kj(·, t) * Uj)(x)- cpj(x) = i Kj(x- y, t)uj(y)dy- 'Pi(x) 

= i Kj(x- y, t)uj(y)dy- (i Kj(x- y, t)dy)cpj 

= i Kj(x- y, t)(ui(Y)- 'Pi)dy 

= [Kj * (uj- 'Pi)J(x) 

(Kj(·, t) * 'Uj- 'Pi)(x) = [Kj(·, t) * (uj- 'Pi)](x), para todo 1::; j::; n, entonces 

K(·, t) *u- cp =K(·, t) *(u- cp). • 

Proposición 2.1.53. Para t1 , t 2 > O y x E 'Ir, se tiene que 

Demostración. Para j = 1, 2, ... , n y m E Z y 
F : C1 ('Ir) ~-------+ zco ( z) 

(!) ~-------+ F (!) = j 
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por la proposición 2.1.44 se tiene que 

--F(Ki(·, ti)* Ki(·, t2))(m) = Ki(m, ti)Ki(m, t2) 

En la demostración del teorema 2.1.40 se tiene que la transformada de Fourier de 

es por eso que obtenemos la siguiente igualdad. 

F(K(·, t1) *K(·, t2 ))(m) = K(m, t1 +t2), m E Z como la transformada de Fourier 

es un operador inyectivo, se tiene que 

Proposición 2.1.54. Para u E lL00 (1I') se cumple que existe a> O de modo que 

llullllP'('ll') :S a lluiiJL2('ll') 

Demostración. Como (lL00 (1I'), 11-llllP'('ll')) espacio de Banach, para u E lL00 (1I') se 
tiene que 

lu(x)l < llullllP'('ll')'paratodoxE'II' 

i lu(x)l
2 

dx < llullioo('ll') 

Sea uk una sucesión de funciones en lL00 (1I') que además es de Cauchy con la nor
ma II-IIJL2('J!') entonces por la desigualdad anterior se tiene que también es de Cauchy 
con la norma 11-IIJLoo('ll') y como lL00 (1I') es de Banach se tiene que existe uE lL00 (1I') 
tal que uk --? u cuando k -+ +oo con la norma lL00 (1I') esto quiere decir que 

k~~oo lluk- uiiJLOO('J!') = O , pero como lluk- uii1L2('ll') :S lluk- uiiJLOO('J!') se tiene que 

k~~oo lluk- uiiJL2('J!') = O , por lo que(lL00 (1I'), 11-IIJL2('J!')) es un espacio de Banach por 

el teorema 2.1.11 se tiene que existe a > O talque lluiiJLoo('ll') :S a ll·uiiJL2('J!')' para todo 
u E lL2 (1I') 
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2.1.4. Ecuación de la Dinámica de los Gases 

A través de la ley de conservación de masa, cantidad de movimiento y energía se 
deduce algunos casos particulares de las ecuaciones uni-dimensionales de la dinámica 
de los gases no isotrópico (entropía no constante), con el mecanismo de disipación 
usual de la viscocidad y la conductividad térmica. 

Consideremos el volumen cilíndrico conteniendo un fluido uni-dimensional 
Si la partícula del fluido esta en posición x en el tiempo inicial entonces en el 

tiempo t estará en la posición cf>(x, t). 
Nosotros denotamos respectivamente por p(x, t) y u(x, t), la densidad y velocidad 

del fluido que en el tiempo t ocupa la posición x. 

Conservación de Masa 

Nosotros tenemos que 

: (14>(x
2

,t) p(z, t)dz) = O para todo x1 < x2 
t rp(x1,t) 

tomando z = cf>(x, t), dz 1x4>(x, t)dx y . 

d(t2 8 ) O dt lx
1 

p(cf>(x, t), t) 8x cf>(x, t)dx 

t 2

[8 8 8 O - 1x
1 

(
8

tp(cf>(x, t), t)) + 
8

xp(cf>(x, t), t)u(cf>(x, t), t) 
8

x cf>(x, t)+ 

+ p(cf>(x, t), t) :x u(cf>(x, t), t)! cf>(x, t)] dx 

entonces 

8p 8p 8u 
0 +u-+p-= 

8x 8x 
o en la ley de conservación 

8p 8 
-+-(pu) =0 
8t 8x 

Conservación del momento lineal o Ley de N ewton 

(2.22) 

(2.23) 

El fluido que en el momento t ocupa el intervalo [x, x + .ó.x], en el tiempo t + .ó.t 
ocupará el intervalo [x + u(x, t).ó.t, x + .ó.x + u(x + .ó.x, t).ó.t]. Además esa deforma
ción por unidad de longitud en el intervalo de tiempo es 

-'-(x_+_.ó._x_+_u...;_(_x_+_.ó._x_,-'-t)_.ó.--'t)_-'-(x_+_u-'-(x_, t-'-)_.6.-'-t)_---'-(x_+_.ó._x_x-'-) = u(x + .ó.x, t)- u(x, t) .ó.t 
.ó.x .ó.x 

Como la velocidad de deformación del fluido en el punto (x, t), mas exactamente 
la velocidad instantanea de la deformación por unidad de longitud en el punto x y 
en el tiempo t, es obtenido dividiendo la expresión anterior por .ó.t y haciendo .ó.t y 
.ó.x tendiendo a cero, entonces la velocidad es 
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Bu 
ox (x, t) 

Ahora, considerando un fluido viscoso y una parte de este fluido esta en el intervalo 
[y1 , y2] . La fuerza ejercida por el resto del fluido en esa porción, en el instante, a 
travez de Y2, consiste de dos términos: la presión p(y2, t) y la fuerza de la viscocidad 
E~~(y2 , t), proporcionales a la velocidad de deformación del fluido en y2, donde la 
constante E es el coeficiente de viscocidad del fluido. 

Por la Ley de Newton, la velocidad de variación del momento lineal de una porción 
del fluidó es, en todo instante, igual a la suma de fuerzas externas que actuan en la 

por7.(A;;r:,,; p(z, t)u(z, t)dz) = 
t J</>(x 1 ,t) 

Bu 
-p(cjJ(x2, t), t) +E ox (cjJ(x2, t), t) 

Bu 
- ( -p(c/J(xl, t), t)) +E OX (c/J(xl, t), t) 

1
<t>(x2,t) 8 Bu 

-;:¡-( -p +E~ )(z, t)dz 
</>(x1 ,t) uz uX 

· Haciendo z = c/J(x, t) nosotros obtenemos que 

d ( ¡x2 ocfJ ) ¡x2 8 Bu oc/J 
dt lx

1 

p( c/J(x, t), t)u( cfJ(x, t), t) ox (x, t)dx = lx
1 

ox ( -p+E ox) ( cjJ(x, t), t) ox (x, t)dx 

efectuando la derivada del lado izquierdo de la igualdad 

t 2 (opu opu Bu ) ocfJ lx
1 

8t (cfJ(x, t), t) + ox (cfJ(x, t), t)u(cfJ(x, t), t) + p(cfJ(x, t), t)u(cfJ(x, t), t) ox (cfJ(x, t), t) ox (x, t) 

¡x 2 a au oc/J 
= ~( -p +E~ )(cfJ(x, t), t)~(x, t)dx 

~ ux ux uX 

obteniendo que 

¡x2 (opu 8pu2 ) oc/J ¡x2 8 Bu ocjJ lx¡ 8t (cfJ(x, t), t) + ---¡¡;-(cfJ(x, t), t) ox (x, t)dx = lx¡ ax ( -p+E ox)(cfJ(x, t), t) ox (x, t)dx 

concluyendo que 

opu + 8pu
2 = _ 8P +~(E Bu) 

at ax ax ax ax 

opu + ~(pu2 + P) =~(E Bu) 
8t ox ox ox 

(2.24) 
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Conservación de Energía 

Dado la temperatura T(x, t) del fluido en el tiempo t, en la posición x y e(x, t) la 
energía específica del fluido. 

Por la ley de Fouries, la velocidad, con la que el calor esta entrando por y2 en la 
porción, del fluido que ocupa el intervalo [y1, y2], en el tiempo t es igual a 

8T 
A ax (y2, t) 

Donde la constante A es la conductividad térmica del fluido. 
La ley de conservación de energía que la velocidad de varición de energía de una 

porción del fluido es, en· todo instante igual al trabajo infinitesimal hecho por las · 
fuerzas externas que actuan en la porción, más la velocidad con la que el calor que 
entra en la región ocupada por la porción del fluido. 

d [1<f>(x.t2) (u2
(z, t) ·) l d p(z, t) 
2 

+ e(z, t) dz = 
· t <f>(x,tl) 

= ( -p(4J(x2, t), t)) +E~~ (4J(x2, t), t)- ( -p(4J(x1, t)), t)+ 

au 8T , 8T 
(4J(x 1 , t))·u(ifJ(x1, t), t) +A ax (rp(x2, t), t)- A ax (4J(x1, t), t) 

1<f>(x2,t) [) ( au [)T) . 
-pu + w-;::¡- +A-;;¡- (z, t)dz 

<f>~l~ ux ux 

haciendo z = ifJ(x, t), tenemos que 

d [ t 2 (u2
(4J(x t) t) . ) af/J ] dt lx¡ p(ifJ(x, t), t) 2' ' + e(ifJ(x, t), t) ax (x, t)dx 

t 2 8 . au 8T 84J 
= jx

1 

( -pu + w ax +A aX)(ifJ(x, t), t) ax (x, t)dx 

Efectuando el lado izquierdo de la desigualdad anterior, tenemos 

¡~
2

! [p(~
2 

+e)] (ifJ(x,t),t)+u((ifJ(x,t),t))):x [p(~
2 

+e)(ifJ(x,t),t)] + 

' [u2 (4J(x, t), t) ] 8u afjJ 
+p(rp(x, t), t) 2 + e(ifJ(x, t), t) ax (ifJ(x, t), t) ax (x, t)dx = 

¡xz 8 au 8T , af/J 
-;::¡-( -pu + w-;::¡- +A~ )(rp(x, t), t)-;::¡-(x, t)dx 

Xl UX UX UX UX 

desde donde concluimos que 

[) u2 [) u2 · u2 O'U 8 · ·· O'u 8T 
-p(- +e) +u-p(- +e)+ p(- +e)-= -(-pu+ EU- +A-) 
at 2 ax 2 2 ax ax ax ax 
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a ·u
2 

a [ ·u
2 J a au ar -p(-+e)+ pu(-+e)+pu =-(w-+A-) 

fJt 2 2 ax ax ax 
(2.25) 

efectuando en la parte izquierda de la ecuación y usando la ley de conservación 
de masa 2.23 y también la ley de conservación de momento lineal 2.24 obtenemos 

P ae + pu ae + P au = t:(au)2 + a (A aT) 
fJt ax ax ax ax 

(2.26) 

Desde las ecuaciones 2.23, 2.24 y 2.26 nosotros obtenemos 

ap + !!_(pu) =o 
a . ata a~ a au 
-(pu) + (pu + p) =-(e-) 

8 u2 fJt a [ a~2 ] ax aax au aT 
atp( 2 +e)+ ax pu( 2 +e)+ pu = ax (w ax +A ax) 

(2.27) 

Aquí nosotros consideramos p p( e, p) y T = T( e, p) para un gas ideal politrópico 
tenemos 

e=CuT 

Donde la constante Cv es llamada calor específico a volumen constante del gas 

aT 1 ae 
ax Cv ax 

usando la energía específica total 

y notando que 

u2 
E=e+-

2 

au 1 au2 

u-=--
ax 2 ax 

a a a2 u2 A 
B(pE)+ (puE+pu) = ax2(t:2+ (E 

Además de las ecuaciones 2.23, 2.24 y 2.28 obtenemos 

donde p = p(p, u, E). 

ap a 
+-(pu) =0 

ax 

a a · 
at (pu) + ax (p

2 + p) =, o 

a a 
fJt (pE)+ at (puE + pu) = O 

Efectuando esta ecuación de energía obtenemos 
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aE aE a O 
p 8t + pu ax + ax (pu) 

desde la segunda ley de la termodinámica, para un gas que contiene un volumen 
variable, tenemos 

de= TdS pdV 

Donde e es la energía interna del sistema, T la temperatura, S la entropía, p la 
presión y V el volumen. 

Aplicamos al volumen que que contiene una unidad de masa de gas, obteniendo 
que 

de= TdS -pdv 
1 

Donde e es la energía interna específica del fluido, S entropía específica y v = -
p 

el volumen específico. Esto implica que 

y 

ae =Tas 
ax ax 

av 
p

ax 
usando la ecuación de energía 2.27 obtenemos: 

as p au. au 
p(T-+--)+p-=0 

at p2 ax ax 

usando 2.22 

as . as 
0
. 

+u-= 
8t ax 

también 

a a 
8t (pS) + ax (puS) = O 

entonces tenemos el sistema 

ap + ~(pu) o 
aat ~X 

2 -(pu) + -(pu + p) =O 
ata axa 

at (pS) + ax (puS) O 

donde p = p(p, S). 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

En la deducción de arriba usando desde el punto de vista euleriano o espacial ya 
que la variable independiente esta asociado a un punto del espacio fijo y no a una 
partícula fija del fluido esto es diferentes partículas del fluido en diferentes instantes 
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de tiempo, tendremos las mismas coordenadas x. p(x, t) representa la densidad en el 
tiempo t, de esas partículas del fluido, que estarán ocupando la posición x. 

Desde el punto de vista lagrangeano o material, además del tiempo vamos a utilizar 
una variable que se asocia de forma biyectiva con las partículas del fluido. 

Por lo que las variables deben ser constantes a lo largo de la trayectoria de cada 
partícula. 

Si nosotros hacemos ahora un cambio de variables independientes 

(x, t) -+ (~, T) 

donde 

T = t y ~ ~(x, t) 

El tiempo no cambia , cambiando las letras para evitar confusiones en el cálculo. 
La función ~ es la variable lagrangeana si es constante a lo largo de la trayectoria 
esto es: 

a a 
at~(<fJ(x, t), t) + u(<fJ(x, t), t) ax ~(<fJ(x, t), t) =o 

o también 

a~ +u a~ o 
at ax 

(2.33) 

Como~= ~(x, t) y T = T(t) entonces tenemos 

y 

a a a~ 
ax a~ ax 

Usando este cambio de variable y la ecuación 2.33 y reescribiendo la primera 
ecuación del sistema 2.32 como 

obteniendo 

ap au a~- o 
aT + Pa~ - (2.34) 

de la segunda ecuación del sistema 2.32 tenemos 

a a~ a ( a au ap) a~ 
a~ (pu) at + aT (pu) + U a~ (pu) + pu a~ + a~ ax = O 

Efectuando esta ecuación y usando 2.33 y 2.34 obtenemos 
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Bu 8p 8t;, _ 
0 POT + 8(8x-

Escribiendo la tercera ecuación del sistema de 2.32 tenemos 

a a ( a au a ) ar; 
8épE) 8T (pE) + u 8e (pE) +pE ar; + (pu) . 8x = o 

Usando 2.33 y 2.34 obtenemos 

8E a ae 
p- + -(pu)- =O 

8T 8e ax 

(2.35) 

(2.36) 

nosotros observamos que las ecuaciones son simples si la variable lagrangeana e 
satisface 

8e 
8

x (x, t) = p(x, t) (2.37) 

así 

f;(x, t) = 1: p(z, t)dz (2.38) 

Aquí nosotros asumimos que p(z, t) -----+ O rapidamente cuando z -----+ -oo, de 
otra manera podríamos utilizar 

f;,(x, t) = r p(z, t)dz 
jt/>(O,t) 

donde e(x, t) es la masa que esta a la izquierda del punto x, en el tiempo t. 
Entonces e es constante a lo largo de la trayectoria de cada partícula. 

a e 
ox (x, t) = p(x, t) 

ae 1$ 8 1$ 8 -;;)(x, t) = -¡;-p(z, t) = ~(pu)(z, t)dz = 
ut _

00 
ut _

00 
uX 

(pu)(x, t) 

entonces 

y h es la variable lagrangeana. 
Usando la ecuación 2.37 y reemplazando en 2.35 obtenemos 

esto es 
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Donde v = ~ es el volumen específico. 
p 

Similarmente, reemplazando el cambio de variable 2.37 en la ecuación 2.35 y 2.36 
obteniendo el sistema que representa la ecuación de la dinámica de los gases para 
un fluido no viscoso sin conducción de calor en coordenadas lagrangeanas, ver [13] 
página 239. 

donde p = p(v, E, u). 

av au 
ar af, = 0 

au ap_o 
ar + af,-

aE a 
ar + a~(pu) =o 

(2.39) 

finalmente, usando el cambio de variable de 2.37 podemos reescribir la tercera 
ecuación del sistema 2.32 como 

a af, a a au af, 
af, (pS) at + (pS) + (u af, (pS) + pS af,) ax = 0 

efectuando la ecuación anterior y utilizando 2.33 obtenemos 

y por 2.34 tenemos 

as ap au af, 
Par + S ar + pS a( ax = 0 

as =O 
ar 

Además usando el cambio de variable 2.37 llegamos a obtener desde el sistema 
2.32 

(2.40) 

donde p = p(v, S, u) 

Ecuaciones de la dinámica de lo gases en coordenadas eulerianas y 
lagrangeanas 

En la sección anterior las ecuaciones 2.29 y 2.30 representan ecuaciones de la 
dinámica de los gases en coordenadas eulerianas, y hemos llevado estas ecuaciones a 
su forma lagrangeana que son las ecuaciones 2.39 y 2.40. Ahora vamos a expresar las 
ecuaciones 2.39 y 2.40 en su forma euleriana, reescribiendo las ecuaciones 2.39 y 2.40: 
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{

Vt-Ux = 0 
Ut +Px = 0 
St = O 

(2.41) 

anadiendo la variable dependiente p = 1/v (densidad) e introduciendo un cambio 
de ·variable 

(x, t) -+ (.;, r) 

Aquí las coordenadas .; y T denotan el espacio y tiempo real, y x y t son las 
coordenadas lagrangeanas 

t 
{E,(x,t) 

T y x= }_
00 

p(s,r)ds 

derivando 

a(.;,r) = [ 1/p u1] 
ax,t o 

de la primera ecuación del sistema 2.41 

Vt 'Ux 0 
VE,.;t + VTTt- Uf,<Ex- ~Tx 0 

1 
UVE, +v7 -UE, 0 

p 
PT- UE, o 

p 
o 

p'~' + (pu)E, =O 

Ahora de la segunda ecuación del sistema 2.41, tenemos 

(pu2 + p)E,- u(pu)E, + p~ 
de la ecuación 2.42, tenemos 
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~ ..... 

(pu2 + p)~ + (up) 7 =O 

De la tercera ecuación del sistema 2.41 

St 
s~~t + SrTt 
S~u+Sr 
S~up + Srp 

o 
o 
o 
o 

(2.43) 

¡ .• 

A la ecuación 2.41 multipliquemos por S y sumando a esta última igualdad ,¡o;• 

Sp7 + S7 p + S(pu)~ + (pu)S~ =O 

(Sp) 7 + (Spu)~ = 0 

De 2.42, 2.43 y 2.44 conseguimos la ecuación 2.33 reescribiendola como: 

{ 

Pr + (pu )~ = O 
(pu) 7 + (pu2 + p)~ = O 
(pS) 7 + (puS)~ = O 

(2.44) 

(2.45) 

De la primera y segunda ecuación en forma idéntica conseguimos la primera y 
segunda ecuación de 2.29 

Ahora de la tercera ecuación de 2.39 tenemos 

fJt +(up)x - o . ..... 
E~~t + ErTt + (up)~~x + (up)rTx - o 
uE~ +E;+ (up)d o 
puE~ + pE7 + (up)~ o 

Multiplicando por S a la primera ecuación obtenida de 2.29 que es idéntica a 2.42,~ •. · 
para luego !Sumarle a la últim.a ecuación obtenida. 

puE~ + E(pu) + (up)~ + pE7 + Ep7 =O 

(puE + up)~ + (pE) 7 =O 

De lo ánterior junto con 2.46 obtenemos el sistema 2.29, reescribiéndolo 

{ 

Pr + (pu)~ 
(pu) 7 + (pu2 + p)~ 
(pE) 7 + (puE + up )~ 
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2.2. Existencia de Solución 

2.2.1. Definición del Problema 

Consideremos el siguiente problema 

Donde 

{ 
Ut + J(u)x = EDUxx 

u(x, O)= ·uo(x), x E IR 

D = es una matriz diagonalizable con autovalores positivos 

u : 1l' X IRó f-----7 ffi.n(incógnita) 
(x, t) f-----7 u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), ... , un(x, t)) 

j : IRn f-----7 ffi.n (dato) 
x f-----7 f(x) = (h(x), h(x), ... , fn(x)) 

·uo : 1l' f-----7 ffi.n (dato) 
X f-----7 UQ (X) 

f. = es una constante positiva 

En 2.48 considerando un cambio de variable 

t f.T, T > 0 
X - f.Y 'y E IR 

y también 

v(y, T) = u(x, t) 

derivando 

av au 8t au 
-=-.-=f.-
87 at aT at 

av au ax au 
-=-.-=f.-
By 8x By 8x 

82v a av a au a au 82u ax 28
2u 

8y2 = By (a) = By (E. a) = f. By (a) = f. 8x2 . By = f. 8x2 

8j(v) 8j(u) ax 8j(u) 
--=---=f.--

By 8x By 8x 

reemplazando en 2.48, obtenemos la siguiente ecuación: 

(2.48) 

(2.49) 

Por lo resolver la ecuación 2.48 equivale a resolver la ecuación 2.49 y para resolver 
el problema 2.49 primero vamos a estudiar el siguiente problema 

•· 
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{ 

Ut + f(u)x = Duxx 
u(x, O) = uo(x), x E lR 

(2.50) 

con D = diag{d1, d2, ... , dn} y dj >O parajE {1, 2, ... , n} 

Examinando el caso homogéneo del problema 2.50, es decir (p) 

y por proposición 2.1.50 la solución fundamental de (p) es K= (K1, K2, ... , Kn) 
+oo -(x+k)2 

e 4djt 

donde Kj(x, t) = L .j4irdjt 
k=-oo 47rdjt 

Observación 2.2.1. Si existe la solución para las ecuación 2.50 satisface la siguiente 
representación: 

¡t 8K .· 
u(x, t) =[K(·, t) * u0 (·)](x) .-Jo [ ax (·, t- s) * f(u(·, s))](x)ds 

Asumiendo que f : Br(u) 1-----t JRn y f E C3 (Br(u)) y sin perdida de generalidad 
f(u) =O, como también u= O 

A continuación definimos el siguiente conjunto para T > O 

YT ={u E lL00 (1I' X [o:'·rn; llu(·, t)- ulllL""('ll')::; r} 

y el siguiente operador lineal 

.e : 9r e IL00 (1I' x [o, T]) 1-----t IL00 (1I' x [o, T]) 
u 1-----t .Cu 

.Cu : 1I' X [0, T] 1-----t lRn 

(x, t) 1-----t .Cu(x, t) =[K(·, t) * uo(-)](x) -1t [~: (·, t- s) * f(u(·, s))] (x)ds 

Lema 2.2.1. Asumiendo que uo E lL00 (1I' X [0, T]) y que lluo- ulllL""('ll') = ro < r. 
Entonces si T > O suficientemente pequeño (dependiendo sólo de r0 ) 

se cumple que : 

a) .C(Qr) e 9r 

b) .C es_ una contracción de 9r en 9r con la norma de IL00 (1I' x [0, T]) 
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e) Si existe una constante c0 dependiendo sólo de K y de f tal que, para u E 9r 
se tiene 

llu(·, t)IIJL2(1r) ~ca lluoiiJL2(1r) . (2.51) 

Entonces L-u satisface 2.51 

d) Si existe una constante c1 dependiendo sólo de K y f tal que para u E 9r se 
cumple 

ll
é)u(·,t)ll ~ c1lluoiiJLP(1r) 0 <: t ~ T 
OX JLP('][') Jt 

(2.52) 

p = 2 ó p = +oo. Entonces L-u también cumple 2.52 

e) Dado t0 E (0, T), si existe una constante c2 dependiendo sólo de K, f y t0 tal 
que para u E 9r, satisfaciendo 2.52 y 

11 

82~ (., t) 11 ~ c2(lluoiiJL2(1r) + lluolli2(1r)), to < t ~ T (2.53) 
ox JL2 (1r) vt=TO 

Entonces L-u cumple 2.53 

f) Dado h E (t0 , T) si existe una constante c3 dependiendo sólo de K, f, t 0 y h tal 
que para u E 9r satisface (2.52) y (2.53) y además cumple que: 

Entonces LU cumple (2.54) 

~-
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Demostración. 

a) 

¡t oK 
J:,u(x, t)--: u - (K(·, t) * u0 )(x)- lo [ ox (·, t- s) * f(u(·, s))](x)ds- u 

. . 

/tOK 
- (K(·, t) * uo)(x)- u- lo [ ox (·, t- s) * f(u(·, s))](x)ds 

por proposición 2.1.33 

{t oK 
[K(·, t) * (u0 - u)](x)- lo [ ox (-, t- s) * f(u(·, s))](x)d~ 

ll¡taK . · 11 IIJ:,u- ullllP'(T) ::::; IIK(·,t) * (uo- u)IIJL=(T)+ ~(·, t- s) * f(u(·, s))ds 
O uX JL=(T) 

por proposición 2.1.47 y 2.1.48 

< IIK(·, t) llvm lluo- uiiJL=(T) + ¡t 110: (·, t- s) 11 11!( u(·, s )) IIJL=(T) ds 
lo ux JLl(T) 

< 11 
_

11 
¡t llf(u(·, s))IIJL~(Tld 

u0 - u JL= ('][') + a1 . ¡:¡:------:; s 
o vi-s 

por corolario 2.1.2 existe M > O tal que 
n 

lf(u(x, s))- f(u)l 8 ::::; M llu(x, s)- ulls::::; M L ll'uj(·, s)- uiiiL= por lo que 

.,,.,__ n 

lfi(u(x, s))l::::; M L llui(·, s)- uiiiL= 
j=l 

lfi(u(x, s))l ::::; Mn llu(·, s)- uiiJL=(T) 

llfi(u(·, s))IIL=(T) ::::; Mn llu(·, s)- uiiJL=(T) 

llf(u(·, s))IIJL=('][')::::; Mn llu(·, s)- uiiJL=(T) 
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b) Por demostrar que Ces una contracción enll.../)(J(1r) sea jjCu(·, t)- Cv(·, t)JJILP"('lr) = 

II[K*uo-fot~~(·,t-s)*f(u(·,s))ds]- [K*uo-fot~~(·,t-s)*f(~(·,s))dsJIIL=('lr) 

lll
t &K ¡·t &K 11 = -(-, t- s) * f(u(·, s))ds- -(·, t- s) * f(v(·, s))ds 

o &x o &x · n.=(T) 

= 11 ¡t ~K(·, t- s) * (J(u(·, s))- j(v(·, s))) dsll por proposición 2.1.48 
lo ux . n.=('lr) 

:S ¡t 11 ~K(·, t- s)ll jjj(u(·, s))- f(v(·,s))Jin.=('lr) ds 
lo X Ll('lr) 

:S (F. jjj(u(·, s))- j(v(·, s))lln.=('lr) ds por corolario 2.1.2 
lo t- s . 

jj(v(x, t))- j(u(x, t))j 8 :S Jvljv(x, t)- u(x,t)j 8 entonces 

n 

llfi( v( ·, t)) -Ji( u(·, t)) IIL=('lr) :S M L jjvj( ·, t) - Uj( ·, t) IIL=('lr) 
j=l 

jjj(v(·, t))- f(u(·, t))Jin.=('lr) :S Mn jjv- uJin.=('lrx[O,T]) reemplazando 

l

t jjv- uJin.=('lrx[O,T]) 
jjCu(·, t)- Cv(·, t)Jin.=('lr) :S a1Mn yt=S ds 

O t- S 

jjCut- Cvtlln.=('lr) :S a1Mn jjv- uJin.=(Tx[O,T]) VT 
para a1MnVT < 1, ·T muy pequeño 

jjCu(., t)- 1:-v(·, t)Jin.=(T) :S e jjv- uJJn.=(Tx[o,T]) , e< 1 

e) Por demostrar que Cu satisface (2.51) 

{t &K 
Cu(x, t) =(K(·, t) * uo)(x)- lo &x (·, t- s) * f(u(·, s))ds 

jjCu(, t)JIP('lr) :S jjK(·, t) * uoiiP('lr) + 11 ¡t ~K(·, t- s) * f(u(·, s))dsll por . h ~ L2(1r) 

proposición 2.1.47 y 2.1.48 se cumple 

. ltii&K . 11· jjCu(·, t)Jin.2(1r) :S JJK(·, t)Jin.l(T) Jluolln.2(1r) + · ~(·, t- s) * f(u(·, s)) ds 
. 0 uX L2(1r) 

jjDu(·, t) lln.2(T) :S JJuo lln.2(T) +. ¡t 11 ~K ( ·, t - s) 11 .IJJ( u(·, s)) lln.2(T) ds 
lo ux Ll(T) 

'(:1 
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¡t a 
II.Cu(·, t)ilv('lr) :S lluollv(T) + F. lif(u(·, s))llv(T) ds 

O t- S 

Ahora como por corolario 2.1.2 se tiene lfi(x, s)l :S M iu(x, s)- u(x, s)iE 

n 

lfi(x, s)l 2 :S M 2 L iuj(x, s)- uj(x, sW entonces 
j=l 

n 
. 2 2'"' - 2 llfi(·, s)IIP('IT') :S M ~ lluj(·, s)- Uj(·, s)IIL2('IT') 

j=l . 

llfiC s)II~2(T) :S M
2n 1~A~ lluj(·, s)- Uj(·, s)II~2(T) = M 2n llu(·, s)- u(·, s)lli2(T) 

por lo que · 

llf(u(·, s))iiiL2(T) :S M Vn iiu(·, s)- u(·, s)IIIL2(T) 
:S M yln(co lluollv(T) + lluiiiL2(T)) 
:S 2M vinco lluoiiiL2(T) 

llf(u(·,s))ilv(T) :S 2MvlnCo lluollv(T) 
reemplazando se tiene qUe 

II.Cu(·, t)llv(T) < lluoiiiL2(T) + ¡t Fs2Mvnco lluoiiiL2(T) ds 
lo t- s 

II.Cu(·, t)IIIL2(T) < lluollv(T) + 2Mvna1co lluollv(T) ¡t ~ 
lo t- s 

lluollv(T) +2M vna1 VTco lluoiiiL2('IT') 
II.Cu( ·, t) llv(T) < lluo IIIL2('IT') (1 +2M vna1 VTco) 
II.Cu(·, t)iiv(T) < co lluoiiiL2(T) 

, T muy pequeño tal que 1 +2M ylna1coVT < co 

d) Por demostrar .que .Cu también cumple (2.52) 

o.Cu = o(K(·, t) * u0 ) _ !___ ( ¡t oK(·, t _ s) * f(u(·, s))ds) 
ox ox . ox 1 o ox 

11 

a .e u 11 ·11 8K(·, t) ·11 11 ¡t o K ( ) of(u(·, s)) d 11 
OX ILP('IT') ::; OX * Uo !LP('IT') + lo OX ·, t- S * OX S !LP('IT') 

como p = oo ó p = 2 por la proposición 2.1.47 y 2.1.48 (2.1.49) 
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1 :x (f;(u(x, s )))1 ~ ~ 1 &:; (J.( u(x, s))) 11! (u;(x, s)) 1 

como l:~;(u(x,s))l ~M\fl~j~n 

l
B Ji( u) 1 ~ IBui 1 IBu 1 . 

11
· ll · ·· ----¡¡;--- ~ M ~ Bx = M Bx s Y como . s y . E son eqmvalentes 

J-l . 

1

8fi(u)l ¡aul , ¡a¡i(u)l .r:::,Bul -----¡¡;;-- ~ M Bx s y tambien se tiene -----¡¡;;- :::; M nv n Bx E. 

·JIBj(u)ll <MIIBull· ytambiénsetieneiiBj(u)ll <MnvniiBull 
Bx JL=(T) - Bx JL=(T) Bx IL2(T) - Bx JL2(T) 

II B~(u) 11 ~ Mnvn 11 ~u 11 donde p = +oo ó p = 2 
UX JLP('][') UX ]LP('][') 

Reemplazando 

muy pequeño 

e) Demostraremos que .Cu cumple (2.53) 

Sea v = .Cu , t > io 
. ¡t BK 

v(x, t) = .Cu(x, t) =[K(-, t) * u0](x)- lo [ Bx (·, t- s) * f(u(·, s))](x)ds 

para t = t0 
¡toaK 

v(x, io) = [K(·, to) * uo](x)- lo [ Bx (·, io- s) * f(u(·, s))](x)ds , entonces 

[K(·, t- io) * v(·, io)(x)] = 

= [K(·, t- io) * (K(·, io) * uo- ¡to ~~ (·, io- s) * f(u(·, s))ds)] (x) 
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={K(·, t- to) *(K(·, to) * uo)] (x)- [K(·, t- to) * ¡to ~~ (·, to s) *!(u(·, s))ds] (x) 

por proposición 2.1.53 se tiene que 

=(K(·, t)*uo)(x)+ 1 (K(x- y, t- to) foto [K(·, t0 - s) *a¡(~~' s))](y)ds) dy 

(K(·, t)*uo)(x)+ lato (1 K(x- y, t to)[K(y, to s) *a¡(~~' s))](y)dy) ds 

= (K(·,-t) * uo)(x) +lato K(t to) * ( K(to s) * a¡(~~,s))) ds 

= (K(·,t)*uo)(x)+ lato [(K(·,t-to)*K(·,to-s))* a¡(~~,s))] (x)ds 

=: (K(·,t) *'Uo)(x) +lato ( K(·,t s) * a¡(~~,s)))(x)ds 

= (K(:,t) *Uo)(x) -foto (aK(~~ s) *f(u(·,s))) (x)ds 

Así tenemos que: · 

(K(·, t)*uo)(x) =(K(·, t-to)*v(·, to))(x)+ foto (a K(~~ 8
) * f( u(·, s))) (x)ds 

reemplazando se tiene que 

v(x, t) = .Cu(x, t) =(K(·, t to) * v(·, to))(x)+ 

+lato (~~(-,t s)*f~u(·,s))) (x)ds-fot (~~(·,t s)*f(u(·,s))) (x)ds 

=(K(·, t- to) * v(·, to))(x) 1: (~~ (·, t- s) * f(u(·, s))) (x)ds 

a
2
v(x,t) = (aK(,t-t0 ) av(·,to)) ( )-1t (aK(· _ ) a

2
j(u(·,s))) ( )d a 2 a * a x ~ ,t s * . a 2 x s 

X X X to uX X 

ll a
2

v{~,t)ll = 11 ,t-t0 ) * av(·,t0 )!1 +ll ¡taK(·,t s)* a
2

j(u~,s))dsll 
ax L2 (1') ax L2 (1') lto ax ax [.2 ('JI') 

por proposición 2.1.47 y 2.L49 se tiene que 

11 
aK(·, t- t0) 11 11 av(·, to) ¡¡· + 

ax [.l ('JI') ax JL2 ('JI') 

+ ( ~·~ aK (·. t- s)ll· 11 a2 f(u~, s)) 11 ds 
lto ax . V ('JI') ax JL2 (1') 

Por proposición 2.1.51 y por hipótesis se tiene que: 
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(2.55) 

Como fE C3 (Br(u)), entonées existe M> O tal que 

I

EPJI ¡a¡¡ au2 s S: M y Bu s S: M, por lo que 

la~:t~J ~M y l!f; 1 S: M, para k,i,j E {1, 2, ... , n}. 

Derivando dos veces f o u respecto de x. 

a2jiou t a2 fí auj au¡ + t 8fi a2uj 
ax2 l ·- au¡auj ax ax '-l OUj ax2 

,J-1 .1-

ra
2
ji(u)¡ 

EJx2 < t 1 a2 Ji .ji auj llou¡ 1 + t 1 a Ji. 11 a2ui 1 
l,j=l au¡auJ ax j=l 8uJ ax 

102 
ji (u( X, S)) 1 

ax2 < M( t ¡oui 11 a~ 1 + t 1 a
2
·u¿ 1) 

j,l=l ax 8 j=l 8x 

1 a
2 
fi(u(x, s)) 1 t "au· 11 18u

1 
1 t la

2
u· 1 ax2 < M( a:(·, s) oo (x, s) + . axi (x, s) ) 

:¡,!o=:l L . (1') :¡o=:l 

1 a
2 
fi(u(x, s)) 1 < t llau 11 ¡au

1 
1 t ¡a

2
uJ 1 ax2 M(n a(-, s) a(x, s) + 8"2(x, s) ) 

l=o:l X . !LOO('J!') X j=l X 

1 a
2 
fi(u(x, s)) 1 

fJx2 < z= au U¡ z= M n -(·,s) ,s) + 
( n 11 11 IIB 11 n 11 l=l ax ]Le>o('J!') L2(1') j=l 

(· s) 11 ) 
' L2(1') 

1 a
2 
fi(u(x, s)) 1 

ax2 < M n -(· s) -(· s) +n -(· s) ( 'llau 11 llau 11 ru 11 ) ax ' !LOO('Jl') 8x ' ]L2('J!') 8x2 
' L2('J!') 

II EJ2j(u~,s))ll < Mn2ll·a8u(·,s)ll ~~~u(·,s)ll ·+Mnllaa2~(·,s)ll 
OX JL2 (1') X ]Loo (1') UX JL2 (1') X ]L2 (1') 

Y por las hipótesis se tiene que: 

Nfn
2

c1 IJuoiiiL=('J!') c1 !luoiiiL2('J!') + c2M Nn 

· VSVS vs- to 
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e O . 1 1 l omo < t0 < s se tiene que m < ~+: por o que 
ys vio 

11 

[)2 f( u(·, s)) 11 < M n
2

é1
2 

[[uo [[IL""('lr) [[uo llv('lr) + c2M N n 

. ox2 JL2(1r) - flüvs ..;s=tO 
Por proposición 2.1.54 [[uo[[IL""('lr) ~a [[uo[[JL2(1r)' a 2': 1 

11
8

2 
f(u~, s))ll ~ 

8x JL2(1r) 

Mn2c12aN c2MNn 
< +--=== - flüvs vs=tO 

Reemplazando en (2.55) se tiene lo siguiente: 

11 

8
2 
.Cu ( ) 11 c2N 

----¡¡¡;--- . ' t JL2 ('lr) ~ ylf=TQ. 

f) Para u E YT vamos a demostrar que .Cu satisface (2.54) 

v(x, t) = .Cu, de la demostraci?n de e) 

-¡. 
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(K(·, t) * u0 )(x) 
¡t1 8K 

[K(·, t- tr) * v(·, t1)] (x) +Jo ( ox (·, t- s) * f(u(·, s)))(x)ds 

.Cu(x, t) 
rt¡ aK 

[K(·, t- tr) * v(·, ti)] (x) +lo (fu(-, t- s) * f(u(·, s)))(x)ds 

()3J:u 
8x3 (x, t) - [~~ (·, t- t1) * ~:~ (·, t1)] (x )+ 

+ {t¡ (~K(·, t- s) * 83 f~u~, s)))(x)ds 
lo ux . x 

11
83 .Cu (· t) 11 
8x3 ' V(T) 

< ·11 [a K(·, t- ti)* a2~ (·,.tl)] 11 + 
OX OX V(T) 

+ 11 {ti (8K (·, t- s) * ()3 f(u~, s)))dsll 
lo ox . ox IL2(T) 

porproposición 2.1.49 

11 
()3 .Cu (· t) 11 
· 8x3 

' v (T) 
< 118K(· t-tl)ll 1182Du(- t)ll 

ox ' v (T) 8x2 ' v (T) 

{t¡ 11 8K ( )11 11 ()3 f(u(·, s)) 11 d 
+lo OX ·, t - S ILl(T) ox3 V(T) S 

por proposición 2.1.51 y como .Cu = v, satisface la desigualdad (2.53) 

. ' 

3 t 11 83f(uC,s)) 11 

11

8 .Cu( )11 a1c2N ¡ ax3 d. -- · t < +a1 s 
. ox3 

' V(1r) - ..¡t=T"; Vir - to t 1 v'f=t1 
(2.56) 

como fE C3 (Br(u)) 

1
°3 

fk~u) 1 ~ M 1 (t t t 1 ou¡l·l OUj 1·1 oui 1 + t t 1 °2
'U11·1 oui 1 + t 1 °

3

~i 1) ox . . ox ox ox . . ox ox . ox 
l=l J=l t=l J=l t=l t=l 

< M ( 
2 t 11 oui 11

2 

1 oui 1 t 1 °2
ui 111 ou 11 t 1 °3

ui 1) 
1 n i=l ox IL""(1r) ox + n i=l 8x2 ox IL""(1r) + i=l 8x3 
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A esta desigualdad le tomamos norma en lL 2('II'), así se tiene que 

Reemplazando en (2.56) tenemos lo siguiente 

Como O< t0 < t1 < s < t ~ T, entonces se tiene que 

vs=ti_ < JS y vs=ti_ <~'por lo que 

1 1 1 1 
-JS-s < vs=ti_ y v s - to < -yl-=s=-=t=1 

Así tenemos que 

11 

83/:,u (· t)ll 
8x3 

' JL2(1I') 

lt ds 
+a1M1c3nU ..,fF:=Svs=t;_ 

. h t- S S- t1 
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i t ds 
El teorema 2.1.4 nos dice que ~~ = 1r y como lluoiiiL2 + lluolli2 = 

t¡ t- S S- t1 

N~ U= lluoiiiL2 +·lluolli2 + lluolli2 se tiene 

11

83.Cu( )11· 
8x3 ·, t V('ll') 

11
8

3

Du 11 -(· t) 
8x3 ' V('ll') 

Para T muy pequeño y c3 suficientemente grande, de modo que 

(
. a 1c2 a1M1n3cfa

2VT a1n
2
c2c1aM1 VT M ¡;:;:;T) 1 ----;::;===;::::: + 1r + ~ 1r + a1 1c3n1rv 1· < 

Jt1 - to to v to · -

se tiene la siguiente desigualdad 

--.· t < 
11

8
3
.Cu( )11 Uc3 

8x3 ' IL2 ('Il') - yf[=T; • 
Observación 2.2.2. YT es un subconjunto cerrado de ll...''0 ('TI' x [0, T]) con la norma 

11-llv""('Il'x [ü,T]) 

Definición 2.2.1. (Solución suave para el problema 2.48) 

Sea u E IL00 (1I'), decimos que u es una solución suave de 2.48 si existen ~~ , ~:~, 
!~: , · ~~, además pertenecen al espacio IL2 ('JI') y son Holder continuas , u satisfa

ciendo 2.48 
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2.2.2. Teorema de Existencia y Unicidad 

Teorema 2.2.1. {Existencia y Unicidad Local) Asumiendo que u0 E JL00 (1f x [0, T]) 
y lluo- uiiiL.oo('lr) = ro < r. Entonces existe una única solución de 2.50 definido en 

1f x [0, T] donde T depende sólo de K, f y r0 . Además :, ~~ y ~:~ son Holder 

8u 82u 8u 82u 83u 
continuas en t ~ t 2 >O; at (·, t), atax (·, t), Bx (·, t), ax2 (·; t) y ax3 (·, t) pertenecen 

a JL2 (1f) para t >.0, y se éumple: 

(2.57) 

11 

8u ( ., t) 11 :S c1 lluo uiiJL.2(1r) 
8x JL.2(1r) . yfi 

(2.58) 

Donde c0 y c1 son constantes del lema 2.~.1 

Demostración: Sin perdida de generalidad consideraremos u. = O, así tene
mos que u0 = O, um = .C(um-1), por el lema 2.2.1 .C{(h) e gT por lo que se" tie
ne que .C es una contracción de QT en QT y como QT es un subconjunto cerrado 
de JL00 (1f x [O.T]), entonces por el teorema (Punto fijo de Banach) existe un único 
u E gT e lL00 ('JI' X [0, T]) tal que .Cu = u y lím um u. Por la parte e) y f) del 

m-++oo 
lema 2.2.1 vamos a deducir propiedades de regularidad de u en 1f x (t2 , T), donde 
O < t0 < t1 < t 2 < T, t0 y t 1 son como en el lema 2.2.1 

De la parte e) del lema 2.2.1 como um E gT se tiene que 

11 
fPu~(. t)ll <e (lluoiiJL.z(1l') + lluolliz(1l')) • t < t < T (2.59) 
8 2' _2 ~t ,O -

X JL.2(1l') V" - "0 

Para t0 <ti. < t2 ::; t < T, se tiene que t 2 - t0 < t t0 por lo que 

1 1 --=== < , reemplazando en 2.59 
v'tz- to . 

11 

82um ·11 (lluollv(1l') l!uolli2(1l')) (-, t) .. ::; c2 =e (Constante que depende de t 2 , t0 , f, K) 
JL.2('2') Jtz - to 

11 

88
2

u~ (.' t) 11 ::; e, t2 ::; t ::; (2.60) . 
X JL.2(1r) 

Para tE (t2 , T) , x', x" E 1f y por el Teorema Fundamental del Cálculo se tiene 
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l

aum ( 11 ) aum ( 1 ) 1 

OX X ' t - OX X ' t S ¡x" 02Um 

~(y,t)dy 
x' uX 

. S 

n x" 02'u"!' :¿: r, ~(y, t)dy 
. 1 Jx uX 

J= 

n x" 102 m 1 ~ ~ ¡, 8;; (y, t) dy 

. Por la desigualdad de Holder · 

< t lxll - xlll/21182uf ( ·, t) 11 
j=l ox L2(1r) 

< n lxll- xlll/21182u: (·, t)ll 
ox JL2(1r) 

< ne Jxll- xlll/2 
aum 

Por lo que ox· (·, t) es Holder continua co!l exponente 1/2 en 1l' 

Sea t 2 ~ t1 ~ t11 ~ T, por teorema del valor medio para integrales se tiene 

uj. 11 ouj 1 1 ¡x+€ [Ouj 11 ouj 1 ] 

ox (e, t ) - ox (e, t ) = ; J x ox (y' t ) - ox (y' t ) dy 

donde e E [x, x +E]. Sea e= x +hE, O< h < 1 

ouj ( 11) ouj ( 1) 
ox e, t - ox . e, t [

ouj _ ouj ( 1)] ~ [ouj ( 11 ) _ ouj ( 11 )] ( ) 
- ox ox x,t + ox ox x,t ox x,t Eh 

+r(Eh) 

entonces se tiene 

~ ¡x+€ [ouj (y, tll) - ouj (y, tll)] dy 
E }x OX OX [

ouj 11 ouj ( 1)] 

OX (X' t ) - OX X' t + 

[
82

u"!' oum ] 
+ a: (x, t11

)- a:2 (x, t1
) (Eh)+ r(Eh) 

así tenemos que 
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ouj ( ") auj (. 1) 

ax X' t - ax X' t 
1 ¡x+e [auj ( ") auj ( 1)] - -yt --yt 
E x ax ' ax ' 

[
a2um a2um ] 

- ax2 (x, t")- ax2 (x, t1
) (eh)- r(he) 

· [a2
ur:t a2

ur:t J 
tomemos o( e)=- ax; (x, t")- ax; (x, i 1

) (eh)+ r(eh) 

auj "· auj 1 _ 1 ¡x+e [a2uj , a'uj 1 ] 

ax (x, t ) - ox (x, t) --;_ Jx ---¡¡;-(Y, t ) - ax (y, t) dy +o( e) 

donde el o( e) anterior es la coordenada del o( e) que utilizaremos , así tenemos · 
aum aum 1 ¡x+e 1t" a2um 
-a (x, t")- -a (x, t 1

.) =- . !;ua (y, t)dtdy +o( e) 
X X E x t' U~ X 

Por teorema de Fubini 
aum ( ") aum ( 1) 
ax X' t - ax X' t 

1 

aum ( ") aum ( 1) 1 
ax X, t - ax X, t S 

1 ¡t" ¡x+e a2um 
= - -a a (y, t)dydt +o( e) 

E t' x iX 

1 ¡t" ¡x+e a2um 
- . -a a (y, t)dydt + io(e)ls 
E t' x iX 

S 

- ~ ¡t" ¡x+e 1 aa2uam (y, t) 1 dydt + lo( e) ls 
E lt' lx t X S · 

- ~ t ¡t'' ¡x+e 1 aa2uaj (y, t)l dydt + io(e)ls 
E . lt' lx t X J=l 

1 n [t" ¡x+e ¡x+e 1 a2um 12 
< -;_ ~ Jt' (lx 1dy)1f2(1x ata~ (y, t) dy)1/2dt + io(e)ls 

1 n ¡t" 11 a2 m 11 < -L. e1
/
2 a uaj (·, t) dt + io(e)ls 

E j=l t' t X L2(1!') 

< '!:: t" El/211 aa2Uam (·, t) 11 di+ io(e)ls 
E }t' i X JL2(1!') 

nel/2 ¡t" 11 a2um 11 - -a a (·, t) dt + io(e)ls 
E t' t X IL2('J!') 
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< nE1/2 ¡t" sup llaa2uam(-,t)ll dt+/o(E)/s 
E lt' t29~T t X JL2('f) 

l
aaum(x,t")-aaum(x,t')l =nE1/2(t"-t') sup ¡¡aa2uam(·,t)jj +/o(E)/s (2.61) 

X X S . E t 2-.:;t..:;T t X IL2('f) 

Como um = .C(um-1), se tiene la siguiente igualdad a;; -Da;::=-~~ (um-1), 
[)2um [)3um [)2 J 

derivando respecto de "x", obtenemos axat - D ax3 = - ax2 ( um-1
), tomando 

norma en II}('II'), se tiene la siguiente desigualdad: 

11 ~2~:(-,t)ll ~ llnaaau:(·,t)ll + ~~~2{(um-1(·,t))ll 
X ]L2 ('f) X ]L2 ('f) X JL2 ('f) 

De la parte f) del lema 2.2.1 y de la demostración de la parte e) del lema 2.2.1, 
se tiene 

ll
a2um (- t)ll < I//DI//e2U + lvfn

2
eiaN+ e2MnN (2.62) 

axat ' IL2('f) - ..¡r=t1 v'fO..fi y't=tQ 

Como t0 < h < t 2 ~ t ~ T, entonces 

_1_ < _1_. _.1._ < _1 _1_ < _1_ 
y't-t1 v't2-h ' y't ...;tO Y y't-to v'h ~to 

Reemplazando en (2.62) se tiene la desigualdad 

·11a2um (·,t)ll ~ I//DI//e2U + Mn
2
eiaN+ e2NfnN 

axat . IL2(T) .Jt2 - t1 v'tüv'tü .Jt1 - to 

11 
aa

2
uam (·, t)ll ~e, para tE (t2, T), por lo que 

X t JL2('f) 

sup 11 aa
2

uam ( ·, t) 11 ~ e, reemplazando esta última desigualdad en (2.61) 
t29~T t X ]L2('f) 

1 

aum aum 1 nE1
/

2 

ax (x, t")- · ax (x, t') S= -E-(t"- t')e + /o(E)/s 

tomando E = ( t" - t') 213 , se tiene que 
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1 
aum (x t") aum (x t') 1 1 ( ) 1 . 
8x' -8x' S +DEs<+ 1 dfi''' 218 -'-----------;...-. -------'-=- = nc -- oo por a e mcwn . . 

E E 

1 

aum ( ") aum ( ') 1 fu x, t - fu x, t S 

( t" - t') 2/3 < +oo 
a m . . u 

p~r lo que ax (x, ·) es Holder continuo con exponente2/3 en [t 2 , T] 

aum a2um . 
Para mostrar que -a y -a 

2 
son Holder continuas en 'TI' x [t2 , T] usaremos un 

i X · 
argumento recursivo definamos las siguientes ecuaciones: 

{ 

aum a2um a¡(um-1) 
--D--= 

P'm = . at ax2 ax · 

um(x, t2) = um-1(x, t2), para m~ 2 
Para m = 2, se tiene que u1

(·, t 2) = K(·, t 2 ) * u0 , se observa claramente que en 
a a2 . 

este operador 8t - D ax2 sus coeficientes pertenecen a H 112+2 (IR), vamos a probar 

que u1(, t2) E H 112+2(IR), en efecto basta con dern,ostrar que 

1 1/2+2 2 , 1 f3iu11 \ a2u1 ) 1/2 lu (·,t2)l~ = I:max -a . + -a 2 (·,t2) < +oo 
· xE~ xJ S X 

j=O 
a3 1 

Como u1
(·, t 2) es una función periódica y existe a:

3 
, entonces 

máx 1 aaj~ 1 < 00 j E {0, 1, 2} y como u1 =K(·, t2) * Uo 
xE~ xJ 

Para x", x' E IR de modo que x" > x' 
Por el Teorema Fundamental del Cálculo 

l
a2ul a2u1 1 
ax2 (x", t2)- ax2 (x', t2) s 

Por desigualdad de Holder 
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~~;
1 

(x
11 ,t2)- ~:2

1 

(x
1,t2)1s ~ n(x

11 -x1 ) 112 11~:3
1 

(x,t2)L2(T) 

1 

a 2u1 
11 a 2u1 

1 1 n(X11
- X

1
)
1
1
2

a3il'uoii!L2(1f) -a 2 (x ,t2)- -a 2 (x ,t2) ~ 3/2 
X X S t 2 

1

82ul 82ul 1 -a 2 (x
11

, t2)- -a 2 (x
1

, t2) 
X X S 11 1 11_¡_ 1 

(x11 _ x1) 112 . ~ e , para todo x , x E JR, x 1 x 

a2u1 
De esta manera ax2 (·, t 2 ) es Holder continua con exponente 1/2 

1 a2 1 )1/2 
sobre JR, por lo que \ a:2 (·, t2) < +oo, así u1(·, t2) E H 112+2(JR) 

Por el teorema 2.1.16 se tiene que p~ tiene única solución que pertenece a 
H 112+2,114+1(JR x (t2,T)) (en el teorema 2.1.18 en ves de (t2,T) está (O,T), se 
llega a lo mismo haciendo un cambio de variable )_ 

au2 a2u . 
Por lo que 8t ax2 son Holder continuas en lR x [t2 , T] 

supongamos que um E H 1/2+2'1/4+1(JR x (t2, T)) 
2 

luml(
1
/2+2) - Y' máx ID;D~uml + ~ (D[D~um)x11~x(t T) + 

!Rx(t2,T) - L !Rx(t T) L '"' 2, 
j=2r+s 

2' 2=2r+s 

\ 

a2um) (1/2) \ aum) (1/2) \ aum) (3/4) \ a2um) (1/4) 
+ a 2 + at +a + a 2 x x x xt x t 

\ 

aum )(1/4) 
+ -a <+oo 

t t 

De esta hipótesis se observa que ium(·, t2)ii/
2
+

2 ~ jum¡~~~~~~) 

por lo que um(·, t) E H(1/2+2l(JR), para probar que aja( u) E H 1/2+2,1/4+1(JR x (t2, T)) 
• X 
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1 

of( m) 1(1/2+2) 
debemos probar que a u < +oo 

' X Rx (t2,T) 

Como fE C3(Br(u)) se tiene por la proposición 2.1.22 que 

( 
03 j(um) )1/2 ( 02 f(um) )1/2 ( 02 f(um) )1/4 ( 02 j(um) )3/4 

8x3 ' 8t8x 8x2 ' · 8x2 ' 
X X t X 

( 
82 f(um) )1/4 8j(u) 

son finitos así se tiene qué -. -- E H 1/2+2•1/4+1(JR x (t2, T)) 
8t8x t ox 

Ahora por el teorema 2.1.18 um+1 es solución de p~+1 por lo que pertenece a 

H 112+2,l/4+1(JR x (t2, T)) esto nosindica por proposición 2.1.22 que 
0~m y o~u: 
ut u.x 

son Holder continuas en 'JI' x (t2 , T), con exponente 1/4 esto quiere decir que 

1 o;; (x", t")- o;; (x', t')ls ~e l(x11
, t")- (x',.t')l~4 , m E N 

1

02m 02m 1 

0~2 (x", t")- 0~2 (x', t') s ~e l(x", t")- (x', t')l~4 , m E N 

. . aum 82um . . 
Esto eqmvale a dec1r que { Tt} y { ox2 } son eqmcontmuas y como 

1 

oum 1 1 8
2
um 1 02um aum máx ----;;¡- < +oo; máx ~ < +oo se tiene que ~ , ----;;¡- están 

1I'x[t2,T] ut 'II'x[t2,T] uX ux ut 

acotadas también pasa lo mismo con {
0
;:} por el Teorema 2.1.10 y teorema 

2.1.7 se tiene que : 

aum . Bu 
8t converge umformemente a ot 

aum . Bu 
ox converge umformemente a ox 

82um 82u 
. ox2 converge uniformemente a ox2 

Esta convergencia se da sobre subconjuntos compactos de 'JI' x [t2 , T] por lo que 
podemos decir que se cumple esta convergencia para 'JI' x [t2 , T] esto quiere decir que 
para E = 1 existe m 0 E N tal que para m ~ m 0 se tiene 

l

aum Bu 1 -(x)- -(x) 
OX OX S < 1 

1 1
1/4 x-y 

y 
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l
aum Bu 1 -(y)--. (y) 
8x 8x S 

1/4 < 1 
lx-y! 

como 

l
au Bu 1 ¡aum Bu 1 laum aum 1 laum Bu 1 -(x)- -(y) -(x)- -(x) -(x)- -(y) -(y) _e_ -(y) 
8x 8x S 8x 8x S 8x 8x S 8x · 8x S 

1 11/4 ::; 1 11/4 + 1 11/4 . + 1 11/4 x-y x-y x-y x-y 

por ser ~~ Holder continua y por las desigualdades anteriores considerando m > 
m 0 , setiene 

l
au Bu 1 -(x)- -(y) 
Bx Bx , Bu 

. 1¡4 s ::; 1 +e+ 1 as1 vemos que -
8 

es Holder continua con exponente 
lx-y! x 

1/4 analogamente se tiene que Bau y 8
82~ son Holder continuas con exponente 1/4 

t X -
aum aum 82um Bu Bu 82u 

Como Bx , Bt y Bx2 convergen uniformemente a Bx, Bt y Bx2 respectiva-

. O . 1 1 aum Bu 1 mente Se tiene que para E > eXISte mo ta que ax - ax S < E , para m > mo, 

integrando tenemos 

aum au 

1 1

2 

~ Bx - Bx S dx ::; ~ Edx, para m > ~O 

11 
aum aull 2 

aum -
8 

- -
8 

::; E, para m> m0 esto nos dice que -:--a converge en IL2 (1I') 
X X JL2(1l') X 

au -
a -

8 
, además considerando E = 2 

X -
como por desigualdad triangular tenemos que 

11 ~~Len <: 11 a;: -~~ [,,l + 11m;: L,.l 
- <2+C 

ll
aull · 
ax ]L2('Jl') -

por lo que podemos decir que ~u pertenece a IL2 (1I'), analogamente se demuestra 
~ X . 

& &u . 
Bt y Bx2 pertenecen a IL2 (1I'), como um converge a u en IL00 (1I') se t1ene que 

u E IL00 (1I'), 
así u E IL2 (1I') y um converge con la norma de IL2 (1I'). Por la parte e) y d) del lema 
2.2.1 
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y 

11 

aum (·, t) 11 . :S el lluo/IJL2(1r) ' o< t :S T 
ax JL2(1r) Vi 

tomando limite cuando m -----+ +oo se tiene que 

. 11 au 11 e1 lluoiiJL2(T) //u(·, t)[[JL2(1r) :Seo /[uo[[JL2(1r) y ax (·, t) IL2(1r) :S Vi , O< t :S T 

esta última desigualdad nos dice que u satisface 2.57 y 2.58 porque en nuestro 
caso u= O.· . 

éJ3um 
De la parte f) del lema 2.2.1 nos dice que { ax

3 
} está acotada en el espacio 

. lL 2 ('JI' X [t2' T]) por el teorema 2.1.13 se tiene que existe una subsucesión de {a;~:} 
. ~u . 

que converge débilmente a v(-, t) en IL2 (1I') vamos a probar que v(·, t) = ax
3 

(-, t), 
· {~m ¡&m~ 

por definición de derivada débil de - J1r a~3 cfJ(x )dx = J1r a~2 dx dx 

. . . a2um . 
tomando hnnte cuando m-----+ +oo y como ax

2 
converge urnformemente 

(2.63) 

nuestro objetivo es saber a que es igual el limite del primer miembro de la igualdad 
anterior 

li a;~: cjJdx -1 vcjJdxl 

por desigualdad de Holder 

:S 11 a~u: -vil llc/JIIJL2(T) 
ux JL2(1r) 

tomando limite cuando m -----+ +oo se tiene que 

11 a3um 1· 1 lím ~cjJdx - . vcjJdx :S O 
m--++oo '][' uX 1r 

por lo qúe 

1 a3um 1 
lím ·~cjJdx = vcjJdx 

m--t+oo '][' uX '][' 
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reemplazando en 2.63 se tiene que 

1 1 8
2ud1> 

- vc/>dx = -
2 
-dx 'f 'fax dx 

de la definición de derivada débil se tiene que v(·, t) coincide con la derivada débil · 
83u 
Bx3 (·, t). Por la parte e) y f) se tiene 

11 

83u 11 c3 (11uoiiJL2('f) + lluolli2('f) + lluolli2('f)) 
a 3 (·, t) :S , t 2 < t :S T 

x JL2('f) vh- t1 

y además corno u satisface la ecuación 2.50 se tiene 

82u 83u 82 f(u) -- = D-- ---=--
8x8t 8x3 8x2 

., 8f(u) 2 en la dernostracwn del lema 2.2.1 la parte e) tenernos que ---¡¡;;-(t) E lL ('JI') por 

82u 
lo que axat (·, t) pertenece a JL2 (1I'). 

Por lo que hemos encontrado una única solución suave periódica local para el 
problema 2.50 • 

Definición 2.2.2. Dado las funciones a, (3 : Br(ü) --+ JR, se dice que son un par de 
Flujos de Entropía para f en Br(ü), si las funciones a, (3 E C 2 (Br(ü)) y cumplen: 

(2.64) 

La entropía a siempre se asumira que satisface 

(2.65) 

Para algún c5 > O . Finalmente, a se dice que es comsistente con la matriz diagonal· 
D si existe E > O tal que: 

(2.66) 

La existencia de tal par (a, (3) nos permitirá obtener ciertas acotaciones a priori 
para la solución de 2.50(así como también para los problemas 2.49 y 2.50), ese par 
nos ayudará para extensión de la solución local a global. 
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Lema 2.2.2. Asumiendo que existe un par de flujos de entropía para f de la ecuación 
2.50, además satisfaciendo 2.64, 2.65 y 2.66. Entonces existen constantes positivas 
c4 y c5 tales que cualquier u que es solución de 2.50 en 'JI'x < t0 , t 1 > (Donde u(·, t), 
'Ut(·, t), Uxx(·, t) E JI}('JI') n C('JI') , para t > O y u(t) - u(to) ---+ O en JI}('JI') cuando 
t ---+ tó ). Entonces se cumple que: 

[[u(t)- u[[v('lr) ~ c4 [[u(to)- u[[v('lr); to ~ t ~ t1 

Si Uxxx(·, t) y Uxx(·, t) pertenecen a JI}('JI') para t > io, también se cumple. 

Demostración. 
· En la ecuación 2.50 multiplicando por \i'a(u)t, obtenemos 

\i'a(u)t + \7(3(u)tux = · \i'a(u)tDUxx 

\i'a(u)t + \7(3(u)tux = (\i'a(u)tDux)x- (a"(u)ux)tDux (2.67) 

Como a es consistente con la matriz D se tiene wtDa"(u)w 2: f. [w[ 2 tomando 
transpuesta al primer término (pues es un número real ) . 

(a"(u)w)tDw 2: f. [w[ 2
; w = Ux, 

entonces -(a"(u)w)t Dw ~-f. [w[ 2
, reemplazando en 2.67 

\i'a(u)t + \i'(u)tux ~ (\i'a(utD.ux)x- f. [ux[ 2 integrando en [to, t] x 'JI', tenemos: 

{ ¡t a(u(x, ·))sdsdx + { ¡t (3(u)xdsdx < {t { (\i'a(utD.ux)xdxds- {t {E [ux[ 2 dsdx 
J.lf lto J.lf lto lto J.lf lto J.lf 

r ¡t a(u(x, ·))sdsdx 
J.Jf lto 

r a(u(x, t))dx- r ó:(u(x, to))dx 
J.Jf Ilf 

< - ¡t r f. [ux[ 2 dsdx 
Jto J.lf 

< -f. ¡t r [ux[ 2 dxds 
Jto J.lf 

h a(u(x, t))dx +f. iot h [ux[
2 

dxds < l a(u(x, t0 ))dx 

integrando 2.65 en 'JI', tenemos lo siguiente: 

r5 [[u(t)- ulli2('1f) :S ha( u(·, t))dx :S~ [[u(t)- u[[i2('1f) 

de aquí se obtiene que 

76 



ojju(t) ujj~2('ll') :::; r a( u(·, t))dx +E t r iuxi2 dxds :::; { a(u(x, to))dx (2.68) 
}'][' lto }'][' }'][' 

ojju(t)- ulli2(']['):::; 1 a(u(x, to))dx 

de la desigualdad en 2.65 despúes de integrar y evaluando en to tenemos que 

81Ju(to) ulli2('ll') :::; 1 a( u(·, to))dx:::; } llu(to)- uJii2('ll') 

1 a( u(·, to) )dx :::; ~ llu(to) ulli2('][') 

de 2.69 y 2.70, tenemos que 

1 
IJu(t)- uJIJL2('ll') :::; -g ]]u(to)- uj]JL2('ll'), para to:::; t:::; t1 

De 2.50 Ut + f(u)x = Duxx, aquí multiplicamos por Uxx obteniendo que 

Ahora como (ux.Ux)t = 2ua;t.Ux llegando a que 

1 
2(Ux.Ux)t = Uxt·Ux 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

Además: (ut.Ux)x = Uxt·Ux + Ut.Uxx, de 2.72 tenemos que (ut.Ux)x = !(ux.Ux)t + 
Ut.Uxx, por lo que llegamos a que 

1 
(ut.Ux)x- Ut.Uxx = 2(Ux.Ux) 

en 2.73 integrando en [to, t 1] x 1f 

¡t r (ut.Ux)xdxds 
lto }'][' 

O- ¡t { Ut.Uxxdxds = ~ {t { (ux.Ux)tdxds 
lto J'll' lto J'll' 

integrando y reemplazando lo último en la ecuación 2. 71 

- ¡t { (Duxx·Uxx 
lto }'][' 
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n 

Como D.Uxx·Uxx = u;x.D.Uxx = ~ dj iu~x 12 
2:: ( m~n dj) luxxl

2
; d = m~n dj 

l<J<n l<J<n 
j=l -- - -

-'U;x.D:uxx ::; -d 11Uxxl 2 

entonces 

- ¡t r D.Uxx·Uxxdxds ::; -d t r luxxl 2 dxds lto }.lf lto }.lf 
(2.75) 

También. tenemos 

f(u)x.Uxx = (f'(u).ux).Uxx::; IIJ'(u).uxll.luxxl 

f( U )x. Uxx ::; IIJ' (U) lllux l.luxx 1 

J('u)x.'Uxx ::; e luxl·luxxl 

reemplazando en 2.74la desigualdad 2.75 y esta última desigualdad, tenemos que 

~ r f\ux.Ux)tdsdx::; ¡t re luxlluxxl dxds- d ¡t r luxxl 2 dxds (2.76) 
}.lf lto lto }.lf lto }.lf 

a2 b2 fc {id 
como siempre se cumple que a.b::; 2 +2 , tomando a= V 2d luxl; b =V -zluxxl 

llegamos a que 

integrando 

¡
t¡ e ¡t¡ . d ¡t¡· luxl-luxxl dxds::; d luxl 2 

dxds +- . luxxl
2 

dxds to '1f 4 to '1f e to '1f 
(2.77) 

reemplazando en 2.76 la desigualdad 2.77, tenemos que: 

11ux(t)l2 dx::; 11ux(to)l2 dx + ed
2 

¡t r luxl 2 dsdx (2.78) 
'1f '1f 2 lto J'lf 

de la desigualdad 2.68 y 2. 70 di viendo entre E tenemos 

~ r a(u(x,t))dx+ ¡t r luxl 2 dxds::; ~ r lu(to) -ul 2 dx 
E }'lf lto }'lf EO }'lf 

de aquí se ve claramente que 

78 



¡tl 2 11 2 Ju:v! dxds ::; ~ ju(to)- ül dx 
to T tu 'J[' 

(2.79) 

reemplazando la desigualdad 2.79 en la desigualdad 2.78 

[c2 
tomando c5 = max{1, y~} y como ü =O 

llegamos a 

• 
Teorema 2.2.2. (Existencia y Unicidad Global) 
Asumiendo que existe un par de flujos de Entropía como describe la definición 2.2.2, 
satisfaciendo 2.64 , 2.65 y 2.66. Dado uo- ü E 1L00 (1I') con !Juo- üllll..''"('J[') ro < r 
y dado C0 y C5 y T como en el lema 2.2.1 y 2.2.2. Entonces el problema 2.50 tiene 
una única solución global si se cumple: . . 

Demostración. 
Tomando ü = O.Dado a C3lluo!IL2('J[') y b = + C4) lluollvm 
de nuestra hipótesis tenemos que ~ ::; ro 
Por el teorema 2.2.1 existe una única solución u definido bajo el tiempo T y por 
el lema 2.2.1 la parte a) y d) con 2.64 tenemos que .Cu =u entonces 

!Ju(t)jjL'"' ::; r , para tE [0, T] 

también jju(t)iiP('J[') ::; C411:zt(to)- üiiL2(1'); O= to ::; t ::; t1 = T, pero como ü O, 
se tiene 
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el 1/uoll][>('ll') 
además por la parte d) //·ux(t)//IL2('Jr) ::; ylt ; O< t::; T 

el 1/uollv('ll') - el 
//ux(T)//IL2(1r);:; .jT ::; b ::;C5(/T + e4) //uo//IL2(1r) = b 

// Ux (T) //IL2 ('ll') ::; b 

Ahora supongamos que u esta definido en [0, kT] para algún k E Z+ y 

//u(t) 1/IL""('ll') ::; r , O ::; t ::; kT 

11 
~u (kT) 11 ::; b 
ux V('ll') 

a au 
Como ax(u(x,t).u(x,t)) = 2.(ax·u) por cauchy schwartz 

r a rlaul lxa ax /u(x, t) /2 dx ::; 2 lxa ax . /u/ dx 

por la desigualdad de Holder 

r ~ /u(x, t)/ 2 dx::; 2( r 1 ~u 1
2 

dx) 112
( r /u/ 2 dx) 112 

lxa uX lxa uX lxa 

/u(x, t)/
2 

-/u(xo, t)/
2

::; 211 ~u 11 1/ul/v('ll') 
. ux V('ll') 

/u(x, t) /
2 

::; /u(xo, t) /
2 + 211 ~u 11 l/ui/IL2('Jr) 

. ux IL2(1l') 

llamemos 

/u(xl, t)/ = max{/u(x, t)/; x E 'JI'} 

/u(xo, t)/ = min{/u(x, t)/; x E 'JI'} 

como /u(xo, t)/ ::; /u(xl, t)/, 11

/u(xo, t)/ 2 dx::; 11

/u(x, t)/ 2 dx 

/u(xo, t)/ 2
::; l/u(t)l/i2('Jr) 

reemplazando en 2.84 tenemos que 
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iu(xb t)j
2

:::; jju(t)ll~2(T) + 11 a~~) IIL2(1r) jju(t)IIL2(T) 

ju(x1, kT)i
2

:::; jju(kT)Jii2(T) + 11 ou~kT) 11 [ju(kT)[jJL2(T) 
X JL2(T) 

y por hipótesis los sumandos de la desigualdad están acotados , tenemos 

[ju(kT)j Jtoo(T) :::; a2 + 2ab 

y como a2 :i; ab, tenemos que 

jj'U(kT)Jii=m s; ab + 2ab s; 4ab 

[[u(kT)[Ji=:::; 4ab 

[[u(kT)iiiL=(T) :::; J4al <ro< r 

De aquí u( kT) E [}'0 ('li') y por teorema de existencia y unicidad local podemos 
extender la solución u hasta (k+ l)T con l!u(t)Jiv""(T) < r y u(t) E JI.}('li') para 
t :::; (k+ l)T. Ahora por el lema 2.2.2 y de la desigualdad (2.80), obtenemos 

y 

llux(k + l)T!IIL2(JR) < Cs [jux(T)IIIL2(T) + jju(T)J[IL2(1r)J 

< Cs j'T II'UoiiiL2(T) + C411UoiiiL2(T)] 

< Cs 5T + c4] lluollvcT) = b 

Obteniendo desigualdades como (2.81), (2.82) y (2.83) para el tiempo (k+l)T. 
Así procediendo inductivamente, encontramos la existencia de solución u en todo 
t ~o .. • 
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Corolario 2.2.1. Asumiendo que existe un par flujo de Entropía a y ¡3 para f en 
Br(u) satisfaciendo (2.64) y (2.65). Dado D una matriz diagonalizable con autova
lores positivos, esto es que existe una matriz invertible P tal que 

p-1 DP = 1 ~ ~2 ~ .] > 0 

O O dn 

y suponiendo que para u E Br(u) se cumple 

(P- 1DP)a"(u)PP >O 

además IIP-1 (u0 - u)IIIL=("f) = ro < r con p-1 (uo -u) satisfaciendo las condi
ciones del teorema anterior. Entonces el problema (2.49) y (2.48) tiene una única 
solución global suave periódica. 

Demostración. 
Dado p-lu = v. Entonces 

. av '( av 82v 
p at + f Pv)P ax = DP 8x2 

Denotemos por g(v) = p-1 f(Pv), derivando 

ag (v) = p-lj'(Pv)Pav 
ax ax 

P 09 (v) = j'(Pv)P
0

v 
ax ax 

Esta última igualdad la reemplazamos en 2.85 
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la última igualdad tiene la forma de 2.50 donde la matriz diagonal de autovalores 
d¡ o o 

positivos es P-1 DP = 
o th o 

O O dn 
Llamemos A(v) = o:(Pv) y B(v) = f3(Pv) derivando ambos, tenemos que VA(v) = 

Vo:(Pv)P y V B(v) = Vf3(Pv)P, de aquí tenemos que: 
VA(v)g'(v) Vo:(Pv)Pi/(v) 

Vo:(Pv)PP-1 J'(Pv)P 

Vo:(Pv)f'(Pv)P 

Como o: cumple 2.64 
VA(v)g'(v) ~V B(v) 

Así garantizamos que A(v) cumple 2.64. 
Ahora veremos que A( v) cumple 2.65 

1 
2 1 2 

como 5 u- uJ :::; o:( u):::; ;slu ul , tomando u= Pv 

2 1 2 
5IPv . üJ :::; o:(Pv):::; ;siPv üJ 

5JP(v p-1ü)J 2
:::; A(v):::; ~ JP(v p-1·ü)J 2 

5 J p-lüJ2 :::; A(v) :::; 11~112 Jv p-1üJ2 ¡¡p-1112 V u 

Llamemos J = min{ t5 2 ; ~}, entonces reemplazando en la última desi~ual-
IIP-111 IIPII . 

dad tenemos que 

cumpliendo para todo v E B:r(v), donde f = r JJP-1
11 y v = p-1ü, satisfaciendo 

A(v) 2.65 
Veamos ahora que A(v) es consistente con la matriz p-l DP 

A"(v) = o:"(Pv)P.P 

p-1DPA"(v) = p-1DPo:"(Pv)P.P 

Como por hipótesis p-1 DPo:"(Pu)P.P es positiva esto quiere deci.r que existe 
é > O de modo que 
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wtP-1 DPo/'(Pu)P.Pw 2: E lwl2 (2.87) 

por lo que A(v) es consistente con la matriz diagonal p-1 DP satisfaciendo 2.66 

• 
Observación 2.2.3. Cuando D ·es simétrica con autovalores positivos se puede tomar 
P como una matriz ortogonal y la hipótesis de la desigualdad (P- 1DP)ci'(u)PP >O, 
equivale a probar que Dei' es positiva en Br(u). 
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2.3. Aplicaciones a las Ecuaciones de la Dinámica 
de los Gases 

2.3.1. Primera Aplicación 

Consideremos un caso muy particular de la ecuación uni-dimensional de la dinámi
ca de los gases isotrópica en coordenadas lagrangeanas según [13], página 240. 

Donde 
v volumen específico (1/densidad) 

p = presión 

u - velocidad 

p: JR+ -t lR y p'(v) <O 

(2.88) 

Teorema 2.3.1. Asumiendo que v > v- r >O y que D es una matriz simétrica con 

autovalores positivos de la forma [ ~ ~ ] 
cumpliendo además que 

{ 

a, e> O 
b2 

. , -p'(v) - < mm -;-:----'-..:...;-:--:-:-::: 
4ac lv-vi:S:r (1- p'(v))2 

Entonces el problema (2.88} con dato inicial (v0 , u0) tiene una única solución global 
suave periódica siempre que el dato inicial (v0(x), uo(x)) E B5 (v, ü) paras< r y que 
en la norma de JL.2(1I') , (v0 ü, u0 - ü) es suavemente restringido en el sentido del 
corolario 2.2.1 

(u- ü)2 r . 
Demostración. Definamos a(v, u)= 

2 
+ lv (p(v)- p(s))ds 

f3(v, u) =(u- ü)[p(v)- p(v)] 

donde v > O vamos a verificar que a y {3 son un par de flujos de entropía satisfa
ciendo 2.64 y 2.65, donde f(v, u)= ( -u,p(v)) 

Como 
'Va= (p(v)- p(v), u- ü) 

\7{3 (p'(v)(u- ü),p(v)- p(v)) 

f'(v, u)= [ p'~v) O 1 ] 
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entonces 

Vaj' = (p(v)- p(v), u- u) [ p'fv) ~1 J 

Vaj' = (p'(v)(u- u),p(v)- p(v)) 

Vaf'=\1{3 

por la Fórmula de Taylor para a en la variable v 

(- ) (- ) 8a(v,u) 182a(_ ) 2 
a v + h, u = a v, u + ov h + 2 ov2 v, u h 

donde v - v = h y v < v < v 

como~~= p(v)- p(v), se tiene ~~(v,u) :==O 

[)2a '( ) . . [)2a (- ) '(-) 1 d 2 8 . >::~ 
2 

= -p v , se tiene >::~ 
2 

v, u = -p v , reemp azan o en _. 9 se tiene 
uV uv -

1 82a 
a(v, u)= a(v, u)+ 2 [)v2 (v, u)(v- v) 2 

( ) 
_ (u-u) 2 

_ '(_)(v-v)2 

Q V,U -
2 

p V 
2 

(2.89) 

como 7r1(Br(u)) es un subconjunto compacto de JR+, esto es porque v- r > O 
tenemos que existen M1 , M2 tales que O< M 1 ~ -p'(v) ~ M2 , teniendo que 

(u~u)2 M(v-v)2 < ( )<(u-u)2
. M(v-v)2 

2 + l 2 - Q v, u - 2 + . 2 2 

d k , { 1 M2 } k , { 1 M1 } toman o 2 = max 2, 2 Y 1 = mm 2; 2 

k1l(v,u)- (v,u)l 2 ~ a(v,u) ~ k2l(v,u)- (v,u)l 2 (2.90) 
- 1 

tomando ó = mín{k1 , k)' tenemos la siguiente desigualdad 

ól(v,u)- (v,uW ~ a(v,u) ~ ~l(v,u)- (v,uW 

como D es de la forma [ ~ ~ ] y con autovalores positivos por la observación 

2.2.1 del corolario anterior sólo debemos de probar que Da" = [ ~ ~ ] [ -t ~ ] 
es positiva en Br(v, u) , para que P y D satisfagan 2.87 

veamos· 
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- [X y J 

[ X y J 

~ ~ ] [ -p~ ('u) ~ ] [ ~ ] 
-ap' b] [ x ] 
-bp' e y 

[ ( -xap'- bp'y) (bx + cy) J 
-ap' x2 

- bp' xy + bxy + cy2 

-ap'x2 + b(1- p')xy + cy2 

A2 + B2 (1- p')bx y B = . como siempre se cumple que -
2
_ ~ AB , tQmando A = --==-- -

vi2C8 
~y por lo que obten~mos que 

wtDa"w >. -ap'x2 - x2+cóy2 +cy2 
[
(1- p')2b2 ] 

4có 

wtDa"w > -ap'- b2 x2 + c(1- ó)y2 
[ 

(1 - p')2 ] 
4có 

si b = O tomando ó = ~, como -p' > O luego tomamos E = mín { -ap'; ~} 

wt Da"w ?: E(x2 + y2) 

wt Da"w ?: E lwl 2 

. 1 4ac , -p'(v) 
S1 b =1- O tomando 1 < --:: < Jvf-2 , donde M = mm [ ( )]2 (recordar de 

O b lv-:-vi:Sr 1 - p' V 

. , . 4acM 
las h1potes1s que 1 < -----¡¡---), por lo que 

1 b2 
wt Da"w > a(1- p')2

[ -p - --]x2 + c(1- ó)y2 

(1 - p')2 4acó 

> a(1- p')2 [M- b; ]x2 + c(1- ó)y2 

b2 4c a 

?: aMo(M- -)x2 + c(1- ó)y2 

4cóa 
tomando O< E= mín{aM0 (M--' 4~~J; c(1- ó)} 

wt Da"w?: E lwl 2 

por lo que se cumple la condición del corolario 2.2.1 y por el corolario 2.2.1 existe 
una única solución global suave periódica en 2.88 • 
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2.3.2. Segunda Aplicación 

Consideremos otro caso particular de la ecuación de la dinámica de los gases el 
cual se encuentra en coordenadas lagrangeanas 

(2.91) 

Donde aquí 

v volumen específico 
p presión 
u velocidad 
S entropía específica 

d , . m+ m m ap O· d O . 1 2 3 a emas p . .ll'l>. x .ll'l>. --r .ll'l>. y av < , i > ; J = , , 

Teorema 2.3~2. Asumiendo que v > v- r > O y que D es una matriz diagonal 
positiva. Entonces el sistema 2.91 con dato inicial (v0 , u0 , S0 ) tiene una única 
solución global suave siempre que (vo(x), uo(x), So(x)) E Br0 (v, ü, S) con ro< r y que 
con la norma de JI}('JI') (v0 - v, u0 - ü, S0 - S) sea suavemente restringido como las 
hipótesis del corolario 2.2.1 

Demostración. Definamos 

o:(v, u, S) 

f3(v, u, S) 

Y llamemos· 

(u~ ü)2 + 1v [p(v, S)- p(T, S)]dT + K(S; S)2 

(u- ü)[p(v, S)- p(v, S)] 

f(v, u, S) = ( -u,p(v, S), O) 

o:, f3 y f definidas en Br(v, ü, S) donde v > v- r > O, llamemos p = p(v, S) 
vamos a verificar que o: y f3 son un par de flujos de entropía, derivando o: y f3 

V'o:f' 

[ r ap -] \i'o:(v,u,S) = (p-p) u-ü [jv -aS(T,S)dT+K(S-S)] 

V'f3(v, u, S) 

[ (p- p) 

[ (u- ü) ap 
av 

\7(3 

[ ( _) ap _ ( _) ap ] u-u- p-p u-u-
av as 

u-ü 

ap J (u- ü)-
as 
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con lo cual satisface 2.64. A continuación probaremos que se cumple 2.65 , defi
namos 

g(v, S)= 1v [p- p(T, S)]dT 

donde j5 = p(v, S) 

[ 

p- p( v, S) l 
g'(v, S)= -lv ;~(T, S)dT 

1 - - [ o ] g (v, S) = 
0 

y como g(:V, S) =O, por la Fórmula Taylor se tiene que 

g(a + h) = g(a) + g'(a)h + g"~a) h2 

donde a= (v, S) y h = (v- v, S- S) 

g( v, S) ~ g(V, S) + g' (V, S) [ ~ :: ~ l + { g" (~'S) [ V - ¡; S - S l }[ ~ :: ~ l 
g(v, S) ~ [ ~ = ~ r g"(v, S) [ ~ = ~] 

g(v, S) 

g(v, S) 

1 

2 [v-v S-S] av 
[ 

- ap (v, s) 

ap - -
- as(v, S) 

--('u s) -vaB ) V-~ ap - l 
-J. ;;(r,S)dr [ S-sl 

1 [ - S S- J [ . - ( v - v) ~~ - (S - S) ;r; l 
2 p - p -- - V - V - a ¡v a2 

-(v- v) as -(S- S) v as2 (T, S)dT 

1 [ _ 2 ap ap - _ ( -)2 r a2
P ] g(v,S) = 2 -(v-v) av -2as(S-S)(v-v)- S-S lv as2 (T,S)dT-

( -)2 2 
-~ap(v-:U)2 - ap(S-S)(v-v)- S-S. ¡vap(TS) 

2 av as . 2 lv aS2 
' 

ap - -
-as es acotado en Br(v, u, S) compacto 

a2p - - - -
- as2 acotado en Br( v, u, S) compacto 
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entonces existe e > o tal que 

g(v, S) > - (v 
2 

v)2 ~~ (v, S)- c[(v v)(S- S)+ (S- S)2
] 

g(v, S) > 

b2 a2 (v- v) -
como -ab ~ -2- 2' tomando a= E y b ce:(S S), tenemos que 

8 ( -)2 -2 
g(v, S) > -'--:::-'-- p V- V ::_c2(S- 8?- c(S- s? & 2~ 2 . 

g(v, S) > 

a.(v,u,S) > 

1 18p(_ S-) <---V 
2éJv ' 

1 ~ 8p(_ S-) 
> 2éJv v, 

De aquí para K grande tomando c1 = mín{~i (mín ~ ~~); (~- c1)} 

a(v,u,S) ~ ~ [i]- [ir 
K(S 

como a.(v, u, S) = ..:.______;~ + g( v, S) + 
2 

(u- u)2 

a.(v,u,S) = 
2 

~8p(v v)2-~;~(s S)(v v)-(S~S)2¡va2p+K(S2-S) 

< (u- u)
2 

1 ¡ap [ ( _) 2 1 ¡ap [i 
2 + 2 V - V + 2 {)S V 

< (u~ u)
2 

+ ~ ~~~~ + ~ ¡;~¡) lv vj2 + (~ ~~~~ + c(v~S) + ~ (S 8? 
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a( v, u, S) ~ c2 [ i ] -[ i r 
Tomando 8 = mín{ ~; c1}, llegamos a obtener 

C2 

d [ i ]- [ i]' ~ a(v, u, S) ~ ~ [ i ]- [ i r (2.92) 

Vamos a verificar queDes compatible con a como 

a"{v, u, S) 

Da"(v, u, S) 

1 

8p 

o o l -av 
d2 o o 
o d3 - 8p 

as 

Da"(v, u, S) 

wt Da"( v, u, S)w 

wt Da"(v, u, S)w 

wt Da"(v, u)w 
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tomando e > O grande y como K es lo suficientemente grande tenemos que 

wt Do/'( v, u, S)w 2: e lw 12 

Por lo que se satisfacen las condiciones del teorema 2.2.2 de Existencia y Unicidad 
Global por lo tanto existe una única solución global suave periódica del sistema 2.91. 

• 
2.3.3. Tercera Aplicación 

Considerando las formúlas alternativas de la ley de conservación de m:asa, mo
mento y energía como se indica en los preliminares se obtendrán sistemas similares a 
2.45 y 2.47 con una matriz de difusión diagonalizable con autovalores positivos. 

[ :u l + [ pu~: p l = D [ :u l , p = p(p, S) 
pS r puS ~ pS ~~ 

[ :u l + [ pu~: p l = D [ :u l , p = p(p, u, E) 
pE r puE + up ~ pE ~~ 

En estos sistemas 
v=volumen específico 
p= presión 
u= velocidad 
S=entropía especifíca 

2 

E= energía total (E=e(v, S)+~ , aquí e es la energía interna) 

. 1 
p= densidad (p = -) 

V 
~ = coordenadas euleriana 
T=tiempo espacial real 
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A continuación vamos a garantizar la existencia de un par de flujo de entropía de 
dos sistemas equivalentes por un cambio de variable. Supongamos que u satisface la 
ley de conservación del sistema 

Ut + f(u)x =O (2.97) 

donde u y f son vectores con n coordenadas, llamemos u h( v) y el cambio de 
variables independientes (x, t) ----+ (E, T), entonces 

éJ(E,T) 
éJ(x;t) [ 

~x ~t ] = [ Qt(u) qz(u) ] 
Tx Tt 0 1 

(2.98) 

Por tanto reescribiendo la ecuación 2.97 en coordenadas eulerianas obtenernos 

O Ut + f(u)x 

O - Ut+f'(u)ux 

O uT + ut;Qz(u) + J'(u)ut;,Qt(u) 

O uT + (qz(u) + f'(u)qt(u))ue (2.99) 

Corno u = h( v), entonces 

y 

VT = (h'(v))-lUT 

multiplicando 2.99 por (h'(v))-1 

O - (h'(v))- 1~ + (h'(v))-1qz(u)ut; + (h'(v))-1ql(u)f'(u)ue 

O - vT + qz('u)ve + ql(u)(h'(v))-1 f'('u)h'(v)ve 

O vT + [q2 + ql(u)(h'(v))-1f'(u)h'(v)]ve 

Llegando a que 

vT + g(v)e =O (2.100) 

donde 

91 (V) q2 (U) + ql (U) ( h' (V) ) -l j' (U) h' (V) (2.101) 

el siguiente teorema se mostrará corno un par de flujos de entropía para el 
sistema 2.97 es transformado bajo un cambio de coordenada para el sistema 2.100. 
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Teorema 2.3.3. Supongamos que (a, {3) es un par de flujo de entropía para f en 
Br(ü) satisfaciendo todas las condiciones de la definición 2.2.2 y a"( u) es definida po
sitiva en Br(ü). Dados h un difeomorfismo en Br(ü), q¡ y q2 funciones diferenciables 
en h-1(Br(ü)) y g una función diferencíable en h-1(Br(·ü)) como se mencionó ante
ríormente1 asumiendo además que 

q1(u) >O 

y 

Vq¡(u)j'(u) = -Vq2{u), en Br(ü) 

Entonces para r suficientemente pequeño, las funciones 

y 

Satisfacen 

A(v) = a(h(v)) 
q1 (h(v)) 

q2a 
B(v) = ({3 + -)(h(v)) 

q¡ 

(2.102) 

(2.103) 

(2.104) 

(2.105) 

Para vE h-1(Br(ü)) y A"(v) es definida positiva para todo vE h-1(Br(ü)) 

Demostración. Derivando A y g para despúes multiplicarlos, obtenemos 

VvA(v)g'(v) = [V uah' q¡ q¡2 a V uqlh'] [q2 + q¡ (h')-1 j'(u)h'] 

[
Vuah' _ aVu;1h'] [q2+q¡(ht)-lf'(u)h'] 

q¡ q¡ 

Vuaq2h'' _ aVuq1h'q2+ Vuah'q¡(h')- 1 j'(u)h' 
q¡ q¡ 

a V uq¡h1q¡ (h')-1 f'(u)h' 
q¡2 

aVuq~h'q2 + Vuah'j'(u) _ aVuqd'(u)h' 
q¡ q¡ 

2.102, 2.103 y usando el hecho que a y f3 son funciones de entropía y satisfacen 
2.64, tenemos que 
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Reemplazando obtenemos 

[q2 \7 ua- a q~ \7 uql + \7 u/3( u)+ a \7 q2( u)]h' 
ql ql ql 

- \7u(q2 + j3)h' . 
ql 

\lvA(v)g'(v) 

- \7uf3(v) 
Ahora probaremos que existe ó > O tal que se cumple 

ó llv- h-l(ü)ll2 s; A(v) s; ~ !!v h-l(ü)ll2 

para cualquier vE h-1(Br(u)), notamos que v = h:-1(u) para algún u E Br(ü) 

!!v h-l((u))!!2 = !!h-l(u) (ü)ll2 
por el teorema del valor medio 

!!v- h-l(ü)ll2 < ll(h-l)'(w)IJ~ Jiu üll2 

< ll(h-l)'(w)JI2 a(u) 
. ól 

JJ(h-l~:(w)JJ2 Ql(h(v))A(v) 

!lv- h-l(ü)ll2 s; JJ(h-ll:(w)JJ2 QI(h(v))A(v) (2.106) 

como IJ(h-l1:(w)JI
2 
q1(h(v)) es acotado entonces lvh >O tal que 

l!v h-1(ü)ll
2 s; J\!I1A(v) (2.107) 

como u= h(v) , ü = h(v) y a satisface la desigualdad 2.65 

a(u) 

q1(h(v))A(v) a( u) 
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(2.108) 

como Ó¡q¡(~(v)) l[h'(w1)ll 2 
es acotado entonces existe M2 >O tal que se tiene 

A(v) :s; Af2llv- h-1(ü)ll
2 

(2.109) 

tomando 8 = mín{.J-
1

, y de 2.107 y 2.109 tenemos 

óllv h-l(ü)ll2 ~ A(v) :s; ~ llv h-l(ü)ll2 

Para todo vE h-1(Br(ü)) cumpliendose 2.105 
A continuación vamos a garantizar que A"(v) es definida positiva para v E 

h-1(Br(ü)), definamos 

¡(u)= a(u) 
q¡(u) 

Entonces A(v) = ¡(h(v)). coordenadas u= h(v) (h1(v), h2(v), ... , hn(v)) 
Además 

fJ¡ fJhl fJhn 
... , -fJ )(-fJ ' ... , -fJ ) 

Un Vj Vj 

~ _!!__( fJ¡ fJhl) 
L._¿ fJv · fJul · fJv · 
!=1 ~ J 

(2.110) 

De la desigualdad 2.65, tenemos a(ü) = O ~ a(u) para todo u E Br(ü). 
implica que ü es un mínimo local para a. Entonces \7a(ü) =O 

Como 
a( u) a(ü) + \7a(ü)(~;h) + r(~;h) 

donde 
u ü +Eh, tal que llu- üll = E :s; r Y llhll = 1 

así a(u) = ¡(~;h) como ¡(eh) =O llamemos éJ(~;) =¡(eh) 
e 

Así 
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Como 

Va( u) 

a( u) 

81 1 8a a 8q1 

8uk - q¡ 8uk - qr 8uk 

o 

. ' 1 8ql 1 
Tamb1en como -y 

8 
están acotados en Br(ü) entonces 

q1 Uk 

satisfaciendo que lím 
€--tO € 

Así 

También 

1 8a 
03(t) = -.

. q¡ 8uk 

a 8q1 04(€) = 2 .-8 . q¡ Uk 

= O y lím 0 4 ( €) = O 
€--tO € 

Os(€) (2.111) 

8
2
1 = ~ 8

2
a _ ~ 8a 8q1 _ 2_ [ 8a 8q1 qi + qia 8

2
q1 _ 2aq

1 
8q1 8q1] 

q¡ 8uk8ul Q1 . q{ 8u¡ 8uk 8u¡8uk Bu¡ 8uk 

Obteniendo 

(2.112) 

97 



A" .!_(h')tcl'(h') +O( E) 
ql 

Así 

· wtA"w .l.wt(h')ta/'(h')w + wtO(E)w 
ql 

> .!_(h'w )te/' (h'w) IJO(é)II.Jiwll 2 
. 

ql 

> c1JJh'(w)JI2
- Cz€ llwJJ 2 

> ( c1 - Cz€) JJwJJ 2 

> (el czr) Jlwll 2 

tornando r muy pequeño se tiene que A" ( v) es definida positiva para todo v E· 
h-1(Br(ü)) • 

Teorema 2.3.4. Asumiendo que existe Br(ü) suficientemente pequeño y que está en 
el semiesp~cio v >O, (JR+). Entonces los sistemas 2.93, 2.94, 2.95 y 2.96 con matriz 
de difusión D (el cual es una matriz diagonal positipa ) , tiene una única solución 
global suave periódica, siempre que el vector uo(x) E Br0 (ü), con ro < r y uo(x) ü 
es tal que p-1(u0 - ü) satisface las hipótesis del teorema 2.2.2 

Demostración; 
este[ ~:pí~ulo, ~n]la segunda aplicación ya se demostró que para el sistema 2.93 

con D = O d2 O positiva existe una única solución global suave periódica, lo 
O O ds 

que vamos a probar ahora es q[u~1h~ien~o u]h cambio de variable vamos a garantizar 

que la ecuación 2.94 con D O d2 O. positiva, tiene una única solución global 
.· o o dg 

suave periódica, primero observamos que la incógnita en el sistema 2.94 es 

u2 -
donde E= e(v, S)+ 2 , llamemos por h(v, u, S) 

como 
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ae -as =1= o y h E C1
' entonces es un difeomorfismo de clase C 1

' t = 'T y X = e de 
2.98 tenemos que 

Además 

V' q1(v, u, S)f'(v, u, S)+ V' q2(v, u, S) ~ (O, O, O) [ ~ ~ 
1 

~ ] +(O, O, O) ~ (0, O, O) 

Por lo que se satisface 2.102 y 2.103 del teorema 2.3.3, recordando la construcción 
de las funciones de entropía para el sistema 2.93 se tiene que son 

¡v K(S- S) 2 

a(v, u, S)= --'----
2
--'- + lv [p(v, S)- p(r, S)] dr + 

2 

¡3(v, u, S) (u- u) [p(v, S)- p(v, S)] 
y 

·¡o ap o ;~ l a"= 1 O 
. ap r a2p 

as ° K- lv aS2 d7 

a" > O, satisfaciendo las condiciones del teorema 2.3.3 por lo que las funciones 
A1(v,u,S) = a(h(v,u,S)) y B1 = f3(h(v,ú,S)) son un par de flujo de entropía para 
el sistema 2.94 satisfaciendo 2.99 y 2.100 (donde h-1 h) 

y como se cumple que h(v, u, S) E Br(u) cumple las condiciones del corolario 2.2.1 
entonces existe una única solución global suave periódica para el sistema 2.94. 

Ahora vamos a garantizar la existencia y unicidad de solución global suave pe
riódica de los sistemas 2.95 y 2.96 como ya compraba en los preliminares (páginas 43-
51) que derivan de los sistemas 2.93 y 2.94 respectivamente sólo hace falta garantizar 
que existan un par de flujos de entropía para los sistemas 2.95 y 2.96. Recordemos 
en la construcción de un par de flujo de entropía (a, (3) para que el sistema 2.95 y 
2.96 se obtuvo que a" positiva. En lqs preliminares (páginas 43 - 51) se mostró que 
la transformación de los sistemas 2.93 y 2.94 a 2.95 y 2.96 fue obtenido por cambio 
de variables. 

(x, t) --+ (~, r) 

Donde 

t 
rf;(x,t) 

'T y X = J -DO p( S, 'T )dS 
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Considerando el cambio de variable x = x(~, T) que es la inversa del cambio de 
variable, donde ~ = ~(x, t) similarmente a los preliminares página 50 y de 2.98, se 
obtiene 

por lo tanto 

. 1 
q1 (v, u, S) ;= 

p 

1 
Densidad positiva, v = -, concluyendo que q1(v, u, S) v, entonces 

p 

\lq1(v,u,S)f'(v,u,S) + \lq2(v,u,S) = (1,0,0) [ ~p ~
1 

~p ] + (0, 1,0) (0,0,0) ov as . o o o 
Satisafaciendose 2.102 y 2.103. De esto concluimos que las hipótesis del teorema 

2.3.3 son satisfechas. Entonces existe un par de flujo de entropía (A;B) para los 
sistemas (2.88) y (2.89) y por lo tanto satisfacen las hipóteis del corolario 2.2.1 por 
lo que existe una única solución global suave periódica para los sistemas 2.95 y 2.96 . 

• 
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CAPITULO III 

VARIABLES E HIPÓTESIS 

3.1. Variables de la investigación 

u, el cual es una función que va de lR x JRó a lRn 

3.2. Operacionalización de la variable 

Variable Definición Definición Dimensiones Indicadores 
Conceptual Operacjonal 
Función periódi- Función periódi- -Función pe- - u(t) E lL 00 (1I') 

u ca suave respec- ca riódica suave e además existen 
to a la primera -Función no 8u 82u 82u 

variable que va periódica 8x' 8x2 ' 8t8x 
8u 

de lR X JRt a lRn y 
8t 

pertene-

cien do al espa-
do lL 2 ('JI') y al es-
pacio de funcio-
nes Holder conti-
nuas. 
- u r: lL 00 ('JI') 

3.3. Hipótesis general e hipótesis específicas 

Hipótesis general 

Considerando u0 periódico en el problema (1.1) podemos garantizar la existencia 
y unicidad de solución suave periódica del problema (1.1) y aplicar estos resultados 
a algunos casos particulares de las ecuaciones de la dinámica de los gases. 

Hipótesis específica 

Para garantizar la existencia y unicidad de solución local suave periódica del 
problema (1.1) con D una matriz diagonal positiva es necesario usar la hipótesis de 
que encontrar solución del problema (1.1) (con D una matriz diagonal positiva ) 
equivale a encontrar un punto fijo del operador .C defi~ido en la página 54. 
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CAPÍTULO IV 

METODOLOGÍA 

4.1. Tipo de investigación 

La investigación es del tipo científico-teórico y el método usado es del tipo induc
tivo - deductivo tratando de ser lo más exhaustivo posible en cada demostración 

4.2. ·Diseño de investigación 

El presente proyecto de tesis inicialmente está dirigido a garantizar la existencia 
y unicidad de solución global suave periódica de la ecuación Ut + f(u)x = EDUxx con 
dato inicial periódico y también se buscará aplicaciones. Para esto el primer paso es 
encontrar definiciones, teoremas, notaciones, etc, que utilizaremos durante todo el 
trabajo. Aquí veremos un estudio de lo que es un espacio de Banach, convergencia 
uniforme, funciones periódicas, el Toro ('JI'). También enunciaremos algunas ecuacio
nes de la dinámica de los gases en coordenadas lagrangeanas como en coordenadas 
eulerianas. El segundo paso es definir el problema a estudiar así como que condiciones 
debe tener, también definiremos funciones de dato, en qué espacio trabajaremos. 
En este paso enunciaremos el lema 2.2.1, posteriormente enunciaremos el teorema 
2.2.1(Existencia y Unicidad Local), después definiremos las funciones de Entropía 
para enunciar ellema2.2.2, esto último nos ayudará a enunciar el corolario 2.2.1 el 
cual nos va a garantizar la existencia y unicidad de solución global suave periódica del 
problema en estudio ut + f( u)x f.Duxx con D una matriz constante diagonalizable 
con autovalores positivos. 

El tercer paso es mostrar aplicaciones del corolario 2.2.1. En la primera aplicación 
enunciaremos un caso particular de la ecuación uni-dimensional de la dinámica de 
los gases en coordenadas lagrangeanas isotrópica (entropía constante), en la segunda 
aplicación mostraremos la ecuación de la dinámica de los gases no isotrópica ( con 
entropía no constante) en coordenadas lagrangeanas, en la tercera aplicación mos
traremos dos ecuaciones de la dinámica de los gases con entropía en coordenadas 
eulerianas. 

4.3. Población y muestra 

La población en nuestro trabajo esta conformado por el conjunto de Ecuaciones 
Diferenciales Parciales y sé tomó como muestra de estudio una ecuación diferencial 
parcial del tipo parabólico no lineal con dato inicial periódico (ut + f(u)x = EDUxx, 
D matriz diagonalizable con autovalores positivos ) 

102 



4.4. Técnicas e instrumentos de recolección de da
tos. 

Para la, realización de este trabajo de tesis se revisó bibliografía especializada y 
recopilación de información obtenida vía internet relacionada al tema de i!lterés. 

4.5. Procedimientos de recolección de datos 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó procedimientos de 
recolección de datos más que la revisión de bibliografía (libros, páginas web, paper, 
etc). 

4.6. Procesamiento estadístico y análisis de datos 

Ninguna. 
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CAPÍTULO V 

Resultados 

En el trabajo de tesis se garantizó la existencia y unicidad de solución global suave 
periódica de la ecuación Ut + f(u)x = eDuxx, así como también se mostro algunas de 
sus aplicaciones. Entre los resultados más importantes son: 

l. Presentamos resultados más importantes del Análisis de Fourier de funciones 

periódicas y los Espacios J..:P de funciones periódicas. 

2. Aplicamos el corolario 2.2.1 a algunps casos particulares de la ecuación de la 
dinámica de los gases tanto en coordenadas Eulerianas como en coordenadas La
grangeanas las cuales son estudiadas en el área de Física a través de la Dinámic¡;t 
de Fluidos. 
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CAPÍTULO VI 

Discusiones 

l. La importancia de garantizar la existencia y unicidad de solución global suave 
periódica de Ut + f(u)x = éDUxx radica en que esta ecuación modela el com
portamiento de las particulas de un gas. 

2. El problema a resolver en este trabajo tenía una matriz D el cual es diagonali
zable con autovalores positivos, seria interesante tratar de resolver el problema 
teniendo en cuenta a D como una matriz cuyas coordenadas sean funciones que 
dependan de x. 

3. En el problema planteado hemos trabajado con x perteneciente a 'Ir, seria in
teresante trabajar con x perteneciente a 1rn. 

105 



CAPÍTULO VII 

Conclusiones 

l. Hemos comprendido el estudio de las funciones definidas en el toro 1f (periódi
cas), así como sus propiedades. 

2. El teorema del punto fijo de Banach nos garantiza la existencia y unicidad de 
solución suave periódica de la ecuación (1.1) con D diagonal positiva, en forma 
local pero no global. 

3. Las funciones de entropía nos dan una manera de extender la solución de la 
ecuación Ut + f(u)x = EDUxz con D_ diagonal positiva de manera global. 

4. Hemos observado como ciertas ecuaciones de la dinámica de los gases sirven 
como modelo de la aplicación del corolario 2.2.1(el cual nos da la existencia y 
unicidad de solución global suave periódica del problema (1.1) con D diagona
lizable con autovalores positivos) 
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CAPÍTULO VIII 

Recomendaciones 

l. La finalidad de todo proyecto es que haya una mejora continua del mismo; por 
lo tanto se recomienda a futuros estudiantes que tengan interés en este proyecto, 
en la línea de investigación y en el análisis de Fourier de las funciones periódica. 

2. Para una mejor comprensión de la metodología realizada para garantizar la 
existencia y unicidad de solución global suave periódica del problema en estudio 
se recomienda leer [14]. 

3. En el estudio de este proyecto se uso con más frecuencia los libros [3] y [5] para 
abarcar los temas de análisis de Fourier de las funciones periódicas ('JI') por lo 
cual es recomendable su lectura para un mejor entendimiendo de ese· tema. 

4. Para una mejor comprensión de las ecuaciones de la dinámica de los gases que 
mostramos en este proyecto se recomienda [12] y [13]. 

107 



Bibliografí-a 

[1] HAIM BRÉZIS. Análisis funcional Teoría y aplicaciones , Alianza editorial 

[2] ROBERT. G. BARTLE. Introducción al Anális Matemático, 1991. 

(3] LOUKAS GRAFAKOS. Classical Fourier Analysis, Second edition, Sprin
ger,2008. 

~4] RAFAEL IORlO & VALÉRlA 
and Partíal Differential equations 

MAGALHÁES IORIO. Fourier Analysis 

[5] YITZHAK KANELSON. An lntroduction· to Harmonic Analysis, Second edi-
tion, ·2002 

[6] ERWIN KREYSZIG. lntroductory Functional Analysis with Application ,1978. 

[7] VALERlA IORIO. E.D.P um curso de Graduao, IMPA, Terceira edio, 2012 

(8] ELON LAGES LIMA. Curso de analise vol.1, IMPA, terceira edio, 1982 

[9] T.M.APOSTOL. Análisis Matemático, Editorial reverte 

[10] ROYDEN, Real Analysis. 2nd Edition, Me Grawhill, New York 

[11] LADYZENSKAYA, V.A. SOLONNIKOV, Linear and Quasilinear Equations oj 
Parabolic Type, 1968 

(12] R.COURANT-K.O.FRIEDRlCHS, Supersoníc Flow and Shock Waves, Wiley
Inter-science. New York, 1948 

[13] JOEL SMOLLER, Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations, Second Edi
tion, 1994 · 

[14] DAVID HOFF, JOEL SMOLLER, Solution in the large for certain nonlinear 
parabolic systems , Annales de l'institut Henri Poincar ( C) Analyse non linaire, 
2 no. 3 (1985), p. 213-235 

[15] ELON LAGES LIMA, Espat;os métricos, Impa, Segunda edi<;ao, 1983 

[16] LAWRENCE. C. EVANS, Partial Differential Equations, First Edition, 1998 

108 



ANEXOS 

ANEXO 1: Matriz de consistencia 
Problema 

Sea la ecuación 
Ut + f(u)x = EDUxx 

y u(x, O) = uo(x), donde 
u es la función incógnita 
que va de ~ x ~t a 
~n y los datos son f 
una función que va de 
~n en ~n, € constante 
positiva, D una matriz 
constante diagonalizable 
con autovalores positivos 
Y ~t = ~+ U {0}. Una 
manera de garantizar la 
existencia y unicidad de 
solución global suave de 
las ecuaciones de arriba 
lo da David Hoff y Joel 
Smoller en (14], pero si en 
las ecuaciones de arriba 
consideramos el dato 
inicial uo periódico los 
resultados de David Hoff 
y Joel Smoller en (14] 
no nos garantiza que la 
solución global suave de 
la ecuación de arriba sea 
periódica, ante esto no
sotros vamos a tratar de 
garantizar que tomando 
uo periódica y siguiendo 
ia misma metodología de 
David Hoff y Joel Smoller 
en (14] la solución es 
también periódica.· 

Planteamiento del pro
blema 

Lo se pretende analizar y 
responder son las siguien
tes interrogantes: 

1) Será posible garantizar 
la existencia y unicidad 
de solución global suave 
periódica de la ecuación 
(1.1) cuando uo es periódi
co? 

2) Será posible aplicar los 
resultados obtenido de la 
ecuación ( 1.1) a algunos 
casos particulares de las 
ecuaciones de la dinámica 
de los g.ases ? 

Objetivos 

Ojetivos Gene
rales 

Estudiar, los espa
cios de las fun
ciones periódicas y 
so bolev periódico, 
así como el proble
ma Ut + f(u)x = 
EDUxx con dato 
inicial periódico. 

Objetivos es-
pecíficos 

Como objetivos 
especifícos tenemos 
los siguientes: 

1) Garantizar la 
existencia y uni
cidad de. solución 
global suave pe
riódica para el pro
blemaut+f(u)x = 
eDuxx con dato 
inicial u(x, O) = 
uo(x) periódico. 

2) Aplicar los re
sultados del ítem 
1 a algunos ca
sos particulares de 
las Ecuaciones de 
la Dinámica de los 
Gases. 

Hipótesis 

Hipótesis 
General 

Considerando 
uo periódico 
en el problema 
(1.1) podemos 
garantizar la 
existencia y 
unicidad de 
solución suave 
periódica del 
problema (1.1) 
y aplicar estos 
resultados a las 
ecuaciones de 
la dinámica de 
los gases. 

Hipótesis es
pecífica 

Para garantizar 
la existencia 

· y unicidad de 
solución local 
suave periódica 
del problema 
(1.1) con D 
matriz diago
nal positiva es 
necesario usar 
la hipótesis de 
que encontrar 
solución del 
problema (1.1) 
con D matriz 
diagonal posi
tiva equivale 
a encontrar 
un punto fijo 
del operador .C 
definido en la 
página 54. 

109 

Metodología 

Tipo de investigación 
La investigación es del tipo 
científico-teorico. 
Método 
La medología es del tipo 
inductivo-deductivo. 
Diseño 
Para garantizar la existencia y 
unicidad de solución global sua
ve periódica de la ecuación Ut + 
f(u)x = EDUxx con dato inicial 
periódico y mostrar aplicacio
nes, ef primer paso es encontrar 
definiciones, teoremas, notacio
nes, etc, que utilizaremos du
rante todo el trabajo. Aquí ve
remos un estudio de lo que es 
un espacio de Banach, conver
gencia uniforme, funciones pe
riódicas, el Toro (1'). También 
enunciaremos algunas ecuacio
nes de la dinámica de los ga
ses en coordenadas lagrangea
nas como en coordenadas eu
lerianas. El segundo. paso es 
definir el problema a estudiar 
así como que condiciones debe 
tener, también definiremos las 
funciones de dato, en qué espa
cio trabajaremos. En este · pa
so enunciaremos el lema 2.2.1, 
posteriormente enunciaremos el 
teorema 2.2.1(Existencia y Uni
cidad Local), después definire
mos las funciones de Entropía 
para enunciar el lema 2.2.2, esto 
último nos ayudará' a enundar 
el corolario 2.2.1 el cual nos va 
a garantizar la existencia y uni
cidad de solución global suave 
periódica del problema en estu
dio Ut + f(u)x = EDUxx con D 
una matriz constante diagonali
zable con autovalores positivos. 
El tercer paso es mostrar apli
caciones del corolario 2.2.1. En 
la primera aplicación enuncia
remos un caso particular de la 
ecuación uni-dimensional de la 
dinámica de los gases en coorde
nadas lagrangeanas isotrópica 
(entropía constante), en la se
gunda aplicación mostraremos 
la ecuación de la dinámica de 
los gases no isotrópica ( con en
tropía no constante) en coorde
nadas lagrangeanas, en la terce
ra aplicación mostraremos dos 
ecuaciones de la dinámica de los 
gases con entropía en coordena
das eulerianas. 

Población 

La población 
en~ nuestro 
trabajo esta 
conforma-
do por el 
conjunto de 
Ecuaciones 
Diferenciales 
Parciales y 
se tomó co
mo muestra 
de estudio. 
una ecuación 
diferencial 
parcial del 
tipo pa
rabólico no 
lineal 
dato 

con 
inicial 

periódico 
(ut+f(u)x = 
EDUxx, D 
matriz dia
gonalizable 
con au-
tovalores 
positivos ) 



ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo 

Teorema de Existencia Teorema 2.2.2 !Existencia 
1---------i 

y Unicidad Local Y Unicidad Global) 
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