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RESUMEN

EL METODO DE MAXIMO DESCENSO PARA FUNCIONES
CUASI-CONVEXAS EN VARIEDADES RIEMANNIANAS
Elsa Marisa Quispe Cardenas

Enero - 2008

Asesor: DSc. Erik Alex Papa Quiroz

Titulo Obtenido: Licenciado en Matemética

En este trabajo, probamos la convergencia global del método del maximo descenso con
busqueda generalizada de Armijo para resolver problemas de minimizacién con fun-
ciones objetivo cuasi-convexas definidas en una variedad riemanniana completa con
curvatura seccional no negativa. Resultados de convergencia obtenidos en espacios
euclidianos, llegan a ser casos particulares de este desarrollo. Ademaés, introducimos
una clase de métricas diagonales en la variedad IR, y estudiamos sus propiedades

geométricas, como son: geodésicas, curvatura, distancias riemannianas, etc.
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ABSTRACT

STEEPEST DESCENT METHOD FOR QUASICONVEX FUNCTION
RIEMANNIAN MANIFOLDS
Elsa Marisa Quispe Cardenas

Enero - 2008

Adviser: DSc. Erik Alex Papa Quiroz.
Obtained Degree: Mathematician.

In this work, we proof the full convergence of the steepest descent method whit a
geheralized Armijo search to solve minimization problems whit quasiconvex objetive
functions defined dn complete riemanniana manifolds whit nonnegative sectional cur-
vature. Previous convergence results obtained in euclidian spaces are particular case
of our approach. Moreover, we introduce a class of diagonal metrics on [} and
study its geometrical properties as: geodesics, sectional curvature, riemannian dis-

tances.

Keyboards:
Riemannian manifolds.
Steepest descent method.
Qu‘asiconvex functions.

Full convergence.
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Introduccion

Fué N. I. Lobachevski quien se atrevié a darnos la posibilidad de la existencia de una
geometria no euclidiana [1], proponiendo nuevas ideas, relacionando la geometria con
la realidad material, el método, el alcance y sus aplicaciones. A raiz de estas nuevas
~ideas, los matematicos estudian diversos espacios, ademés del euclidiano, entre ellos
los espacios de Lobachevski [1], los proyectivos, de infinitas dimensiones, los riema-
nnianos, topoldgicos entre otros. La utilizacién de la geometria riemanniana [1] es
unzi de las mayores aplicaciones que se observa en Fisica, recordemos que fué Eins-
tein quién en 1915 aplicé las ideas de la geometria de Riemann a la teoria de la
gravitacién universal que origina consecuentemente las diferentes aplicaciones de este
tipo de geometrias en diversos campos de la ciencia y en la actualidad de mucho exito
en Optimizacion, como iremos viendo. La relacién entre los métodos de Optimizacion
Matemadtica y la geometria riemanniana dafa por lo menos del ano 1972, con el trabajo
desarrollado por LUENBERGER/[15], donde usando el método de descenso geodésico
obtiene la tasa de convergencia del método del gradiente proyectado para el problema
de min f(z), sujeto a h(z) =0, donde f: R® — IR, h:IR" — IR™, n > m. Esta
linea de investigacién tuvo continuidad con GABAY([10] en el afio de 1982 donde, del
punto‘deA vista de esta teoria, estudia el método de gradiente reducido, generaliza
los métodos de Cuasi-Newton obteniendo convergencia superlineal. También hace un
analisis computacional mostrando que la teoria y la practica interrelacionadas pueden
dar buenos resultados.

El método de maximo descenso, estudiado por Cauchy en 1847, es uno de los métodos
mas antiguos y conocidos en la literatura para resolver problemas de optimizacién con
funciones objetivo continuamente diferenciables. Sin embargo para una funcién arbi-

traria los resultados de convergencia no son muy fuertes ya que la convergencia global,



como también la existencia de puntos de acumulacién no son garantizados. Solamente
podemos asegurar que cualquier punto de acumulacion, si existe, es un punto critico
del problema. La situacién es muy diferente cuando la funcién objetivo es convexa,
porque asumiendo solamente que el conjunto de soluciones dptimas es no vacio, el
método de méximo descenso con busqueda de ARMIJO[2] y con una regularizacién
proximal converge a un punto éptimo. Este método en variedades riemannianas, con-
siderando un problema de optimizacién con funcién objetivo arbitraria, fue estudiado
por UDRISTE([22], SMITH[21] y RAPCSAK{20], obteniendo los mismos resultados
clasicos de convergencia. Para el caso convexo en estas variedades con curvatura sec-
cional no negativa, la convergencia global usando la regla de busqueda de Armijo,
pasos fijos y una regularizacién proximal, fue generalizada por da CRUZ NETO et.
al.[6] y para funciones cuasi-convexas solamente en espacios euclidianos, por KIWIEL
y MURTY[12]. Esta tesis, esta orientada a extender los resultados de Kiwiel y Murty
en variedades riemannianas completas y con curvatura seccional no negativa.

En el Capitulo 1, resumimos algunos simbolos y notaciones previas al desarrollo de
conceptos que iremos usando en el todo el trabajo. En el Capitulo 2, presentamos
elementos bésicos de la geometria riemanniana BOOTHBY(3], do CARMO[7], [8],
LAGES[13],[14] y su relacién con la Optimizacién OLIVEIRA[17], damos ejemplos
de las métricas mas conocidas y estudiamos una clase particular de métricas rie-
mannianas diagonales, definidas en el ortante positivo IR]; | y el hipercubo abierto
(0,1)™, espacios naturales donde se definen los problemas de optimizacién, obteniendo
propiedades geométricas importantes como curvatura cero, ecuaciones secillas para
hallar geodésicas y condiciones suficientes para garantizar que la variedad riema-
nniana sea completa. En el Capitulo 3 presentamos el problema de optimizacion
sobre una variedad riemanniana y desarrollamos sus condiciones de optimalidad,
caracterizamos los pimtos de minimo, luego estudiamos la clase de funciones con-
vexas y cuasi-convexas. Finalmente en el Capitulo 4, desarrollamos el método de
maximo descenso, y analizamos la convergencia del método para resolver el problema
de minimizacién usando funciones objetivo cuasi-convexas. Probamos que la sucesion
generada por el'método, usando la regla de busqueda generalizada de Armijo, con-

verge a un punto critico de la funcién, mostrando la importancia del uso de métricas



diagonales que faciliten el andlisis de un problema de optimizacién en variedades rie-
mannianas. Nuestro resultado extiende la convergencia del método, del caso convexo
para el caso cuasi-convexo generando el articulo [19] publicado por la revista: Journal -

- of Mathematical Analysis and Applications (USA).



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo haremos un resumen de los resultados basicos necesarios al desarrollo
de los subsiguientes capitulos. Las demostraciones seran, en principio, todas ellas

referenciadas.

1.1 Simbolos y Notaciones

A lo largo dé este trabajo, usaremos la siguiente simbologia:

(0,1)" =(0,1) x (0,1) x ... x (0,1).

Rt ={z=(z1,22,...,2n) € R" 12, >0,1=1,2,..,n}.

R, ={z=(z1,20,..,2n) € R" : 2, > 0,1=1,2,..,n}.

Dados z,y € IR", (z,y) = >, ;y;: producto interno euclideano en IR™.

CP(Q)) ={f:Q — IR: f es diferenciable de orden p } es el conjunto de funciones
p veces diferenciables en un dominio abierto 2. Si p = oo, entonces C*°(£2) es el
conjunto de funciones infinitamente diferenciables.

M : variedad diferenciable.

T,M : es el espacio tangente a M en el punto p.

H : es el conjunto de campos de vectores X € T,M.

V resla conexién afin del conjunto de campo de vectores H.

X(p) : es un campo vectorial aplicado en el punto p.

grad f(z) : es el gradiente de f en el sentido de la derivada covariante.

HY : es la matriz Hessiana de f.



1.2 Definiciones Basicas

Definicién 1.2.1 Sea F: U C IR* — IR™ wna funcidn diferenciable definida en un

abierto U. Definimos la diferenciel de F' en el punto ¢ € U como una aplicacion
dfy . RB"— R™,

defintda de la siguiente manera, dF,(v) = F(0) con v € R", donde 8 = Foa para

algin o : (—,g) — U tal que a(0) = g y o'{0) = v. Ast:

9 (Foa)(t)]o.

AFy(v) = 5/(0) = 5

Se puede probar facilmente (ver do CARMO{7] pp. 127-128) que la diferencial es una

aplicacidn lineal que no depende de la curva « tal que o(0) = ¢, ademas, si:
Flz) = Fa1, 29, ..., x,) = (F1(2), Fao(x), ..., F.(x)),

la diferencial en el punto g, en las bases candnicas es:

) 28 .. Elg)
dF, = :
Talqy L=(g) .. Z=(g)

Definicién 1.2.2 Sea F : U C IR* — R™ una funcién diferenciable definida en un
abierto U. Diremos que p € U es punto critico, si la diferencial de F' en el punto p,
dF, : IR" — R™ no es sobreyectiva. La imdgem F(p), donde p es punto critico es
llamado valor critico. Un punto de IR™ que no es valor critico se larma valor regular

de F', esto es, a € F'(U) es valor regular s1 dF, es sobreyectiva para todo z € F~'(a).

Por un resultado de dlgebra lincal obtenemos una equivalencia para la sobreyectividad
de la diferencial dF,:

Para todo z € F~1{a), dF), es sobreyectiva si y solamentc si, el rango (dF;) =m < n.
Asl: @ € F(U) es valor regular si. y solamente si, el rango (dF;) = m, para todo
z € F1{a).

En particular sim = 1tal que a € F(U) es valor regular si, y solamente si, VF(z) # 0

para todo z € F~!(a).



Deﬁnicién 1.2.3 Dado un conjunto M, un subconjunto T de partes de M, se dice

una topologia en M si:
1.0eT yT e M,
2. S1A,Bel entonces ANB el
3. Si (Ay)ier es una familia de elementos de I', entonces Uy A; € T

El par (M, T') se dice espacio topoldgico, los elementos de I" son llamados abiertos del

espacio topolégico (T, M).

Definicién 1.2.4 (Espacios de Hausdorff). Sea M un espacio topolégico, diremos
‘que M es un espacio de Hausdorff, si para cualquier par de elementos distintos en

M, se tienen abiertos disjuntos de dichos elementos.

Definicion 1.2.5 Sea M un conjunto, una métrica es una aplicaciond : MxM — IR

tal que para todo z,y € M se satisfacen las siguientes condiciones:
dy: d(z,y) 20, d(z,y) =0 si y sélo si z =y;
dz : d(z,y) = d(y, z);
ds : d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).
El par (M, d) se llama espacio métrico.
Definicién 1.2.6 Una sucesion {z™} en un espacio métrico M se llama de Cauchy

cuando para todo € > 0 dado, existe ng € IN tal que para todo m,n > ng, se tiene

d(z™, z") < e.

Definicion 1.2.7 El espacio métrico (M,d) es completo cuando toda sucesion de

Cauchy en M es convergente.

Definicién 1.2.8 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Una sucesion {y*}, k >0,

de X es cuasi-Fejér convergente al conjunto U C X, si para cada u € U existe una
+oo

sucesion {ex} C IR tal que e, > 0, > € < 400 y d* (¥ u) < d* (v, u) + e
k=0



Teorema 1.2.1 En un espacio métrico completo (X, d), st {y*} es cuasi-Fejér con-
vergente para un conjunto U C X, entonces {y*} es limitada. Si ademds, un punto

de acumulacidn § de {y*} pertence a U. Entonces {y*} converge y klim y* =1
—00

Demostracién. Andlogo a BURACHIK[4]. =



Capitulo 2

Elementos de Geometria

Riemanniana

2.1 Introduccion

Las nociones de geometria riemanniana fueron introducidas por G. Riemann un 10 de
Junio de 1854 a travéz de una disertacién titulada: Sobre las hipdtesis que estan en los
fundamentos de la geometria. En €] afirma que toda coleccién continua de fenémenos
homogéneos puede considerarse como un espacio. Estas ideas dieron origen a lo que
hoy conocemos como geometria riemanniana, para ser mas precisos, el tépico de la
gedmetn’a diferencial que consiste en el estudio de las variedades diferenciales y si en
estas variedades se introduce una particular forma de medir longitudes de curva, en-
tonces estaremos hablando de variedades riemannianas, en esta geometria confluyen
las ramas de la fnatemética, como son el algebra, analisis, topologia y la geometria,
su abordaje dependera del problema a estudiarse. Es asi que, en éste capitulo pre-
sentamos los conceptos principales de estas ideas que usaremos a lo largo de esta
tesis, como son: variedades diferenciables, aplicaciones diferenciables entre varieda-
des diferenciables y los espacios tangentes a estas variedades, también definiremos
métrica riemanniana, geodésica, curvatura, gradiente y Hessiano de funciones o ma-
triz Hessiana de una funcién, en una variedad riemanniana. En lo que concierne a
méfricas, presentamos una clase de métricas riemannianas diagonales, herramientas

que nos permiten obtener propiedades interesantes para desarrollar nuevos algoritmos

8



en Optimizacién, esto es, que sobre una variedad riemanniana se puede derivar un
campo vectorial tangente a lo largo de una curva, a través de la llamada derivada
covariante a lo largo de curvas que depende de la métrica. Formalizaremos estos

resultados en las siguientes secciones.

2.2 Variedades diferenciables

Una variedad diferenciable, a groso modo, es un espacio topolégico (no necesariamente
vectorial) semejante localmente al espacio euclidiano IR" cuja relacién tiene el soporte
de la diferenciabilidad. En esta seccién presentamos estas ideas y daremos algunos
ejemplos de variedades diferenciables relacionadas con problemas de Optimizacién.
Para una demostracién rigurosa de los resultados aqui presentados, referenciamos a
Manfredo do CARMOI8], ELON LAGES[13] y [14], BOOTHBY3], HICKS[11].

En todo este capitulo, el término diferenciable de una funcién o aplicacién significara

que es infinitamente diferenciable.

Definicién 2.2.1 (Superficie regular de IR"). Un subconjunto S C IR", es una super-
ficie regular de R™ de dimensidn k < n si para cada p € S existe una vecindad V de p
en IR", un subconjunto abierto U C IR* y una aplicacion sobreyectiva X : U — SNV

tal que:
1. X es diferenciable en U.
2. X es homeohwrﬁsmo.

- 8. Para todo g € U, dX, : R* — IR"™ es inyectiva, donde dX, es la diferencial de
X en el punto q.

Véase un grafico de la definicién de superficie regular en IR3.

Figura 1. Superficie reqular

9



Para cada p € S, la aplicacién X : U — VN S es llamada parametrizacién de S en
p, o sistema de coordenadas locales en p. VNS es llamada vecindad coordenada

de p.

Proposicién 2.2.1 Sea U un subconjunto abierto de R* y F : U — IR™ una
funcion diferenciable en U con valor reqular a € IR™, entonces F~'(a) es una super-

ficie reqular de dimension n — m.

Corolario 2.2.1 Sea U un subconjunto abierto de IR" y f : U — IR una funcion
diferenciable tal que (V f)(z) # 0, para todo z € f~'(a). Entonces S = f~*(a) es una

superficie reqular.

La Proposicion 2.2.1 permite mostrar una familia de superficies regulares utiles en el

contexto de la Optimizacién Matematica.

Ejemplo 2.2.1 Consideremos los problemas de Optimizacién Lineal:

(P) min Tz (D) maz  bTA
sa Az =1b s.a ATA+s=c
z > 0. s > 0.

donde: z,5,c € R*; \,b € R™ y A€ IR™" es de rango m < n. El problema (P)
es llamado primal y (D) el dual de (P).

1. Restricciones estrictas primales. §i S = {z € R}, : Az = b} es el
conjunto de las restricciones estrictas del problema (P), definiendo la funcion
F: R}, — IR", por F(z) = Az — b se tiene que dF, = A, para todo z € IRY} | .
Por tener la matriz A rango m y aplicando la Proposicién 2.2.1 tenemos que

F~1(0) = S es una superficie regular de dimensidn n —m.

2. Restricciones estrictas duales. 5iS = {(\,s) € R™"x R}, : ATA+s=c} es
el congunto de las restricciones estrictas del problema (D), definiendo la funcion

F:R™x R, — R", por:
T T A
F(As)=A"XA+s—c=[A" 1] —c

10



Se tiene dF(ys) = [AT I} con rango n, para todo (A,s) € R™ x IR} .. Aplicando

la Proposicion 2.2.1, F~(0) = S es una superficie regular de dimensidn m.

Ejemplo 2.2.2 Consideremos el problema en Optimizacion no Lineal:

min f(z)
s.a h(z)=0
U

m

X

donde U es un abierto de IR", f : U — IR y h: U — IR™ son funciones dadas.

Si h es diferenciable y su matriz Jacobiana en el punto x, J,(z) tiene rango m en-
tonces, el conjunto {x € U : h{z) = 0} es una superficie reqular. Como casos
particulares tenemos que los conjuntos {x € IR" : h(z) = 0} y {z € R" : h(z) =

0y z > 0} son superficies requlares.

Una propiedad importante de las superficies regulares, es que ella no depende del
cambio de pardametros, es decir, cualquier otra parametrizacién de la superficie en un
punto p € S sigue manteniendo las propiedades diferenciables. Este resultado nos

servird para generalizar la definicién de superficie regular a variedad diferenciable.

Definicién 2.2.2 (Cambio de pardmetros). Sean X — S y)Y — S dos parametriza-

ciones de S en el punto p tales que
W=x(U)nY(\V) #¢.
La aplicacion Y~ 'oX : X H (W) — Y~YW) es llamada cambio de pardmetros.

Proposicién 2.2.2 Sea S una superficie reqular de IR" de dimensidn k. El cambio

de pardmetros Y~loX : XY (W) — Y~YW) es un difeomorfismo.

La nocién de variedad diferenciable que definimos a seguir es necesaria para poder
extender los métodos del calculo diferencial a espacios mas generales. Como veremos

posteriormente, una superficie regular seré un claro ejemplo de variedad diferenciable.

11



Definicién 2.2.3 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable de dimension
n es un conjunto M y una familia de aplicaciones inyectivas X, : Uy — M, a € I
(conjunto de pardmetros), definidos en abiertos Uy de IR™ en M tales que se cumplen
las sigutentes condiciones:

1. M= Xu(Ua).

a€gl
2. Para todo par X,, X con X,(Uy) N Xs(Ug) = W # @, los conjuntos X, ™ (W)
y X3 ' (W) son abiertos en IR y las aplicaciones Xg~loX, : X, HW) —
Xy~ (W) son diferenciables.

El par (Ua,Xa)v con p € X,(U,) es llamado una parametrizacion. Una familia
{(Uy, Xa)} satisfaciendo los items Iy 2 es llamada estructura diferenciable de M.
Asi, la variedad es un conjunto M con una estructura diferenciable.
Una estructura diferenciable en una variedad diferenciable M induce de forma natural
una topologia en M definido por:

A C M es abierto en M si para todo o € I, X, (AN X,(Uy)) es abierto en
R".
Observemos que la topologia es definida de tal modo que los conjuntos X, (U,) son
abiertos y las aplicaciones &, son continuas.

Debido a la Proposicién 2.2.2 podemos enunciar, el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.3 Toda superficie reqular de IR" de dimension k es una variedad

diferenciable de la misma dimension.

Definicién 2.2.4 (Variedad de Hausdorff de base numerable). Una variedad difer-
enciable M, es llamada variedad de Hausdorff si, M con la topologia dada, es un
espacio de Hausdorff.

La variedad diferenciable M tiene base numerable si ella puede ser cubierta por

una cantidad numerable de vecindades coordenadas, esto es, si emiste una sucecion

{X.(Un)}, n € IN, de vecindades coordenadas tal que: M = | ] X,(Uy).

neEN
En todo este capitulo asumiremos que la variedad diferenciable M es de Hausdorff y

de base numerable.

12



2.3 Aplicaciones diferenciables entre variedades

Definicién 2.3.1 Sea f : U C M — IR, donde U es un subconjunto abierto de la
variedad diferenciable M. Diremos que f es diferenciable en p € U, si para alguna
parametrizacion X, : Uy, C R* — M, con p € Xo(Us) C U, la funcion compuesta
foX,:U, C R" — IR es diferenciable en X;'(p). Se dice que f es diferenciable

en U si es diferenciable en todo punto de U.

Figura 2. f es diferenciable en U.

Una consecuencia inmediata del item 2 de la Definicién 2.2.3 es que, la diferenciabili-
dad de una funcién de valores reales definida sobre una variedad diferenciable M no
depende de la eleccién de la parametrizacion. En efecto, sea Xz : Ug C IR" — M,

otra parametrizacién tal que, p € X3(Ug) C U. Podemos expresar:
foXs=foX,0X ' oX;:Us CR"— M.
Como fo X, es diferenciable por definicién y X;* o X es diferenciable por ser cambio

de parametros, entonces f o Az es también diferenciable.

Definicion 2.3.2 Una curva sobre una variedad difereciable M es una funcion -y :
I — M donde I = (—¢,€). Diremos que vy es diferenciable en ty € I si para alguna
parametrizacion X, : Uy, C IR® — M con ¥(ty) € Xo(Uy), la funcidn compuesta
B =X toy :I— U, es diferenciable en to, donde y(I) C X,(U,). Sivy es diferenciable

en todo t € I, diremos que y es diferenciable en I.
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B=Xzto v

Figura 3. v es diferenciable ent € I.

La definicién de diferenciabilidad puede ser extendida para aplicaciones entre varie-

dades.

Definicion 2.3.3 Sean M; y My variedades diferenciables de dimension m y n res-

pectivamente. Una aplicacion ¢ : My — My es diferenciable en p € V', si dados:
XU CcR"— M

parametrizacion de M en p y:
Xy Uy C IR™ — My

parametrizacion de My en op(p) con p(X1(U1)) C Xa(Us), la aplicacion Xy ' o p o
Xy : Uy CIR" — IR™ es diferenciable en X7 *(p). Esta tltima aplicacion es llamada
expresion de ¢ en las parametrizaciones Xy y Xs. @ es diferenciable en un abierto de

M si es diferencible en todos los puntos del abierto.

Andlogamente al caso de funciones de valores reales, se muestra que la definicién no

depende de las parametrizaciones elejidas.

Observacion 2.3.1 Una consecuencia de la Definicion 2.8.8 es que, si X : U — M

es una parametrizacion de M en el punto p entonces X! . X(U) C M — IR" es

diferenciable.

Definicién 2.3.4 (Difeomorfismo entre variedades diferenciables). Sea ¢ : My —

M, una aplicacion diferenciable entre dos variedades diferenciables. Decimos que ¢
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es difeomorfismo si ¢ es byjetiva y ™1 es diferenciable. @ es difeomorfismo local en

p € M, si existen vecindades U dep yV de ¢(p) tal que p : U — V es difeomorfismo.

Observacién 2.3.2 De la observacion 2.3.1, concluimos que cualquier parametriza
cion X : U Cc R"* — X(U) C M, es un difeomorfismo. Por esta razén, muchas veces

para facilitar la notacion se identifica X U)=U.

2.4 Espacio tangente a una variedad diferenciable

Las consideraciones a seguir motivan la definicién que extiende a variedades diferen-
ciables la nocién de vector tangente. Para superficies de IR, un vector tangente en
un punto p de la superficie es definida como el “vector velocidad” en IR? de una curva
de la superficie pasando por p. Como en variedades diferenciables no disponemos
del soporte de un espacio ambiente, precisamos de una propriedad caracteristica del
vector tangente que substituya la nocién de velocidad.

Recordemos algunas formalidades en superficies regulares.

Sea £ > 0 suficientemente pequefio y una curva v : (—¢,€) — IR" tal que:

f)’(t) = (71(15)7 "'afYn(t)):

con ¥(0) = p y ¥(0) = (1,(0),...,7,(0)) = v € R". Sea ademés una funcién f :
IR" — IR diferenciable definida en una vecindad de p. Podemos restringir f a la

curva v y calcular la derivada direccional de f en la direccién de v € R™:

Dy =3 Lo - (§ 7(0) ( ai)) ;.

t=0 i=1

Por tanto la derivada direccional en la direcciéon de v es un operador sobre funciones
diferenciables que depende unicamente de v y esta es la propiedad caracteristica que

usaremos para definir un vector tangente en variedades.

Definicién 2.4.1 (Vector tangente en un punto de una variedad diferenciable). Sea

M una variedad diferenciable. Consideremos una curva diferenciable
v:(—¢ge) = M,
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donde ¥(0) = p y sea D, ={f: M — IR : [ es diferenciable en p}. Definimos el

vector tangente a la curva vy ent =0 como la funcion v'(0) : D, — IR dada por:

d(fon)
dt

()| , f€ D,

t=0

7' (0)f =7 (0)(f) =

Un vector tangente en p es el vector tangente ent = 0 de alguna curva 7y : (—g,€) —

M con v(0) = p.

Si M es una superficie regular de dimensiéon & < n, esto es M C IR", definimos el

vector tangente en el punto p como el vector velocidad en IR", esto es,
7(0) = (11(0), 7(0), ..., 7,(0)).

Definicion 2.4.2 (Espacio tangente a una variedad diferenciable). El espacio tan-
gente a una variedad M en un punto p representado por T, M, es el conjunto de todos

los vectores tangentes a M enp. Asi, T,M = {v € R™ : v es un vector tangente en

p}

Observacion 2.4.1 Si para una parametrizacion X : U C R" — M con p = X(0)
y q € U, podemos restringir la funcién f € D, y la curva v : (—e,e) — M en esta

parametrizacion:
| foX(q) = f(X(9)) = f(a) = f(q1, -+ )

(identificacion: foX = f).

Podemos escribir también,

X0 y(t) = (g1(8), oy Ga(8)).

Por definicion tenemos:

o d(fo) d(foXoX o)
Y(0)f = dt () 10 a 7 =
B d
= G @060, a)

entonces:

Y(0)f = 3260, <§—i<p>) - (Lo (5%)) ;

=1



Ast,
) LI 0
7(0)=>"6(0)- | 5 (2.1)
=1 9/
es la expresion del vector tangente a y en p con relacion a la parametrizacion X .
Observacién 2.4.2 Para una curva coordenada en U, Bi(z:) = (0, ...,z ..,0), se
tiene que la composicion X o B; = ~; es una curva coordenada sobre M y de la
G f)

ecuacidn anterior, v;(0) = (52 )o. Se sigue que (5> )o es el vector tangente a la curva

coordenada 7y (1).

Observacién 2.4.3 De la eleccion de una parametrizacion obtenemos n “vectores”

( (aim)p, i=1,..,n) en T,M que generan, por (2.1), los vectores en T,M.

Observacién 2.4.4 Sea M una variedad diferenciable, el fibrado tangente de M es
definido por:
TM ={(p,v); pe M/ veT,M}.

TM puede ser unido de uma estructura diferenciable transformandose asi en una

variedad diferenciable (ver do CARMO[7], pag. 15 para su demostracidn).

En los siguientes resultados presentamos ejemplos de espacios tangentes.

Proposicién 2.4.1 El espacio tangente de una variedad diferenciable que es un sub-

cqnjunto abierto de IR" es el propio IR".
Como consecuencia de esta proposicién se tiene:
a). T,;R” = R", T,;R1+ = IR".
b). Si M = {()\,s) € R™ x R" : s > 0}, entonces T,M = R™™.

Proposicién 2.4.2 Sea M = F~(a) una variedad de dimensién n —m, donde la
aplicacion F : U C R® — IR™ es una funcién diferenciable, U es abierto Yy a es un

valor reqular de F', entonces: T,M = T,(F~Y(a)) = Ker(dF,).

Ejemplo 2.4.1 Si M = {z € R}, : Az = b}, donde A € IR™"" tiene rango m < n,
entonces:

T,M = KerA = {Az € R : AAz = 0}.
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En efecto, la funcién que define M es F : IR}, — IR™ tal que F(z)y = Az — b, la
diferencial de F' en el punto p € M es dF, = A, luego aplicando la Proposicion 2.4.2

obtenemos el resultado.

Ejemplo 2.4.2 Sea h : U C R* — IR™ una funcion diferenciable con Jacobiano
Ju(z) = dhy con rango m. Consideremos la variedad M = h™(z) = {z € U, h(z) =
0}, entonces:

T, (h”l(O)) = Ker(Jn(z)).

Corolario 2.4.1 Sea D C IR" un conjunto abierto y f : D — IR una funcion
diferenciable tal que V f(z) # 0, para todo z € f~'(a) vimos que, M = f~(a) es una

variedad diferenciable. Entonces para cada p € M,
T, (/@) = V()"

Proposicién 2.4.3 Sean M; y My dos variedades diferenciables de dimensiénn ym
respectivamente y sea ¢ : My — My una aplicacion diferenciable. Para cada p € M
y cada v € T, My, escojamos una curva diferenciable o : (—e¢,€) — M con a(0) = p,

o'(0) = v. Definiendo 8 = p o a, la aplicacion:
dipp + Ty My — Ty Mo,

dada por dy,(v) = 5(0) es una aplicacion lineal que no depende de la eleccion de o.

Esta aplicacion es llamada la diferencial de @ en p.

Proposicién 2.4.4 Sea My y M, dos variedades diferenciables. Si ¢ : My — My es

un difeomorfismo, entonces dy, : T,My — T,y My es un isomorfismo.

2.5 Métricas riemannianas en variedades diferen-
ciables
Las métricas en un espacio son muy importantes porque nos permiten medir dis-

tancias, calcular errores, longitudes de curvas, etc. Cuando tenemos una curva
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parametrizada en IR", v(t) = (71(t),7%2(t), ..., (t)) donde ¢ pertenece a algun in-

tervalo I de IR, la longitud de arco de la curva generada por y(t) es medida por:

o) = [ (o)t

donde v(t) = (%4,(t), % (), ..., % () ¥ |I,|| representa la norma euclideana. Asi, la
longitud de la curva depende de la norma del vector velocidad definido por la métrica
usual en JR™. Ahora, si nuestro espacio es una variedad diferenciable M y tenemos
definida una curva en ella, entonces la longitud de arco de la curva serd obtenida por
la medida realizada en el vector perteneciente al espacio tangente en cada punto.
Necesitamos entonces definir una métrica en el espacio tangente T,,M para cada p €

M. Recordemos que ademas del producto interno clasico:
('U, w)P = Z V;Ws,
i
podemos definir otro producto interno:
< v,w >p: Zgijviwi = (G'U,’U]))
12

donde G = (g;;) es una matriz simétrica definida positiva. Esta definicién aparece de
modo natural al realizar un cambio de coordenadas. En efecto, sean z = (1, Zg, ..., Tr,)

y 2 = (21, 22, ..., 2,) tal que z(t) = z(z(t)), esto es,

z(t) = (z1(21(¢), 22(t>, ey 20 (1)), T2 (21(t), 22(t)y ooy 20 (1)), ooy (21 (F), 22(2), vy 20 (1)),

entonces:

dZEi

n (02,02 |
:Z( T ﬁ),pm‘a tOdOZ:]—;z)"'7n'

Z (02 2 z z __ dz; __ dz;
)y v* = (v§,v,...,v%), donde vf = £ y ¢f = &

T T T
Denotando v® = (v, v, ..., v o x

tememos:
o 17 = o) = 3 (42
- , _i:1 dt .
Como:
2
dz;\ oz; L N YR N A . T P L A
(dt) (Jz::l 0z 7) —jz <5zj j;azkvk> —32:21 (k:l Oz Gz]> 7



entonces:

v 1P= 323 (3 50 )

i=1j5=1

conmutando sumandos:

L Ox; Ox
x |12 __ ? ? z z
ho™ 1= 22 (Z 0z; azk>
Haciendo un cambio k por i e i por k obtenemos:

n " Omk 833k
@ 2= = 2%
I 1= Z <k=1 0z; 6%)@1%.

t,j=1

n
Definiendo g;; = (E %%) se tiene finalmente que:

(0%, 07) =] v* |I*= Z 9igv; vy = (Gv,v%).

i,7=1
Queda claro que un cambio en el sistema de coordenadas no altera las métricas. En

efecto, si v = G'\?w tenemos que:
(v,v)p = (GN2w, GN\w), = (Gw,w), = (w,w), .
Métrica riemanniana.

Definicién 2.5.1 Sea S una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana es

una aplicacion que asocia a cada p € M un funcional {, ),
(,)p: TpM xT,M — IR,
de modo que se cumplen las siguientes condictones:

1. {(,)p es un producto interno (bilineal, simétrica y definida positiva) para cada

peE M.

2. (,)p varia diferenciablemente en el siguiente sentido: St X : U C R* — M

es um sistema de coordenadas en torno de p, con X(Z1,Z2, T3y ..., Tpn) = q €
X(U) y %(q) = dX,(0,0,...,0,1,0,...,0,0), entonces la funcién: g;; : U — IR
definida por

es diferenciable.
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Las funciones g;; son llamadas expresiones de la métrica riemanniana en el sistema
coordenado X v la matriz G = (gy;) es la representacion de la métrica riemanniana.
Como X es un difeomorfismo {Observacién 2.3.2) se tiene que d&, : R® — T, M cs
un isomorfismo (Proposicién 2.4.4) y asi la matriz G = (g;;) es invertible. Por tanto,

toda métrica riemanniana tiene su matriz de representacion invertible.

Definicién 2.5.2 (Variedad riemanniana). Una vaeriedad diferenciable para la cual

se define una métrica riemanniana se denomina una variedad riemanniana.

Ejemplo 2.5.1 Sea M = IR", defina la parametrizacion X : IR" — IR" tal que
X2y, Toy ooy ) = (X1, T2,y ey T )-

Definamos la métrica:
(\)p: R* x R" — IR, definido por (z,y), = zTy.

Sea q € IR" entonces:
' d
81‘«5

y ast, gi; : U — IR definidas por:

(Q) = quGi = €y,

d d ‘
05() = (o (@) o (@)) = (e, = ey =6y,
i Zj z

son diferenciables en IR™.
Luego M = IR”, con la expresion de la métrica G = [d, es una variedad riemanniana,

esto es, el espacio euclidiano es un ejemplo particular de variedad riemonniana.
Ejemplo 2.5.2 Sea M la variedad definida por el siguiente conjunto:
M= {(:]31.,3172) = Rz B U}

Usamos la parametrizacion identidad, ademds T,M = IR*, con p = (p;,p2) € M.
Definimos la aplicacion:
(Vp RPx R — IR

tal que:
1

«%mMmmM%£@m+%w.
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Sea q = (q1,q2) € M, entonces

0
83:1-

(q) = dX,e; = e;, para todo i = 1,2.

Luego: g;; : M — IR definidas por:
1 1
9i (71, 22) = g (e e5) = ;;5@',
son diferenciables en M. Por lo tanto, M es una variedad riemanniana con la ex-

presion de la métrica:

G(p) = }“(Id)zxz-

D2

FEsta métrica es conocida como métrica de Lobatchevsky o Poincairé.

Los siguientes dos ejemplos son también variedades riemannianas para las métricas G
segun se definen, los cuales se demuestran bajo el mismo procedimiento que los dos

ultimos ejemplos anteriores.
Ejemplo 2.5.3 S5t M = IR, y el funcional (,>p T,IRY, x T,IRY . — IR tal que:
(u,v), = v G(p)v,

donde:
G(p) = diag(1/(hi(p:))?),
entonces:
i(z) = 0ij
P ()
Ejemplo 2.5.4 Sea la variedad riemanniana (IR*,G(x)), con (u,v), = uTG(p)v,

donde:
4p? +1 —2p;

—2p1 1

G(p) =

es la métrica riemanniana dada por Udriste.
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2.6 'Campos de vectores, conexiones afines y deriva
da covariante

Introducimos los campos de vectores en los espacios tangentes a las variedades riema-
nnianas. En Optimizacién Matematica ellos representan las direcciones, a partir de
un punto dado, para algun algoritmo iterativo propuesto. Observando la trayectoria
continua del algoritmo, esta tendrd sus caracteristicas, como curvatura, que depen-
den obviamente de las caracterfsticas del campo. Surge asi la necesidad de definir

conceptos correspondientes al de derivada de funciones.

Definicién 2.6.1 (Campo de vectores en una variedad diferenciable). Un campo de
vectores X en una variedad diferenciable M es una correspondencia que a cada punto

p € M asocia un vector X (p) € TpM.

Considerando una parametrizacion X :UCR'— M es posible escribir:

X(0) = o) ()

donde cada a; : M — IR es una funcién en M y {(:Z -)p} €s una base asociada a X,
1 < i < n. Diremos que X es diferenciable si, y solamente si, las funciones a; son
diferenciables para alguna parametrizacién.

Es 1til pensar en campos vectoriales como aplicaciones X : D — F' definidas por

Z ai(p Bxl

donde D es el conjunto de las funciones diferenciables sobre M y F' es el conjunto
de las funciones sobre M.
Como estamos interesados en trayectorias en M, consideraremos los campos restritos

a una curva.

Deﬁniéién 2.6.2 (Campo de vectores a lo,largo de curvas). Un campo vectorial V a
lo largovde una curva « : I — M es una aplicacion que a cada ot) € M asocia un
vector tangente V(1) € TowyM. Se dise que V' es diferenciable si para cada funcidn
diferenciable f en D, la funcion V(t)f es una funcz’o’n diferenciable en I.

Sea X un campo definido en M, el campo X a lo largo de a serd denotado V(t) =
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X(oz(t)) y diremos que V' es inducido por X.
El campo vectorial dX x—10a))[(X~! 0 )/ (t)] = d—(XLXd_t—IM denotado por % es

llamado campo velocidad o tangente de o.

Conexiones Afines.

Denotemos T'M como el conjunto de espacios tangentes definidos en M.

Sea H =H(M)={X: M — TM : paracadap € M, X (p) € T,M, yX € C°} €l
conjunto de campo de vectores y D = D(M) = {f : M — IR : f € C*} el conjunto

de funciones reales de clase C*.

Definicién 2.6.3 Una conezidn afin es una aplicacion V : H x H — H donde a

cada par de campos (X,Y) se asocia otro campo VxY tal que para todo X,Y,Z € H,
y f,g9 € D verifique:

1. V(fX_,_gy)Z,= fVXZ + ngZ;

2. Vx(Y + 2Z) = VxY + VxZ;

af(.
a;( )L,

s

8. VxfY = fVxY + X(f)Y, donde X(f) =

1l

i=1

Considerando una curva diferenciable en M « : I — M, denotaremos el conjunto de

campo de vectores a lo largo de esta curva como H,,.

Proposicién 2.6.1 Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. En-

tonces existe una unica aplicacion %, donde a cada V € H, se asocia otro campo

en H,, denotado por %, tal que para todo V,\W € Hy y f : I — IR una funcion

diferenciable en I se cunplen:

D DV DW
a. E(V+W) = E——*—W‘

b. 2(fV)=4Vv + fEL
c. SiV(t)=Y(at)), dondeY € H, entonces B = VY.
D

7 es llamada Derivada Covariante.

Observaciéon 2.6.1 La Proposicion 2.6.1 muestra que la eleccidn de una conexion

afin de M da origen a una unica derivada covariante para cada campo vectorial a lo

largo de una curva.
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. Observacion 2.6.2 Al realizar lo demostracién de esta Proposicién, encontramos
una caracterizacion de la derivada covariante para una cierta parametrizacion X, de

acuerdo con:

Observacion 2.6.3 La nocidn de conexién afin, ofrece una manera de derivar campo

de vectores a lo largo de curvas. Ast, en particular para el campo vectorial V = dﬁ

D (day
dt \ dt |’

que llamaremos aceleracion de una curva o en M.

tenemos:

Expresion de la conexion afin relativa a coordenadas locales.
Suponga que los campos de vectores X, ¥ € H sean representados en una cierta

vecindad local X : U C R* — M, de algin punto p, por:

X = i:r 0 Y = i - 0
N i=1 "8z’ N i=1 yzaCCi’
donde (8/0z;) representan los vectores de la base del sistema de coordenadas locales.
Por simplicidad de notacidn expresaremos:

a

= = X,
8:57; '

Entonces tenemos.

X = Z-T’iX’h Y = nyX'a
i=1

i=1

Segun las propiedades de la definicién de la conexion afin:

o fpon)

= ()|

7

VxY = Vyx [Z:qu;] =@
q 2

I

= D@ ’:Z(ijX,;Xj)

+Z$i

Observe que Vx, X; € H, pudiendo por tanto ser también representado atravéz de

una base local, esto es:

n
Vx,X; = 3 TEX; (2.2)
k=1
que, substituyendo en la ecuacion anterior, se obtiene:
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n ki3 n a
k=1 |4,5=1 i=1 Ly
Definicién 2.6.4 (Simbolos de Christoffel). Los simbolos de Christoffel, o coefi-

cientes de la conexion afin V en U, son las funciones (diferenciables):
F; UCcM-—-R

definidas por (2.2).

{

Expresion de la derivada covariante en términos de coordenadas locales y
de los simbolos de Christoffel.
Sea X : /' — M un sistema de coordenadas locales en torno de p € M. Un resultado

obtenido al demostrar la Proposicién 2.6.1 es:

DRI SR
=1 d ,_’,’ 1
y usando
sz'XJ - Z F;chka
k=1
tenemos
DV I dv? todz (&
AN < NI SR “(erxk),
dt g dt T A db \fm Y
d n T d.’Et
=2 gt vy
j=1 —1i,j=1

i (;l:J:z
— = X 2.3
dt Z ( dt EZ ) g (23)
es la expresion de la derivada covariante en te érminos de coordenadas locales y de

los simbolos de Christoffel.

Geodésicas y Campos paralelos.
La derivada covariante permite definir el transporte paralelo a lo largo de curvas que
dependen de la métrica, osea, que cambiando la métrica, cambia en general la manera

de derivar campos vectoriales, en particular nos permite conocer geodésicas, curvas
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cuyo vector tangente es paralelo o derivada covariante nula. Sia:[a,b] — M es una
curva, tal que a(a) = y a(b) = g, el transporte paralelo es Fyy : T,M — T,M un
isomorﬁsmo lineal tdl que Py(v) = V(b) que es el unico transporte paralelo a lo
largo de a. _
Con la métrica euclidiana la geodésica es el segmento de recta entre dos puntos p y ¢
cualquiera que caracteriza la trayectoria de menor longitud que los une.
Si e« : [a,b] — IR es una curva diferenciable pasando por: p = «fa) ¥y a(b),
siendo el campo 22 asociado fisicamente a la velocidad, tenemos la aceleracién dl(d )
en cada punto «(t) con la propiedad de a ser peodésica dada por

d  do

di'dr)
La extensién de esta nocién a variedades exigird apenas que la componente tangencial

de Lﬁ' derivada sea nula.

" Geodésicas.

Definicion 2.6.5 Una curva parametrizada o : I — M es una geodésica si el campo
d -y
tangente % verifica:
D do

Ay
Campos paralelos.
Dado M una variedad diferenciable, una conexién afin V y un campo V a lo largo
de una curva diferenciable o« : I — M, V es denominado campo paralelo si %:E =0,
para todo ¢t € 1.

Asi, si & es una geodésica, entonces 22 es paralelo.

Fcuaciones geodésicas.

De la expresién (2.3), un campo paralelo V es determinado por las ecuaciones

2::( Z da, )kao

i,i=1

0, equivalentemente,

n dCH, ‘
-|— PR df :0, k=1, ..,n.

1,j=1
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da;

Cuando se trata de una geodésica at) = (a1(t), ..., an(t)), se tiene v = £ entonces
esta Ultima ecuacién se transforma en
d dﬂ_’k n dO.‘j dCEf,-; k

.dt(ﬁ)+z dt dt ¥

L,j=1

dZCYk
dt?

" dao; da;
T = k=1,...n 2.4
+ 1;1 Yot dt ’ reea 7t (24)

el cual es un sistema de n ecuaciones diferenciales de 2do. orden, que posee solucién
\inica en algun intervalo / = @, ), verificando z(0) = a(0) =py Z(0)=/(0)=v.

Conexién afin en variedades riemannianas.

Deﬁnicic’m 2.6.6 Sea M wuna variedad diferenciable con una conexion afin V y una
métrica riemanniana (,). Se dice gue V es compatible con le métrica (,) si para
- todo par de campos de vectores V y W a lo largo de la curva diferenciable e 1 I — M
se tiene: | |
DV DWW

Loy =+ v 2 (23)

Proposicién 2.6.2 Si la conezion afin V es compatible con {, ) y V, W son campos
paralelos a lo largo de una curva diferenciable a : I — M entonces, (V,W) es
constante. |

dry  dor

En particular st a(t) = (ay(t), ..., an(t)) es una geodésica, (57, %) es constante.

Proposicion 2.6.3 Sea M wuna wvariedad riemonniana. Una conexidn afin V es

compatible con el (,) si, y solamente si:
XY, Z) ={(VxY,Z)+ (Y, VxZ),para todo X,Y,Z € H.

Definicién 2.6.7 Una conexidn afin V en una variedad diferenciable M es llamada
simétrica si:
VxY - Vy X =[X,Y],

donde [X,Y]=XY - Y X.

Observaciones:
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1. En un sistema de coordenadas (U, X') la simetria de la conexién afin implica

quevai—a—-:Va 0

9z Fe; Ox;

En efecto, para todo f € D,

62]0 82]0

ULy FASEZ)

2. En consecuencia se tiene que:

Vi Xj — Vx, Xi = > (0F = T5) Xe = 0.
k=1

Debido a la independencia lineal de { X} obtenemos:
Ty =T%.
La reciproca es inmediata.

El teorema a seguir garantiza la existencia y unicidad de una conexién simétrica y

compatible con la métrica en una variedad riemanniana.

Teorema 2.6.1 (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M, existe una unica

conexion afin V_en M satisfaciendo las condiciones:
a) V es simétrica.
b) V es compatible con la métrica riemanniana.

(Esta conezion es denominada conexién riemanniana,).

Relacién entre la métrica riemanniana y los simbolos de Christoffel.

Dado un sistema de coordenadas (U, X), las funciones conocidas como simbolos de

Christoffel Fﬁj : U — IR definen los coeficientes de conexién Vx, X; = ZF@-X;C. Se
T

muestra que :

1 0 0 0
m=4{{= E _— Qi — — 0y km,
K {2 P amig]k + 8:1:]-9,” axkg]}g
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donde g;; = (32, z2) son elementos de la matriz G(z) y g los elementos de su
i 3

inversa G~!(z) respectivamente.

En efecto, tomemos 52 = X;, 5—% = X; ¥ 5= = Xi. Usando el resultado siguiente:

(2,93 X) = S{X(Y, 2) 4V (2, X) = 206 Y)~ (X, 20,Y) ~ (Y, 2], X) ~ (X, Y], 2)}
(2.6)

tenemos:
(Xi, Vx, Xi) = {X< o Xie) + X5( Xk, Xi) — Xie(Xs, X;5) }

Como Vyx, X; = Vx,X; = Vx,X; = i Fﬁle y usando a linealidad del producto
=1 )

interno, se tiene:

ZP (Xk, Xi) = {X¢<Xj: Xi) + Xj( Xk, Xi) — Xu( X, X5) }
1 0 0 0
ergkz 5 8 =ik + 5, S Oki — &ngij}-

Denotando by, = 2{ 59kt 50 c'):r 22 G — 53—0— 9ij}, k= 1,2,...,n obtenemos un sistema lineal

Gy=bcony= (L T2 ..T%) yb= (b, by,..,b,). Como G(z) es invertible (ver

ifs 2 ajr g

definicién de métrica riemanniana) entonces y = G~'b. Asf tenemos:

Z k..

Finalmente sustituyendo el valor de by en la expresién anterior se tiene:

L\Dlv—A

12 0 0
- 5; g]k 6 gkz a gz]}g (27)

Ejemplo 2.6.1 Sea la variedad riemanniana M = IR, con la métrica dada por

| 1 ! !
o) = diag <<hl<x1>>2’ (hae2))? <hn(rcn>2> |

para funciones h; : IR, — IR, diferenciables. La inversa de la matriz G(z) es

G () = diag ((hs(22))?, (hal2))", -, (ha(2n))?) .
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1. Obtencidn de los simbolos de Christoffel.
Recordemos que la relacion de la métrica con los simbolos de Christoffel estd
dado por la ecuacion (2.7). |

Cuando k # m tenemos que g™ = 0, asf la expresion es reducida a:

{00 9 Y\ .
=582, 0™ " 92,9 T G, 0 [

Consideramos dos casos:

a) Sii=j
RS (T T g
u 2 8$igzm c%yigm" 8xmg“ g
Para m =14
, 1 0
i — — (o
21 hz(xz) 8.TZ (hl(xl))
Param #1
I''=0
b) Sii#j

Y I I G
5 2 8xiglm 81']'ng g .

Para m =1 entonces, m # j y:

i =0.
Para m = J entonces, m # 1 y:
Para m # i ym # j entonces,
T =0.

1]

De ambos casos tenemos:

que es la expresion de los Simbolos de Christoffel en relacion a la métrica G(z).

Como aplicaciones tenemos:
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o Sihi{z;) =1, entonces, G(x) = I. Luego: I'} =0,Vi,5m=1,..,n.
e Si hi(z;) = z; entonces, G(z) = X 2. Luego: = —z%&méij.
o S5ihi(z;) = :z:zg entonces, G(z) = X™". Luego: I'; = —gz%@,m@j-

z) =S
1

—T

.Txi%, s; € IRy, entonces, G(z) = S"X™". Luego I']} =

1

[ ]
n
9
>

2
2. Obtencio’h de la derwada covariante.
Vimos que la relacion de la derivada covariante con respecto a los simbolos de
Christoffel es dada por la ecuacion (2.8). Sustituyendo la expresion (2.8) en
(2.8) obtenemos: V |

Dbv ' 1 O(hi(mi)) sdmi

i=1

En particular:

o Sihi(z)=1,T; =0,y ast

" que es la propia derivada usual.

o Sihi(z;) =i, T = —L6mbi; y

DV & (dv 1 du
i — ) X
dt Z ( dt dt ) ’

—v
=1 2
o Sihi(z;) = xf, = “‘gé_éiméij
DV 2 (dvt r1 .dx
— - — -2 X
dt ;(dt 27: dt) '

3. Determinacidn de la ecuacion geodésica: Sea p = (p1,p2,...,0n) € RL, yv =

(vi,v2,...,vn) € T,IRY, = IR" con
il - RY, at) = (a(t), as(t), ..., an(t),

donde a(0) =p y é"—;&ﬂl = v, I alguin intervalo abierto de IR. Substituyendo los

stmbolos de Christoffel (2.8) en la ecuacidn (2.4) obtenemos:
dO[Z'

oy 1 O(hi(a)) 2 :
P O (%) =0,Vi=1,...n (2.9)
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a;(0) = p;, i=1,..,n
ai(0) = v, i=1,..,n.

)

La ecuacidn diferencial (2.9) es equivalente a resolver:

d&i
dt

= hi(ai)aia '
para alguna constante a;, que también es equivalente a resolver la integral:
/ ! do; = a;t +b 1=1,2,..,n
| hz(az) A ) (3] IRt Bt IS

para algunas constantes a; y b; en IR.
Entonces, la tnica geodésica a(t) de IR%,, con métrica G(p), pasando por el

punto a(0) = p, en la direccion o/(0) = v, es obtenida resolviendo el siguiente

problema:
: 1
‘/(m)daﬁaiwm i=1,..,n (2.10)
- donde a; y b; son constantes reales tales que:
OZZ(O) = Di, 1= 1,...,77,.
042(0) = U, 1= 1,...,7’L.

En particular:

o Si hi(a;) = 1 tenemos que G(p) = I y considerando las condiciones ini-

ciales de (2.10) encontramos la expresion de la curva geodésica:
a;(t) = vt + p; 1=1,..,n.
Esto es, las geodésicas son curvas o : IR — IR, definidas por:
a(t) = (vt + P1y .oy Unt + Pn).

Observemos que la geodésica a(t) estd definida para valores de t tal que
o Sih(a;) = a; entonces, G(z) = X2 considerando las condiciones iniciales

de (2.10), las curvas geodésicas son funciones exponenciales:

v v v
alt) = (pleﬂﬁp (—175) , P2EexD (—zt) ) ooy DRETP (—"t)) )
Y4 P2 Pn

Vemos que dados cualquier p € IR}, y v € IR", la geodésica a(t) estd

definida para todo t € IR.
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Ejemplo 2.6.2 Consideremos la variedad riemanniana C§ = (0,1)™ con la métrica

G(p) = diag <(h1(041))2, (h2(042))2,m’ (hn(an>)2> ’

para funciones h; : (0,1) — (0, 1) diferenciables. Ast, la inica geodésica a(t) de CF,

dada por:

con métrica G(p), pasando por el punto a(0) = p, en la direcién o/(0) =v € T,C} =

IR", es obtenida resolviendo la siguiente ecuacion:

1
. /( )dozi=ait+bi 7;21,...,?2,

hi(cu)

donde a; y b; son constantes reales tales que:

| a;(0) = p;, i=1,..,n
a;(0) = v, 1=1,..,n.

o Si hi(ey) = sen®(may) entonces G(p) = csc*(mp), con las geodésicas en C,

O{(t) = (a1<t)’ Oéj(t), SR} an(t))a
constderando las condiciones iniciales de (2.10), son:

1
a;(t) = }arccot <—7rcsc2(7rpi)vit + cot(wpi)) paratodo, i =1,2...,n.

Observamos que dados cualquier p € CF y v € IR", la geodésica a(t) estd

definida para todo t € IR.
o Sihi(o) = o5(1 — ) se tiene que G(p) = P~2(I — P)™2, las geodésicas en CF,
a(t) = (0n(t), 0a(t), ., om(t)),
considerando las condiciones iniciales de (2.10), son:

1 ' 1 5
a;(t) = 3 {1 + tgh <§ﬂlv———p§t + arccoth(2p; — 1)>} paratodo, i =1,2...,n.

-z

donde tanh(z) = =2

el la funcion tangente hiperbdlica.

Observamos que dados cualesquiera p € Cy y v € IR", la geodésica a(t) estd

definida para todo t € IR.
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2.7 Curvatura de una variedad riemanniana

En esta seccion, presentamos la definicién de curvatura de una variedad riemanniana
que, intuitivamente, mide cuanto ella se aleja de ser euclidiana. Del punto de vista

de las aplicaciones esta seccién muestra esencialmente que las variedades R’ y Cf

1 1
(ha(21))?? (ha(=2))27 "7 (

funcién diferenciable h; : Ry, — R, y h; : (0,1)" — IR, respectivamnte, tiene

con la métrica dada por G(z) = diag( - (in))z) para cuaquier

curvatura cero.

Definicién 2.7.1 (Aplicacion curvatura). Sea A(H,H) el conjunto de aplicaciones
deHenH yV la .cone:m'o’n afin en una variedad riemanniana M, dada por el teorema
de Levi-Civita.

Una curvatura K de una variedad riemanniana M es una correspondencia
K:HxH-— A(H,H)

definida por: ..
K(X, Y)Z = VvaZ - VXVYZ + V[X’y]Z.

Observacién 2.7.1 Si la variedad M = IR", entonces K(X,Y)Z = 0, para todo
XY, Z € H. En efecto, basta indicar Z = (21, 29, ..., 2,) las componentes del campo

Z en las coordenadas naturales de IR™ y la conexion definida por:
VxZ = (Xz,Xz2,...,X2,).

Observacién 2.7.2 Si consideramos un sistema de coordenadas (U, X) en torno del

punto p y {X;},i=1,2,...,n es una base de T,M obtenemos:
K(Xi, X)X, = (Vx,Vx, = Vx,Vx,) X
Observacién 2.7.3 La curvatura K es antisimétrica. En efecio,
KX, Y)Z+K(Y,X)Z =V xy)Z + Vyx)Z, para todo Z € H.
Como [X,Y] = —[Y, X], entonces:
| KX, Y)Z+ K(Y,X)Z =0, para todo Z € H,
Y ast,

K(X,Y) = —K(Y, X).
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Proposicién 2.7.1 La curvatura K de una variedad riemanniana es trilineal, en el
sigutente sentido:
a. K es bilineal en H x 'H, esto es,

K(fX1+9X2, Y1) = fK(X1, Y1) + gK (X3, Y1),

K(Xlafyl —*—g%) = fK(Xlu}/l) +9K(X1)Yé)a

donde f,g € D(M) y X1,Xq, Y1, Yo € H.
'b. Para todo par X, Y € H, el operador curvatura K(X,Y) : H — H es lineal,

eéto es, A
N KX, Y)Z+W)=K(X,Y)Z+K(X, Y)W,

K(X,Y)(f2)=fK(X,Y)Z,
donde f € D(M) y Z,W € ™H.

Proposicién 2.7.2 Sea (U, X) un sistema de coordenadas en torno dep € M y {X,}

una base de T,M en este sistema de coordenadas. Entonces:

K(X;, X)X =>_ Kfj,ch,
=1

donde las componentes K}, son dadas por:

Kl = X;Th — X,Th + 3 T5 T, — S rs,rt,
s=1 s=1

Observacién 2.7.4 Si en las coordenadas (U, X) escribimos: X = 3 u'X;, Y =
i=1

f}l VX, Z = kilw’“Xk, por la linealidad de K tenemos:
]: =

K(X,Y)Z= Y K uvuw'X,.
i3k 0=1
Ejemplo 2.7.1 Sea M = IR}, 6 M = Cg con estructura de variedad riemanniana

representada por la matriz G(z) = dz’ag((hlél))z, (hg(alw))g, ey (hn(mn))Z)‘ Ya vimos que

sus simbolos de Christoffel son:

fh(I,) 83:1- 5 6”.

mo_
Iy =
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Si en las coordenadas (U, X) escribimos: X = f: WX, Y = i VX, Z = kE wk Xy,
. i=1 j=1 =1

de la tri-linealidad de K tememos:

K(X,Y)Z: Z u’:vjka(Xi,Xj)Xk.

ij,k=1
Por definicion de curvatura:
K(X;, X;)Xe = Vx,;(Vx, Xi) — Vx,(Vx; X&) + Vix, x; Xk,
como la conezidn es de Levi Civita se tiene [X;, X;] = 0. As,

K(X;, X)X, = Vx,(Vx, X5) = Vx,(Vx, X)-

Sii.=j, entonces K(Xi,X;)Xk =0.

Supongamos que i # j, entonces
V. Xe = Y ThX;.
j=1

Sustituyendo los simbolos de Christoffel tenemos:

inXk = Z (— h,z(:]jl) axl 51'.7'(51'/6) Xj = _—hi(xi) 8{[,‘1 5szz (211)

j=1

luego tomando Vx, se tiene:

VXj(inXk) = VXJ- (* 5szz> )

por definicidn de conezion afin Vx(fY) = fVxY +X(f)Y donde X(f) = i as() 2L

i=1 Bz,
entonces tenemos:

hi(z;) Ox;

Vi; (VxiXe) = = T hi(z) Oz

5ikvXjX1‘, + Xj < 511c> Xi.

Usando (2.11) y dado que i # j, el primero y sequndo término de la suma anterior,

es igual a cero. Por tanto:

Vx, (Vi Xp) = 0.

Andlogamente,

in(vXij) = (.
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De ambos resultados se tiene:
KX, X)X, =0V, 5,k=1,2,..n

Asi K(X,Y)Z = 0. Luego las variedades memannionas I} y CF con métrica G(z)
tienen curvature cero. Fn particular, con las métricas I, X7, para R | y cosec*(nz),

X7 — X)7" para Cy, son variedades de curvatura cerao,

Curvatura Seccional.

Intimamente relacionado con el operador curvatura K estd la curvatura seccional (o
riemanniana) que definiremos a seguir.

Sea M una variedad riemanniana y o un subespacio bidimensional de T, M. Definimos

la forma cuadratica como ¢} : ¢ — IR tal que:

Q(Ia 'U) = ('T’: T) (y y) o (Iv y>2
Geométricamente 1/ Q(z, y) representa el drea del paralelogramo definido por 2 e y.

Proposicién 2.7.3 Sea 0 C T,M un subespacio bidimensional y z,y € o, dos vec-

tores linealmente independientes. Entonces,

(K (z,9)z,y)
Qz,y)

no depende de la eleccion de los vectores © v y.

K(z,y) =

Definicién 2.7.2 (Curvatura Seccional). Dado un punto p € M y o C T,M. Fl
nimero K(x,y) = K{o), donde {z,y} es una buse de o, es llamado “Curvatura

Seccional de M 7.

St K(z,y) < 0 para todo z,y € o entonces, la curvatura seccional de la variedad
riemanniana es no positiva.
St K(z,y) = 0 para todo z,y € o entonces, la curvatura seccional de la variedad

riemanniana es no negabiva.
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2.8 Gradiente y Hessiana en una variedad riema-
nniana

Sea M una variedad riemanniana y f : M — IR una funcién diferenciable. Dado
- p € M sabemos que la diferencial de f en el punto p es un funcional lineal definido
en T, M, entonces por el teorema de representacién de Riesz existe un tnico elemento

denotado por V, f(p) € T,M tal que para todo v € T, M se tiene

df,(v) = (Vus £ (p), v) (2.12)

IVar f(P)]l = lldfoll,

esto es, la aplicacién diferencial se puede caracterizar por la aplicaciéon de producto

interno. Asi podemos definir un campo vectorial grad f : M — T M, como

grad f(p) = Va f(p)-
La expresién (2.12) puede ser escrita como:
df,(X(p)) = (grad f(p), X(p)), paratodo X € H,

y asi también podemos definir una aplicacién df : H — M* = L(M, IR), donde
L(M, R) es el conjunto de funciones en M en IR, tal que:

df(X) = {grad £, X).

Ad'emés, dfp(X(p)) = L(f 0 7)|t=0 para alguna curva y : I — M con y(0) =p y

7'(0) = X(p), luego tenemos que dfp(X(p)) = 27{(0)%@) = X(f)(p), por tanto
df(X) = (grad f, X) = X(f).
Asfi llegamos a la siguiente definicién.

Definicién 2.8.1 El gradiente de una funcion diferenciable f : M — IR es un
campo vectorial grad f : M — T M metricamente equivalente a la diferencial, esto

es,

dfy(X(p)) = (grad f(p), X(p)) = X(p)f, paratodo X € H.
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Observacién 2.8.1 Sea M C IR" una variedad riemanniana con la métrica definida
por (v,w), = vIG(z)w donde G(z) es una matriz simétrica definida positiva. Se

puede caracterizar el campo gradiente como:

grad f(g) = G (@) f'(a),

donde G™(q) = (9%(q)) es la matriz inversa de G(q) y ' = (5‘%, - 6‘1’;

) es el vector

de derivadas parciales de la funcion f o X. En efecto,
&,(v) = (@) = £(@)7 (G0 Glalw = (Gla) ™ £(0))"Gla) = (Gla) ™ fa),v)

Ejemplo 2.8.1 Sea la variedad riemanniana IR" con la métrica euclidiana G = I,

entonces grad f(z) = f'(z) (el gradiente usual).

Ejemplo 2.8.2 Sea la variedad riemanniana R’ | con la expresidn de la métrica

) 1 1
“@:mwammw“WM@mJ’

para fuﬁCiones hq R, — R,
grad f(z) = diag(hy(21))?, ..., (ha(20))") f'(@).
En particular:
1. Si h;(z;) = x; entonces:
grad f(z)f(z) = X*f'(z),
donde denotamos X = diag(x1, ..., Tpn)-
é. Sihi(z;) = x?,'f’ # 2 entonces:

grad f(z)f(z) = X" f'(z).

Ejemplo 2.8.3 Sea la variedad riemanniana C§ = (0,1)" con la expresion de la

métrica dada por G(z) = csc*(nz) = diag(csc*(z), ...,csc?(z,)), entonces

grad f(z)f(z) = sen®(rz)f'(z),
donde sen(X) = diag(sen(z1), ..., sen(z,)).
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Definicién 2.8.2 Sea M una variedad riemanniana y p € M. Decimos que p es

punto critico si grad f(p) = 0.

Definicién 2.8.3 (Hessiana de una funcion). Sea f : M — IR una funcién de
clase C*, k > 2. La Hessiana de f, denotada por HY, es definida como la derivada

covariante del campo gradiente, esto es,

D
Hf = E(gmdf).

Asi, la Hessiana en el punto p, en la direccion de v € T,M es:

H{(v) = 2 (grad f) (p) = Vugrad | (7).

A partir del concepto de Hessiana podemos definir las aplicaciones H]-f Ty M —
WMy H' : M — L(TM,TM) donde L(TM,TM) es el conjunto de aplicaciones
lineales de TM en TM y HY(p) = H] € L(T,M,T,M).

Proposicién 2.8.1 Para cada p € M, el_opemdor Hg : ToM — T,M es lineal y

autoadjunto, esto es, (HJ (v),w)p = (v, HI (w)),.

De la Proposicién anterior, para cada p € M podemos introducir una forma cuadrética

qg : To,M x T,M — IR definida por:
gl (v, w) = (Hlv,w),.
Més generalmente, podemos definir la aplicacién ¢/ : H x H — L(M, IR) dada por:
qf(X, Y)=(Vxgrad f,Y). (2.13)

La funcién definida en (2.13) tiene la desventaja de depender del conocimiento de la
métrica y de la conexién, cuando sabemos que la métrica determina una conexion
afin (Teorema de Levi Civita), por tanto la proposicién siguiente es importante para

poder obtener una caracterizacién adecuada.
Proposicion 2.8.2 Para todo X,Y € H
7 (X,Y) = (XY - VxY)f = (YX - VyX)f.
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Observacion 2.8.2 En un sistema de coordenadas (X,U) en terminos de la base

{Xy} tenemos: _
¢ (Xi, X;) = (XX Z rmx )

esto es:

8% f "o Of
'x XY=(Hf X. X.\ = _ m
¢ (X, X;) = (Hy X, X5) ( Y m§=jlrw axm>‘ (2.14)

Ejemplo 2.8.4 Sea la variedad riemanniana IR™ con métrica G(z) = I; como vimos
anteriormente, los simbolos de Christoffel son I} = 0, para todo i,j,m = 1..,n,
entonces la matriz Hessiana es la Hessiana usual HJ (p) = f"(p).

Ejemplo 2.8.5 Sea la variedad riemanniana IR% . con la métrica g;; = ,—lm
Sabemos que los sitmbolos de Christoffel son:

5im 517 )

entonces:

f(x.
¢ (XiX;) = XiX; +2:1h 5 o,

Sim # j entonces dim0i; = 0, luego se tiene:

o2 1 Ohi(zy) 0
X XY = 0
¢ (X, X;) (axiaxj + hi(z:) O, 4] 8@;) f

(Siméinm.

Asi, Hf = (qf(Xi)(.Xj)> es la matriz que representa la Hessiana de la funcién f.

Adn podemos dar una representacion matricial
H] = "(2) + G(2)*(G(2) 7 ) F'(x),

donde:
f’(.’lﬁ) = diag (af(m) 8f(z) Bf(z)) .

Oxz1 ) Oxzy ' Bzp

. . 1
G( ) dzag ((h1(m1))2’ (ha(za))27 """ (hn((l‘n))z) .

. 2 2 ¢ 2
f(z) = dzag(g—é, -g—%, o gﬂé—).

T3 T

[+

En particular:

42



1. Si hy{x;) = 1 entonces H! = f"(z) la matriz Hessiana usual.
2. Si hi(z;) = z; entouces H = f"(z) + X 1F'(2).
3. 81 hi(z,) = :1:,?, r# 2, entonces: H{ = f"(z) + ZX*F'(z).
Corolario 2.8.1 Sipe M es un punto critico de [ y X,Y € H, entonces:
HI (X(p), Y (p)} = X(p)Y (p) f.

Demostracién. HJ(X(p),Y(p)) = X(p)Y(p)f) — (Vxn Y (p), grad f(p)), y como
grad f(p) =90, se sigue el Corolario.
De este corolario, se deduce que si p € M es un punto critico de f entonces la matriz

Hessiana de f, calculada en este punto, coincide con la matriz Hessiana usual.

2.9 Variedades completas

Todos los algoritmos desarrollados en Optimizacion, en la perspectiva de la geometria
riemanniana, necesitan de la hipétesis de variedad completa, que en términos simples
significa que la geodésica, contenida en ella, estd definida para todos los valotes de
t € IR. El Teorema de Hopf y Rinow de gran importancia y utilidad en las aplicaciones
el cual enunciaremos porteriormente, dice: Dados dos puntos cualquiera de la variedad
completa existe siempre una geodésica que minimiza la longitud de arco entre todas
las curvas regulares por partes que unen tales puntos.

Una pregunta natural serfa, si se podria desarrollar métodos geodésicos donde la
hipétesis de variedad completa sea mas suave, por ejemplo, introduzir una medida
en la variedad a partir del producto interno del espacio tangente donde la gecdésica
esté definida en casi Lodos los puntos y los puntos donde la geodésica no sea definida,
pertenezca a un conjunto de medida nula.

Restringiendonos a las variedades completas, desarrollamos esta teoria de manera

resumida.

Definicién 2.9.1 Una variedad riemanniana M es llamada (geodésicamente) com-
pleta st para todo p € M, las geodésicas que parten de p estan definidas para todos

los valores del pardmetro t € R.
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Ejemplo 2.9.1 R" con la métrica euclidiana G(z) = I, es (geodesicamente) com-
pleta, pues dado un punto cualquiera x € M y una direccion arbitraria v € T, M,
vimos que la i-ésima componente de la geodésica que cumple las condiciones iniciales
a;(0) = z; y &}(0) = v;, para todo i = 1,...,n, es dado por: oy(t) = z; +tv;, para todo

i=1,2,:..,n, lo que estd definida para todo t € IR.

Ejemplo 2.9.2 R, con la métrica G(z) = X2 es (geodésicamente) completa, pues
dado un punto cualquiera z € M y una direccion cualquiera v € T, M, vimos que lo
i-éstima componente de la geodésica cumpliendo las condiciones iniciales o;(0) = z;
y o;(0) = v;, para todo t = 1,...,n es : a;(t) = zexp(Zt) la cual estd definido para

todo t € IR.
Ejemplo 2.9.3 CJ = (0,1)" con la métrica dada por
G(z) = csc(rz) = diag(csc*(nxy), ..., csc*(mxy,))

es (geodesicamente) completa pues dado un punto arbitrdrio x € M y una direccion
cualquiera v € T M, vimos que la i-ésima componente de la geodésica cumpliendo las
condiciones iniciales o;(0) = x; y o;(0) = v;, para todo i =1,....,n es:

o;(t) = %arccot (—W'cscz(wxi)vit 4 cot('/rxi)) ,

para todo 1 = 1,2...,n.

En adelante consideramos que la variedad riemanniana estudiada tiene la propriedad
de conexidad, esto es, para cualquier par de puntos p,q de M existe una curva difer-

enciable contenida en M, v : [a,b] :— M, tal que v(a) =py v(b) = q.

Definicién 2.9.2 Dados dos puntos p y q en M, la distancia riemanniana de p a q

en-la variedad, denotada por d(z,y), es definida por

dp,g) = Inf [/ o) 2.15
donde v : [a,b] — M es una curva dz’ferenciable tal que y(a) =p y v(b) = gq.
Proposicién 2.9.1 Con la dz’stancz’d geodésica (2.15) M es un espacio métrico.
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Teorema 2.9.1 (Hopf-Rinow) Sea M una variedad riemanniana y sea p € M. Las

siguientes afirmaciones son equivdlentes:
a) Limitados y cerrados son compactos.
b) M es completo como espacios métrico.
¢) M es geodesicamente completa.

d) Para todo g € M eziste una geodésica uniendo p y q comn:

b
dip.q) = Inf [ 0l
esto es, el minimo de (2.15) es oblenida por una geodésica.

Ejemplo 2.9.4 Sea la variedad riemanniana R . con ezpresion de la métrica G(z) =
X2 Dadosp yqen R, existe una tinica geodésica uniendo p a q. En efecto, sea
v(t) = piexp(’;%‘?) y a;(t) = piezp(%fz) las 1-ésimas componentes que satisfazen las
condiciones iniciales:

7ilto) = ailta) = g

Se puede verificar que v; = w; parae todo i = 1,...,n. En efecto, tomando el valor
t = tg tenemos que para todo i = 1,...,n: q; = piemp("-‘;%‘l) = piea:p(‘”;—f'”) dividiendo por
i, tomando logdm’tmo y multiplicando por p;/to tenemos v; = wj y ast vi(t) = au(t)

para todo t € IR. Ademds:
a). Debido a que q; = pie:zp(g) entonces v; = piin(gi;).

(i . ‘(4 .
b). %j% = 2 entonces (%f%) = %lng(%) ast:

k(]

anwzfﬂﬂmw:{z

=1

(2]}

Ejemplo 2.9.5 Sea la variedad riemanniana Cf = (0,1) con la ezpresidn de la

métrica riemanniana G(z) = csc'(wz). Dados p yq en CF, existe una dnica geodésica

que une p y q. Ademds tenemos:



a). ¢ = v(to) = Larccot (—mesc?(mp;)uito + ctg(mp;)) , para todo © = 1,...,n, en-

tonces
_ cot(ng;) ~ cot(mp;)
v mtgesc?(mp;)
b). WJ&% = a; = csc(mp)vi.  Substituyendo el valor de v; y elevando al

cuadrado tenemos:

—-——. %(t) 2=a2:Lc07r-—co7r‘ 2
(5 ) =4 = g leattna) - ot}

sen?(my;

usando estos hechos tenemos:

1
to 1 (™2 5
d(p.0) = [ 1)t = £ { Seot(ra) = ot}
i=1 ,
Teorema 2.9.2 Ley de cosenos. Sea M una variedad riemanniana completa con

curvatura seccional no negativa, en un tridngulo geodésico normalizado tal que vy, s,

v3 segmento de geodésicas minimizantes. Vale la desigualdad
& < a?+b? — 2abcosa | (2.16)

donde o = arg(v;(0). — v4(l3)), a = L(m), b = L(ys), ¢ = L(vs), L, longitud de

geodésica
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Capitulo 3

El Problema de Optimizacion y sus

Condiciones de Optimalidad

Diversos fenémemos naturales son estudiados a través de modelos matematicos, en es-
pecial por modelos presentados por un problema de optimizacién el cual mostraremos
més adelante. En estos modelos, es necesario garantizar inicialmente las condiciones
para la existencia y caracterizacién de puntos éptimos, para luego desarrollar un al-
goritmo adecuado que resuelva algunos modelos mateméaticos de optimizacién, en tal
sentido, definimos el conjunto sobre el cual estamos trabajando, es decir conoceremos
lo que és una variedad convexa y en ella estudiamos una clase particular de funciones
llamadas convexas y cuasi-convexas.

Para el desarrollo de este Capitulo, iniciamos con algunas definiciones elementales,

que serdn de gran utilidad al resolver un problema de optimizacién.

Definicién 3.0.3 (Minimo: global, local, estricto). Sea M una variedad riema-

nniana completa y f : M — IR una funcion.
1. 7€ M es un minimo global de f si, f(Z) < f(z), para todo x € M.
2. T €M es un minimo lécal de f si, existe 6 > 0 tal que:
f(z) < f(z), paratodo x € B(Z,0),

donde B(z,6) = {z € M,d(z,z) < 6}.
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8. T € M es minimo local estricto s, existe 6 > 0 tal que f(&) < f(z), para todo

T #Z, x € B(Z,9).

El problema de interés serd resolver el siguiente modelo:

man f(x)

re M

(3.1)

que significa encontrar los minimos globale de una funcién f sobre M, y es denominado
“Problema de Minimizacién”, sujeta generalmente a algunas restricciones sobre su
dominio.

El modelo (3.1) resuelve también el “Problema de Maximizacién”.

mazx f(z)

reM

para ello basta definir f(z) = —g(z).

3.1 Existencia de puntos de minimo global

Definicion 3.1.1 Una funcion f : M — IR es denominada semicontinua inferior

- en T € M, si para toda sucesion {z*} de M convergente a T se tiene que:
liminf f(z*) > f(z).
k—oo
Si [ es semicontinua inferior para todo x € M, entonces decimos que f es semicon-
tinua inferior en M.
El siguiente Teorema garantiza la existencia de un punto de minimo global para el

problema (3.1).

Teorema 3.1.1 (Weierstrass) Considere el problema (3.1), si f : M — IR es semi-

continua inferior y M es compacto, entonces existe un punto de minimo global de

Demostracién. Mostraremos inicialmente que f es limitada inferiormente, esto es,
existe o € IR tal que:
o< f(z), paratodox € M.
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Por contradiccién, supongamos que f no es limitada inferiormente, entonces existe

una sucesién {z*} C M tal que:

lim f(z*) = —oo. (3.2)

k— o0

Dado que M es compacto, entonces existe una subsucesién {z*} C {z*} tal que:

lim z% =7,
j—too

por la semicontinuidad inferior de f tenemos:

liminf f(z*) > f(3),

Jj——+o0

lo que contradice a (3.2), por lo tanto f es limitada inferiormente en M. De aqui
existe f* € IR tal que f* =inf{f(z) : ¢ € M}. Por propiedad de infimo, existe una
sucesién {z*} C M tal que: |

Jlim f(z*) = f*.
Por la compacidad de M, existe 7 y {z"%} C {z*} tal que lim;_ 2" = Z € M.

Nuevamente, por la semicontinuidad inferior de f

liminf f(z") > f(2).

J—

Como {f(z*)} converge a f*, la subsucesién {f(z*/)} converge a f* obteniendo que
= 1),

asi, Z es un punto de minimo global de f en M. =

3.2 Caracterizacion de puntos de minimo local

Presentamos en esta Seccidn las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad

local para el problema (3.1).

Teorema 3.2.1 (Condicion necesaria de primer orden). Sea f : M — IR de clase

C'. Siz* es un punto de minimo local, entonces grad f(z*) = 0.
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Demostraciéon. Tomemos v € T,»M y una curva geodésica v : IR — M con
condiciones y(0) = z* y v'(0) = v. Definamos la aplicacién h : R — IR tal que
h(t) = f(y(t)). Como z* es punto de minimo local para f, entonces existe § > 0 tal

que

para todo ¢t € (—4,d) lo que implica que en t = 0 tenemos un punto de minimo local

de h. Por la condicién necesaria de primer orden en IR se tiene

W'(0) = (grad f(z"),v) = 0.
Tomando en particular v = grad f(z*) tenemos que grad f(z*) =0. =m

Teorema 3.2.2 (C’oh,dz'cz'o’n necesaria de sequndo orden). Sea f: M — IR de clase

C?. Si z* es punto de minimo local, entonces (v, Hg’:*v) >0, VveTnuM.

Demostracion. Seav € T« M,y vy : IR — M una geodésica con y(0) = z*, +'(0) =
Definimos h : IR — IR tal que h(t) = f(y(t)). Del Teorema 3.2.1, en t = 0 tenemos un
punto de minimo local de h, entonces por la condicién necesaria de segundo orden:
h'(0) = 0, luego A"(0) > 0.
Veamos:

h'(t) = (grad f(~(t )),7 Q)

h'(t) = & {grad f(v(£)), 7 (t))

= (Z(grad f(v(®))), Y () + {grad F(4(t)), 2(+'(1)))

= (7 (8),7'(1))
= <v,H,{*v)> <H Ny, v)> >0. =

Tedrema 3.2.3 (Condicidn suficiente de sequndo orden). Sea f : M — IR de clase

C? Siz* € M que satisface:

a) grad f(z*) =
" b) HL. definida positiva.

Entonces, x* es un punto de minimo local estricto de f.
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Demostracién. Por contradiccién. Supongamos que z* no es punto de minimo local

estricto, entonces existe una subsucesién {z*} € B(z*, 1)/{z"} tal que:
f(z") > f(z). (33)

Sea la geodésica minimal 7 : [0,1] — IR tal que y(0) = z*, v (1) = z*, 7,(0) = v
y d(z*.zF) = He:z:pz*x’“H. Definimos h : IR — IR tal que h(t) = (f o v )(t) y por el
desarrollo de Taylor de segundo orden de h en O :

o(lt*) _
It)? ’

h(t) = h(0) + th'(0) + %tzh"(O) +0(t]*), donde, %ir%

esto es,

ngd f (@), vk> + 9([t|2).

Fon®) = £+ (=

Evaluando ent =1
Pl = f(&") 4 3 (o HE) + 080, 25) (34

L 8(d (a2
donde: &%W

Definamos z* = o la sucesion {z"} es limitada, entonces existe una subsucesién

=0.

{z%} C {2*} tal que {z"} — Zz. Substituyendo en (3.4) k por k;, tenemos:

@) = Fa) + g (o, Hew,) + 0257, 54) (35)

. O(d?(z*, zM)
donde: (lil_llr(l) W = |
De la relacién (3.3) y tomando limite en (3.5) cuando j — 0o, obtenemos:

0> (zHlz),

lo que contradice la hipdtesis b) del Teorema 3.2.3. Por tanto, z* es un punto de

minimo local estricto. =

3.3 Elementos del analisis convexo

La teoria del analisis convexo en variedades riemannianas fueron estudiadas por

RAPCSAK [20] y UDRISTE [22]. Rapséck considera una variedad diferenciable con
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métrica induzida de IR", obteniendo caracterizaciones de primer y segundo orden.
UDRISTE consideré el estudio sobre una variedad riemanniana abstracta generali-
zando (independientemente) la teorfa de convexidad.

A partir de estos trabajos el estudio del andlisis convexo con aplicacion a la teoria de
Optimizacién se ha profundizado, véase por ejemplo da CRUZ NETO et. al.[5] y [6],
FERREIRA y OLIVEIRA 9] quienes consideran en sus estudios, una variedad riema-
nniana completa con curvatura seccional no negativa, bajo esta misma perspectiva,
desarrollamos basicamente el analisis convexo sobre una variedad riemanniana.

En esta Seccién damos algunas nociones de los elementos del andlisis convexo y con
esta misma perspectiva definimos funciones convexas y cuasi-convexas en una varie-

dad riemanniana.

3.3.1 Convexidad en una variedad riemanniana

Existen diversos puntos de vista en la geometria riemannianna para generalizar el
concepto de convexidad de /H”, los més importantes son los que presentamos en las

siguientes definiciones.

Definicion 3.3.1 Sea M una variedad riemanniana completa, se dice que A C M
es {otalmente convezo, si para cualquier par de puntosp y g de A (no necesariamente

distintos), las geodésicas que unen dichos puntos, estan integramente contenidos en

A.

Ejemplo 3.3.1 Si M = IR" con la métrica identidad G(z) = I, cualquier conjunto

convere en el sentido cldsico es totalmente convezo.

Ejemplo 3.3.2 Sip € M y existe una relacion geodésica no trivial en p, es decir una
geodésica: v : [a,b] — M tal que y(a) = p = 4(b) con ¥(t} # p para algun t € [0, 1],
entonces el conjunto A = {p} no es totalmente convezo. Se deduce de esto que en

general conguntos unitarios no son totalmente convexos.

Definicion 3.3.2 Decimos que A C M es convezo st para todo par de puntos p y q

de A existe una geodésica minimal que une p y q contenido en A,

Ejemplo 3.3.3 El propio M y los conjuntos unitarios son conjuntos convezos.
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Definicién 3.3.3 f : M — IR es llamada funcion conveza si su restriccion a
cualquier geodésica de M es una funcion conveza en IR, es decir, sivy : IR — M es

una geodésica entonces:

foy:R— R
es conveza.

Teorema 3.3.1 f: M — R es conveza si, y solamente si, para todo segmento de

geodésica y : [a,b] — M y para cualquier ) € [0,1] se verifica
(A= Na+Ab) < (1= f(v(a)) + Af(7(b))-
Demostracién. Siendo f convexa, demostraremos que:
CfO(@ = Na+Ab)) < (1= f(v(a)) + Af((b)) (3.6)
Sea h: IR —> IR tal que h(t) = f(y(t)). Para a,b € [a,b] y A € [0, 1] se tiene
h((1 = Na+ Ab) < (1 — Nh(a) + Ah(b).

De aqui se tiene (3.6).

Reciprocamente, sea t = (1 — X)a + Ab con X € [0, 1] entonces:
for() = f(v((1 = Aa+ Ab))

FO (L= Na) + f(v(Ab)
= (1 =X f(v(a)) + Af(v(b))
SA=A)fory(a)+Afory(b) =

(A

Observaciéon 3.3.1 La Definicion 3.8.3 es la generalizacion natural de la definicidn
clasica de funcion convexa em M = IR" con la métrica usual. En efecto, dados p y q

la geodésica 7y : [0,1] — M, que los une es:
TA) =p+Mg—p) =1 -Np+ A
Luego, del Teorema 3.3.1 tenemos:
FOy) = F((L=XNp+Ag) < (1= A)f(p) + Af(9)

F(L=Np+Ag) = F(v(A) = F((1 = X)(0) + A1) < (1 = N f(+(0)) + Af(v(1))
=@ =f )+ A ().
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Para o € IR, definimos el conjunto de nivel M* = {z € M; f(z) < a}.
Teorema 3.3.2 5i f : M — IR es convexa, entonces M es totalmente convezo.

Demostracién. Sea p,q € M* y la geodésica v : [a,b] — M tal que y(a) =py

v(b) = ¢
Probaremos que y(t) € M®, para todo t € [a, b].
En efecto, sea t = (1 — A)a + Ab para algun A € [0, 1], como f es convexa y por el

Teorema 3.3.1 -se tiene
fOr@) = fF(v(1 = Na+ Ab) < (1= N)f(v(a)) + Af(v(b))
= (1 =N f(p)+ rf(q)
<1 =XNa+ra=a.

Ast f(7(t)) < o, por tanto y(t) € M~ =

Teorema 3.3.3 f: M — IR, es conveza en p st y solo si, para cualquier geodésica

v: IR — M con v(0) = p vale la desigualdad

f(y(@®)) — f(p) > t{grad f(p),~'(0)). (3.7)

Demostracion. Definimos una aplicacién h : IR — IR tal que h(t) = f(y(t)), h es

convexa en 0 desde que f es convexa en p y asf se tiene:
h(t) — h(0) = th'(0),

luego,

f(y(t) — f(p) > (grad f(p),7(0)).

Reciprocamente, si f(Y(t)) — f(p) = (grad f(p),7'(0)) , esto es,
h(t) — h(0) = th'(0),
entonces h es convexa en 0 y por tanto f es convexaenp. m

Teorema 3.3.4 Si f : M — IR es conveza, entonces todo punto critico de f es un

punto de minimo global de f.
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| Demostracién. Sea z € M, debido al Teorema de Hopf-Rinow consideramos una
geodésica v : IR — M tal que v(0) = z y y(b) = y, como f es convexa y del Teorema
3.3.3

FOr(8)) = f(7(0)) = b(grad f(7(0)),7(0))

esto es,
() = f(z) = b{grad f(z),7'(0)).

Como-grad f(z) = 0 entonces f(y) > f(z), para todo y € M. Por tanto z es punto

de minimo global de f. =

Teorema 3.3.5 Sea f: M — IR de clase C?, f es convera si, y solamente si, para

todo p € M la Hesiana de f enp
H : T,M — T,M
es semidefnida positiva.

Demostracion. Seav € T, M y p € M y la geodésica v : IR — M tal que v(0)=p

y Y (0) =v.
Definiendo h : IR — IR tal que h(t) = f(v(t)) sabemos que h es convexa y de clase

C2. Del anélisis convexo clésico, tenemos que esto es equivalente a h”(t) > 0, se tiene

K(t) = (grad f(¥(2)),7'(t))

1'(0) = (v, Hjv) > 0.

Reciprocamente, si

<’U, H£v> >0,

entonces f es convexo. En efecto, definiendo h : IR — IR convexa, entonces se tiene

h = fo~esconvexa. =m
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3.3.2 Funciones cuasi-convexas y pseudoconvexas

Definicién 3.3.4 Sea M una variedad riemanniana completa y f - M — IR una
funcion real. f es llamada cuasi-conveza en M si para todo z,y € M, t € [0,1], se

cumple

f(y(8)) < max{f(z), f(v)},

para toda curva geodésica vy : [0,1] — M, tal que v(0) =z y y(1) = y.

Teorema 3.3.6 Sea f: M — IR una funcion diferenciable y cuasi-conveza en una

variedad riemanniana completa M y sea z,y € M. Si f(z) < f(y) entonces:

{grad f(y),~'(0)) <0,

donde grad f es el gradiente de f y~y es la curva geodésica tal que v(0) =y yvy(1) =z

Demostracion. Sea la geodésica vy : [0,1] — M tal que v(0) = y y v(1) = =.
Definimos h : IR — IR tal que h(t) = f o 7(t), usando la aproximacién de Taylor de

primer orden de h en £ = 0 tenemos:

h(t) = h(0) + th'(0) + 8(2),
o(t)

donde: 1in% 0 Entonces tenemos:

F(r(8)) = f(4(0)) + ¢ {grad f(+(0)),~'(0)) + 6(]t]),

como f es cuasi-convexa y f(z) < f(y) tenemos:

t (grad f(y),~'(0)),

dividiendo por ¢ y tomando limite cuando t — 0 se tiene (grad f(y),7(0)) < 0. m

Definicién 3.3.5 Una funcidén diferenciable f : M — IR es pseudoconveza si, para
todo par de puntos distintos x,y € M y toda curva geodésica que une x ay (v(0) =

y v(1) = y) tenemos:

(gfadf(x),v'(O)) >0, entonces f(y)> f(x).
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Teorema 3.3.7 Sea f: M — IR una funcion diferenciable y pseudoconvezra. En-

tonces, * es un minimo global de f si, solamente si, grad f(z*) = 0.

Demostracién. Sea la geodésica v : IRy — M tal que v(0) = z* y definimos

h IR — IR con h = f o~y. Por el desarrollo de Taylor de primer orden de h en 0,

h(t) = h(0) 4+ th'(0) + 6(| ¢),
o(l¢)

donde flim W = 0, entonces tenemos:
,— 00

F(v(#) = fz7) +t{grad f(z"),7'(0)) + O(| £})-

Como z* es minimo global entonces f(z*) < f(y), en particular para y = (¢) en-

tonces,
fy) = f(z7) = t{grad f(z),7'(0)) + 6(| ¢]),
luego,

t{grad f(z7),7'(0)) + 6(|1l) = 0,

que en el limite cuando t — 0, (grad f(z*),'(0)) > 0, finalmente tomando

7' (0) = —grad f(z"),

se tiene grad f(z*) = 0. El reciproco es inmediato basta usar la definicién de f ser

pseudoconvexa. =
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Capitulo 4
Método del Maximo Descenso

En este ultimo capitulo estudiaremos el método de méximo descenso llamado también
método del gradiente, buscaremos extender la convergencia global del método uti-
lizando la regla de Armijo generalizado. Para este fin vamos a considerar el problema

de Optimizacién no lineal

min f(z) ‘ (4.1)

zeM
donde, f : IR® — IR es una funcién de clase C' y M una variedad riemanniana
completa.

El método del méximo descenso genera una sucesién de puntos {z*} dados por:

2% € M, (4.2)

" = expr(—trgrad f(z*)) (4.3)

donde eé:pzk es una aplicacién exponencial en el punto z*, ¢ es un parametro positivo,
—grad f(z) es el gradiente de f. En el caso de tener M = IR" (el espacio euclidiano)

tenemos que (4.3) es equivalente a:
ol = 2F — 1,V f(2F).

Asi, el método de méximo descenso en variedades riemannianas generaliza el método
clasico de méximo descenso en IR", véase idealmente sobre una superficie de IR3 un

esquema del funcionamiento iterativo del método del gradiente generalizado:
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Figura 4. Esquema del proceso iterativo del método de mdximo descenso sobre una
variedad M .

Existen diferentes maneras de escoger el pardmetro t; generando consecuentemente
diversos submétodos los cuales para su aplicacién, dependerd exclusivamente de su

complejidad computacional, reglas que mostramos a seguir.

Método A: Gradiente con biusqueda exacta

1. Dado z*, calcule el grad f(z*) sobre el plano tangente T« M.

2. Determine la geodésica v(t), t > 0, de M que verifique v(0) = z* y /(0) =
—grad f(z*).

3.>Minimize F((t), t > 0, obteniendo t; y defina:
" = y(ty).
Método B: Gradiente con Regla de Armijo
1. Dado z*, célcule el grad f(z*) en T M.

2. Determine la geodésica (t), t > 0, de M que verifique y(0) = z* y v/(0) =
—grad f(z*).

3. Hacer:
| t =27,
donde 7, es el menor entero positivo tal que:
F((1)) < f(a¥) = ate]| grad f(z*)|
yae(0,3)
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Definicién 4.0.6 Una funcion f: M — IR es llamada gradiente Lipschitziana con
constante T si para todo p,g € M y v : [0,a] — M la geodésica con v(0) = p ¥y

v(a) = q se verifica:
orad F(¥(t)) = Pygrad £(p)|| < TL(2),
para todo t € {0,a], donde P,y es el transporte paralelo de v(0) = p a ¥(t).

Método C: Gradiente con Pasos fijos
~ 1. Dado z* calcule el grad f(z*) en T, M.

2. Determine la geodésica y(t;), tx = 0, de M que verifique v(0) = z* y +/(0) =
—grad f(z*)

3. Dados §; > 0 y &, > 0 tales que,
o, + 0y > 1,

donde T es la constante de Lipschitz asociada al campo gradiente de f, escoger

b € (61, 2(1 — 52).

4.1 Convergencia para el caso cuasi-convexo

Estamos interesados en resolver el siguiente problema de optimizacion:

(p) min f(z)

donde M es una variedad riemanniana conexa, completa de dimension finita y f :

M — IR es una funcién continuamente diferenciable y cuasi-convexa.

- Hipdtesis Al.
El conjunto de puntos dptimos globales del problema (p), denotado por X*, es no
vacio.

Denotamos el valor dptimo de (p) por f*. Ahora, definamos el siguiente conjunto
Uw={zxeM: f(z) < il;ff(mk)}.
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El siguiente Lema es un resultado de gran interés el cual serd usado para probar que

la sucesion, generada el método de maximo descenso es cuasi-Fejér convergente a U.

Lema 4.1.1 Sea f : M — IR una funcion continuamente diferenciable y cuasi-
convexa en una variedad riemanniana conexa, completa y de dimension finita con

curvatura secctonal no negativa, entonces .
&z, 2) < d*(2*, ) + t||grad £ ("),
para todo x € U y todo tx, > 0.

Demostracién. Sea x € U arbitrdrio. Sea también ~ : [0,5;] — M la geodésica
minimal que une z* y z con v(0) = z*, ||[//(0)]| = 1 y 72 : [0,1] — M una geodésica
que une zF y ¥+, esto es 7,(0) = z*, 73(1) = 2% con 74(0) = —trgrad f(z*). Por

propiedad de homogeneidad de las geodésicas, vy, es reparametrizada tal que
Y2 [d,tkllgmdf(xk)ll] — M,
tal que v, (tx]| Qfad F(z*)[]) = £¥*1 y ahora tenemos
2 (0)f| = 1.
Del Teorema 2.9.2 tenemos:
(@, z) < d*(a*, ) + Billgrad f(*)|” + 2ted(a*, @) (grad f(z*),%(0)) -
Como f es cuasi-convexa y f(z) < f(z*), del Teorema 3.3.6 obtenemos que

(grad f(z*),7(0)) < 0.

Usando este resultado en la desigualdad anterior obtenemos el resultado deseado. m

4.1.1 Meétodo con bisqueda de Armijo generalizado

En 1966 LARRY ARMIJO[2], publica su trabajo: “Minimization of functions having
lipschitz continuous firts partial derivatives”, en el que demuestra la convergencia
del método del gradiente, a partir de entonces sus resultados son utilizados conve-

nientemente en la busqueda de mejoras o extensiones tedricas computacionales. Para
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nuestro objetivo, desarrollamos el método del gradiente sobre variedades riemannia-
nas utilizando la regla de Armijo generalizado.

En esta Subseccién probamos la convergencia global de este método para el caso
cuasi-convexo. Estos resultados son una generalizacién de KIWIEL y MURTY/[12]
para variedades riemannianas y extiende resultados previos de convergencia obtenidos
hasta este momento, para el caso convexo por BURACHIK et al.[4] y CRUZ NETO
et al.[6].

El método del méximo descenso con regla de Armijo genera una sucesién de puntos

{z*} dados por (4.2)-(4.3) donde se satisfacen las siguientes hipétesis:

Hipétesis A2.

Sea ¢ : IR, — IR, una funcién tal que:

A2.1 Existe a € (0,1),7, > 0, tal que Vt € (0,7, : ¢(t) < o,

A2.2 Existe B> 0, 75 € (0,+00], tal que V¢ € (0,75) N R: ¢(t) > Bt

A2.3 Para todo k, f(zF+1) < f(z*) — ¢(te)||lgrad f(zF)||? y 0 < t, < 75 en (4.3),

A2.4 Existey>1,7,>0,tal que Vk : {, > 7, 0
[ existe Ty, € [tx, 7tk : flexpge(—trgrad f(z*))) > f(z*) — ¢(tx)||grad f(x’“)HQ] :

Observacién 4.1.1 Observemos que la hipdtesis A2 es satisfecha por la regla de

Armijo para estos valores: ¢(t) =at, B=a, vy =2y T =13=17, = L.

Observacion 4.1.2 La hipétesis A2 tambiém es satisfecha por el método del gradi-
ente con pasos fijos introduzida en BURACHIK[}] vy generalizada para variedades
riemannianas en da CRUZ NETO[6]. En efecto, en las referencias mencionadas la
regZa para obtener ty es la siguiente: ' |

Dados §; y 6, tal que 6;' + 6, < 1, donde T es la constante de Lipschitz asociada al_
“grad f, escoger |

e (b, %(1 ~5)).
Definiendo ¢(t) = Bt?, con B = ’2?%2“)’ T, =8, 75 = (2/T)(1 — &), o € (0,1)

arbitrario y 17, = &/ B, garantizamos la hipdtesis A2.
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Proposicion 4.1.1 Sea f : M — IR una funcién continuamente diferenciable y
cuasi-conveza. Suponga que las hipdtesis Al y A2 son satisfechas. Entonces la
sucesion {z*} generada por el método del gradiente con regla de Armijo generalizada

es cuasi-Fejér convergente a U.

Demostraciéon. De las hipétesis A2.2 y A2.3 tenemos
Btillgrad f(z*)|? < fa*) — f(a**). (4.4)

Esto ’implica que
+o00 0 .
3 ¢2||grad £ ()2 < L=
k=0 IB

Del Lema 4.1.1 y la Definicién 1.2.8 tenemos el resultado. m

< +00.

Teorema 4.1.2 Sea f: M — IR una funcion continuamente diferenciable y cuasi-
conveza. Suponga que las hipdtesis Al y A2 son satisfechas. Entonces la sucesion
{z*} generada por el método del gradiente con regla de Armijo generalizado converge..

Ademds, converge para un punto estaciondrio (un punto T tal que grad f(Z) =0).

Demostracién. De la Proposicién 4.1.1, {z*} es cuasi-Fejér convergente en U, por
tanto {z*} es limitado por el Teorema 1.2.1. Entonces existen Z y una subsucesién

{z*} de {z*} que converge para Z. De la continuidad de f obtenemos

lim f(z%) = f(2).

j—4o0

Debido a que {f(z*)} es una sucesién no creciente, ver (4.4), con una subsucesién

que converge para f(Z), toda la sucesién converge para f(Z) y asi
f(Z) < f(z*), para todo k € IN.

Esto implica que Z € U. Ahora, del Teorema 1.2.1, concluimos que {z*} converge
pafa Z. Finalmente, probaremos que grad f(Z) = 0. Por contradiccién, supongamos
que grad f(Z) # 0. '
. Claramente, tenemos que grad f(z*) — grad f(Z) # 0y f(z*) — f(Z). Ahora, de
(4.4), se cumple ‘que

lim t; =0. (4.5)

k—400
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Por otro lado, usando A2.4 y A2.1, tenemos, para k suficientemente grande,
f(expo(—tgrad f (")) — f(") > —ody|lgrad f(z")|*. (4.6)
Ademés, del teorema del valor medio, para cada k, existe £} € [0,1x] tal que
~(grad f(expye(—tigrad f(z%))), Py oz grad f(z¥)) > —allgrad f(z*)]]%,

donde P, o.: es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica i tal que 1%(0) = z*
y 7.(0) = —grad f(z*). Ahora, (4.5) y A2.4 implican que limy_, 4o tf = 0. Haciendo
k — +oo en la desigualdad anterior y tomando en cuenta la continuidad de grad f,

exp y el transporte paralelo, tenemos que 1 < a, lo que contradice A2.1. Por tanto,

grad f(Z) =0. =

Como consecuencia inmediata del teorema anterior y del Teorema 3.3.7 tenemos el

siguiente resultado.

Corolario 4.1.1 Sea f : M — IR una funcidon continuamente diferenciable y pseu-
doconveza. Entonces, con las hipétesis Al y A2, la sucesion {z*} converge para un

punto de minimo global del problema (p).

Ejemplo 4.1.1 Sea la funcidn f(z1,22) = (Inz1)? + (Inz3)?. cuya simulacién se ve

en las figuras 5, 6 y 7 a escala multiplicada por 10.

Figura 5. Grdfico de la funcidn f.
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Figura 6. Grdfico de la funcidn f después de una rotacidn.
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Figura 7. Vista frontal del grdfico de f

Esta funcién f es claramente no convexa en JR? con la métrica usual, sin embargo al

hacer uso de la métrica G(p) = diag (1/(p:)?) con i = 1,2., la funcién en cuestién se
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Esta funcién f es claramente no convexa en IR? con la métrica usual, sin embargo al
hacer uso de la métrica G(p) = diag (1/(p;)?) con i = 1,2., la funcién en cuestién se
transforma en convexa sobre la variedad lRi +, dado que su Hessiano es semidefinida

positiva, a saber,

2 0
f— | =

H! = )

0 =

Su ecuacion geodésica es '
Zi

v(t) = piexpri’, i = 1,2

y las iteraciones del método de méximo descenso son:

k
i = zFexp <thfm> , 1=1,2.
‘ 0,
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Discusiones

.

" En este trabajo la hipdtesis de curvatura no negativa es esencial para obtener la
convergencia global del método a un punte critice para funcicnes cuasi-convexas con-
tinuamente diferenciables. Asi, para espacios donde la curvatura es negativa, como
por ejemplo los espacios de Lobachevsky, no sabhemos si nuestro algoritmo converge
0 no (globalmente). Esto nos lleva a formular la siguiente interrogante: ;Podra ob-
tenerse la convergencia global del método sin usar hipotesis sobre la curvatura de la

- variedad riemanniana?.
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| Conclusiones

1. El resultado més importante de esta Tesis, es que extendemos la teoria de
convergencia global del método de méaximo descenso para la clase de funciones
cuasi-convexas definidas sobre variedades riemannianas de curvatura seccional
no negativa. Asi el campo de aplicaciones del método es ampliado para diversos
problemas de optimizacién no convexa donde sus restricciones pueden ser vistos
como una variedad riemanniana completa de curvatura seccional no negativa y

la.funcién objetivo sea cuasi-convexa en esta variedad.

2. Mediante la introduccén de una métrica diagonal riemanniana sobre el ortante
positivo IR}, damos caracterizaciones para el gradiente y Hessiana de una
funcién en esta variedad. En particular, presentamos condiciones para que
funciones no convexas en el sentido usual se transformen en convexas en la va-
riedad riemanniana JR" | con dicha métrica, mostramos esta afirmacién con un

ejemplo novedoso.

3. La interrogante surgida en las Discusiones, motiva a un estudio més profundo

del método sin usar hipdtesis sobre la curvatura de la variedad riemanniana.
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