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RESUMEN

Un Método Proximal Continuo para Minimizar
Funciones Cuasi-convexas

ROSA QUISPE LLAMOCA

Febrero - 2009

Asesor: Dr. Erik Alex Papa Quiroz
Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica

En esta tesis consideramos el siguiente problema de minimizacién convexa

(P) { min f (z)

T €RY

donde f : R® — (—o00, 00| es una funcién convexa propia, cerrada y
Rt ={zeR":z; >0, j=1,..,n}. Para resolver el problema (P), estudiamos el
siguiente Sistema Dindmico de Lotka-Volterra:

z;j(t) of(z(t)) _ .
(S) .’L‘"’ (t) + [p+ljlmj(t)] 3Ij - 07 J= 1’ -y
z;(0)==z0, €RY,, j=1,.,n.

~ Probamos la existencia global y unicidad de la trayectoria z : [0, 00) — R™ para el
sistema (S), cuando f : R* — R es una funcién limitada inferiormente en R} y de
clase C?(R™). Estudiamos la viabilidad de la trayectoria en el octante positivo y
analizamos su comportamiento asintético donde obtenemos la convergencia global
de la trayectoria para un punto 6ptimo cuando f es convexa. También, extende-
mos los resultados de convergencia del caso convexo para demostrar que en el caso
cuasi-convexo la trayectoria converge a un punto candidato a solucién. Estos resul-
tados son titiles en las aplicaciones de la matematica a la economia, por ejemplo las
funciones de costo, produccion y utilidad, que caracterizan al problema de decisién
del consumidor, suelen ser convexas o cuasi-convexas y el conjunto de decisién del
consumidor se encuentra generalmente en el octante no negativo R". Asi, nuestro
trabajo resolvera en particular problemas en la teoria econémica de la decisién.

Palabras Claves:

Sistema Dindmico Lotka-Volterra, método proximal continuo, convergencia asintética,
economia matematica.
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ABSTRACT

A Continuous Proximal Method for Minimizing
Quasi-convex Functions

ROSA QUISPE LLAMOCA
February - 2009

Adviser: Dr. Erik Alex Papa Quiroz

Obtained Degree: Mathematician

In this thesis, we consider the convex minimization problem

) {mS

z € R}

where f : R* — (—00, 00} is a closed proper convex function and
Ry ={ze€eR':x2; >0, j=1,..,n}. To solve the problem (P), we study the fo-
llowing Lotka-Volterra Dynamical System:

z;(8) | 8f=®) _ .
(S) { % 0)+ |t ZER =0, =1,
m] (0) = mﬂj € Rr:..*_, J = 1, 1

We prove the global existence and unicity of the trajectory x : [0,00) — R™ for the
system (S), where f : R® — R be a C? (R"™) function which is bounded from below
on R}. We study the viability in the positive octant and analyze the asymptotic
behavior of the trajectory where we obtain the global convergence of this path to
an optimal solution when f is convex. Also, we extend the global converge to
a KKT point from the convex case to the quasi-convex one. These results are
usefull in the application of the mathematics to the economy. For example cost
functions, production and consumer decision problem are often convex or quasi-
convex functions on the nonnegative octant R?. Thus, our work will solve, in
particular, problems in decision economic theory.

Keywords:

Lotka-Volterra Dynamical System, proximal method continuous asymptotic conver-
gence, Mathematical Economics.
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Notaciones

En el desarrollo del Trabajo de Tesis utilizamos las siguientes terminologias:

R =RU {+oo}.

R* = {z = (21,22, ..., %y) : &; € R, Vi =1,...,n}: espacio euclidiano
n-dimensional.

R? = {z = (21,%2,..., %) € R*: £; > 0Vi=1,...,n}: ortante no negativo.

Ry, = {z = (z1,%2,...,%s) € R* : 2, > 0,Vi = 1,...,n}: ortante positivo.

Dado z € R™, x > 0 significa z € R}.

Dado z € R*, z > 0 significa z € R} .

B(Z,¢): denota la bola abierta de centro Z y radio .

g%: denota la derivada direccional de f.

Vf (z): denota el gradiente de f en z.

L(f,a): denota el conjunto de nivel inferior de f.

U (f,a): denota el conjunto de nivel superior de f.

Y (f,a): denota la superficie de nivel de f.

3: denota una relacién de preferencia.

~: denota una relacién de indiferencia.



Introduccion

En diversas areas de ciencias e ingenieria existen modelos matematicos que pueden
expresarse como un problema de optimizacién, esto es,

optimizar f(z)

£‘h'($) <0

donde optimizar significa, minimizar f (z) o maximizar f (z), g; y h; son funciones
dadas. Un problema de optimizacién modela asi un problema de tomar una decisién
6ptima para maximizar (ganancias, velocidad, eficiencia, etc.) o minimizar (costos,
tiempo, riesgo, error, etc.) un criterio determinado. Las restricciones, g; y h;,
significan que no cualquier decisién es posible.

La Optimizacién puede considerarse como la bisqueda de la mejor solucién (solucién
6ptima) de un problema, el término mejor depende del contexto en el que se trabaje,
podria significar solucién que minimiza los costos, o0 maximiza los beneficios, o que
hace que la distancia recorrida sea minima, etc. Esta introduccién sobre lo que
se entiende por Optimizacién refleja claramente las importantisimas e indudables
aplicaciones de esta area de las matematicas a un amplio espectro de problemas.
Una clase bien amplia de problemas de optimizacion es la optimizacién convexa
donde f es una funcién convexa, es decir, se cumple

FRz+ (1 -2y <A (@) + (1 -2 f(y), VAe[0,1],

y el conjunto

X={z:9(x)<0}n{z:h(z)=0}
es un conjunto convexo y diferente de vacio. El interés del concepto de funciones
convexas es importante porque tiene numerosas aplicaciones en Economia.
Cabe destacar que la genera-lizacién de funciones convexas son las funciones cuasi-
convexas, las cuales también tienen importantes aplicaciones en teoria econémica.
Las funciones cuasi-convexas tienen un comportamiento similar al de las funciones
cuasi-céncavas, desde que f es cuasi-céncava si y solo — f es cuasi-convexa. Un ejem-
plo importante de funciones cuasi-concavas se observa en las funciones de utilidad
la cual puede representar una relacién de preferencia <, dada por

yIrzeu(y) <u().

Elegir 1a mejor alternativa se convierte asi en encontrar una alternativa que maximice
la funcién f . Por lo tanto, concluimos que resolver el problema de decisién del

1



consumidor es equivalente a resolver el problema de maximizacién:

el cual es también equivalente a

{ma i

donde —f es cuasi-convexa. Este modelo es en particular un problema de opti-
mizacién cuasi-convexa. ,
En este trabajo estamos interesados en resolver el problema

{ min f (z)

z € R}

donde, f: R™ — (—00,+00] es una funcién convexa, propia, cerrada y
Ry ={z € R":2; >0, j=1,...,n}. Para ello presentamos el siguiente sistema

z;(8) | 8f(=(®) _ P —
) { 2 () + [l 2 =0 j=1,.n
III_-,‘(O):ZEO:,-ER_?__‘_ j=1,...,n

donde pp > 0, v > 0 son parametros dados. Estudiamos este sistema como un
método para resolver el problema de minimizacion convexa y cuasi-convexa, el cual
fue introducido por Attouch, H., y Teboulle, M. {3] en el articulo titulado ”Regu-
larized Lotka-Volterra Dynamical System as Continuous proximal - Like Method in
Optimization”.

La tesis estd dividida en dos partes. En la primera parte unificamos definiciones,
proposiciones, caracterizaciones, teoremas y corolarios de cuasi-convexidad, cuasi-
convexidad estricta, cuasi-convexidad semi-estricta, pseudo-convexidad donde pre-
sentamos una aplicacién de cussi-convexidad en teoria econémica de decisién.

En la segunda parte desarrollamos el articulo de Attouch, H y Teboulle, M. [3],
donde se demuestra la existencia y unicidad de la trayectoria cuando f esté acotada
inferiormente y es de clase C? (R™). Ademss, estudiamos la viabilidad de la trayecto-
ria y el comportamiento asintético en el caso convexo y cuasi-convexo. El resultado
novedoso de esta tesis es la convergencia de la trayectoria del Sistema Dindmico (5)
a un punto candidato a solucién del problema de minimizacién cuasi-convexa.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, presentamos algunos conceptos basicos de convexidad, andlisis real
y optimizacién en R, los cuales seran usados a lo largo de la tesis.

En el Capitulo 2, se desarrolla la teoria econdmica de decisidn, definimos la relacion
de preferencia, 3, la cual puede ser representada mediante una funcién de utilidad.-

3} ~o3



De esta manera, la relacién de preferencia da un criterio de valorizacion entre dos bie-
nes o mercancias por medio de la funcién de utilidad. Esta funcién es cuasi-céncava
y mondtona si, la relacién de prefencia es convexa y monétona. Este capitulo, jus-
tifica el estudio y la importancia de las funciones cuasi-céncavas.

En el Capitulo 3, definimos las funciones cuasi-convexas por la convexidad de
sus conjuntos de nivel inferior, presentamos sus caracterizaciones y propiedades.
Ademds, introducimos definiciones las cuales permitiran obtener proposiciones, teo-
remas y corolarios de funciones cuasi-convexas. También, definimos cuasi-convexidad
estricta, cuasi-convexidad semi-estricta, pseudo-convexidad, cada una de estas con
sus respectivas caracterizaciones y propiedades las cuales son de vital importancia
para el estudio de optimizacién cuasi-convexa.

En el Capitulo 4, estudiamos las condiciones de optimalidad para un problema de
minimizacion cuasi-convexa en el octante no negativo. Daremos las condiciones nece-
sarias y suficientes para un minimo. Ademads, presentamos modelos matematicos que
pueden ser vistos como problemas de maximizacion cuasi-concava.

En el Capitulo 5, partiremos considerando la funcién f : R® — R como una funcién
suave y el sistema dindmico (S) en el espacio euclidiano R™, con trayectoria
z : [0,4+00) — R" definida por

(S) z; (t) + [p:ig)(t)] aféif.t) =0, j=1,..,n
z; (0) = Zo; € R, j=1.,n

donde p > 0, v > 0 son parametros dados.

Este sistema es derivado de la versién continua de un esquema de discretizacién
implicita basado en un método proximal.

La motivacién y la naturaleza del sistema dindmico propuesto es explicado en la
Seccién 1 del Capitulo 5. En la Seccién 2, estudiamos la existencia global y resul-
tados de viabilidad para el sistema (S) con una funcién suave generalizada f (no
necesariamente convexa); partimos con un punto inicial zo € RY,, probamos que
la trayectoria t — z (t) del sistema (S) es definida en R% y satisface z (t) € R},
para todo t € R, . El comportamiento asintético de la trayectoria para una funcién
suave es estudiada en la seccién 3. En la Seccién 4, consideramos el caso convexo y
probamos la convergencia de la trayectoria para una solucién éptima del problema
de minimizacién convexa sobre el octante no negativo. Mostramos la localizacién
del resultado para el punto limite resultante. En la Seccién 5, consideramos el es-
quema de Euler implicito el cual fue la causa del sistema continuo. En la Seccién
6, fijamos p > 0 y consideramos la familia del sistema regularizado Lotka-Volterra
parametrizado por v y probamos que la resultante genera trayectorias =¥ (t) que son
uniformemente convergente para la solucién del sistema cldsico regularizado Lotka-
Volterra. En la Seccién 7, daremos nuevos resultados obtenidos cuando la funcién es
cuasi-convexa, donde se concluye que la trayectoria converge a un punto candidato
a solucion.



Finalmente, en nuestro estudio concluimos y presentamos la convergencia a un punto
Sptimo para el caso convexo y como un nuevo resultado tenemos la convergencia a un
punto KKT cuando la funcién es cuasi-convexa. Parte de este material, orientado
y asesorado por el Doctor Erik Alex Papa Quiroz, fue presentado en el concurso
de Iniciacién Cientifica del IV Congreso Internacional de Matemadtica Aplicada y
Computacional - IV CIMAC ocupando el primer puesto en su categoria.
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Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo, recopilamos las definiciones y resultados en el espacio euclidiano
R"™ y en espacios mas generales que serdan usados en el desarrollo de la tesis. En
la Seccién 1.1 se desarrollan las nociones de convexidad presentando definiciones
y teoremas. En la Seccién 1.2 presentamos definiciones y teoremas los cuales son
resultados de anilisis real y definiciones de espacios vectoriales y topolégicos. En
la Seccién 1.3 mencionamos algunas definiciones y teoremas de la teoria de opti-
mizacién.

1.1 Nociones de Convexidad

Definicion 1.1 Un conjunto C C R"™ es convezo, si para todo par de puntos x ey
en C se tiene
M+ (1-XNyeC, Vrelo,1].

Definicién 1.2 El segmento cerrado que une los puntos e y es denotado por [z, y)
y estd definido por

[z,9]={z=Xz+ (1A -y / rxe]0,1]}.

La expresion Az + (1 — X\)y se llama combinacion convexa de x e y.

Teorema 1.1 Sea C C R™ un conjunto convezo, entonces se satisfacen las sigu-
ientes condiciones:

i. rC, es un conjunto convexo para todo r € R.

iil. v+C={x=v+c/ ce C}, es un conjunto convexo para v € R" un vector fijo
dado.

iii. 51 Cy, Cy son conjuntos convexos entonces
C’1+C’2={z=x1 + zo / T ECl N\ 2o 602}

es un conjunto convezo.



Demostracién. Ver [10], pag 11. =

Lema 1.1 Sea {C,} una coleccién de conjuntos convezos tal que

C:ﬂq

acl

es no vacio, entonces C' es convezo.

Demostracién. Ver [9], pdg 36. (]

Definicién 1.3 Un hiperplano HZ en R™ es definido por el conjunto de puntos que
satisfacen la ecuacion {(a,z) = o, donde a # 0 y @ € R. De esta manera,

HY ={z: (a,z) = a}.
El vector a se llama el vector normal del hiperplano.

Definicion 1.4 Dos conjuntos X e Y son separados por un hiperplano HZ si,

(a,z) > a,Vz € X A (a,y) L a,Vy€eY.

Teorema 1.2 Sea C C R™ un conjunto convezo e y ¢ C. Entonces existe un
hiperplano HZ tal que para todo x € C

() <a A {a,y) =0
Siint (C) # 0, entonces para todo x € int (C)

(a,z) < a.
Demostracién. Ver [9], pig 51. ]

Definicién 1.5 Sea C C R" un conjunto convexo. Un punto x € C se llama un
punto extremo de C, si x no puede ser expresado como una combinacion convexa
estricta de dos puntos distintos de C.

Definicién 1.6 Sea f : C € R® — R una funcion definida sobre un conjunto
convezo C, sus conjuntos de nivel inferior, estin determinados por

L(f,a)={zeC:f(z)<a}

para todo o € R.

Definicién 1.7 Sea f : C C R® — R wuna funcion definida sobre un conjunto
convezo C, sus conjuntos de nivel superior, estan determinados por

U(fie)={zeC:a< f(2)}

para todo o € R.



1.2 Resultados de Analisis

Definicién 1.8 Dado un punto zo € R® y un nimero real § > 0, definimos:
1. La bola abierta de centro zy y radio 8, Bj (zy), por:

B;s (o) ={z € R" : ||z — zo|| < 4}.
2. La bola cerrada de centro xy y radio 9, B; (o), por:

B;s (zp) = {x € R™: ||z — xo|| < 6}.

Definicion 1.9 Un conjunto X C R" es abierto si para cada x € X existe 6 > 0
tal que B;(x) C X.

Definicion 1.10 Un conjunto X C R™ es llamado cerrado si su complemento es
abierto.

Definicion 1.11 Sea X C R"®, una vecindad de un conjunto A C X es un conjunto
abierto U C X tal que ACU.

Definicion 1.12 Une funcion f : X C R* — R definida en el conjunto X es
semicontinua inferior en X si su conjunto de nivel inferior L (f, ) es cerrado rela-
tivo en X para todo a.

Analogamente, f es semicontinua superior en X si su conjunto de nivel superior
U (f,a) es cerrado relativo en X para todo a real. Una funcion es continua si es
semicontinua inferior y semicontinua superior.

Equivalentemente, se puede considerar que f es semicontinua inferior en X si y solo
st para todo o € X y toda sucesion xr — xy tenemos

f (xo) = f (imzy) < liminf f (z)

Definicién 1.13 (Caminos Diferenciales) Un camino en R™ es una aplicacién con-
tinua f : I — R™ cuyo dominio es un intervalo I C R tal que para cada t € I

tenemos
f (t) = (fl (t) 700 fn (t)) ’

donde fi,.., fn : I — R, las funciones coordenadas de f, son continuas.

Definicién 1.14 Sea f : U C R® — R una funcion real definida en un subconjunto
abierto U. Dado un punto a € U, la i-ésima derivada parcial de f en el punto a es

el limite P
5;f; (@) =limf(a+tei) — f(a)

t—0 t

cuando tal limite existe.



Definicién 1.15 Una funcion f : X — R, definida en un conjunto X C R™, se
dice que es continua en el punto a € X cuando, para cade ¢ > 0 dado, se puede
obtener un 6 > 0 tal que six € X y ||z — al| < & implica que |f(z) — f(a)| < €. En
lenguaje simbdlico esto es equivalente a:

Ve>0, 3 =0(e) >0/ ze X,||z—a|]| <d=|f(z) - fla)] <€

Se dice que f : X — R es una funcién continua en X si, y sélo si es continua en a,
para todo a € X.

Sea z = (z1,Z3,...,Zn) € R", se definen las siguientes normas
n n
lah= >, lals=Y 1z, lzlo=max |z,
k=1 i=1 o

llamadas: norma euclidiana, norma de la suma y norma del méximo, respectiva-
mente.

Definicién 1.16 Dado un conjunto X # 0, una familia de subconjuntos de X, 7,
definida por
T={G,;CX/'5€I}

es una topologia en X st verifica los siguientes axiomas:

1.per,XerT.

2. Para cualquier J C I, J # 0 se tiene

UG,;ET.

i€l
3. Para cualquier i,j € I se tiene
GiNnG;eT
El par (X, T) es un espacio topologico y los elementos de T se les llama abiertos del

espacio topoldgico (X, 7).

1.3 Resultados de Optimizacion

Definicién 1.17 Diremos que un punto o € D es
a. minimizador local en D st

f(zo) < f(x), Yz € Bs (o) N D.
b. minimizador global en D si

f(zo) £ f(z), Vz € D.

9



Teorema 1.3 (Condicién necesaria de primer orden) Supongamos que f : R* — R
es una funciéon diferenciable en el punto xo € R™. Si zy es un minimo local del
problema de minimizacidn irrestricto entonces,

Demostracién. Ver [16], pag 15. (]

Teorema 1.4 (Condicidn necesaria de seqgundo orden) Supongamos que la funcién
f: B® — R es dos veces diferenciable en el punto xo € R™. Si xy es un minimo local
del problema de minimizacion sin restricciones, entonces Vf (o) = 0 y la Hesiana
de f en el punto xy es semidefinida positiva, es decir,

vIV2f (z0)v > 0, Vv € R™

Demostracién. Ver [16], pag 16. .

Teorema 1.5 (Condicion suficiente de segundo orden) Sea f : R™ — R una funcidn
dos veces diferenciable en el punto zo € R™. Si Vf(xo) = 0 y si la matriz Hesiana
de f en xo es definida positiva, es decir,

vIV2f (zo)v > 0, Vo € R™\ {0}

entonces xg es un minimizador local estricto de f del problema de minimizacion sin
restricciones.

Demostracién.Ver [16], pdg 17. -

Teorema 1.6 Sea f : C C R® — R una funcion diferenciable en un conjunto
abierto y convexo C. FEntonces f es convexa st y solo si, para todo xo en C se
satisface

f(x) > fzo) + (VS (20),z — ), Vz €C.

Demostracién. Ver [9], pig 109. n

Teorema 1.7 Sea f : C C R* — R una funcion conveza definida en el conjunto
convezo C

i. Si f alcanza un minimo local en xqy, entonces f alcanza un minimo global en x,.

ii. Si f es estrictamente conveza y f alcanza un minimo en xo, entonces zo es Unico.

Demostracién. Ver [9], pag 137. ]
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Definicién 1.18 Un punto T € R™ es un punto estacionario del problema

{ m;nefg’) ' (1.1)

donde D = {z € R": h(z) =0,9(z) <0}, siT € D y existen A € R"* y i € R?
tales que satisfacen

V£ (&) + M Vh(z) + iTVg (@) =0
#9: (%) =0, i=1,..,m

Los elementos X y i son llamados multiplicadores de Lagrange asociados al punto
estactonario T.

Teorema 1.8 Sea el problema de minimizacion

(PL) { ‘;zg)f S(“’g (12)

donde f, g son funciones convexas. Sea T € R" y ji € R} tal que
i. g(7) <0,

ii.p>0

i, (7,9 (%) = 0

iv. Vf(Z)+ g*Vg (z) =0.

Entonces T es una solucién del problema de minimizacion (PL).

Demostracién. Ver [9], pdg 159. =
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Capitulo 2

Minimizacion Cuasi-convexa en la
Teoria Economica de Decision

Las aplicaciones de la optimizacién matematica son muy importantes y de gran
interés en la comunidad cientifica motivo por el cual su estudio se ha intensificado
en los ltimos afios. Uno de estos modelos es el problema de decisién del consumidor
(o lamado también agente econ6mico) que consiste en maximizar la utilidad entre
todos los bienes que se encuentran a su disposicién, es decir, se trata de escoger la
mejor opcién entre aquellas que sean posibles. Hay tres elementos que caracterizan
el problema de decisién:

e El conjunto de eleccidén, que nos dice cual es el universo de alternativas del
consumidor. ’

e El criterio de valorizacion, que estudia la manera en la que el consumidor
evalia las diferentes alternativas que se le ofrecen. Este criterio se define
mediante una cierta relacién binaria 3, interpretada econémicamente como
“es al menos tan preferible”, que refleja sus preferencias sobre el conjunto de
eleccién. En economia esta relacién es llamada preferencia.

e Las restricciones, que delimitan el conjunto de oportunidades donde el con-
sumidor puede efectivamente elegir.

A partir de este problema, presentamos las siguientes definiciones y sus respectivas
notaciones utilizadas en el desarrollo de este capitulo.

Definicién 2.1 Dado un conjunto X # 0, definimos una relacion binaria 3 de X
“en X como un subconjunto 3 C X x X.

Notacién 2.1 Si (z,y) €3 escribiremos 3 y.

Definicién 2.2 Dado un conjunto X # 0, una relacion 3 definida en X es:

1. Reflexiva : Siz 3xVzx e X .

2. Transitiva : Six 3y N y 2z implicax 32 Vz,y,z € X.

12



3. Completa : Six Syoy 3z Vz,ye X.

A continuacién, daremos la definicién de relacién de preferencia.

Definicién 2.3 Una relacién de preferencia en un conjunto no vacio X es una
relacion reflexiva, completa y transitiva en X.

Sea = una relacién de preferencia en X, la notacién y 3 z se interpreta como “z es
al menos tan preferido como y” o “z no es peor que y”. Ademds, la notacién y < z
interpretada como “z es preferido a y” o “x es mejor que y” significa

,2) €3 A (z,9) €3

Sin embargo, si tenemos y 3 z y z 2 y diremos que “z es indiferente a y”, lo cual
denotaremos como x ~ y.
Si z es un elemento del conjunto X, entonces el conjunto

{ye X:z <y}
es llamado conjunto que es mas preferido de z y el conjunto
{ye X :y <z}

es llamado el conjunto que es menos preferido de . Analogamente, para la relacién
3 se define el conjunto {y € X : z 2 y} denominado el conjunto que es al menos
tan preferido que z y el conjunto {y € X : y 3 z} es denominado el conjunto que
no es al menos tan preferible como z.

Hasta ahora el conjunto X es un conjunto arbitrario pero, si X tiene una estructura
topolégica (X es un espacio topoldgico) la continuidad y semicontinuidad de las
preferencias 3 se definen de la siguiente manera.

Definicién 2.4 Una relacidn de preferencia 2 en un espacio topoldgico X se dice

1. Semicontinua superior: si para cada z € X el conjunto
{fveX:z3y}
es cerrado.
2. Semicontinua inferior: si para cada x € X el conjunto
{yeX:y3Ia}
es cerrado.

3. Continue: si 3 es semicontinua superior y semicontinua inferior, es decir,
para cada x € X los conjuntos

fveX:z3yty{yeX:y3a}

13



son cerrados.

Afirmamos que, el complemento del conjunto

{fyeX:z 3y}
es el conjunto :
{yeX:y=<az}.

En efecto, consideremos
z¢{ye Xz 3y}

desde que 2 es completo
(z,2) €3 N (2,2) ¢3

entonces,
(z,2) €<

" luego,
ze{ye Xy <z}.

Analogamente, se observa que el complemento del conjunto
{yeX:yZ3a}

estd dado por el conjunto
{lyeX:z<y}.

En efecto, sea
z¢{ze X y3z}

desde que 3 es completo
(z,2) €3 A (2,2) €3

entonces,
(z,2) €<

luego,
ze{ye X:z<y}.

Inmediatamente, se deduce que una relacién de preferencia en un espacio topolégico
X es continuo si y solo si para cada x € X, los conjuntos

{yeX:z<y} AN{yeX:y=<z}
son abiertos. Las preferencias continuas se caracterizan de la siguiente manera.

Teorema 2.1 Para une relacién de preferencia 3 en un espacio topoldgico X los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. La preferencia 3 es continua.

2. La preferencia 3 (considerada como un subconjunto de X x X ) es cerrada en
X x X.
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3. Siy <z en X, entonces existen vecindades disjuntas U, y U, de = e y respec-
twamente, tal que a € U, y b € U, implica b < a.

Demostraciéon. Primero probaremos que el item 1 implica 3.
Supongamos que existe algin z € X talque y < z < . Consideremos las siguientes
vecindades

Us={aeX:z<a} NU,={beX:b=<2z}

de ahia € U, y b € U, entonces b < z < @ por transitividad de 3, tenemos b < a.
Ahora, supongamos que no existe z € X que satisface y < z < z.
En este caso, consideremos

U={aeX:y<a} NUy={beX:b=<z}
como a € U, y b € Uy, tenemos
y<a ANb<z

desde que y < z (por hipétesis) afirmamos que b < a.
En efecto, supongamos que no se cumple b < @ lo cual implica

(b,a) €3 V (a,b) €3 .
Si (b,a) ¢33, por completitud de 3 tenemos (a,b) €. De ahi,
y<a3b=<z

la transitividad de < implica que ¥ < @ < z lo cual es una contradiccién porque en
este caso se trabajoé bajo el supuesto que no existe ningiin elemento entre y y x.
Por otro lado, afirmamos que los conjuntos

U={aeX:z<a} ANU,={beX:b<2}

son disjuntos,
u.nU, =0.

En efecto, supongamos que U, N U, # 0, es decir,
ImeX\melU, A meU,

entonces,
z<mAN m<z

por transividad de <,
m < m,

lo cual es una contradiccién pues < es irreflexiva.
Acontinuacién, demostraremos que el item 3 implica 2.
Tomemos (Z4, Y,) una sucesién de 3 por definicién tenemos,

To jya
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talque (Ta,Ya) — (2,y). Nos proponemos demostrar que (z,y) €3.

Supongamos que (z,y) ¢33, por completacién de X tenemos (y,z) €3 entonces
y < .

Sabemos que z, — z, desde que z € Uy, por definicién existe ng € N talque o > nyg
entonces T, € U;. Por otro lado, como y, — y y desde que y € U,, por definicién
existe n; € N talque a > n,; entonces y, € U,.

Consideremos ny = max {ng,n,;} talque @ > ny entonces

Zoa €EU; N yo €Uy
de la hipdtesis del item 3 tenemos y, < z, lo cual implica
(Yar Ta) €Z A (T ¥Ya) E3

es una contradiccién desde que (Zq, Ya) €3 - Por lo tanto, (z,y) €3.
Finalmente, probaremos que el item 2 implica 1.
Sea {ya} una sucesién del conjunto {y € X : y 3 z} satisfaciendo y, — 2z en X,

desde que
{(Wa, 2)} €3
luego,
Yo 5T

se satisface (ya,Z) — (2,2) en X x X. Por la cerradura de 3 en X x X, tenemos
(z,z) €3, es decir z 3 z. Por lo que queda demostrado que el conjunto

{yeX:y3a}
es cerrado. Por tanto, 3 es semicontinua inferior.
Igualmente, sea {y,} una sucesién de {y € X : z 3 y} satisfaciendo y, — 2z en X,
desde que,
{(z,90)} €3

luego,
z 3 Ya

se satisface (z,ya) — (z,2) en X x X.
Por la cerradura de 3 en X X X tenemos (z,z) €3, es decir z 3 2. Por lo que
queda demostrado que el conjunto

fveX:z3y}

es cerrado. Por tanto, 3 es semicontinua superior.
Por la semicontinuidad superior e inferior, concluimos que la preferencia 3 es con-
tinua. [ |

La siguiente definicién, considera como una relacién de preferencia puede ser re-
presentada por una funcién de utilidad.

Definicién 2.5 La funcionu : X — R se le llama funcion de utilidad representando
una relacién de preferencia 3 en un conjunto X, si para todo z,y € X

yJzeuly) <ule).
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En el caso de relacion estricta < se tiene
y<z&uy) <u(x).

Como la convexidad es una herramienta interesante en los problemas econémicos
definamos entonces la convexidad de 3 en un conjunto convexo X de un espacio
vectorial.

Definiciéon 2.6 Una relacion de preferencia definida en un subconjunto convero X
de un espacio vectorial es:

1. Conveza; siz 3y, x3zen X y0<a<1 implica quez 3ay+ (1—a)z.

2. Estrictamente conveza; six 3y, £ 32 yy # z implica quez < ay+(1 — a) 2
para 0 < a < 1.

Es claro que la relacién de preferencia definida en un conjunto convexo X es convexa
si y solo si el conjunto {y € X : 2 y} es convexo para cada z € X.

Definicién 2.7 Una funcion definida en un conjunto convero no vacio C de un
espacio vectorial es

1. Cuasi-céncava; si para todo z,y € C y 0 < a <1 se tiene
u(az + (1 - 0)y) > min{u(z),u(y)}

2. Estrictamente cuasi-concava; si para todo z,y € C conc #yy0<a <1 se
tiene

u(azr+ (1 — @)y) > min {u(z),u(y)}
3. Céncava; st para todo z,y € C y0 < o <1 se tiene
v(laz+(1—a)y) > au(z)+ (1 —a)u(y)
4. Estrictamente concava; st para todo z,y € C conz #y y0 < a <1 se tiene
u(laz+ (1 —a)y) >au(@)+ (1 —a)u(y)

Una funcién v : C — R definida en un subconjunto convexo C de un espacio
vectorial se dice convexa si —u es céncava, es decir, paratodoz,y€c Cy0<a <1

u(lar+(1-a)y) Lau(z)+ (1 —a)u(y)

Similarmente, una funcién u se dice estrictamente convexa si —u es estrictamente
concava.

Podemos afirmar, que toda funcién concava es cuasi-concava.

En efecto, consideremos que u : C — R es una funcién céncava y sean z,y € C con
0 < a <1 tomemos m =min {u(z),u(y)}

v(laz+(1—a)y) > au(z)+ (1 - a)uly) >am+ (1 —a)ym=m.

Para probar que la reciproca es falsa, basta considerar el siguiente ejemplo.
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f(=)=2?

v

Figura 2.1: Funcién Cuasi-céncava, no céncava

Ejemplo 2.1 Sea la funcién u : [0,00) — R definida por u(z) = 12 la cual es una
funcién cuasi-céncave pero no céncava.

En efecto, sin pérdida de generalidad consideremos y < x entonces z —y > 0
0<Az-y)<z—y

sumando z,
y<y+ti(z-y <z

desde que y > 0 elevamos al cuadrado
¥ <Oz +(1-Ny)? <

luego,
f@<fOs+(1-Ny) < f(z), VAelo,]]
de aqui,
min {f (z),f(¥)} < fQz+(1-Ny), VA0 1].

Por tanto, f es una funcién cuasi-céncava. Sin embargo, la funcién no es céncava,
es decir, no satisface

fOz+A=Ny) 22 (@) +(1 -1 f(), VAre[o1].

Basta considerar,
1
z=m, y=m+1 A )\=§
con m > 0, entonces

§(gm+gmen) =5 (Z5E) 2 4rm)+ 31 m+ )

lo que implica,




lo cual es equivalente a,

m+—1- 2> m+1 2-§-1
2/ — 2 4

Por tanto, se observa que f no satisface la definicién de concavidad.

La definicién anterior nos permite afirmar que una funcién de utilidad sobre una
relacion de preferencia convexa es una funcién cuasi-céncava. Por tanto, enunciemos
el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Pare un conjunto convexo C' de un espacio vectorial y una funcién
u : C — R entonces se salisfacen los siguientes enunciados:

1. La funcion u es cuasi-céncave st y solo si, la relacion de preferencia definida
POT U €S COnvera.

2. La funcion u es estrictamente cuasi-concave si y solo si, la relacion de prefe-
rencia definida por u es estrictamente conveza.

Demostracion.

1. Supongamos que u es una funcién cuasi-céncava y que
y3x ANySzenC.
luego,
u(y) <ulz) A uly) <u(z),
usando la hipétesis de cuasi-concavidad de u tenemos
u(y) <min{u(z),u(2)} <ulaz+(1-a)z),Ve0,1].
De aqui,
u(y) ulaz+(1—-a)2) V, 2 €[0,1].
De la definicién de funcién de utilidad se tiene
ySar+(l—a)z Vaelol]

Asi, queda probado la convexidad de 3.

Reciprocamente, consideremos que la relacién de preferencia X definida por
u es convexa. Sean z,y € C, sin pérdida de generalidad supongamos que
u (y) < u(z) por definicién de funcién de utilidad y 2 z. Asi, tenemos que

y3z ANyly
De la convexidad de = tenemos
yRar+(l-a)y, Vaelo,l]
Por tanto, de la deﬁnici_én de funcién de utilidad
min {u () ,u (1)} =4 (y) < u(oz+(1-a)y), Ya € 0,1

Entonces, queda probado que la funcién u es cuasi-concava.
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2. Supongamos que u es una funcién estrictamente cuasi-céncava y consideremos
en C, z # z tal que

y3z Ay3z
Por definicién de funcién de utilidad se obtiene
u(y) <uls) A uly) <u(2)
desde que u es estrictamente cuasi-céncava,
u(y) <min{u(z),u(z)} <u(az+(1-a)z), Va € (0,1)
Por transitividad en <
u(y) <ulaz+(1-a)z), Vae (0,1)
De la definicién de funcién de utilidad
y<azx+(l—a)z, Yae(0,1)

Entonces, queda probado que 3 es estrictamente convexa.

Reciprocamente, asumiremos que la relacién de preferencia 3 definida por u
es estrictamente convexa. Sean z,y € C, con z # y sin pérdida de generalidad
supongamos que u (y) < u(z) por definicién de funcién de utilidad vy 3 z.
Considerando

y3z Ay3y
De la convexidad estricta de = resulta
y<az+(l—a)y
Por lo tanto, de la definicién de funcién de utilidad
min {u () ,u(y)} = u(y) <u(oz+ (1 - a)y)
Entonces, queda demostrado que la funcic’)ﬁ u es estrictamente cuasi-concava.

Definicion 2.8 Un espacio vectorial ordenado E es un espacio vectorial con la
relacion de orden < tal que satisface las siguientes propiedades:

o Siy<xzenFE entoncesy+ 2z <z + 2 para lodo z € E.

e Siy <z en E entonces ay < azx para todo a € R.
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Definamos, el conjunto E* por:

Et={zeF:0<z}

el cual, es conocido como el cono positivo de E 'y sus elementos son llamados vectores
positivos. Un ejemplo importante es el espacio vectorial ordenado E = R™. El
orden es definido por ¥y = (y1,--,Yn) < (Z1,-,Zn) = T si y solo si y; < z; para todo
1=1,2,...,n. El cono positivo de R" es denotado por R, esto es,

R} ={z=(21,.,2n) : 0< z;, Vi=1,.. n}.

Notemos que y < x en R" si y solo si y; < z; para todo 2 y y; < x; para algin 7. A
partir de estas definiciones definimos la. monotonicidad de las preferencias.

Definicién 2.9 Una relacidn de preferencia 3 en un subconjunto no vacio X de
un espacio vectorial ordenado, se dice que es

1. Mondtona; siz,y € X yx <y implica xz 3 y.

2. Estrictamente mondtona; siz,y € X yx <y implicax < y.

Toda preferencia estrictamente monétona es monétona. Sin embargo, la preferencia
mondtona no es necesariamente estrictamente monétona. Por ejemplo, consideremos
la preferencia en R definida por la funcién de utilidad

u (1, T2) = T122.
Sean
;=1 z9 =0,
=2 Y2=0
clmaﬁénte, (1,0) < (2,0). De la definicién de u tenemos

©(1,0) <u(2,0)

entonces,
(1,0) 3 (2,0).

Ademds, observamos que
(2,0) 3 (1,0)

lo cual implica que no se satisface
(1,0) < (2,0).

Por tanto, se satisface (1,0) < (2,0) y —((1,0) < (2,0)), es decir, la relacién de
preferencia no es estrictamente mondétona sin embargo, es monoétona.
Introducimos una nueva definicién
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Figura 2.2: Convexidad por el origen

Definicién 2.10 (Converidad por el origen) Una curva S es conveza por el origen
si existe a lo mds un punto de la curva entre el segmento formado por el origen y el
punto de interseccién del segmento formado por dos puntos de S.

La curva mostrada en la gréfica es convexa por el origen, desde que A y B son dos
puntos en la curva, entonces el rayo pasando por el origen O y x (punto del segmento
AB) intercepta a la curva en el punto D.

En base a esta definicién podemos dar mas resultados de funciones de utilidad cuasi-
céncavas.

Teorema 2.3 Sea u : C — R una funcion de utilidad definida en un subconjunto
convezo C del cono positivo de un espacio vectorial ordenado. Siu es estrictamente
mondtona y cuasi-concava entonces sus curvas de nivel son convezas por el origen.

Demostracion. Sean z,y € C talque u (z) = u(y) = ¢ consideremos
z=az+(l1—a)y

para algin 0 < a < 1.
Desde que u es cuasi-céncava. se tiene

u(z) =u(az+ (1 —a)y) > min{u(z),u(y)} =c

Por la monotonicidad estricta de u se concluye que el rayo {Az : A > 0} no intercepta
al conjunto de nivel {a € C : u (a) = ¢} en un punto fuera del segmento formado por
Oy 2.

En efecto, supongamos que el rayo {Az: A > 0} intercepta al conjunto de nivel
{a € C : u(a) = c} fuera del segmento 0z entonces existe X > 1 tal que u (Az) = ¢

Por otro lado, se tiene 0 < z < Az entonces desde que u estrictamente monétona y
creciente por ser funcién de utilidad u (2) < u (Az) entonces

c<u(z)<u(Xz) =c

Asi ¢ > ¢, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, el teorema queda demostrado.
u
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Definicién 2.11 Sea 3 una relacion de preferencia en un subconjunto X de un
espacio vectorial E. Entonces un vector v € F se dice ertremadamente preferible
para 3 cuando:

1. z+ av € X para todo x € X y todo a > 0.

2. z <z + av para todo € X y todo a > 0.

Gracias a esta definicién enunciamos el siguiente teorema que es importante para
preferencias definidas en un cono convexo de un espacio vectorial finito dimensional.

Teorema 2.4 Para une preferencia continua 3 definida en el cono positivo R del
espacio vectorial R™ se satisfacen los siguientes enunciados:

1. 5i 3 es convexa, mondtona con un vector extremadamente preferible, entonces
= puede ser representada por una funcién de utilidad continua mondtona y
cuasi-concava.

2. Si 3 es estrictamente conveza y estrictamente mondtona, entonces 3 puede
ser representada por una funcién de utilidad continua, estrictamente monétona
y estrictamente cuasi-concava.

Demostracidon. Sea = una relacién de preferencia continua, monétona y convexa
la cual tiene un vector extremedamente preferible v, es decir:

e z+av€ R}, Vre Ry, Va>0.
e T < x+ av, Vz € R}, Va > 0.
Considerando e = v + (1, ..., 1)
e a(l,...,1) € Ry Az + av € R} entonces
z+av+a(l,..,1) € R},

’

asi,
z + ae € R}.

e Desde que,
ztav<ztav+all,..,l),

por monotonicidad de X tenemos
z+av3z+av+a(l,..1)

y como
T < T+ v

entonces por transitividad tenemos,

Tz <1+ ae, Ya>0.
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Asi, e también es extremadamente preferible donde e = (ey, ..., €,).

De esta manera, podemos asumir que existe un vector extremadamente preferible e
satisfaciendo e; > 0 para todo 1.

Ahora para cada z € R} definimos el conjunto

{a>0:2 3 ae}

desde que e; > 0y z; > 0 por el Lema Arquimediano existe o € N talque z; < aeg;
entonces z < ae por monotonicidad z X ae se concluye que €l conjunto es no vacio.
Observamos que el conjunto anteriormente definido es no vacio y adem4s tiene como
cota inferior 0 y por el axioma del supremo este conjunto tiene infimo.

A partir de esto definimos

u(z) =inf{a >0:z 3 ac}

el cual estd bien definido.

Afirmamos que = ~ u(z)e.

En efecto, desde que 3 es continua entonces {y € R} : £ 3y} es cerrado.

Por otro lado, si u(z) > 0 entonces para todo ¢ suficientemente pequefio tal que
u(z) — € > 0 se tiene (u(x) — €¢) e = z. Supongamos que la afirmacién anterior no
es cierta, es decir, 3 (u(z) —€)e

Desde que u(z) — € > 0 podemos considerar a = u(z) — € talque z 3 ae, de la
definicién de u (z) como el infimo de este conjunto

u(z) <u(z)—e

Donde se concluye ¢ < 0 lo cual es una contradiccién. Entonces no es cierto que
z 3 (u(z) — €) e por lo que queda demostrada la afirmacién. '
Si u(z) = 0 entonces de la hipétesis de £ > 0 y la monotonicidad de = implican
o 3 z Por tanto,

O0=u(zx)elz

Por lo tanto, u(z) e ~ z.

Hacemos la siguiente observacién la que usaremos para demostrar resultados poste-
riores. Si0 < ay 0 < (3, entonces fe 3 aesiysolosi 8<a.

En efecto, supongamos que Be 3 ae implica a < 8.

Entonces § — o > 0 y desde que e es extremadamente preferible cosideremos
@ = [ — ay ae un vector de R" obtenemos

ae <ae+(f—a)e=Pe

Lo cual es una contradiccién, por lo que queda demostrada la afirmacién.
En particular, se ha demostrado que para cada z € R"™ existe un escalar u (z) tal
que z ~ u(z)e.

Es claro que la funcién » : R} — R definida anteriomente es una funcién de
utilidad representando 3.
En efecto, si z 2 y entonces £ ~ u(x) y y ~ u(y) por la definicién de indiferencia
~ obtenemos:

u(z)eSz3ySuly)e
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u () Curva de indiferencia pasando por z

Figura 2.3: Curva de indiferencia

Probaremos la cotinuidad de la funcién de utilidad a partir de las siguientes identi-
dades:
La primera identidad es la siguiente:

{z€eR:u(z)<r}={zx€R}:z3re}

En efecto, sea z € {z € R} : u(z) < 7}, es decir u (2) < r entonces u (2) e < re de
monotonicidad « (z) e 3 re, desde que z ~ u (2) e obtenemos z 3 u(z)e 3 re. Por
lo tanto, de la observacién anterior

ze{zeR}:z3re}

Reciprocamente, sea z € {z € R} : 2 3 re}, es decir z 3 re, desde que u(2)e ~ 2
obtenemos u (z) e X 2z 2 re. Por lo tanto, de la observacién anterior

ze{zeR} u(x)<r}
La segunda identidad es la siguiente:
{zeRy:r<u(@)}={z€R} :re3z}

En efecto, sea z € {z € R? : v < u(z)}, es decir r < u(2) entonces re < u(z)e de
monotonicidad re 3 u (2) e, desde que u(2) e ~ z obtenemos re 3 u(z)e 3 z. Por
lo tanto, de la observacién anterior

ze{zeR} :re 3z}

Reciprocamente, sea z € {z € R% : re 3z}, es decir re 3 2, desde que z ~ u(2)e
obtenemos re X 2z 3 u(z)e. Por lo tanto, de la observacién anterior

{zeR}:r<u(z)}

Ahora probaremos la continuidad de la funcién de utilidad a partir de estas identi-
dades y de la hipétesis de continuidad de 3.
Consideremos una sucesién (z,) en R} tal que x, — x por demostrar que

u(zn) — u(z).
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Primero estudiaremos la existencia de tal limite, como u es una funcién de utilidad
es mondtona creciente ademas por su definicién es acotada inferiormente por 0 y
superiormente por un a > 0. Desde que u(z,,) es monétona y acotada entonces es
convergente. Desde que z ~ u (z) e obtenemos

Tn 3u(Th) A u(z,) 3

~J

Tn
De la continuidad de 3
z3limu(z,)e A limu(z,)e 3z
Usando las identidades anteriores
u(z) <limu(z,) A limu(z,) <u(z)

Por tanto, limu (z,,) = u (z) entonces u es continua.

La monotonicidad se obtiene desde u es una funcién de utilidad es monétona cre-
ciente.

Por 1ltimo probaremos que u es cuasi-céncava, sin pérdida de generalidad considere-
mos z < y entonces por monotonicidad de 3 se tiene z 3 y desde que u es funcién
de utilidad u (z) < u (y).

De la convexidad de I comoz Jyyz 3z 1mphca z 2 ar+ (1 — a) y desde que
u es una funcién de utlhdad

min {u (z),u (y)} = u(z) < u(oz + (1 - a)y)
Lo que queda entonces demostrado. [

El siguiente ejemplo, muestra que no toda relacién de preferencia puede ser repre-
sentada por una funcién de utilidad.

Ejemplo 2.2 Sea X = [0,1] x [0,1] y consideremos la siguiente relacién

(%1,22) > (31,92)

SITy > Y 0SiTy =Y YT > Y. Esta es una relacion de preferencia que se conoce
como la relacion de preferencia lexicogrdfica. Veremos que esta relacion no puede
representarse mediante una funcién de utilidad.

En efecto, supongamos que tal representacion es posible, y por lo tanto existe una
funcién de utilidad. Entonces, para cada r € [0, 1] se tiene

(r,0) < (r,1) puesr =ry 1 >0 entonces
Por definicién de funcién de utilidad,
u((r,0)] <ul(r,1)]

Consideremos d (1) = u[(r,1)] — u|(r, 0)] > 0 para todo 7.
En consecuencia, afirmamos que [0,1] =y, {r / d(r) > 3},
Primero, probaremos que
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0,1 cUli{r / d(r) > 1}
Consideremos z € [0, 1], de ahi (z,0) < (z,1)
u((z,0)] <ul(z,1)]

Lo cual es equivalente,

luego,
d(z) >0

entonces, por el Lema Arquimediano d () > + para algin n € N se tiene

zelUl, {r/dr)>1L}.
Reciprocamente, probaremos que
°° 1
U {r / d(r) > —} c [0,1]
n==1 n

Sea z € Uio, {r/ d(r) > 1} entonces d(x) > % para algin n € N. Lo cual
implica,

wl(z,1)] - u[(z,0)] > % >0

para algin n € N. Por tanto, u[(z,1)] > u{(z, 0)}.
Notamos que, = € [0, 1] pues u est4 definida de la siguiente manera

v:[0,1] x[0,1] = R

Como [0, 1] es no numerable entonces para alginn € N, el conjunto {r / d(r) > 1}
es no numerable. Supongamos que el conjunto,

{’r/d(r)>%} =Sm

es no numerable. Tomando « [(1,1)]—u[(0,0)] = k y sea N entero mayor que km+1,

es decir, N > km + 1 lo cual implica 21 > k.

Elijamos un conjunto de N elementos {ry, s, ...,rn} en el conjunto S, = {r / d(r) > L}
de manera que r; < ry < ... < Tn.

Puesto que,
(T, 0) > (rn-1,1) pues rp, > 1

luego,
u [(Tnv 0)] >u [(Tn—l’ 1)] .

Por lo tanto,
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u [('rm 0)] —u [('rn—h 0)] >u [(Tn—la 1)] —u [(Tn-l’ 0)] > ;1{
En consecuencia,

{u[(1, D] = u[(rn, 0]} + {u](rn,0)] — u[(rn-1,0)]}
{u[(rn-1,0)] — u[(rn-2,0)]} + {u[(rn-2,0)] — u{(rn-3)]}

e+ {u](r2, 0)] — u[(ry, 0)]} + {u[(r1,0)] -« [(0,0)]}

1 1 1 N-1
oO+—+—+4..—> > k,
m m m

k=u[(1,1)] - «[(0,0)]

v + +

lo cual es una contradiccién, por lo tanto, < no se puede representar por una funcién
de utilidad.
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Capitulo 3

Funciones Cuasi-convexas

En la actualidad existe un buen niimero de definiciones equivalentes y caracteriza-
ciones de funciones cuasi-convexas. Formalmente las definimos por la convexidad de
sus conjuntos de nivel inferior. Debemos resaltar, que las funciones cuasi-convexas
son usadas como la generalizacién de funciones convexas en teoria econémica.

F @]

z2

S

\—> Conjuntos de Nivel Inferior

o

Figura 3.1: Funcién Cuasi-convexa

Definicién 3.1 Una funcidn f : C C R® — R definida sobre un conjunto convezo
C, se dice que es cuasi-conveza si sus conjuntos de nivel inferior

L(f,a)={z€C: f(z) La}

son conjuntos convezos pare todo a € R (ver figura 3.1). Similarmente, f se dice
que es cuasi-concava st sus conjuntos de nivel superior

Ulf,e)={zeC:a< f(z)}
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son convezos para todo a € R.

Las funciones definidas de esta manera fueron enunciados por primera vez por
De Finetti [22]. Las propiedades de funciones cuasi-convexas, las relaciones entre
ellas y las funciones convexas fueron estudiadas por Frenchel [20].

Resultados equivalentes pueden obtenerse facilmente para funciones cuasi-coéncavas,
desde que f es cuasi-céncava si y solo si —f es cuasi-convexa.

‘Teorema 3.1 Sea f : C C R* — R una funcién definida en el conjunto convexo
C. Entonces f es cuasi-conveza si y solo si

floz+(1-a)y) <max{f(z),f ()}
Va,yeC¥Ae(0,1]. |

Demostracién. Supongamos que f es cuasi-convexa, entonces
L(f,a)={z€C: f(z) < a}

es convexo para todo a real. Sean z,y € C'y @ = max{f (z), f (v)}.
De la convexidad del conjunto L (f, &) tenemos que

fOz+(1-Ny) <a=max{f(z),f(y)}, VAe[0,1].

Reciprocamente, sea L (f, a) el conjunto de nivel inferior de f y sean z,y € L(f,a)
entonces

f@<a A fly)<a

por hipétesis y por las desigualdades anteriores tenemos

fQz+(1-A)y) <max{f(z),f([¥)} <a

Asi, el conjunto L (f, &) es un conjunto convexo. [

En las figuras 3.2 y 3.3 se presentan ejemplos graficos de funciones cuasi-convexas.

Observacién 3.1 Toda funcion convexe es cuasi-convexa. En efecto, sea f con-
veza, entonces

fFOz+1=Ny) <M (2)+Q-A) f(y) <max{f(z),f ()}, Vz,y € C,VA€0,1].
El reciproco no es cierto, para ello considere por ejemplo la funcién f(z) = —z2
que no es convexa pero es cuasi-convexa (ver ejemplo 2.1 ). Algunos resultados de
la composicién de funciones cuasi-convexas fueron desarrolladas por Schaible [44].
Uno de estos resultados se muestra en la siguiente proposicion.
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Figura 3.2: Funcién cuasi-convexa discontinua

Figura 3.3: Funcion cuasi-convexa continua
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Proposicion 3.1 (Fenchel, 1951) Sea ¢ : C C R* — R una funcion cuasi-conveza
y sea f : D C R — R una funcion no decreciente en D conteniendo la imagen de
@, entonces la funcion composicion f o ¢ es también cuasi-conveza.

Demostracion. Sea ¢ una funcién cuasi-convexa en C, entonces para todo z,y € C
y X € [0,1], tenemos

d(Az+(1-XN)y) <max{¢(z),¢(y)}.

Como f es no decreciente entonces

f@Qz+(1-XNy)) < f(max{4(z),¢(y)})-

Lo cual es equivalente a

oz +(1-XN)y)) <max{f(¢(z)),f (¢ ®)}.

Por lo tanto queda demostrado que f o ¢ es cuasi-convexa. »

Observacion 3.2 La proposicion anterior no puede enunciarse para funciones con-
vezas, esto es, si ¢ es conveza, entonces f o ¢ no necesariamente es convexa. Para
ver esto, consideremos el siguiente la funcion
f:R — R
.3
y — fy)=y
la cual es no decreciente y la funcion afin ¢
¢:C - R
x — ¢(z)==z.

A pesar que ¢ es conveza y f es no decreciente se tiene que f (¢ (x)) = z3 no es
conveza, es decir f o ¢ no es conveza.

De la proposicién anterior se deduce que toda transformacién no decreciente de
funciones convexas es cuasi-convexa.

Observaciéon 3.3 Cuando la funcién es conveza es bien conocido que todo minimo
local es global. Sin embargo, para funciones cuasi-convezas este resultado no es
verdadero. Basta considerar la funcidn cuasi-conveza.

2 —1<z<1
~(z-4)°+6 3<z<4

Observamos que Z = 2 es un minimo local, pero no un minimo global. El siguiente
resultado muestra que resultados globales pueden ser obtenidos para minimos locales
estrictos.
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1 0 1 2 3 4

s

Figura 3.4: Minimo local, que no es minimo global

Proposicion 3.2 Sea f : C C R® — R una funcidon cuasi-convexa definida en
el conjunto convexo C. Si x, es un minimo local estricto de f entonces x, es un
minimo global estricto de f en C.

Demostraciéon. Si z, es un minimo local estricto entonces, existe § > 0, tal que
para todo z # x, en el conjunto C N B; (z,) se tiene

f () < f(z). 3.1)

Supongamos que z, no es un minimo global estricto de f entonces existe un Z € C,
T # x, tal que

flz) > f(2).
Por cuasi-convexidad de f
FOZ+ A -XNz,) <max{f (@), f(z)}=f(z), VI€][0,1]. (3.2)

En particular consideremos

A€ (0,——5—) N (0,1),

Iz - =.|

entonces,
F=M+(1- Nz, €CNB; (7).

de (3.2) obtenemos que
f(&) < f(z.), £€Bs(z.)NC

Lo cual contradice (3.1). Por lo tanto, queda demostrado que si z. es un minimo
local estricto, también es un minimo global estricto. ]
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Minimo local

\\<\«‘h’nimo global

Figura 3.5: Funcién cuasi-convexa en una variable

7\
x

Definicién 3.2 Sea f : C C R® — R una funcion definida en el conjunto convezo .
C, entonces f tiene la propiedad de segmento mdximo si f alcanza su mdxrimo sobre
todo segmento cerrado [x1,zs] € C en algin punto z € [z, xs).

Proposiciéon 3.3 Una funcion cuasi-conveza definida en el conjunto convexo
C C R" tiene la propiedad de segmento mdzimo.

Demostracién. Sea [z1,22] C C un segmento cerrado entonces para todo punto
z € |21, %2 tenemos

z=xr1+(1-XNz€C, VA€E0]],
desde que f es cuasi-convexa.
f Oz + (1= XN x2) < max{f (1), f (22)}
De esta manera, el mdximo de f sobre [z;, 23] es alcanzado por z; 0 ;. »

El siguiente concepto, concierne a funciones de variable real y fue introducido por
Diewert, Avriel y Zang [18].

Definicién 3.3 Sea f : I C R — R una funcion definida en el intervalo abierto I,
entonces [ alcanza un mdzimo local semi-estricto en xg € I si existen x,,z3 € I,
T, < g < Ty tal que

fOz+ Q=X z2) < f(x0), VA€E0,1]]

max {f (z1), f (z2)} < f (z0)
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Figura 3.6: Maximo local semi-estricto

Proposicion 3.4 Sea f : I C R — R una funcién definida en el intervalo I. Si f es
cuasi-conveza entonces no existe un punto o que sea un mdrimo local semi-estricto

de f.

Demostracién. Si f es cuasi-convexa, entonces para cualquier par de puntos
T1, Ty € I tenemos

fOz+ (1 =N xz) <max{f (z1), f (22)}, YA €[0,1].
Sea 1o = A*z; + (1 — A\*) 2, para A* € [0, 1] entonces

[ (o) < max{f (1), f (22)}

Desde que f no satisface la segunda condicién de méximo local semi-estricto entonces
f no tiene un maximo local semi-estricto. =

Teorema 3.2 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Una funcion f : C C R* — R
definida en el conjunto abierto y convexo C es cuasi-conveza, si y solo si,

1. Tiene la propiedad de segmento mdzimo.

2. Para todo z € C y todo v € R" tal que vIv = 1, ademds t € R, t > 0
satisfaciendo = + tv € C la funcién F (t) = f (z + tv) no alcanza un mdzimo
local semi-estricto en t € (0,1)

Demostracién. Primero, supongamos que f es cuasi-convexa en un conjunto C
abierto y convexo.

El item 1 se satisface, desde que f es cuasi-convexa y por Proposicién 3.3.

Para demostrar el item 2, afirmamos que F (t) = f(z 4 tv) es cuasi-convexa en
(0,t). Probaremos inicialmente

Vte(0,t)) =>z+tveC
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En efecto, sea 0 < t < £ entonces,

de aqui,

t, t t
T t= :t = = 1——_ —_t
+tv a:—i—t(v) (t+ t)z+t(v)
t
t

La pertenencia anterior se cumple desde que C' es un conjunto convexo.
Ahora probaremos que F' es cuasi-convexa en (0,7). Por tanto, debemos demostrar
que

F(Atl + (1 - A) tz) S ma.x{F (tl) ,F (tg)}, v tl,t2 € (O,ﬂ .

En efecto, sean t,,t; € (0,%) luego
z+tv,z+tw € C,
de la cuasi-convexidad de f tenemos,
FO(z+tv)+ (1 =X (z+t0) <max{f(z+tw),f(z+tw)}, VIE]]].
La expresién anterior es equivalente a
F(Ati + (1 = A)t) <max{F(t;),F (t2)}.

La cual demuestra que F es cuasi-convexa en (0,).
Por tanto, usando la Proposicién 3.4 la funcién F (t) = f(z +tv) no alcanza un
méaximo local semi-estricto en t € (0,1).
Reciprocamente, sean x;,zs € C tal que z; # %2, consideremos
o — 1 -
= ——— A t=l|izg— x4} . 3.3
Tor =2l | I (3-3)

Como z; + tv € C, definamos
F(t) = f(z1+tv), Vt€ (0,1).

Desde que f tiene la propiedad de segmento méximo sobre [0,%], F alcanza su
maximo en algiin o € [0, ], es decir,

F(t) < F(ty), Vte[0,1]. (3.4)
Ya que F no alcanza un méaximo local semi-estricto en ¢y € (0,t), entonces -
F (to) < max{F (0),F ()} - (3.5)
De (3.4) y (3.5),
F(1-X)t)=F(t) <max{F(0),F (5)}. (3.6)

Usando (3.3) y reemplazando en (3.6) tenemos
fQz+ (1= X)22) <max{f (z1), f (22)},VA €[0,1].

Por lo tanto, f es cuasi-convexa. m
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Proposiciéon 3.5 Sea f : C C R® — R una funcion semicontinua superior definida
en C. Entonces f tiene la propiedad de segmento mdzrimo.

Demostracién. Sea [z1, 2] C C un segmento cerrado. Afirmamos que f es acotada
superiormente. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe

{zx} C [#1,22) A lim f (z) = +o00.
Como {zx} C [z1,Z2] ¥ [Z1, Z2] es cerrado entonces,
limzy =Z A Z € [21,29].
Por la semicontinuidad superior de f
+oo = limsup f (zx) < f (%)

Lo cual es una contradiccién. Asi, f es acotada superiormente.
Desde que f es acotada superiormente, por el axioma del supremo, f posee supremo,
es decir, existe a € R tal que

a= sup f(x).

z€[z) 2]
Por lo tanto, existe {z;} C [z1,%,] tal que
lim f (2;) = e

Por la cerradura de C, existe {z;} C [z1,z2] tal que

imz =z, A Z. € [21,2,] .
De la semicontinuidad superior de f tenemos

o = limsup f (z:) < f(z.).
Entonces, existe {z.} € [z1, %] tal que

f@<a< f(z,) V€ [r,22].

Por tanto, el mdximo de f en [z1,x2] es alcanzado en z,. m
Definicion 3.4 Ses f : I C R — R definida en el intervalo I. Esta funcion es

unimodal en I si existe x, € I donde f alcanza su minimo en I y para x;,z5 € 1
tal que 1 < x4 se liene

To < x, implica que f(z3) < f(21)

z. < 11 implica que f(z1) < f(x2)

37



S/

Figura 3.7: Funciones Unimodales

La definicién anterior significa que una funcién de variable real unimodal es dividida
en dos subintervalos (uno de ellos puede ser vacio) por el punto que alcanza el minimo
en I, donde el subintervalo de la izquierda de z hace que la funcién sea no creciente
y el subintervalo de la derecha de x hace que la funcién sea no decreciente.

Proposicién 3.6 (Martos, 1975) Sea f : I C R — R definida en el intervalo
abierto I y supongamos que alcanza su minimo en un punto x, € I. Entonces f es
cuasi-conveza si y solo si es unimodal en I.

Demostracién. Supongamos que f es cuasi-conveva y sean x;,z € I talque
T, < T. Si 25 < z, entonces
Ty < Ty < T,

luego,
f (@2) < max{f (1), f (z.)}
desde que f alcanza su minimo en z, tenemos,
f(z2) < f(z1)- 3.7)
Por otro lado, si z, < z; entonces
T, < 1 < Ty
luego,
f (1) < max{f (x2),f (2.)}
desde que f alcanza su minimo en z, tenemos,
f (1) < f(x2). (3.8)

De (3.7) y (3.8) concluimos que f es unimodal.
Reciprocamente, supongamos que f es unimodal, sean z;,z2 € I tal que z;1 < 23 y
definamos

z(A)=Az1+ (1= Az, VAE(0,1).
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Si tenemos z (A) < z, y como z; < z () entonces

fl@) < f(=). (3.9)
Ahora, si . < z(A) y como z ()\) < z2 entonces
flzN) < f(2). (3.10)

De (3.9) y (3.10) tenemos
f(Az1+ (1= X z2) <max{f(z1),f(22)}, VA€ 0,1].
Lo cual demuestra que f es cuasi-convexa. ]

Note que si I es un intervalo compacto no vacio y f es semicontinua inferior alcanza
su minimo sobre I. Por tanto, bajo ciertas condiciones, cuasi-convexidad y uni-
modalidad de f son equivalentes. Una. versién mas elaborada del anterior teorema
se puede encontrar en Martos [33]. La idea de unimodalidad fue generalizada por
Newman [36] y Wilde [50] para el caso n dimensional.

Definicién 3.5 Sea f : C C R® — R definida en el conjunto convezo C. Se dice que
f es unimodal en C si para todo intervalo cerrado [z1,z2] C C en el cual f alcanza su
minimo en el punto z, tenemos f (x.) < f(z) < f(z;) donde x = Az, + (1 — A) 1y
para 0 < A< 1.

Usando esta definicién se puede mostrar que las funciones semicontinuas inferiores
cuasi-convexas y unimodales son equivalentes.

Proposicion 3.7 La funcién f : C C R® — R definida en el conjunto convexo C es
cuasi-convexa st y solo si para todo x1,x2 € C la funcion de variable real F definida
por

F(A\)=f(z+ (1= )
es cuasi-convexa en el conjunto converxo

J={A€eR:0<A<1}.

Demostraciéon. Sean z;,z; € C y supongamos que f es cuasi-convexa.
Sean Ag, A1, A2 tal que 0 < A\; < Mg < Ag < 1 y definamos

Y = A,;:El + (1 - Az) T2, 1= O, 1,2

Entonces, existe a € (0,1) tal que yo = ay; + (1 — @) y2. En efecto, como A < X <
A2, existe a € (0,1) tal que

Ao =aA + (1 —a) A

De la definicidn se tiene
Yo = A0$1 + (1 - )\0) 9.
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Reemplazando el valor de Ay obtenemos
yo=aMz1+ 1 —A)z2) + (1 —a)Qazy + (1 = A2) z2).
Usando de nuevo la definicién se tiene que
Yo = oy + (1 — o) 92

Luego, de la cuasi-convexidad de f se tiene que

max {f (1), f (v2)} > f (wo) -

Lo cual implica que

Entonces, F' es una funcién cuasi-convexa.
Reciprocamente, sean z,,z; € C y supongamos que F es cuasi-convexa en J, en-
tonces

max {F (0), F (1)} > F ()

max {f (1), f (z2)} 2 f(Az1 + (1 — N) z2)
Lo cual implica que f es cuasi-convexa. u

De esta manera f es una funcién cuasi-convexa en su dominio convexo C' C R" siy
solo si es cuasi-convexa en todo segmento contenido en C.

Definicién 3.6 Una funcion f : C C R* — R definida sobre un conjunto convexo
C es cuasi-afin st y solo si f es cuasi-convexa y cuasi-concava.

Como los conjuntos de nivel superior y los conjuntos de nivel inferior de las funciones
cuasi-afines, son conjuntos convexos, se satisface, para todo z1,z2 en el dominio
convexo de f

max {f (z1), f (z2)} = f (Az1 + (1 = A) 22) 2 min {f (1), f (z2)}, A € [0,1].

Para funciones de variable real las funciones monétonas (funciones crecientes o de-
crecientes) y cuasi-afines son equivalentes.

Cabe resaltar que una funcién es convexa y céncava si y solo si es afin. Las funciones
cuasi-afin son generalizaciones de funciones afines en el caso en que reemplazamos
convexidad y concavidad por cuasi-convexidad y cuasi-concavidad.

Un interesante resultado de funciones cuasi-afines en términos de superficie de nivel
se da en las superficies de indiferencia usadas en el andlisis econémico.

Proposicién 3.8 Sea f : C C R® — R una funcion continua definida en el con-
junto convexo C. La superficie de nivel definida por

Y(f,a)=U(f,a)NL(f,0)={z€C: f(z) =a}

es un conjunto convexo pare todo a € R si y solo si f es cuasi-afin.

40



Demostracién. Asumamos que el conjunto Y (f, @) es convexo. Probaremos que
f es cuasi-afin. Supongamos que f no es cuasi-convexa, entonces existen £, € C
y X € (0,1) tal que

& = max {f (1), f (@)} < F gy + (1= N) 32).. (3.11)
Sin pérdida de generalidad asumiremos que @ = f (£;), luego
f(@2) < f(#1) < f(z)

donde z = Ai; + (1 — A\)%2. Desde que f es continua en el segmento compacto
[z, £2] existe

T=A+(1—X)z (3.12)

para algtin A € [0,1) tal que f (Z) = &.
Sustituyendo el valor de z en (3.12) tenemos

Z =& + (1= \)) 2.
Definiendo A\ = r se tiene
Z =ri + (1 —r)5a, donde r € [0,1].
Desde que x5 = %‘L obtenemos

T — ALy
1-X

Z=rr;+(1-r)

multiplicamos por (1 — \)
A-Nz=0Fr-Ne+(1-7rz

multiplicamos por 1=
1—2A r—A

l—rz——l—)\ =7

consideremos y = $=2, entonces

)

z=9Z+(1—-7y)z1 v€(0,1).

Como Y (f, &) es convexo y Z,z, € Y (f, @) entonces z € Y (f,a) luego f(z) = &
contradiciendo (3.11). Por lo tanto, f es cuasi-convexa.

Por otro lado, probaremos que f es cuasi-céncava, es decir, —f es cuasi-convexa.
Supongamos que —f no es cuasi-convexa, entonces existen 1,72 € Cy A € (0,1)
tal que

a=max{—f(41),-f (@)} <-FfOT+ (1 -\ T). (3.13)
Sin pérdida de generalidad asumiremos que & = —f (£1) luego
—f (@) £ —f(#1) < —F ()
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donde £ = AZ; + (1 — A)Z3. Desde que f es continua en el segmento compacto
[z, T3] existe

T=x+ (1—X) %

para algiin X € [0,1) tal que f (Z) = &.
Analogamente, realizando operaciones elementales como en el caso anterior tenemos

t=7Z+ (1 —-7)z1, y€(0,1).

Como Y (—f,a) es convexo y F,z1 € Y (—f,a) entonces z € Y (—f,a) luego
—f (z) = & contradiciendo (3.13). Por lo tanto, f es cuasi-céncava.
Reciprocamente, si f es cuasi-afin entonces es cuasi-convexa y cuasi-céncava. Por
tanto, U (f,a) y L (f,a) son conjuntos convexos para todo o € R.
En consecuencia, la interseccién de U (f, ) y L(f, @) también es convexa. [ ]

Concluimos esta seccién con dos observaciones dadas por Ponstein [40] y Thompson
y Parke [48]. Primero, para funciones continuas la definicién de cuasi-convexidad
se presenta de la manera siguiente: Una funcién f continua definida en el conjunto
convexo C' es cuasi-convexa, si sus conjuntos de nivel inferior estricto

L’ (fia)={zxeC: f(z) <a}

son conjuntos convexos para todo real a.
La segunda observacién se refiere a la desigualdad de Frenchel, que es equivalente a
la siguiente expresién

f(@) < fm) = fOz+(1—-N)22) < f22)-

Entonces, la caracterizacién de funciones cuasi-convexas se puede enunciar de la
siguiente forma. Sea f una funcién continua definida en un conjunto convexo C C R™
es cuasi-convexa si y solo si

Vi, 2 € C f(z) < f(xa) = f(Az1 + (1 — XN xa) < f(z2), VAED,1].

3.1 Funciones Diferenciables Cuasi-convexas

En esta seccién trabajaremos con la caracterizacién de funciones cuasi-convexas
diferenciables.

Teorema 3.3 (Arrow y Enthoven, 1961) Sea f : C C R® — R una funcion dife-
renciable en el conjunto abierto convezo C. Entonces, f es unae funcién cuasi-
conveza st y solo si para todo x1,z, € C

f(@1) < f (z2) implica que (1 — 2)" Vf (z2) <0 (3.14)

Demostracién. Supongamos que f es cuasi-convexa, si
f(z1) < f(m2)
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entonces
f (Azl + (1 - A) x2) < ma'x{f (1171) 7f (IL‘z)} = .f ("E2) 3 VA e [Oa 1] .
En particular, para A € (0,1) tenemos

FOz+ (1= A)33) — f(22) <0
X <

Lo cual es equivalente a

f(z2+ A(z1 — 32)) — f(22) <0
X <

considerando v = z; — x9, tenemos

J (%2 + dv) — f(z2) <0
3 <

Tomando limite cuando A — OF entonces

Por definicién,

O (@) = (V1 (&) ,0) <0

Por lo tanto,
(fBl — SCz)T Vf ($2) S 0

Reciprocamente, sean z;,x2 € C sin pérdida de generalidad asumimos que

f(z1) < f(=2)

definiendo,
F(A) —_—f(Aa;1+(1—)\)$2)’ Ve [0)1]

entonces
F(1) < F(0).

Supongamos que la funcién F' no es cuasi-convexa, es decir existe A, € (0,1) tal que
F)<F(\), A\ €][0,1].
Desde que F (1) < F (0), se tiene que
FQ)<F((A\). (3.15)
Por el teorema del valor medio en el intervalo [),, 1], existe Ag € (A,,1) tal que

F)-FQ,)

1 <0

F’ (AO) =
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Entonces,
F' (/\0) = (1‘1 — 332)T Vf (Zl)o) <0 (316)

donde T = Agz1 + (1 — Xo) z2. De (3.15) se tiene que f (z2) < f (o) luego de la
hipétesis

(@2 — o) V(o) <0 (3.17)

Reemplazando
170—372:)\0(«’1?1 ‘502),

en (3.17) tenemos
Ao (22 — 21)T Vf (z0) <0
Lo cual es equivalente a
Xo (21 — 72)T V f (z0) > 0,
desde que Ay > 0 tenemos
(1 — .’L’z)T Vf(xe) > 0.

Lo cual contradice (3.16). Por lo tanto, queda demostrado que f es una funcién
cuasi-convexa. ‘ =

La condicién (3.14) tiene una simple interpretacién geométrica cuando V f (zg) # 0.
El vector V f (z) define un hiperplano para el conjunto de nivel

{y: f(y) < f(x0)}

en el punto 5. Notemos, que la caracterizacién de funciones convexas diferenciables

|

L Vf (zo)

" Figura 3.8: Conjuntos de nivel de una funcién cuasi-convexa

implica la caracterizacién de funciones diferenciables cuasi-convexas. Sin embargo,
existen algunas diferencias inportantes, si f es convexa y Vf (zp) = 0, entonces
Zp es un minimo global de f, pero, este enunciado no se cumple para funciones
cuasi-convexas, es posible que V f (zp) = 0, pero zp no es un minimo global de f.
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Observacién 3.4 La funcién f : R — R definida como f(z) = z3 es una funcién
cuasi-convera. Su derivada estd dada por f'(x) = 3x? en el punto zo = 0 tenemos
que f'(xo) = 0. Sin embargo, xo = 0 no es un minimo global de f.

Proposicion 3.9 Sea f : C C R® — R diferenciable en el conjunto abierto y
convexo C. Entonces f es cuasi-afin si y solo si para todo x1,x € C

f (@) < f () implica que 0 < (z1 — z2)T Vf (o)

f(21) < f (w2) implica que (21— 22)" Vf (22) <O

Demostracion. Desde que f es cuasi-afin entonces es cuasi-céncava y cuasi-convexa.
Entonces f es cuasi-convexa si y solo si

f (z2) < f (1) implica que (z; — z2)T Vf (z2) <0
Ademss f es cuasi-concava si y solo si

f () < f(z,) implica que (z, — z3)" Vf(x3) >0
Por lo tanto, queda demostrado. »
Como consecuencia de esta proposicién tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1 (Martos, 1965) Sea f : C C R® — R una funcién diferenciable en
el conjunto convero y abierto C. Entonces f es cuasi-afin si y solo si para todo
1,22 € C yz=Az1 + (1 — AN) 29, con 0 < X <1 tal que

flx)<f (a:l) implica que 0 < (z1 — z2)” V£ (2)

Demostracién. Supongamos que f es afin, si f (z1) > f (z2) entonces de la cuasi-
convexidad de f se tiene que

f@) = f Oz + (1= X z2) <max{f(z1), f(z2)} = f(z1), VAE[0,1].
Desde que f es cuasi-céncava y del teorema 3.3 obtenemos
(@1 - x)" Vf(z) >0,
lo cual es equivalente a.
(1 -2 (z;—z2)" Vf(x) >0, VAe0,1].

Por tanto,
(z; — z2)" V() > 0.

Reciprocamente, sean z1,Z2 € C 'y £ = Axy + (1 — A) 25 tal que f(z1) > f(z2)
implica que
(331 — $2)T Vf (iE) > 0.
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Desde que la propiedad anterior se cumple para todo A € [0, 1], tomando en parti-
cular, a A = 0 obtenemos
(@1 — 22)" Vf () 2 0

entonces del teorema 3.3 se tiene que f es cuasi-céncava.
Por otro lado, considerando A = 1 tenemos

T
(fL'l - $2) Vf (:1:1) Z 0
lo cual es equivalente a
(IL‘2 — (L‘l)T Vf (.’El) < 0
por tanto, del teorema 3.3 f es cuasi-convexa. Asi, f es cuasi-afin. n
Otra caracterizacién de funciones diferenciables cuasi-convexas puede darse en términos

del mdximo local semi-estricto. Iniciaremos, considerando el caso de funciones de
una variable.

Proposicién 3.10 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Sea f : I C R — R una funcion
diferenciable definida en el intervalo abierto I. Entonces f es cuasi-convexa si y
solo si para todo x¢ € I tal que f'(x0) = 0 la funcién f no alcanza un mdzimo local
semi-estricto en xg.

Demostracién. Sea f cuasi-convexa y zo € I tal que f'(zp) = 0.Supongamos
qye f tiene un méaximo local semi-estricto en z, entonces existen z;,zo € I con
1 < g < x5 tal que

FOz+ (01— XN z) < f(mo), VIeE0,1]

y

max {f (21), f (2)} < f (o) - (1)
Desde que f es cuasi-convexa tenemos

f(z0) £ max {f (z1), f (z2)} (3.19)

luego de (3.18) y (3.19)
max {f (1) , f (22)} < max{f (z1), f (z2)} -

Lo cual es una contradiccién, por tanto, f no alcanza un mdximo local semi-estricto
enxg € 1.

Reciprocamente, supongamos que f no es cuasi-convexa, entonces existen z, 3 € 1
y X € (0,1) tal que

max {f (z1), f (z2)} < f (Az1 + (1 = X) z2) .

Desde que f no alcanza un maximo local semi-estricto en zy, para £; < g < Z
tenemos

f(@o) < max{f (z1), f (x2)}.

46



Sin pérdida de generalidad supongamos

f(@2) < £ (1),

luego,
f(@o) < flz) < f(2) (3.20)
donde Z = Az; + (1 — X) z2. Como f’ (z,) = 0 tenemos
Ve>0,36>0/0<|z—20| <6= f(xz:;’vco(x") <e
de aqui para 0 < |z — xo| < § se satisface
0<|f(z)— f(xzo)] <€ Vex>0.
Sea ¢ = f (Z) — f(x1) > 0, talque |Z — zo| <  entonces
f (&) = f(zo) < f(Z) — [ (1)

por tanto,

f (@) < f (20).
Lo cual contradice (3.20), en consecuencia f es cuasi-convexa. -

Podemos generalizar la proposicién 3.10 para funciones de n variables.

Teorema 3.4 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Sea f : C C R® — R una funcidén
diferenciable definida en el conjunto abierto y convexo C. Entonces f es cuasi-
conveza si y solo si para todo zo € C y todo v € R™ tal que viv =1 yvIVf (zo) =0
la funcién F (t) = f (zo + tv) no alecanza un mdzimo local semi-estricto en t = 0.

Demostracién. Supongamos que f es cuasi-convexa en un conjunto C abierto
y convexo. En forma analoga a la prueba del teorema 3.2 se puede probar que
F (t) = f (%o + tv) es cuasi-convexa en [0,]. Como

F(0) = vV (zo)

usando la Proposicién (3.10) para la funcién F (t) = f (zo + tv) tenemos que F no
alcanza un méximo local semi-estricto en t = 0.
Reciprocamente, supongamos que para todo zo € C' y todo v € R" tal que viv =1
y v*V f(zgy = 0 se tiene que

F(t) = f(zo + tv)

no alcanza méximo local semi-estricto en t = 0y con F'(0) = v*V f(z,) = 0 entonces
de 1a proposicién 3.10 se tiene que F es cuasi-convexa en ¢t = [0,%]. Luego,

F(A-XN)=F(@t) <max{F(0),F®)}, V2elo,1]. (3.21)
lo que es equivalente a

FQOz1+ (1 —A)z2) <max{f(z1),f(z2)},VA €[0,1]
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Por lo tanto, f es cuasi-convexa. ]

La interpretacién geométrica de la condicidn en el teorema anterior es que la funcién
f restricta para una recta pasando por zy en direccion de v, ortogonal a la gradiente
de f en zp, no alcanza un méximo local semi-estricto en zp. En particular, si
V£ (zo) = 0 en algun punto zo € C, entonces zo no es un minimo local semi-estricto
de f a lo largo de toda recta pasando por z;.

Proposicién 3.11 (Arrow y Enthoven, 1961; Avriel, 1972) Sea una funcién

f : C ¢ R* — R cuast-conveza y dos veces continuamente diferenciable en el
conjunto abierto y convezo C. Sizy € C, v € R* y vI'Vf(zp) = 0 entonces
0 < vTV2f (zo) v.

Demostracién. Supongamos que f es cuasi-convexa y existe v # 0 tal que
VIV f(z0) =0y vIV2f (zg) v < 0.
Por continuidad de f, existe ¢ > 0 tal que ||T — || < € implica

vVIVZF(AZ+ (1 - XN xo)v <0, VAel0,1] (3.22)

Sea T = xo + pv con 0 < p < €. Entonces reemplazando obtenemos

(%"f‘lf V2f (AT + (1 — \) 7o) (”—” ;m") <0

de ahf,
(T — z0) T VEF (AT + (1 — N x0) (F — 20) < 0.
Por el teorema de Taylor,
f (&) = f (z0) + (& — m0)" V f (z0) + -;— (Z — 20)" V2f (A2 + (1= X) zo) (% — o)
para algiin 0 < A < 1. Desde que vT'Vf (zp) = 0 y de (3.22), tenemos
f (@) < f(zo0)- (3.23)
Por otro lado, consideremos Z = zo + p (—v)

T — g
_v:

lo cual es equivalente a,

que implica,

(%Tﬁ)Tvzf(Aﬁ+ (1 — X)) (””";m) <0
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luego,

(f ;“)Tv?f (& + (1 — ) zo) (”" ;‘”0) <0

de ahi,
(2 —20)T V2f (& + (1 — N) z0) (2 — 20) < O.

Por el teorema de Taylor,

£ (&) = f (@) + (& — 0)" Vf (w0) + % (% — 2)" V2f (38 + (1= 3) 7o) (& — o)
entonces,

(&) < f=zo)- (3.24)
Como zo = 1 (Z + 2) y de (3.23) y (3.24) se tiene que

f (z0) £ max {f (%), f (2)}

Lo que contradice que f es cuasi-convexa. Asi, se tiene que vIV2f (zg)v>0. =

Corolario 3.2 Sea f : C C R® — R una funcion cuasi-conveza dos veces continua-
mente diferenciable en el conjunto abierto C. Si xzy € C y Vf(xg) = 0, entonces
0 < 2TV2%f (z4) z para todo z € R™.

Demostracién. Si zp € C'y Vf (z¢) = 0 entonces
2TV f (z9) =0, Vz € R™,
usando el resultado de la proposicién (3.11) obtenemos
2TV2f (z0) 2 > 0, Vz € R™.
Finalmente, queda demostrado el corolario. : [}

Cabe destacar, que la condiciones necesarias y suficientes para cuasi-convexidad en
términos de segunda derivada son mas complicadas que para convexidad. El primer
resultado en esta direccién se presenta en el siguiente corolario.

Corolario 3.3 (Gerencsér, 1978) Sea f : C C R*® — R una funcién cuasi-conveza
dos veces continuamente diferenciable en el conjunto abierto y convexo C. Entonces
V2f, la Hesiana de f, tiene a lo mds un autovalor negativo para todo x € C.

Demostracién. Supongamos que zo € C y V2f (z0) tiene dos o m4is autovalores
negativos.

Sean ey, ..., e, un conjunto de n autovectores ortogonales de V f (z°) y sin pérdida
de generalidad, asumimos que los autovalores, Ay y A2, asociados con e; y e; son
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negativos.
Consideremos

T = {b161 ¥t buen: (&) V() =0; b; €R, i=1, n}
como el subespacio generado por el conjunto de vectores ortogonales a V f (zo) y sea
E= {a161 + as€s : ai, a0 € R}

el subespacio generado por e; y es.
Entonces T'N E debe contener al menos un vector vy # 0 dado por vy = age; + azes,
donde a1, as no son ceros al mismo tiempo. Claramente,

(€1 + 04262)T V(o) = (61)T Vf(Zo) + a2 (ez)T Vf(xe) =0
luego, (vo)™ V£ (zo) = 0. Por tanto, como A; y Ag son autovalores asociados con e
y €2
(wo)T V2 f (z0) vo = 02 (e1)” Mey + azan (€2)7 Mey + 0nan (€1)" Maes + 0 (€2)T Ases
desde que e; y ez son autovectores ortogonales tenemos,
(v0)" V£ (@0) o = Mo [les|” + Aa0d [|ez|?
como Aj, Ao son autovalores negativos
(v0)" V2 f (o) vo < 0

concluimos que la forma cuadratica es negativa, lo cual contradice la proposicién
3.11. n

Recordemos que la Hesiana de una funcién convexa no puede tener autovalores
negativos. Del corolario anterior, observamos que la generalizacién de convexidad
para cuasi-convexidad, es equivalente a la existencia de a lo mas un autovalor neg-
ativo en la Hesiana.

A continuacién mencionaremos el concepto de matrices subdefinidas positivas, in-
troducida por Martos [32].

Definicién 3.7 La matriz simétrica B de nimeros reales se dice subdefinida positiva
st

yTBy<0=By<0 V By>0,

para todoy € R™. Si B es subdefinida positiva, entonces —B es llamada subdefinida
negativa. En analogia, a esta definicion B se dice semidefinida positiva si

yTBy<0= By=0

Se puede probar que B es semidefinida negativa, entonces B es subdefinida negativa
y la familia de matrices subdefinidas negativa es precisamente la familia de matrices
simétricas n X n que pueden tener hasta un autovalor positivo.

En el siguiente ejemplo mostraremos que la condicién necesaria de la proposicién
anterior no es suficiente para garantizar cuasi-convexidad.
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Ejemplo 3.1 Considere la funcién f (z) = —z* en
C={z:z€R -1<z<1}.
Entonces
Vi@ =f (z) = —4®

y el tinico punto 2o € C para v # 0 tal que vIVf(zo) = 0 es 7p = 0. En este
punto vTV2f (zy) v = 0 para todo v € R. Por tanto, se satisface la condicién de la
proposicién, pero f no es cuasi-convexa.

Supongamos que f es cuasi-convexa entonces se cumple

FOx + (1 =N z2) <max{f(z1),f(z2)}, YVI€[0,1]

consideremos z; = —%, To = % y Ao = % entonces

1(ae5) =mer (2) £ ()

de ahi,
£(0) < LR
=M1 "1 " 16
luego,
- 0< 1
=716

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, f no es cuasi-convexa.

Notemos que si aumentamos condiciones adicionales a la proposicién 3.11 son su-
ficientes para garantizar cuasi-convexidad. El primer resultado en esta direccién
fue realizado por Katzner [27], donde se demostré que la funcién dos veces con-
tinuamente diferenciable definida en un conjunto abierto C' C R" es cuasi-convexa
si

i La funcién f tiene gradiente cuyas componentes son positivas.
ii Se satisface la siguiente condicién

To € C, v € R™,vTV f (20) = 0 = vTV?f (zp) v > 0. (3.25)

Este resultado ha sido estudiado por Diewert, Avriel y Zang [18], donde (i) fue
reemplazado por la condicién que el gradiente no debe anularse en C. Un resultado
més fuerte estd dado por el siguiente teorema.

Teorema 3.5 (Crouzeiz, 1980) Sea f : C C R — R una funcion dos veces dife-
renciable en el conjunto abierto y convezo C. Supongamos que se satisfacen (3.25)

)
zo € C, Vf (o) =0 = V2f (20) es definida positiva

Entonces f es cuasi-conveza.
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Demostracién. Supongamos que f no es cuasi-convexa entonces, existen
z1,Zs € C; T # T2 y existe X € (0,1) tal que

max {f (z;), f(z2)} < f(z1 + A(z2— 1)), A€ ]0,1].
Por otro lado, notemos que
F()\) = f($1 + )\(.’172 —_ .’171))

es continua sobre el conjunto compacto [0,1], usando el Teorema de Weierstrass
concluimos que F alcanza su méximo en [0, 1], entonces

max {f (z1), f (z2)} < gﬁ]{f(-’ﬂl + Az —z1))} =M (3:26)
Sea Z € (1, Z2) un maximo global de f en [z1, Z5], definida por Z = T+ (z2 — T1),
para A € (0,1). Ademis, sea
h()\) =f(i+)\($2 —‘1171))

notemos que, _
RN = £ (@ + (A +3) (22 — 21))

de modo que

A+2elo,q],
lo cual implica que X € [— 5\ ] Desde que f alcanza su méximo global en Z,
f (&) = M, es decir, h(0) = Por tanto, h(\) es una funcién continua en A tal
que
h(A\) <h(0) = M,VXe[-10) (3.27)
R(AN)<h(0) = M, Viel[0,1-1}] (3.28)
Entonces,
R (0) = (x2 —z1) " VF (&) =0 (3.29)

Consideremos dos casos:
Primer Caso: Si Vf (Z) = 0 entonces por hipétesis,

' (0) = (z2 — 21)" V£ (Z) (z2 — 71) > 0 (3.30)

Aplicando la expansién de Taylor de segundo orden para h () alrededor de A = 0
tenemos

h()) = h(0) + AW (0) + -;-/\%” (0) + XN (X) (3.31)
donde o (A) — 0 cuando A — 0. De (3.30) tenemos que
% Eh ©0) +a ()\)] >0
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para ) suficientemente pequefio. Usando (3.29) obtenemos
h(0) < h(A)

contradiciendo (3.27) y (3.28).
Segundo Caso: Si Vf (Z) # 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que Z = 0,
y que

f (&) =h(0)=0. (3.32)
Ademss, consideremos
V@) =-(0,..,1)". (3.33)

Sea & € R*1, representada. por el vector

&= (s, ...,xn"l)T

de ahi € R™ est4 dada por z = (&¢,z")". Usando los resultados de (3.29) y (3.33)
tenemos
— (a5 —=1) =0

de aqui,
T
(e2 = 21) = (&2~ )", 0)

Conside{a,ndo el Teorema, de la Funcién Implicita para la funcién f: C C R® — R,
donde (0,0) € C tal que se satisface (3.32) entonces, existe una vecindad convexa
U c R*! de 0 donde

F(2,9(2)=0, VEeU. (3.34)

Por otro lado, de (3.33) concluimos que existe una funcién g : U ¢ R*! — R dos
veces diferenciable tal que para todo £ € U tenemos

of

oo (8,9(@) <0 (3.35)
derivando (3.34) con respecto a & obtenemos
. 1 o oa

aa; (£,9 (%))
donde V, f € R"! es el vector de derivadas parciales de f respecto sus n—1 primeros

argumentos, y gmf: es la derivada parcial de f con respecto su n-ésimo argumento,
entonces

Vi (8,9(8) = (vzf (6.9 @), 5 (fc,g(fc))) | (3.37)
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También, observemos que = 0 implica que ¢ (0) = 0 y que por (3.33) y (3.36)
obtenemos Vg (ﬁ) = 0. Adem4s, la diferenciacién de (3.36) con respecto a &

Vg(3) = "mvﬁd(i,g(ﬁ))+Vg(53)Vfw~,-f(-'E,9(i))T (3.38)

+ V2.f(%,9(2) Vg @) +Vi.f (& 9(%) Vg () Vg (2) (3.39)

para todo % € U, donde la segunda derivada en (3.38)

Vi.f V2 f
2r __ iz in
VI=|vis vif (3.40)
Consideremos el vector z € R"*, dado por
z=(27,47vg ()" . (3.41)
Del producto interno de (4.3) y (3.41) tenemos
T o ey, s OF R
£V f (2,0 () + 57 o0 (2,0 (2)) Vo (2) (3.42)
lo cual es equivalente a,
T . (A of .. . .
2\ Vaf (2,9(2)) + 57 (£,9(8) Vg () ¢ - (3.43)
De (3.36) y (3.43)
ZVf(2,9(2)=0
y por (3.25) obtenemos
Z'V2f (8,9(£)2>0 (3.44)
Usando la particién (3.40) y el resultado de (3.38)
T2 ~ AVY =

o (£,9(2)

Oz

para todo £ € U y 2 € R*!, donde la desigualdad en (3.45) sigue de (3.44). Por
tanto, g es convexa en U.
Consideremos i = 3 — %} entonces de (3.27) en términos de nuevas coordenadas

f(xi,0) < £(0,0) =0 (3.46)

lo cual de (3.46) implica que g (Mi) # 0 para todo A € [——5\, 0) tal que Ai € U.
Ademais, por el teorema de Taylor

g (M) = g (0) + XxaVg (0) + —;—AzﬁTV2g ()@ (3.47)
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donde ¢ € (0, A&). Desde que g es convexa y los dos primeros términos en el lado
derecho de (3.75) se anulan. Luego,

g(M) =0
en particular,
g(Ad) >0

para todo A € [-X,0)N{\: Mae U}.
Igualmente, la continuidad de V£ y (3.35) implica la existencia de una vecindad
convexa Vde 0,V C Uy d > 0 tal que

(#,2") € V x [-6,0] = gg— (£,2") <0 (3.48)

La continuidad de g implica la existencia de e [—5\, O) tal que MeV y
O0<g (5\@) <.
Finalmente, tenemos de (3.46), (3.34) y (3.48), respectivamente,

f (Au O) <0 (3.49)
f (,\u g ()\u)) =0 (3.50)
y
©,...1)TVf (5«1 ,\) _9f (A :v") <0 (3.51)
) = B, '

n

para todo z,, € [O, g (5\'&)] . Pero (3.51), implica que f es decreciente en la n-ésima

coordenada de z" = 0 a ™ = Al entonces

f (Z\a,g (,\u)) <f (,\u 0)
contradiciendo (3.49) y (3.50); de esta manera (3.26) no se satisface, y la prueba
esta completa. L

Del teorema anterior y la proposicién 3.11 obtenemos el siguiente resultado probado
por Diewert, Avriel y Zang [18].

Corolario 3.4 Sea f una funcidn dos veces continuamente diferenciable en el con-
junto abierto y convero C C R" y supongamos que Vf (x) # 0 para todo x € C.
Entonces, f es cuasi-conveza si y solo si

t€C,veER", VIVf(z)=0 = TVif(z)v>0.

Demostracién. Supongamos que

Vf(z)#0, Vz € C.
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Sea v tal que vT Vf (z) = 0. Por la cuasi-convexidad de f de la Proposicién 3.11 se
tiene que

vIV2f (z)v > 0.

Reciprocamente, supongamos que f no es cuasi-convexa tal que Vf (z) # 0, con-
siderando el segundo caso del teorema (3.5) y procediendo analogamente llegamos
a una contradiccién. Lo cual implica que f es una funcién cuasi-convexa. n

Los siguientes dos resultados, aparecen en Diewert, Avriel y Zang [18] y Avriel y
Schaible [7], los cuales complementan las proposiciones anteriores.

Proposicién 3.12 Sea f : C € R — R una funcion dos veces continuamente
diferenciable definida en el conjunto abierto y convexo C. Entonces f es cuasi-
conveza si y solo si para todo zo € C tal que f (x0) =0y f (20) > 06 f (20) =0
y f no alcanza un mdximo local semi-estricto en xy.

Demostracién. Supongamos que f es cuasi-convexa tal que f’'(zp) = 0 por la
proposicién (3.11) tenemos f” (zy) > 0.

Si f” (xo) # 0 entonces f” (z¢) > 0. Ademds, por proposicién (3.10) tenemos que f
no alcanza, un maximo local semi-estricto en .

Reciprocamente, si f' (zp) = 0 tal que f” (z¢) > 0, entonces por teorema (3.5) f es
cuasi-convexa.

Si f”(zp) = 0 tal que no es cierto f” (zo) > 0, como f no alcanza un mdximo local
semi-estricto en zy y desde que f'(zp) = 0 entonces por proposicién (3.10), f es
cuasi-convexa. n

Teorema 3.6 Sea f : C C R® — R una funcidn dos veces diferenciable definida
en el conjunto abierto y convezxo C. Entonces f es cuasi-conveza st y solo si para
todo To € C yv € R™ tal que v"v = 1 y vIV f(xp) = 0 y vIV2f (29)v > 0 6
vIV2f (zo)v = 0 y la funcidn F (t) = f(zo+ tv) no alcanza una mdzimo local
semt-estricto en t = 0.

Demostracién. Supongamos que f es cuasi-convexa en un conjunto C abierto y
convexo. Si vV f (zo) = 0 entonces por proposicién (3.11) tenemos

vTV2f (zo)v > 0.

Si vT'V2f (zg) v # 0 entonces vTV2f (zo) v > 0. Ademss, por proposicién (3.10) f
no alcanza un maximo local semi-estricto en x;.

Reciprocamente, si v7Vf (z5) = 0 tal que vTV2f (z¢)v > 0 donde no se cumple
vIV2f (zo) v = 0 por teorema (3.5), f es cuasi-convexa.

Si vTV2f (zg) v = 0 tal que F'(0) = v f (zp) = 0 donde la funcién F no alcanza
un méximo local semi-estricto en ¢ = 0. Usando la proposicién (3.10) obtenemos la
cuasi-convexidad de F', es decir,

F(t) = f (zo + tv)
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es cuasi-convexa en t € [0,%]. Consideremos
L2 — o

v=—o"""" A t=|z9~2x 3.52
”272-—180” " 2 0” ( )

Usando (3.52) y la cuasi-convexidad de F' entonces
f(Azo+ (1= X) 22) < max{f (o), f(22)}, VA€ 1]
Por lo tanto, queda demostrada la cuasi-convexidad de f. [

Concluimos esta seccién mencionando las condiciones necesarias y suficientes para
funciones cuasi-convexas dos veces diferenciable las cuales estan dadas por “determi-
nantes acotadas”. Arrow y Enthoven {3] fueron los primeros en dar estas condiciones
para funciones definidas en octante no negativo de R*. Estas condiciones fueron ex-
tendidas por Ferland [21] para funciones definidas en conjuntos convexos més gen-
erales. Resultados relacionados fueron también realizados por Avriel y Schaible [7]
y Crouzeix y Ferland [14].

El k-ésimo orden de la matriz Hessiana de una funcién f dos veces continuamente
diferenciable en el punto x € R" es definida como

0 of af of
69:12 Oz """ Oy,
of _®p o o f
Dk (x) — o1 0x10zy 0x10z2 °°°  Oz10%)
of & _&f &
Oz, OzpBr1  OxpBz2”" Oz Ozi

Una condicién necesaria para que f sea cuasi-convexa en un conjunto sélido convexo

CCRes
(-1)*det Dy (z) <0, k=1,...n

para todo z € C, donde det denota la determinante. Una condicién suficiente para
una funcién f : C C R® — R dos veces continuamente diferenciable en un conjunto
convexo C sea cuasi-convexa en C es que

(-1)*det D; () <0, k=1,..,n

para todo x € C. Por otro lado, si la funcién f : C C R® — R es cuasi-céncava en
el conjunto convexo C entonces, para todo x € C se satisface

(—1)*det Dy () >0, k=1,..,n.
Ademds, si para todo xz € C tenemos
(—1)*det Dy, (z) > 0
la funcién f es cuasi-céncava.

Ejemplo 3.2 Probar que
[ (z1, T2, %3) = T17273

es cuasi-céncava en R3 .
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En efecto,

0 Tz I1IT3 Iy11o

Tolsy 0 I3 Ty
D3( )_ )Tz T3 0 I
Ti%a T T 0
tenemos
|Dy| = —z2ix3 <0
ID2| = 21‘1.’1?2173 >0
|Ds] = —z?zizi <0
enfonces
(—1)1 Dy >0
(—1)*1Da| > 0
(—1)%|Ds| > 0

Por lo tanto, f (71, 22, 23) = £1Z223 €s cuasi-céncava en Ri 4

3.2 Funciones Estrictamente Cuasi-convexas

Comenzamos esta seccidn con la caracterizacion de funciones cuasi-convexas dada
en teorema 3.1. Sea f una funcidn definida en el conjunto convexo C C R"™ es
cuasi-convexa, si para £;, T2 € C

fAz1 + (1 — Nz2) < max {f(21), f(z2)}, VA€ [0,1].
Considerando esta caracterizacién como definicién, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 3.8 Sez f : C C R” — R una funcion definida en el conjunto convezo
C. La funcion f se denomina estrictamente cuasi-conveza si

F(Oz+ (11— A) ) <max{f(z1), f(z2)}
para todo x,, 22 € C , 1 £z y X €(0,1).

Si f es estrictamente cuasi-convexa entonces — f es estrictamente cuasi-céncava.
Es importante resaltar que existe confusion en la literatura concerniente a la termi-
nologia de funciones convexas generalizadas, funciones estrictamente cuasi-convexas
son llamadas fuertemente cuasi-convexas por Avriel [6]. Es claro, que toda funcién
estrictamente cuasi-convexa es cuasi-convexa. Por esto, surge una interrogante muy
importante:

i;2Cuél es la diferencia entre los dos tipos de funciones?

Una funcién que es cuasi-convexa, pero no estrictamente cuasi-convexa es constante
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en algin intervalo de su dominio. Los conjuntos de nivel inferior de funciones es-
trictamente cuasi-convexas semicontinuas inferiores (continuas) son conjuntos es-
trictamente convexos en el interior de su dominio. Una funcién estrictamente cuasi-
convexa alcanza su maximo en a no mas que un punto.

De la misma manera que en la cuasi-convexidad, discutiremos las propiedades de
funciones estrictamente cuasi-convexas comenzando para el caso de variable real.

Proposicién 3.13 Sea f : I C R — R una funcién definida en el intervalo abierto
I. Si f es una funcion estrictamente cuasi-conveza, entonces no existe un punto
Zo € C que es un mdzximo local de f.

Demostracién. Si f es estrictamente cuasi-convexa, entonces para todo z;,z2 € C,
Ty F 2, y0< A1

fQz+ (1= A z2) <max{f(z1), f (z2)}

De esta manera se concluye, que para x;,Z2 € C no existe zp € (z1,%2) que sea
maximo local de f. [ |

Proposicién 3.14 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Sea f : C C R — R una funcion
que satisface la propiedad de segmento mdximo en el conjunto convezo y abierto C.
St no existe un punto o € C que es un mdzximo local de f, entonces f es una
funcion semi-estricta cuasi-conveza.

Demostraciéon. Sean z;,z2 € C, 1 < z. Por hipétesis, consideramos que f
alcanza la propiedad de segmento méximo en el intervalo cerrado [z, Z,].
Si el conjunto de puntos maximizadores solo posee a los puntos extremos, entonces

FOz+ (1 =N =z) <max{f(z1),f(z2)}, VA€ (0,1).

Supongamos que el conjunto de puntos maximizadores contiene al punto z, tal que
T < Zo < To, luego

f()\$1+(1—A)$2) < f(IIIo), Ve (0,1)
Pero esto contradice la hipétesis que no existe una mdximo local, zg en C. Por

tanto, nuestra suposicién es falsa y f es una funcién estrictamente cuasi-convexa. m

Similarmente, para el caso cuasi-convexo podemos concluir que para funciones de
variable real teniendo la propiedad de segmento maximo, la no existencia de maximo
local caracteriza a las funciones estrictamente cuasi-convexas.

Teorema 3.7 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Una funcion f : C € R* — R
definida en el conjunto convexo y abierto C es estrictamente cuasi-conveza si y solo
8t

1. Tiene la propiedad de segmento mdzimo.
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2. Para todo z € C, todov € R" tal que viv =1yt € R, £ > 0 satisfaciendo
z+1tv € C la funcion F(t) = f(z+tv) no alcanza un mdzrimo local en
t € (0,17).

Demostracién. Primero, supongamos que f es estrictamente cuasi-convexa en un
conjunto C abierto y convexo.

El item 1 se satisface, desde que f es estrictamente cuasi-convexa, sean z,,z; € C
tal que x; # z, entonces

FOzy+ (1 — X xo) <max {f (z1), f (z2)}, YA€ (0,1).

De esta manera, el mdximo de f sobre [z3, 2] es alcanzado por z; o z2. Por tanto,
f tiene la propiedad de segmento maximo.
Para demostrar el item 2, afirmamos que F (t) = f (z + tv) es estrictamente cuasi-
convexa en (0,%). Probaremos inicialmente

Vte (0,f)=>z+tveC

En efecto, sea 0 < t < t entonces,
0<=x<x1
de aqui,

t - t t t,_
= :t = = 1—': :t
z+tv :1:+t(v) (t+ t):c+t(v)

t

%(:c+t_v)+ (1—»%)9566’

La tltima igualdad se cumple desde que C' es un conjunto convexo.
Ahora probaremos que F es estrictamente cuasi-convexa en (0,t). Por tanto, debe-
mos demostrar que

Ft1+ (1= MNt) <max{F (t1),F (t2)}, V t1,t2 € (0,7).
En efecto, sean t;,ts € (0,7) luego
z+tv,x+tw e C,
de la cuasi-convexidad estricta de f tenemos,
FOE+tv)+ A=A (z+tv) <max{f(z+tw),f(z+twv)}, VAIe(0,1).
La expresién anterior es equivalente a

FMmi+AQ-Nt)=Ff+ M1 +1Q=-Nt2)v) < max{f(z+tw),f(z+tw)}
= ma.x{F (tl) ,F(tg)}

La cual demuestra que F es estrictamente cuasi-convexa en (0, ).
Usando la Proposicién 3.13, la funcién F'(t) = f (z + tv) no alcanza un méximo
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local en t € (0,1).
Reciprocamente, sean x,,zs € C tal que z; # z,, consideremos
o — 1

= A t= |2y — 1] 3.53
“372_331” ” 2 1“ ( )

Como z; + tv € C, definamos
F(t) = f(z1 +tv), Vt € (0,1).

Desde que f tiene la propiedad de segmento méximo sobre [0,%], F' alcanza su
méximo en algtn ¢y € [0,#] y como F no alcanza un méximo local en t € (0,%),
entonces por proposicién 3.14, F' es estrictamente cuasi-convexa, es decir,

F(1-XN)=F(@t)<max{F(0),F{@)}, VX €(0,1) (3.54)
Usando (3.53) y reemplazando en (3.54) tenemos
FQz+ (1 — N z2) <max{f(z1), f(z2)}, VX €(0,1).
Por lo tanto, f es estrictamente cuasi-convexa. |

A continuacién, analizaremos la relacién entre cuasi-convexidad estricta y unimodal-
idad estricta, definida por Newman [36] y Wilde [50]. Por consiguiente, daremos la
siguiente definicién de unimodalidad estricta.

Definicién 3.9 Sea f : C C R® — R una funcién definida en el conjunto convexo
- C. Esta funcion es llamada estrictamente unimodal en C si para todo intervalo

cerrado [z1,22] C C donde f alcanza su minimo en el punto z, # x; tenemos
f(z.) < f(z) < f(z1) donde x = Azy + (1 — A) ..

Proposicién 3.15 (Elkin, 1968) Sea f : C C R* — R una funcién semicontinua
inferior definida en el conjunto convero C. Entonces [ es estrictamente cuasi-
conveza st y solo st f es estrictamente unimodal.

Demostraciéon. Supongamos que [ es estrictamente cuasi-convexa, entonces f es
cuasi-convexa. Sean z;,Z2 € C y sea z* un minimo de f en el intervalo cerrado
[z1, z2], tal que z* # z;.

Desde que f es cuasi-convexa, f es unimodal y z = Az; + (1 —A)z*, 0 < A < 1
tenemos

f&*) < flz) < fz).
St f (z1) = f (z) entonces f debe ser constante en [z1,z] 6 [z, z*].
En efecto, supongamos que f no es constante en ningin intervalo, entonces existe
Z € [z1, 7] tal que

f(#) <max{f (), f (1)} = f (z). (3.55)
De la misma manera, existe & € [z, z*]
f (@) <max{f(x),f (z.)} = [ (2). (3.56)
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De (3.55) y (3.56) tenemos

max {f (£), f (%)} < f ()

desde que z € [Z, £], se concluye que f no es cuasi-convexa.

Pero, por definicién una funcién estrictamente cuasi-convexa no puede ser constante
en todo intervalo, entonces f (z) < f (z;) -

Si f (x) = f (z*) entonces por cuasi-convexidad estricta de f para todo

To = ApZ + (1 — )\0) ¥, A € (0, 1)

entonces
f (z0) <max{f(z"),f(z)} = f(z")
lo cual es equivalente a

f (@) < f(2%)

contradiciendo la hipétesis que z* es un méximo en [z;, Z] .

Reciprocamente, supongamos que f es estrictamente unimodal, entonces es uni-
modal, por tanto f es cuasi-convexa.

Consideremos z1,z3 € C, 71 # x5 tal que

To =1+ (1= A)zy, VA€ (0,1).
Por la cuasi-convexidad de f tenemos

f (zo) < max {f (z1) f (z2)}

Supongamos que
f (o) = max {f (z1), f (z2)} = [ (z1)

entonces f debe ser constante en [z, zo] 0 {20, Z2), contradiciendo la unimodalidad
estricta de f. Por tanto,

f (Axl + (1 - ’\) x?) < max {f (1}1) ;f ('7:2)}1 VA e (07 1)
luego, f es estrictamente cuasi-convexa. ™

Centraremos nuestra atencién en los conjuntos de nivel de las funciones estrictamente
cuasi-convexas. Necesitamos caracterizar este tipo de funciones por medio de sus
conjuntos de nivel, asi, como en el caso cuasi-convexo. Desafortunadamente, si los
conjuntos de nivel inferior son estrictamente convexos no es condicién suficiente para
garantizar cuasi-convexidad estricta. Presentamos la siguiente definicién.

Definicién 3.10 Un conjunto convexo C C R™ se dice estrictamente convexo si
para dos puntos 1,2 en su frontera, todo punto x estd dado por x = Az;+(1 — X) 2o

Proposicién 3.16 (Flkin, 1968) Sea f una funcién continua, definida en R*. Si f

es estrictamente cuasi-convera entonces sus conjuntos de nivel inferior son estric-
tamente convexos.
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Demostraciéon. Si el conjunto de nivel inferior de f
L(f,a)={z:2€C, f(z) <o}

no es convexo implica que la funcién no es cuasi-convexa, de ahi la funcién no es
estrictamente cuasi-convexa.
De esta manera, L (f, @) es convexo, sin pérdida de generalidad consideremos & € R.
Sean z1,xs € L (f, &) tal que

flo)=a A f(z)=a,
desde que f es estrictamente cuasi-convexa
FOz1+ (1 =N z2) <max {f (z1),f(za)} =a, VA€ (0,1). (3.57)
Supongamos que existe 0 < A, < 1 tal que
ZTo = MZ1 + (1 — A)) 2,
no es un punto interior de L (f, @), entonces

flz) 2 a
Por tanto,
f@)<a<f(z)
donde # = Az, + (1 — 5\) Z2. Desde que f es continua en R", existe

E=2z.+(1-X)%, Xe(0,1]

tal que f (Z) = a.
Luego, de (3.57)
a=f(z)<a
Lo cual es una contradiccién. En consecuencia, todo punto

z=Ax1+ (1 -z, VA€ (0,1)

es un punto interior de L (f, @) .
Por lo tanto, L (f, &) es un conjunto estrictamente convexo. ]

Aunque, la proposicién anterior ha sido probada unicamente para funciones definidas
en el espacio R”, los resultados también se satisfacen para un subconjunto convexo y
propio C C R™, provisto de definiciones topoldgicas (especialmente las definiciones
de frontera e interior) son interpretadas en la topologia relativa para C.

En el siguiente ejemplo se observa que convexidad estricta de los conjuntos de
nivel inferior no es condicién suficiente para la cuasi-convexidad estricta.

Ejemplo 3.3 Consideremos la funcion f definida en R™ dada por

_ 0 siflz|l <1
”@‘{MW—lmmwl
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Esta es una funcién convexa con conjuntos de nivel estrictamente convexos, pero,
no es estrictamente cuasi-convexa.

Proposicion 3.17 Una funcion f estrictamente cuasi-convexa definida en el con-
junto convexo C C R™ alcanza su minimo en C en no mas que un punto.

Demostracion. Si z, es un minimo local entonces, existe § > 0, para todo z # z,
en el conjunto C N B; (z,) tal que

f(z) < f(2). (3-58)

Supongamos que z, no es un minimo global de f entonces existe un T € C, T # «,
tal que

flz) > f(Z).
Por cuasi-convexidad estricta de f
FO&+A-Na) <max{f(@),f (@)} =Ff(@), YA (©01). (359

En particular consideremos

re (OW,(S—-) n(0,1),

zZ — .

entonces,
F=Xt+(1— Nz, €CNB;s(Z).

de (3.59) obtenemos que
f@) < f(zs), 2€Bs(z.)NC

Lo cual contradice (3.58). Por lo tanto, queda demostrado que si z, es un minimo
local, también es un minimo global. [

3.3 Funciones Semi-estrictas Cuasi-convexas

Definicion 3.11 Sea f : C C R® — R una funcién definida en el conjunto convexo
C. La funcion se denomina semi-estriclta cuasi-convera si

f@) < flz) = fF e+ (1 =N 22) < f(22)

donde 1,22 € C y0 < A < 1. Si f es semi-estricta cuasi-conveza entonces —f es
una funcién semi-estricta cuasi-concava.

Ejemplo 3.4 Consideremos la funcién f definida en C = [~1,1] C R dada por

_ -1 siz#0
f(:c)—{_% siz=0
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Figura 3.9: Funcién semi-estricta cuasi-convexa

Esta funcién no es cuasi-convexa. En efecto, consideremos el conjunto de nivel
inferior

L(f,~1)={z € C, { (x) < -1}

consideremos f (z) = —1 entonces
z<0AZ>0

Supongamos que L (f, @) es un conjunto convexo.
Sean —1,1 € € entonces para Ag = % tenemos

1 1
—§+§xOEL(f,-—1)

lo cual es una contradicciéon. De ahf, L(f, &) no es convexo. Por lo tanto, f no es
una funcién cuasi-convexa.

Notemos que, f no es estrictamente cuasi-convexa.

Supongamos que la funcién f es estrictamente cuasi-convexa, es decir,

FQz+ (1 - A)z2) <max{f (1), [ (z2)} VAe(0,1)

Tomemos z1 = —1y 22 =1 tal que Ay = %

f(0) <max{f(-1),f (1)}

luego —% < —1, lo cual es una falsedad. Por tanto, f no es estricta cuasi-convexa.
Afirmamos, que f es semi-estricta cuasi-convexa, si f (z,) < f (z2) entonces

FQz+ (1= X)x) <max {f(x1), f(z2)}, VA€ (0,1).

En efecto, desde que —1 < —3 entonces z; # 0y z; = 0.
Luego,

F O+ (1= X)3) = £ Oan) = =1 < 5 = mex {f (1), / (22))

Por tanto,
f Oz + (1 - A)z2) <max{f (z1), f(z2)} YV A€(0,1).
Proposicién 3.18 (Karamardian, 1967) Si f : C C R® — R es una funcién semi-

estricta cuasi-convera y semicontinuae inferior definide en el conjunto convezro C
entonces f también es cuasi-conveza.
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Demostracién. Debemos demostrar que para z;,z2 € C tal que f (z1) = f(z2)
tenemos

fQzi+ (1= A)z2) < f (21) (3.60)

para todo 0 < A < 1. Supongamos que (3.60) no se satisface, entonces existe x, tal
que

[ (o) = f (Moz1 + (1 = Xo) z2) > f (21) (3.61)

para algiin 0 < Ag < 1. Por cuasi-convexidad semi-estricta de f, f(z;) < f(zp)
implica

F Oz + (1= X) zo) < max {f (z1), f (z0)}, VX €(0,1) (3.62)
donde T = Az, + (1 - /_\) Zo, es decir,
(@ < f(zo). (3.63)

Si f (%) < f(z1) = f (x2) desde que x4 € [, z2], por cuasi-convexidad semi-estricta
de f tenemos

f (o) < max {f (%), f (z2)} = f (z2) = f (z1) (3.64)

luego,
f(@o) < f(z1)-

Lo cual contradice (3.61).
Si f(Z) > f(x1) = f (x2), entonces

f (o) < max{f (%), f (z2)} = f (2)

lo cual contradice (3.63).
Luego, concluimos que

(@) = f(z1) = £ (22)

para todo Z = Az; + (1 — 5\) Tp.
Por otro lado, desde que (3.60) no se satisface, entonces existe zo tal que

f (o) = f (Aoz1 + (1~ Xo) 72) > f (22) (3.65)

para algin 0 < g < 1. Por cuasi-convexidad semi-estricta de f, f(z2) < f (zo)
implica

f (J\xo + (1 - J\) mg) < max {f (o), f (z2)}, V X € (0,1) (3.66)
donde £ = Az + (1 - 5\) Z3, es decir,

f(&) < f (o). (3.67)
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Si f(£) < f(z2) = f(z1) desde que zg € [z1,Z], por cuasi-convexidad semi-estricta

de f tenemos

f(zo) <max{f(2),f (z1)} = f (z1) = f (22)
luego,
f(@o) < f (z2) .
Lo cual contradice (3.65).
Si f(£) > f(z2) = f (x1), entonces
f(@o) <max{f(2),f (z:1)} = f (%)

lo cual contradice (3.67).
Luego, concluimos que

f (@)= f(21) = f(z2)

para todo £ = 5\370 + (1 — 5\) Ta.

(3.68)

Consideremos el conjunto de nivel inferior L (f, a;), donde a; = f (z;). Notemos de

(3.61) que
f(zo0) > oy,

es decir, £y ¢ L (f, 1) . Sean,
ZTn € L(f,a1) N zp, — 2o
entonces,

f(iEn) S .

Ademss, por la semicontinuidad inferior de f y de (3.69) tenemos

f (%) < liminf f (2,) < lim f (z) < .

Por tanto, zg € L (f, a1), lo cual es una contradiccién.

(3.69)

El término semi-estricto cuasi-céncava es dado por Elkin[19]. Otra terminologia
para funciones semi-estrictas cuasi-céncavas fue dada por Martos[33| como funciones

”explicitamente cuasi-céncavas”.

Definicion 3.12 Sea f : I C R — R una funcién definida en el intervalo abierto
C. Entonces f alcanza un mdzximo local semi-estricto en el punto xy € I si existen

dos puntos x1,z2 € I, 21 < 29 < x2 tal que

F Oz + (1= X)) x2) < f(z0)

para todo 0 <A <1y

f (1) < f(=zo) o f(z2) < f (o).
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Proposicién 3.19 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Sea f : I C R — R una funcién
semicontinua inferior definida en el intervalo abierto I. Si f es semi-estricta cuasi-
convexa, entonces no existe un punto o € I que sea un mdximo local semi-estricto
lateral de f.

Demostracién. Supongamos que zp € C es un maximo local semi-estricto lateral
de f. Sin pérdida de generalidad, asumimos que existen z;,z € C tal que
T < Zo < T2, [ (z2) < f(z0) tal que

f(z) < f(xo), Vz € (z1,22) (3.70)
Sea {zx} C (z1,%0) una sucesién convergiendo a zy. De (3.70) tenemos
Flzg) < fzo), VE. (3.71)

Por la semicontinuidad inferior de f,
£ (lim z) < liminf f ()
entonces
f (zo) < liminf f (z) (3.72)
De (3.71) y (3.72),
f (o) < liminf f (zx) < lim f (zk) < f (z0)
Por lo tanto,
m f (k) = f (20) -
Por definicién tenemos
Ve>0,3dkoeN/k>ky = |f(zk)— f(z)] <€
en particular para € = f (z0) — f (22) > 0,
f (@) — f (o) < f (zk) — f (z0) .

Por tanto, para k > kg,

F(z2) < f (k) (3.73)
Considerando z; < xo < 2, de (3.71) y (3.73) obtenemos
f(z2) < f(z) < f(20)-
Luego,
max {f (zx), f (z2)} < f (20)
lo cual contradice la definicidén de cuasi-convexidad semi-estricta. ]
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Proposicién 3.20 Dada la funcién f : I C R — R con la propiedad de seg-
mento mdximo en el intervalo abierto I. Si no existe un punto ro € C que sea
un mdximo local semi-estricto lateral de f, entonces f es una funciéon semi-estricta
cuasi-convexa.

Demostracién. Supongamos que f no es una funcién semi-estricta cuasi-convexa
entonces, existen z1, %, € C tal que f(z;) > f(z2) y para algin 0 < A < 1 tenemos

f (If) = f (5\.'121 -+ (1 e 5\) 1172) Z f (.’L'l) > f (332) . . (374)

Sin pérdida de generalidad, consideremos que f alcanza la propiedad de segmento
maximo en xp entonces,

fQz1+(1-X)z2) < f(20), VAED,1]. (3.75)

De (3.74) y (3.75), f alcanza un méximo local semi-estricto lateral en un punto
intermedio xo que se encuentra en el segmento [z;, z3). =

Teorema 3.8 Una funcion f : C C R® — R semicontinua inferior definida en el
conjunto abierto y convezxo C es semi-estricta cuasi-conveza si y solo si

1 Tiene la propiedad de segmento mdzimo

2 Para todo xz € C, todo v € R™ tal que v'v =1yt € R, £ > 0 satisfaciendo
z+tv € C, la funcién F (t) = f(x + tv) no alcanza un mdzrimo local semi-
estricto lateral en t € (0,1).

Demostracion. Si f es una funcién semicontinua inferior y semiestricta cuasi-
convexa en C' C R"™ por proposicién (3.18), f es cuasi-convexa. Por tanto, consi-
deremos que f es cuasi-convexa en un conjunto C C R™ abierto y convexo, usando
el resultado de la proposicién (3.3), f tiene la propiedad de segmento méximo. Lo
cual permite demostrar el item 1.

Para demostrar el item 2, afirmamos que F (t) = f (z + tv) es semi-estricta cuasi-
convexa en (0,%). Probaremos inicialmente

Vte (0,f) =>z+tveC

Enefecto,seaO<t<£:>0<—::<1

x+tv—z‘+t(tv) = (
¢
t

La tltima igualdad se cumple desde que C es un conjunto convexo.
Ahora probaremos que F es semi-estricta cuasi-convexa en (0, ). Por tanto, debemos
demostrar que

F()\tl + (1 - A) tz) < max{F (tl) ,F(t2)}, Vit € (O,i)
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En efecto, sean t;,t; € (0,1) iuego
T+ tiv,x +1tv € C,
de la cuasi-convexidad semi-estricta de f tenemos,
FOE+tv)+ (1 =) (z+tw) <max{f (z+t10), f(z+t0)}, VA€ (0,1)
La expresién anterior es equivalente a

FAi+(1-Nt)=fz+Mi+(0-Nt)v) < max{f(z+tv), f(z+t0)}
= max{F (t1),F (t2)}

La cual demuestra que F es cuasi-convexa en (0,1).

Por tanto, usando la Proposicién (3.19) la funcién F (t) = f (z + tv) no alcanza un

méximo local lateral semi-estricto en t € (0, ).
Reciprocamente, sean z;,zs € C tal que x, # 72, consideremos

T2 — Iy

V=
|2 — 21|

A t=|zy—x]. (3.76)

Como z; + tv € C, definamos
F(t) = f(z1+tv), YVt € (0,1).

Desde que f tiene la propiedad de segmento méximo sobre [0,%], y como F' no
alcanza un méximo local lateral semi-estricto en t5 € (0,%), entonces, usando la
proposicién (3.20) tenemos

F (to) < max {F (0) ,F (D)}
La cual es equivalente a,
F((1- X)) =F(t) <max{F(0),F ()} (3.77)
Usando (3.76) y reemplazando en (3.77) tenemos
f O+ (1= N 22) < max {f (@1) ,f (22)} ,YA € (0,1).

Por lo tanto, f es semi-estricta cuasi-convexa. u

Proposicién 3.21 Una funcion continue f : R* — R definida en R" es semi-
estricta cuasi-conveza si y solo si L(f,a) es convezoy Y (f,a) C B(f,a) 6
Y (f,a) = L(f,a) para todo a € R

Demostracion. Supongamos que f es una funcién semi-estricta cuasi-convexa y
desde que f es continua entonces, usando la proposicién 3.18 f es cuasi-convexa y
L(f,a) es un conjunto convexo para todo a € R.

Consideremos que B (f, «) C Y (f, @) entonces existe 2 € Y (f, &) que es un punto
interior de L (f, ao), y sea z1 # xo € L (f, o).
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El segmento [z;,zo] esta propiamente incluido en [z;,z5] C L (f, ) para algin

Ty # Xp.
Supongamos que f (z1) # f (22), sin pérdida de generalidad consideremos

Fx2) < f(z1)

por cuasi-convexidad semi-estricta de f tenemos

F@o)=FfPz1+ (1 =N =z2) < f(21) <o

contradiciendo que zo € Y (f, o).
De la misma manera, si consideramos

f(z1) < f(z2)

por cuasi-convexidad semi-estricta

f(@o) =Ff(Az1+ (1 =N x2) < f(21) S

contradiciendo el argumento que o € Y (f, ). De esta manera, f(z2) = f (1)
por cuasi-convexidad de f tenemos

ap < f(zo) < f(m1) <o
de ahf,
f(x) =0
Desde que z, es un punto arbitrario de L (f, ap), f es constante en L (f, ap), lo que
implica
Y (f,a0) = L(f, o)
Reciprocamente, sea L (f,a) conjunto convexo para todo a. Luego, f es cuasi-

convexa y para todo 1,22 € R* y 0 < A < 1, si f(z2) < f(z1) = a; implica
que

f (Al‘l + (1 - A) $2) < (63} (378)
Por tanto, 3 € L(f,01) y f no es constante en L (f, a;), por consiguiente,

Y (f,01) # L(f,01)

entonces

Y (f,a1) C B(f,04)
sea el punto z, en el interior de L (f,ay), por continuidad existe una vecindad
N, (z2) € L(f, 1) tal que para todo z en esta vecindad

f(z) < a1

Consideremos el intervalo abierto (z;, z2). Pretendemos demostrar que todo punto
en este intervalo es un punto interior de L (f,a1). Sea z = Az + (1 — A) z2, para
0 < X < 1, donde z es todo punto en el intervalo (z1,z2). Entonces la vecindad
B (z) esta en la cdpsula convexa de B, (z2) Uz, y de esta manera esti en
L(f,a1). De ahi, se obtiene la desigualdad estricta de (3.78) y f es semi-estricta
cuasi-convexa. =
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Y

L(f’“'?') =Y(f1_3) = B(fr "3)
Y{(£,-2) —
B(-f7‘2)
L(f’ —'1)
Y{(f,-1)
B(.fr—l)

4 4

/

Figura 3.10: Conjunto de nivel inferior y conceptos relacionados

Corolario 3.5 Sea f una funcion continua estrictamente cuasi-convexa en R".
Entonces sus conjuntos de nivel superior U (f,a) son estrictamente convezos y

Y (f,a) C B(f,a) para todo o € R.

Demostracién. Supongamos que f es una funcién continua estrictamente cuasi-
convexa entonces por proposicién sus conjuntos de nivel L (f, o) son estrictamente
convexos. Por otro lado, sabemos que toda funcién estricta cuasi-convexa es semi-
estricta cuasi-convexa. De la proposicién anterior consideremos

Y (f,0)=L(f,0), Ya€ R

es decir,

L(f,a) cY(f,0)

sean z,Z2 € L(f,a),

fl)=a A f(z) =«

por convexidad estricta de L (f, a) tenemos,
Al‘l + (]. — )\)372 € L(f,a)

de ahi,
FOz1+ Q= XN)z2) =0, VA€ (0,1)

como f es estrictamente cuasi-convexa

fQz1+ (1= N z2) <max f(z1), f(22)-
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Por tanto, a < a, lo cual es una contradiccion.
En consecuencia, si f es estrictamente cuasi-convexa no se satisface

Y(f,0)=L(f,a).

De la observacién, f es semi-estricta cuasi-convexa y desde que Y (f,a) # L (f, @)
por la proposicién anterior tenemos,

Y (f,a) C B(f,a)
Lo cual demuestra el corolario. n

Teorema 3.9 Sea f une funcién cuasi-convera definida en R™. FEntonces f es
semi-estricta cuasi-conveza si y solo si todo minimo local z, es también un minimo

global de f en C.

Demostracion. Si z, es un minimo local entonces, existe § > 0, para todo z # z.
en el conjunto C N B;(z,) tal que ’

( (@) < f(@). (3.79)

Supongamos que z, no es un minimo global de f entonces existe un € C, T # .
tal que

fz)> (@)
Por cuasi-convexidad de f
FOZ+(1—-M)z,) < max {f @), f(z)}=f(z.), YA€ (0,1). (3.80)

En particular consideremos

P
)\6 (0,_—‘_)n 0,1 )
E—zq) @

z=M+(1-XNz, € CNB;(ZT).
de (3.80) obtenemos que

entonces,

F@) < f(z), 3€Bs)NC

Lo cual contradice (3.79). Por lo tanto, queda demostrado que si z. es un minimo
local, también es un minimo global.

Reciprocamente, supongamos que f es cuasi-convexa y que todo minimo local de f
es un minimo global.

Por proposicién 3.21 es suficiente mostrar que Y (f, @) contiene un punto interior
de L(f,a), entonces

Y (f,a)=L(f,0),
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esto es, f es constante en L (f, ).
Si f es constante en R" o o = max {f (z) : z € R"} es claro que,

Y(f,a)=L(f,&).

Asumimos, que f no es constante en R™ y sea 2o € Y (f, ap) un punto interior de
L (f, o) para algin o tal que el conjunto

L°(f,op) ={z:z € R", f (z) < ao}
es no vacio. Consideremos
U(f,Ol()) = {l' 1T E Rn:f(x) 2> aO}

Tomemos,
T €U (fio0) N Zo—x

por definicién
f(Tn) = 0o

aplicando limite cuando n — oo
g, f () 2 2
desde que f es continua por tanto
zeU(f ap).
Concluimos que U (f, ag) es cerrado, en consecuencia
R —U(f, )

es abierto, es decir,
LO (f) aO)

es abierto. Ademds, desde que f es cuasi-convexa entonces el conjunto
L{f,a0) ={z:x € R": f(z) < a0}

es convexo. Por el teorema de separacién para el conjunto convexo L°(f,aq) y
zo ¢ L° (f, a). Entonces existe un hiperplano H? tal que para todo z € L% (f, ag)

(c,z) <a z € L°(f, 00)
(¢,z) =a z=1x9 ¢ L°(f, a0)

para ¢ € R* y a € R. Desde que z es un punto interior de L (f,ap) podemos
encontrar £ en el interior de L (f, ap) tal que,

T#xo A (6,E)>a
Por la continuidad de f, existe un ¢ > 0 tal que

Ne(Z) c L(f,a) A {(c,z) >aVz € N (Z)
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Consecuentemente,

N.NL(f, 00) = ¢

y por lo tanto
N (%) CY (£, 00)

desde que £ es un minimo local de f entonces si € N, (£)
f@&) < f(z) =00

luego, por hipétesis £ es un minimo global de f. Si z € L (f, ap) entonces
(&) < f(@)=co

Por tanto,
Y(f7a0) = L(faa())

por proposicién (3.21) f es semi-estricta cuasi-convexa. n

f(z1) < f (x2) implica que (z; — z3)7 Vf (x2) <0

entonces f es semi-estricta cuasi-convexa. El reciproco de este resultado no es valido,
el cual se puede observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5 Sea f una funcidn definida en el intervalo C = [0,1] C R dada por
f@) = -2

Se observa que f es semi-estricta cuasi-convexa. En efecto, sean z1,z5 € C,
0 < XA < 1 tal que f(z1) < f (z2), entonces

2 2

luego, desde que 0 < z; <1y O <y <1
Ty < .

Por tanto,
To < /\£E1+(1—A)$2

de ahi,
- ()\(I)l + (1 - )\) $2)2 < —:Eg

en consecuencia,
Fz+ (1= X)z2) < f(x2)-

Lo que implica que f es una funcién estrictamente cuasi-convexa.
Por otro lado, sea z; € (0,1] y z2 = 0 entonces

~23 = f(21) < f(z2) =0

no implica que
(21— 22) f'(z2) <O
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3.4 Funciones Pseudo-convexas

En la seccién de funciones cuasi-convexas se dijo que si una funcién cuasi-convexa
diferenciable satisface f (z1) < f (x2) implica que

(.’L'l - 1L'2)T Vf (1}2) < 0.

Adem3s, debemos resaltar que para una funcién cuasi-convexa, V f (zp) = 0 no im-
plica que zo sea un minimo global. Esta observacién permite introducir el concepto
de funcién pseudo-convexa, la cual se obtiene de una peque'ig,%a modificacién de
la condicién antes mencionada. La definicién de pseudo-convexidad para funciones
diferenciables fue introducida por Magasarian.

Definicién 3.13 Una funcion diferenciable f : C C R® — R definida en el con-
junto abierto y convero C se dice pseudo-conveza, si para T,,z2 € C

f(@1) < f(z2) implica que (21— $2)T Vf(z2) <0.
Esta es llamada estrictamente pseudo-conveza si T # T2 Y

f(@1) < f (22) implica que (z1 — 22)" V£ (z2) <0

Definicion 3.14 Sea f: C C R® — R una funcién definida en el conjunto abierto
y convezo C. Esta funcidn es llamada pseudo-conveza si para x1,22 € C y X € (0,1)

f(z1) < f(z2) implica que f (Az1+ (1 — A)z2) < f(z2) — (1 — A) Ab(z1,x2)

donde b(z1,x2) es un ndmero positivo, dependiendo en general de =, y z2. La
funcién f es llamada estrictamente pseudo-conveza si T # T Y

f (@) < f(x2) implica que f (Az1+ (1= A)z2) < f(22) — (1= X) Ab (21, 2)

Diewert[17] usa la definicién de funciones pseudo-convexas usando derivadas direc-
cionales.

Proposicion 3.22 Para funciones diferenciales las definiciones 3.13 y 3.14 son
equivalentes.

Demostracion. Supongamos que se satisface la definicién 3.14. Si f es una funcién
diferenciable entonces para todo z;,z € C tenemos

f(@1) = f(@2) + (&1 — 22)" VS (22) + @ (21,2) |71 — 22
reemplazando Az; + (1 — A) 2 en z;, para A € (0,1)
FOz+ (1= N z2) = f(@2)+A (1 — 22)T VI (22)+F A (T2 + A (T2 — 1), 22) |21 — 22|
luego,

Az — $2)T Vf (z2)+Aa (2 + A (21 — 22),22) |71 — 22l = f (A2 + (1 = X) z2)—f (x2)
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donde a (z1,z2) es una funcién tal que a(z1,z2) — 0 cuando z; — z2. Usando la
definicién 3.14

Az — 22)T VI (@2) + A (22 + A (21 — T2), 22) lz1 — z2fl < — (1 — X) Ab (21, 72)
para todo 0 < A < 1. Dividiendo entre A y tomando el limite cuando A — 0
(:El — .’EQ)T Vf (11:2) < -b ($1,.’L‘2) < 0.

Entoncesf satisface la definicién 3.13. Reciprocamente, supongamos que no se sa-
tisface la definicién 3.14; si f(z1) < f(z2) y para todo positivo b(z;,z2) existe
A € (0,1) tal que

£ Qs+ (1= N ) = f (22)
A

En particular, existe 0 < \; < 1 tal que
Fxe+ X (@1 — 22)) — f(22) > 1

(1 =X b(z1,z2) > —b(z1,22) .

A i
La sucesién {);} es acotada, por tanto, posee una subsucesién convergente, esto es,
llm )‘ik = )\0
i —00

entonces,
lim {zo+ Ai, (21 —22)} =20

1 —00

donde g = zo + Ao (21 — Z2). Si T # 2, entonces, Ag # 0. En efecto, supongamos
que )y = 0 entonces o = x2 lo cual contradice la hipétesis.

f(zo) 2 f (z2)

f no es estrictamente cuasi-convexa, de aqui, f no es una funcién pseudo-convexa,
satisfaciendo la definicién 3.13.
Si 2o = x2 entonces X;, — 0y

f(za+ X, (1 — 32)) — f (32) S 1
A

i i

aplicando limite cuando ¢ — oo

lig L(F2 A (3 — T3)) — f (x2) >0

00 A’ik
luego,
(21— 23)T Vf (22) > 0
Consecuentemente, f no satisface la definicién 3.13. =

La prueba del caso estrictamente pseudo-convexo, es idéntico. En efecto, supon-
gamos que se satisface el segundo item de la definicién 3.14. Si f es una funcién
diferenciable entonces para todo z1,zs € C tenemos para 0 < A <1

f(@1) = f (z2) + (31 — 22)T VS (z2) + & (31, %2) ||1 — 22|
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entonces
FOz+ (1= N 23) = f @)+ (21 — 72)7 VI (@2)+FAa (@2 + A (22 — 1), 22) ||21 — 22|
luego,
Az — 22)T VI (@) Aa (22 + A (Z1 — 32), T2) |21 — Zal| = £ Ozy + (1 = N) 22)—F (z2)
donde a(z1,z2) es una funcién tal que a (z1,z3) — 0 cuando z; — z2

A(zy — 22)" Vf (22) + A (B2 + A (81 — 22) , 22) |21 — z2]| < — (1 — A) Ab (21, 22)
para todo 0 < X < 1. Dividiendo entre A y tomando el limite cuando A — 0

(21 — 22)T Vf (z2) < b(x1,22) <0

Reciprocamente, supongamos que no se satisface la definicién 3.14, si
f{z1) < f(z2) tal que z; # z, y para todo positivo b(z;,zs) existeun 0 < A < 1
tal que

fQzi+ (1 —Nz3) — fl=a)  _
A

En particular, existe 0 < A; < 1 tal que

f (332 + )\i (231 - 11)2)) > 1

A; 7

Q=N b(z1,z2) > —b(z1,22) -

La sucesién es acotada, por tanto, posee una subsucesién convergente
Aiy = o A {za+ X (T1 — 32)} — 2o
Si zg # x, esto es, Ag # 0
£ (z0) > £ (x2)

f no es estrictamente cuasi-convexa, de aqui, f no es una funcién estrictamente
pseudo-convexa, satisfaciendo la definicién 3.13.
Si £ = 22 cuando A;, — 0

0 k

[ (z2+ X (21 — 22)) — [ (22) S 1
Aik ik

aplicando limite cuando ¢ — o0

lim L (T2 + Xi; (21 — 22)) — [ (22) >0

ix—00 A

Tk
de ahi,
(1 —22) Vf(z2) 20

Consecuentemente, f no satisface la definicién 3.13.
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Teorema 3.10 (Mangasarian,1965) Sea f : C C R® — R una funcion diferenciable
y (estrictamente) pseudo-conveza en el conjunto abierto y convezo C. SiV f (z) = 0
para algin xo € C, entonces xy es un minimo global (estricto) de f sobre C.

Demostracién. Desde que f es pseudo-convexa, por la definicién 3.13 tenemos que
(@1 — 22)" V£ (22) > 0 implica que f (z1) > f (z2)
para z;,Z2 € C . Por hipétesis V f (z9) = 0, considerando
To=Tyg N T1=2

entonces
(.7: - $0)T Vf (1’0) =0

lo cual implica
f(zo) < f(z), Vz el

entonces Zy es un minimo global.
Igualmente, por la definicién 3.13 desde que V f (z5) = 0 consideremos

(€ — 0)" Vf (z0) =0
por pseudo-convexidad estricta
f(zo) < f(z),Vzel

entonces Ty es un minimo global estricto. m

Es interesante resaltar, que no se conoce caracterizaciéon de pseudo-convexidad en
términos de conjunto de nivel. Los conjuntos de nivel superior de funciones pseudo-
convexas o son necesariamente estrictamente convexas. Sin embargo, Ponstein [40]
probé que si f es diferenciable, pseudo-convexa y estrictamente pseudo-convexa (sus
conjuntos de nivel son estrictamente convexos) entonces f es estrictamente pseudo-
convexa.

Ejemplo 3.6 Consideremos la funcion f definida en el conjunto convexo
C={z:z2e€R0<z;<1,0<z; <1}
es dada por f (z) = —z2 — 3.

Esta funcién es psendo-convexa, en efecto, supongamos que f (z) < f (y) entonces
z; > 1. En efecto, supongamos que

1 <N

de ahi,

—T 2~ A—1h > -y}

luego
e a2 > a2
0 R S
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es decir,
f@)>f@)

lo cual es una contradiccion.

(-9 Vi@ (1 -y, 22— 92) Q1 — L,0) = (21— 1) (-2 —11) <O

La funcién no es convexa, es céncava. Ademds, notemos que f no es estrictamente
pseudo-convexa, consideremos

z=(a,0) A y=(a,7)

donde «, 3, estan en (0, 1) tal que

a<pf ANa<v, B#7y
entonces f (z) = f (y), pero
(z~9)" Vfy)=0

Esta funcién no es estrictamente cuasi-convexa. Supongamos que f es estrictamente
cuasi-convexa, es decir,

fOz+(1-Ny) <maX{f(w),f(y)}

por tanto,
0< —o? -«

desde que 0 < a < 1 tenemos
- 0<0

lo cual es una contradiccién.
Sin embargo, la funcién f es semi-estricta cuasi-convexa, si f (z) < f (y) de ahi
T} — 11 <~y -
entonces z; > v, luego
A+ L=y >0
lo cual es equivalente a
—AT1 — (1 - )\) N < —h
Por tanto,
fFOz+QQ-Xy) < f(y)

Lo cual implica que f, es semi-estricta cuasi-convexa.
Ademss, la funcién f es cuasi-convexa.

Proposicién 3.23 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Sea f : I C R — R una funcién

continuamente diferenciable definida en el intervalo abierto I. Fntonces f es pseudo-
conveza si y solo si para todo xo € I tal que f' (xo) = 0 es un minimo local de f.
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Demostracion. Si f es pseudo-convexa, entonces f’ (zo) = 0 implica que zo es un
minimo local de f. Reciprocamente, sean z;,z, € C, z; # z» dos puntos tal que

(@1 — x2) f' (€2) 2 0
y supongamos que f (z1) < f (z2). Si (z1 — z3) f' (z2) > 0 entonces la funcién
g(A) = fAz1+ (1= X))

alcanza al menos un méximo local sobre el intervalo (0,1). Sea )y el mayor punto
que maximiza g sobre (0, 1). Entonces,

g (M) = f (hoz1 + (1= Xo) 22) = f' () =0,

pero zo no es un minimo local de f, contradiciendo la hipétesis.

Si (z1 — z2) f’' (z2) = 0 entonces f' (x2) = 0y por la hipétesis, z2 es un minimo local
de f. Desde que f(x1) < f(z2) concluimos que la funcién g (\) debe alcanzar al
menos un maximo local en el intervalo abierto (0,1), llegando a una contradiccién.
Por tanto, f (z1) < f (z2) y f es pseudo-convexa. =

Teorema 3.11 Sea f : C C R® — R una funcion continuamente diferenciable
definida en el conjunto convexo C. Entonces f es pseudo-convexa si y solo si para
todo zp € C yv € R™ tal que vTv = 1 yvTV £ (z0) = 0 la funcion F (t) = f (zo + tv)
alcanza un minimo local en t = 0.

Demostracién. Consideremos F'(t) = f (z¢ + tv), en t = 0 tenemos
F'(0) = f (zo) =0

Desde que F' es continuamente diferenciable y usando la proposicién (3.23), F al-
canza su maximo local en £ = 0 si y solo si F es pseudo-convexa. =

Si una funcién es pseudo-convexa y pseudo-concava es llamada pseudo-afin. Las
funciones pseudo-afines fueron caracterizadas por Thompson y Parke (1973). Con-
cluimos esta seccién introduciendo las clases de funciones fuertemente pseudo-convexas,
una subclase de las funciones diferenciales estrictamente pseudo-convexas.

Definicién 3.15 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Una funcion diferenciable

f:C C R* — R definida en el conjunto abierto y convexo C se dice fuertemente
pseudo-conveza st la funcion es estrictamente pseudo-conveza y para todo xo € C y
v € R" tal que vTv = 1 y vTV [ (20) = 0 existen nimeros positivos € y o tal que
xot+ewely

F(t) = f (20 +tv) > F (0) + %a ()7
para 0 <1 <e.

Las funciones fuertemente pseudo-convexas tienen una muchas aplicaciones en economia.
El siguiente concepto presenta un minimo local fuerte en un segmento.
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Definicién 3.16 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Una funcién f : C C R — R
definida en el intervalo abierto C alcanza un minimo local fuerte en zo si existen
nimeros positivos € y a tal que to e € C y

£(2) 2 £ (s0) + 05— 20)°
para || < €

Proposicién 3.24 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Sea f : C C R* — R una
funcion diferenciable definida en el conjunto abierto y convexo C. Entonces f es
fuertemente pseudo-convexa si y solo si para todo To € C yv € R™ tal que vIv =1
y vV f (xp) = 0 la funcidn F (t) = f (2o + tv) alcanza un minimo local fuerte en
t=0.

Demostracién. Supongamos que f es fuertemente pseudo-convexa, entonces para
todo o € C tal que vTV f (zy) = 0 existen € y d positivos tal que o e € Cy

F(t)=f(zo+tv) > F(0)+ —;—at2
para 0 <t < ¢, donde F (0) = f (xo) y F’ (0) = vTV f (z5) = 0.

Afirmamos que, F(0) < F(—t) para0 <t <e
En efecto, procediendo por el absurdo consideremos que F (—t) < F'(0), de ahi

F(-t) < F(0)

por pseudo-convexidad estricta

| F'(0) (=) < 0
lo cual es una contradiccién, desde que F’ (0) = 0. Por tanto,

F(0) - %aﬁ < F(0) < F(—t)
para 0 < t < e¢. Concluimos,
F(t)> F(0)+ %at2

para |t| < e. Finalmente, F (t) = f (zo + tv) alcanza alcanza un minimo local fuerte
ent=0.

Reciprocamente, supongamos que la funcién alcanza un minimo local fuerte ent = 0,
es decir,

F(t) > F(0)+ %atz

para |t| < e. Entonces, por definicién f es fuertemente pseudo-convexa. [
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Capitulo 4

Optimizacion Cuasi-convexa

Consideremos el problema de minimizacién:

min f ()

S.a

g(z) <0
z2>0

donde f y g son funciones cuasi-convexas y diferenciables de un vector n-dimensional
T = (Z1, -, Tn)-

H. W. Kuhn y A. W. Tucker en su articulo de programacién no lineal, demuestran
quelas condiciones de cualificacién, son condiciones necesarias para que z° minimice
f (z) sujeto a g(z) <0y z > 0 ( las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, 0 KKT
) son

0f (=) , 1099 (&)

sz- 8:1:,5 Z 0
of («°) dg (2)
0 0 _
T ( o, + A oz, = 0
g (:1:0) = 0
2> 0

Kuhn y Tucker también probaron que si f (z) y g (z) son funciones convexas, las
condiciones KKT son condiciones suficientes para hallar un minimo.

4.1 Condiciones Suficientes para un Minimo

Consideremos una variable relevante la cual puede tomar un valor positivo satisfa-
ciendo las restricciones. Formalmente, x; es una variable relevante cuando existe
algin punto en el conjunto restriccién, z* el cual 7 > 0.

Teorema 4.1 Sean f : R — R, g : R® — R funciones cuasi-convezas y diferen-
ciables, definidas para x > 0.

Si 2% y X0 satisfacen las condiciones KKT y al menos una de las siguientes condi-
ciones: :
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of 1 z0 } .
a. —— >0 para al menos una componente de la variable x3.
13

b, 2

5o < 0 para al menos una componente de la variable relevante :v}
7

20
c. %2 #£ 0 para todo i y f (z) es dos veces diferenciable en la vecindad de z°.
d. f(x) es conveza.

0

Entonces z° minimiza f (z) sujeto a las restricciones g (z) < 0 donde x > 0.

Demostracién. Consideremos la siguiente identidad

af(ic ) (! 0) — ( 1 :1:?) (a.gf:o) +Agag($°)) Aoag (=%) ( __$0) Vi=1,..

a.’L'i
Si z° satisface las condiciones de KKT, entonces
0 £0

oz;

6:1:,- 6:1,'.,
desde que z! > 0, tenemos
of (ﬂ»‘“) 0 99 (z °)

Por otro lado, afirmamos que

0
0BT 0140 <o

En efecto, si AO = 0 entonces la j-ésima componente del término se anula.
Si )\0 > 0 se tlene ¢ (%) = 0. Pero, considerando z! en el conjunto restriccién

1mphca que .
¢ (a) <0

luego, . .
g (z') < ¢ (9.

Por la cuasi-convexidad de g tenemos
g (%)

1_ 40
amj (:II,— ZL‘,) S 0.

Como XY > 0, entonces

De (4.1) y (4.2) tenemos,
of (z°
8—(@-2 (c} -

Por lo tanto, para f (z) y g (z) funciones diferenciables y cuasi-convexas con
g (') <0, 2! > 0 se satisface

(z' — a:O)T Vf(z°) >0

29) >0, Vi=1,..,n. (4.3)
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af(=° .
a. %z_—) > 0 para al menos una coordenada de la variable .

Consideremos h como un vector unitario en la i-ésima direccién z2 = z° + h

(ﬁ_x%Tvﬂ¢0:Vf@%h=agg”>o. (4.4

Para z! en el conjunto de restricciones
@) =1-0)z'+62> A 2°(0) = (1 —6)2° + 62°
entonces
[z° (6) — a:O]T Vf (z°) = [62® — 01:0]T Vf (z°)
lo cual es equivalente a,
(z* - xO)THVf (z°) >0
para 6 > 0. De (4.4), tenemos
(=% (6) — xo]T Vf (z°) > 0. (4.5)
Usando el resultado (4.3) obtenemos
[2(0) —2°(0)]" VF (2°) = (1-0) (z' —2°) " VF («°) >0  (4.6)
para 0 < 1. Sumando las expresiones (4.5) y (4.6)
[z (8) - 2°]" Vf («°) >0, VO [0,1]. (4.7)
Por la cuasi-convexidad de la funcién f tenemos '
f (=" (0) > £ (=) (4.8)

Aplicando limite cuando 6 se aproxima a 0, entonces z! () — z'. De donde
se concluye que

tim £ (" (9) > £ (=) (49)
Por lo tanto, f (z') < f(z°).

b. a—ff}%’l < 0 para alguna variable relevante ;.
Si excluimos el caso (), z°V f (z°) < 0 y (b) son equivalentes.

En efecto, si z°V f (z°%) < 0 entonces

001 (&)

o <O

desde que z° > 0 existe 27, en el conjunto restriccién tal que z9 > 0 luego,

of (")
afl) j

<0 (4.10)
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para alguna variable relevante x;.

Reciprocamente, notemos que g (z') < 0 para z* > 0 implica que
Vi (@) (@ -2%) >0
entonces,
Vi (®) &t > Vf (a°)7 20 (4.11)
para todo z! en el conjunto de restricciones Excluyendo (a)
Vf(z®) <0 (4.12)
Ademss, (b) implica que para algun z* en el conjunto de restricciones y para

. Of(="° . . f (=9 .
algin 17, —%(;—) < 0y z; >0, lo cual implica que ——%%—)x;f < 0. Consideremos
1 *
' =1z"en

0 Q
afagf ) g9 < a;;f Jat <0 (4.13)

entonces V f (2%) z° < 0 para alguna variable relevante.

Para z! en el conjunto de restricciones, consideremos
(@) =10-0)z* A 2°(6) = (1—8)z°
entonces
Vf (2°) [2° (6) — 2°] = V[ (z°) (—62°)
lo cual es equivalente a,
OV F (%) (—2°) > 0
para 6 > 0. Por tanto,
| Vf (z°) [z° (6) — 2°] > 0. (4.14)
Usando el resultado (4.3) obtenemos
Vf(z°) [z (0) —z°(0)] = 1 -0) Vf(z°) (z' —2°) >0 (4.15)
para 6 < 1. Sumando las expresiones (4.14) y (4.15)
Vf(2°) [z' (0) —z°] >0, VO €[0,1]. (4.16)
Por la cuasi-convexidad de la funcién f tenemos
£ ©) > £ (2°) (417)

Aplicando limite cuando 6 se aproxima a 0, entonces z! (§) — z'. De donde
se concluye que

lim f (a' 9)) > /£ () (2.18)
Por lo tanto, f (z!) < f (z9).
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c. Vf(z°) #0y f(x) es dos veces diferenciable en una vecindad de z°.

En efecto, la particién del vector z° en dos subvectores 4° y 2° correspondientes
a las variables relevantes e irrelevantes respectivamente. Entonces, si excluimos
los casos ya estudiados asumiremos V f (z°) # 0 entonces

VI (%) = (Vf (%), Vf (%) #0 (4.19)

tal que Vf(y°) = 0y Vf(2°) < 0 donde (—9—%(;;1 < 0 para algin z;. Por la
definicién de la varible irrelevante, 2° = 0 y 2! = 0 para todo z! = (y',2!) en
el conjunto de restricciones. Por lo tanto, para probar el teorema es suficiente
probar que

f(®%0) < f(y'0) (4.20)
Definamos la funcién
¢ (u,v) = f [(1 —u)y® +uy',vz] — f (3°,0) (4.21)

para 0 < u <1y wv >0, para todo z > 0 tal que z_? > 0. Esta funcién es esen-
cialmente f (z) con el rango de variacién de z restricto para un subconjunto
convexo del octante no negativo, ¢ (u, v) es cuasi-convexa. Entonces tenemos

$(0,0) = f (3°,0) — f (¥°,0) =0 (4.22)
-8%(,%]2 =V (' —4°) =0 (4.23)

y
Q(P—(g—g& =vf(*) z<0 (4.24)

Debemos probar ¢ (1,0) > 0 o contradecir ¢ (1,0) > 0. Primero, si para algin
4 > 0 establecemos una peque’i;)%a vecindad de cero, ¢ (u,0) es positivo, cero
o negativo (pero no mas de una de las condiciones). Entonces, mostraremos
que ¢ (u,0) = 0y ¢(u,0) > 0 en una vecindad de cero es incompatible con
#(1,0) < 0 mientras que ¢ (u,0) < 0 contradice la hipGtesis del teorema.

Consideremos, para algin @ > 0, ¢ (2,0) < 0 entonces por cuasi-convexidad
¢ (u,0) < 0 para todo u tal que 0 < u < @&. Ademss, ¢ (@,v) < 0 entonces
por cuasi-convexidad y ¢ (u,0) < 0 para todo u tal que 0 < u < @. De esta
manera,

¢ (A (0,v) + (1 - A) [u(v),0]) < max{4(0,v),¢[u(v),0]} =¢(0,v), VA€ [0,1]
luego,
d((L—=Nuv),w) <¢(0,v), VAIe[0,]]. (4.25)
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Por cuasi-convexidad de ¢,
(T=Nu@),-1=-Nv)"Ve0,v) <0 (4.26)
lo cual es equivalente a,

(1 -Nu@),—(1-Nv)" (% (0,v), % (0, v)) <0 (4.27)

desde que (1 — A\) > 0 tenemos

@), " (500,520 <0 (4.28)
Por tanto,
09
u (v) — (0 v) — o (0 v) <0. (4.29)
Esto puede escribirse como
0
"S’) ai (0,v) < f (0,v). (4.30)

Tomando limite cuando v tiende a cero

o (v) 8(]5

'u—>0

- (0,v) < lim —(O,v) (4.31)

desde que, —Q es continua

tim X2 (0.4 < %2 (g, (4.52)
De (4.24) tenemos
o ) 5¢ 04
lim =222 (0,0) < 7 (0,0) < 0 (4.33)
Ademss,
lm ¢
lim ~ ( (0,v) — (0 0)) o5z (0,0). (4.34)
Como gg (0,0) = 0 entonces
. 1(8¢ B¢ . 104
tim > (520.0) - 52 0,0)) =i 22 (0,0 (4.39
De (4.34) y (4.35) en (4.33) tenemos
il li 0 4.36
Sogy L ¢ (v) < (4.36)
Por tanto, de (4.24) y (4.36) tenemos
0<0,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no es cierto que ¢ (u,0) < 0 para
u > 0 suficientemente pequei};%o.
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d. La funcién es convexa

f (@) + (21— 20)" Vf (z0) < f (1)

y desde que
(.’L‘1 — xo)T Vf (.’I)o) >0

entonces .
f(zo) < fz1), Yz120.
Lo cual demuestra el teorema.

A partir de la prueba, presentamos un ejemplo para una funcién f (z,y) con
of of
o (0,0) =0 A @(0,0) >0

con f (z,0) positivo en una vecindad lateral derecha.
El ejemplo serd elegido considerando f (0,y) = y tenemos

para z <
para x>

N 00 =

o =1
@0 = {
0z Tog2
Considerando f (z,y) en los dos ejes, complementamos la definicién haciendo
que las curvas de nivel sean rectas, lo cual asegura la cuasi-concavidad de f. For-
malmente, para todo valor fijo de f(z,y) = z definimos z = X (z) como solucién
de la ecuacién f (z,0) = 2.
Entonces la curva de nivel f (z,y) = z intercepta al eje x en x = X (2) y al eje y en
Y=z
Si la curva de nivel es una linea recta y f (z,y) es todo punto en esta tenemos
4 Y
= =1 4.37
Xtz (437)

Dados z,y fijos, entonces f (z,y) es el Gnico valor positivo de z para el cual (4.37)
se satisface (excepto si f (z,y) = 0 para z = y = 0). Desde que

of _ of _
55 0.0 =0 A 3 (0,0) =1

se satisface las condiciones de KKT para la restriccién —y > 0 con Ag = 1. Pero el
origen no es la restriccién maxima.

4.2 Modelos Economicos Cuasi-convexos

La microeconomia se estudia de forma matematica, usando modelos matematicos.
La mayor parte de los desarrollos y estudios de la teoria del consumidor tienen como
base el siguiente problema de maximizar, esto es, obtener el valor maximo de una
funcién, el mas alto de todos los que puede dar, asi como qué valores son los que
producen ese maximo. En este caso serfa el de u, que es la funcién de utilidad de
un consumidor, que se supone que depende de los valores de las cantidades de los n
bienes (representados por las variables z; hasta x,,).
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4.2.1 Demanda del Consumidor

La propiedad fundamental de la funcién de utilidad en la teoria de demanda del
consumidor consiste en que las curvas de indiferencia definen conjuntos convexos o
una disminucién porcentual de sustitucién. Asi, la propiedad de toda funcién de
utilidad es la cuasi-concavidad. El estudio de la teoria de demanda del consumidor
asi, como el Axioma Débil de Preferencia Relevada.

Consideremos el problema de maximizar la funcién de utilidad u (z)

max u(x)
s.a

pTx < B
x > 0

donde p es el vector de precios, z es el vector de unidades y B es el presupuesto del
consumidor. Este problema de maximizacién se puede expresar como el siguiente
problema de minimizacién

min  —u(x)

s.a
plz < B
T > 0

Supongamos que z° satisface las condiciones KKT, es decir,

-gg-c"i_ (%) + ,\2% () > 0

ou Op
U el 0-F )\
z; ( 3 ,;+)‘”6 i) 0

i=1
Ademsés, asumamos la no satisfaccion, esto es,
Ou (z°
(=)
c'h:i
para algiin z;. Entonces, desde que se satisface la condicién b del teorema 4.1 tenemos
que z° minimiza —u (z) sujeto a las restricciones B—Y 1 | z;p; > 0y z; > 0. Ademds,

si A; > 0, y la hipétesis de no satisfaccién implica que z° minimiza el costo en u (z°),
para esto

0

14
—
8
~—
I
£
—
8

[=]

~
IA\VARLY
o
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Por otro lado, es importante considerar que las empresas o cualesquiera otras unidades
que en una economia se encarguen de producir bienes y servicios, comparte semejan-
zas desde cierto punto de vista con el del consumidor. En el caso del consumidor, la
microeconomia lo reduce al problema de maximizar una funcién de utilidad, la cual
es cuasi-cOncava, con una restriccién presupuestaria. En el caso de la del produc-
tor, se trata de maximizar la funcién de beneficios teniendo en cuenta restricciones
tecnoldgicas.

4.2.2 Produccion

La teoria de la produccion eficiente puede extenderse para funciones de produccion
que son cuasi-concavas pero no céncavas, esto es para los casos donde existe un
ingreso creciente pero un porcentaje de disminucién marginal de sustitucién.
Supongamos, por ejemplo, que una empresa alcanza una produccién en un conjunto
de procesos independientes los cuales transforman los insumos commprados en bie-
nes intermedios los cuales no son tratados en el mercado, y ambos en producto.
Consideremos que la escala o intensidad del i-ésimo proceso es medida por z;.
Ademis, consideremos que el j-ésimo insumo o producto en el i-ésimo proceso es
una funcién monétona g;; (z;) la cual es positiva si el bien es un producto del pro-
ceso, negativa si es un insumo.

Enumeramos el producto final por j = 1, ..., my, los insumos comprados por

j = mq +1,...,my, los bienes intermedios por j = ma + 1,...,m y consideremos n
Procesos. '

Entonces el conjunto de insumos o productos del j-ésima bien estd dada por

n
g; () = Z 9ij (i)
=1
Ahora, consideremos el problema de minimizar el costo de produccién en un conjunto

de precios de productos dados por el precio de los insumos.
Sea. p; el precio del j-ésimo bien. Entonces el problema es

my
max ) p;g;(x)
j=my1+1
S.a

gi (z) — g; (z°) 20

para j = 1,...,my y la restriccién que el producto del bien intermedio es no negativo,
o si consideremos ¢; representa el stock inicial, esto es el conjunto de consumo del
bien intermedio no excede al stock inicial, es decir

gi () +€ 20 j=ma+1,...,m

i'g%Bajo que condiciones este problema satisface la hipétesis del Teorema?
Sabemos que toda funcién mondtona de una variable es cuasi-concava. Pero, aqui
hemos encontrado una diferencia entre concavidad y cuasi-concavidad la cual es
importante para las aplicaciones de la teorfa econémica.
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Es evidente, que la combinacién lineal no negativa de funciones céncavas es céncava,
mientras la combinacién lineal no negativa de funciones cuasi-céncavas no necesaria-
mente es cuasi-concava.

Como consecuencia, la hipé6tesis de cuasi-concavidad no puede ser reemplazada por
la hipétesis de concavidad en muchas partes de la economfa.

Consideremos uno de los productos restriccién

9 (x) —9; (%) 2 0

lo que es equivalente a,

n

> gii (@) — g; (z°) > 0.

g=1

Para productos, tenemos gj; (x:;) > 0. Si gj; (z:) < 0 es céncava y por lo tanto,
9; (x;) es cuasi-c6ncava.

Si g (z:) > 0 para algin proceso, con g;; (x;) < 0 para todos los otros procesos,
entonces g; (x;) no es necesariamente cuasi-céncava.

Si g;; (x;) > 0 para dos o mas actividades g; (z) no puede ser cuasi-céncava. Si
gj () es cuasi-céncava, el porcentaje marginal de sustitucién entre todo par de
insumos debe disminuir entre otros insumos que se mantienen constantes. Esto es,
por ejemplo, 3, ..., T, constantes

(955)" 9t + (gh;) g < 0.

De esta manera, es posible que g;; 6 gg'j es positivo sin violar la condicién anterior,
pero claramente ambos no pueden ser positivos, similarmente, para todos otros pares
de procesos.

Por lo tanto, gi; (x;) > 0 para al menos un proceso i si g; (z:) es cuasi-céncava.
Notemos que el mismo se satisface para las restricciones en el uso de bienes inter-
medios.

i;3Que pasa con el maximando Y7 ., pig; (x)?

Si las funciones g; (z) son céncavas, su combinacién lineal también es céncava. Pero,
si las funciones son cuasi-céncavas y no céncavas, no se puede garantizar la cuasi-

concavidad de m
> pig; (x).
j=mi+1
independientemente de los precios. De esta manera, la \nica forma para aplicar
el teorema para todo conjunto de precios haciendo una disminucién o un ingreso
constante en el uso de productos medidos en terminos monetarios.
Por otro lado, para aplicar el Teorema y maximizar la ganancia

m2
max Y _ p;g; (2)
=1
s.a

gi(z)+¢ 20
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para j = mg + 1,...,m. Podemos considerar una cantidad total limitada de por-
centaje creciente considerando bienes intermedios, pero no, en general, consideramos
productos o insumos comprados en el mercado (al menos uno es producto y no in-
sumo comprado).

Nuevamente, para todo conjunto de precios una cierta cantidad de porcentaje cre-
ciente en productos o compra de insumos medido en dinero puede ser tolerado.
Alternativamente, sea la funcién de produccién

y=K*LP a>0,>0

Esta funcién es cuasi-céncava pero no céncava para a + 8 > 1. Entonces, el teo-
rema sera aplicado para el problema de determinacién de la eficiente combinacién
de insumos, dado algun producto especificado, pero no es aplicado para el pro-
blema de maximizacién de la ganancia. Esto es, el problema de minrK + wL o de
max — (rK + wL) donde 7 y w son el costo de unidad de K y L respectivamente,
sujeto a las restricciones Y —Y? > 0, L > 0, K > 0 satisface la hipStesis del teorema.
Pero el problema de

max [ ] (K, L) pK°LP —rK —wL

s.a
K >0
L >0

no satisface la hipétesis del teorema porque [[ (K, L) no es cuasi-c6ncava.

4.2.3 Bienestar Econémico

Supongamos que toda funcién de produccién sobre toda sociedad es cuasi-céncava.
El problema de encontrar una eficiente distribucién de recursos (un Sptimo de
Pareto) puede ser formulado como un problema de maximizacién de la utilidad
de una familia sujeto a las restricciones (también cuasi-céncavas) de productos que
estan dentro de las posibilidades de la produccién de la sociedad y las utilidades de
las otras familias son al menos iguales para niveles especificos. |

93



Capitulo 5

Un Método Proximal para
Minimizar Funciones
Cuasi-convexas

5.1 Motivacion del Sistema Dinamico

Considere el problema de minimizacién convexa

(P) {minf(w)

z € R}
donde f : R™ — (—o0, 00| es una funcién convexa propia y cerrada. Ademds,
Ry={zxeR':2;>0, j=1,..,n}.

Para resolver (P) consideramos el siguiente esquema proximal iterativo.
Iniciamos con

Z€R}, ={z€eR":2;>0, j=1,..,n}
y generamos la sucesién {xx} por

z = argmin { f (z) + A\ 'd (2, Tk-1) }

donde Ay es una sucesién de mimeros positivos y d : B}, X R}, — R es una funcién

distancia satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. d(z,y) >0, Vo, y € R}, yd(z,y) =0siysolosiz=y;
2. £ — d(x,y) es convexa Vy € R} ;

3. d satisface propiedades de diferenciabilidad cual veremos més adelante.

La funcién distancia, la cual serd base de nuestro estudio del sistema dindmico
propuesto (S) dependerd de una regularizacién logarftmica. En efecto, dado dos
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parametros positivos 4 > 0 y v > 0 definimos para todo (x,y) € R}, xR}, la
siguiente funcidn:

v - -
d(z,9) =g le—ol* + 1)y (u5'%), (5.2)
Jj=1
donde para todo r > 0 la funcién ¢ (r) estd dada por ¢ (r) =7 —logr — 1.
Desde que la funcién h (z) = log z es una funcién céncava entonces se satisface
h(y) <h(z)+H (z)(y—1z), Vr,y € Ry

lo cual es equivalente a
logy <logzx + —i— (y—1z), Vz,y € R,
Considerando = = 1 tenemos,
0<y—logy—1.

7

A partir de este resultado obtenemos que (%l) > 0, desde que z;,y; € R, .

Como los parametros u > 0, v > 0y ¢ (%) > 0 entonces se satisface la primera

condicién de la funcién distancia, es decir, d (z,y) > 0y d(z,y) = 0 si y solamente
siz=y.

Observamos también que d(z,y) satisface la segunda condicién de la funcién dis-
tancia definida en (5.2).

Debemos probar que

d(Az1+ (1= A x2,9) < Ad(z1,9) + (1 — A) d(z2,9)
Primero, notemos que
Az + (1= N 2z —yl* < Mlay —yl* + (1 = A) llez — 9l
Desde que ||z, — 2| > 0 entonces
(z1,21) — 2 {1, 22) + (T2,22) > 0
multiplicamos por A(A —1) <0
Az, Az1) — Az, 1) + 2 Az, (L = A zo) + A (1 — A) {Z2,22) <0
lo cual es equivalente a
Oz, Az + (1= A) x2) + (Azq, (1 — N) 32) — (Az2, (1 — A 22) < (Azq,74)
sumando (3, (1 — A) z3) — (Az1,y) en ambos miembros

(A.’El,Aﬂh + (1 - )\) g9 — y)+()\a:1 + (1 — )\) T, (1 — )\) IL'Q) S_ A (.’L‘l,IL'l — y)+(1 —_ )\) <$2,$2>
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luego, adicionamos — ((1 — A) z2,y)+{~y, Az1 + (1 — A) 22 — y) en ambos miembros
Ay + (A =Nz —y, Az + (1= N 22 —y) S M@ —y, 21 —y)+(1 = XN) {22 —y, T2 — ¥)
desde que —y = —Ay — (1 — \) y, entonces

s + (L= X @3 = yll? < Ao — gl + (1= A) floz — oIl (5.3)
Por otro lado, desde que log z es una funcién céncava y creciente obtenemos

e(Ari+ (1 =XNr) <Ap(r)+ (1 =Ne(r),V Ae0,1]. (5.4)
De (5.3) y (5.4) |

Az + (1 — XN z2,y) < M (21,y) + (1 — N d(z2,y),

donde

v = Azy, + (1 — A) 2o,
d()\$1+(1—)\)x2,y)-_—5")\1;1_}.(1_/\):32_3/"2_*_“2(;)( 1 (y. ) 2,)-
J

j=1

Ademss, como ¢ (r) =7 —logr — 1 es una funcién estrictamente convexa la cual es
no negativa en R, entonces, para todo 7,72 € R,

e(Ar1+ (1 —=X)r) <Ap(r)+ (L =N @(rz), VA€ (0,1),71 # ra.
Desde que log z es una funcién céncava tenemos
log (Ar1 + (1 —A)73) = Alogr; + (1 — M) logre, VA € (0,1).
Multiplicando ambos miembros por —1
—log(A\r1 + (1 — A)ry) < =Alogr; — (1 — ) logrs.

Sumando Ar; + (1 — A) 72 en ambos miembros obtenemos .

eAr1+(1=X)r) <Ap(r) + (1 =) p(r2)-
Supongamos que se cumple la igualdad entonces

@ (Ar1+ (1= A7) =Adp(r) + (1 — N @ (ra).
lo cual es equivalente a

A+ (A =Nrg—log(Ari + (1= X)ry) = 1=
Ar; = Alogry — A+ (1= A)rg — (1 — A)logra — (1 — A).

Sumando —Ar; — (1 — A) 72 en ambos miembros

—log(Ar; + (1 — X)7p) = —logr} —logry™>, VA € (0,1).

96



Lo cual se reduce a
M+ (1= XN)ry=r}ra?, YA€ (0,1).

De donde se deduce que la igualdad se cumple si y solo si r; = r3. Por tanto, ¢ es
una funcién estrictamente convexa.

Desde que ¢ es una funcién estrictamente convexa la cual es no negativa en R,
alcanza su tnico minimo en r = 1, es decir,

¢(1) =minp =0=¢ (1)
desde que ¢ (r)=1-1 y que

lim ¢(r) = lim ¢(r) =

r—0t

En efecto, sabemos que —p (r) = logr + 1 — r entonces

lim 10~¢™ = lim 108717
r—00 T—00

Esta expresion se reduce, lo cual se vuelve un limite indeterminado 2

= lim 10"&7.10" Y

=00
Aplicando L’ Hospital, obtenemos

1
lim ——— =
oo 10m1log 10

Lo cual es equivalente a

lim 107¢™ = 0 = lim —p = —c0

T—00 00
Por lo tanto, lim, .o, ¢ (r) = oo0. De estos resultados, deducimos inmediatamente
que d satisface las propiedades antes mencionadas. La iteracion

z = argmin { f (z) + A\, 'd (2, zk-1) }

es el método pr0x1ma.1 cuando d(:c Zr_1) es formalmente tomado como el usual
termino cuadratico 3 ||z — - 1||? es decir, con 4 = 0, ¥ > 0. La motivacién para
estudiar los metodos de esta forma, con d definida como en (5.2) con v =0y p > 0,
puede ser encontrada en recientes estudios; ver [4]. La diferencia fundamental de
estos métodos, en comparacién con el esquema del método cldsico, es que el término
d es usado para garantizar que las iteraciones {z;} se encuentren en el interior del
octante no negativo R} ., por eso el algoritmo genera automaticamente una sucesién
positiva {zx}.

Nuestra motivacion es el funcional logaritmo-cuadratico, motivado por el reciente
trabajo de Auslender, Teboulle y Ben-Tiba [4], quienes estudiaron métodos pero con
homogeneidad de segundo orden usando la siguiente funcién distancia

D(z,y) = ‘Ilsv y|l? +#Zy, o (yiz)) -
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Por otro lado, notemos que para minimizar una funcién convexa en R, el esquema
cldsico proximal cuadratico genera una sucesién {z;} € R" para solucionar la in-
clusién

0e X! (zF—2*1) +0f (zF), M >0
donde 0f denota la subdiferencial de la funcién convexa f, ver [25].

En efecto, desde que la funcién f es propia y z; € argmin { f(z)+X'd (z, x"‘l) },
entonces

0€d{f(z)+ X d(z," ")} (zx)
Lo cual es equivalente a
0 € 8f (zk) + Ag* (zF — 2F71)

Fl esquema iterativo visto anteriormente puede ser visto también como la dis-
cretizacion implicita de Euler de la subdiferencial inclusién

0z (t)+0f (z(t)

con z : [0,00) — R™. Supongamos que tenemos que resolver (P) por el método
proximal con d definida en (5.2).
Entonces, escribimos las condiciones de optimalidad con d definida en (5.2)

. —_ v - —_
Ty € argmin {f (@) + A" (5 lz — -'I"k:—l”2 + szk-lj‘r” (mk—llj$j)) } )
j=1

A partir de esto obtenemos

0eo {f (z) + A (—;— lz — zp_||* + szﬂk—l,-(P (x;ilja:j)) } (zx)

i=1

Lo cual es equivalente a

- T,
0e gf + Al—;l [V (xkj - xk‘—lj) +ﬂxk—-1j()al ( . )} ’

Tr—1;
luego,
0€g;+X" [v (wx, — Tror,) + pzecs, ( 1 &}.)] |
Lr—1; Tk,
de ahi,

J

k—1
x~:
0€gy+ X} [u(z§—x§“1)+u<1— p: )]
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donde g* = (g%, ..., gk) € af (zF).
La inclusién anterior puede ser escrita equivalentemente como

0e g+ 21 |:—:1;;-°‘1 (V—i—ﬁ;) + ¥ (u+ f,;)} j=1,..,n,
3 2

lo cual implica que,

k -1{. H k k-1 .
0€g;+ X (U+E> (zF —2F) j=1,.,n,
J
entonces
zk
oext(zf )+ —2—gf j=1,..,n

p+ vk

Esta expresién puede ser vista como la discretizacién implicita de Euler del Sistema,
Dindmico Continuo.

x; (t)

06$}(t)+[mj—(t—)

]gj (z®) 7=1,..,n

la cual es base del estudio del Sistema Dinamico.

5.2 Existencia Global y Viabilidad de Resultados

Adaptamos aqui las mismas hipétesis generales de la seccién anterior para la funcién
f, es decir, la funcién f : R* — R pertenece a C? (R™). El caso convexo ser4 tratado
en la siguiente seccién. Estamos interesados en estudiar el problema de Cauchy
descrito por el siguiente sistema (.5).

o () + [u fig(t)] 8fézj(t)) =0, j=1,.,n (5.5)
z;(0)==zo, €R},, j=1,..,n (5.6)

Es importante destacar en el analisis del sistema, la propiedad de viabilidad de las
trayectorias las cuales se deben encontrar en el octante positivo;

z(t) € R}, Vie[0,00).

Nuestro principal resultado en esta seccidn es la prueba de la existencia global de la
trayectoria y la propiedad de viabilidad del conjunto R} para el sistema dinamico

().

Teorema 5.1 Sea f : R™ — R una funcidn en C?(R") la cual esta acotada infe-
riormente en R, eriste una inica solucién global z : [0,00) — R" del sistema (S).
Ademds, x (.) satisface la siguiente propiedad de viabilidad:

z; (1) >0VE>0,Vi=1,..,n
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Demostracién. Consideremos F': R} — R™ una aplicacién definida por

z  Of T, Of
p+ve 0z’ p+ vz, 8z,

F(z)= (
Desde que 7o € R} y p > 0, trabajando en el sistema (.S) obtenemos

Lj (t) af (37 (t)) _ '
vx; (t) + [.L 62)]' - —:L.j (t)

Entonces F (z (t)) = (—z1 (t), ..., =z}, (¢))-
Probaremos que F' es una funcién convexa, consideremos z,y € R}

FQz+(1-Ny) = (“221(8) - Q=N {1, =z, (&) — (1= Ny, (1)
= AM=21(#),- 2, ) + A =N (~41 (&), -, —5 (1))
= MNF@+0-XNF(@), Yrelo]]

entonces es localmente lipchitziana en x,, es decir, F' es lipschitz continua en una
vecindad de z,. Por lo tanto, por el teorema de Cauchy-Lipschitz, existe T > 0 tal
que el sistema admite una nica solucién en [0, 7).

Sea t — x (t) la solucién y se prueba que

z; >0 Vtel0,T], Vi=1,..,n.

Desde que zo € R}, y z(0) = z, por la continuidad de z (.), como z (.) es diferen-
ciable, existe 75 > 0 tal que

z;(t) >0 Vie[0,n), Vi=1,..,n (65.7)

En efecto, por hipétesis de continuidad de z (.) sobre [0, 79] aplicamos el teorema. de
Weirstrass entonces

z; (0) < x; (t) £ z; (7o)

Por tanto, zo; < z; (t) y desde que x¢ > 0 entonces zo; > 0, para todo j = 1,...,n.
A partir de aqui obtenemos la afirmacién anterior.
Definimos

U = {ref0,T}:z;() >0,vte|0,7],Vji=1,..,n}
= {re0,T]:z(t) € R}, Vte[0,7]}.

De la afirmacién anterior (5.7) se concluye que U es no vacio. Desde que R% es
abierto , por la continuidad de z (.), U es abierto en [0, T].

z:U— R,

En efecto, por continuidad de z (.) la imagen inversa de R, es abierto en [0, T7.
Podemos concluir que U = [0, T

Por la definicién de U tenemos que U C [0,T]. Probaremos que U es cerrado en
[0, T},
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Sea 7, € U, sin pérdida de generalidad asumimos que 7, < 7, es decir, 0 < 7, < 7
tal que z; (t) > 0, V¢ e [0,7,].
Desde que 7,, — T se tiene

0<T<1AZ;(t) >0, Vte[0,7].

entonces 7 € U.

Primero, notamos que z (¢) es acotado en [0,T] desde que z (.) es continua y [0,T]
es compacto. Ademés, desde que f € C?%(R™) entonces sus derivadas parciales son
continuas.

Como —L es continua aplicada en z (t) (conjunto compacto) para todo t € [0,T]

entonces —ff(iz es compacto, es decir, existe una constante positiva C' > 0 tal que
0 t
l féz()) <C, Vte[0,T], Vi=1,..,n. (5.8)
J

Ahora analizamos el hecho que z (.) resuelve (S) y satisface z () € R, para todo
t € [0,
De la desigualdad probada en (5.8) y usando el siguiente resultado

z; (t)
p+ vz (t) 20 (59)

en [0,7,]. En el sistema (S) tenemos

zj(t) Of(z(t))
Jis VI (t) axj

xz; (t)
p+vz; (t)

0=2,(t)+ <zi@t)+C vt € [0,7,] .

Por lo tanto,

< o xj(t)
O_xj+0[—~———“+mj(t) , Vtel0,7).

Usando nuevamente la propiedad que z (t) € R}, para todo t € [0,7,] y p > 0
entonces obtenemos

, z; (t) o ¢
0 S $j (t) -+ Cm (t) + ;l’] (t) Vt [ [O Tn]

1 1
desde que p < p + vz (t), se cumple que prev R

Multiplicando por ¢% en ambos miembros
ct C o
0< e (t)+ e wx; (), Ve[0T
Esta desigualdad puede ser escrita como

0< %e%mj ), Vte[0,m), Vi=1,..,n
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Integrando ambos miembros de 0 a ¢

t t d c:
/ OS/ —ewz;(t), Vt€[0,7].
0 o dt

Luego,
e%z; (t) — e x5 (0)

Ct
ew z; () — zg,
La cual es equivalente a

0< e%moj <z;(t), Vtel0,n], Vi=1,..,n.

En consecuencia z (t) € R}, Vte [0,7]y T € U.

Probaremos, que la unica solucién mixima z (.) de (S) es definida en el intervalo

[0, 0]. Haremos la prueba por contradiccién.

En efecto, supongamos que la solucién méxima estd definida en [0, T;,qz), €s decir,
% : [0, Tinaz) — R™ con Tper < 00.

Usando el resultado anterior, tenemos

z (t) € R}, paratodo t € [0, Tmas) -

Primero probaremos que lim; .71, .., t<7T,... Z (1) existe. Para demostrar esto, pro-
baremos que

Tmﬂz
/ 2 (O] dt < oo.
0

De esta manera, obtenemos como una consecuencia el hecho que el sistema (S) es
un método de descenso para la funcién f. Partimos con la identidad

df (z(t)) _ <~ Of '
2R gig(m(t))xj (t) (5.10)

y usando (S) para t < T, (recalcando z; (¢) > 0, Vt > 0) obtenemos

z; ) VT

Reemplazando la expresién anterior en (5.10)

% Flz@®)+ ; (u+ x—]’—‘@—)) 22 =0 (5.11)
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y de aqui se concluye
d = 2 (5 <
& flz@)+v jEzl i (1) <0

Integrando de 0 a t a ambos miembros de la desigualdad donde ¢t < T4z,

[atew | EE

entonces,

FEE) -+ | e (5)|Pds < 0.

Desde que f es asumida en R}, deducimos que

v / I (5)17 ds < £ (an) g £ < o0

La siguiente desigualdad se cumple para todo t < T,,,, entonces

/{; e (O dt < oo

lo cual implica que el limy_,7,,,,, % (t) existe.
Retornando al sistema (S) desde que £ > 0y z (t) € R, para todo t € [0, Trnaz)

2(8) > 0, Vt € [0, Tona] -

Analizando el limite cuando t — T;,,,, desde que

7 () 0f (2(1)

1
() = —
73 () p+vz;(t) Oz
Entonces
lim .’II; ()= ki S AV ®) .k ———-—-—af (z (1)
t—Tmas t—>Tmez b+ VT (1) t-Tmas O

El lim, 7, “—fy‘%@ existe desde que el lim;_,r,,,, %, (t) existe y p, v son positivos.

El lim; 7, i(’;%n existe desde que g% es continua y lim, .1, x (t) existe, es decir,

)
i (@) _ of ( lim m(t))

t—Tmax a$ j 637 ] t—=Tmax

Por lo tanto, lim; .7 . ' (t) existe. Entonces, z(.) es una solucién de (S) en

[0, Trnaz)-
En particular, se tiene z (L) > 0. El final de la prueba termina aplicando el
teorema de Cauchy-Lipschitz con el dato x (Tinez) 1o cual contradice la maximilidad
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dez (). n

Es interesante notar que cuando partimos con un punto arbitrario zo € R}, la
correspondiente trayectoria x : [0, 00) — R™ permanece en R"  , es decir,

z(t) >0, Vt >0.

Esta importante propiedad es consecuencia del termino de barrera logaritmica en la
funcién distancia definida anteriormente en (5.2). Tal propiedad puede ser formu-
lada como la propiedad de viabilidad del conjunto R}, para el sistema dindmico
(S). Equivalentemente, decimos que R’ es un conjunto invariante por el sistema
dindmico (5).

5.3 Convergencia Asintética

Trabajaremos con las mismas hipétesis sobre la funcién f, que en la seccién anterior.

Teorema 5.2 Sea f : R* — R una funcién de clase C* (R") la cual es acotada
inferiormente en el octante no megalivo y consideremos el sistema asociado (S).
Toda solucién global x (.) de S satisface

1. f(z(t)) es una funcién decreciente en t.

2. [l @) dt < oo
Ademds, si asumimos que z (.) es acotada, entonces

3. limg oo 2/ (t) =0
4 timy oo 33 () EED =05 =1,..,n
Demostracién. Todas las propiedades establecidas seran derivadas gracias a que

f(z(t)) es una funcién decreciente de t.
Recalcamos la ecuacién obtenida por el sistema (S) en (5.11)

% flz @)+ ; (u + a:jlzt)) 22 () =0 (5.12)

desde que > 0,v > 0y z (1) € R}, tenemos

df (z (¢))
—a <

luego, f (z (t)) es decreciente en t.
Por lo tanto, queda demostrado el item (a).
Ahora, integramos la identidad (5.12) de 0 a. t

/: El]:%t—(m +/0:Z:; <V+ mju(t)) 2 (t) =0
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de ahi,

f(w(t))—f(w(O))+Z/ (,,+ k )xgz(s)ds:o

s z; (£)

desde que z (0) = zo, tenemos

f(fv(t))—f(wo)+};/ot (v+525) s =0

lo cual es equivalente a,

Fle@) -fe)+y [ Zm o7 (5)ds =0

entonces,

FE®) - fao v [ 16 ds+ 5"; =0
donde

I ()l = [ A

Por tanto, ”

LSRR CORD o
luego,

I2
3

¢ W} 2
v [ @) ds < f (@) —inf £ - uZ/

< flwmo) - 1}%f f.

.’l

La siguiente desigualdad es verdadera para t > 0 obteniendo
[ eoraes, [f (z0) - mff] < oo (5.13)
0

es decir = € L2 ([0, 00) , R™).
Supongamos que z (.) es acotada, es decir,

sup ||z ()]} < oo.
te(0,00]

Desde que f es suave, ——I— continua y z (.) acotada entonces

of (z(.)
0z;
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es acotada. Por tanto,

sup ’—a—tgi——(m < 00 (5.14)

tcf0,00)
Desde que z (t) € RY, en el sistema (S) obtenemos

__zi(t) Of(z(®)
ptvez;(t) Oz;

:1:; () =

b

aplicando valor absoluto en ambos miembros

L] e or@w)
o5 Ol = e @ o, (5.15)

Ademss, como vz; (t) < vz; (t) + p entonces

vz; (t)

i <,

vz; (t) + p
lo cual es equivalente a

_ml) b

ve; () +p " v
En (5.15) tenemos

vt | %i@) Hof(=®)| _ 1|0f(z(¥)

De (5.16) y (5.14), concluimos ' (.) es acotada en [0, 00), es decir,

sup ||z’ (®)] < oo.
t€f0,00)

Aplicando la diferencial del sistema (.S) con respecto a t, tenemos

20 +0( ) 3 LS Do 0240+ 6 )5 0 LD ~o

=1

donde 6 : R, — R, esti dada por

r
f(r)= .
(r) u+vr
Afirmamos que 6 y ¢ son acotados en R,.
En efecto, desde que vr < vr + p se tiene
T 1
vr+p vV
entonces )
0(r) < —.
(r) <
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Analizando la derivada de 6 (r) = - obtenemos
¢ (r) = ———-ﬁ—— < l
T vy

entonces ¢ (r) < ,11

Como f € C?, 55—6% —f— son continuas

:L‘ (t) = —@ (-’BJ (t)) Z 62f (37 (t)) / (t) 91 (37_1 (t)) .’B (t) Bfézj(t))

Aplicando |.| en ambos miembros

5 @l = |0 (t))z"yf oz, )+ ;) (0 LD
< 106 [3 ZLE0) (‘;(t” 4 0] +10 @ )7, 0] |20
5 828’;5”5“” a4 01+ 5125 0] 2L < oo
es decir,
s[up)l ()| < o0 (5.17)
desde que 62f (z(t)) y & éz@) son acotadas.

De (5.13) y (5 17) obtenemos
[ 1z @Pd <o A sup o Ol < o0
0 te(0,00)

entonces

lim ||} ()|| = 0. (5.18)

t—o00

Ademss,

lxj (t)‘ - l” +vz;(t) Oz,

aplicando limite cuando t — oo

z; () Of (z(t))
llm IZIJ (t)l - li,oo l”+ vz, (t) Oz,
de (5.18)
Jim |a; (£)] =0
entonces
) e,
t-oo y +vz; (t) Oz

Lo cual demuestra el item 4. ]
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5.4 Convergencia Asintética: Caso Convexo

Estamos interesados en analizar la convergencia asintdtica cuando ¢ — oo de las
trayectorias {z (t) : t € [0, 00)} generada por el sistema dindmico (S) donde se asume
que la funcion f es convexa.

Nuestro principal resuitado en esta seccidn es probar que toda trayectoria generada
por (S) converge a una solucién éptima del problema de minimizacién convexa.

(P) inf {f(z):xe R}}.
Denotemos por

X = arg nilz}lnf

+

Consideremos las siguientes hipdtesis

(H1) f: R™ — R es una funcién convexa en C!.
(H2) Para cada zo € Rj,, existe una solucién global z : [0,00) — R%, del sistema
dindmico (S)
5@ 8@ o i,
i+ vE; (t) ij
z; (0) =20, E R}, Vi=1,..,n.

Tj (t)+ ey T

Proposicion 5.1 Supongamos que se satisfacen las hipétesis anteriores y sea {z () : ¢t > 0}
una trayectoria generada por (S).
Fara todo punto fijo z € K} y todo t > 0 definimos

E: R - RLxR!
t - B(t)=e(zz(1)

Entonces
L flz(®)— fFz) <t Ve(z,20) —€(z,z(t)], V2 & RE, VE>0.
2. La funcidn E (t) es decreciente para todo z € RY tal que f () < infeq f (x (s)).

Demostracion. Para todo 2 € R}, consideremos

E) = e(zz(t)

Z=

_ g1|z~m(t)||2+u§%'(“”(x,ft))

donde ( 2 ) = ;45 log ;}fﬁ — ;fh-l—l con z (t) solucién del sistema (S). Entonces
2
0

para todo t >

PO =F -0 +13 (3108525~ 5 +,0)
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Derivando E (t) respecto a t obtenemos

dl‘;(t) - 2_ Iz =z ANz — = @O (==’ () + #Z —Z; o (t):v, (t) + 5 (t)
Lo cual es equivalente a la siguiente expresién
dE (t) —lls — (z(t) — 2,7 () i z,
Reduciendo la expresién anterior tenemos
BO _pwy=vet) -z m+ Zu (t) ) (@) - )
=250 0~ )+ w50 )

Por lo tanto, la derivada de E (t) con respecto a t se reduce a

>0 (20) 0+ (5.19

Del sistema (S) obtenemos

O @®) _ o [wm (0
T =0 |10

entonces reemplazando en (5.19)

dE (t)

={z—z(),VIi(z@®N (5.20)
desde que f es una funcién convexa
dE (t
PG <t~ 1) (5.21)
Por lo tanto, la funcién t — F (z,  (t)) es decreciente para todo z € R% tal que
F() < ink f (@ (s)).

En consecuencia queda demostrado el item (b).
Ahora probaremos el primer item, consideremos la desigualdad probada en (5.21),
donde t > 0, para todo s € [0, 1]

F(@(s)) - f(2) £ —FE'(s) (5.22)

Notemos que E (t) es una funcién continua en [0, ¢}, aplicando el teorema de valor
medio obtenemos

E(t)— E(0) = E'(s) (t - 0)

109



Reemplazando este resultado en (5.22)

E(0) - E(t)

Flo(s) - f () < =2

1o cual es equivalente a
t(f(z(s)) — F(s)) SE(0) - E(t).
Por la definicién de E (t) = ¢ (2, % (£))
t(f(z(5)) — £ (2)) < e(z,20) — (2,2 (1))
entonces,
f(z(s) = f(2) <t [e(2,m0) — e (2,2 (1))]
Lo cual demuestra el item (a). Por lo tanto, queda demostrada la proposicién. m

Antes de probar el teorema, es iteresante recalcar la prueba de convergencia de
Bruck.en el caso de descenso continuo , el cual corresponde formalmente para g = 0.
En este caso , existe una familia de funciones de Lyapunov definida como sigue.
Supongamos que X # ¢, para todo punto fijo 2 € X definimos

v i T
) = Fllo ol + 3 (sidos + 4y~ ;)
J

j=1

Teorema 5.3 Supongamos que se satisfacen (H1) y (H2). Siz : [0,00) — R},
es una solucion global de (S), entonces

1. limy oo f (z (t)) = infry f

2. Cuando X # 0, existe T, € X tal que lim;_,o T (t) = Teo

Demostraciéon. Primero, notemos que

f=z() = ‘él;;f f (5.23)
aplicando limite cuando t — oo tenemos

Jim f (2 (2)) = ‘élvf f.
Por otro lado, por su definicién

e(z,z(t)) 20, Vz € R}
de la proposicién anterior obtenemos
fla®) - f(2) <t [e(z,20) — e (2,2 (t))]
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desde que t7'e(z, 2 (¢)) > 0
flz®) - f(z) <t7e(zm0), V2 € RY
aplicando limite cuando ¢t — oo
Jim f(z(t)) < f(z) < f (2 (s)) | (5.24)
Por tanto, de (5.23) y (5.24) obtenemos

Jim £ (= (6) = ipf f

Supongamos que X = argmingy f # @. Por la definicién de ¢, el segundo término
es siempre no negativo

Desde que & — ¢ (2,2 (t)) es decreciente, la desigualdad anterior implica

; Et)

o) = Sh-a@F+ud e 0

> Lz-s®I?, VzeR:

2 2
Iz — = @®)])* < ~e(z5(t) < Se(z,20), Vz€ R (5.25)
La expresién (5.25) es valida para todo z € R, en particular para z = (

2
2 ()1 < Ze(0,20)
A partir de esta expresion obtenemos

sup [jz (£)f| < oo
tc[0,00)

es decir, [z (t)|i es acotada. Como, z (t) es acotada posec una subsucesién z ()
convergente, es decir, limy, o0 Z (tr) = %o, donde z,, es un punto limite de Ia
tayectoria x (t).

Por el primer item, se tiene el siguiente resultado

lim £ (2 (£)) = inf f (5.26)
desde que f es continua
f (lim 2 () = £ (seo) = inf f

y de esta manera z,, € X.
Para completar la prueba que la trayectoria converge a z,, € X, mostraremos que
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el punto limite z., es tnico.
En efecto, asumiremos que existen dos puntos limites

Imz(ty) =T € X A lmz(sg) =Yoo € X

donde {ti} y {sk} son sucesiones en el octante no negativo.
Por la proposicién anterior E (t) = € (2, z (t)) es decreciente

E(t) < E(0), Vt € [0,00)

aplicando limite cuando ¢t — oo
}H&E(t) < E(0), Vt €[0,00)

tal que f (z) <infsso f (2 (s)) entonces

tl_i’ronoe (z,z(t)) < e(z,zo)-
Consideremos z = o, desde que T, € X, entonces

}l.%‘o € (Zoo, Z (1)) < € (Z o, To)
Por lo tanto, lim,_,, € (Zoo, % (1)) existe y
0 € (G, (8)) = lim_e (oo, (55)

Ademsis, es facil verificar que

. v _ n_ . Too,; _ )
o ) = o~ 2403l (o 5 i, 42500
= 0

a partir de la expresién anterior obtenemos

lim € (%o, (s)) =0

S —00
Por

v 2
€ (Too, & (5K)) 2 ) lZeo — 2 (sk)ll
aplicando limite cuando sy — oo
lim €(Zoo, (sk)) > lim v Zoo — = ()|
8§ —00 sp—00 2
A partir de obtenemos
0> lim 2 |jze — z (si)|I> = 0

sk—00 2
entonces

. v 2

Im — ||z — z (s)[°=0
sg—00 2
Por tanto,
im z(sk) = Too
§)—00

En consecuencia, obtenemos ZTo, = Yoo- .
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5.4.1 Minimizacién Cuasi-convexa

Los problemas de minimizacién cuasi-convexa tienen diversas aplicaciones, ver el
reciente trabajo de Crouziex. Recalcamos que una funcién es cuasi-convexa si y solo
si

L(fia)={z € R": f(z) < o}

es convexa para todo a € R y que la funcién cuasi-convexa el minimo local no es un
minimo global.

Teorema 5.4 Supongamos que (H1’) y (H2) se satisfacen. Si la trayectoria
z : [0, +00) — R%, es una solucidn global del sistema (S) y si el conjunto

z-{sem:@ <utieE)} 40,
entonces eziste Too € Z tal que limy o0 T (t) = Too-
Demostracién. Utilizaremos la identidad (5.20) probada para el caso convexo
E()=(z2—z(t),Vf(z(t)), Vze R}

para la trayectoria z (t) tenemos

sez=fiem: 1@ <inff 0]
desde que Z es no vacio, notamos por la cuasi-convexidad de f el conjunto
| Cl)={se R f(5) < f = (1)}
asumiendo que es no vacio, es convexo. Desde que z € Z
f@) <t @) < @)
entonces obtenemos
(z—2(),Vf(z(t) <0, VzeZ
es decir
E'(t)<0
entonces F (t) es decreciente cuando t — oo
E(t)<E(0), Vt>0
Aplicando limite cuando t — oo

lim B (t) < E(0).
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Por tanto, el lim;_,, E (t) existe. Usando el mismo argumento que en el caso convexo
concluimos que z (t) es acotado, entonces z () posee una subsucesién convergente,
es decir, sin pérdida de generalidad z (;) — Zo.

Por otro lado, desde que f (x (¢)) es decreciente cuando ¢t — oo podemos asumir sin
pérdida de generalidad t; >t para todo t arbitrario pero fijo entonces,

fla(te)) < f (@)

aplicando limite cuando ¢, — oc
Jim f (@ () < f (2(2)

por la continuidad de f se tiene

f(Jm o @) < 7 0)
entonces

f(2eo) < inf f (z(2))

es decir, 7., € Z. Para completar la prueba probaremos que el punto limite z, es
Unico. Supongamos que existen dos puntos limites o, Yo tal que

im z () = 2o A lim y(sk) = Yoo,
t)—00 §p—00
entonces desde que existe el limite de E (t) = ¢ (2, (t)) cuando ¢ — oo obtenemos
lm € (%o, z (tk)) = Lm €(Zoo,z (s1)) -
tp—00 8}, —00

Ademas, es fécil verificar que

p
v Too.
li oo Z(t)) = = Bm ||Zeo —z (¢ li 50, 1 i T 4T
Jim e (20, % (t)) 5 Jm o w(k)l|+uj§=l Jm (x 108 25y T i+ Zj (tk))
=0

a partir de la expresién anterior obtenemos
lim €(Ze0,z (sx)) =0
8) —00
Por la definicién de € tenemos
v 2
€ (B0, 7 (58)) 2 5 1700 = 3 (51l

aplicando limite cuando sy — o0

lim €(Zw,z(sk)) = lim g |Zoo — z (51|
Sp—00 800
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A partir de obtenemos
02> lim 2 ||ze — z (s)]2 > 0
sg—00 2
entonces

Em 2 ||e — z (5)]I> = 0
sp—00 2

Por tanto

lim z(sg) = Too
S} 200

En consecuencia, obtenemos o, = Yoo. Por lo tanto, lim; .o z (f) = z tal que
Too € Z. .

Observacién 5.1 Notemos que si [ es estrictamente cuasi-conveza entonces un
minimo local del problema es también un minimo global.
5.4.2 Localizaciéon del Punto Limite

En el anélisis asintético es interesante el localizar el punto limite de la trayectoria.
Consideremos
X=argnlglnf A 7x: R, — R}
: +

el operador proyeccién en el conjunto cerrado convexo X definido por
Tx = argiréi)r(le(:c, To), T € R},

denotamos
p(zo, X) = inf {e(z,z0) : € X}

Proposicién 5.2 Si z () es una solucion del sistema (S) con z(0) = xo y asu-
mimos que X # 0. Consideremos T € X tal que z(t) — Zo cuando t — oo.

FEntonces, ,
lxo — Zooll < 8/ p (0, X)
donde la constante 8 = 2v/2v~1 > 0.

Demostracién. Usando la proposicién con z € X, desde que ¢ es decreciente
obtenemos

2 2
”Z - (t)”2 < ;6 (Z, z (t)) < ;6 (z1 T (0))
Pasando el limite cuando t — oo
2
Iz = zeoll* < =e (2, 0) (5.27)
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considerando z = mx (xo) entonces

2 2
llmx (7o) — Teo|l £ ~€ (mx (%0) , o) < ;P(ﬂﬂc,X)
Por la regla del paralelogramo para u = xq — 7x (Zo) ¥ ¥ = 7x (o) — Zoo

2 (lmo — mx (@) |I* + [I7x (o) — Tooll”) = |0 — Too || + [|T0 — 27x (%0) + Too|

entonces
IlZo — Tool® < 2 (llwo — mx (z0)||* + llmx (20) — zoll*)
2 2
< 2 <—l;e (rx (xo) ,Zo) + P (zo, X))
2 2 8
< 2(Zp0 0+ 2@ X)) = 2o la0 )
Por lo tanto, ||Zo — ZTeol| < 2vV20~14/p (0, X) donde 6 = 2201 m

5.5 Esquema Discreto de Aproximaciéon Implicita

En esta seccién, mostramos el esquema. de discretizacién implicita el cual es el origen
del sistema dindmico. De esta manera, para solucionar el problema de minimizacién

) { I

Consideremos las siguientes hipdtesis para el problema (P).

AO f: R}, — RU {400} es una funcién propia, convexa y cerrada con
inf{f(z):z € R}} = f* > o0.

Al DomfN R}, #0.

Teorema 5.5 Supongamos que las hipétesis (A0) y (A1) se satisfacen. Sea {z*} C
R}, es una sucesion generada por el método prorimal. Entonces se satisfacen los
stguientes resultados

1. f(z*) — f(z) < o3 'e(z,2°), Vz € R
2. Siox — o0, cuando k — +oo, f (z*) — f*=inf {f(z) : z € R} }

3. St X # 0,00, — 00, la sucesién {:I)k} converge a una solucion dptima del
problema (P).

4. Ademds, si \c > X > 0, se tiene limy_,oo z¥gF =0, Vi =1,...,n.
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Demostraciéon. Usando la definicién de la subdiferencial de la funcién convexa f
tenemos

f@) 2 f (@) +{g" =~ ")
donde ¢* € Of (:z;k) Entonces, reemplazamos g* en la siguiente desigualdad

M (F (&) — £ (@) < - (g~ o)

X (f (%) = f (@) < - <v (zF —2*) +u (so’ (-;'5—

1

-
——’
ﬁ\

8
® ?lr 'davr
R
~——
~—’
S
|
8
a3
\/

=v{e* —2* Lz —oF) +p {i (1 - xi_l) (25 —95?)}

desde que ¢ (r) =7 — logr — 1 entonces ¢’ (r) = 1 — 1 Usando el mismo argumento
que en la Proposicién 5.1
)

e(z,25) —e(z,5*) = (g lz = 2% + 0, @5

(o~ + n sy g 3+ 25 - )

Desde que ||z — x’“‘1“2 = (z—aFlz—oFY) y |z - x’“”2 = (z — ¥,z — z*).

Reemplazando en la igualdad anterior obtenemos

ok
v{z—zF,z* — 1) + g [l* — =~ 1“ + VZ (:1:] log k s+ - a:f) (5.28)

7=1

Usando el hecho que ||.|* > 0y de la desigualdad
1
>1—- -
logr>1 -

en (5.28) y recalcando que z; > 0 obtenemos que

k1
€(z,25) — e (2,2%) > vz — oF, 25 — & 1)+u{2x, (z 7 ) +$§—1+$?%.29)

Combinando (5.28) y (5.29) obtenemos
X (f (2" = f(2)) <e(z,2"") —€(x,2"), Vz e R}

Sumando sobre k = 1, ..., n la siguiente desigualdad y recalcando que o,, =Y .o, M
entonces

—anf(a:)+2)\kf ) < e(z,2°) — e(z,2")
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Por otro lado, desde que

z* = argmin {f (z) + \;'d (z,2*")}

f@)+Xx1d (2,27) 2 f (aF) + 201d (25,257)
En particular para x = z*~! € R}, recalcando que d(.,.) > 0y d (z*},z*!) =0

£ 2 1),

de esta manera se prueba que la sucesién { f (a:")} es decreciente. A partir de la
definicién de o, = Y p_, A, entonces para k > 1 se puede escribir la siguiente
relacién oy = Ax + 0x—1 con gg = 0, multiplicando la anterior desigualdad por o1

o1 f (-’L‘k) < okaf (-’ﬂk‘l)
lo cual es equivalente a
(0k — M) f (2*) < o1 f (2F71)

y sumando sobre k = 1, ..., n obtenemos
onf (&) =D Mf () <0
k=1

De (5.30)

f@) = f(2) <077 (e(x,20) — €(2,37)) < 03¢ (z, 70)

Lo cual demuestra 1.
Tomando limite en el resultado de 1 cuando n — oo y desde que g,, — o0

lim sup f(z") <inf {f(z):z € R}}

7n—00

Ademés,
limniil(fx)f (") > inf {f (z): z € R} }
y desde que la sucesién {f (™)} es decreciente . De esta manera, obtenemos que
Jm f @)= f

Lo cual demuestra 2.
Sea z* € argming: f # ¢, desde que

f(z*) > f(z*),Vk
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obtenemos de
e (z*,2*) < e(z*,2*1).

Pero, para todo (z,y) € R}, x R,

14
€(z,9) > 5 llz -yl

Por lo tanto, obtenemos
||z — :ck||2 < %e (z*,30) < 00

En consecuencia, la sucesién {z;} es acotada. La convergencia de z* a una solucién
x* satisface las mismas condiciones que en la prueba del caso continuo.
Usando tenemos que para todo j = 1,...,n

zhgh = A [l/ (=571 - x;“)f +p (bt - a:f)}
= ) (e

Desde que A, > A > 0 y xx es acotado, queda demostrado. [}

5.6 Sistema Dinamico Lotka Volterra cuando
v—0

Fijamos p > 0 y consideramos la familia de sistemas dindmicos (S, ) parametrizado
por v > 0 con las correspondientes trayectorias z¥ definida por
v zy  Bf(z () __ S
() o () + e =05 =1,.,n
.’17_'; (0) =Ty € Ri_’_ ] = 1,...,n

Una natural pregunta cuando v — 0, la sucesién de trayectorias {z”} converge al
correspondiente sistema dindmico Lotka Volterra (Sp) dado por

(So)  z; (t) + ptz; (t) Q%%ED =0j=1,..,n
z;(0)=zo; €ERY, j=1,..,n.

En esta seccién damos una respuesta positiva a esta pregunta y por eso hacemos una,
justificacion de la terminologia “sistema dindmico Lotka Volterra” para el sistema
(S) introducido en este trabajo. Para probar este resultado, usamos un argumento
de compacidad primero probaremos que la sucesién {z"} es relativamente compacto
por la topologia de la convergencia uniforme en el conjunto acotado de [0, co).

Teorema 5.6 Sea f : R® — R es una funcién de C%(R") acotada definida en el
octante no negativo, consideremos pare cada v > 0 la familia asociada del sistema
(S,) con solucidn global z¥ () € R} ,. Seaz” € R, , una dnica solucion del sistema
Lotka Volterra (S,). Entonces
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1. La sucesidn {z" (.)},, es relativamente compacto para la topologia de la con-
vergencia uniforme en subconjuntos acotados de [0, +00).

2. La trayectoria z¥ (.) generada por (S,) converge a z (.) solucién de (Sp) cuando
v— 0.

Demostracién. Primero recalcamos que existe una unica solucién global del sis-
tema. (S,), ¥ (t) € R}, ¥t > 0. Usando el mismo argumento pero ahora para el
sistema obtenemos, para todo v > 0

f )+ Z [ (o~ 20)) 2 o) = £ (o)

desde que f es acotada inferiormente y v > 0 obtenemos que

+oo [ o (t)2
su 1 dt <oo,Vj=1,..,n 5.30
o | (xz (t)) d (530)

Definiendo

y;(t) =[xy () Vi=1,..,p

dy; () _ L il Vi=1,..,n

y notando que

De (5.30) obtenemos que

+00 B 3
M = sup (/ ™1l dt) <00
0

Ahora usando la siguiente desigualdad y desde que

¥’ (0) = (\/;;{__(;S)Jal,...,n

se concluye, para todo 0 < s <t < o0,

A t y" (t) dt

Desde que la desigualdad es valida para todo s, en particular para s = 0

Iyl = llwoll < lly” (¢) —y* ()| < MVT, Vt20

ly” (&) — v ()l = l <vi-s ( / lly™ (T)Il2df)% < MVt - 5(5.31)

de ahi,
"1l < llyoll + M2 (5.32)

120



Elevando al cuadrado en ambos miembros de la desigualdad, para todo T' < oo
2
0< 2 () < (lwoll + MVT), ¥ji=1,..p, V€ [0.T].
Ademés, usando (5.32) paratodo j=1,..,nytodo0< s <t < T,
jyy (&) + v ()] < [y ()] + |9} ()] <2 (MVT + llyoll) (5.33)

Entonces usando (5.31) y (5.33) , para todo j = 1,...,my todo 0 < s < t < T,

obtenemos
(V5@ y=50) (V=5 0+ )]

|=5 (&) — =5 (s)]
[y @) — vy () (uF @) + 9} ()]
< 2 (llgoll + MVT) MVE=5

Por lo tanto, {z¥(.)},., son uniformemente equicontinuas desde que la sucesién
{z"(.)},>0 s acotada en [0, T).

Existe una subsucesién, la cual por simplicidad la denotamos por {z”}, y una funcién
continua z (.) tal que, para todo T < oo

3 (.) — z; (.) uniformemente en [0,T], Vj = 1,...,n

Pasando el limite en el sistema cuando v — 0 en el sentido de las distribuciones
z? — x;(.) en D' (0,00).

De otro lado, cuando v — 0

IN-

i () %0

p+vzy () 1

uniformemente en [0, T7.
Para probar esta afirmacién, notemos que para todo ¢ € [0, 7

gy oz _ |wey(®) - p; () — v () 75 (3)]
p+ vy 7 p(p -+ vy (1))
=5 (1) — 2 (1)] | va; ()} (0)
T vz (t) By vz (t)

< ipc;f (t) — z; (8)] + Cw

donde la constante C es obtenida acotando superiormente .
Por lo tanto, desde que ¥ (.) — z (.) uniformemente en [0, T}, queda demostrado.
Ademss, desde que f € C?, tenemos también , para todo j = 1,...,n cuando v — 0,

8f (;;.t)) converge uniformemente a ?%z—gm en [0,T]
J

Por lo tanto, cuando v — 0

() Bf (@ (®) _ 5 ()af(z(®)
p+vzi(t) Oz; i Oz;
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uniformemente en [0, T7.
Por lo tanto, pasando el limite en D' (0, c0), obtenemos finalmente

% (00 (= (1) _
7 0z;

z; (t) +

Desde que z; (.) Q%%ll es continuo, esto implica que z (.) es una clésica solucién del
sistema (Sp). Por el teorema de Cauchy Lipschitz, esta es la solucién tinica de (Sp).
Para terminar la prueba usamos argumentos de compacidad, entonces obtenemos
que la sucesién z¥ () — z (.) cuando v — 0. ]

Concluimos en este trabajo notando el interesante hecho que el analisis del sistema
dindmico Lotka Volterra (Sp) puede ser derivado en el sistema dindmico propuesto.
Para el caso convexo, las funciones de Lyapunov deben elegirse simplemente como
la. entropia relativa Kullback-Liebler

K(pv)=p), (uj log (%) +v; — w)
=1 I

Siguiendo la misma técnica usada en la Proposicién , para todo z € R} y todot > 0
definimos

K(t) = K (22 (1))

Entonces, es facil verificar que para una funcién convexa f, la funcién es decreciente
para todo z € R} tal que

f(2) <inf f (z(s))
3<0
y esto sostiene que
fE@)-fR <t KO -K({)] VzeR}, Vt>0

de lo cual concluimos |

li t)) = inf

Em f & (1) = inf
La parte mas delicada de probar la convergencia de las trayectorias para un mini-
mizador de f sobre el octante no negativo es obtenido gracias a la simple funcién

entropia K, es facil verificar los siguientes afirmaciones

F1 Los conjuntos de nivel de K (p,.) son acotados para todo u € R}

F2 Dada dos sucesiones {p*} C RY acotada, {v*} C R", tal que
limy oo vF = v € R} y limy_,o K (1%, %) = 0 se obtiene limy_, o0 p* = v

asumiendo que el conjunto de soluciones

X=argrg§rnf%¢
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entonces, para todo z € X
K(z,2(t)) < K (z,20) <00, Vt >0
usando la propiedad (F1), obtenemos

sup ||z (#)]| < oo

t€{0,00)

Es decir, {z (t)},>, es acotada. De esto, podemos deducir que el punto lfmite z,, de
la trayectoria z (t) satisface T, € X y que el lim;_,o0 K (Too, = (t)) existe.

Para probar la convergencia de la solucién para una solucién éptima, vemos conve-
niente proceder como en el final de la prueba del teorema. Sin embargo, no tenemos
la cota inferior cuadratica, la cual concluye la prueba.

Gracias a la propiedad (F2) para K, se puede proceder también facilmente con las
mismas técnicas de Opial para establecer la unicidad del punto limite z..

5.7 Nuevos Resultados

A continuacién presentamos un resultado importante en esta seccién, probar que
toda trayectoria generada por el sistema (S) converge a un punto KKT (punto
candidato a solucién) en el problema de minimizacién cuasi-convexa. Consideremos
las siguientes hipétesis:

(H1’) f: R™ — R es una funcién cuasi-convexa en C2.

(H2) Para cada zo € R}, existe una solucién global z : [0,00) — R%, del sistema,
dindmico ().
z;(t) Of (=(1)
p+vz;(t) Oz
Zj (0) =X, € R:L__*_ i=1..,n

z; (t) +

=0,Vi=1,..,n

Teorema 5.7 Supongamos que las hipétesis (H1’) y (H2) se satisfacen. Sila trayec-
toria x : [0, +00) — R% es una solucién global del sistema (S) y si el conjunto

z={sem @ <ufew)} 46
entonces existe T, € Z, tal que es un punto KKT del problema de minimizacion.

Demostracién. En la subseccién (5.4.1) se demostrd,

lim z (t) = Too,

t—00

donde z,, € Z. Probaremos que z, es un punto KKT del problema de minimizacién,
esto es

Too; 20, (Vf(20)); 20 A Zoo, (VS (20)); =0 (5.34)
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A partir de la viabilidad de la solucién del sistema z, > 0.
Para probar las otras condiciones de (5.34) consideremos los siguientes conjuntos:

I{z)={i €{1,..,n}: T, = 0}
J (o) = {1 €{1,...,n} : 0, > 0}

Consideremos separadamente los casos cuando i € I (Zoo) ¥ ¢ € J (Zoo)-

Primer Caso: Sea i € I (2,) mostraremos que Vf (z); > 0.

Procederemos por contradiccién, supongamos que 6—{9(:—"’) < 0.
Desde que f es continuamente diferenciable

im 2L @) = 2L (jim 2 (9) = 52 (5) <0

Por la definicién de limite tenemos

Ve>0, 3JA>0: t€R+,t>A=>|a:£(:1:(t))— of (ZToo)| < €

0 aﬂ)i
Es decir, para t > A tenemos

aai (z(@) <e+ Baa{z (Too)

considerando of
e=—azi(xoo)>0
entonces
of
5%, (z(t) <0, Vt> A.

En el sistema dindmico (S)

7 @y =z (“2E0) <o

Desde que
z; (t)
— e~ >
p+vz; (t)

obtenemos —z; (t) < 0, esto implica que z; (t) > 0. Por tanto, z; (t) es creciente
z; (0) <z;(t), Vt=>0
aplicando limite cuando t — oo

lim z; (0) < lim ; (t)
t—o0 t—o0
moi S m()0,;
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a partir de que xo € R}, concluimos
0<zy, <Too, =0

entonces 0 < 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, V f (z); > 0.

Segundo Caso: Sea i € J (Z)
Mostraremos que (V f (zc0)); = 0.
En efecto, desde que

Hm z; (t) = Zoo, > 0
t—00
en el Sistema Dindmico (S) tenemos

of . of . , p+vz; (t)
o (a) = Jim 51 (2 (0) = Jim — 1) (45221

- usando las propiedades de limites

; (t

= Yim 2/ =
tooo oz (£) tlggo 73 (¢) ( + V)

[o ¥}

desde que z (.) es acotado entonces, lim;_,, Z} (t) = 0.
Por lo tanto,
of

axi (xoo) = 0'

Lo cual demuestra el teorema. u

5.7.1 Algunos Ejemplos
En esta seccién, daremos algunos ejemplos.
Ejemplo 5.1 La funcidn
f oz, 22) = (Inz;)? + (Inzp)?
€S Ccuasi-convera.

En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos 1 <y; < z; parai = 1,2 y desde
que 0<A<1
Y <Y+ —y) <z

desde que Inz es creciente

0< (Iny)® < (In(y1 + A (21 —w1)))” < (lnzy)?
0 < (Inge)’ < (In(y2 + A(z2 — 12)))* < (Inz)?

Sumando ambas desigualdades obtenemos
(lnys)*+(Inge)” < (In (g2 + X (21— 1)) +(In (32 + A (22 — 92)))” < (ln21)*+(Inz,)”
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entonces
F<fAz+(1-Ny < f(z)
Por tanto,

fz+(1-XNy) <max{f(z),f(y)}.

Por otro lado, si0 < y; <z; <1desdeque0 < X <1
Ui Sy + A (x — ) <
desde que In z es creciente
Iny <ln(y1 + A (21— ) <lnzy
como el Inz es negativo para 0 <z < 1
0<(~Inz)* < (—In(y + Az — 11)))* < (~Inyy)”
entonces,

(Inz;)® < (In (3 + A (21 — 1)))* < (o)’
(Inz,)* < (In(yz + A (z2 — 12)))* < (Iny,)?

por tanto, ‘
fRz+(1-Ny) <max{f(z),f(y)}, VAel0,1].

Sil<z; <y yl <y <z, sin pérdida de generalidad supongamos que y; < s
entonces
) Sy1 S Y2 < T2

luego

Ty < T+ A —21) <n
Yo < T2+ A(y2 — %2) < 7

desde que In es creciente

(Inz;)? < (In(z1 + Ay — 71)))? < (Iny)?
(Iny2)* < (In(z2 + A (y2 — 72)))° < (Inz,)*

de ahi como y; < ys

(Inz)? < (In(z1 + A(y1 — 21)))° < (Inyr)? < (Iny,)?
(Iny)® < (Ing2)? < (In (2 + A (y2 — 2)))° < (Inza)?.

Sumando ambos miembros tenemos
(lnz;)” + (Iny1)® < (In (21 + A (1 — 21))” + (0 (22 + A (2 — 22)))* < (Inz2)” + (Inge)”
lo cual implica que

fOz+ (1 =Ny <max{f(z),f )}, VA€ [0,1].
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Sid<z <y1 <1y0<y; <z <1 entonces

Y2 < A+ (1 =Ny <z
Ty < A +(A-Npn<n

desde que Inz es creciente y Inz; < 0, Iny; < 0 tenemos

(Inz,)? < (In(Azz + (1 — N)y))? < (Iny,)?
(Iny:)? < (ln(Az; + (1 — Np))? < (Inz,)?

sumando las desigualdades anteriores y considerando (Inyz)? < (Inz,)? se obtiene
(lng1)? + (Ing)* < (InQzy + (1 = Np))* + (0022 + (1 = Nge)? < (In22)* + (Inge)?
1o cual implica que

fOz+ (1 -2y <max{f(z),f(y)}, VAe[0,1].

En el sistema (S) tenemos

oy T Oz, T

En el sistema (S) tenemos

Ty (t) ln:1:1 (t) .

i (t) +2 =0
1 () p+vzy () z (1)
y ,
T (t) 111.’172 (t)
5 {(t) +2 =0
72 (1) B+ vz (t) z2(t)
Sabemos que
Jim ' (t)=0
luego
a;j(t) lnxj(t)_‘o j=1,2

oo vy () ()
desde que z; (t) > 0
tlim Inz; () =0, j=1,2

Por tanto,
limz;(t)=1, j=12
t—o00

Del teorema 5.7 concluimos que €l punto (1, 1) es un punto candidato a solucién del
problema

min (In ;) + (Inz,)?
z € Ry,

Por tanto, la funcién f alcanza su minimo en (1,1).
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Ejemplo 5.2 Consideremos la funcion f definida en el conjunto convexo
C={r:z2eR0<z,<1,0<z,<1}
es dada por f (z) = — (xy — 1)* — (z;, — 1).

La funcién es cuasi-convexa. En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos que
1 < y; entonces
Ty S )\(El + (1 —A)yl S ", v (S [0,1]

luego,
@ —1)? <Oz +(1-Nz—-1)"< (@ -1, VA€0,1]
de aqui,
— (-1 < -+ 1 -Ny)? < —(z; - 1)%, Vae[o,1]. (5.35)
Ademais,
< -z + (1 -Ny) < -7y (5.36)

Sumando (5.35) y (5.36) tenemos
f<fPz+Q-Ny) < f(z), VA€D,1].

Por tanto,
fz+(1-XNy) <max{f(z),f(y)}, VA€ [0,1].

Lo cual demuestra que f es cuasi-convexa. Notemos que,

of of

=25 +1 A2 =0.
6:1:1 o1t 81,‘2
En el sistema (S) tenemos
! g (t)
W g =0
zy () + o @) (—2z1 () + 1)
’ T2 (t)
)+ —2 g
(8 + pu+ vzs (t)

desde que la trayectoria del sistema (S,) converge a la trayectoria de (S). En el
sistema (S,)

or “"u(t) (=221 (£) +1) = 0
x;(t)+x2(t) 0=0
el cual es equivalente
50 = 29 en -1
() = 0
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de ahi,
i (t) _

1
)@@ -1 p
zh (t) =0

primero hallaremos z; (t)

z) (t) 2z (1) 1

o) 2 ()—1 p

integrando con respecto a t en ambos miembros

— Iz (£) +In (221 (£) — 1) = %

por definicién de In tenemos

usando propiedades de In

t 2x(t)—1
4=
luego,
1 L
2 o () °
entonces,
1 t
=) (e -2)
Por tanto,
1 (8) = — .
er — 2

Por otro lado, z; (t) =ctalque 0 < c < 1.
Analizando la trayectoria cuando t — oo para hallar un punto KKT del problema
de minimizacién.

lim — =0 A limec=c
t—»ooe;__Q t—o0

concluimos que Z = (0, ¢) es un punto KKT del problema. Desde que,

af (0)
6:171

Usando el resultado del Teorema 4.1 del capitulo de Optimizacién Cuasi-convexa,
concluimos que el punto Z = (0, ¢) minimiza la funcién en el octante no negativo.

=1>0
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Materiales y Métodos

Los materiales que se emplearon en el desarrollo de la tesis, son de ejecucién y de
impresion:

Entre los materiales de ejecucién tenemos:

Hojas bulki y bond

Cuadernos, cuadernillos y lapiceros.

Copias

Diskette, USB y discos compactos para computadora
Revistas especializadas

Fotocopias de articulos y textos bibliograficos

Internet.

Los materiales de impresion utilizados para presentar los resultados de la tesis
son los siguientes:

Material humano para la digitacién
Procesador de texto Latex
Programa CorelDRAW X3

Hojas bond

Cartuchos de impresora,

Thoner

Material de anillado

En el desarrollo de la tesis, se utilizaron los métodos que acontinuacién indicamos:

El método comparativo, para contrastar los resultados del método proximal
continuo en funciones convexas con las funciones cuasi-convexas.

El método inductivo - deductivo con el propésito de establecer conclusiones y
generalizar los resultados de funciones convexas para funciones cuasi-convexas.

El método analitico para analizar el estudio del metodo proximal continuo y
su incidencia en la teoria econémica de decisién.
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Resultados

En este trabajo se ha presentado un estudio sobre el Método Proximal Continuo
para Minimizar Funciones Cuasi-convexas vy ademds se ha dado una aplicacién en
la Teoria Econémica de Decisién, los resultados mdas importantes son:

1. Las funciones cuasi-convexas tienen aplicaciones en la Teoria Econémica de
Decisién, como por ejemplo, el problema, de decisién del consumidor que puede
ser representado como un problema de minimizacién cuasi-convexa.

2. El Sistema Dindmico Lotka- Volterra es un método proximal continuo para
minimizar funciones convexas. Ademads, permite el estudio de la minimizacion
cuasi-convexa.

3. La solucién del Sistema Dindmico converge a un punto candidato a solucién
del problema de minimizacién cuasi-convexa.
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Discusiones

1. La bibliografia existente sobre funciones cuasi-convexas, muestran definiciones,
proposiciones, teoremas y corolarios, pero no dan un ejemplo claro de mini-
mizacién cuasi-convexa, en la Tesis hemos presentado un ejemplo de aplicacién
de minimizacién cuasi-convexa en teoria econémica de decisidn.

2. La mayoria de los métodos para minimizar funciones cuasi-convexas son discre-
tos o iterativos, por ejemplo, el método del punto proximal, este se encuentra
desarrollado en el articulo de Souza, S.S., Oliveira, P.R., da Cruz Neto, J.X.,
y Soubeyran, A. [28]. Sin embargo, en esta investigacién, presentamos un Sis-
tema Dindmico como un método continuo para encontrar un punto candidato
a solucién del problema planteado.

3. Las miiltiples aplicaciones y las escasas investigaciones existentes, hacen nece-
sario el estudio de la minimizacién de funciones cuasi-convexas.
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Conclusiones

Fn este trabajo hemos recopilado resultados bésicos de la teorfa de funciones cuasi-
convexas que no se encontraban de manera unificada en ningiin libro 0 manuscrito.
Ademss, presentamos un Sistema Dingmico Lotka-Volterra como un método proxi-
mal continuo para minimizar funciones convexas y cuasi-convexas en el octante no
negativo. A manera de conclusién podemos decir que:

1. Al ser la teoria de convexidad y cuasi-convexidad un instrumento importante
en muchos campos de la matematica, es indispensable hacer un estudio, de
toda la teoria realizada en este trabajo, sobre espacios mas generales como:
los espacios métricos y topoldgicos, y comparar los resultados obtenidos y las
aplicaciones que se pueden dar en cada uno de los casos.

2. El Sistema Dindmico Lotka-Volterra aparece como una nueva propuesta para
minimizar funciones convexas y cuasi-convexas, ya que este sistema puede ser
visto como un método proximal continuo y de esta manera puede mejorar a
los métodos iterativos ya conocidos.

3. La trayectoria del Sistema Dindmico cuando la funcién es convexa, converge a
la solucién del problema de minimizacién convexa. -

4. Los resultados del caso convexo se extienden para el caso cuasi-convexo, por
tanto, obtenemos un nuevo resultado, la convergencia de la trayectoria del Sis-
tema Dindmico a un punto candidato a solucién del problema de minimizacion
cuasi-convexa.

5. El Sistema Dindmico aparece como un nuevo método para solucionar prob-
lemas de minimizacién convexa y cuasi-convexa en el octante no negativo, se
debe realizar un estudio detallado para saber si este Sistema también podra
solucionar problemas de minimizacién con restricciones de igualdad y desigual-
dad.

6. Finalmente, dejamos un problema abierto para un futuro trabajo de tesis, el
estudio de la convergencia de la solucion del Sistema Dinamico a un punto
solucién del problema de minimizacién cuasi-convexa.
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