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RESUMEN 

Un Método Proximal Continuo para Minimizar 
Funciones Cuasi-convexas 

ROSA QUISPE LLAMOCA 

Febrero- 2009 

Asesor: Dr. Erik Alex Papa Quiroz 

Título Obtenido: Licenciado en Matemática 

En esta tesis consideramos el siguiente problema de minimización convexa 

(P) { minf (x) 
xE~ 

donde f : R:" -7 ( -oo, oo] es una función convexa propia, cerrada y 
~ = {x E Ir: Xj 2: O, j = 1, ... , n}. Para resolver el problema (P), estudiamos el 
siguiente Sistema Dinámico de Lotka-Volterra: 

(S) xj ~ p.+vx;(t) a:z;: -. ~ J- ' ... , n 
{ 

1 (t) [ :r:;(t) ] 8/(:r:(t)) - o . - 1 

x1 (O)- x03 E R++' J -1, .. ,n. 

Probamos la existencia global y unicidad de la trayectoria x : [0, oo) -7 R:" para el 
sistema (S), cuando f : Ir" -7 R es una función limitada inferiormente en R¡ y de 
clase C2 (Ir"). Estudiamos la viabilidad de la trayectoria en el octante positivo y 
analizamos su comportamiento asintótico donde obtenemos la convergencia global 
de la trayectoria para un punto óptimo cuando f es convexa. También, extende
mos los resultados de convergencia del caso convexo para demostrar que en el caso 
cuasi-convexo la trayectoria converge a un punto candidato a solución. Estos resul
tados son útiles en las aplicaciones de la matemática a la economía, por ejemplo las 
funciones de costo, producción y utilidad, que caracterizan al problema de decisión 
del consumidor, suelen ser convexas o cuasi-convexas y el conjunto de decisión del 
consumidor se encuentra generalmente en el octante no negativo R¡. Así, nuestro 
trabajo resolverá en particular problemas en la teoría económica de la decisión. 

Palabras Claves: 

Sistema Dinámico Lotka-Volterra, método proximal continuo, convergencia asintótica, 
economía matemática. 
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ABSTRACT 

A Continuous Proximal Method for Minimizing 
Quasi-convex Functions 

Adviser: 

ROSA QUISPE LLAMOCA 
February - 2009 

Dr. Erik Al ex Papa Quiroz 

Obtained Degree: Mathematician 

In this thesis, we consider the convex minimization problem 

(P) { minf (x) 
X E JG_ 

where f: R!'-----+ ( -oo, oo] is a closed proper convex function and 
JG_ = {x E R!': Xj ~O, j = 1, ... , n}. To solve the problem (P), we study the fo
llowing Lotka-Volterra Dynamical System: 

(S) { xj (t) + L,::;(t) J 81~:;t)) =_o_:_ j = 1, ... , n 
Xj (0) - Xo; E JG_+, J - 1, .. , n 

We prove the global existence and unicity of the trajectory x : [O, oo) -----+ R!" for the 
system (S), where f: R!"-----+ R be a (J2 (R!") function which is bounded from below 
on .R¡. We study the viability in the positive octant and analyze the asymptotic 
behavior of the trajectory where we obtain the global convergence of this path to 
an optimal solution when f is convex. Also, we extend the global converge to 
a KKT point from the convex case to the quasi-convex one. These results are 
usefull in the application of the mathematics to the economy. For example cost 
functions, production and consumer decision problem are often convex or quasi
convex functions on the nonnegative octant R¡. Thus, our work will solve, in 
particular, problems in decision economic theory. 

Keywords: 

Lotka-Volterra Dynamical System, proximal method continuous asymptotic conver
gence, Mathematical Economics. 
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Notaciones 

En el desarrollo del Trabajo de Tesis utilizamos las siguientes terminologías: 

R = Ru {+oo}. 
lf:1' = {x = (xll x2, ... , Xn) : Xi E R, Vi= 1, ... , n}: espacio euclidiano 

n-dimensional. 

~ = {x= (x1,x2, ... ,xn) E lf:1': xi ~O Vi= 1, ... ,n}: ortante no negativo. 

~+ = {x = (x1,x2 , ... ,xn) E Rn: Xi >O, Vi= 1, ... , n}: ortante positivo. 

Dado X E lf:1', X ~ 0 significa X E ~. 

Dado x E lf:1', x > O significa x E ~+. 

B(x, t:): denota la bola abierta de centro x y radio t. 

~: denota la derivada direccional de f. 
V f ( x): denota el gradiente de f en x. 

L (!,a): denota el conjunto de nivel inferior de f. 
U(!, a): denota el conjunto de nivel superior de f. 
Y(!, a): denota la superficie de nivel de f. 
~: denota una relación de preferencia. 

""': denota una relación de indiferencia. 

XI 



Introducción 

En diversas áreas de ciencias e ingeniería existen modelos matemáticos que pueden 
expresarse como un problema de optimización, esto es, 

{ 

optimizar f ( x) 
s.a 
9i (x) :S O 
hi(x)=O 

donde optimizar significa, minimizar f (x) o maximizar f (x), 9i y hi son funciones 
dadas. Un problema de optimización modela así un problema de tomar una decisión 
óptima para maximizar (ganancias, velocidad, eficiencia, etc.) o minimizar (costos, 
tiempo, riesgo, error, etc.) un criterio determinado. Las restricciones, 9i y hi, 
significan que no cualquier decisión es posible. 
La Optimización puede considerarse como la búsqueda de la mejor solución (solución 
óptima) de un problema, el término mejor depende del contexto en el que se trabaje, 
podría significar solución que minimiza los costos, o maximiza los beneficios, o que 
hace que la distancia recorrida sea mínima, etc. Esta introducción sobre lo que 
se entiende por Optimización refleja claramente las importantísimas e indudables 
aplicaciones de esta área de las matemáticas a un amplio espectro de problemas. 
Una clase bien amplia de problemas de optimización es la optimización convexa 
donde f es una función convexa, es decir, se cumple 

f (.Ax + (1- .A) y) :S ,\f (x) + (1- .A) f (y), \::1 ,\E [0, 1], 

y el conjunto 
X= {x: g (x)::; O} n {x: h (x) =O} 

es un conjunto convexo y diferente de vacío. El interés del concepto de funciones 
convexas es importante porque tiene numerosas aplicaciones en Economía. 
Cabe destacar que la genera-lización de funciones convexas son las funciones cuasi
convexas, las cuales también tienen importantes aplicaciones en teoría económica. 
Las funciones cuasi-convexas tienen un comportamiento similar al de las funciones 
cuasi-cóncavas, desde que fes cuasi-cóncava si y solo-fes cuasi-convexa. Un ejem
plo importante de funciones cuasi-cóncavas se observa en las funciones de utilidad 
la cual puede representar una relación de preferencia;::$, dada por 

y;::$ x #u (y) ::; u (x). 

Elegir la mejor alternativa se convierte así en encontrar una alternativa que maximice 
la función f . Por lo tanto, concluimos que resolver el problema de decisión del 
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consumidor es equivalente a resolver el problema de maximización: 

el cual es también equivalente a 

{ 
ma:xf (x) 
xEX 

{ 
min-f(x) 

xEX 

donde - f es cuasi-convexa. Este modelo es en particular un problema de opti
mización cuasi-convexa. 
En este trabajo estamos interesados en resolver el problema 

{ 
minf (x) 
xERn + 

donde, f : ~ -+ ( -oo, +oo] es una función convexa, propia, cerrada y 
R¡ = {x E Rn: Xj ~O, j = 1, ... , n}. Para ello presentamos el siguiente sistema 

{ 
x'. (t) + [ xt(t) ] 8/(:r:(t)) = 0 (S) J p+vxj(t) 8x; 

Xj (0) = Xo1 E R¡+ 
j= l, ... ,n 

j = l, ... ,n 

donde p, > O, v > O son parámetros dados. Estudiamos este sistema como un 
método para resolver el problema de minimización convexa y cuasi-convexa, el cual 
fue introducido por Attouch, H., y Teboulle, M. [3] en el artículo titulado "Regu
larized Lotka-Volterra Dynamical System as Continuous proximal - Like Method in 
Optimization". 

La tesis está dividida en dos partes. En la primera parte unificamos definiciones, 
proposiciones, caracterizaciones, teoremas y corolarios de cuasi-convexidad, cuasi
convexidad estricta, cuasi-convexidad semi-estricta, pseud~convexidad donde pre
sentamos una aplicación de cuasi-convexidad en teoría económica de decisión. 
En la segunda parte desarrollamos el artículo de Attouch, H y Teboulle, M. [3], 
donde se demuestra la existencia y unicidad de la trayectoria cuando f está acotada 
inferiormente y es de clase C 2 (Jl'l). Además, estudiamos la viabilidad de la trayect~ 
ría y el comportamiento asintótico en el caso convexo y cuasi-convexo. El resultado 
novedoso de esta tesis es la convergencia de la trayectoria del Sistema Dinámico (S) 
a un punto candidato a solución del problema de minimización cuasi-convexa. 

El trabajo está organizado de la siguiente manera: 

En el Capítulo 1, presentamos algunos conceptos básicos de convexidad, análisis real 
y optimización en R¡, los cuales serán usados a lo largo de la tesis. 

En el Capítulo 2, se desarrolla la teoría económica de decisión, definimos la relación 
de preferencia, ;:$, la cual puede ser representada mediante una función de utilidad. 
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De esta manera, la relación de preferencia da un criterio de valorización entre dos bie
nes o mercancías por medio de la función de utilidad. Esta función es cuasi-cóncava 
y monótona si, la relación de prefencia es convexa y monótona. Este capítulo, jus
tifica el estudio y la importancia de las funciones cuasi-cóncavas. 

En el Capítulo 3, definimos las funciones cuasi-convexas por la convexidad de 
sus conjuntos de nivel inferior, presentamos sus caracterizaciones y propiedades. 
Además, introducimos definiciones las cuales permitirán obtener proposiciones, teo
remas y corolarios de funciones cuasi-convexas. También, definimos cuasi-convexidad 
estricta, cuasi-convexidad semi-estricta, pseudo-convexidad, cada una de estas con 
sus respectivas caracterizaciones y propiedades las cuales son de vital importancia 
para el estudio de optimización cuasi-convexa. 

En el Capítulo 4, estudiamos las condiciones de optimalidad para un problema de 
minimización cuasi-convexa en el octante no negativo. Daremos las condiciones nece
sarias y suficientes para un mínimo. Además, presentamos modelos matemáticos que 
pueden ser vistos como problemas de maximización cuasi-cóncava. 

En el Capítulo 5, partiremos considerando la función f : Ir - R como una función 
suave y el sistema dinámico (S) en el espacio euclidiano Ir, con trayectoria 
x : [0, +oo) - Ir definida por 

{ 
x'- (t) + [ xj(t) ] of(x(t)) = 0 j = 1 ... n 

J 1-'+vxj(t) OXj ' ' ' 

Xj (O)= x0i E R~+' j = 1, .. ,n 
(S) 

donde J1 >O, v >O son parámetros dados. 
Este sistema es derivado de la versión continua de un esquema de discretización 
implícita basado en un método proximal. 
La motivación y la naturaleza del sistema dinámico propuesto es explicado en la 
Sección 1 del Capítulo 5. En la Sección 2, estudiamos la existencia global y resul
tados de viabilidad para el sistema (S) con una función suave generalizada f (no 
necesariamente convexa); partimos con un punto inicial xo E R'¡+, probamos que 
la trayectoria t - x (t) del sistema (S) es definida en R+ y satisface x (t) E K¡.+ 
para todo tER+. El comportamiento asintótico de la trayectoria para una función 
suave es estudiada en la sección 3. En la Sección 4, consideramos el caso convexo y 
probamos la convergencia de la trayectoria para una solución óptima del problema 
de minimización convexa sobre el octante no negativo. Mostramos la localización 
del resultado para el punto límite resultante. En la Sección 5, consideramos el es
quema de Euler implícito el cual fue la causa del sistema continuo. En la Sección 
6, fijamos J1 > O y consideramos la familia del sistema regularizado Lotka-Volterra 
parametrizado por v y probamos que la resultante genera trayectorias xv (t) que son 
uniformemente convergente para la solución del sistema clásico regularizado Lotka
Volterra. En la Sección 7, daremos nuevos resultados obtenidos cuando la función es 
cuasi-convexa, donde se concluye que la trayectoria converge a un punto candidato 
a solución. 
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Finalmente, en nuestro estudio concluimos y presentamos la convergencia a un punto 
óptimo para el caso convexo y como un nuevo resultado tenemos la convergencia a un 
punto KKT cuando la función es cuasi-convexa. Parte de este material, orientado 
y asesorado por el Doctor Erik Alex Papa Quiroz, fue presentado en el concurso 
de Iniciación Científica del IV Congreso Internacional de Matemática Aplicada y 
Computacional - IV CIMAC ocupando el primer puesto en su categoría. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

En este Capítulo, recopilamos las definiciones y resultados en el espacio euclidiano 
R!'- y en espacios más generales que serán usados en el desarrollo de la tesis. En 
la Sección 1.1 se desarrollan las nociones de convexidad presentando definiciones 
y teoremas. En la Sección 1.2 presentamos definiciones y teoremas los cuales son 
resultados de análisis real y definiciones de espacios vectoriales y topológicos. En 
la Sección 1.3 mencionamos algunas definiciones y teoremas de la teoría de opti
mización. 

1.1 Nociones de Convexidad 

Definición 1.1 Un conjunto e e Rn es convexo, si para todo par de puntos x e y 
en e se tiene 

.Xx + (1 - .X) y E e, \;/,X E [0, 1]. 

Definición 1.2 El segmento cerrado que une los puntos x e y es denotado por [x, y] 
y está definido por 

[x, y]= {z = .Xx + (1- .X) y/ .X E [O, 1]}. 

La expresión .Xx + (1- .X) y se llama combinación convexa de x e y. 

Teorema 1.1 Sea e e Rn un conjunto convexo, entonces se satisfacen las sigu
ientes condiciones: 

i. re, es un conjunto convexo para todo r E R. 

ii. v + e = { x = v + e / e E e}, es un conjunto convexo para v E R!'- un vector fijo 
dado. 

iii. Si e1 , e2 son conjuntos convexos entonces 

es un conjunto convexo. 
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Demostración. Ver [10], pág ll. • 
Lema 1.1 Sea {Ca} una colección de conjuntos convexos tal que 

es no vacío, entonces e es convexo. 

Demostración. Ver [9], pág 36. • 
Definición 1.3 Un hiperplano H;: en ¡:r:t es definido por el conjunto de puntos que 
satisfacen la ecuación (a, x) =a, donde a# O y a E R. De esta manera, 

Hr; = {x: (a,x) =a}. 

El vector a se llama el vector normal del hiperplano. 

Definición 1.4 Dos conjuntos X e Y son separados por un hiperplano H;: si, 

(a, x) ~ a, Vx E X 1\ (a, y) ::; a, Vy E Y. 

Teorema 1.2 Sea C e ¡:r:t un conjunto convexo e y i: C. Entonces existe un 
hiperplano H:: tal que para todo X E C 

(a, x) ::; a 1\ (a, y) = a. 

Si int ( C) # 0, entonces para todo x E int ( C) 

(a,x) <a. 

Demostración. Ver [9], pág 51. • 
Definición 1.5 Sea e e ¡:r:t un conjunto convexo. Un punto X E e se llama un 
punto extremo de C, si x no puede ser expresado como una combinación convexa 
estricta de dos puntos distintos de e. 

Definición 1.6 Sea f : C e ¡:r:t -+ R una función definida sobre un conjunto 
convexo C, sus conjuntos de nivel inferior, están determinados por 

L(f,a) = {x E C: f(x) :S a} 

para todo a E R. 

Definición l. 7 Sea f : C e ¡:r:t -+ R una función definida sobre un conjunto 
convexo C, sus conjuntos de nivel superior, están determinados por 

U(f,a) = {x E C: a :S f(x)} 

para todo a E R. 
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l. 2 Resultados de Análisis 

Definición 1.8 Dado un punto x0 E Rn y un número real8 >O, definimos: 

l. La bola abierta de centro x0 y radio 8, B6 (x0 ), por: 

2. La bola cerrada de centro x0 y radio 8, B6 (x0), por: 

Definición 1.9 Un conjunto X e ~ es abierto si para cada x E X existe 8 > O 
tal que Bó (xo) e X. 

Definición 1.10 Un conjunto X e Rn es llamado cerrado si su complemento es 
abierto. 

Definición 1.11 Sea X e Rn, una vecindad de un conjunto A e X es un conjunto 
abierto U e X tal que A e U. 

Definición 1.12 Una función f : X e ~ ~ R definida en el conjunto X es 
semicontinua inferior en X si su conjunto de nivel inferior L (!, a) es cerrado rela
tivo en X para todo a. 
Analogamente, f es semicontinua superior en X si su conjunto de nivel superior 
U (!,a) es cerrado relativo en X para todo a real. Una función es continua si es 
semicontinua inferior y semicontinua superior. 
Equivalentemente, se puede considerar que f es semicontinua inferior en X si y solo 
si para todo x0 E X y toda sucesión Xk ~ x0 tenemos 

Definición 1.13 (Caminos Diferenciales) Un camino en~ es una aplicación con
tinua f : I ~ Ir" cuyo dominio es un intervalo I e R tal que para cada t E I 
tenemos 

f (t) = (ft (t), .. , fn (t)), 

donde f¡, .. , fn: I ~ R, las funciones coordenadas de J, son continuas. 

Definición 1.14 Sea f : U e ~ --+ R una función real definida en un subconjunto 
abierto U. Dado un punto a E U, la i-ésima derivada parcial de f en el punto a es 
el límite 

a¡ (a)=limf(a+tei)-f(a) 
oxi t~o t 

cuando tal límite existe. 
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Definición 1.15 Una función f : X ----+ R, definida en un conjunto X e E", se 
dice que es continua en el punto a E X cuando, para cada E > O dado, se puede 
obtener un~> O tal que si x E X y 11 x- all < 8 implica que lf(x)- f(a)l <E. En 
lenguaje simbólico esto es equivalente a: 

VE> O, 38 = 8(E) >O / x E X, 11 x- a\1 < 8 =} lf(x)- f(a)l <E. 

Se dice que f : X ----+ R es una función continua en X si, y sólo si es continua en a, 
para todo a E X. 

Sea x = (x1,x2 , ... ,xn) E Rn, se definen las siguientes normas 

n 

llxll=~t.x%, llxlls = Llxil, 11 xlloo = _max 1 xil, 
~=l, ... ,n 

i=l 

llamadas: norma euclidiana, norma de la suma y norma del máximo, respectiva
mente. 

Definición 1.16 Dado un conjunto X =f. 0, una familia de subconjuntos de X, T, 

definida por 
T={Giex /iEI} 

es una topología en X si verifica los siguientes axiomas: 

1. 0 E T, X E T. 

2. Para cualquier J e I, J =f. 0 se tiene 

3. Para cualquier i, j E I se tiene 

El par (X, r) es un espacio topológico y los elementos de T se les llama abiertos del 
espacio topológico (X, r). 

1.3 Resultados de Optimización 

Definición 1.17 Diremos que un punto x0 E D es 

a. minimizador local en D si 

f (xo) ~ f (x), \fx E Bli (xo) n D. 

b. minimizador global en D si 

f (xo) ~ f (x), \fx E D. 
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Teorema 1.3 {Condición necesaria de primer orden} Supongamos que f: Ir- R 
es una función diferenciable en el punto x 0 E Ir. Si x 0 es un mínimo local del 
problema de minimización ir-restricto entonces, 

'\1 f (xo) = O. 

Demostración. Ver [16], pág 15. • 
Teorema 1.4 {Condición necesaria de segundo orden) Supongamos que la función 
f : Ir - R es dos veces diferenciable en el punto x0 E Ir. Si x0 es un mínimo local 
del problema de minimización sin restricciones, entonces '\1 f (x0) =O y la Hesiana 
de f en el punto x0 es semidefinida positiva, es decir, 

Demostración. Ver [16), pág 16. • 
Teorema 1.5 {Condición suficiente de segundo orden) Sea f : Ir - Runa función 
dos veces diferenciable en el punto x0 E Rn. Si '\1 f (x0) =O y si la matriz Hesiana 
de f en x0 es definida positiva, es decir, 

entonces x 0 es un minimizador local estricto de f del problema de minimización sin 
restricciones. 

Demostración.Ver [16], pág 17. • 
Teorema 1.6 Sea f : e e Ir - R una función diferenciable en un conjunto 
abierto y convexo e. Entonces f es convexa si y solo si, para todo x0 en e se 
satisface 

f (x) ~ f (xo) + ('\1 f (xo), x- xo), Vx E C. 

Demostración. Ver [9), pág 109. • 
Teorema l. 7 Sea f : e e Ir - R una función convexa definida en el conjunto 
convexo e 

i. Si f alcanza un mínimo local en x0 , entonces f alcanza un mínimo global en x0 • 

ii. Si fes estrictamente convexa y f alcanza un mínimo en x0 , entonces x0 es único. 

Demostración. Ver [9], pág 137. • 
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Definición 1.18 Un punto x E Ir es un punto estacionario del problema 

{ 
minf (x) 
xED 

(1.1) 

donde D = { x E Ir : h ( x) = O, g ( x) ~ O}, si x E D y existen X E Ir y ji E R+ 
tales que satisfacen 

{ 
v f (x~_+_ X~Vh (x) _+_!7V g (x) =o 

/Li9t (x)- O, ~- 1, ... ,m 

Los elementos X y ji son llamados multiplicadores de Lagrange asociados al punto 
estacionario x. 

Teorema 1.8 Sea el problema de minimización 

(PL) { minf (x) 
g (x) ~O 

donde f, g son funciones convexas. Sea x E Ir y ji E R¡' tal que 

i. g (x) ~o, 

ii. ji~ o 
iii. (Ji, g (x)) =o 
iv. V'f (x) + p,tV'g (x) =o. 

Entonces x es una solución del problema de minimización (PL). 

Demostración. Ver [9], pág 159. 
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Capítulo 2 

Minimización Cuasi-convexa en la 
Teoría Económica de Decisión 

Las aplicaciones de la optimización matemática son muy importantes y de gran 
interés en la comunidad científica motivo por el cual su estudio se ha intensificado 
en los últimos años. Uno de estos modelos es el problema de decisión del consumidor 
(o llamado también agente económico) que consiste en maximizar la utilidad entre 
todos los bienes que se encuentran a su disposición, es decir, se trata de escoger la 
mejor opción entre aquellas que sean posibles. Hay tres elementos que caracterizan 
el problema de decisión: 

• El conjunto de elección, que nos dice cual es el universo de alternativas del 
consumidor. · 

• El criterio de valorización, que estudia la manera en la que el consumidor 
evalúa las diferentes alternativas que se le ofrecen. Este criterio se define 
mediante una cierta relación binaria ;:::5, interpretada económicamente como 
"es al menos tan preferible", que refleja sus preferencias sobre el conjunto de 
elección. En economía esta relación es llamada preferencia. 

• Las restricciones, que delimitan el conjunto de oportunidades donde el con
sumidor puede efectivamente elegir. 

A partir de este problema, presentamos las siguientes definiciones y sus respectivas 
notaciones utilizadas en el desarrollo de este capítulo. 

Definición 2.1 Dado un conjunto X=/= 0, definimos una relación binaria ;:::5 de X 
en X como un subconjunto ;:::5 e X x X. 

Notación 2.1 Si (x, y) E;:::$ escribiremos x ;:::5 y. 

Definición 2.2 Dado un conjunto X=/= 0, una relación ;:::5 definida en X es: 

1. Reflexiva : Si x ;:::5 x Vx E X . 

2. Transitiva : Si x ;:::5 y 1\ y ;:::5 z implica x ;:::5 z Vx, y, z E X. 

12 



3. Completa: Si x ~y o y~ x 'ílx,y E X. 

A continuación, daremos la definición de relación de preferencia. 

Definición 2.3 Una relación de preferencia en un conjunto no vacío X es una 
relación reflexiva, completa y transitiva en X. 

Sea ;::5 una relación de preferencia en X, la notación y ;::5 x se interpreta como "x es 
al menos tan preferido como y" o "x no es peor que y" . Además, la notación y -< x 
interpretada como "x es preferido a y" o "x es mejor que y" significa 

(y, x) E~ A (x, y) f/:~ . 

Sin embargo, si tenemos y ;::5 x y x ;::5 y diremos que "x es indiferente a y" , lo cual 
denotaremos como X rv y. 
Si x es un elemento del conjunto X, entonces el conjunto 

{y E X: x-< y} 

es llamado conjunto que es mas preferido de x y el conjunto 

{y E X: y-< x} 

es llamado el conjunto que es menos preferido de x. Analogamente, para la relación 
;::5 se define el conjunto {y E X : x ;::5 y} denominado el conjunto que es al menos 
tan preferido que x y el conjunto {y E X : y ~ x} es denominado el conjunto que 
no es al menos tan preferible como x. 
Hasta ahora el conjunto X es un conjunto arbitrario pero, si X tiene una estructura 
topológica (X es un espacio topológico) la continuidad y semi continuidad de las 
preferencias ;::5 se definen de la siguiente manera. 

Definición 2.4 Una relación de preferencia ;::5 en un espacio topológico X se dice 

1. Semicontinua superior: si para cada x E X el conjunto 

{y E X: x ~y} 

es cerrado. 

2. Semicontinua inferior: si para cada x E X el conjunto 

{y E X: y~ x} 

es cerrado. 

3. Continua: si ;::5 es semicontinua superior y semicontínua inferior, es decir, 
para cada x E X los conjuntos 

{y E X : x ~ y} y {y E X : y ;::5 x} 
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son cerrados. 

Afirmamos que, el complemento del conjunto 

{y E X : x ;::5 y} 

es el conjunto 
{y E X : y -< x} . 

En efecto, consideremos 
z ~ {y E X : x ;::5 y} 

desde que ;::5 es completo 
(z,x) E;::5 1\ (x,z) ~;::5 

entonces, 
(z, x) E-< 

luego, 
z E {y E X : y -< x} . 

Analogamente, se observa que el complemento del conjunto 

{y E X: y ;::5 x} 

está dado por el conjunto 
{y E X : x -< y} . 

En efecto, sea 
z~{xEX:y;::5x} 

desde que ;::5 es completo 
(x,z) E;::5 1\ (z,x) ~;::5 

entonces, 
(x, z) E-< 

luego, 
z E {y E X: x-< y}. 

Inmediatamente, se deduce que una relación de preferencia en un espacio topológico 
X es continuo si y solo si para cada x E X, los conjuntos 

{y E X: x-< y} 1\ {y E X: y-< x} 

son abiertos. Las preferencias continuas se caracterizan de la siguiente manera. 

Teorema 2.1 Para una relación de preferencia ;::5 en un espacio topológico X los 
siguientes enunciados son equivalentes: 

1. La preferencia ;::5 es continua. 

2. La preferencia ;::5 (considerada como un subconjunto de X x X) es cerrada en 
XxX. 
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3. Si y -< x en X, entonces existen vecindades disjuntas Ux y U y de x e y respec
tivamente, tal que a E Ux y bE Uy implica b-< a. 

Demostración. Primero probaremos que el item 1 implica 3. 
Supongamos que existe algún z E X talque y-< z-< x. Consideremos las siguientes 
vecindades 

Ux = {a E X : z -<a} A Uy = {bE X : b-< z} 

de ahí a E Ux y bE Uy entonces b-< z-< a por transitividad de ;::5, tenemos b-< a. 
Ahora, supongamos que no existe z E X que satisface y-< z-< x. 
En este caso, consideremos 

Ux = {a E X : y -< a} A Uy = {b E X : b -< x} 

como a E Ux y bE Uy, tenemos 

y-<aAb-<x 

desde que y -< x (por hipótesis) afirmamos que b -< a. 
En efecto, supongamos que no se cumple b -< a lo cual implica 

(b, a) ~;::5 V (a, b) E;::S . 

Si (b, a) ~;::5, por completitud de ;::5 tenemos (a, b) E;:$. De ahí, 

y-<a;::Sb-<x 

la transitividad de -< implica que y -< a -< x lo cual es una contradicción porque en 
este caso se trabajó bajo el supuesto que no existe ningún elemento entre y y x. 
Por otro lado, afirmamos que los conjuntos 

Ux = {a E X : z -< a} A Uy = {b E X : b -< z} 

son disjuntos, 
Ux n Uy = 0. 

En efecto, supongamos que Ux n Uy =/= 0, es decir, 

3 m E X \ m E Ux A m E Uy 

entonces, 
z-<m A m-<z 

por transividad de -<, 
m-<m, 

lo cual es una contradicción pues -< es irreflexiva. 
Acontinuación, demostraremos que el item 3 implica 2. 
Tomemos (xa, Ya) una sucesión de;:$ por definición tenemos, 
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talque (xa, Ya)-+ (x, y). Nos proponemos demostrar que (x, y) E;:5. 
Supongamos que (x, y) (j:.;:5, por completación de ;:5 tenemos (y, x) E;:5 entonces 
y-< X. 

Sabemos que X a -+ x, desde que X E Ux l por definición existe no E N talque a > no 
entonces Xa E Ux. Por otro lado, como Ya-+ y y desde que y E Uy, por definición 
existe n 1 E N talque a > n 1 entonces Ya E Uy. 
Consideremos n2 = max { n0 , n1} talque a > n2 entonces 

Xa E Ux 1\ Ya E Uy 

de la hipótesis del item 3 tenemos Ya -< Xa lo cual implica 

es una contradicción desde que (xa, Ya) E;:5. Por lo tanto, (x, y) E;:5. 
Finalmente, probaremos que el item 2 implica l. 
Sea {Ya} una sucesión del conjunto {y E X : y ;:5 x} satisfaciendo Ya -+ z en X, 
desde que 

luego, 
Ya ;:5 X 

se satisface (Ya, x) -+ (z, x) en X x X. Por la cerradura de ;:5 en X x X, tenemos 
(z, x) Ej, es decir z ;:5 x. Por lo que queda demostrado que el conjunto 

{y E X: y j x} 

es cerrado. Por tanto, ;:5 es semicontinua inferior. 
Igualmente, sea {ya} una sucesión de {y E X: x ;:5 y} satisfaciendo Ya -+ z en X, 
desde que, 

{(x,ya)} E~ 

luego, 
X jya 

se satisface (x, Ya) -+ (x, z) en X x X. 
Por la cerradura de ;:5 en X x X tenemos (x, z) Ej, es decir x ;:5 z. Por lo que 
queda demostrado que el conjunto 

{y E X: x jy} 

es cerrado. Por tanto, ;:5 es semi continua superior. 
Por la semicontinuidad superior e inferior, concluimos que la preferencia ;:5 es con
tinua. • 

La siguiente definición, considera como una relación de preferencia puede ser re
presentada por una función de utilidad. 

Definición 2.5 La función u : X -+ R se le llama función de utilidad representando 
una relación de preferencia ;:5 en un conjunto X, si para todo x, y E X 

y~ x {::}u (y) ~u (x). 
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En el caso de relación estricta -< se tiene 

y -< x {:}u (y) < u (x). 

Como la convexidad es una herramienta interesante en los problemas económicos 
definamos entonces la convexidad de .:::$en un conjunto convexo X de un espacio 
vectorial. 

Definición 2.6 Una relación de preferencia definida en un subconjunto convexo X 
de un espacio vectorial es: 

1. Convexa; si x .:::$y, x .:::$ z en X y O~ a~ 1 implica que x .:::$ay+ (1- a) z. 

2. Estrictamente convexa; si x .:::$ y, x .:::$ z y y =/= z implica que x -< ay+ ( 1 - a) z 
para O< a< l. 

Es claro que la relación de preferencia definida en un conjunto convexo X es convexa 
si y solo si el conjunto {y E X : x .:::$ y} es convexo para cada x E X. 

Definición 2. 7 Una función definida en un conjunto convexo no vacío e de un 
espacio vectorial es 

1. Cuasi-cóncava; si para todo x, y E e y O~ a~ 1 se tiene 

u ( ax + ( 1 - a) y) ~ min {u ( x) , u (y)} 

2. Estrictamente cuasi-cóncava; si para todo x, y E e con x =/= y y O < a < 1 se 
tiene 

u ( ax + ( 1 - a) y) > min {u ( x) , u (y)} 

3. Cóncava; si para todo x, y E e y O~ a~ 1 se tiene 

u(ax + (1- a) y)~ au(x) + (1- a)u(y) 

4. Estrictamente cóncava; si para todo x, y E e con X =1= y y o < a < 1 se tiene 

u (ax + (1- a) y) > au (x) + (1- a) u (y) 

Una función u : e ~ R definida en un subconjunto convexo e de un espacio 
vectorial se dice convexa si -u es cóncava, es decir, para todo x, y E e y O~ a:::; 1 

u (ax + (1- a) y) ~ au (x) + (1- a)u (y) 

Similarmente, una función u se dice estrictamente convexa si -u es estrictamente 
cóncava. 
Podemos afirmar, que toda función cóncava es cuasi-cóncava. 
En efecto, consideremos que u : e --+ R es una función cóncava y sean X l y E e con 
O~ a~ 1 tomemos m= min{u(x) ,u(y)} 

u (ax + (1- a) y) ~ au (x) + (1 -a) u (y) ~ am + (1- a) m= m. 

Para probar que la recíproca es falsa, basta considerar el siguiente ejemplo. 

17 



A 
y 

y X 

/(x} =x2 

X 

Figura 2.1: Función Cuasi-cóncava, no cóncava 

Ejemplo 2.1 Sea la función u: [0, oo)---+ R definida por u (x) = x2 la cual es una 
función cuasi-cóncava pero no cóncava. 

En efecto, sin pérdida de generalidad consideremos y :::; x entonces x - y 2:: O 

O:::; >..(x-y) :::; x-y 

sumando x, 
y:::; y+>.. (x-y):::; x 

desde que y 2:: O elevamos al cuadrado 

luego, 
f (y) :::; f (>..x + (1- >..)y) :::; f (x), V>.. E [0, 1] 

de aquí, 
min {f ( x) , f (y)} :::; f ( >..x + ( 1 - >..) y) , V >.. E [0, 1] . 

Por tanto, f es una función cuasi-cóncava. Sin embargo, la función no es cóncava, 
es decir, no satisface 

f (>..x + (1- >..)y) 2:: >..f (x) + (1- >..) f (y), V>.. E [0, 1]. 

Basta considerar, 

con m 2:: O, entonces 

lo que implica, 

x = m, y = m+ 1 A >.. = ! 
2 

(
2m+ 1) 

2 
1 2 1 ( 1)2 >-m+- m+ 2 -2 2 
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lo cual es equivalente a, 

Por tanto, se observa que f no satisface la definición de concavidad. 

La definición anterior nos permite afirmar que una función de utilidad sobre una 
relación de preferencia convexa es una función cuasi-cóncava. Por tanto, enunciemos 
el siguiente teorema. 

Teorema 2.2 Para un conjunto convexo e de un espacio vectorial y una función 
u : e -t R entonces se satisfacen los siguientes enunciados: 

1. La función u es cuasi-cóncava si y solo si, la relación de preferencia definida 
por u es convexa. 

2. La función u es estrictamente cuasi-cóncava si y solo si, la relación de prefe
rencia definida por u es estrictamente convexa. 

Demostración. 

l. Supongamos que u es una función cuasi-cóncava y que 

y ;:S x 1\ y ;:S z en C. 

luego, 

u (y) ~ u (x) 1\ u (y) ~u (z), 

usando la hipótesis de cuasi-concavidad de u tenemos 

u(y) ~min{u(x),u(z)} ~u(ax+(1-a)z),'v'E [0,1]. 

De aquí, 

u (y) ~u (ax + (1- a) z) \i, a E [0, 1]. 

De la definición de función de utilidad se tiene 

y ;:S ax + (1 - a) z, V a E [0, 1] 

Así, queda probado la convexidad de ;:S. 
Recíprocamente, consideremos que la relación de preferencia ;:S definida por 
u es convexa. Sean x, y E C, sin pérdida de generalidad supongamos que 
u (y) ~u (x) por definición de función de utilidad y ;:S x. Así, tenemos que 

y;:)x 1\ y-;Sy 

De la convexidad de ;:S tenemos 

y ;:S ax + (1- a) y, \i a E [0, 1] 

Por tanto, de la definición de función de utilidad 

min {u ( x) , u (y)} = u (y) ~ u ( ax + ( 1 - a) y) , \i a E [0, 1] 

Entonces, queda probado que la función u es cuasi-cóncava. 
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2. Supongamos que u es una función estrictamente cuasi-cóncava y consideremos 
en e, X f= Z tal que 

y;:Sx 1\y;:Sz 

Por definición de función de utilidad se obtiene 

U (y) ~ U (X) 1\ U (y) ~ U ( Z) 

desde que u es estrictamente cuasi-cóncava 

u (y) ~ min {u (x), u (z)} <u (ax + (1- a) z), Va E (0, 1) 

Por transitividad en ~ 

u(y)<u(ax+(1-a)z), VaE(0,1) 

De la definición de función de utilidad 

y-< ax + (1- a) z, V a E (0, 1) 

Entonces, queda probado que ;:5, es estrictamente convexa. 
Recíprocamente, asumiremos que la relación de preferencia ;:5, definida por u 
es estrictamente convexa. Sean x, y E e, con x f= y sin pérdida de generalidad 
supongamos que u (y) ~ u (x) por definición de función de utilidad y ;:5, x. 
Considerando 

y;:Sx 1\ y;:Sy 

De la convexidad estricta de ;:5, resulta 

y -< ax + ( 1 - a) y 

Por lo tanto, de la definición de función de utilidad 

min {u ( x) , u (y)} = u (y) < u ( ax + ( 1 - a) y) 

Entonces, queda demostrado que la función u es estrictamente cuasi-cóncava . 

• 
Definición 2.8 Un espacio vectorial ordenado E es un espacio vectorial con la 
relación de orden ~ tal que satisface las siguientes propiedades: 

• Si y ~ x en E entonces y + z ~ x + z para todo z E E. 

• Si y ~ x en E entonces ay ~ ax para todo a E R. 
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Definamos, el conjunto E+ por: 

el cual, es conocido como el cono positivo de E y sus elementos son llamados vectores 
positivos. Un ejemplo importante es el espacio vectorial ordenado E = Ir". El 
orden es definido por y= (y¡, .. , Yn) ::; (x¡, .. , Xn) = x si y solo si Yi ::; Xi para todo 
i = 1, 2, ... , n. El cono positivo de Ir" es denotado por Jl:t, esto es, 

R~ = {x = (x¡, .. ,xn): O::; Xi, Vi= 1, .. ,n}. 

Notemos que y< x en Ir" si y solo si Yi::; xi para todo i y Yi < xi para algún i. A 
partir de estas definiciones definimos la monotonicidad de las preferencias. 

Definición 2.9 Una relación de preferencia j en un subconjunto no vacío X de 
un espacio vectorial ordenado, se dice que es 

1. Monótona; si x, y E X y x <y implica x ~y. 

2. Estrictamente monótona; si x, y E X y x <y implica x-< y. 

Toda preferencia estrictamente monótona es monótona. Sin embargo, la preferencia 
monótona no es necesariamente estrictamente monótona. Por ejemplo, consideremos 
la preferencia en R! definida por la función de utilidad 

Sean 

X¡= 1 

Y1 = 2 

x2 =0, 

Y2 =O 

claramente, (1, O) < (2, 0). De la definición de u tenemos 

u (1, O) ::; u (2, O) 

entonces, 
(1, O) ~ (2, O). 

Además, observamos que 
(2, O) j (1, O) 

lo cual implica que no se satisface 

(1, O) -< (2, O). 

Por tanto, se satisface (1, O) < (2, O) y • ((1, O) -< (2, 0)), es decir, la relación de 
preferencia no es estrictamente monótona sin embargo, es monótona. 
Introducimos una nueva definición 
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Figura 2.2: Convexidad por el origen 

Definición 2.10 (Convexidad por el origen) Una curva S es convexa por el origen 
si existe a lo más un punto de la curva entre el segmento formado por el origen y el 
punto de intersección del segmento formado por dos puntos de S. 

La curva mostrada en la gráfica es convexa por el origen, desde que A y B son dos 
puntos en la curva, entonces el rayo pasando por el origen O y x (punto del segmento 
AB) intercepta a la curva en el punto D. 
En base a esta definición podemos dar mas resultados de funciones de utilidad cuasi
cóncavas. 

Teorema 2.3 Sea u : e ---+ R una función de utilidad definida en un subconjunto 
convexo e del cono positivo de un espacio vectorial ordenado. Si u es estrictamente 
monótona y cuasi-cóncava entonces sus curvas de nivel son convexas por el origen. 

Demostración. Sean x, y E e talque u (X) = u (y) = e consideremos 

z = ax + (1- a) y 

para algún O < a < l. 
Desde que u es cuasi-cóncava se tiene 

U ( Z) = U ( QX + ( 1 - Q) y) 2:: min {U (X) , U (y)} = C. 

Por la monotonicidad estricta de u se concluye que el rayo { AZ : A 2:: O} no intercepta 
al conjunto de nivel {a E e : u (a) = e} en un punto fuera del segmento formado por 
o y z. 
En efecto, supongamos que el rayo { AZ : A 2:: O} intercepta al conjunto de nivel 
{a E C : u (a) = e} fuera del segmento Oz entonces existe "X > 1 tal que u ("Xz) = e 
Por otro lado, se tiene O < z < Xz entonces desde que u estrictamente monótona y 
creciente por ser función de utilidad u (z) <u ("Xz) entonces 

e ~ u ( z) < u ("Xz) = e 

Así e > e, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, el teorema queda demostrado . 

• 
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Definición 2.11 Sea ~ una relación de preferencia en un subconjunto X de un 
espacio vectorial E. Entonces un vector v E E se dice extremadamente preferible 
para ~ cuando: 

1. x + av E X para todo x E X y todo a > O. 

2. x -< x + av para todo x E X y todo a > O. 

Gracias a esta definición enunciamos el siguiente teorema que es importante para 
preferencias definidas en un cono convexo de un espacio vectorial finito dimensional. 

Teorema 2.4 Para una preferencia continua ~ definida en el cono positivo R'¡ del 
espacio vectorial Rn se satisfacen los siguientes enunciados: 

1. Si ~ es convexa, monótona con un vector extremadamente preferible, entonces 
~ puede ser representada por una función de utilidad continua monótona y 
cuasi-cóncava. 

2. Si ~ es estrictamente convexa y estrictamente monótona, entonces ~ puede 
ser representada por una función de utilidad continua, estrictamente monótona 
y estrictamente cuasi-cóncava. 

Demostración. Sea ~ una relación de preferencia continua, monótona y convexa 
la cual tiene un vector extremedamente preferible v, es decir: 

• x+av E R'¡, 'Vx E R'¡, 'Va> O. 

• x-< x+av, Vx E R'¡, 'Va> O. 

Considerando e= v + (1, ... , 1) 

• a (1, ... , 1) E R'¡ 1\ x +avE R'¡ entonces 

x+av+a(1, ... ,1) E Rr_;_, 

así, 
x+ae E Rr_;_. 

• Desde que, 
x + av < x + av +a (1, ... , 1), 

por monotonicidad de ~ tenemos 

x + av ~ x + av +a (1, ... , 1) 

y como 
x-<x+av 

entonces por transitividad tenemos, 

x -< x + ae, 'Va > O. 
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Así, e también es extremadamente preferible donde e = ( e1, ..• , en). 
De esta manera, podemos asumir que existe un vector extremadamente preferible e 
satisfaciendo ei > O para todo i. 
Ahora para cada x E JG- definimos el conjunto 

{a> O: x ~ ae} 

desde que ~ > O y Xi > O por el Lema Arquimediano existe a E N talque Xi < aei 
entonces x < ae por monotonicidad x ~ ae se concluye que el conjunto es no vacío. 
Observamos que el conjunto anteriormente definido es no vacío y además tiene como 
cota inferior O y por el axioma del supremo este conjunto tiene ínfimo. 
A partir de esto definimos 

u ( x) = inf {a > O : x ~ a e} 

el cual está bien definido. 
Afirmamos que X rv u (X) e. 
En efecto, desde que ~ es continua entonces {y E JG_ : x ~ y} es cerrado. 
Por otro lado, si u ( x) > O entonces para todo E suficientemente pequeño tal que 
u (x)- E >O se tiene (u (x)- E) e~ x. Supongamos que la afirmación anterior no 
es cierta, es decir, x ~(u (x)- E) e 
Desde que u (x)- E > O podemos considerar a= u (x)- E talque x ~ ae, de la 
definición de u (x) como el ínfimo de este conjunto 

u(x)::::; u(x)- E. 

Donde se concluye E < O lo cual es una contradicción. Entonces no es cierto que 
x ~(u (x)- E) e por lo que queda demostrada la afirmación. 
Si u ( x) = O entonces de la hipótesis de x ~ O y la monotonicidad de ~ implican 
o ~ x Por tanto, 

O= u(x)e ~ x 

Por lo tanto, u (x) e rv X. 

Hacemos la siguiente observación la que usaremos para demostrar resultados poste
riores. Si O ::::; a y O ::::; {3, entonces {3e ~ ae si y solo si {3 ::::; a. 
En efecto, supongamos que {3e ~ ae implica a< {3. 
Entonces {3 - a > O y desde que e es extremadamente preferible cosideremos 
a = {3 - a y ae un vector de Rn obtenemos 

a e -< a e + ({3 - a) e = {3e 

Lo cual es una contradicción, por lo que queda demostrada la afirmación. 
En particular, se ha demostrado que para cada x E ~ existe un escalar u (x) tal 
que X rv U (X) e. 

Es claro que la función u : m¡_ --+ R definida anteriomente es una función de 
utilidad representando ~-
En efecto, si X ~ y entonces X rv u (X) y y rv u (y) por la definición de indiferencia 
rv obtenemos: 

u ( x) e ~ x ~ y ~ u (y) e 
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e 

u(x 

Figura 2.3: Curva de indiferencia 

Probaremos la cotinuidad de la función de utilidad a partir de las siguientes identi
dades: 
La primera identidad es la siguiente: 

{ x E R~ :u (x) ~ r} = { x E R~ : x ;:$re} 

En efecto, sea z E { x E Kt :u (x) ~ r }, es decir u (z) ~ r entonces u (z) e~ re de 
monotonicidad u ( z) e ;:$ re, desde que z rv u ( z) e obtenemos z ;:$ u ( z) e ;:$ re. Por 
lo tanto, de la observación anterior 

z E { x E R~ : X ;:$ re} 

Recíprocamente, sea z E { x E Kt : x ;:$ re}, es decir z ;:$ re, desde que u ( z) e rv z 
obtenemos u (z) e;:$ z ;:$re. Por lo tanto, de la observación anterior 

z E { x E R~ :u (x) ~ r} 

La segunda identidad es la siguiente: 

{ x E R~ : r ~u (x)} = { x E R~ :re;:$ x} 

En efecto, sea z E { x E Kt : r ~u (x) }, es decir r ~u (z) entonces re< u (z) e de 
monotonicidad re;:$ u (z) e, desde que u (z) e rv z obtenemos re;:$ u (z) e;:$ z. Por 
lo tanto, de la observación anterior 

Z E { x E R~ : re ;:$ x} 

Recíprocamente, sea z E { x E R't :re;:$ x }, es decir re;:$ z, desde que z rv u (z) e 
obtenemos re;:$ z ;:$u (z) e. Por lo tanto, de la observación anterior 

{ x E R~: r ~u (x)} 

Ahora probaremos la continuidad de la función de utilidad a partir de estas identi
dades y de la hipótesis de continuidad de ~-
Consideremos una sucesión (xn) en Kt tal que Xn -t x por demostrar que 

U ( Xn) -t U (X) . 
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Primero estudiaremos la existencia de tal límite, como u es una función de utilidad 
es monótona creciente además por su definición es acotada inferiormente por O y 
superiormente por un a > O. Desde que u (xn) es monótona y acotada entonces es 
convergente. Desde que x "' u ( x) e obtenemos 

Xn ~ U ( Xn) 1\ U ( Xn) ~ Xn 

De la continuidad de ~ 

x ~ lim u (xn) e 1\ lim u (xn) e ~ x 

Usando las identidades anteriores 

u (x) ~ lim u (xn) 1\ lim u (xn) ~u (x) 

Por tanto, lim u (xn) =u (x) entonces u es continua. 
La monotonicidad se obtiene desde u es una función de utilidad es monótona cre
ciente. 
Por último probaremos que u es cuasi-cóncava, sin pérdida de generalidad considere
mos x ~ y entonces por monotonicidad de ;:$ se tiene x ~ y desde que u es función 
de utilidad u(x) ~ u(y). 
De la convexidad de~ como x ~y y x ~ x implica x ~ ax + (1- a) y desde que 
u es una función de utilidad 

min{u(x),u(y)} = u(x) ~ u(ax+ (1- a) y) 

Lo que queda entonces demostrado. • 
El siguiente ejemplo, muestra que no toda relación de preferencia puede ser repre
sentada por una función de utilidad. 

Ejemplo 2.2 Sea X= [0, 1] x [0, 1] y consideremos la siguiente relación 

si x 1 > y1 o si x 1 = y1 y x 2 > Y2. Esta es una relación de preferencia que se conoce 
como la relación de preferencia lexicográfica. Veremos que esta relación no puede 
representarse mediante una función de utilidad. 

En efecto, supongamos que tal representación es posible, y por lo tanto existe una 
función de utilidad. Entonces, para cada rE [0, 1] se tiene 

(r, O) -< (r, 1) pues r = r y 1 >O entonces 

Por definición de función de utilidad, 

u [(r, O)] < u [(r, 1)] 

Consideremos d (r) =u [(r,l)]- u [(r, O)] >O para todo r. 
En consecuencia, afirmamos que [0,1] =U::::1 {r / d(r) > ~}, 
Primero, probaremos que 
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[0, 1] e u::o=l {r 1 d (r) > ~} 

Consideremos x E [0, 1], de ahí (x, O) -< (x, 1) 

u [(x, O)] <u [(x, 1)] 

Lo cual es equivalente, 
u [(x, 1)]- u [(x, O)] >O 

luego, 
d(x) >O 

entonces, por el Lema Arquimediano d ( x) > ~ para algún n E N se tiene 

Reciprocamente, probaremos que º { r / d ( r) > n e [O, 1] 

Sea x E U:::1 {r j d(r) > ~} entonces d(x) > ~ para algún n E N. Lo cual 
implica, 

1 
u [(x, 1)]- u [(x, O)] > - >O 

n 

para algún n E N. Por tanto, u [(x, 1)] >u [(x, 0)]. 
Notamos que, x E {0, 1] pues u está definida de la siguiente manera 

u: [0, 1] X [0, 1] ---+ R 

Como [0, 1] es no numerable entonces para algún n E N, el conjunto { r 1 d (r) > ~} 
es no numerable. Supongamos que el conjunto, 

es no numerable. Tomando u [(1, 1)]-u [(0, O)]= k y sea N entero mayor que km+1, 
es decir, N> km+ 1lo cual implica N~l >k. 
ElijamosunconjuntodeNelementos{r¡,r2 , ••• ,rN}enelconjuntoSm= {r 1 d(r) > !} 
de manera que r 1 < r 2 < ... < rN. 
Puesto que, 

luego, 

Por lo tanto, 
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u [(rn, 0)]- u [(rn-1, O)] >U [(rn-1, 1)]- u [(rn-1, O)] > ! . 
En consecuencia, 

k= u [(1, 1)]- u [(0, O)] - {u ((1, 1)]- u [(rN, O)]}+ {u [(rN, 0)]- u {(rN-b O)]} 
+ {u [(rN-b 0)]- u [(rN-2, O)]}+ {u [(rN-2, O)] -u [(rN-3)]} 
+ ... + {u [(r2, O)] -u [(r¡, O)]}+ {u [(r¡, O)] -u [(0, O)]} 

1 1 1 N-1 
> o+-+-+ ... - > -- > k, 

m m m m 

lo cual es una contradicción, por lo tanto, -< no se puede representar por una función 
de utilidad. 

28 



Capítulo 3 

Funciones Cuasi-convexas 

En la actualidad existe un buen número de definiciones equivalentes y caracteriza
ciones de funciones cuasi-convexas. Formalmente las definimos por la convexidad de 
sus conjuntos de nivel inferior. Debemos resaltar, que las funciones cuasi-convexas 
son usadas como la generalización de funciones convexas en teoría económica. 

X¡ 

" f(x) 

~~~ 
~~~____/ 

----~ Conjuntos de Nivel Inferior 

Figura 3.1: Función Cuasi-convexa 

Definición 3.1 Una función f: e e frl' --4 R definida sobre un conjunto convexo 
e, se dice que es cuasi-convexa si sus conjuntos de nivel inferior 

L (!, a) = {X E e : f (X) ~ a} 

son conjuntos convexos para todo a E R (ver figura 3.1}. Similarmente, f se dice 
que es cuasi-cóncava si sus conjuntos de nivel superior 

U(J,a) = {x E e: a~ f(x)} 
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son convexos para todo a E R. 

Las funciones definidas de esta manera fueron enunciados por primera vez por 
De Finetti [22]. Las propiedades de funciones cuasi-convexas, las relaciones entre 
ellas y las funciones convexas fueron estudiadas por Frenchel [20]. 
Resultados equivalentes pueden obtenerse fácilmente para funciones cuasi-cóncavas, 
desde que f es cuasi-cóncava si y solo si - f es cuasi-convexa. 

Teorema 3.1 Sea f: e e R"' -t R una función definida en el conjunto convexo 
e. Entonces f es cuasi-convexa si y solo si 

f(ax+(1-a)y) ~max{f(x),J(y)} 

\;f x, y E e, \;f A E [0, 1] . 

Demostración. Supongamos que f es cuasi-convexa, entonces 

L(f,a) = {x E e: f(x) ~a} 

es convexo para todo a real. Sean x, y E e y a= max{f (x), f (y)}. 
De la convexidad del conjunto L (!,a) tenemos que 

f(.Xx+(1-.X)y) ~a=max{f(x),f(y)}, \;f -X E [0,1]. 

Reciprocamente, sea L (!,a) el conjunto de nivel inferior de f y sean x, y EL(!, a) 
entonces 

f ( x) ~ a 1\ f (y) ~ a 

por hipótesis y por las desigualdades anteriores tenemos 

f(.Xx+ (1- .X) y)~ max{f(x),f(y)} ~a 

Así, el conjunto L (!,a) es un conjunto convexo. • 
En las figuras 3.2 y 3.3 se presentan ejemplos gráficos de funciones cuasi-convexas. 

Observación 3.1 Toda función convexa es cuasi-convexa. En efecto, sea f con
vexa, entonces 

f (.Xx + (1- .X) y) ~ .Xf (x) + (1- .X) f (y) ~ max {f (x), f (y)}, \fx, y E e, \;f,X E [0, 1}. 

El recíproco no es cierto, para ello considere por ejemplo la función f (x) = -x2 

que no es convexa pero es cuasi-convexa (ver ejemplo 2.1 ). Algunos resultados de 
la composición de funciones cuasi-convexas fueron desarrolladas por Schaible [44]. 
Uno de estos resultados se muestra en la siguiente proposición. 

30 



y 

/ 
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Figura 3.2: Función cuasi-convexa discontinua 

y 

X 

Figura 3.3: Funcion cuasi-convexa continua 
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Proposición 3.1 (Fenchel, 1951} Sea <P: e e lF- Runa función cuasi-convexa 
y sea f : D e R - R una función no decreciente en D conteniendo la imagen de 
c/>, entonces la función composición f o <P es también cuasi-convexa. 

Demostración. Sea </J una función cuasi-convexa en e, entonces para todo x, y E e 
y .A E [0, 1], tenemos 

<P ( .Ax + ( 1 - .A) y) ~ max { 4> ( x) , <P (y)} . 

Como f es no decreciente entonces 

f (cf>(.Ax + (1- .A) y))~ f (max{</J(x) ,cp(y)}). 

Lo cual es equivalente a 

f (1> (.Ax + (1- .A) y)) ~ max {f (1> (x)) ,f (<P (y))}. 

Por lo tanto queda demostrado que f o <P es cuasi-convexa. • 
Observación 3.2 La proposición anterior no puede enunciarse para funciones con
vexas, esto es, si <P es convexa, entonces f o <P no necesariamente es convexa. Para 
ver esto, consideremos el siguiente la función 

f:R- R 

y - f (y)= y3 

la cual es no decreciente y la función afin 1> 

<jJ:e- R 

x - </J(x)=x. 

A pesar que 1> es convexa y f es no decreciente se tiene que f (<P (x)) = x3 no es 
convexa, es decir f o 1> no es convexa. 

De la proposición anterior se deduce que toda transformación no decreciente de 
funciones convexas es cuasi-convexa. 

Observación 3.3 Cuando la función es convexa es bien conocido que todo mínimo 
local es global. Sin embargo, para funciones cuasi-convexas este resultado no es 
verdadero. Basta considerar la función cuasi-convexa. 

-l~x~1 

1<x~3 

3 <X~ 4. 

Observamos que x = 2 es un mínimo local, pero no un mínimo global. El siguiente 
resultado muestra que resultados globales pueden ser obtenidos para mínimos locales 
estrictos. 
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-1 1 2 3 4 

Figura 3.4: Mínimo local, que no es mínimo global 

Proposición 3.2 Sea f : e e Rn ---+ R una función cuasi-convexa definida en 
el conjunto convexo e. Si x* es un mínimo local estricto de f entonces x* es un 
mínimo global estricto de f en e. 

Demostración. Si x* es un mínimo local estricto entonces, existe 8 > O, tal que 
para todo X#- X* en el conjunto en B/j (x*) se tiene 

(3.1) 

Supongamos que x* no es un mínimo global estricto de f entonces existe un x E e, 
x #- x* tal que 

Por cuasi-convexidad de f 

En particular consideremos 

.-\E (O, llx ~ x*ll) n (0,1), 

entonces, 
x = .-\x + (1 - .-\) x* E en Bli (x) . 

de (3.2) obtenemos que 

f (x) s; f (x*), x E Bli (x*) n e 
Lo cual contradice (3.1). Por lo tanto, queda demostrado que si x* es un mínimo 
local estricto, también es un mínimo global estricto. • 
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X 

Figura 3.5: Función cuasi-convexa en una variable 

Definición 3.2 Sea f : e e Rn -+ R una función definida en el conjunto convexo . 
e' entonces f tiene la propiedad de segmento máximo si f alcanza su máximo sobre 
todo segmento cerrado [x1,x2] E e en algún punto X E [x1,x2]· 

Proposición 3.3 Una función cuasi-convexa definida en el conjunto convexo 
e e~ tiene la propiedad de segmento máximo. 

Demostración. Sea [x¡, X2] e e un segmento cerrado entonces para todo punto 
x E [x1 , x 2] tenemos 

X = AX¡ + (1 - .X) X2 E e, V ). E (0, 1] , 

desde que f es cuasi-convexa 

De esta manera, el máximo de f sobre (x1 , x2 ] es alcanzado por x1 o x2 • • 

El siguiente concepto, concierne a funciones de variable real y fue introducido por 
Diewert, Avriel y Zang [18]. 

Definición 3.3 Sea f: I e R-+ Runa función definida en el intervalo abierto I, 
entonces f alcanza un máximo local semi-estricto en x0 E I si existen X¡, x2 E J, 
X¡ < Xo < x 2 tal que 

y 

max {f (x¡) , f (x2)} < f (xo) 
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Figura 3.6: Máximo local semi-estricto 

X 

Proposición 3.4 Sea f : I e R ---+ R una función definida en el intervalo I. Si f es 
cuasi-convexa entonces no existe un punto x0 que sea un máximo local semi-estricto 
de f. 

Demostración. Si f es cuasi-convexa, entonces para cualquier par de puntos 
x 1 , x 2 E I tenemos 

f (.Ax¡ + (1 -.A) x2) ::; max {f (xt), f (x2)}, V .A E [0, 1]. 

Sea x0 = .A*x1 + (1- .A*) x2 , para .A* E [0, 1] entonces 

Desde que f no satisface la segunda condición de máximo local semi-estricto entonces 
f no tiene un máximo local semi-estricto. • 

Teorema 3.2 (Diewert, Avriel y Zang, 1981} Una función f : e e K" ---+ R 
definida en el conjunto abierto y convexo e es cuasi-convexa, si y solo si, 

1. Tiene la propiedad de segmento máximo. 

2. Para todo X E e y todo V E K" tal que VT V = 1, además l E R, l > o 
satisfaciendo X + lv E e la función F ( t) = f (x + tv) no alcanza un máximo 
local semi-estricto entE (0, l) 

Demostración. Primero, supongamos que f es cuasi-convexa en un conjunto e 
abierto y convexo. 
El item 1 se satisface, desde que fes cuasi-convexa y por Proposición 3.3. 
Para demostrar el item 2, afirmamos que F (t) = f (x + tv) es cuasi-convexa en 
(0, t). Probaremos inicialmente 

V t E (0, t) ==? x + tv E e 
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En efecto, sea O < t < t entonces, 

de aquí, 

t (x+tv=x+-=. tv) 
t (~ + 1- ~) x + ~ (tv) 

t t t 

- ~ (x + tv) + ( 1 - ~) x E. C. 

La pertenencia anterior se cumple desde que C es un conjunto convexo. 
Ahora probaremos que F es cuasi-convexa en (0, t). Por tanto, debemos demostrar 
que 

F(-\t1 + (1- -X)t2) ~ max{F(t1) ,F(t2)}, V t1,t2 E (0, t). 
En efecto, sean t17 t2 E (0, t) luego 

x+t1v,x+t2v E C, 

de la cuasi-convexidad de f tenemos, 

f(-\(x+t1v)+(1--\)(x+t2v)) ~max{f(x+t1v),f(x+t2v)}, V-X E (0,1]. 

La expresión anterior es equivalente a 

F (-\t1 + (1- -\) t2) ~ max {F (t1), F (t2)}. 

La cual demuestra que Fes cuasi-convexa en (0, t). 
Por tanto, usando la Proposición 3.4 la función F (t) = f (x + tv) no alcanza un 
máximo local semi-estricto entE (0, t). 
Recíprocamente, sean X¡, X2 E e tal que X¡ =1= X2, consideremos 

X2- X¡ -
v = 11 ll 1\ t = llx2 - xdl . x2 -x1 

(3.3) 

Como X¡ + tv E e, definamos 

F (t) = f (x1 + tv), Vt E (O, t). 

Desde que f tiene la propiedad de segmento máximo sobre [0, t] , F alcanza su 
máximo en algún t0 E [0, t], es decir, 

F (t) ~ F (t0), V t E (0, t) . (3.4) 

Ya que F no alcanza un máximo local semi-estricto en t0 E (0, t), entonces ' 

F (t0) ~ max {F (O), F (t)}. (3.5) 

De (3.4) y (3.5), 

F ((1- -\) t) = F (t) ~ max {F (O), F (t)}. (3.6) 

Usando (3.3) y reemplazando en (3.6) tenemos 

f (-\x1 + (1 - -\) x2) ~ max {f (x1), f (x2)}, V-\ E (0, 1]. 

Por lo tanto, f es cuasi-convexa. • 
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Proposición 3.5 Sea f : e e ~ ~ R una función semicontinua superior definida 
en e. Entonces f tiene la propiedad de segmento máximo. 

Demostración. Sea [x1 , x2] e e un segmento cerrado. Afirmamos que f es acotada 
superiormente. Procediendo por contradicción, supongamos que existe 

Como {xk} e [x¡, x2] y [x1 , x2] es cerrado entonces, 

limxk = x A x E [x1 ,x2]. 

Por la semicontinuidad superior de f 

+oo = limsup f (xk) ~ f (x) 

Lo cual es una contradicción. Asi, f es acotada superiormente. 
Desde que f es acotada superiormente, por el axioma del supremo, f posee supremo, 
es decir, existe a E R tal que 

a= sup f(x). 
xE(x¡,x2] 

Por lo tanto, existe {xt} e [x¡,X2] tal que 

limf (xt) =a. 

Por la cerradura de e' existe { Xt} e [x¡, x2] tal que 

De la semicontinuidad superior de f tenemos 

Entonces, existe {x*} E [x1,x2] tal que 

Por tanto, el máximo de f en [x17 x2] es alcanzado en x*. • 
Definición 3.4 Sea f : I e R ~ R definida en el intervalo I. Esta función es 
unimodal en I si existe x* E I donde f alcanza su mínimo en I y paro x1 , x2 E I 
tal que x1 < x2 se tiene 

y 
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X 

Figura 3.7: Funciones Unimodales 

La definición anterior significa que una función de variable real unimodal es dividida 
en dos sub intervalos (uno de ellos puede ser vacío) por el punto que alcanza el mínimo 
en I, donde el subintervalo de la izquierda de x hace que la función sea no creciente 
y el subintervalo de la derecha de x hace que la función sea no decreciente. 

Proposición 3.6 (Martos, 1975} Sea f : I e R ~ R definida en el intervalo 
abierto I y supongamos que alcanza su mínimo en un punto x* E I. Entonces f es 
cuasi-convexa si y solo si es unimodal en I. 

Demostración. Supongamos que f es cuasi-conveva y sean x1 , x2 E I talque 
x1 < x2. Si x2 S x* entonces 

luego, 

desde que f alcanza su mínimo en x* tenemos, 

(3.7) 

Por otro lado, si x* S x1 entonces 

luego, 

desde que f alcanza su mínimo en x* tenemos, 

(3.8) 

De (3.7) y (3.8) concluimos que fes unimodal. 
Recíprocamente, supongamos que f es unimodal, sean X1, x 2 E I tal que x1 < x2 y 
definamos 

X(.\)= .\x1 + (1- .\) X2, 'tf A E (0, 1). 
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Si tenemos x (.A) :::; x* y como x1 < x (.A) entonces 

f (x (.A)) :::; f (x¡). (3.9) 

Ahora, si x* :::; x (.A) y como x (.A) < x2 entonces 

(3.10) 

De (3.9) y (3.10) tenemos 

f (.Ax¡ + (1- .A) x2) :::; max {f (x¡), f (x2)}, 'V .A E [O, 1]. 

Lo cual demuestra que f es cuasi-convexa. • 
Note que si I es un intervalo compacto no vacío y fes semicontinua inferior alcanza 
su mínimo sobre I. Por tanto, bajo ciertas condiciones, cuasi-convexidad y uni
modalidad de f son equivalentes. Una versión mas elaborada del anterior teorema 
se puede encontrar en Martos [33]. La idea de unimodalidad fue generalizada por 
Newman [36] y Wilde [50] para el caso n dimensional. 

Definición 3.5 Sea f : Ce Rn ~ R definida en el conjunto convexo C. Se dice que 
f es unimodal en e si para todo intervalo cerrado [x¡, x2] e e en el cual f alcanza su 
mínimo en el punto x* tenemos f (x*) :::; f (x) :::; f (x1) donde x = .Ax* + (1- .A) x1 

para O:::; .A:::; l. 

Usando esta definición se puede mostrar que las funciones semicontinuas inferiores 
cuasi-convexas y unimodales son equivalentes. 

Proposición 3. 7 La función f : C e ~ ~ R definida en el conjunto convexo C es 
cuasi-convexa si y solo si para todo x 1 , x2 E C la función de variable real F definida 
por 

es cuasi-convexa en el conjunto convexo 

J={.AER:O:::;.A:::;1}. 

Demostración. Sean X¡, X2 E e y supongamos que f es cuasi-convexa. 
Sean .Ao, .A1, .A2 tal que O :::; .A1 < .A0 < .A2 :::; 1 y definamos 

Entonces, existe a E (0, 1) tal que y0 = ay1 + (1- a) y2 • En efecto, como .A1 < .A0 < 
.A2 , existe a E (0, 1) tal que 

De la definición se tiene 
Yo = .Aox1 + (1 - .Ao) x2. 
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Reemplazando el valor de >.0 obtenemos 

Usando de nuevo la definición se tiene que 

Yo= ay¡+ (1- a) Y2· 

Luego, de la cuasi-convexidad de f se tiene que 

Lo cual implica que 

Entonces, F es una función cuasi-convexa. 
Recíprocamente, sean X¡' X2 E e y supongamos que F es cuasi-convexa en J' en
tonces 

max{F(O),F(l)} ~F(>.) 

y 

Lo cual implica que f es cuasi-convexa. • 
De esta manera f es una función cuasi-convexa en su dominio convexo C e Rn si y 
solo si es cuasi-convexa en todo segmento contenido en C. 

Definición 3.6 Una función f: Ce~-+ R definida sobre un conjunto convexo 
C es cuasi-afin si y solo si f es cuasi-convexa y cuasi-cóncava. 

Como los conjuntos de nivel superior y los conjuntos de nivel inferior de las funciones 
cuasi-afines, son conjuntos convexos, se satisface, para todo x1 , x2 en el dominio 
convexo de f 

Para funciones de variable real las funciones monótonas (funciones crecientes o de
crecientes) y cuasi-afines son equivalentes. 
Cabe resaltar que una función es convexa y cóncava si y solo si es afin. Las funciones 
cuasi-afin son generalizaciones de funciones afines en el caso en que reemplazamos 
convexidad y concavidad por cuasi-convexidad y cuasi-concavidad. 
Un interesante resultado de funciones cuasi-afines en términos de superficie de nivel 
se da en las superficies de indiferencia usadas en el análisis económico. 

Proposición 3.8 Sea f : C e ~ -+ R una función continua definida en el con
junto convexo C. La superficie de nivel definida por 

Y(!, a)= U(!, a) n L (!,a)= {x E C: f (x) =a} 

es un conjunto convexo para todo a E R si y solo si f es cuasi-afin. 
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Demostración. Asumamos que el conjunto Y(!, a) es convexo. Probaremos que 
f es cuasi-afin. Supongamos que f no es cuasi-convexa, entonces existen x1 , x2 E e 
y .A E (0,1) tal que 

(3.11) 

Sin pérdida de generalidad asumiremos que a= f (xi), luego 

donde x = .Axi + (1 -.A) x2 . Desde que f es continua en el segmento compacto 
[x, x2] existe 

x = :Xx + (1 - :X) x2 

para algún X E [0, 1) tal que f (x) =a. 
Sustituyendo el valor de x en (3.12) tenemos 

Definiendo .XX = r se tiene 

x = rx1 + (1- r) x2 , donde rE [0, 1]. 

Desde que X2 = x~~~l obtenemos 

X- AXI 
x = rxi + (1- r) 

1
_ .A 

multiplicamos por (1 - .A) 

multiplicamos por l~r 

(1- .A) X= (r- .A) XI+ (1- r) X 

1-.A r-.X 
--x---XI=X 
1-r 1-.A 

consideremos 'Y = ~::::;, entonces 

X= "fX + (1-¡) XI rE (0,1). 

(3.12) 

Como Y(!, a) es convexo y x, x1 E Y(!, a) entonces x E Y(!, o) luego f (x) =a 
contradiciendo (3.11). Por lo tanto, fes cuasi-convexa. 
Por otro lado, probaremos que fes cuasi-cóncava, es decir, -fes cuasi-convexa. 
Supongamos que - f no es cuasi-convexa, entonces existen x11 x2 E e y .A E (0, 1) 
tal que 

(3.13) 

Sin pérdida de generalidad asumiremos que a=-f (xi) luego 
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donde x = .Axi + (1- .A) x2 . Desde que f es continua en el segmento compacto 
[x, x2] existe 

X = ~x + ( 1 - ~) X2 

para algún~ E [0, 1) tal que f (x) =a. 
Analogamente, realizando operaciones elementales como en el caso anterior tenemos 

X= 'YX + (1- 'Y) X¡, 'Y E (0, 1). 

Como Y (- j, a) es convexo y x, x1 E Y (- j, a) entonces x E Y (- j, a) luego 
- f (x) =a contradiciendo (3.13). Por lo tanto, fes cuasi-cóncava. 
Recíprocamente, si f es cuasi-afin entonces es cuasi-convexa y cuasi-cóncava. Por 
tanto, U(!, a) y L (f, a) son conjuntos convexos para todo a E R. 
En consecuencia, la intersección de U(!, a) y L (!,a) también es convexa. • 

Concluimos esta sección con dos observaciones dadas por Ponstein [40] y Thompson 
y Parke [48]. Primero, para funciones continuas la definición de cuasi-convexidad 
se presenta de la manera siguiente: Una función f continua definida en el conjunto 
convexo e es cuasi-convexa si sus conjuntos de nivel inferior estricto 

L0 (f,a) = {x E e: f(x) <a} 

son conjuntos convexos para todo real a. 
La segunda observación se refiere a la desigualdad de Frenchel, que es equivalente a 
la siguiente expresión 

Entonces, la caracterización de funciones cuasi-convexas se puede enunciar de la 
siguiente forma. Sea f una función continua definida en un conjunto convexo e e ~ 
es cuasi-convexa si y solo si 

3.1 Funciones Diferenciables Cuasi-convexas 

En esta sección trabajaremos con la caracterización de funciones cuasi-convexas 
diferenciables. 

Teorema 3.3 {Arrow y Enthoven, 1961} Sea j: e e~ ---t Runa función dife
renciable en el conjunto abierto convexo e. Entonces, f es una función cuasi
convexa si y solo si para todo x1 , x2 E e 

(3.14) 

Demostración. Supongamos que f es cuasi-convexa, si 
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entonces 

En particular, para>. E (0, 1) tenemos 

f (>.x1 + (1 - >.) x2) - f (x2) < O 
>. -

Lo cual es equivalente a 

f (x2 + >. (x1- x2))- f (x2) < 
0 >. -

considerando v = x 1 - x2 , tenemos 

Tomando límite cuando >. ~ o+ entonces 

Por definición, 

Por lo tanto, 

Recíprocamente, sean X¡' X2 E e sin pérdida de generalidad asumimos que 

definiendo, 
F (>.) = f (>.x1 + (1- >.) x2), V>. E [O, 1] 

entonces 
F(1) ~ F(O). 

Supongamos que la función F no es cuasi-convexa, es decir existe>.* E (0, 1) tal que 

Desde que F (1) ~ F (0), se tiene que 

(3.15) 

Por el teorema del valor medio en el intervalo [ >.*, 1], existe >.0 E ( >.*, 1) tal que 

F'(>. )= F(1)-F(>.*) O 
o 1- >.* < 
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Entonces, 

(3.16) 

donde x0 = .A0x1 + (1 - .A0 ) x2. De (3.15) se tiene que f (x2) < f (xo) luego de la 
hipótesis 

(3.17) 

Reemplazando 

en ( 3.17) tenemos 

Lo cual es equivalente a 

desde que .A0 > O tenemos 

Lo cual contradice (3.16). Por lo tanto, queda demostrado que f es una función 
cuasi-convexa. • 
La condición (3.14) tiene una simple interpretación geométrica cuando V f (x0 ) =/=O. 
El vector V f (x0) define un hiperplano para el conjunto de nivel 

{y: f (y) ::; f (xo)} 

en el punto x0 . Notemos, que la caracterización de funciones convexas diferenciables 

Figura 3.8: Conjuntos de nivel de una función cuasi-convexa 

implica la caracterización de funciones diferenciables cuasi-convexas. Sin embargo, 
existen algunas diferencias in portantes, si f es convexa y V f ( x0) = O, entonces 
x0 es un mínimo global de f, pero, este enunciado no se cumple para funciones 
cuasi-convexas, es posible que V f (x0) =O, pero x0 no es un mínimo global de f. 
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Observación 3.4 La función f: R--+ R definida como f(x) = x 3 es una función 
cuasi-convexa. Su derivada está dada por f'(x) = 3x2 en el punto x 0 =O tenemos 
que f'(x0 ) =O. Sin embargo, x0 =O no es un mínimo global de f. 

Proposición 3.9 Sea f : e e R"' --+ R diferenciable en el conjunto abierto y 
convexo e. Entonces f es cuasi-a fin si y solo si para todo X¡' X2 E e 

y 

Demostración. Desde que f es cuasi-afin entonces es cuasi-cóncava y cuasi-convexa. 
Entonces f es cuasi-convexa si y solo si 

Además f es cuasi-cóncava si y solo si 

Por lo tanto, queda demostrado. • 
Como consecuencia de esta proposición tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 3.1 (Martos, 1965) Sea f : e e R"' --+ R una función diferenciable en 
el conjunto convexo y abierto e. Entonces f es cuasi-a,fin si y solo si para todo 
X¡,X2 E e y X= AX¡ + (1- >.)x2, con o:::;>.:::; 1 tal que 

f (x2) :::; f (x¡) implica que O:::; (x¡- x2f \1 f (x) 

Demostración. Supongamos que fes afin, si f (x1) ~ f (x2 ) entonces de la cuasi
convexidad de f se tiene que 

f(x) = f (>.x¡ + (1- >.) x2) :::; max {f (x¡), f (x2)} = f (x¡), V>. E [0, 1]. 

Desde que f es cuasi-cóncava y del teorema 3.3 obtenemos 

(x1 - x)T\lf (x) ~O, 

lo cual es equivalente a 

Por tanto, 

Recíprocamente, sean X¡, x2 E e y X = AX¡ + (1 - >.) X2 tal que f (x¡) ~ f (x2) 
implica que 
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Desde que la propiedad anterior se cumple para todo .A E [0, 1], tomando en parti
cular, a .A = O obtenemos 

(x1 - x2f \1 f (x2) ~ O 

entonces del teorema 3.3 se tiene que f es cuasi-cóncava. 
Por otro lado, considerando .A = 1 tenemos 

lo cual es equivalente a 
(x2- x¡)T \1 f (x¡) ~O 

por tanto, del teorema 3.3 f es cuasi-convexa. Así, f es cuasi-afin. • 
Otra caracterización de funciones diferenciables cuasi-convexas puede darse en términos 
del máximo local semi-estricto. Iniciaremos, considerando el caso de funciones de 
una variable. 

Proposición 3.10 (Diewert, Avriel y Zang, 1981} Sea f: I C R ~Runa función 
diferenciable definida en el intervalo abierto I. Entonces f es cuasi-convexa si y 

solo si para todo x0 E I tal que f' ( x0 ) = O la función f no alcanza un máximo local 
semi-estricto en x0 . 

Demostración. Sea f cuasi-convexa y x0 E I tal que f'(x0 ) = O.Supongamos 
qye f tiene un máximo local semi-estricto en x0 entonces existen x 1 , x 2 E I con 
X¡ < xo < x2 tal que 

f (..Xx1 + (1 - .A) x2) ~ f (xo), V .A E [0, 1] 

y 

(3.18) 

Desde que f es cuasi-convexa tenemos 

(3.19) 

luego de (3.18) y (3.19) 

max {f (x¡) , f (x2)} < max {f (x¡) , f (x2)} . 

Lo cual es una contradicción, por tanto, f no alcanza un máximo local semi-estricto 
en xo E J. 
Recíprocamente, supongamos que f no es cuasi-convexa, entonces existen x1 , x2 E I 
y X E (0,1) tal que 

Desde que f no alcanza un máximo local semi-estricto en x0, para x1 < x0 < x2 
tenemos 

f (xo) ~ max {f (x¡), f (x2)}. 
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Sin pérdida de generalidad supongamos 

luego, 

donde x = .Xx1 + (1 - .X) x2 . Como f' (x0 ) = O tenemos 

\;/E> O, 3 ó >O/ O< lx- xol < 8 =} 1 f (x)- f (xo) 1 <E 
X-Xo 

de aquí para O< lx- x0 1 < 8 se satisface 

O< I/ (x)- f (xo)l < t:, \;/E> O. 

Sea E= f (x)- f (x1) >O, talque lx- x01 < 8 entonces 

f (x) - f (xo) < f (x) - f (x¡) 

por tanto, 
f (x¡) < f (xo) . 

Lo cual contradice (3.20), en consecuencia fes cuasi-convexa. 

Podemos generalizar la proposición 3.10 para funciones den variables. 

(3.20) 

• 

Teorema 3.4 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Sea f: e e H!" ~ R una función 
diferenciable definida en el conjunto abierto y convexo e. Entonces f es cuasi
convexa si y solo SÍ paro todo Xo E e y todo V E Ir" tal que VT V= 1 y VT"\1 j (xo) = 0 
la función F (t) = f (x0 + tv) no alcanza un máximo local semi-estricto en t =O. 

Demostración. Supongamos que f es cuasi-convexa en un conjunto e abierto 
y convexo. En forma analoga a la prueba del teorema 3.2 se puede probar que 
F (t) = f (x0 + tv) es cuasi-convexa en [0, t]. Como 

F'(O) = vt"\1 f(xo) 

usando la Proposición (3.10) para la función F (t) = f (x0 + tv) tenemos que F no 
alcanza un máximo local semi-estricto en t = O. 
Reciprocamente, supongamos que para todo Xo E e y todo V E Ir" tal que vtv = 1 
y vt"\1 f ( Xo) = O se tiene que 

F(t) = f(x0 + tv) 

no alcanza máximo local semi-estricto en t =O y con F'(O) = vt"\1 f(x0) =O entonces 
de la proposición 3.10 se tiene que Fes cuasi-convexa en t = [0, t]. Luego, 

F ((1- .-\) t) = F (t) :S max {F (O), F (t)}, \;/,\E [0, 1]. (3.21) 

lo que es equivalente a 
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Por lo tanto, f es cuasi-convexa. • 
La interpretación geométrica de la condición en el teorema anterior es que la función 
f restricta para una recta pasando por x0 en dirección de v, ortogonal a la gradiente 
de f en x0 , no alcanza un máximo local semi-estricto en x0 • En particular, si 
V f ( x0 ) = O en algun punto x0 E e, entonces x0 no es un mínimo local semi-estricto 
de fa lo largo de toda recta pasando por x0 . 

Proposición 3.11 {Arrow y Enthoven, 1961; Avriel, 1972) Sea una función 
f : e e R" ---+ R cuasi-convexa y dos veces continuamente diferenciable en el 
conjunto abierto y convexo C. Si x0 E C, v E R" y vTV f (x0 ) = O entonces 
O ::::; vTV2 f (xo) v. 

Demostración. Supongamos que f es cuasi-convexa y existe v =/= O tal que 
vTVf(x0 ) =O y vTV2 f (xo)v <O. 
Por continuidad de j, existe E> O tal que llx- xoll <E implica 

(3.22) 

Sea x = x 0 + ¡.tv con O < J-L < E. Entonces reemplazando obtenemos 

de ahí, 

(x- xof V2 f (AX + (1 - A) Xo) (x- Xo) < o. 

Por el teorema de Taylor, 

f (x) = f (xo) + (x- xof V f (xo) + ~ (x- xo)T V 2 f (:Xx + (1- :X) xo) (x- xo) 

para algún O< A< l. Desde que vTV f (x0 ) =O y de (3.22), tenemos 

f (x) < f (xo). 

Por otro lado, consideremos x = x0 + J-L ( -v) 

lo cual es equivalente a, 

que implica, 

X-Xo 
-v=--

Xo-X 
v=---
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luego, 

de ahí, 

(x - xo? V2 f (x + (1 - .\) xo) (x - xo) < O. 

Por el teorema de Taylor, 

f (x) = f (xo) + (i- xo)T V f (xo) + ~ (x- xo? V 2 f ( ~x + (1 - :X) xo) (i- xo) 

entonces, 

f ( i) < f (X o) . 

Como x0 = ~ (x + i) y de (3.23) y (3.24) se tiene que 

f (xo) i max {f (x), f (x)} 

(3.24) 

Lo que contradice que fes cuasi-convexa. Así, se tiene que vTV2 f (x0) v ~O. • 

Corolario 3.2 Sea f : C e Ffl --+ R una función cuasi-convexa dos veces continua
mente diferenciable en el conjunto abierto C. Si x0 E C y V f (x0) = O, entonces 
O s; zTV2 f (xo) z para todo z E Rn. 

Demostración. Si Xo E e y V f ( Xo) = o entonces 

usando el resultado de la proposición (3.11) obtenemos 

Finalmente, queda demostrado el corolario. • 
Cabe destacar, que la condiciones necesarias y suficientes para cuasi-convexidad en 
términos de segunda derivada son mas complicadas que para convexidad. El primer 
resultado en esta dirección se presenta en el siguiente corolario. 

Corolario 3.3 (Gerencsér, 1973} Sea f: Ce Ffl--+ Runa función cuasi-convexa 
dos veces continuamente diferenciable en el conjunto abierto y convexo C. Entonces 
V 2 f, la Hesiana de f, tiene a lo más un autovalor negativo para todo x E C. 

Demostración. Supongamos que Xo E e y V2 f (x0) tiene dos o más autovalores 
negativos. 
Sean e1, ... ,en un conjunto de n autovectores ortogonales de V f (x0 ) y sin pérdida 
de generalidad, asumimos que los autovalores, .\1 y .\2 , asociados con e1 y e2 son 
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negativos. 
Consideremos 

T = { b¡e¡ + ... + bnen: (eif '\1 f (xo) =O; bi E R, i = 1, ... , n} 
como el subespacio generado por el conjunto de vectores ortogonales a '\1 f (x0 ) y sea 

E = { a1 e1 + G.2e2 : a¡, a2 E R} 

el subespacio generado por e1 y e2 • 

Entonces T n E debe contener al menos un vector v0 =/= O dado por v0 = a 1 e1 + a 2e2 , 

donde a 1 , a2 no son ceros al mismo tiempo. Claramente, 

(a¡ e¡+ a2e2f '\1 f (xo) = a1 (et)T '\1 f (xo) + a2 (e2f '\1 f (xo) =O 

luego, (vo)T '\1 f (x0 ) =O. Por tanto, como A1 y A2 son autovalores asociados con e1 

y e2 

(vol '\12 f (xo) Vo =a~ (e¡l A¡ e¡+ a2a1 (e2l A¡ e¡+ a1a2 (e¡)T A2e2 +a~ (e2)T A2e2 

desde que e1 y e2 son autovectores ortogonales tenemos, 

como A1 , A2 son autovalores negativos 

concluimos que la forma cuadrática es negativa, lo cual contradice la proposición 
3.11. • 

Recordemos que la Hesiana de una función convexa no puede tener autovalores 
negativos. Del corolario anterior, observamos que la generalización de convexidad 
para cuasi-convexidad, es equivalente a la existencia de a lo mas un autovalor neg
ativo en la Hesiana. 
A continuación mencionaremos el concepto de matrices subdefinidas positivas, in
troducida por Martos [32]. 

Definición 3. 7 La matriz simétrica B de números reales se dice subdefinida positiva 
si 

yT By < O =* By ::S: O V By 2 O, 

para todo y E ~. Si B es subdefinida positiva, entonces - B es llamada subdefinida 
negativa. En analogía, a esta definición B se dice semidefinida positiva si 

Se puede probar que B es semidefinida negativa, entonces B es subdefinida negativa 
y la familia de matrices subdefinidas negativa es precisamente la familia de matrices 
simétricas n x n que pueden tener hasta un autovalor positivo. 
En el siguiente ejemplo mostraremos que la condición necesaria de la proposición 
anterior no es suficiente para garantizar cuasi-convexidad. 
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Ejemplo 3.1 Considere la función f (x) = -x4 en 

e= {x: X E R, -1 <X< 1}. 

Entonces 

V' f (x) = ¡' (x) = -4x3 

y el único punto X o E e para V =1= o tal que vTV' f ( Xo) = o es Xo = o. En este 
punto vTV'2 f (x0) v =O para todo vE R. Por tanto, se satisface la condición de la 
proposición, pero f no es cuasi-convexa. 
Supongamos que f es cuasi-convexa entonces se cumple 

f (..Xx1 + (1 -.A) x2) S max {/ (x¡) , f (x2)} , 'V .A E [0, 1] 

consideremos x1 = -~, x2 =~y ..\0 =~entonces 

de ahí, 

luego, 

f (O) < max {-_2_ _ __!:__} 
- 16' 16 

1 
0<--- 16 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, f no es cuasi-convexa. 
Notemos que si aumentamos condiciones adicionales a la proposición 3.11 son su
ficientes para garantizar cuasi-convexidad. El primer resultado en esta dirección 
fue realizado por Katzner [27), donde se demostró que la función dos veces con
tinuamente diferenciable definida en un conjunto abierto C e Rn es cuasi-convexa 
si 

i La función f tiene gradiente cuyas componentes son positivas. 

ii Se satisface la siguiente condición 

(3.25) 

Este resultado ha sido estudiado por Diewert, Avriel y Zang [18], donde (i) fue 
reemplazado por la condición que el gradiente no debe anularse en C. Un resultado 
más fuerte está dado por el siguiente teorema. 

Teorema 3.5 (Crouzeix, 1980} Sea f : Ce ~ ---t Runa función dos veces dife
renciable en el conjunto abierto y convexo C. Supongamos que se satisfacen (3.25) 
y 

Xo E C, V' f (xo) = 0 :=} V'2 f (xo) es definida positiva 

Entonces f es cuasi-convexa. 
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Demostración. Supongamos que f no es cuasi-convexa entonces, existen 
Xt,X2 E C; x 1 =/= x2 y existe A E (0, 1) tal que 

max {! (x1), f (x2)} < f (x1 +A (x2- xt)), A E [0, 1]. 

Por otro lado, notemos que 

es continua sobre el conjunto compacto [0, 1], usando el Teorema de Weierstrass 
concluimos que F alcanza su máximo en [0, 1], entonces 

max {! (x1), f (x2)} ::; max {! (x1 +A (x2- xt))} =M (3.26) 
>.E[O,l) 

Sea x E (x11 x2) un máximo global de f en [xt, x2], definida por x = x1 + >. (x2- Xt), 
para>. E (0, 1). Además, sea 

h (A)= f (x +A (x2- xt)) 

notemos que, 
h (A) = f ( Xt + (A + .X) ( x2 - xt)) 

de modo que 
A + ). E (0, 1], 

lo cual implica que A E [->., 1 - >.] . Desde que f alcanza su máximo global en x, 
f (x) =M, es decir, h (O) =M. Por tanto, h (A) es una función continua en A tal 
que 

Entonces, 

h(A) < h(O) - M, V A E (-.X, o) 
h(A)::; h(O) - M, V A E (0, 1- .X] 

h' (0) = (x2 - Xt)T "\7 j (x) = 0 

Consideremos dos casos: 
Primer Caso: Si "\7 f (x) =O entonces por hipótesis, 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

Aplicando la expansión de Taylor de segundo orden para h (A) alrededor de A =O 
tenemos 

donde a (A)~ O cuando A~ O. De (3.30) tenemos que 

A2 [~h" (O)+ a (A)] >O 
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para .A suficientemente pequeño. Usando (3.29) obtenemos 

h(O)<h(>.) 

contradiciendo (3.27) y (3.28). 
Segundo Caso: Si \l f (x) =J. O. Sin pérdida de generalidad supongamos que x =O, 
y que 

f (x) = h (O) = O. (3.32) 

Además, consideremos 

\l J (x) =-(O, ... , lf. (3.33) 

Sea x E Rn-1, representada por el vector 

A { 1 n-l)T X= X , ... ,X 

de ahí x E~ está dada por x = (xt,xn)T. Usando los resultados de {3.29) y (3.33) 
tenemos 

- (x~- x~) =O 

de aquí, 

(x2- x¡) = (cx2- x1f ,o )r. 

Considerando el Teorema de la Función Implícita para la función f : e e ~ ~ R, 
donde (ó, O) E e tal que se satisface (3.32) entonces, existe una vecindad convexa 
U e Rn-t de Ó donde 

f(x,g(x))=O, VxEU. (3.34) 

Por otro lado, de (3.33) concluimos que existe una función g: U e ~-1 ~ R dos 
veces diferenciable tal que para todo x E U tenemos 

a
a¡ (x,g (x)) <o 
Xn 

(3.35) 

derivando (3.34) con respecto a x obtenemos 

(3.36) 

donde \l xf E ~-1 es el vector de derivadas parciales de f respecto sus n-1 primeros 
argumentos, y !!L8

8 es la derivada parcial de f con respecto su n-ésimo argumento, 
Xn 

entonces 

\lf (x,g (x)) = ( \l xf (x,g (x))' :!n (x, g (x))) . (3.37) 
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También, observemos que x = O implica que g (o) = O y que por (3.33) y (3.36) 
obtenemos Vg (O)= O. Además, la diferenciación de (3.36) con respecto a x 

V 2g(x) - JU._C
1 (~))"~xf(x,g(x))+Vg(x)V~f(x,g(x)f (3.38) 

8xn x,g X 

+ V~nf(x,g(x))Vg(x)r +V~nf(x,g(x))Vg(x)Vg(xf (3.39) 

para todo x E U, donde la segunda derivada en (3.38) 

(3.40) 

Consideremos el vector z E Rn, dado por 

- (AT ~Trr (~))T z = z ,z vg X • (3.41) 

Del producto interno de (4.3) y (3.41) tenemos 

zr'Vxf (x,g (x)) + zr
8
81 

(x,g (x)) Vg (x) 
Xn 

(3.42) 

lo cual es equivalente a, 

zr {vxf(x,g(x))+ ::n (x,g(x))Vg(x)}. (3.43) 

De (3.36) y (3.43) 
zVf(x,g(x)) =o 

y por (3.25) obtenemos 

(3.44) 

Usando la partición (3.40) y el resultado de (3.38) 

zrv2 (x) z = _ zrv
2 J (x,g (x)) z > 0 g .!!.L ( ~ ( ~)) -8xn x,g X 

(3.45) 

para todo x E U y z E ~-l, donde la desigualdad en (3.45) sigue de (3.44). Por 
tanto, g es convexa en U. 
Consideremos ú = x2 - x1 entonces de (3.27) en términos de nuevas coordenadas 

¡ (.xú, o) <¡(o, o) =o (3.46) 

lo cual de (3.46) implica que g (>..ú) =f. O para todo >.. E [-~,O) tal que >..ú E U. 
Además, por el teorema de Taylor 

(3.47) 
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donde v E (0, .Au). Desde que g es convexa y los dos primeros términos en el lado 
derecho de (3.75) se anulan. Luego, 

9 (.Au) 2:: o 

en particular, 
g(.Au) >o 

para todo .A E [-.A, O) n {.A: .Au E U}. 
Igualmente, la continuidad de '\1 f y (3.35) implica la existencia de una vecindad 
convexa V de 6, V e U y 8 > O tal que 

(x, xn) E V x [-8, 8] =* aaj (x, xn) < 0 
Xn 

La continuidad de g implica la existencia de .X E [-.X, O) tal que .X u E V y 

o < 9 (.X u) < 8. 
Finalmente, tenemos de (3.46), (3.34) y (3.48), respectivamente, 

1 (.X-u, o) <o 

J (.X u, g (.X u)) = o 

y 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

para todo Xn E [O, g (.X u)] . P~ro (3.51), implica que f es decreciente en la n-ésima 

coordenada de xn = O a xn = .Au entonces 

J (..Xu,g (.X-u))<¡ (.X-u, o) 
contradiciendo (3.49) y (3.50); de esta manera (3.26) no se satisface, y la prueba 
está completa. • 

Del teorema anterior y la proposición 3.11 obtenemos el siguiente resultado probado 
por Diewert, A vriel y Zang [18]. 

Corolario 3.4 Sea f una función dos veces continuamente diferenciable en el con
junto abierto y convexo C e R:" y supongamos que '\1 j (X) =f. 0 para todo X E C. 
Entonces, f es cuasi-convexa si y solo si 

Demostración. Supongamos que 

'\lf(x) =f. O, Vx E C. 
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Sea v tal que vT\lf (x) =O. Por la cuasi-convexidad de f de la Proposición 3.11 se 
tiene que 

Recíprocamente, supongamos que f no es cuasi-convexa tal que \lf (x) =/=O, con
siderando el segundo caso del teorema (3.5) y procediendo analogamente llegamos 
a una contradicción. Lo cual implica que f es una función cuasi-convexa. • 

Los siguientes dos resultados, aparecen en Diewert, A vriel y Zang [18] y A vriel y 
Schaible [7], los cuales complementan las proposiciones anteriores. 

Proposición 3.12 Sea f : e e R ---+ R una función dos veces continuamente 
diferenciable definida en el conjunto abierto y convexo e. Entonces f es cuasi
convexa si y solo si paro todo x 0 E e tal que¡' (x0 ) =O y¡" (x0 ) >O ó ¡" (x0) =O 
y f no alcanza un máximo local semi-estricto en x 0 . 

Demostración. Supongamos que f es cuasi-convexa tal que f' (x0 ) = O por la 
proposición (3.11) tenemos f" (x0 ) ~O. 
Si f" (x0 ) =/=O entonces f" (x0 ) >O. Además, por proposición (3.10) tenemos que f 
no alcanza un máximo local semi-estricto en Xo. 
Recíprocamente, si f' (x0 ) = O tal que f" (x0 ) > O, entonces por teorema (3.5) f es 
cuasi-convexa. 
Si f" (x0 ) =O tal que no es cierto f" (x0 ) >O, como f no alcanza un máximo local 
semi-estricto en x0 y desde que f' (x0) = O entonces por proposición (3.10), f es 
cuasi-convexa. • 
Teorema 3.6 Sea f : e e Rn ---+ R una función dos veces diferenciable definida 
en el conjunto abierto y convexo e. Entonces f es cuasi-convexa si y solo si paro 
todo Xo E e y V E Rn tal que VTV = 1 y vT\lf(xo) =o y vT\12 f(xo)v >o ó 
vT\12 f (x0 ) v = O y la función F (t) = f (x0 + tv) no alcanza una máximo local 
semi-estricto en t =O. 

Demostración. Supongamos que f es cuasi-convexa en un conjunto e abierto y 
convexo. Si vT\1 f (x0) =O entonces por proposición (3.11) tenemos 

vT\12 f (xo) v ~ O. 

Si vT\12 f (xo) v =/=O entonces vT\12 f (xo) v > O. Además, por proposición (3.10) f 
no alcanza un máximo local semi-estricto en x0 . 

Recíprocamente, si vT\1 f (x0 ) = O tal que vT\12 f (x0 ) v > O donde no se cumple 
vT\12 f (x0) v =O por teorema (3.5), fes cuasi-convexa. 
Si vT\12 f (x0 ) v = O tal que F' (O) = vT f (x0 ) = O donde la función F no alcanza 
un máximo local semi-estricto en t =O. Usando la proposición (3.10) obtenemos la 
cuasi-convexidad de F, es decir, 

F (t) = f (x0 + tv) 
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es cuasi-convexa entE [0, ~- Consideremos 

X2- Xo 

v = llx2- xoll 1\ t = llx2- xoll (3.52) 

Usando (3.52) y la cuasi-convexidad de F entonces 

f (>.xo + (1 - >.) x2) ~ max {f (xo) , f (x2)}, V >. E [0, 1] 

Por lo tanto, queda demostrada la cuasi-convexidad de f. • 
Concluimos esta sección mencionando las condiciones necesarias y suficientes para 
funciones cuasi-convexas dos veces diferenciable las cuales estan dadas por "determi
nantes acotadas". Arrow y Enthoven [3] fueron los primeros en dar estas condiciones 
para funciones definidas en octante no negativo de R!". Estas condiciones fueron ex
tendidas por Ferland [21] para funciones definidas en conjuntos convexos más gen
erales. Resultados relacionados fueron también realizados por A vriel y Schaible [7] 
y Crouzeix y Ferland [14). 

El k-ésimo orden de la matriz Hessiana de una función f dos veces continuamente 
diferenciable en el punto x E R!" es definida como 

o .EL .EL .EL 
8x12 OX2 .•• 8xk 

.EL ~ __E!.1_ __E!.1_ 
Dk (x) = OX¡ OX¡OX¡ OX¡OX2 ••• OX¡OXk 

.!!L 11__ __E!.1_ ___2!.1_ 
OXk OXkOX¡ 0Xk0X2 ··• OXkOXk 

U na condición necesaria para que f sea cuasi-convexa en un conjunto sólido convexo 
e e R!" es 

(-1)kdetDk (x) ~O, k= 1, ... ,n 

para todo X E e, donde det denota la determinante. Una condición suficiente para 
una función f : e e R!" --+ R dos veces continuamente diferenciable en un conjunto 
convexo e sea cuasi-convexa en e es que 

(-1)kdetDk (x) <O, k= 1, ... ,n 

para todo X E e. Por otro lado, si la función f : e e R!" --+ R es cuasi-cóncava en 
el conjunto convexo e entonces, para todo X E e se satisface 

(-1)kdetDk(x)2::0, k=1, ... ,n. 

Además, si para todo X E e tenemos 

la función f es cuasi-cóncava. 

Ejemplo 3.2 Probar que 

es cuasi-cóncava en R!+· 
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En efecto, 

D3 (x) = 

tenemos 

entonces 

o X2X3 X¡X3 X¡X2 

X2X3 o X3 

X¡X3 X3 o 
X¡X2 X2 X¡ 

ID1I -x~x~ <O 
ID21 2X¡X2X~ >o 
ID3! - -x~x~x~ <O 

(-l)1ID1I >O 
( -1)2ID21 >O 
( -1)3ID31 >O 

X2 

X¡ 

o 

3.2 Funciones Estrictamente Cuasi-convexas 

Comenzamos esta sección con la caracterización de funciones cuasi-convexas dada 
en teorema 3.1. Sea f una función definida en el conjunto convexo e e ~ es 
cuasi-convexa si para X¡, X2 E e 

f(>.x¡ + (1- >.)x2) ::; max {f(x¡), j(x2)}, \:f).. E [0, 1]. 

Considerando esta caracterización como definición, tenemos la siguiente definición. 

Definición 3.8 Sea f : e e ~ --+ R una función definida en el conjunto convexo 
e. La función f se denomina estrictamente cuasi-convexa si 

para todo X¡,X2 E e, X¡=/= X2 y).. E (0, 1). 

Si f es estrictamente cuasi-convexa entonces - f es estrictamente cuasi-cóncava. 
Es importante resaltar que existe confusión en la literatura concerniente a la termi
nología de funciones convexas generalizadas, funciones estrictamente cuasi-convexas 
son llamadas fuertemente cuasi-convexas por A vriel [6]. Es claro, que toda función 
estrictamente cuasi-convexa es cuasi-convexa. Por esto, surge una interrogante muy 
importante: 
!¿~Cuál es la diferencia entre los dos tipos de funciones? 
Una función que es cuasi-convexa, pero no estrictamente cuasi-convexa es constante 
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en algún intervalo de su dominio. Los conjuntos de nivel inferior de funciones es
trictamente cuasi-convexas semicontinuas inferiores (continuas) son conjuntos es
trictamente convexos en el interior de su dominio. Una función estrictamente cuasi
convexa alcanza su máximo en a no más que un punto. 
De la misma manera que en la cuasi-convexidad, discutiremos las propiedades de 
funciones estrictamente cuasi-convexas comenzando para el caso de variable real. 

Proposición 3.13 Sea f: I e R----+ Runa función definida en el intervalo abierto 
I. Si f es una función estrictamente cuasi-convexa, entonces no existe un punto 
Xo E e que es un máximo local de f. 

Demostración. Si fes estrictamente cuasi-convexa, entonces para todo X1, x 2 E e, 
Xl i= X2, y o < A < 1 

De esta manera se concluye, que para x1 , x 2 E e no existe x0 E (xb x 2) que sea 
máximo local de f. • 

Proposición 3.14 (Diewert, Avriel y Zang, 1981} Sea J: e e R----+ Runa función 
que satisface la propiedad de segmento máximo en el conjunto convexo y abierto e. 
Si no existe un punto x0 E C que es un máximo local de f, entonces f es una 
función semi-estricta cuasi-convexa. 

Demostración. Sean X¡, X2 E e, xl < X2· Por hipótesis, consideramos que f 
alcanza la propiedad de segmento máximo en el intervalo cerrado [x1 , x2]. 

Si el conjunto de puntos maximizadores solo posee a los puntos extremos, entonces 

Supongamos que el conjunto de puntos maximizadores contiene al punto x0 tal que 
x1 < xo < x2, luego 

f (.Ax1 + (1- .A) x2) < f (xo), \f .A E (0, 1). 

Pero esto contradice la hipótesis que no existe una máximo local, x0 en C. Por 
tanto, nuestra suposición es falsa y f es una función estrictamente cuasi-convexa. • 

Similarmente, para el caso cuasi...:convexo podemos concluir que para funciones de 
variable real teniendo la propiedad de segmento máximo, la no existencia de máximo 
local caracteriza a las funciones estrictamente cuasi-convexas. 

Teorema 3.7 (Diewert, Avriel y Zang, 1981} Una función f : C e R!" ----+ R 
definida en el conjunto convexo y abierto C es estrictamente cuasi-convexa si y solo 
si 

1. Tiene la propiedad de segmento máximo. 
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2. Para todo X E e, todo V E R"' tal que VT V = 1 y fE R, f > o satisfaciendo 
X + tv E e la función F ( t) = f (X + tv) no alcanza un máximo local en 
tE(O,t). 

Demostración. Primero, supongamos que f es estrictamente cuasi-convexa en un 
conjunto e abierto y convexo. 
El item 1 se satisface, desde que f es estrictamente cuasi-convexa, sean x1 , x2 E e 
tal que x 1 =/= x2 entonces 

De esta manera, el máximo de f sobre [x¡, x 2] es alcanzado por x 1 o x 2• Por tanto, 
f tiene la propiedad de segmento máximo. 
Para demostrar el item 2, afirmamos que F (t) = f (x + tv) es estrictamente cuasi
convexa en (0, t). Probaremos inicialmente 

"i/ t E (0, t) => X+ tv E e 
En efecto, sea O < t < f entonces, 

de aquí, 

t -
x + tv = x + t ( tv) 

t 
0<-::.<1 

t 

La última igualdad se cumple desde que e es un conjunto convexo. 
Ahora probaremos que Fes estrictamente cuasi-convexa en (0, t). Por tanto, debe
mos demostrar que 

En efecto, sean t¡, t 2 E (0, t) luego 

de la cuasi-convexidad estricta de f tenemos, 

f (>. (x + t 1v) + (1- >.)(x + t2v)) < max {f (x + t 1v), f (x + t2v)}, "i/ ,\E (0, 1). 

La expresión anterior es equivalente a 

F (.Ah+ (1- >.) t2) = f (x + (.At1 + (1- .A) t2) v) < max{f (x + t¡v), f (x + t2v)} 

- max{F(t¡),F(t2)} 

La cual demuestra que Fes estrictamente cuasi-convexa en (0, t). 
Usando la Proposición 3.13, la función F (t) = f (x + tv) no alcanza un máximo 
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local en t E (0, l). 
Reciprocamente, sean X¡, X2 E e tal que X¡ =f=. X2, consideremos 

(3.53) 

Como X¡ + tv E e, definamos 

F (t) = f (x1 + tv), \:ft E (0, l). 

Desde que f tiene la propiedad de segmento máximo sobre (0, t], F alcanza su 
máximo en algún t0 E (0, t] y como F no alcanza un máximo local en t E (0, l), 
entonces por proposición 3.14, Fes estrictamente cuasi-convexa, es decir, 

F((1-A)l) =F(t) <max{F(O),F(l)}, \:1 A E (0,1) (3.54) 

Usando (3.53) y reemplazando en (3.54) tenemos 

f (Ax¡ + (1- A) x2) < max {f (x¡), f (x2)}, \:1 A E (0, 1). 

Por lo tanto, f es estrictamente cuasi-convexa. • 
A continuación, analizaremos la relación entre cuasi-convexidad estricta y unimodal
idad estricta, definida por Newman (36] y Wilde (50]. Por consiguiente, daremos la 
siguiente definición de unimodalidad estricta. 

Definición 3.9 Sea f: e e R:'--+ R una función definida en el conjunto convexo 
e. Esta función es llamada estrictamente unimodal en e si paro todo intervalo 
cerrado (X¡, X2) e e donde j alcanza SU mínimo en el punto X* =f=. X¡ tenemos 
f (x*) < f (x) < f (x¡) donde x = Ax1 + (1- A) x*. 

Proposición 3.15 {Elkin, 1968} Sea J: e e R:'--+ Runa función semicontinua 
inferior definida en el conjunto convexo e. Entonces f es estrictamente cuasi
convexa si y solo si f es estrictamente unimodal. 

Demostración. Supongamos que f es estrictamente cuasi-convexa, entonces f es 
cuasi-convexa. Sean x1 , x2 E e y sea x* un mínimo de f en el intervalo cerrado 
(x¡, x2], tal que x* =f=. x1 . 

Desde que f es cuasi-convexa, f es unimodal y x = .Ax1 + (1 - A) x*, O < .A < 1 
tenemos 

f (x*) ~ f (x) ~ f (x¡). 

Si f (x¡) = f (x) entonces f debe ser constante en [x1 , x] ó [x, x*]. 
En efecto, supongamos que f .no es constante en ningún intervalo, entonces existe 
x E (x1 , x] tal que 

f (x) < max {f (x), f (x¡)} = f (x). (3.55) 

De la misma manera, existe x E [x, x*] 

f (x) < max {! (x) ,j (x*)} = f (x). (3.56) 
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De (3.55) y (3.56) tenemos 

max {! (x), f (x)} < f (x) 

desde que x E [x, x], se concluye que f no es cuasi-convexa. 
Pero, por definición una función estrictamente cuasi-convexa no puede ser constante 
en todo intervalo, entonces f (x) < f (x1). 

Si f (x) = f (x*) entonces por cuasi-convexidad estricta de f para todo 

xo = .Xox+ (1- .Xo)x*, .Xo E (0, 1) 

entonces 
f (xo) < max {! (x*), f (x)} = f (x*) 

lo cual es equivalente a 
f (xo) < f (x*) 

contradiciendo la hipótesis que x* es un máximo en [x1 , x2] . 

Reciprocamente, supongamos que f es estrictamente unimodal, entonces es uní
modal, por tanto f es cuasi-convexa. 
Consideremos X¡' X2 E e' X¡ f. X2 tal que 

x0 = .Xx1 + (1- .X) x2 , 'V .X E (0, 1). 

Por la cuasi-convexidad de f tenemos 

Supongamos que 
f (xo) = max {f (x¡) , f (x2)} = f (x¡) 

entonces f debe ser constante en [x1,x0] o [x0 ,x2], contradiciendo la unimodalidad 
estricta de f. Por tanto, 

luego, f es estrictamente cuasi-convexa. • 
Centraremos nuestra atención en los conjuntos de nivel de las funciones estrictamente 
cuasi-convexas. Necesitamos caracterizar este tipo de funciones por medio de sus 
conjuntos de nivel, así, como en el caso cuasi-convexo. Desafortunadamente, si los 
conjuntos de nivel inferior son estrictamente convexos no es condición suficiente para 
garantizar cuasi-convexidad estricta. Presentamos la siguiente definición. 

Definición 3.10 Un conjunto convexo C e K" se dice estrictamente convexo si 
para dos puntos x 17 x2 en su frontera, todo punto x está dado por x = .Xx1 +(1 - .X) x2 

Proposición 3.16 (Elkin, 1968} Sea f una función continua, definida en R:". Si f 
es estrictamente cuasi-convexa entonces sus conjuntos de nivel inferior son estric
tamente convexos. 
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Demostración. Si el conjunto de nivel inferior de f 

L(f,a) = {x: x E C,J(x) ~a} 

no es convexo implica que la función no es cuasi-convexa, de ahí la función no es 
estrictamente cuasi-convexa. 
De esta manera, L (!,a) es convexo, sin pérdida de generalidad consideremos a E R. 
Sean X¡, X2 EL(!, a) tal que 

desde que f es estrictamente cuasi-convexa 

f (Ax¡ + (1- A) x2) < max {! (x1), f (x2)} =a, V A E (0, 1). 

Supongamos que existe O < A* < 1 tal que 

X* = A*X¡ + (1 -A*) X2, 

no es un punto interior deL(!, a), entonces 

Por tanto, 
f (x) <a~ f (x*) 

donde x = >.x1 + ( 1 - >.) x2 . Desde que f es continua en H:", existe 

tal que f (x) = a. 
Luego, de (3.57) 

a= f (x) <a. 
Lo cual es una contradicción. En consecuencia, todo punto 

X= AX¡ + (1- A) X2, \;/ A E (0, 1) 

es un punto interior de L (f, a) . 
Por lo tanto, L (!,a) es un conjunto estrictamente convexo. 

(3.57) 

• 
Aunque, la proposición anterior ha sido probada unicamente para funciones definidas 
en el espacio H:", los resultados también se satisfacen para un subconjunto convexo y 
propio e e H:", provisto de definiciones topológicas (especialmente las definiciones 
de frontera e interior) son interpretadas en la topología relativa para C. 

En el siguiente ejemplo se observa que convexidad estricta de los conjuntos de 
nivel inferior no es condición suficiente para la cuasi-convexidad estricta. 

Ejemplo 3.3 Consideremos la función f definida en Rn dada por 

{ 
O sillxll~l 

f(x) = llxll2 -1 sillxll > 1 
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Esta es una función convexa con conjuntos de nivel estrictamente convexos, pero, 
no es estrictamente cuasi-convexa. 

Proposición 3.17 Una función f estrictamente cuasi-convexa definida en el con
junto convexo e e Ir' alcanza su mínimo en e en no mas que un punto. 

Demostración. Si x* es un mínimo local entonces, existe 8 > O, para todo x =/= x* 
en el conjunto en B5 (x*) tal que 

(3.58) 

Supongamos que x* no es un mínimo global de f entonces existe un x E e, x =/= x* 
tal que 

Por cuasi-convexidad estricta de f 

(3.59) 

En particular consideremos 

entonces, 
x = .Ax + (1 - .A) x* E en B5 (x). 

de (3.59) obtenemos que 

Lo cual contradice (3.58). Por lo tanto, queda demostrado que si x* es un mínimo 
local, también es un mínimo global. • 

3.3 Funciones Semi-estrictas Cuasi-convexas 

Definición 3.11 Sea f : C e Ir' -+ R una función definida en el conjunto convexo 
C. La función se denomina semi-estricta cuasi-convexa si 

donde X¡, x 2 E e y O < .A < l. Si f es semi-estricta cuasi-convexa entonces - f es 
una función semi-estricta cuasi-cóncava. 

Ejemplo 3.4 Consideremos la función f definida en e= [-1, 1] e R dada por 

f(x) = { -~ six=f=O 
- 2 si x =O 
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Figura 3.9: Función semi-estricta cuasi-convexa 

Esta función no es cuasi-convexa. En efecto, consideremos el conjunto de nivel 
inferior 

L(f,-1) = {x E e,j(x):::; -1} 

consideremos f ( x) = -1 entonces 

x<OAx>O 

Supongamos que L (f, a) es un conjunto convexo. 
Sean -1, 1 E e entonces para >.o = ~ tenemos 

1 1 - 2 + 2 =O EL (f, -1) 

lo cual es una contradicción. De ahí, L (!,a) no es convexo. Por lo tanto, f no es 
una función cuasi-convexa. 
Notemos que, f no es estrictamente cuasi-convexa. 
Supongamos que la función f es estrictamente cuasi-convexa, es decir, 

Tomemos x1 = -1 y x2 = 1 tal que >.0 = ~ 

f(O) < max{f(-1) ,J(1)} 

luego-~ < -1, lo cual es una falsedad. Por tanto, f no es estricta cuasi-convexa. 
Afirmamos, que f es semi-estricta cuasi-convexa, si f (x1) < f (x2 ) entonces 

En efecto, desde que -1 < -~ entonces x1 =/= O y x2 = O. 
Luego, 

Por tanto, 

f (>.x¡ + (1- >.) x2) < max {f (x¡), f (x2)} V>. E (0, 1). 

Proposición 3.18 {Karamardian, 1967} Si f: e e Rn -tRes una función semi
estricta cuasi-convexa y semicontinua inferior definida en el conjunto convexo e 
entonces f también es cuasi-convexa. 

65 



Demostración. Debemos demostrar que para X¡, X2 E e tal que f (x¡) = f (x2) 
tenemos 

(3.60) 

para todo O< .A< l. Supongamos que (3.60) no se satisface, entonces existe x0 tal 
que 

f (xo) = f (.Aox¡ + (1- .Ao) x2) > f (x¡) (3.61) 

para algún O < .A0 < l. Por cuasi-convexidad semi-estricta de J, f (x1) < f (x0 ) 

implica 

f (5.x¡ + (1 - 5.) xo) < max {f (x¡), f (x0)}, V 5. E (0, 1) (3.62) 

donde x = 5.x1 + (1- 5.) x0, es decir, 

f (x) < f (xo) . (3.63) 

Si f (x) < f (x1) = f (x2) desde que x0 E [x, x2], por cuasi-convexidad semi-estricta 
de f tenemos 

f (xo) < max {! (x), f (x2)} = f (x2) = f (x¡) 

luego, 
f (xo) < f (x¡) . 

Lo cual contradice (3.61). 
Si f (x) > f (x¡) = f (x2), entonces 

f (xo) < max {! (x), f (x2)} = f (x) 

lo cual contradice (3.63). 
Luego, concluimos que 

f (x) = f (x¡) = f (x2) 

para todo x = 5.x1 + (1- 5.) x0. 
Por otro lado, desde que (3.60) no se satisface, entonces existe x0 tal que 

(3.64) 

(3.65) 

para algún O < .A0 < l. Por cuasi-convexidad semi-estricta de f, f (x2 ) < f (x0 ) 

implica 

donde x = .Xxo + ( 1- .X) x2, es decir, 

f ( x) < f (X o) . (3.67) 
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Si f (x) < f (x2) = f (x¡) desde que Xo E [x¡, x], por cuasi-convexidad semi-estricta 
de f tenemos 

f (xo) < max {! (x), f (x¡)} = f (x¡) = f (x2) 

luego, 

Lo cual contradice (3.65). 
Si f (x) > f (x2) = f (x¡), entonces 

f (xo) < max {! (x), f (x¡)} = f (x) 

lo cual contradice (3.67). 
Luego, concluimos que 

f (x) = f (x¡) = f (x2) 

para todo x = Ax0 + ( 1- >.) x2 • 

(3.68) 

Consideremos el conjunto de nivel inferior L (!, a 1), donde a 1 = f (x1). Notemos de 
(3.61) que 

f (xo) >a¡, 

es decir, x0 ct L (!, a 1) . Sean, 

entonces, 

(3.69) 

Además, por la semicontinuidad inferior de f y de (3.69) tenemos 

Por tanto, xo EL(!, a 1 ), lo cual es una contradicción. • 
El término semi-estricto cuasi-cóncava es dado por Elkin[19]. Otra terminología 
para funciones semi-estrictas cuasi-cóncavas fue dada por Martos[33] como funciones 
"explícitamente cuasi-cóncavas" . 

Definición 3.12 Sea f : 1 e R--+ R una función definida en el intervalo abierto 
C. Entonces f alcanza un máximo local semi-estricto en el punto x0 E 1 si existen 
dos puntos X¡, x2 E 1, x 1 < x0 < x2 tal que 

para todo O ~ ,\ ~ 1 y 

f (x¡) < f (xo) o f (x2) < f (xo). 

67 



Proposición 3.19 (Diewert, Avriel y Zang, 1981) Sea f: I e R-+ Runa función 
semicontinua inferior definida en el intervalo abierto I. Si f es semi-estricta cuasi
convexa, entonces no existe un punto x0 E I que sea un máximo local semi-estricto 
lateral de f. 

Demostración. Supongamos que Xo E e es un máximo local semi-estricto lateral 
de f. Sin pérdida de generalidad, asumimos que existen XI, x2 E e tal que 
X1 < Xo < x2, f (x2) < f (xo) tal que 

(3.70) 

Sea {xk} e (x1, x0 ) una sucesión convergiendo a x0 . De (3.70) tenemos 

(3.71) 

Por la semi continuidad inferior de f, 

entonces 

(3.72) 

De (3.71) y (3.72), 

f (xo) ::; lim inf f (xk) ::; lim f (xk) ::; f (xo) 

Por lo tanto, 

lim f (xk) = f (xo). 

Por definición tenemos 

V E> O, 3 ko E N/ k> ko ::::} lf (xk)- f (xo)l <E 

en particular para E= f (xo)- f (x2) >O, 

Por tanto, para k> ko, 

(3.73) 

Considerando xk < x0 < x2 , de (3.71) y (3.73) obtenemos 

Luego, 

lo cual contradice la definición de cuasi-convexidad semi-estricta. • 
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Proposición 3.20 Dada la función f : I e R ~ R 'con la propiedad de seg
mento máximo en el intervalo abierto I. Si no existe un punto x0 E e que sea 
un máximo local semi-estricto lateral de J, entonces f es una función semi-estricta 
cuasi-convexa. 

Demostración. Supongamos que f no es una función semi-estricta cuasi-convexa 
entonces, existen X¡, X2 E e tal que f (xi) > j (x2) y para algún 0 < ). < 1 tenemos 

(3.74) 

Sin pérdida de generalidad, consideremos que f alcanza la propied3.d de segmento 
máximo en x0 entonces, 

(3.75) 

De (3.74) y (3.75), f alcanza un máximo local semi-estricto lateral en un punto 
intermedio x0 que se encuentra en el segmento [x1, x2]. • 

Teorema 3.8 Una función f : e e Jl'l ~ R semicontinua inferior definida en el 
conjunto abierto y convexo e es semi-estricta cuasi-convexa si y solo si 

1 Tiene la propiedad de segmento máximo 

. 2 Para todo X E e, todo V E Jl'l tal que vT V = 1 y t E R, t > o satisfaciendo 
X + tv E e' la función F ( t) = f (X + tv) no alcanza un máximo local semi
estricto lateral en t E (O, f) . 

Demostración. Si f es una función semicontinua inferior y semiestricta cuasi
convexa en e e R!" por proposición (3.18), f es cuasi-convexa. Por tanto, consi
deremos que f es cuasi-convexa en un conjunto e e Jl'l abierto y convexo, usando 
el resultado de la proposición (3.3), f tiene la propiedad de segmento máximo. Lo 
cual permite demostrar el item l. 
Para demostrar el ítem 2, afirmamos que F (t) = f (x + tv) es semi-estricta cuasi
convexa en {0, i). Probaremos inicialmente 

V tE (0, t) ==> x + tv E e 
En efecto, sea O< t < i ==>O<~< 1 

La última igualdad se cumple desde que e es un conjunto convexo. 
Ahora probaremos que Fes semi-estricta cuasi-convexa en (0, f). Por tanto, debemos 
demostrar que 
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En efecto, sean tt, t2 E (0, f) luego 

de la cuasi-convexidad semi-estricta de f tenemos, 

La expresión anterior es equivalente a 

F (..\t¡ + (1- ..\) t2) = f (x + (.At1 + (1- ..\) t2) v) < max {! (x + t1v), f (x + t2v)} 

- max{F (t1), F (t2)} 

La cual demuestra que Fes cuasi-convexa en (0, f). 
Por tanto, usando la Proposición (3.19) la función F (t) = f (x + tv) no alcanza un 
máximo local lateral semi-estricto entE (0, f). 
Reciprocamente, sean X¡, x2 E e tal que X¡ =1= X2, consideremos 

(3.76) 

Como X¡ + tv E e, definamos 

F (t) = f (x1 + tv), \lt E (0, f). 

Desde que f tiene la propiedad de segmento máximo sobre [0, t], y como F no 
alcanza un máximo local lateral semi-estricto en t0 E (O, f) , entonces, usando la 
proposición (3.20) tenemos 

F (t0 ) < max{F (O), F (f)}. 

La cual es equivalente a, 

F((1- .A)f) = F(t) < max{F(O) ,F(f)} (3.77) 

Usando (3.76) y reemplazando en (3.77) tenemos 

Por lo tanto, f es semi-estricta cuasi-convexa. • 
Proposición 3.21 Una función continua f : ~ --+ R definida en ~ es semi
estricta cuasi-convexa si y solo si L (!,a) es convexo y Y(!, a) e B (!,a) ó 
Y(!, a)= L (!,a) para todo a E R 

Demostración. Supongamos que f es una función semi-estricta cuasi-convexa y 
desde que f es continua entonces, usando la proposición 3.18 f es cuasi-convexa y 
L (!,a) es un conjunto convexo para todo a E R. 
Consideremos que B (!,a) e Y(!, a) entonces existe x0 E Y(!, a 0) que es un punto 
interior de L (!, a 0), y sea x1 =/= Xo E L (!, ao). 
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El segmento [x11 x0 ] esta propiamente incluido en [x¡, x2] e L (f, a) para algún 
X2 =/= Xo. 
Supongamos que f (x1) =/= f (x2 ), sin pérdida de generalidad consideremos 

f (x2) < f (x¡) 

por cuasi-convexidad semi-estricta de f tenemos 

f (xo) = f (.>..x¡ + (1 - .>..) x2) < f (x¡) ::; o:o 

contradiciendo que xo E Y (f, o:o). 
De la misma manera, si consideramos 

por cuasi-convexidad semi-estricta 

f (xo) = f (.>..x¡ + (1 - .>..) x2) < f (x¡) :::; o:o 

contradiciendo el argumento que Xo E Y (f, o:o). De esta manera, f (x2) = f (x¡) 
por cuasi-convexidad de f tenemos 

o:o :::; f (xo) :::; f (x¡) ::; o:o 

de ahí, 
f (x¡) = o:o 

Desde que x 0 es un punto arbitrario deL (f, o:0), fes constante en L (f, o:0), lo que 
implica 

Y(!, o:o) = L (f, o:o) 

Reciprocamente, sea L (f, o:) conjunto convexo para todo o:. Luego, f es cuasi
convexa y para todo X¡, x2 E Ir" y O < .>.. < 1, si f (x2) < f (x1) = o:¡ implica 
que 

f (.>..x¡ + (1 - .>..) x2) :::; O:¡ 

Por tanto, x2 EL(!, o:1 ) y f no es constante en L (f, o:1), por consiguiente, 

y (f, o:¡) =/= L (f, o:¡) 

entonces 
Y (f, o:¡) e B (f, o:¡) 

(3.78) 

sea el punto x2 en el interior de L (f, o:1), por continuidad existe una vecindad 
Nf (x2) eL (f, o:1) tal que para todo x en esta vecindad 

f (x) <o:¡. 

Consideremos el intervalo abierto (x¡,x2). Pretendemos demostrar que todo punto 
en este intervalo es un punto interior de L (f, o:1). Sea x = .>..x1 + (1- .>..) x 2 , para 
O < >. < 1, donde x es todo punto en el intervalo (x1 , x2). Entonces la vecindad 
B(t->.)E (x) esta en la cápsula convexa de BE (x2) U x1 y de esta manera está en 
L (f, o:1). De ahí, se obtiene la desigualdad estricta de (3.78) y f es semi-estricta 
cuasi-convexa. • 
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L (!, -3) = Y(!, -3) = B (!, 3) 

L(f,-2) 

Y(f,-2) 
B(j,-2) 
L(f,-1) 

y (f, -1) 

B(/,-1) 

-1 

-2 

-3 

¡---¡ 
1 
¡ 

Figura 3.10: Conjunto de nivel inferior y conceptos relacionados 

Corolario 3.5 Sea f una función continua estrictamente cuasi-convexa en Rn. 
Entonces sus conjuntos de nivel superior U (!, a) son estrictamente convexos y 
Y(!, a) e B (!,a) para todo a E R. 

Demostración. Supongamos que f es una función continua estrictamente cuasi
convexa entonces por proposición sus conjuntos de nivel L (!,a) son estrictamente 
convexos. Por otro lado, sabemos que toda función estricta cuasi-convexa es semi
estricta cuasi-convexa. De la proposición anterior consideremos 

Y(f,a)=L(f,a), VaER 

es decir, 
L(f,a) e Y(f,a) 

sean X¡, x2 EL(!, a), 
f (x¡) = a A f (x2) = a 

por convexidad estricta deL(!, a) tenemos, 

>.x1 + (1- >.)x2 E L(f,a) 

de ahí, 
f (>.x1 + (1- >.) x2) =a, V>. E (0, 1) 

como f es estrictamente cuasi-convexa 

72 



Por tanto, a < a, lo cual es una contradicción. 
En consecuencia, si f es estrictamente cuasi-convexa no se satisface 

Y(J,a)=L(f,a). 

De la observación, fes semi-estricta cuasi-convexa y desde que Y(!, a) =1- L (!,a) 
por la proposición anterior tenemos, 

Y(f,a) e B(f,a) 

Lo cual demuestra el corolario. • 
Teorema 3.9 Sea f una función cuasi-convexa definida en Ir". Entonces f es 
semi-estricta cuasi-convexa si y solo si todo mínimo local x* es también un mínimo 
global de f en e. 

Demostración. Si x* es un mínimo local entonces, existe 6 > O, para todo x =1- x* 
en el conjunto en Bó (x*) tal que 

(3.79) 

Supongamos que x* no es un mínimo global de f entonces existe un x E e, x =1- x* 
tal que 

Por cuasi-convexidad de f 

(3.80) 

En particular consideremos 

entonces, 

de (3.80) obtenemos que 

Lo cual contradice (3.79). Por lo tanto, queda demostrado que si x* es un mínimo 
local, también es un mínimo global. 
Recíprocamente, supongamos que f es cuasi-convexa y que todo mínimo local de f 
es un mínimo global. 
Por proposición 3.21 es suficiente mostrar que Y (!, a) contiene un punto interior 
de L (!, a), entonces 

Y(f,a) =L(J,a), 
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esto es, fes constante en L (!,a). 
Si f es constante en R!" o a = max {f ( x) : x E Rn} es claro que, 

Y(f,a)=L(f,a). 

Asumimos, que f no es constante en R!" y sea x0 E Y(!, a 0 ) un punto interior de 
L (!, a 0 ) para algún a 0 tal que el conjunto 

es no vacío. Consideremos 

U(f,ao) = {x: x E Rn,f(x) 2:: ao} 

Tomemos, 
Xn E U(!, ao) 1\ Xn -t X 

por definición 

aplicando límite cuando n -t oo 

desde que f es continua por tanto 

x E U(f,ao). 

Concluimos que U(!, a 0 ) es cerrado, en consecuencia 

es abierto, es decir, 
L 0 (f,ao) 

es abierto. Además, desde que f es cuasi-convexa entonces el conjunto 

L (!, ao) = {x: x E Rn: f (x) ~ ao} 

es convexo. Por el teorema de separación para el conjunto convexo L0 (!, a 0 ) y 
x0 fj. L 0 (!, a 0). Entonces existe un hiperplano H~ tal que para todo x E L 0 (!, a 0 ) 

(e,x} ~a 
(e,x} =a 

x E L 0 (f,ao) 

x = xo fj. L 0 (!, a0 ) 

para e E R!" y a E R. Desde que x0 es un punto interior de L (!, a0 ) podemos 
encontrar x en el interior deL(!, a 0 ) tal que, 

X# Xo 1\ (e, x) >a 

Por la continuidad de f, existe un E > O tal que 

N~ (x) eL(!, a) 1\ (e, x) >a Vx E Né (x) 
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Consecuentemente, 

y por lo tanto 
Ne (x) e Y(!, ao) 

desde que x es un mínimo local de f entonces si x E Nf ( x) 

f ( x) 5o f ( x) = a o 

luego, por hipótesis x es un mínimo global de f. Si x EL(!, a 0) entonces 

f (x) 5o f (x) = ao. 

Por tanto, 
Y (f, ao) = L (f, ao) 

por proposición (3.21) f es semi-estricta cuasi-convexa. • 

entonces fes semi-estricta cuasi-convexa. El recíproco de este resultado no es válido, 
el cual se puede observar en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3.5 Sea f una función definida en el intervalo e= [0, 1] e R dada por 

f (x) = -x2 

Se observa que fes semi-estricta cuasi-convexa. En efecto, sean X¡, x2 E e, 
O< A< 1 tal que f (x1) < f (x2), entonces 

luego, desde que O < x 1 < 1 y O < x2 < 1 

Por tanto, 

de ahí, 

en consecuencia, 
f (Ax¡ + (1 - A) x2) < f (x2). 

Lo que implica que f es una función estrictamente cuasi-convexa. 
Por otro lado, sea x1 E (0, 1] y x2 =O entonces 

no implica que 
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3.4 Funciones Pseudo-convexas 

En la sección de funciones cuasi-convexas se dijo que si una función cuasi-convexa 
diferenciable satisface f (x¡) ~ f (x2) implica que 

(x¡ - x2)T \l f (x2) ~ O. 

Además, debemos resaltar que para una función cuasi-convexa, \l f (x0) =O no im
plica que x 0 sea un mínimo global. Esta observación permite introducir el concepto 
de función pseudo-convexa, la cual se obtiene de una peque!¿~ a modificación de 
la condición antes mencionada. La definición de pseudo-convexidad para funciones 
diferenciables fue introducida por Magasarian. 

Definición 3.13 Una función diferenciable f : e e R:" - R definida en el con
junto abierto y convexo e se dice pseudo-convexa, si para X¡, X2 E e 

Esta es llamada estrictamente pseudo-convexa si x 1 =/= x 2 y 

Definición 3.14 Sea f: e e R:"- R una función definida en el conjunto abierto 
y convexo e. Esta función es llamada pseudo-convexa si para X¡, X2 E e y A E (o, 1) 

donde b(x¡,x2) es un número positivo, dependiendo en general de x1 y x2 • La 
función f es llamada estrictamente pseudo-convexa si x 1 f x 2 y 

Diewert[17] usa la definición de funciones pseudo-convexas usando derivadas direc
cionales. 

Proposición 3.22 Para funciones diferenciales las definiciones 3.13 y 3.14 son 
equivalentes. 

Demostración. Supongamos que se satisface la definición 3.14. Si fes una función 
diferenciable entonces para todo X¡, X2 E e tenemos 

reemplazando .Ax1 + (1- .A) x2 en X¡, para .A E (0, 1) 

f (.Ax1 + (1- .A) x2) = f (x2)+.A (x¡- x2f \l f (x2)+.Aa (x2 +.A (x2- x¡), x2) llx1 - x2ll 

luego, 
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donde a (x1 , x2) es una función tal que a (x1 , x2) -t O cuando X¡ -t x2. Usando la 
definición 3.14 

para todo O S >. S l. Dividiendo entre >. y tomando el límite cuando >. -t O 

(x¡-x2f\lf(x2) S -b(x¡,x2) <O. 

Entonces/ satisface la definición 3.13. Reciprocamente, supongamos que no se sa
tisface la definición 3.14, si f (x1) < f (x2 ) y para todo positivo b (x11 x2 ) existe 
>.E (0, 1) tal que 

J(>.x¡ + (1- >.)x2)- f(x2) (1 ')b( ) b( ) ). > - - A X¡ 1 X2 > - X¡ 1 X2 . 

En particular, existe O < Ai < 1 tal que 

f (x2 + Ai (x¡- x2))- f (x2) 1 
--~----~----~--~~>-~ 

>.i z 

La sucesión { >.i} es acotada, por tanto, posee una subsucesión convergente, esto es, 

_lim >.ik = >.o 
~k-->00 

entonces, 

donde x 0 = x2 + >.0 (x1 - x2). Si x0 =/= x2, entonces, >.0 =/=O. En efecto, supongamos 
que >.0 = O entonces x0 = x 2 lo cual contradice la hipótesis. 

f no es estrictamente cuasi-convexa, de aqui, f no es una función pseudo-convexa, 
satisfaciendo la definición 3.13. 
Si xo = x2 entonces >.ik -t O y 

aplicando límite cuando ik -t oo 

lim f (x2 + >.ik (x¡ - x2)) - f (x2) > 
0 

Ík-+00 ).Ík -

luego, 
(x¡-x2f\lf(x2) ~O 

Consecuentemente, f no satisface la definición 3.13. • 
La prueba del caso estrictamente pseudo-convexo, es idéntico. En efecto, supon
gamos que se satisface el segundo item de la definición 3.14. Si f es una función 
diferenciable entonces para todo X¡, X2 E C tenemos para 0 < ). < 1 
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entonces 

luego, 

para todo O ::; A ::; l. Dividiendo entre A y tomando el límite cuando A ~ O 

Recíprocamente, supongamos que no se satisface la definición 3.14, si 
f (x¡) ::; f (x2) tal que x1 =f:. x2 y para todo positivo b (x¡, x2) existe un O < A < 1 
tal que 

En particular, existe O < Ai < 1 tal que 

La sucesión es acotada, por tanto, posee una subsucesión convergente 

Si x0 =f:. x 2 , esto es, Ao =/:-O 

f no es estrictamente cuasi-convexa, de aquí, f no es una función estrictamente 
pseudo-convexa, satisfaciendo la definición 3.13. 
Si x 0 = x2 cuando Aik ~ O y 

aplicando límite cuando ik ~ oo 

lim f (x2 + Aik (x¡- x2))- f (x2) > 
0 

ik->oo Aik -

de ahí, 
(x¡ - x2) \7 f (x2) 2: O 

Consecuentemente, f no satisface la definición 3.13. 
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Teorema 3.10 (Mangasarian,1965) Sea f: Ce K"~ Runa función diferenciable 
y (estrictamente) pseudo-convexa en el conjunto abierto y convexo C. Si 'V f (x0) =O 
para algún Xo E C, entonces Xo es un mínimo global (estricto) de f sobre C. 

Demostración. Desde que fes pseudo-convexa, por la definición 3.13 tenemos que 

para X¡' X2 E e . Por hipótesis 'V f (X o) = o' considerando 

X2 = Xo 1\ X¡ = X 

entonces 
(x - xo)T 'V f (xo) =O 

lo cual implica 
f (xo) ~ f (x), 'ílx E C 

entonces x0 es un mínimo global. 
Igualmente, por la definición 3.13 desde que 'V f (x0 ) =O consideremos 

(x - xo)T 'V f (xo) = O 

por pseudo-convexidad estricta 

f (xo) < f (x), 'ílx E C 

entonces x0 es un mínimo global estricto. • 
Es interesante resaltar, que no se conoce caracterización de pseudo-convexidad en 
términos de conjunto de niveL Los conjuntos de nivel superior de funciones pseudo
convexas no son necesariamente estrictamente convexas. Sin embargo, Ponstein [40] 
probó que si fes diferenciable, pseudo-convexa y estrictamente pseudo-convexa (sus 
conjuntos de nivel son estrictamente convexos) entonces f es estrictamente pseudo
convexa. 

Ejemplo 3.6 Consideremos la función f definida en el conjunto convexo 

e= { x: x E R2, o< x1 < 1, o< x2 < 1} 

es dada por f (x) = -xi- X¡. 

Esta función es pseudo-convexa, en efecto, supongamos que f (x) < f (y) entonces 
x 1 > y1 . En efecto, supongamos que 

de ahí, 

luego 
2 > 2 -X¡ - X¡ - -y¡ - Yl 
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es decir, 
f (x) ?. f (y) 

lo cual es una contradicción. 

La función no es convexa, es cóncava. Además, notemos que f no es estrictamente 
pseudo-convexa, consideremos 

x = (a, {3) 1\ y= (a, 'Y) 

donde a, {3, 'Y estan en (0, 1) tal que 

a< {3 1\ a<')', (J =/= ')' 

entonces f (x) = f (y), pero 

(X - Y f \J f (y) = 0 

Esta función no es estrictamente cuasi-convexa. Supongamos que f es estrictamente 
cuasi-convexa, es decir, 

f (.Xx + (1- .X) y) < max {f (x), f (y)} 

por tanto, 

desde que O < a < 1 tenemos 
0<0 

lo cual es una contradicción. 
Sin embargo, la función f es semi-estricta cuasi-convexa, si f ( x) < f (y) de ahi 

2 2 x1 - Xt < -y1 - Y1 

entonces Xt > y1 , luego 
AXt + (1- ..\) Yl > Yl 

lo cual es equivalente a 
-AX¡- (1- .X) y¡< -y¡ 

Por tanto, 
f (..\x + (1- ..\)y) < f (y) 

Lo cual implica que f, es semi-estricta cuasi-convexa. 
Además, la función f es cuasi-convexa. 

Proposición 3.23 (Diewert, Avriel y Zang, 1981} Sea f: I e R--+ Runa función 
continuamente diferenciable definida en el intervalo abierto I. Entonces f es pseudo
convexa si y solo si para todo x0 E I tal que f' (x0) =O es un mínimo local de f. 
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Demostración. Si fes pseudo-convexa, entonces f' (x0 ) =O implica que x0 es un 
mínimo local de f. Recíprocamente, sean X¡, x2 E e, X¡ i= X2 dos puntos tal que 

(x¡ - x2) !' (x2) ~ O 

y supongamos que f (x¡) < f (x2). Si (x1 - x2) f' (x2) >O entonces la función 

g (.\) = f (.\x¡ + (1- .\) x2) 

alcanza al menos un máximo local sobre el intervalo (0, 1). Sea .\0 el mayor punto 
que maximiza g sobre (0, 1). Entonces, 

g' (.\o) = !' (.Xox¡ + (1- .Xo) x2) = !' (xo) =O, 

pero x0 no es un mínimo local de f, contradiciendo la hipótesis. 
Si (x1 - x2) f' (x2) =O entonces f' (x2 ) =O y por la hipótesis, x2 es un mínimo local 
de f. Desde que f (x1 ) < f (x2 ) concluimos que la función g (.\) debe alcanzar al 
menos un máximo local en el intervalo abierto (0, 1), llegando a una contradicción. 
Por tanto, f (x1) ~ f (x2) y fes pseudo-convexa. • 

Teorema 3.11 Sea f : e e R!" ~ R una función continuamente diferenciable 
definida en el conjunto convexo e. Entonces f es pseudo-convexa si y solo si para 
todo Xo E e y V E Rn tal que vT V= 1 y vT\1 f (xo) =o la función F (t) = f (xo + tv) 
alcanza un mínimo local en t =O. 

Demostración. Consideremos F ( t) = f ( x0 + tv), en t = O tenemos 

F' (O) = f (xo) = O 

Desde que Fes continuamente diferenciable y usando la proposición (3.23), F al-
canza su máximo local en t = O si y solo si F es pseudo-convexa. • 

Si una función es pseudo-convexa y pseudo-cóncava es llamada pseudo-afin. Las 
funciones pseudo-afines fueron caracterizadas por Thompson y Parke (1973). Con
cluimos esta sección introduciendo las clases de funciones fuertemente pseudo-convexas, 
una subclase de las funciones diferenciales estrictamente pseudo-convexas. 

Definición 3.15 (Diewert, Avriel y Zang, 1981} Una función diferenciable 
f : e e Rn ~ R definida en el conjunto abierto y convexo e se dice fuertemente 
pseudo-convexa si la función es estrictamente pseudo-convexa y para todo Xo E e y 
v E R!" tal que vT v = 1 y vT\1 f (x0) = O existen números positivos E y a tal que 
xo+w E e y 

para O~ t < L 

Las funciones fuertemente pseudo-convexas tienen una muchas aplicaciones en economía. 
El siguiente concepto presenta un mínimo local fuerte en un segmento. 
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Definición 3.16 (Diewert, Avriel y Zang, 1981} Una función f : C e R - R 
definida en el intervalo abierto C alcanza un mínimo local fuerte en x 0 si existen 
números positivos E y C\1 tal que Xo ± E E C y 

1 2 f (x) 2:: f (xo) + 2a (x- xo) 

para lxl <E 

Proposición 3.24 (Diewert, Avriel y Zang, 1981} Sea f : C e R" - R una 
función diferenciable definida en el conJ·unto abierto y convexo C. Entonces f es 
fuertemente pseudo-convexa si y solo si para todo Xo E C y V E Jl" tal que VT V = 1 
y vTV f (x0 ) = O la función F (t) = f (x0 + tv) alcanza un mínimo local fuerte en 
t=O. 

Demostración. Supongamos que f es fuertemente pseudo-convexa, entonces para 
todo Xo E C tal que vT"\1 j (xo) = 0 existen E y b positivos tal que Xo ±E E C y 

1 
F (t) = f (xo + tv) 2:: F (O)+ 2at2 

para O ~ t < E, donde F (O) = f (x0) y F' (O) = vTV f (x0 ) = O. 
Afirmamos que, F(O) ~ F(-t) para O< t <E 
En efecto, procediendo por el absurdo consideremos que F ( -t) < F (0), de ahí 

F(-t) ~ F(O) 

por pseudo-convexidad estricta 

F' (O) (-t) <O 

lo cual es una contradicción, desde que F' (O)= O. Por tanto, 

1 
F(O)- 2at2 ~ F(O) ~ F(-t) 

para O~ t <E. Concluimos, 

para !ti ~E. Finalmente, F (t) = f (x0 + tv) alcanza alcanza un mínimo local fuerte 
en t =O. 
Reciprocamente, supongamos que la función alcanza un mínimo local fuerte en t = O, 
es decir, 

1 
F (t) 2:: F (O) + 2at2 

para ltl <E. Entonces, por definición fes fuertemente pseudo-convexa. • 
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Capítulo 4 

Optimización Cuasi-convexa 

Consideremos el problema de minimización: 

{ 

minf (x) 
s.a 
g (x):::; O 

x2::0 

donde f y g son funciones cuasi-convexas y diferenciables de un vector n-dimensional 
X= (x¡, ... , Xn)· 
H. W. Kuhn y A. W. Tucker en su artículo de programación no lineal, demuestran 
quelas condiciones de cualificación, son condiciones necesarias para que x0 minimice 
f (x) sujeto a g (x) :::; O y x 2:: O (las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, o KKT 
) son 

a¡ (xo) + Ao8g (xO) 
8xi 8xi 

> o 

xo ( 8f (x
0

) + .A0 8g (x
0
)) 

8xi 8xi 
o 

.Aog (xo) - o 
>.o > o 

Kuhn y Tucker también probaron que si f (x) y g (x) son funciones convexas, las 
condiciones KKT son condiciones suficientes para hallar un mínimo. 

4.1 Condiciones Suficientes para un Mínimo 

Consideremos una variable relevante la cual puede tomar un valor positivo satisfa
ciendo las restricciones. Formalmente, Xi es una variable relevante cuando existe 
algún punto en el conjunto restricción, x* el cual xi > O. 

Teorema 4.1 Sean f : R"' ---+ R, g : R"' ---+ R funciones cuasi-convexas y diferen
ciables, definidas para x 2:: O. 
Si x0 y .A 0 satisfacen las condiciones KKT y al menos una de las siguientes condi
ciones: 
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a. ~ > O para al menos una componente de la variable x?. 

of(x0
) b. -----¡¡x:- < O para al menos una componente de la variable relevante x}. 

J 

c. 81 J~
0

) =/= O para todo i y f ( x) es dos veces diferenciable en la vecindad de x0 . 

d. f (x) es convexa. 

Entonces x0 minimiza f (x) sujeto a las restricciones g (x) ~O donde x ~O. 

Demostración. Consideremos la siguiente identidad 

a~ (xo) (xi- x?) = (xi- x?) (a~(xo) + >.?a~(xo)) - >.?a~(xo) (xi- x?)' Vi= 1, ... , n. 
Xi Xi Xi Xi 

Si x0 satisface las condiciones de KKT, entonces 

af (xo) ).~ag (xo) > o 
!:1 + t !:1 - ' 
UXi UXi 

desde que x} ~O, tenemos 

~ (af (x
0

) + ,~ag (x0
)) > 0 Xt !:1 At !:1 _ • 

UXi UXi 

Por otro lado, afirmamos que 

>.~ag (xo) (x~- x~) <O 
t axi t t -

(4.1) 

En efecto, si ).~ = O entonces la j-ésima componente del término se anula. 
Si ).~ > O se tiene gi (x0 ) = O. Pero, considerando x 1 en el conjunto restricción 
implica que 

luego, 
gi (xl) ~ gi (xo). 

Por la cuasi-convexidad de g tenemos 

a~ (xO) (x}- x?) ~ 0. 
Xj 

Como>.?~ O, entonces 

De (4.1) y (4.2) tenemos, 

af (xo) (x~- x~) >o a 1 1 _ , V i = 1, ... , n. 
Xi 

Por lo tanto, para f ( x) y g ( x) funciones diferenciables y cuasi-convexas con 
g (x1

) ~O, x1 ~O se satisface 

(x1
- x0

)T V f (x0
) ~O. 
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a. ~>O para al menos una coordenada de la variable x0 . 

Consideremos h como un vector unitario en la i-ésima dirección x2 = x0 + h 

Para x1 en el conjunto de restricciones 

entonces 

lo cual es equivalente a, 

(x2- xot (}'\1 f (xo) >O 

para O> O. De (4.4), tenemos 

[xo (O)- xo]T \l f (xo) >O. 

Usando el resultado ( 4.3) obtenemos 

(4.4) 

(4.5) 

[x1 (O)- x0 (O)]T\lf (x0
) = (1- O) (x1

- x0)T\lf (x0
) 2': O (4.6) 

para O ::; l. Sumando las expresiones ( 4.5) y ( 4.6) 

(4.7) 

Por la cuasi-convexidad de la función f tenemos 

(4.8) 

Aplicando límite cuando O se aproxima a O, entonces x 1 (O) ---+ x 1• De donde 
se concluye que 

limf (x1 (O)) 2 f(x*) 
9-->0 

Por lo tanto, f ( x1
) ::; f ( x0

). 

b. 8~~o) < O para alguna variable relevante x}. 
Si excluimos el caso (a), x0\lf(x0 ) <O y (b) son equivalentes. 

En efecto, si x0\l f ( x0
) < O entonces 

o8f (xo) O 
xj a < 

Xj 

(4.9) 

desde que x0 2': O existe xJ, en el conjunto restricción tal que xJ > O luego, 

(4.10) 
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para alguna variable relevante x i. 

Reciprocamente, notemos que g ( x1
) :::; O para x1 ~ O implica que 

entonces, 

\lf (xo)T xl ~ \lf (xot xo (4.11) 

para todo x 1 en el conjunto de restricciones Excluyendo (a) 

(4.12) 

Además, (b) implica que para algun x* en el conjunto de restricciones y para 

algún i, 81J:.o) <O y x; > O, lo cual implica que 
818~

0

) x; <O. Consideremos 
x1 = x* en 

entonces \7 f (x0 ) x0 <O para alguna variable relevante. 

Para x1 en el conjunto de restricciones, consideremos 

entonces 

lo cual es equivalente a, 

para fJ > O. Por tanto, 

\7 f (xo) [xo (fJ) - xo] > O. 

Usando el resultado ( 4.3) obtenemos 

(4.13) 

(4.14) 

\7 f (x0) [x1 (fJ) - x 0 (fJ)] = (1- fJ) \7 f (x0) (x1- x0) ~á (4.15) 

para fJ:::; l. Sumando las expresiones (4.14) y (4.15) 

\7 f (x0
) [x1 (fJ)- x0

] >O, V fJ E [0, 1]. (4.16) 

Por la cuasi-convexidad de la función f tenemos 

(4.17) 

Aplicando límite cuando fJ se aproxima a O, entonces x1 ( fJ) -+ x1 . De donde 
se concluye que 

(4.18) 
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c. '\1 f ( x0
) =/= O y f ( x) es dos veces diferenciable en una vecindad de x0

. 

En efecto, la partición del vector x0 en dos subvectores y0 y z0 correspondientes 
a las variables relevantes e irrelevantes respectivamente. Entonces, si excluimos 
los casos ya estudiados asumiremos '\1 f ( x0) =/= O entonces 

(4.19) 

JH(~O\ 
tal que '\1 f (y0 ) = O y '\1 f (z0 ) ~ O donde ~ < O para algún Zi· Por la 
definición de la varible irrelevante, z0 = O y z1 = O para todo x1 = (y1 , z1) en 
el conjunto de restricciones. Por lo tanto, para probar el teorema es suficiente 
probar que 

(4.20) 

Definamos la función 

<fJ(u,v) = f [(1- u)y0 +uy\vz]- f (y0 ,0) (4.21) 

para O ~ u ~ 1 y v 2 O, para todo z 2 O tal que ;? > O. Esta función es esen
cialmente f (x) con el rango de variación de x restricto para un subconjunto 
convexo del octante no negativo, <P (u, v) es cuasi-convexa. Entonces tenemos 

<P(O,O) = f (y0 ,0)- f (y0 ,0) =o (4.22) 

(4.23) 

y 

(4.24) 

Debemos probar <P (1, O) 2 O o contradecir <P (1, O) >O. Primero, si para algún 
ü > O establecemos una pequeida vecindad de cero, <P (u, O) es positivo, cero 
o negativo (pero no mas de una de las condiciones). Entonces, mostraremos 
que <P (u, O) = O y <P (u, O) > O en una vecindad de cero es incompatible con 
<P (1, O) <O mientras que <P (u, O) <O contradice la hipótesis del teorema. 

Consideremos, para algún ü > O, <P (ü, O) ~ O entonces por cuasi-convexidad 
<P(u,O) ~O para todo u tal que O~ u~ ü. Además, </J(ü,v) ~O entonces 
por cuasi-convexidad y <P (u, O) < O para todo u tal que O ~ u ~ ü. De esta 
manera, 

<P(>.(O,v) + (1- >.) [u(v) ,0]) ~ max{</J(O,v) ,</J[u(v) ,0]} = <P(O,v), V>. E [0,1] 

luego, 

<P((1- >.)u(v) ,>.v) ~ <P(O,v), V>. E [0, 1]. (4.25) 
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Por cuasi-convexidad de </J, 

((1- .A) u (v),- (1- .A) vf V"</J (0, v):::; O (4.26) 

lo cual es equivalente a, 

((1- .A) u (v),- (1- .A) v)T ( ~~ (0, v), ~! (0, v)) :::; O (4.27) 

desde que (1- .A) 2:: O tenemos 

r (a<P a<P ) (u(v),-v) au(O,v),av(O,v) :::;o (4.28) 

Por tanto, 

a<P a<P 
u(v) au (O,v)- v av (O,v) ~O. (4.29) 

Esto puede escribirse como 

u (V) a<jJ (O ) a<jJ (O ) 
a ,v ~a ,v . 

V U V 
(4.30) 

Tomando límite cuando v tiende a cero 

lim u(v) a<jJ (O,v) ~ lim a<jJ (O,v) 
v--->0 V au V-->0 av (4.31) 

desde que, ~ es continua 

lim u(v) a<jJ (O,v) ~ a<t> (0,0) 
V--->0 V au av 

(4.32) 

De (4.24) tenemos 

lim u (v) a<jJ (0, v) ~ a<jJ (0, O) <O 
v--+0 V au av 

(4.33) 

Además, 

. 1 (a<P a<P ) IP<P lim- -a (O,v)- -a (o, o) =-a a (o, o). 
v-->0 V U U V U 

( 4.34) 

Como~ (0, O)= O entonces 

lim ~ (a</> (0, V) - a<jJ (0, 0)) = lim ~ a<jJ (0, V) 
v--->0 V au au V--->0 V au 

(4.35) 

De ( 4.34) y ( 4.35) en ( 4.33) tenemos 

a2<P 
-a a limu(v) <o 

V U v--+0 
(4.36) 

Por tanto, de (4.24) y (4.36) tenemos 

o< o, 
lo cual es una contradicción. Por lo tanto, no es cierto que </> (u, O) < O para 
u > O suficientemente peque!¿ ~o. 
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d. La función es convexa 

f (xo) + (x1- xof \1 f (xo) ~ f (x1) 

y desde que 
(x1- xof\lf (xo) >O 

entonces 
f (xo) ~ f (x¡) , V X¡ 2:: O. 

Lo cual demuestra el teorema. 

A partir de la prueba, presentamos un ejemplo para una función f (x, y) con 

af a¡ 
ax (0,0) =o 1\ 8y (0,0) >o 

con f ( x, O) positivo en una vecindad lateral derecha. 
El ejemplo será elegido considerando f (0, y)= y tenemos 

af (x, O) = { ~~f~ para X~ t 
OX 1092 para X > 2 

Considerando f (x, y) en los dos ejes, complementamos la definición haciendo 
que las curvas de nivel sean rectas, lo cual asegura la cuasi-concavidad de f. For
malmente, para todo valor fijo de f (x, y) = z definimos x = X (z) como solución 
de la ecuación f (x, O)= z. 
Entonces la curva de nivel f (x, y)= z intercepta al eje x en x =X (z) y al eje y en 
y=z. 
Si la curva de nivel es una línea recta y f (x, y) es todo punto en esta tenemos 

(4.37) 

Dados x, y fijos, entonces f (x, y) es el único valor positivo de z para el cual (4.37) 
se satisface (excepto si f (x, y) =O para x =y= 0). Desde que 

a¡ a¡ 
ax (0,0) =o 1\ 8y (0,0) = 1 

se satisface las condiciones de KKT para la restricción -y 2:: O con Ao = l. Pero el 
origen no es la restricción máxima. 

4.2 Modelos Económicos Cuasi-convexos 

La microeconomía se estudia de forma matemática, usando modelos matemáticos. 
La mayor parte de los desarrollos y estudios de la teoría del consumidor tienen como 
base el siguiente problema de maximizar, esto es, obtener el valor máximo de una 
función, el más alto de todos los que puede dar, así como qué valores son los que 
producen ese máximo. En este caso sería el de u, que es la función de utilidad de 
un consumidor, que se supone que depende de los valores de las cantidades de los n 
bienes (representados por las variables x1 hasta Xn)· 
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4.2.1 Demanda del Consumidor 

La propiedad fundamental de la función de utilidad en la teoría de demanda del 
consumidor consiste en que las curvas de indiferencia definen conjuntos convexos o 
una disminución porcentual de sustitución. Así, la propiedad de toda función de 
utilidad es la cuasi-concavidad. El estudio de la teoría de demanda del consumidor 
así, como el Axioma Débil de Preferencia Relevada. 

Consideremos el problema de maximizar la función de utilidad u (x) 

max u(x) 

donde p es el vector de precios, x es el vector de unidades y B es el presupuesto del 
consumidor. Este problema de maximización se puede expresar como el siguiente 
problema de minimización 

min -u(x) 

< 
> 

B 

o 

Supongamos que x0 satisface las condiciones KKT, es decir, 

Además, asumamos la no satisfacción, esto es, 

8u (x0
) >O 

axi 

para algún xi. Entonces, desde que se satisface la condición b del teorema 4.1 tenemos 
que x0 minimiza -u (x) sujeto a las restricciones B-'E~=l XiPi ~ O y Xi ~ O. Además, 
si ,\i > O, y la hipótesis de no satisfacción implica que x0 minimiza el costo en u ( x0 ), 

para esto 

i=l 
s.a 

u(x)-u(x0
) > O 

X > 0 
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Por otro lado, es importante considerar que las empresas o cualesquiera otras unidades 
que en una economía se encarguen de producir bienes y servicios, comparte semejan
zas desde cierto punto de vista con el del consumidor. En el caso del consumidor, la 
microeconomía lo reduce al problema de maximizar una función de utilidad, la cual 
es cuasi-cóncava, con una restricción presupuestaria. En el caso de la del produc
tor, se trata de maximizar la función de beneficios teniendo en cuenta restricciones 
tecnológicas. 

4.2.2 Producción 

La teoría de la producción eficiente puede extenderse para funciones de producción 
que son cuasi-cóncavas pero no cóncavas, esto es para los casos donde existe un 
ingreso creciente pero un porcentaje de disminución marginal de sustitución. 
Supongamos, por ejemplo, que una empresa alcanza una producción en un conjunto 
de procesos independientes los cuales transforman los insumos commprados en bie
nes intermedios los cuales no son tratados en el mercado, y ambos en producto. 
Consideremos que la escala o intensidad del i-ésimo proceso es medida por xi. 
Además, consideremos que el j-ésimo insumo o producto en el i-ésimo proceso es 
una función monótona 9ii (xi) la cual es positiva si el bien es un producto del pro
ceso, negativa si es un insumo. 
Enumeramos el producto final por j = 1, ... ,m¡, los insumos comprados por 
j = m1 + 1, ... , m2 , los bienes intermedios por j = m 2 + 1, ... ,m y consideremos n 
procesos. 
Entonces el conjunto de insumas o productos del j-ésima bien está dada por 

n 

9i (x) = LYii (xi) 
i=l 

Ahora, consideremos el problema de minimizar el costo de producción en un conjunto 
de precios de productos dados por el precio de los insumos. 
Sea Pi el precio del j-ésimo bien. Entonces el problema es 

s.a 

9i (x)- 9i (x0
) ~O 

para j = 1, ... , m 1 y la restricción que el producto del bien intermedio es no negativo, 
o si consideremos éj representa el stock inicial, esto es el conjunto de consumo del 
bien intermedio no excede al stock inicial, es decir 

9i (x) + f.i ~O j = m2 + 1, ... ,m 

1¿ ~Bajo que condiciones este problema satisface la hipótesis del Teorema? 
Sabemos que toda función monótona de una variable es cuasi-cóncava. Pero, aquí 
hemos encontrado una diferencia entre concavidad y cuasi-concavidad la cual es 
importante para las aplicaciones de la teoría económica. 
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Es evidente, que la combinación lineal no negativa de funciones cóncavas es cóncava, 
mientras la combinación lineal no negativa de funciones cuasi-cóncavas no necesaria
mente es cuasi-cóncava. 
Corno consecuencia, la hipótesis de cuasi-concavidad no puede ser reemplazada por 
la hipótesis de concavidad en muchas partes de la economía. 
Consideremos uno de los productos restricción 

lo que es equivalente a 

n 

L9ii (xi)- 9i (x0
) ~O. 

j=l 

Para productos, tenernos g~i (xi) ~ O. Si g~j (xi) ~ O es cóncava y por lo tanto, 
9i (xi) es cuasi-cóncava. 
Si ft.j (xi) > O para algún proceso, con g~j (xi) ~ O para todos los otros procesos, 
entonces 9i (xi) no es necesariamente cuasi-cóncava. 
Si 9ii (xi) > O para dos o mas actividades 9i (x) no puede ser cuasi-cóncava. Si 
9i (x) es cuasi-cóncava, el porcentaje marginal de sustitución entre todo par de 
insumos debe disminuir entre otros insurnos que se mantienen constantes. Esto es, 
por ejemplo, x3 , ••. , Xn constantes 

( 1 )2 " ( 1 )2 " o 92j 9ij + 91j 92j ~ . 

De esta manera, es posible que g~i ó g~i es positivo sin violar la condición anterior, 
pero claramente ambos no pueden ser positivos, similarmente, para todos otros pares 
de procesos. 
Por lo tanto, g~j (xi) > O para al menos un proceso i si 9i (xi) es cuasi-cóncava. 
Notemos que el mismo se satisface para las restricciones en el uso de bienes inter
medios. 
··. lQ 1 . d '"'n ( )? 1¿2 ue pasa con e maximan o L....,j=m

1
+1Pi9i x . 

Si las funciones 9i (x) son cóncavas, su combinación lineal también es cóncava. Pero, 
si las funciones son cuasi-cóncavas y no cóncavas, no se puede garantizar la cuasi
concavidad de 

m 

L Pi9i (x) · 
j=m1+l 

independientemente de los precios. De esta manera, la única forma para aplicar 
el teorema para todo conjunto de precios haciendo una disminución o un ingreso 
constante en el uso de productos medidos en terminos monetarios. 
Por otro lado, para aplicar el Teorema y maximizar la ganancia 

j=l 

s.a 

9i(x)+Ej~o 
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para j = m 2 + 1, ... ,m. Podemos considerar una cantidad total limitada de por
centaje creciente considerando bienes intermedios, pero no, en general, consideramos 
productos o insumos comprados en el mercado (al menos uno es producto y no in
sumo comprado). 
Nuevamente, para todo conjunto de precios una cierta cantidad de porcentaje cre
ciente en productos o compra de insumas medido en dinero puede ser tolerado. 
Alternativamente, sea la función de producción 

y = Ka Lf3 a > O, {3 > O 

Esta función es cuasi-cóncava pero no cóncava para a + {3 > l. Entonces, el teo
rema sera aplicado para el problema de determinación de la eficiente combinación 
de insumas, dado algun producto especificado, pero no es aplicado para el pro
blema de maximización de la ganancia. Esto es, el problema de min r K + wL o de 
max- (r K + wL) donde r y w son el costo de unidad de K y L respectivamente, 
sujeto a las restricciones Y- Y0 ~ O, L ~ O, K ~ O satisface la hipótesis del teorema. 
Pero el problema de 

max IT (K, L) - pKa Lf3- rK- wL 

s.a 

K > O 

L > O 

no satisface la hipótesis del teorema porque TI (K, L) no es cuasi-cóncava. 

4.2.3 Bienestar Económico 

Supongamos que toda función de producción sobre toda sociedad es cuasi-cóncava. 
El problema de encontrar una eficiente distribución de recursos (un óptimo de 
Pareto) puede ser formulado como un problema de maximización de la utilidad 
de una familia sujeto a las restricciones (también cuasi-cóncavas) de productos que 
estan dentro de las posibilidades de la producción de la sociedad y las utilidades de 
las otras familias son al menos iguales para niveles específicos. • 
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Capítulo 5 

Un Método Proximal para 
Minimizar Funciones 
Cuasi-convexas 

5.1 Motivación del Sistema Dinámico 

Considere el problema de minimización convexa 

(P) { minf (x) 
X E Rn + 

donde f: Rn---+ ( -oo, oo] es una función convexa propia y cerrada. Además, 

R~={xERn:xi~O, j=1, ... ,n}. 

Para resolver (P) consideramos el siguiente esquema proximal iterativo. 
Iniciamos con 

Xo E R~+ = {x E Rn: Xj >O, j = 1, ... , n} 

y generamos la sucesión { xk} por 

(5.1) 

donde >..k es una sucesión de números positivos y d : JG_+ x R++ ---+ R es una función 
distancia satisfaciendo las siguientes propiedades: 

l. d(x,y) ~O, Vx,y E R~+ y d(x,y) =O si y solo si x =y; 

2. x---+ d(x,y) es convexa Vy E .R++; 

3. d satisface propiedades de diferenciabilidad cual veremos más adelante. 

La función distancia, la cual será base de nuestro estudio del sistema dinámico 
propuesto (S) dependerá de una regularización logarítmica. En efecto, dado dos 
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parámetros positivos p, > O y v > O definimos para todo (x, y) E Rf-+ x Rf-+ la 
siguiente función: 

n 

d(x,y) = ~ llx- Yll 2 + P, LYJIP (Yj1xJ), 
j=l 

(5.2) 

donde para todo r > O la función cp ( r) está dada por cp ( r) = r - log r - l. 
Desde que la función h (x) = logx es una función cóncava entonces se satisface 

h(y)~h(x)+h'(x)(y-x), Vx,yER+ 

lo cual es equivalente a 

1 
logy ~ logx +-(y- x), Vx, y E R+ 

X 

Considerando x = 1 tenemos, 

O ~ y - log y - l. 

A partir de este resultado obtenemos que cp (~) 2: O, desde que Xj, YJ E R++· 

Como los parámetros p, > O, v > O y cp ( ~) 2: O entonces se satisface la primera 

condición de la función distancia, es decir, d (x, y) 2: O y d (x, y)= O si y solamente 
si x =y. 
Observamos también que d(x, y) satisface la segunda condición de la función dis
tancia definida en (5.2). 
Debemos probar que 

Primero, notemos que 

Desde que llx1 - x2 1l 2 2: O entonces 

(xb X¡) - 2 (x¡, x2) + (x2, x2) 2: O 

multiplicamos por .A (.A - 1) < O 

lo cual es equivalente a 

sumando (x2 , (1- .A) x2)- (.Ax1 , y) en ambos miembros 
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luego, adicionamos- ((1- >.) x2 , y)+(-y, >.x1 + (1- >.) x2 - y) en ambos miembros 

(>.x1 + (1 - >.) x2 - y, >.x1 + (1 - >.) x2 -y) :::; >. (x1 -y, X¡ - y)+(1 - >.) (x2 -y, x2 -y) 

desde que -y= ->.y- (1- >.)y, entonces 

Por otro lado, desde que log x es una función cóncava y creciente obtenemos 

<p (>.r1 + (1- >.) r 2) < >.<p (r1) + (1- >.) <p (r2), '\/ >.E [0, 1]. (5.4) 

De (5.3) y (5.4) 

d (>.x1 + (1- >.) x2, y) :::; >.d (x¡, y)+ (1- >.) d (x2, y), 

donde 

V 2 ~ (AX¡. + (1- >.)x2·) d(>.x1 + (1- >.)x2,y) = 2ll>.x1 + (1- >.)x2- Yll + p, L.._.¡</) 
3 

• 
3 

• 

i=l YJ 

Además, como <p (r) = r -logr- 1 es una función estrictamente convexa la cual es 
no negativa en R++ entonces, para todo r 1 , r 2 E R++ 

Desde que log x es una función cóncava tenemos 

log (>.r1 + (1- >.) r 2 ) ~ >.logr1 + (1- >.) logr2 , '\/>.E (0, 1). 

Multiplicando ambos miembros por -1 

-log(>.r1 + (1- >.)r2):::; ->.logr1 - (1- >.)logr2 . 

Sumando >.r1 + (1- >.) r 2 en ambos miembros obtenemos 

Supongamos que se cumple la igualdad entonces 

lo cual es equivalente a 

>.r1 + (1- >.) r2 -log (>.r1 + (1- >.) r 2 ) - 1 = 

>.r1 - >.logr1 - >. + (1- >.) r 2 - (1- >.) logr2 - (1- >.). 

Sumando ->.r1- (1- >.) r 2 en ambos miembros 

-log (>.r1 + (1- >.) r 2) = -logr~ -logr~->., '\/>.E (0, 1). 
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Lo cual se reduce a 

Art + (1- .X) r2 = r~.r~->-, V-X E (O, 1). 

De donde se deduce que la igualdad se cumple si y solo si r 1 = r 2 . Por tanto, cp es 
una función estrictamente convexa. 
Desde que cp es una función estrictamente convexa la cual es no negativa en R++, 
alcanza su único mínimo en r = 1, es decir, 

cp (1) = mincp =O= cp' (1) 

desde que cp' (r) = 1- ~ y que 

lim cp (r) = lim cp (r) = +oo 
r-+O+ r-++oo 

En efecto, sabemos que -cp (r) = log r + 1 - r entonces 

lim w-rp(r) = lim 101ogr+l-r 
r-+oo r->oo 

Esta expresión se reduce, lo cual se vuelve un límite indeterminado : 

= lim 10logr .10-(r-1) 
r->oo 

Aplicando L' Hospital, obtenemos 

lim 
1 

=O 
r-+oo wr-l}og 1 o 

Lo cual es equivalente a 

lim w-rp(r) = o '* lim -cp = -oo 
r~oo r---.oo 

Por lo tanto, lim,._.00 cp (r) = oo. De estos resultados, deducimos inmediatamente 
que d satisface las propiedades antes mencionadas. La iteración 

X k = arg min {f (x) + X¡;1d (x, Xk-1)} 

es el método proximal cuando d (x, xk-t) es formalmente tomado como el usual 
termino cuadrático ~ llx - Xk-tll2 es decir, con J-L = O, v > O. La motivación para 
estudiar los métodos de esta forma, con d definida como en (5.2) con v =O y J-L >O, 
puede ser encontrada en recientes estudios; ver [4]. La diferencia fundamental de 
estos métodos, en comparación con el esquema del método clásico, es que el término 
des usado para garantizar que las iteraciones {xk} se encuentren en el interior del 
octante no negativo~+' por eso el algoritmo genera automaticamente una sucesión 
positiva {xk}· 
Nuestra motivación es el funcional logaritmo-cuadrático, motivado por el reciente 
trabajo de Auslender, Teboulle y Ben-Tiba [4], quienes estudiaron métodos pero con 
homogeneidad de segundo orden usando la siguiente función distancia 

n 

D (x, y)=~ llx- Yll
2 + J-L LY]cp (yJxi). 

j=l 
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Por otro lado, notemos que para minimizar una función convexa en Ir, el esquema 
clásico proximal cuadrático genera una sucesión { xk} E Ir para solucionar la in
clusión 

donde fJ f denota la sub diferencial de la función convexa f, ver [25]. 
En efecto, desde que la función fes propia y Xk E argmin {! (x) + Xj;1d (x, xk-l) }, 
entonces 

Lo cual es equivalente a 

El esquema iterativo visto anteriormente puede ser visto también como la dis
cretización implícita de Euler de la subdiferencial inclusión 

0 Ex' (t) + of (x (t)) 

con x : [0, oo) ---+ Ir. Supongamos que tenemos que resolver (P) por el método 
proximal con d definida en (5.2). 
Entonces, escribimos las condiciones de optimalidad con d definida en (5.2) 

A partir de esto obtenemos 

Lo cual es equivalente a 

luego, 

de ahí, 
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donde gk = (g~, ... ,g~) E 8f (xk). 
La inclusión anterior puede ser escrita equivalentemente como 

0Egj+Ak
1 [-~-1 (v+ ~) +~ (v+ ~)] j=l, ... ,n, 

lo cual implica que, 

0Eg%+Ak1 (v+ ~) (xJ-~-1 ) j=l, ... ,n, 

entonces 

X~ 
O E .X¡;1 

(xj- xj-1
) + J-t + ~xjgj j = 1, ... , n. 

Esta expresión puede ser vista como la discretización implícita de Euler del Sistema 
Dinámico Continuo. 

O E xj (t) + [ Xj (t\ )] gi (x (t)) j = 1, ... , n 
J-t + VXj t 

la cual es base del estudio del Sistema Dinámico. 

5.2 Existencia Global y Viabilidad de Resultados 

Adaptamos aquí las mismas hipótesis generales de la sección anterior para la función 
f, es decir, la función f: R:"---+ R pertenece a Cf2 (R:"). El caso convexo será tratado 
en la siguiente sección. Estamos interesados en estudiar el problema de Cauchy 
descrito por el siguiente sistema (S). 

x'- (t) + [ xi (t) ] 8f (x (t)) = 0 j = 1, ... , n 
3 J-t + VXj (t) OXj ' 

xi (O) = Xo; E R~+' j = 1, ... , n 

(5.5) 

(5.6) 

Es importante destacar en el análisis del sistema, la propiedad de viabilidad de las 
trayectorias las cuales se deben encontrar en el octante positivo; 

x(t) E R~, Vt E [O,oo). 

Nuestro principal resultado en esta sección es la prueba de la existencia global de la 
trayectoria y la propiedad de viabilidad del conjunto R+ para el sistema dinámico 
(S). 

Teorema 5.1 Sea f : R:" ---+ R una función en Cf2 (E") la cual esta acotada infe
rior-mente en R~, existe una única solución global x : [0, oo) ---+ R:" del sistema (S). 
Además, x (.) satisface la siguiente propiedad de viabilidad: 

xi (t) >O Vt;:::: O, Vj = 1, ... , n. 
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Demostración. Consideremos F : R~ - R!" una aplicación definida por 

F ( ) = ( X1 8 f Xn 8 f ) 
X J.L + vxl 8x¡ l ••• , J.L + VXn 8xn 

Desde que x0 E R~+ y J.L >O, trabajando en el sistema (S) obtenemos 

Xj (t) 8j (x (t)) = -x'- (t) 
VXj (t) + J.L OXj J 

Entonces F (x (t)) = ( -x~ (t), ... , -x~ (t)). 
Probaremos que F es una función convexa, consideremos x, y E R-¡ 

F (,\x + (1- .\)y) - ( -,\x~ (t)- (1- ,\)y~ (t), ... , -,\x~ (t)- (1- .\)y~ (t)) 
- ,\( -x~ (t), ... , -x~ (t)) + (1- .\) (-y~ (t), ... ,-y~ (t)) 
- ,\F (x) + (1- .\) F (y), V,\ E [0, 1] 

entonces es localmente lipchitziana en x0 , es decir, F es lipschitz continua en una 
vecindad de x0 . Por lo tanto, por el teorema de Cauchy-Lipschitz, existe T >O tal 
que el sistema admite una única solución en [0, T]. 
Sea t ---t x (t) la solución y se prueba que 

xi >O Vt E (O,T], Vj = 1, ... ,n. 

Desde que x0 E R-¡+ y x (O) = x0 por la continuidad de x (.), como x (.) es diferen
ciable, existe To > O tal que 

xi (t) >O Vt E [0, To], Vj = 1, ... , n. (5.7) 

En efecto, por hipótesis de continuidad de x (.)sobre [0, To] aplicamos el teorema de 
Weirstrass entonces 

Xj (0) ::; Xj (t) ::; Xj (To) 

Por tanto, x 03 ::; xi (t) y desde que x0 >O entonces x0i >O, para todo j = 1, ... , n. 
A partir de aquí obtenemos la afirmación anterior. 
Definimos 

U - { T E [0, T] : xi (t) > O, Vt E [0, T], Vj = 1, ... , n} 

- {TE (0, T] : x (t) E R~+' Vt E (0, T]}. 

De la afirmación anterior (5.7) se concluye que U es no vacío. Desde que R-¡+ es 
abierto, por la continuidad de x (.), U es abierto en [0, T]. 

En efecto, por continuidad de x (.)la imagen inversa de R-¡+ es abierto en [0, T]. 
Podemos concluir que U = [0, T] 
Por la definición de U tenemos que U e [0, T]. Probaremos que U es cerrado en 
[0, T]. 
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Sea Tn E U, sin pérdida de generalidad asumimos que Tn ~ T, es decir, O~ Tn ~ T 

tal que Xj (t) >O, Vt E [0, Tn]· 

Desde que Tn--+ T se tiene 

entonces T E U. 
Primero, notamos que x (t) es acotado en [0, T] desde que x (.) es continua y [0, T] 
es compacto. Además, desde que f E e2 (Rn) entonces sus derivadas parciales son 
continuas. 
Como .¡f. es continua aplicada en x (t) (conjunto compacto) para todo t E [0, T] 

3 

entonces 81~:(t)) es compacto, es decir, existe una constante positiva e > O tal que 
3 

1

8f(x(t))l . 
axi ~ e, Vt E [0, T], V J = 1, ... , n. (5.8) 

Ahora analizamos el hecho que x (.) resuelve (S) y satisface x (t) E JG.+ para todo 
tE (0, Tn]· 

De la desigualdad probada en (5.8) y usando el siguiente resultado 

(5.9) 

en [0, Tn]· En el sistema (S) tenemos 

O= x'. (t) + Xj (t) 8j (x (t)) < x'. (t) +e Xj (t) 
J J.L + VXj (t) 8Xj - J J.L + VXj (t)' 

Vt E [0, Tn]· 

Por lo tanto, 

1 [ Xj (t) ] [ ] o ~ xj + e ( ) ' Vt E o, Tn • 
J.L + VXj t 

Usando nuevamente la propiedad que x (t) E R~+ para todo t E [0, Tn] y J.L > O 
entonces obtenemos 

0 ~X~ (t) +e Xj (t) ( ) ~X~ (t) +e Xj (t), \;ft E [0, Tn] 
J.L + VXj t J.L 

desde que J.L ~ J.L + vxi (t), se cumple que J.&+"'~i(t) ~ ~-
ct 

Multiplicando por eli" en ambos miembros 

Ct e Ct 
O ~ eli" x~ (t) + -eli" Xj (t), Vt E [0, Tn]. 

J.L 

Esta desigualdad puede ser escrita como 

d Ct 

O~ dteli"xi (t), Vt E [O,Tn], Vj = 1, ... ,n 
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Integrando ambos miembros de O a t 

Luego, 

Ct CO 
O < e~'xi(t)-e~'xi(O) 

Ct 

< el'xi(t)-xo; 

La cual es equivalente a 

-Ct 

O < e----,. Xo; :::; Xj (t), 'tft E [0, Tn], 't/j = 1, ... , n. 

En consecuencia x (t) E Jft+, 't/t E [0, T] y TE U. 
Probaremos, que la única solución máxima x (.) de (S) es definida en el intervalo 
[0, oo). Haremos la prueba por contradicción. 
En efecto, supongamos que la solución máxima está definida en [0, Tmax), es decir, 

X : [0, Tmax) -+ Ir" con Tmax < OO. 

Usando el resultado anterior, tenemos 

X (t) E R¡+ para todo tE [0, Tmax). 

Primero probaremos que limt-+Tm=• t<T.,.= x (t) existe. Para demostrar esto, pro
baremos que 

De esta manera, obtenemos como una consecuencia el hecho que el sistema (S) es 
un método de descenso para la función f. Partimos con la identidad 

df (x (t)) = ~ a¡ (x (t)) x'- (t) 
dt ~ax- 1 

j=l J 

y usando (S) para t < Tmax (recalcando X; (t) >O, 't/t >O) obtenemos 

_ JL + IIXj (t) x'- (t) = a¡ (x (t)) 
x; (t) 1 ax; 

Reemplazando la expresión anterior en {5.10) 

!f(x(t)) +t. (v+ x;(t)) xf ~O 
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y de aquí se concluye 

d n 

dtf (x (t)) + v L xJ (t) :::; O 
j=l 

Integrando de O a t a ambos miembros de la desigualdad donde t < T max, 

¡td tn 
lo dtf (x (t)) + v lo L xf (t) ~O 

o o j=l 

entonces, 

f (x (t))- f (xo) + v 1t llx' (s)ll2 
ds ~O. 

Desde que f es asumida en R-¡, deducimos que 

v ¡t llx' (s)ll2 
ds ~ f (xo)- inJ f < oo 

lo R+ 

La siguiente desigualdad se cumple para todo t < T max entonces 

lo cual implica que ellimt--->Tmax X (t) existe. 
Retornando al sistema (S) desde que ¡t >O y x (t) EH-¡+ para todo tE [0, Tmax] 

x(t) >O, Vt E [O,Tmax]. 

Analizando el límite cuando t ~ Tmax, desde que 

x'. (t) = _ Xj (t) a¡ (x (t)) 
3 ¡t + vxi (t) axi 

Entonces 

lim X~ (t) = lim - Xj (t) . lim a¡ (x (t)) 
t--->Tmax t--->Tmax J.L + 1/Xj (t) t--->Tmax axj 

Ellimt--->Tmax 1-L:t~?(t) existe desde que ellimt--->Tmax Xj (t) existe y ¡.t, v son positivos. 

Ellimt--->Tmo.x a¡~:\t)) existe desde que ¡fes continua y limt ....... Tma.x x (t) existe, es decir, 
3 3 

lim a¡ (x (t)) = a¡ ( lim X (t)) 
t--->Tnoax axj axj t->Tmax 

Por lo tanto, limt->Tmax x' (t) existe. Entonces, x (.) es una solución de (S) en 
[O,Tmax). 
En particular, se tiene x (Tmax) > O. El final de la prueba termina aplicando el 
teorema de Cauchy-Lipschitz con el dato x (Tmax) lo cual contradice la maximilidad 
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de x (.). • 
Es interesante notar que cuando partimos con un punto arbitrario x0 E Jr:_+, la 
correspondiente trayectoria x: [0, oo) ~Ir" permanece en Jr:_+, es decir, 

x(t) >O, \:ft ~O. 

Esta importante propiedad es consecuencia del termino de barrera logarítmica en la 
función distancia definida anteriormente en (5.2). Tal propiedad puede ser formu
lada como la propiedad de viabilidad del conjunto m+ para el sistema dinámico 
(S). Equivalentemente, decimos que Jr:-+ es un conjunto invariante por el sistema 
dinámico (S). 

5.3 Convergencia Asintótica 

Trabajaremos con las mismas hipótesis sobre la función f, que en la sección anterior. 

Teorema 5.2 Sea f : Ir" ~ R una función de clase CP (Ir") la cual es acotada 
inferior-mente en el octante no negativo y consideremos el sistema asociado (S). 
Toda solución global x (.) de S satisface 

1. f (x (t)) es una función decreciente en t. 

2. fo
00 

llx' (t)ll 2 
dt < oo 

Además, si asumimos que x (.) es acotada, entonces 

3. limt-+oo x' (t) = O 

4- limt-+oo Xj (t) &f~:(t)) =O j = 1, ... , n 
3 

Demostración. Todas las propiedades establecidas seran derivadas gracias a que 
f (x (t)) es una función decreciente de t. 
Recalcamos la ecuación obtenida por el sistema (S) en (5.11) 

!t (x (t)) +t. (v + x~tJ xf (t) ~O 

desde que Jl >O, v >O y x (t) E R¡+, tenemos 

luego, f (x (t)) es decreciente en t. 

df (x (t)) 
0 dt < 

Por lo tanto, queda demostrado el item (a). 
Ahora, integramos la identidad (5.12) de O a t 

r df (x ( t)) + r t (v + _Jl_) X~ ( t) = 0 
lo dt lo i=l Xj (t) 1 
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de ahí, 

f(x(t))-f(x(O))+ t¡t (v+ ·J-L( ))xf(s)ds=O 
j=l O XJ t 

desde que x (O)= x0 , tenemos 

f (x (t))- f (x0) + t 1t (v + x·J-L(s)) xf (s) ds =O 
J=l o 3 

lo cual es equivalente a, 

t n n t 
f(x(t))-f(xo)+v lo ~xf(s)ds+ ~lo xi~s)xf(s)ds=O 

entonces, 

¡t 2 n xt;! (s) 
f (x (t))- f (xo) + v lo llx' (s)ll ds + J-L ~ ¿ (s) ds =O 

donde 
n 

llx' (s)ll = l:xJ (s). 
j=l 

Por tanto, 

¡t 2 nlt~w 
v llx' (s)ll ds = f (xo)- f (x (t))- J-L L ~( ) ds 

O j=l O XJ S 

luego, 

n lt xt;l (s) 
f ( xo) - inf f - JL ~ 

0 
¿ ( s) ds 

< f (xo) - inf f. 
Rf-

La siguiente desigualdad es verdadera para t 2: O obteniendo 

l oo llx' (t) 11
2 dt ~ _! [t (xo) - inJ t] < oo 

O 1/ R+ 

es decir x E L2 ([0, oo), ~). 
Supongamos que x (.) es acotada, es decir, 

sup llx (t)ll < oo. 
tE(O,oo] 

Desde que f es suave, jf continua y x (.) acotada entonces 
1 

a¡ (x (.)) 
axj 
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es acotada. Por tanto, 

·¡a¡ (x (t)) 1 sup < oo 
tE(O,oo) axj 

Desde que x (t) E R~+ en el sistema (S) obtenemos 

x'. (t) = _ Xj (t) aj (x (t))' 
1 JL + vxi (t) axi 

aplicando valor absoluto en ambos miembros 

lx'. (t)l = 1 Xj (t) a¡ (x (t)) 1 
1 JL + vxi (t) axi 

Además, como vxi (t) :::; vxi (t) + JL entonces 

VXj (t) 
1 ---;"-::--<, 

l/Xj (t) + JL -

lo cual es equivalente a 

Xj (t) 1 _....:;_;_;___ <-
VXj (t) + JL- 1/. 

En (5.15) tenemos 

lx'. (t)l = 1 Xj (t) 11 a¡ (x (t)) 1 :::; _!:.1 a¡ (x (t)) l 
J JL + VXj (t) axj V axj 

De (5.16) y (5.14), concluimos x' (.) es acotada en [0, oo), es decir, 

sup llx' (t)ll < oo. 
tE(O,oo) 

Aplicando la diferencial del sistema (S) con respecto a t, tenemos 

donde () : R+ -+ R+ está dada por 

() (r)- r 
JL + vr 

Afirmamos que () y ()' son acotados en ~. 
En efecto, desde que vr < vr + JL se tiene 

entonces 

r 1 
--<-
1/T + JL 1/' 

1 
O(r) < -. 

1/ 
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Analizando la derivada de() (r) = 
11

_;vr obtenemos 

()' (r) = J-t < ~ 
. (J-t + vr)2 

- J-t 

entonces ()' ( r) ::; ~. 
Como f E C2 _1!1___ y !!.L son continuas ' ax,ax; axi 

Xj (t) = -{} (Xj (t)) t fflfx~~;t)) X~ (t)- ()' (Xj (t)) xj (t) a¡ ~:(t)) 
k=l J k J 

Aplicando 1.1 en ambos miembros 

lxj (t)l = (} (Xj (t)) t fflfx ~~~t)) X~ (t) + (}' (xj (t)) xj (t) a¡~: ~t)) 
k=l J k J 

< l6(x·(t))l ~filf(x(t))x, (t) +!6'(x·(t))x'.(t)!laf(x(t))l 
J L__¡ ax -ax k J J ax . 

k=l J k J 

< ~ t.la'fx;~;:) ~~~ (t)l +; lxj (t)il 81 ~:;t)) 1 < oo 

es decir, 

sup lx; (t)i < oo 
tE[O,oo) 

(5.17) 

desde que 82 f(x(t)) y a¡(x(t)) son acotadas. 
ax;axk ax; 

De (5.13) y (5.17) obtenemos 

1
00 

llx' (t)ll 2 dt < oo 1\ sup Hx·· (t)ll < oo 
O tE[O,oo) 

entonces 

lim llxj (t)li =O. 
t-+oo 

(5.18) 

Además, 

lx'. (t)l = 1 Xj (t) a¡ (x (t)) 1 
J J-t + VXj (t) axj 

aplicando límite cuando t --+ oo 

lim lx'. (t)l = lim 1 Xj (t) a¡ (x (t)) 1 
t-+oo 3 t-+oo J-t + VXj (t) axj 

de (5.18) 
lim lxj (t)i =O 

t-+oo 

entonces 

lim Xj (t) a¡ (x (t)) =O. 
t-+oo J-t + VXj (t) axj 

Lo cual demuestra el item 4. • 
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5.4 Convergencia Asintótica: Caso Convexo 

Estamos interesados en analizar la convergencia asintótica cuando t --+ oo de las 
trayectorias { x (t) : t E [0, oo)} generada por el sistema dinámico (S) donde se asume 
que la función f es convexa. 
Nuestro principal resultado en esta sección es probar que toda trayectoria generada 
por (S) converge a una solución óptima del problema de minimización convexa. 

Denotemos por 

(P) inf {f (x) : x E R~}. 

X:= arg minf 
Rn 

+ 

Consideremos las siguientes hipótesis 

(Hl) f : Rn --+ R es una función convexa en 0 1
. 

(H2) Para cada x0 E m;_+, existe una solución global x : [0, oo) --+ m;_+ del sistema 
dinámico (S) 

Xj (t) aj (x (t)) . 
Xj (t) + ( ) a =o, VJ = 1, ... , n 

¡.t + l/Xj t Xj 

x; (O) = x0i E R~+ Vj = 1, ... , n. 

Proposición 5.1 Supongamos que se satisfacen las hipótesis anteriores y sea {x (t) : t 2 O} 
una trayectoria generada por (S). 
Para todo punto fijo z E m y todo t 2 O definimos 

E: R -+Rn xRn + + 
t -+E(t)=E(z,x(t)) 

Entonces 

1. f(x(t))-f(z)-:=;r 1 [E(z,x0 )-E(z,x(t))], VzER¡, Vt>O. 

2. LafunciónE(t) esdecrecienteparatodoz E m talquef(z)-::; infs2:of(x(s)). 

Demostración. Para todo z E R¡+ consideremos 

E(t)- E(z,x(t)) 

= ~ llz - X (t)ll
2 
+ ¡t t, Xj (t) \" c:c t)) 

donde cp ( x:~t)) = x:it) log x;(t)- x:(t) + 1 con x (t) solución del sistema (S). Entonces 
para todo t 2 O 
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Derivando E (t) respecto a t obtenemos 

dE(t) v ~ x- (t) z-
dt = 22llz- x (t)llllz- x (t)ll' ( -x' (t)) + ¡.¿ ¿_ -zi-3 

-_ 2 
3
( )xj (t) + xj (t) 

i=l z3 xi t 

Lo cual es equivalente a la siguiente expresión 

dE(t) _ ll _ ( )ll (x(t)- z,x'(t)) ~ _3_ , () , () 
dt - V z X t 11 z - X (t) 11 + J-t ~ X - (t) X j t + X j t 

J=l J 

Reduciendo la expresión anterior tenemos 

dE (t) n x'.- (t) 
-¡¡¡-=E' (t) = v (x (t)- z, x' (t)) + ~ ¡.¿ x: (t) (xi (t)- zi) 

n ' n xj (t) 
= v L xi (t) (xi (t)- zi) + L ¡.¿~( ) (xi (t)- zi) 

.
1 

.
1 

x3 t 
J= J= 

Por lo tanto, la derivada de E ( t) con respecto a t se reduce a 

t. (x; (t)- z;) ( ~ ~!D (vx; (t) + !') (5.19) 

Del sistema (S) obtenemos 

8j (x (t)) = -x'- (t) [J-t + VXj (t)] 
8Xj J Xj (t) 

entonces reemplazando en (5.19) 

d~?) = (z- x (t), \1 f (x (t))) (5.20) 

desde que f es una función convexa 

d~;t) ~ f (z)- f (x (t)) (5.21) 

Por lo tanto, la función t--+ E (z, x (t)) es decreciente para todo z E JG_ tal que 

f ( Z) ~ inf j (X (S)) . 
s~O 

En consecuencia queda demostrado el item (b). 
Ahora probaremos el primer item, consideremos la desigualdad probada en (5.21), 
donde t >O, para todos E [0, t] 

f (X (S)) - j ( Z) ~ -E' (S) (5.22) 

Notemos que E (t) es una función continua en [0, t], aplicando el teorema de valor 
medio obtenemos 

E (t)- E (O)= E' (s) (t- O) 
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Reemplazando este resultado en (5.22) 

f(x(s))- f(z) 5: E(O) ~ E(t) 

lo cual es equivalente a 

t (! (x (s))- f (s)) 5: E (O)- E (t). 

Por la definición de E (t) =E (z, x (t)) 

t (! (x (s))- f (z)) 5: E (z, x0)- E(z, x (t)) 

entonces, 

f (x (s))- f (z) 5, C 1 
(E (z, Xo)- E (z, X (t))] 

Lo cual demuestra el item (a). Por lo tanto, queda demostrada la proposición. • 

Antes de probar el teorema, es iteresante recalcar la prueba de convergencia de 
Bruck.en el caso de descenso continuo, el cual corresponde formalmente para p, =O. 
En este caso , existe una familia de funciones de Lyapunov definida como sigue. 
Supongamos que X =/= lP, para todo punto fijo z E X definimos 

n ( ) 
V 2 X· 

E (x, y)= 2llx- Yll + p, L xilog~ + Yi- xi 
i=l YJ 

Teorema 5.3 Supongamos que se satisfacen (H1} y (H2}. Si x: [0, oo) ---+ JG-+ 
es una solución global de (S), entonces 

1. limt-+oo f (x (t)) = infR¡ f 

2. Cuando X=/= 0, existe X 00 E X tal que limt-+oo x (t) = X 00 

Demostración. Primero, notemos que 

f(x(t)) ~ inf/ 
Rn + 

aplicando límite cuando t ---+ oo tenemos 

lim f (x (t)) ;::: inf f. 
t-+oo R+ 

Por otro lado, por su definición 

E(z, x (t)) ;::: 0, Vz E R~ 

de la proposición anterior obtenemos 

f (x (t))- f (z) 5, C 1 [E (z, Xo)- E (z, X (t))] 
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desde que r 1E(z, X (t)) 2: 0 

f (x (t))- f (z) 5; C 1
E (z, x0 ), \lz E R~ 

aplicando límite cuando t ~ oo 

lim f(x(t)) s; f(z) s; infj(x(s)) 
t->oo s:;::::o 

(5.24) 

Por tanto, de (5.23) y (5.24) obtenemos 

lim f (x (t)) = inf f 
t->oo Iq. 

Supongamos que X= argminR+ f =/= 0. Por la definición de E, el segundo término 
es siempre no negativo 

E (z, X (t)) 

Desde que t -tE (z, x (t)) es decreciente, la desigualdad anterior implica 

2 2 2 
llz- X (t)ll 5; -E (z, X (t)) 5; -E (z, x0 ), \lz E R~. 

l/ l/ 

La expresión (5.25) es válida para todo z E R~, en particular para z =O 

2 2 
llx (t)ll s; -E( O, xo) 

l/ 

A partir de esta expresión obtenemos 

sup llx (t)ll < oo 
tE(O,oo) 

(5.25) 

es decir, llx (t)ll es acotada. Como, x (t) es acotada posee una subsucesión x (tk) 
convergente, es decir, limtk->oo x (tk) = X 00 , donde X 00 es un punto límite de la 
tayectoria x ( t). 
Por el primer ítem, se tiene el siguiente resultado 

lim f (x (t)) = inf f 
t->oo Rf-

(5.26) 

desde que f es continua 

f (um x (t)) = f (xoo) = inf f 
t->oo R't-

y de esta manera X 00 E X. 
Para completar la prueba que la trayectoria converge a X 00 E X, mostraremos que 
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el punto límite X00 es único. 
En efecto, asumiremos que existen dos puntos límites 

limx (tk) = X00 E X 1\ limx (sk) = Yoo E X 

donde {tk} y {sk} son sucesiones en el octante no negativo. 
Por la proposición anterior E (t) =E (z, x (t)) es decreciente 

E (t):::; E (O), Vt E [O,oo) 

aplicando límite cuando t --7 oo 

lim E(t):::; E(O), Vt E [O,oo) 
t-+oo 

tal que f (z) S infs;:::o f (x (s)) entonces 

limE (z, x (t)) S E (z, x0 ). 
t-+00 

Consideremos z = X00 , desde que X00 E X, entonces 

lim E (x00 , X (t)) :::; E (x00 , xo) 
t-+oo 

Por lo tanto, limt-+oo E ( X 00 , x ( t)) existe y 

lim E(x00 ,x(tk)) = lim E(X00 ,x(sk)) 
tk-+00 Sk-+00 

Además, es fácil verificar que 

lim E (x00 , X (tk)) = ~2 lim l!xoo- X (tk)ll + JL ~ lim (xooi log Xct) - Xooi + Xj (tk)) 
tk-+oo tk-+oo ~ tk-+oo Xj tk 

J=l 

= o 
a partir de la expresión anterior obtenemos 

lim E (x00 , x (sk)) =O 
Sk-+00 

Por 
V 2 

E(xoo, x (sk)) ~ 2llxoo- X (sk)ll 

aplicando límite cuando sk --7 oo 

lim E(xoo, x (sk)) ~ lim -
2
v llxoo- x (sk)ll 2 

Sk-+00 Sk->00 
A partir de obtenemos 

entonces 

Por tanto, 

lim x (sk) = Xoo 
Sk->00 

En consecuencia, obtenemos X00 = Yoo· • 
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5.4.1 Minimización Cuasi-convexa 

Los problemas de minimización cuasi-convexa tienen diversas aplicaciones, ver el 
reciente trabajo de Crouziex. Recalcamos que una función es cuasi-convexa si y solo 
si 

L(f,a) = {x E Rn: f(x) S: a} 

es convexa para todo a E R y que la función cuasi-convexa el mínimo local no es un 
mínimo global. 

Teorema 5.4 Supongamos que {H1 ') y {H2) se satisfacen. Si la trayectoria 
x : [0, +oo) -+ .R:.+ es una solución global del sistema (S) y si el conjunto 

Z = {z E R~: f (z) S: inf f (x (t))} =/= 0, 
t~O 

entonces existe X 00 E Z tal que limt-+oo x (t) = X 00 • 

Demostración. Utilizaremos la identidad (5.20) probada para el caso convexo 

E (t) = (z- x (t), 'V f (x (t))), \fz E R~ 

para la trayectoria x ( t) tenemos 

z E Z = {z E R~: f (z) S: inf f (x (t))} 
t~O 

desde que Z es no vacío, notamos por la cuasi-convexidad de f el conjunto 

C(t) = {x E Rn: f(x) S: f(x(t))} 

asumiendo que es no vacío, es convexo. Desde que z E Z 

f (z) < inf f (x (t)) < f (x (t)) 
- t~O -

entonces obtenemos 

(z -x(t), 'Vf(x(t))) s; O, Vz E Z 

es decir 

E'(t)s;o 

entonces E ( t) es decreciente cuando t -+ oo 

E (t) S: E (O), Vt 2:: O 

Aplicando límite cuando t-+ oo 

lim E ( t) S: E (O) . 
t-+oo 
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Por tanto, ellimt_.oo E (t) existe. Usando el mismo argumento que en el caso convexo 
concluimos que x (t) es acotado, entonces x (t) posee una subsucesión convergente, 
es decir, sin pérdida de generalidad x (tk) --+ X 00 • 

Por otro lado, desde que f (x (t)) es decreciente cuando t--+ oo podemos asumir sin 
pérdida de generalidad tk 2: t para todo t arbitrario pero fijo entonces, 

f (x (tk)) ~ f (x (t)) 

aplicando límite cuando tk --+ oo 

lim f(x(tk)) ~ f(x(t)) 
tk->00 

por la continuidad de f se tiene 

entonces 

f (xoo) ~ inf f (x (t)) 

es decir, X 00 E Z. Para completar la prueba probaremos que el punto límite X 00 es 
único. Supongamos que existen dos puntos límites X 00 , Yoo tal que 

entonces desde que existe el límite de E (t) =E (z, x (t)) cuando t--+ oo obtenemos 

Además, es fácil verificar que 

lim E(xoo,X (tk)) - !:.
2 

lim llxoo- X (tk)ll + p, t lim (x00 .log x(i) ~ X 00 . + Xj (tk)) 
tk->oo tk->oo . tk->oo 3 x3· tk 3 

J=l 

- o 

a partir de la expresión anterior obtenemos 

Por la definición de E tenemos 

aplicando límite cuando sk --+ oo 
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A partir de obtenemos 

entonces 

Por tanto 

lim X (sk) = Xoo 
Sk-+00 

En consecuencia, obtenemos X 00 = Yoo· Por lo tanto, limt-+oo x (t) = X 00 tal que 
X 00 E Z. • 

Observación 5.1 Notemos que si f es estrictamente cuasi-convexa entonces un 
mínimo local del problema es también un mínimo global. 

5.4.2 Localización del Punto Límite 

En el análisis asintótico es interesante el localizar el punto límite de la trayectoria. 
Consideremos 

X= arg~inf 1\ 1fx: R~+- R~ 
+ 

el operador proyección en el conjunto cerrado convexo X definido por 

denotamos 

1fx = argminE (x, xo), x0 E R~+ 
xEX 

p(x0 ,X) = inf {E(x,x0): x E X} 

Proposición 5.2 Si x (t) es una solución del sistema (S) con x (O) = x0 y asu
mimos que X =/= O. Consideremos X00 E X tal que x (t) - X00 cuando t - oo. 
Entonces, 

llxo - Xoo 11 ~ oJ p (xo, X) 

donde la constante()= 2y"2V== >O. 

Demostración. Usando la proposición con z E X, desde que E es decreciente 
obtenemos 

2 2 2 llz- X (t)ll ~ -E (z, X (t)) ~ -E (z, X (0)) 
V V 

Pasando el límite cuando t - oo 

(5.27) 
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considerando z = 1rx (x0 ) entonces 

2 2 
ll1rx (xo)- Xooll::; -E (7rx (xo) ,xo)::; -p(xo,X) 

V V 

Por la regla del paralelogramo para u= x 0 - 1rx (x0 ) y v = 1rx (xo)- Xoo 

entonces 

llxo- Xooll
2 < 2 (llxo- 7rx (xo)ll

2 + ll1rx (xo)- xoll
2

) 

< 2 (~E (7rx (xo), xo) + ~p (xo, X)) 

< 2 (~P (xo, X)+ ~p (x0 , X)) = ~p (x0 , X) 
V V V 

Por lo tanto, llxo- Xooll::; 2~Jp (xo,X) donde fJ = 2~. • 

5.5 Esquema Discreto de Aproximación Implícita 

En esta sección, mostramos el esquema de discretización implícita el cual es el origen 
del sistema dinámico. De esta manera, para solucionar el problema de minimización 

(P) { minf(x) 
xE JG. 

Consideremos las siguientes hipótesis para el problema ( P). 

AO f : R~+ ---+ R U { +oo} es una función propia, convexa y cerrada con 

inf {f (x): X E R~} = j* > oo. 

Al Domf n R~+ # 0. 

Teorema 5.5 Supongamos que las hipótesis (AO) y (Al) se satisfacen. Sea { xk} e 
R~+ es una sucesión generada por el método proximal. Entonces se satisfacen los 
siguientes resultados 

1. f (xk) - f (x) ::; a¡;1
E (x, x0

), Vx E R~. 

2. Si ak---+ oo, cuando k---+ +oo, f (xk) ---+ f* = inf {f (x) : x E~} 

3. Si X # 0, a k ---+ oo, la sucesión { xk} converge a una solución óptima del 
problema ( P). 

4. Además, si >.k ~ >.. > O, se tiene limk-.oo xjgj =O, Vj = 1, ... , n. 
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Demostración. Usando la definición de la subdiferencial de .la función convexa f 
tenemos 

donde gk E of (xk). Entonces, reemplazamos gk en la siguiente desigualdad 

>.• (! (x•)- f(x)) ~- (v (x•- x•-•¡ + 1' (~· (;,!,), ... ,v/ ( x;~.)) ,x- x•) 

=v(x•-x•-t,x-x•)+¡t{t. (1- x!;') (x;-xj)} 

desde que <p (r) = r -logr -1 entonces <p1 (r) = 1- ~Usando el mismo argumento 
que en la Proposición 5.1 

E (x, xk-1
) -E (x, xk) = ( ~ llx- xk-1 W + p, ¿,;=1 x; log x7~1 + xJ-1 

- x;) -

( ~ llx- xkll
2 + p, ¿,;=1 x; log ~ + xj- x;) 

Desde que llx- xk-1W = (x- xk-I,x- xk-1) y llx- xkW = (x- xk,x- xk). 
Reemplazando en la igualdad anterior obtenemos 

V 2 X· n ( k ) v(x-xk,xk-xk-1 )+ 2 11xk-xk-1 11 +vi: x;log ~~1 +xJ-1 -xj (5.28) 
j=1 x, 

Usando el hecho que 11.11 2 ~O y de la desigualdad 

1 
logr ~ 1--

r 

en (5.28) y recalcando que x; ;? O obtenemos que 

, (x, x•-•¡-, (x,x•) <: v (x- x",x•- x>-') + ¡t {t.x; ( x~ t-•) + x~-• + x71·29) 

Combinando (5.28) y (5.29) obtenemos 

>..k (f (xk- f (x))) s; E (x,xk- 1
)- E (x,xk), Vx E R~ 

Sumando sobre k = 1, ... , n la siguiente desigualdad y recalcando que an = L,~=1 >..k 
entonces 

n 

-anf (x) + L >..kf (xk) s; E (x, x0
) -E (x, xn) 

k=1 
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Por otro lado, desde que 

En particular para x = xk-1 E R++• recalcando que d (., .) ~O y d (xk-1, xk-1) =O 

de esta manera se prueba que la sucesión { f ( x") } es decreciente. A partir de la 
definición de an = ¿:~=1 >.k, entonces para k ~ 1 se puede escribir la siguiente 
relación ak =>.k+ ak-1 con a0 =O, multiplicando la anterior desigualdad por ak-1 

lo cual es equivalente a 

y sumando sobre k= 1, ... , n obtenemos 

n 

anf (xn)- "E >.kf (xk) :::; O 
k=1 

De (5.30) 

Lo cual demuestra l. 
Tomando límite en el resultado de 1 cuando n ~ oo y desde que an ~ oo 

lim sup f (xn):::; inf {/ (x): x E R+} 
n->oo 

Además, 

lim inf f ( xn) ~ inf { f ( x) : x E R~} 
n->oo 

y desde que la sucesión{/ (xn)} es decreciente. De esta manera, obtenemos que 

Lo cual demuestra 2. 
Sea x* E arg minR¡ f =/= </>, desde que 
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obtenemos de 

E (x*,xk) ~E (x*,xk-l). 

Pero, para todo (x, y) E R¡+ x R~+ 

Por lo tanto, obtenemos 

llx* -xkll
2 ~ ~E(x*,x0) < oo 

1/ 

En consecuencia, la sucesión {xk} es acotada. La convergencia de xk a una solución 
x* satisface las mismas condiciones que en la prueba del caso continuo. 
Usando tenemos que para todo j = 1, ... , n 

,\¡;1 [v (x;-1 
- xj); + p, (x;-1 

- xj)] 

,\¡;1 (x;-l - xj) (J.L + vxj) 

Desde que Ak > ,\ > O y Xk es acotado, queda demostrado. 

5.6 Sistema Dinámico Lotka Volterra cuando 
v---+0 

• 

Fijamos J.L > O y consideramos la familia de sistemas dinámicos (Sv) parametrizado 
por v > O con las correspondientes trayectorias xv definida por 

x'.v (t) + _::1_ 8f(x"(t)) = o ;· = 1 ... n 
3 p.+vxj 8x; ' ' 

xj (O) = Xoj E R~+ j = 1, ... , n 

Una natural pregunta cuando v --+ O, la sucesión de trayectorias {xv} converge al 
correspondiente sistema dinámico Lotka Volterra (So) dado por 

(So) x~ (t) + p,-1xi (t) a¡~:<t)) =O j = 1, ... , n 
J 

xi (O) = Xoj E R~+ j = 1, ... , n. 

En esta sección damos una respuesta positiva a esta pregunta y por eso hacemos una 
justificación de la terminología "sistema dinámico Lotka Volterra'' para el sistema 
(S) introducido en este trabajo. Para probar este resultado, usamos un argumento 
de compacidad primero probaremos que la sucesión { xv} es relativamente compacto 
por la topología de la convergencia uniforme en el conjunto acotado de [0, oo). 

Teorema 5.6 Sea f : R"' --+ R es una función de C2 (R"') acotada definida en el 
octante no negativo, consideremos para cada v > O la familia asociada del sistema 
(Sv) con solución global xv (.) E R¡+. Sea xv E~+' una única solución del sistema 
Lotka Volterra ( Sv). Entonces 
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1. La sucesión { xv (.)} v>O es relativamente compacto para la topología de la con
vergencia uniforme en subconjuntos acotados de [0, +oo). 

2. La trayectoria xv (.) generada por ( Sv) converge a x (.) solución de ( S0 ) cuando 
V- 0. 

Demostración. Primero recalcamos que existe una única solución global del sis
tema (Sv), X

11 (t) E ~+' Vt ~O. Usando el mismo argumento pero ahora para el 
sistema obtenemos, para todo v > O 

f (x" (t)) + t J.' (v + ;, (s)) xj (s)
2 

ds ~ f (x0) 

desde que f es acotada inferiormente y v > O obtenemos que 

1+oo (xj (t)2
) . 

sup v ( ) dt < oo, VJ = 1, ... , n 
v>O o Xt t 

(5.30) 

Definiendo 

yj (t) = ¡;;i(t) Vj = 1, ... ,p 

y notando que 

dy~ ( t) 1 x'!' 
~t = 2~ Vj=1, ... ,n 

De (5.30) obtenemos que 

Ahora usando la siguiente desigualdad y desde que 

yv (O) = ( ¡;;i(t)) . 
J=l, ... ,n 

se concluye, para todo O :::; s < t < oo, 

111f (t) - y" (S )11 ~ 11!.' y'" (t) d.,-11:5 ..¡t-8 (111¡/" ( T) 112 dr) j 5 M ..;t-8(5.31) 

Desde que la desigualdad es válida para todo s, en particular para s = O 

de ahí, 

(5.32) 
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Elevando al cuadrado en ambos miembros de la desigualdad, para todo T < oo 

O::; xj (t)::; (IIYoll + M.Jf) 2 , Vj = 1, ... ,p, Vt E [0, T]. 

Además, usando (5.32) para todo j = 1, ... , n y todo O ::; s < t ::; T, 

!Yi (t) + yj (s)i ::; jyj (t)j + jyj (s)j ::; 2 ( MVT + I!Yoll) (5.33) 

Entonces usando (5.31) y (5.33) , para todo j = 1, ... , n y todo O ::; s < t ::; T, 
obtenemos 

lxj(t)-xj(s)j - 1(~-~ (~+~~ 
< 1 (yj (t)- yj (s)) (yj (t) + yj (s)) 1 

< 2(11Yoii+MVT)M~ 

Por lo tanto, { xv (.)} v>O son uniformemente equicontinuas desde que la sucesión 
{ xv (.)} v>O es acotada en [0, T]. 
Existe una subsucesión, la cual por simplicidad la denotamos por { xv}, y una función 
continua x (.) tal que, para todo T < oo 
xj (.) -t xi (.) uniformemente en [0, T], Vj = 1, ... , n 
Pasando el límite en el sistema cuando v -t O en el sentido de las distribuciones 
x[ -t x~ (.)en D' (O,oo). 
De otro lado, cuando v -t O 

xj (.) xi (.) 
--=---- -t --
J.L + vxj (.) J.L 

uniformemente en [O, T]. 
Para probar esta afirmación, notemos que para todo tE [0, T} 

1 

xj _ x i ( t) 1 _ 

J.L + vxj J.L 

!J.Lxj (t)- J.LXi (t)- vxi (t) xj (t)j 

J.L (J.L + vxj ( t)) 

lxj (t) - Xj (t) 1 V Xj (t) xj (t) 
< + - -'---"--:-"7" 

¡.tvxj (t) J.L J.L + vxj (t) 
1 

< -jxj (t) - xi (t) 1 + Cv 
J.L 

donde la constante e es obtenida acotando superiormente . 
Por lo tanto, desde que xv (.) -t x (.)uniformemente en [0, T], queda demostrado. 
Además, desde que f E C 1 , tenemos también , para todo j = 1, ... , n cuando v -t O, 

at(x"(t)) converge uniformemente a a¡(x(t)) en [O T] 
axj axj ' 

Por lo tanto, cuando v -t O 

Xj (.) aj (xv (t)) Xj (t) aj (x (t)) 
--=-----~--~-t----~~~ 

J.L + vxj (t) axj J.L axj 
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uniformemente en [0, T]. 
Por lo tanto, pasando el límite en D' (0, oo), obtenemos finalmente 

x'. (t) + Xj (t) 8f (x (t)) =O 
3 JL 8xi 

Desde que xi (.) 81~:(.)) es continuo, esto implica que x (.)es una clásica solución del 
1 

sistema (S0 ). Por el teorema de Cauchy Lipschitz, esta es la solución única de (S0 ). 

Para terminar la prueba usamos argumentos de compacidad, entonces obtenemos 
que la sucesión xv (.) --t x (.) cuando v --t O. • 

Concluimos en este trabajo notando el interesante hecho que el análisis del sistema 
dinámico Lotka Volterra (So) puede ser derivado en el sistema dinámico propuesto. 
Para el caso convexo, las funciones de Lyapunov deben elegirse simplemente como 
la entropía relativa Kullback-Liebler 

Siguiendo la misma técnica usada en la Proposición , para todo z E R~ y todo t ;:::: O 
definimos 

K(t) = K(z,x(t)) 

Entonces, es fácil verificar que para una función convexa f, la función es decreciente 
para todo z E R~ tal que 

f(z) ~ inff(x(s)) 
s~O 

y esto sostiene que 

f (x (t))- f (z) ~ C 1 [K (O)- K (t)] Vz E R~, Vt >O 

de lo cual concluimos 

lim f (x (t)) = inf f 
t-+oo R~ 

La parte mas delicada de probar la convergencia de las trayectorias para un mini
mizador de f sobre el octante no negativo es obtenido gracias a la simple función 
entropía K, es fácil verificar los siguientes afirmaciones 

Fl Los conjuntos de nivel de K (JL, . ) son acotados para todo JL E ~ 

F2 Dada dos sucesiones {p.k} e R~ acotada, {vk} e~+' tal que 
limk--><x> vk =vE R~ y liffik_.00 K (JL\ vk) =O se obtiene limk-.oo JLk = v 

asumiendo que el conjunto de soluciones 

X= argminf =/= <P 
Rn 

+ 
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entonces, para todo z E X 

K (z, x (t)) S K (z, x0 ) < oo, Vt ~O 

usando la propiedad (F1), obtenemos 

sup llx (t)ll < oo 
tE[O,oo) 

Es decir, {x(t)}t>o es acotada. De esto, podemos deducir que el punto límite X 00 de 
la trayectoria x (t) satisface X 00 E X y que ellimt--+oo K (xoo, x (t)) existe. 
Para probar la convergencia de la solución para una solución óptima, vemos conve
niente proceder como en el final de la prueba del teorema. Sin embargo, no tenemos 
la cota inferior cuadrática, la cual concluye la prueba. 
Gracias a la propiedad (F2) para K, se puede proceder también facilmente con las 
mismas técnicas de Opial para establecer la unicidad del punto límite X 00 • 

5.7 Nuevos Resultados 

A continuación presentamos un resultado importante en esta sección, probar que 
toda trayectoria generada por el sistema (S) converge a un punto KKT (punto 
candidato a solución) en el problema de minimización cuasi-convexa. Consideremos 
las siguientes hipótesis: 

(Hl ') f : Rn ---+ R es una función cuasi-convexa en C'2. 

(H2) Para cada x0 E R'¡+, existe una solución global x : [0, oo) ---+ R'¡+ del sistema 
dinámico (S). 

Xj (t) aj (x (t)) . 
Xj (t) + ( ) a = o, VJ = 1, ... , n 

J.t + VXj t Xj 

xi (O) = x0i E R~+ j = 1, ... , n 

Teorema 5. 7 Supongamos que las hipótesis (Hl ') y (H2) se satisfacen. Si la trayec
toria x : [0, +oo) ---+ R'¡ es una solución global del sistema (S) y si el conjunto 

Z = {z E R'¡ : f (z) S inf f (x (t))} =/= </J, 
t~O 

entonces existe X 00 E Z, tal que es un punto KKT del problema de minimización. 

Demostración. En la subsección (5.4.1) se demostró, 

lim X (t) = X 00 , 
t--+oo 

donde X 00 E Z. Probaremos que X 00 es un punto KKT del problema de minimización, 
esto es 

(5.34) 
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A partir de la viabilidad de la solución del sistema Xco; 2: O. 
Para probar las otras condiciones de (5.34) consideremos los siguientes conjuntos: 

I (x00 ) = {i E {1, ... , n}: Xco; =O} 

J(xco) = {i E {1, ... ,n}: Xco• >O} 

Consideremos separadamente los casos cuando i E I ( X 00 ) y i E J ( X 00). 

Primer Caso: Sea i E I (xco) mostraremos que '\1 f (xco)i 2: O. 
Procederemos por contradicción, supongamos que 81J:c;) <O. 
Desde que f es continuamente diferenciable 

Por la definición de límite tenemos 

Es decir, para t > A tenemos 

considerando 

entonces 

a¡ a¡ 
axi (x (t)) < E+ axi (xco) 

a¡ 
E = --a (x00 ) > O 

Xi 

:~ (x (t)) <O, V t >A. 

En el sistema dinámico (S) 

a¡ (X (t)) =-X~ (t) (/1- + VXi (t)) < 0 
axi Xi (t) 

Desde que 
Xi (t) >O 

J1- + VXi (t) 

obtenemos -xi (t) <O, esto implica que Xi (t) >O. Por tanto, xi (t) es creciente 

aplicando límite cuando t ---+ oo 

lim Xi (0) :::; lim Xi (t) 
t->oo t->oo 
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a partir de que x0 E R:t+ concluimos 

O < xo. ::; X 00, = O 

entonces O< O, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, \1 f (xoo)i ~O. 

Segundo Caso: Sea i E J ( X 00 ) 

Mostraremos que (V f (xoo))i =O. 
En efecto, desde que 

lim Xi (t) = X 00i > O 
t-+oo 

en el Sistema Dinámico (S) tenemos 

a¡ (xoo) =lima¡ (x(t)) = lim -x~(t) (¡.t+vxi(t)) 
axi t-+oo axi t--->oo Xi ( t) 

usando las propiedades de límites 

lim x~ (t) lim J.L + vt) (t) = lim x~ (t) (_!!:_ + v) 
t-+oo t-+oo Xi t t-+oo X 00i 

desde que x (.) es acotado entonces, limt--->oo x~ (t) =O. 
Por lo tanto, 

Lo cual demuestra el teorema. 

5. 7.1 Algunos Ejemplos 

En esta sección, daremos algunos ejemplos. 

Ejemplo 5.1 La función 

es cuasi-convexa. 

• 

En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos 1::; Yi ::; Xi para i = 1, 2 y desde 
que O ::; A ::; 1 

Y. < y· +A (x· -y·) < x· ~- ~ ~ ~- ~ 

desde que ln x es creciente 

O::; (lny1)
2 ::; (1n(y1 +A (x1 - y1)))

2 ::; (lnx1)
2 

O :S (ln Y2)2 :S (ln (Y2 +A (x2- Y2)))2 :S (lnx2)2 

Sumando ambas desigualdades obtenemos 

(In Y1) 2 +(ln Y2)2 ::; (In (y¡ + A (x1 - y¡)) )2 +(ln (Y2 + A (x2 - y2)) )2 ::; (ln x1)2 +(In x2)2 
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entonces 
f (y) :::; f (.Xx + (1- .X) y) :::; f (x) 

Por tanto, 
f (.Xx + (1- .X) y) :::; max {f (x), f (y)}. 

Por otro lado, si O < Yi :::; xi < 1 desde que O :::; A :::; 1 

Y. < y· +A (x· -y·) < x· z_ ~ z z _ t 

desde que In x es creciente 

In y1 :::; In (y1 + A ( x1 - y¡)) :::; In x1 

como el In x es negativo para O < x < 1 

entonces, 

por tanto, 

(lnx¡)2 :::; (In(y1 +.X(x1 -y1)))
2 :::; (Iny1)2 

(lnx2)2 :::; (ln(y2 +A (x2- Y2)))2 :::; (lny2)2 

f (.Xx + (1 -.X) y) :::; max {f (x), f (y)}, V A E [0, 1]. 

Si 1 :::; X¡ :::; Y1 y 1 :::; Y2 :::; x2 sin pérdida de generalidad supongamos que y1 :::; y2 
entonces 

luego 

X¡ :::; X¡ + A (y¡ - X¡) :::; Yl 

Y2 :::; x2 + A (Y2 - x2) :::; x2 

desde que In es creciente 

(lnx1)
2 :::; (In (x1 +.X (y1 - x1)))2 :::; (In y1)2 

(lny2)2 :::; (In (x2 +A (Y2- x2)))2 :::; (lnx2)2 

de ahí como Y1 :::; Y2 

(lnx1)
2 :::; (In(x1 +.X(y1 -x1)))

2 :::; (lny1)
2 :::; (lny2)2 

(lny¡)2 :::; (lny2)2 :::; (In(x2+.X(y2 -x2)))2 :::; (lnx2)2 . 

Sumando ambos miembros tenemos 

lo cual implica que 

f (.Xx + (1- .X) y) :::; max {f (x), f (y)}, V.X E [0, 1]. 
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Si O < X¡ < y¡ < 1 y O < y2 < x2 < 1 entonces 

Y2 < AX2 + (1- .A)y2 ~ X2 

X¡ < AX¡ + (1- .A)y¡ ~ Yl 

desde que ln x es creciente y ln x2 < O, ln y1 < O tenemos 

(lnx2f ~ (ln(.Ax2 + (1- .A)y2)? ~ (lny2f 

(lny¡f ~ (ln(.Ax¡ + (1- .A)y¡)f ~ (lnx¡f 

sumando las desigualdades anteriores y considerando (ln y2)2 < (ln x2)2 se obtiene 

lo cual implica que 

f(.Ax+ (1- .A) y)~ max{f(x) ,J (y)}, V.A E [0, 1]. 

En el sistema (S) tenemos 

aj _ 
2

lnx¡ 1\ aj _ 
2

1nx2 
ax1 - ~ ax2 - ----;;---

En el sistema (S) tenemos 

y 

Sabemos que 

luego 

desde que Xj (t) > O 

Por tanto, 

x' (t) + 2 x1 (t) lnx1 (t) = 0 
l J1 + VX¡ (t) X¡ (t) 

lim x' (t) =O 
t->oo 

lim 2 Xj (t) lnxi (t)- O j = 1,2 
t->oo J1 + VXj (t) Xj (t) - ' 

lim lnxi (t) =O, j = 1, 2. 
t->oo 

lim Xj (t) = 1, j = 1, 2. 
t->oo 

Del teorema 5.7 concluimos que el punto (1, 1) es un punto candidato a solución del 
problema 

min (lnx¡)2 + (lnx2)2 

X E R~+ 

Por tanto, la función f alcanza su mínimo en (1, 1). 
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Ejemplo 5.2 Consideremos la función f definida en el conjunto convexo 

e= { x: x E R2, o< x1 < 1, o< x2 < 1} 

es dada por f (x) =- (x1 - 1)2
- (x1 - 1). 

La función es cuasi-convexa. En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos que 
x1 < y1 entonces 

X¡ :::; AX¡ + (1 - A) Y1 :::; y¡, VA E (0, 1] 

luego, 

de aquí, 

- (y1 - 1)2 :::; - (Ax1 + (1- A) y1)2 :::; - (x1 - 1)2 , VA E (0, 1]. (5.35) 

Además, 

-y¡ :::; - (AX¡ + (1- A) y¡) :::; -X¡. (5.36) 

Sumando (5.35) y (5.36) tenemos 

f (y) :::; f (Ax + (1- A) y) :::; f (x), VA E [0, 1]. 

Por tanto, 
f (Ax + (1- A) y) :::; max {f (x), f (y)}, V>.. E [0, 1]. 

Lo cual demuestra que fes cuasi-convexa. Notemos que, 

a¡ a¡ 
-a = -2x1 + 1 A -a =o. 

X¡ X2 

En el sistema (S) tenemos 

X~ (t) + X¡ (t) ( ) ( -2X¡ (t) + 1) = 0 
JL + liX¡ t 

x' (t) + x 2 (t) O= O 
2 JL + liX2 (t) 

desde que la trayectoria del sistema ( Sv) converge a la trayectoria de (S). En el 
sistema (Sv) 

el cual es equivalente a 

X~ (t) +X¡ (t) (-2X¡ (t) + 1) = 0 
JL 

X~ (t) 

X~ (t) 

X~ (t) + X
2 (t) 0 = 0 
JL 

X¡ (t) (2x1 (t)- 1) 
JL 

- o 
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de ahí, 

X~ (t) 1 
x1 (t) (2x1 (t)- 1) f.1 

X~ (t) = 0 

primero hallaremos x1 (t) 

_ x~ (t) + 2x~ (t) 1 
x1 (t) 2x1 (t)- 1 f.1 

integrando con respecto a t en ambos miembros 

t 
-lnx1 (t) +In (2x1 (t)- 1) = -

usando propiedades de In 

por definición de In tenemos 

luego, 

entonces, 

Por tanto, 

ln (2X¡ (t) -1) =! 
X¡ (t) f.1 

.!- 2x1 (t)-1 
f. ,. = _ _.;._;:-:---

X¡ (t) 

1 t 

2+-(-) =eli 
X¡ t 

1 
X 1 ( t) = -t,------

el>- 2 

Por otro lado, x 2 (t) =e tal que O< e< l. 

f.1 

Analizando la trayectoria cuando t ~ oo para hallar un punto KKT del problema 
de minimización. 

1 
lim t =0 A lime=e 
t->oo e¡¡ - 2 t->oo 

concluimos que x = (0, e) es un punto KKT del problema. Desde que, 

a¡ (o)= 1 >o 
OX¡ 

Usando el resultado del Teorema 4.1 del capítulo de Optimización Cuasi-convexa, 
concluimos que el punto x = (0, e) minimiza la función en el octante no negativo. 
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Materiales y Métodos 

Los materiales que se emplearon en el desarrollo de la tesis, son de ejecución y de 
impresión: 

Entre los materiales de ejecución tenemos: 

• Hojas bulki y bond 

• Cuadernos, cuadernillos y lapiceros. 

• Copias 

• Diskette, USB y discos compactos para computadora 

• Revistas especializadas 

• Fotocopias de artículos y textos bibliográficos 

• Internet. 

Los materiales de impresión utilizados para presentar los resultados de la tesis 
son los siguientes: 

• Material humano para la digitación 

• Procesador de texto Latex 

• Programa CorelDRAW X3 

• Hojas bond 

• Cartuchos de impresora 

• Thoner 

• Material de anillado 

En el desarrollo de la tesis, se utilizaron los métodos que acontinuación indicamos: 

• El método comparativo, para contrastar los resultados del método proximal 
continuo en funciones convexas con las funciones cuasi-convexas. 

• El método inductivo - deductivo con el propósito de establecer conclusiones y 
generalizar los resultados de funciones convexas para funciones cuasi-convexas. 

• El método analítico para analizar el estudio del metodo proximal continuo y 
su incidencia en la teoría económica de decisión. 
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Resultados 

En este trabajo se ha presentado un estudio sobre el Método Proximal Continuo 
para Minimizar Funciones Cuasi-convexas y además se ha dado una aplicación en 
la Teoría Económica de Decisión, los resultados más importantes son: 

l. Las funciones cuasi-convexas tienen aplicaciones en la Teoría Económica de 
Decisión, como por ejemplo, el problema de decisión del consumidor que puede 
ser representado como un problema de minimización cuasi-convexa. 

2. El Sistema Dinámico Lotka- Volterra es un método proximal continuo para 
minimizar funciones convexas. Además, permite el estudio de la minimizacion 
cuasi-convexa. 

3. La solución del Sistema Dinámico converge a un punto candidato a solución 
del problema de minimización cuasi-convexa. 
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Discusiones 

l. La bibliografía existente sobre funciones cuasi-convexas, muestran definiciones, 
proposiciones, teoremas y corolarios, pero no dan un ejemplo claro de mini
mización cuasi-convexa, en la Tesis hemos presentado un ejemplo de aplicación 
de minimización cuasi-convexa en teoría económica de decisión. 

2. La mayoría de los métodos para minimizar funciones cuasi-convexas son discre
tos o iterativos, por ejemplo, el método del punto proximal, este se encuentra 
desarrollado en el artículo de Souza, S.S., Oliveira, P.R., da Cruz Neto, J.X., 
y Soubeyran, A. [28]. Sin embargo, en esta investigación, presentamos un Sis
tema Dinámico como un método continuo para encontrar un punto candidato 
a solución del problema planteado. 

3. Las múltiples aplicaciones y las escasas investigaciones existentes, hacen nece
sario el estudio de la minimización de funciones cuasi-convexas. 
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Conclusiones 

En este trabajo hemos recopilado resultados básicos de la teoría de funciones cuasi
convexas que no se encontraban de manera unificada en ningún libro o manuscrito. 
Además, presentamos un Sistema Dinámico Lotlm-Volterra como un método proxi
mal continuo para minimizar funciones convexas y cuasi-convexas en el octante no 
negativo. A manera de conclusión podemos decir que: 

l. Al ser la teoría de convexidad y cuasi-convexidad un instrumento importante 
en muchos campos de la matemática, es indispensable hacer un estudio, de 
toda la teoría realizada en este trabajo, sobre espacios mas generales como: 
los espacios métricos y topológicos, y comparar los resultados obtenidos y las 
aplicaciones que se pueden dar en cada uno de los casos. 

2. El Sistema Dinámico Lotka-Volterra aparece como una nueva propuesta para 
minimizar funciones convexas y cuasi-convexas, ya que este sistema puede ser 
visto como un método proximal continuo y de esta manera puede mejorar a 
los métodos iterativos ya conocidos. 

3. La trayectoria del Sistema Dinámico cuando la función es convexa, converge a 
la solución del problema de minimización convexa. 

4. Los resultados del caso convexo se extienden para el caso cuasi-convexo, por 
tanto, obtenemos un nuevo resultado, la convergencia de la trayectoria del Sis
tema Dinámico a un punto candidato a solución del problema de minimización 
cuasi-convexa. 

5. El Sistema Dinámico aparece como un nuevo método para solucionar prob
lemas de minimización convexa y cuasi-convexa en el octante no negativo, se 
debe realizar un estudio detallado para saber si este Sistema también podrá 
solucionar problemas de minimización con restricciones de igualdad y desigual
dad. 

6. Finalmente, dejamos un problema abierto para un futuro trabajo de tesis, el 
estudio de la convergencia de la solucion del Sistema Dinámico a un punto 
solución del problema de minimización cuasi-convexa. 
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