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Resumen

UNA ECUACION HIPERBOLICA NO LINEAL QUE INTERVIENE EN
MECANICA CUANTICA RELATIVISTA
Nilton César Saravia Yataco
Agosto - 2013

Asesor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega.

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

En éste trabajo demostramos la existencia y unicidad de soluciones
debiles y fuertes de una ecuacién en derivadas parciales de tipo
hiperbodlico dada en la forma:

u' = Aut|uffu=f en Q=0x]0,T[,T finito
©) u=20 sobre Y =rx]0,T[
u(x,0) = ug(x); u'(x,0) = uy (x) en [0}

Donde Q1 es un conjunto abierto y acotado en R", y f:Q x]0,T[~ R es
una funcién con frontera TI' bien regular y p > 0. Para obtener nuestros
resultados aplicamos el método de “FAEDO — GALERKIN”, que consiste
en proyectar el sistema original a espacios de aproximacion de dimension
finita, luego hacemos un pasaje al limite. En el espacio de dimensién finita
Vy = [Wq, Wy, ........, wy] Obtenemos una solucion aproximada uy (t) en un
intervalo J0,Ty[, Ty <T, usando el teorema de caratheodory para
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Luego hacemos Estimativas a Priori
que nos permiten extender la solucién uy(t) a todo el intervalo [0,T].
Con estas estimativas obtenemos convergencias en el espacio

L=(0,T; H3(Q)) n H2(Q),L°(0,T; HE(Q)) y L=(0,T; L2(Q)); que nos
permiten probar la existencia de las soluciones débiles y fuertes.

Palabras Claves:

Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbdlicas.
Método de Faedo - Gaierkin.

Soluciones Fuertes.



Abstract

A NONLINEAR HYPERBOLIC EQUATION iINVOLVED IN RELATIVISTIC
QUANTUM MECHANICS

Nilton César Saravia Yataco
August - 2013
Assessor: Ms. Dionicio Crlando Moreno Vega.

Title Obtained : Licensed in Mathematica.

This work demonstrated the existence and unigueness 'of weak and strong
solutions for a partial differential equation of hyperbolic type of the form:

' —Aut+iulfu=f in @ =0x]0,T[,7T finite
(*) u=20 about Z=Fx]0,T[
ulx, 0) = up(x); uw'(x0) = uy(x) in Q

@ is asetin R", open and bounded, f:0 x]0,T[—= R is a function with
regular boundary I either p > 0 .To obtain our results we apply the
method of "FAEDO - GALERKIN", which consists of projecting the original
system espace of finite dimensional approximation, then we make a
passage to the limit In  the finite-dimensional  space
Vi = [wy, wy, .. ..., wy] Obtain an approximate solution u, (t) in an interval
10, Ty[, Ty < T, using the Caratheodory theorem for Ordinary Differential
Equations. Then we Priori Estimates for allowing us to extend the solution
uy(t) the entire interval [0,T] With these estimates we obtain
convergence in space
L=(0,T; HE(Q)) n H2(Q), L=(0,T; HA (@) y L=(0, T; L2(£)); that allows us to
prove the existence of weak and strong solutions.

Keywords:

Hyperbolic Partial Differential Equations.
Faedo method - Galerkin,
Strong Solutions.



CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION

1.1 Identificacién del Problema
En este proyecto de tesis estudiaremos la ecuacion hiperboélica no lineal:

u' —Adu+|uffu=f en Q =02x]0,T[,T finito
(*) u=0 sobre Z =TI x]0,T[
u(x, 0) = ug(x); u'(x,0) = uy (x) en i)

Donde
! frovng 9_1-{ u,, o 92_‘“:
ot ot

82 ,
A= Z?zl-a—x—iz , es el Operador Laplaciano

Ademas Q Es un conjunto abierto y acotado en R"™, con frontera I bien
regulary p > 0.

Se mostrara la existencia de la solucién global débil y fuerte.

1.2 Formulacién del Problema

La ecuacion (*) se presenta con frecuencia en la mecanica cuantica y
relatividad general, por eso pretendemos de analizar y responder la
siguiente interrogante:

Imponiendo una condicion, (*) ¢ Sera posible garantizar la existencia de
una solucién global fuerte y débil?



1.3 Objetivos de la Investigacién

1.3.10bjetivos generales

El objetivo de este trabajo es mostrar la existencia global de la solucién
débil y fuerte de la ecuacion hiperbéiica no lineal

u' = Au+ulfu=f en Q =0x]0,T],T finito
{(*) u=70 sobre z =Ix]0,T[
u(x,0) = up(x); u'(x,0) = uy(x) en y;

Este proyecto nos permite realizar una investigacion cientifica basica,
tanto desde el punto de vista tedrico y practico.

El trabajo desarrollado esta en la linea de las Ecuaciones Diferenciales
Hiperbdélicas, por lo que los resultados pueden ser aprovechados por
diferentes especialistas cuyo trabajo esté relacionado con este estudio
(Fisicos, Quimicos, Ingenieros, etc.) y gque deseen profundizar sus
investigaciones en la teoria de existencia de soluciones fuertes.

1.3.2. Objetivos especificos
Como objetivos especificos tenemos los siguientes:

1. Familiarizarnos con los Metodos del analisis funcional gue se usaran
para la prueba de las soluciones débiles y fuertes del problema (*).

2. Para obtener este resuitado aplicaremos el método de "FAEDO -
GALERKIN", que consiste en proyectar el sistema original a espacios de
aproximacion de dimensién finita, luego hacer un pasaje al limite.

3. Hacer mas conocida la gran teoria de las ecuaciones hiperbdlicas no
lineales en la linea de las ecuaciones diferenciales parciales |, y sus
" aplicaciones.



1.4 Importancia y Justificaciéon de la Investigacion

El proyecto de tesis presentado reviste una gran importancia en el area de
Ecuaciones Diferenciales Parciales. Con las herramientas del analisis
funcional, de la aproximacion numérica se investiga la existencia de la
solucién fuerte.

Creemos que Este proyecto permitira avanzar en otras lineas de
investigacion. También es importante llamar la atencion que las
herramientas usadas son de referencia actual, por lo que se hace
necesario su estudio para una posible incorporacién en |os planes de
estudio de las diversas especialidades en matematica e ingenieria.

Nuestro trabajo puede aplicarse para estudiar el comportamiento
asintético de las soluciones para el problema de cauchy para la ecuacion
de la onda amortiguada como:

utt - Au + u-tlulp_lu = 0

utt - Au + utlulp—lu = f



CAPITULO Il

MARCO TEORICO

2.1. PRELIMINARES
2.1.1 Espacios LF(2)

El espacio euclidiano de dimension n es el conjunto R" formado por
todas las n-uplas ordenadas x = (x; x5, ....,x,) donde x; E R; Vi =
1,2,...,n

Para peR con1 < p< oo y QS R" medible, denotaremos con
LP(£) al conjunto de todas las funciones medibles u: Q1 - R™ tal que
lu(x)|P es integrable en el sentido de Lebesgue, es decir

LP(Q) = {u: @ » R/u es medibley f_ﬂlu(x)lp dx < oo}

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un
numero real por una funcidén, LP(Q) se torna un R - espacio vectorial y la
aplicacion | |, definida por

lul, = (fﬂlu(x)lpdx)%; u € LP(Q)

Es una seminorma en LP(Q).

Se diceque u =v casisiempre(c.sjen Q siysolosi AMC O tal
que
ux)=v(x) vxeQ—-M y med(M) =0

Para obtener una norma se define una relacién de equivalencia en LP(Q),
mediante ‘
U= v siysolosi u= v cs. en (1.

Denotaremos por LP({2) el espacio cociente

17(Q) = Z9 = (u]:u € £7(Q))



Que consiste en un espacio de Banach con la norma

1
lull, = (folu@)IP dx)?;u € LP(Q) ;
Cuando p =2, L2(Q) es un espacio de Hilbert con el producto interno
(wv )= [, u@®) v&)dxv e L2(Q);

la norma inducida sera denotada por

ful = llully = (J, u@I2dx)5v € 12@Q)

Si p=o0y) S R" es medible, denotaremos con L*(£2) al conjunto de
todas las funciones medibles definidas en {1, esenciaimente acotadas en
) . Es decir

L) = {w:Q -» R/u esmedibley3 ¢ > 0 tal que ju(x)|
< C csen (1}

Definimos el supremo esencial como

Supess|u(x)| = inf{C > 0;lu(x)| < C csen Q }

x€QN

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un
numero real por una funcién L*(f2) se torna en un R- espacio vectorial y

llulle = Supessyeqlu(x)l; u € L*(),
define en él una norma.

D
Representaremos por L;

(clases de) funciones medibles u: Q) — R tales que |u(x)|? es integrable
en el sentido de Lebesgue sobre cada compacto K S Q.

(2); 1 < p < o el espacio vectorial de las

Proposicion 2.1.1 (Desigualdad de Holder) sea Q & R™ abierto y
acotado 1<p<owy 1<qg< o con §+§= 1. SiuelP(Q) vy
v € LI(Q). Entonces w.v € L}(Q) ¥

J o lu()v()]dx < full,livll,



Demostracién. Véase L. A. Medeiros & E.A. de Mello [42].

Sean V,W dos espacios de banach con V € W como subespacio
vectorial (ambos con norma probablemente diferentes). Diremos que V
esta inmerso continuamente en W y denotaremos por V & W siy solo
siexiste C > 0 talque |uly < Cluly Vu €vV.

Proposicion 2.1.2 Sea 0 € R™ abiertoy acotado 1 <p <q < .

Entonces

9@ S 2@y ull, < llull, (med(@)G ™2

Demostracion. Véase Adams [43]
Proposicion 2.1.3 Sea 0 € R"™ abierto y acotado 1 < p < co. Entonces
LP(Q) € Lk, (Q).

Proposicion 2.1.4 Sea () € R™ abierto y acotado. Entonces LP(Q) es
separable para 1 < p < oo, y uniformemente convexo y reflexivo para
1<p< .

Demostracién. Véase Brezis [3] o Adams [43].

Teorema 2.1.1 (Teorema de representacion de Riesz para LP((1)) Sea
1<p<om1<g<o con %+ é =1 yT €[LP(Q)]'". Entonces existe

v € L9(Q) tal que para todo u € LP(Q); T(w) = [, u(x) v(x) dx ademas
Hvllg = IT ey asi [LP(Q)]" = LI(Q).

Demostraciéon. Véase Adams [43].

Teorema 2.1.2 (teorema de representacion de Riesz para L'(Q1)) sea
T € [L*(Q)]'. Entonces existe v € L*(Q) tal que para todo

ue L) Tw) = [ou)v)dx vy lullo = 1Tl gy - Asi Q] =
L= (Q).

Demostraciéon. Véase Adams [43].
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Sea v € L*(0,T), decimos que s € ]0,T[ es un punto de Lebesgue para
v,sipara h >0 talque ]s — h,s + h[ € ]0, T[ entonces

1 s+h
lim > f | v @ = ()
Proposicién 2.1.5 Si v € L1(0,T), entonces casi todos los puntos de
s en ]0, T[ son puntos de Lebesgue para v.
Demostracion. Véase L.A.Medeiros & E.A.de Mello [42].

Un multi-indice o (de dimensién n) es una n — upla de numeros
enteros no negativos a = (a3a,5, ..., @,). El méduio del multi-indice

a = (a;, &y, ..., @) lo denotaremos por |a| y se define como |a| =
a;+a; +t+a,

Sea x% = x[*x;%.....x," y el operador de orden a por

glal glal

a: ay az an
Ox Ox, ' 0x,” ... 0x,

DO(

Para 0 =a =(0,0,...,0) definimos D%u = u.

Sea Q1 € R™ un conjunto abierto y u: Q — R una funcién escalar. El
soporte de u es la clausura en Q del conjunto {x € Q /u(x) # 0} y lo
denotaremos por sop (u).

Observacion 1

El soporte de u es el menor conjunto cerrado de Q fuera del cual u = 0
en el siguiente sentido:

i)sop(u) escerradoenQ yu=0en O\ sop(u).
ii) Si W esun conjuntocerradode Q y u=0 en Q\W entonces

sop(u) € W.

Por C$(Q2) se denotara el espacio vectorial de todas las funciones con
soporte compacto en Q que posean derivadas continuas de todas las
ordenes en (.

Teorema 2.1.3. C°(}) esdensoen LP(Q) para 1 <p < .

Demostracion. Véase Medeiros [44] & Milla [45].
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Se dice que una sucesion (@y)reny de elementos de Cg () converge
para @ € CF(Q) siy solo si:

i) Existe un compacto fijo K de Q tal que todos los soportes de @y, k€N
estan contenidos en K.

ii)La sucesion (@g) ken converge para @ uniformemente en K,
juntamente con todas sus derivadas de todas las ordenes.

El espacio vectorial C{(£1) con ésta nocién de convergencia se
representa por D(£l) y se denomina el espacio de las funciones de prueba
en (.

Observacion 2
i) La convergencia en D(Q) seradenotada por ¢y — @

ii) El operador D%: D(Q) —» D(Q) es continuo.
2.1.2 El Espacio de las Distribuciones

Se denomina distribucién sobre ) a toda forma lineal T sobre D(Q),
continua en el sentido de la convergencia definida en D(Q).

Es decir, una distribucion es una aplicacion
T:D(Q) » R
¢ - T(p)
Tal que
DT(a191 + az02) = a;T(@y) +a;T(p,); Vay,az; € R, Voq,0, € D(Q)

ii) T es continua, esto es, si (¢y) xey & D(Q) converge para ¢ en D(Q)
entonces Ty(@k) keny CONverge para T(¢) en R.

Consideremos el espacio vectorial de todas las distribuciones sobre O en
éste espacio una sucesion (Ty) xen Converge para T y denotaremos por
Ty » T, siy sblo sila sucesion T,(¢) ey COnverge para T(¢p) en R
para todo @ en D(Q).

El espacio de las distribuciones sobre , con ésta nocion de
convergencia, sera denotado por D'(Q).

12



El valor de la distribucion T en ¢ se representa también por (T, ¢)
(dualidad entre D'(QY) y D(Q)).

Sea Q0 € R™ un conjunto abiertoy u € L},.(Q) definimos la aplicacién
T,: D(Q) — R
¢ — (TLo)=[qu®ex)dx  (2.1)
Afirmacion: T,, € D'(Q)
En efecto

a) T, esta bien definida, pues si K = sop(¢), entonces

|/ qu@)e@) dx| = | [ u@e@) dx| < [, lu@)ex)ldx
< maxle()|f Ju()l dx < e

b) T, eslineal y continua en D(f). En efecto,
i) La linealidad es justificada por la linealidad de la integral.
ii) Sobre la continuidad de T, diremos:
Sea (@) ken & D)y @ € D(Q) tal que @ — @ en D(Q). Luego existe un

compacto fijo que K , esto equivale a decir que
max

© e k1o = ¢()| — 0 cuando k > wen R.

Para demostrar la continuidad de T,, debemos mostrar que (T, @) =
(T,, @), cuando k - o en R .luego tenemos:

(T, @) = (Tw o)1= KT, ok — o= ul)(9x— @) (Ddx| =

| )0k ~ )(x) de| < f ) lox () — () dx]
K

< xmé);{ lok() = @CII [ lu)ldx - 0

Luego (T, @) — (T,,@ ), cuando k- o en R, entonces T, es continua. [

13



Lema 2.2.1 (Du Bois Raymond) Seau € L}, .(Q) tal que [ u(x)¢(x)dx =0,
Paratodo ¢ en D(Q). Entonces u(x) =0 c.sen Q.

Demostracion. Véase Rivera [46].

T, estéd univocamente determinado por u.
En efecto,

Cuando uwv el () y u=v cs.en Q entonces u— v =0 cs en
£1,luego

[ u@x) —v())dx = 0
JouG)dx = [ v(x)dx
Entonces T, =T, .

Ahora supongamos T definida como en (2.1) por dos funciones
u,v € L,.(Q).

Entonces
(T, @)= JuX)ex)dx y(T,9) = [, v(x)e(x)dx,V¢ enD(Q).
Luego

Jou—v)(x) p(x)dx =0 ,V ¢ en D(Q),

por el lema 2.2.1 se concluye que u(x) = v(x)c.s. en

por tanto las distribuciones T, definidas por funciones u € L},.(Q) son
univocamente definidas; por ésta razén se identifica u conla
distribucion T, luego L},.(Q) € D'(Q).

Derivada Distribucional

Sea Te D'(V) y a= (o, a,...,0,) un multi-indice se denomina
derivada de orden a de T ala distribuciéon de D%T definida por

(DT , ) = (—D!®NT, D%p); v ¢ € D()
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Se sigue de la definicidn que cada distribucién T sobre (1 posee derivadas
de todas las ordenes. Asi las funciones de L},.(Q) poseen derivadas de
todas las érdenes en el sentido de las distribuciones.

Observacién

1. Vale para distribuciones el teorema de Schwartz sobre el orden de
derivacion.

2. El operador D%:D'(Q2) —» D'(Q) es lineal y continuo en el sentido de
la convergencia definida en D'(Q). En efecto,

e Sean f,p, € R;T,T, € D'(£). Entonces
(D(BiTy + BoT2), @) = (=D, Ty + B, Ty, D)
= B (=D)I*KT; D)+, (~1)!*KT;, Dg)
= B1{ DTy, @) + B2( DT, @)
= (B DTy + B, DTy, @) V @ € D(Q)
Luego DE(ByTy + BoTy) = By DOT1 + B, DTy,

e SeaT,—TenD'(Q) (k - ). Probaremos que
DeT, - D*T ,en D'(Q)

Lim(DeTy, @) = (=1)!el lim(Ty,, D%p) = (=1)!*U(T, Dg) = (DT, ¢}
Para todo ¢ € D(Q). Entonces DT, —» DT en D'(Q))

3. Laderivada distribucional de una funcion de L%OC(Q) no es en

general, una funcién de L},.(Q). O
Esta ultima observacion motiva la definicidén de una clase

significativa de espacios de Banach de funciones, conocidas como
espacios de Sobolev.

2.1.3 Espacios de Sobolev

Sea QS R" abierto 1 <p <o y m € N. Denotaremos con
H™(Q) al R-espacio vectorial de todas las funciones u que
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pertenecen a L?(Q) tal que para todo |a] < m, D% € L?(Q).
Siendo D%u la derivada de u en sentido de las distribuciones.
H™(Q) es el llamado espacio de Sobolev de orden m.
Dadas las funciones, u,v € H™({) definimos el producto interno
(@ wmy = ). (D%, D%)
O<lalsm

Cuya norma inducida es

||u||Hm(m=< z |Dau|2>
o<|ajsm

Donde (.,.) y | | denotan el producto interno y la norma en L?(Q)
respectivamente.

El espacio vectorial H™({), con el producto interno asi definido es
un espacio de Hilbert real.

Si my; > m > 0 tenemos las siguientes inmersiones continuas

2

H™(Q) © H™(Q) < L*(Q)

El espacio D(Q) esta contenido en H*(Q), como Q es acotada
entonces D(Q) no es denso en H1(Q), luego denotaremos por
H}(Q) la clausura de D(Q) en H(Q); esto es

HA(Q) =D@)" lww
Asi u € H3 () siy sblo si existe una sucesién (uy) xeny €N D(Q) tal que
llug — ullyreqy » 0 Cuando k — oo.
Si Q esregular, entonces
HY(Q) = {u € HX(Q/ul| =0}
Donde I' es la frontera de Q y
HY(Q) = {uel? (0)/ -gxi €17 ();i =12,..n}
El dual topolégico de H1(Q) se denota por H~1(Q).

Por definicion, la norma en H*(Q) es

2u|?\2

s o= (Iul? + T |22 ) 22)

dix
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La forma bilineal ((. , .)): H3(Q) x H}(Q) —» R definida por

(wv)= [ 27 ux) 98 gy = J o Vu(x), P (x)dx = (Vu, Vv)

=1 5ix Bix

Define un producto interno en Hj(€)que induce una norma la cudl la
denotamos por || |l.

ull? = (ww) = (P, Vu) = [Vul®> (2.3)

Proposicion 2.3.6 sea (1 € R™ un conjunto abierto y acotado con frontera
I bien regular. Entonces las normas definidas en (2.2) y (2.3) son
equivalentes en H} ().

Demostracion
De (2.3) tenemos ||ull? = [Vul? < |ul? + |Vul|? = ||u||2H1(m ,
entonces
Hull < Hhullys (2.4)
Por la desigualdad de Poincaré
ull? g1 gy = Tl +Vul? < C27ul? + |vul?.

Entonces

I|u||2H1(m < ¢, |Vul?.
Luego

ull2 2 gy < c2llul
Asi pues, las normas definidas pbr (2.2) y (2.3) son equivalentes.
Consideremos el espacio H2(Q) n H}(Q) , notemos que
H* Q) nHHQ) ={u € H*(Q); u Ir =0}, Entonces la forma bilinial
(o )a (HAH(Q) N Hg(Q)) x (HA(Q) N H5(Q)) » R

Definida por (u,v),= fﬂ Au(x)Av(x) dx = (Au, Av)
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Consiste en un producto interno en H2(Q) n H3(Q) , que induce una
norma, la que denotamos por || |l

lull2 = (w, W), = (Au, Au) = |Aul?. B
Definicién 2.3.5.
Dyl Mema = HI'(Q).
Teorema 2.3.6. (ldentidad de Green)

Sea () un conjunto abierto, acotado y bien regular del espacio R" |
situado a un mismo lado de su  frontera 09f). Entonces para toda
ueH*(Q) y v e HY(Q) tenemos:

Jo (Fdwyvdx = [ VuVvdx - | -Z%vdl",

] : X . . .
donde 55 designa la derivada normal exterior de u, siendo 7 el
n

vector unitario normal exterior a 90 y dI' es la medida de Lebesgue
sobre la superficie dQ.

2.1.4 Espacios LP(0,T; V)

Sean 0 <T <o y V unespacio de Banach, una funcién w:10,T[—V
es llamada medible en ] 0,T[, si la funcién real t~— (f,u(t)),'x, €S
medible Lebesgue en ]0,T[ para todo f ¢ V', donde V' es el dual
topolégico de V 'y (.,.)y .y denota la dualidad entre V' y V.En
este caso decimos que u es una funcibn medible en el sentido de

Bochner.

Una funcién u : ]0,T[— V, es llamada integrable en sentido de Bochner
en ]0,T[,si uesmedibieen]0,T[ y lafunciénreal t+— [lu(t)|l, es
integrable a Lebesgue en ] 0, T[ . En este caso la integral de esta funcién

es un vector tal que:

fOT u(t)dt € V y esta caracterizado por la siguiente propiedad

T

T
f,fu(t)dt = J(f,u(t))levdt; Vfev
’ 0

O !
VixVv
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Si1l<p< o denotaremos por LP(0,T; V) el espacio vectorial de las
(clases de) funciones vectoriales u:]0,T[ = V medibles y tales que
t— Hu(t)llz es integrable segun Lebesque en ] 0, T[ . Este espacio

vectorial, es un espacio de Banach con la norma

Qi

T
[l = j (oI de
0

Sip =2y V esunespacio de Hilbert, entonces L?(0,T; V) , también es
un espacio de Hilbert con producto interno

T
(u, v)LZ(O’T;V) = J-(u(t), v (t))v dt
0

Sip = oo representaremos por L* (0,T;V) el espacio vectorial de las
funciones vectoriales u : ]0,T[ = V que son medibles y tal que el
supremo esencial de

u@®lly; t € 10, T} es finito. L* (0,T;V), es un es espacio de
Banach con la norma

[l oriy = ilé]p(frs}s[ lu@lly -
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2.4.1 El Método de Fourier. Este es un método para la solucion de
problemas de fisica matematica, basado en ia separacién de variables. Es
propuesto para la solucion de los problemas de conductividad térmica por
J. Fourier [12] y [13]. La solucién de |a ecuacion que satisface |las
condiciones iniciales y de frontera, se ie conoce al método de Fourier
como la superposicidon de soluciones que satisfacen ias condiciones de
contorno, y pueden ser representadas como producto de una funciéon
dependiendo solo de las variables del espacio con otra funcién
dependiendo de su tiempo. La presencia de tales soluciones, estan
conectadas en la bUsqueda de autofunciones y autovalores de algunos
operadores diferenciales, y de la expansidén de una secuencia de
funciones con condiciones iniciales dados por las autofunciones
obtenidas. Particularmente, el problema det desarrollo de funciones en
series e integrales de Fourier, aparecen en |a aplicacion del Método de
Fourier para el estudio de las vibraciones de la cuerda, y la conductividad
termica de una barra. Por ejemplo, el estudio de las vibraciones de una
pequena cuerda de longitud 1, de extremos fijos, consiste en obtener la
solucion del problema.

B Uy = C%Uyy, en R,
. u(0,t) =u(l,t) =0, parat =0, (2.5)
,;u-(x: 0) = U.D(JC), ut(x: 0) = ul(x)J 0 A g 1:

donde asumimos que € es una constante, y R designa la semifaja dado

por {(x,t) € R:0<x<1,t>0}.

Las soluciones det tipo F(x)G(t) de la ecuacion anterior, satisfacen las

condiciones de contorno son dados por

u,(x, t) = sen(nmx){a, cos(nnCt) + b,sen(nnCt)}

Escogiendo los coeficientes a, y b, de modo adecuado, es posible

demostrar que la solucion u(x,t) del problema (2. 5) esta dado por
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©

u(x, t) = Z sen(nnx){ a, cos(nnCt) + b,sen(nnCt)} (2.6)

n=1

2.4.2 El método de Faedo — Galerkin. Este meétodo es disefiado para
encontrar soluciones de los problemas de evolucién. Fue desarrollado por
Sandro Faedo [10],y treinta afios después el método de Galerkin, éste
método es una combinacién de los métodos de Fourier y Galerkin. Para
ilustrario, consideremos el siguiente problema de evolucidn

Alu)l = f, (2.7)

donde u:R"™! - f | es una funcion que depende de x € Q c R" |y
para el tiempo ¢t = 0. La funcion u(xy, xy, ... ... , Xn; t) satisface

comunmente (2.7).

Dfu(x,0) = uf(x), k=01,..,m—-1 (2.8)

(Donde u{)‘ son las funciones conocidas y m=>1, es el orden de la
ecuacion de evolucidn),y las condiciones .de contorno
uly = 0, (2.9)

donde ¥ es ellimite lateral del cilindro Q x]0,T[.

Dado un sistema completo de funciones {w ;(x)} ortonormalizadas y

definidas en  satisfaciendo (2.9), se busca aproximaciones de la solucion
de (2.7) - (2.9) de la forma

N R
uN(x,t) = z g;®w;(x) (2.10)
=1

donde las funciones g;(t) son soluciones del sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias

JJAWN] = flwydx =0, j=12,..,N, (2.11)
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Con las condiciones iniciales

Dkg;(0) = fu’gwjdx, k=01..,m—-1
0

Si el sistema (2.11) es de la forma normal, entonces los g;(t) estan bien
definidas por lo menos localmente, y la solucion  u(x,t) se obtiene
tomando el limite en (2.10) cuando N — oo .

Considerando el problema dado en (2.5) y tomando en particular w; =

sen(7mjx), obtenemos

N
uN(x, t) = Z g;(t)sen(mjx)} (2.12)
=1

donde (gj)jeN , €s la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales
no__ .2 _- 0
{ g1 — g1 =

gy —c?gy =0

La solucién u(x,t) de (2.5) es obtenida cuando tomamos el limite en
(2.12) con N — oo. En este caso la solucidon coincide con (2.6).
Proposicién 2.4.8 Sea V unespaciodeBanachy 0<T < oo
Entonces LF(0,T;V) es separable en el caso que V sea separable v,

1<p <x.

Demostracion. Vease Zeidler [47].

Proposiciéon 2.4.9 Sean X,Y dos espacios de Banach. Si la inmersién
X CY es continua. Entonces Vv 1 <gq <p < o, lainmersion
LP(0,T; X) € L9(0,T; X) es también continua. '

Demostracion. Veéase Zeidler [47].
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Proporcion 2.4.10 Sea V un espacio de Banach. El espacio dual de

LF(0,T; V) es isomorfo al espacio Lq( 0,T; V') , donde %+ i =1, 1<

p,q <.

Demostracion. Vease Zeidler [47].

2.1.5 Distribuciones Vectoriales

Sea V un espacio de Banach. Se denomina distribucién vectorial sobre
10, T[ con valoresen V | atoda aplicacion lineal y continua sobre
D(0,T) (continua en el sentido de la convergencia definida en D(0,T)).

Dada una distribucién T suvaloren ¢ se representa normalmente, por

(T, p).

Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre ]0,T[, denotaremos
por D'(0,T; V).

Seau € LP(0,T;V); 1<p < o, definimos

T
T,:D(0,T) =V talque (T, @)= j(u(t)q)(t) dt (2.13)
0

a) Veamos la buena definicion

e u € LP(0,T;V)entonces u es medible en el sentido de Bochner.

Como ¢ € D(0,T) entonces @u es medible en el sentido de
Bochner.

e ¢ € D(0,T) entonces la funcion ¥,:]10,T[ = R/, (t) = |p(t)|
pertenece a L*(0,T), u € L?(0,T;V) entonces la funcién 1,
tal que

¥2:10,T[ = R/, (¢) = llu(®)lly , pertenece a LP(0,T), luego
Y, € L* (0,T); entonces por el Teorema de Hélder la funcion

V1210, T[— R/ @192)(8) = loOlllu@lly = llo@u@®lly
pertenece a L'(0,T) es decir la funcion t — |lo(t)u(t)ll, es
integrable.

Luego @u € L*(0,T;V).

b) T, eslinealycontinuaen D(0,T)
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e Lalinealidad es justificada por la linealidad de la integral.

e Veamos la continuidad de T,.

Sea (¢x) xen € D(0,T) y ¢ € D(0,T) talque ¢, — ¢ enD(0,T);
luego existe un conjunto compacto fijo K de Q tal que sop(gyx) € K,
paratodo k€ N y @y converge para ¢ uniformemente en K, estoes
equivalente a decir que 7 | (x) —@(x)| — 0 cuando k — o
en R. Para probar la continuidad de T,, debemos mostrar que (Tugpk) —

(T,@) cuando k — o en V.

T
(Twer) = (Tu oMy = KT 0 =)y = f (@ (t) — () u(®)dtlly
0

T T
Sf low () = oOlllu®)lly dt < 7 Iwk(t)—<p(t)lj lu(@lly dt
0 0

< 2% o, (1) — @) f] Cllu(®)Ifde; C>0

Entonces (T,,@x) = (T, @) cuando k — o en V. Luego T, es continua
por tanto T, € D'(0,T;V). O

Lema 2.5.2 Sea V un espacio de Banach. Siu € L*(0,T;V) vy
fOTu(t)qJ(t) dt =0 , paratodo ¢ en D(0,T).Entonces u(t) =0 c.s.
en |0,T[.

Demostracién. Véase Zeidler [47].
T,, estad univocamente determinando por u . En efecto

Supongamos que T es definida como en (2.13) por dos funciones
u,v e LP(0,T; V), entonces

(T, @)= fOTU(tM’(t) dt y (T.@)= fOTv(t)q)(t) dt paratodo ¢ en
D(0,T).

Entonces
fOT(u(t) — v(t)) @ (t)dt = 0 paratodo ¢ enD(0,T)

Luego por el Lema 2.5.2 se concluye que u(t) = v(t) c.s en ]0,T[.
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Por tanto las distribuciones T,, definidas por funciones
u€LP(0,T;V), 1<p<

Son univocamente definidas, Por esta razén se identifica u con la
distribucién T,,.

Luego L”(0,T;V) € D'(0,T;V).

Se dice que una sucesion (Ty)ken de distribuciones sobre 10, T[ con
valores en V, converge para la distribucién T en D'(0,T;V) , cuando
(Tk,<p) converge para (T,p) en V paratodo ¢ enD(0,T).

Derivacién en D'(0,T;V)

Dada una distribucion vectorial u definimos su derivada en el sentido de
las distribuciones vectoriales, denotadas vectoriales, denotado por

1

, du
u o0 — como
dt

du do
<E't',(p> = —<u,gt—> ; Vo € D(O,T, V)

En general la derivada de orden n se define como

d™u " d“go
g ¢ = DM w T ; Vo € D(0,T; V)

En particular todo elemento u € LP(0,T;V) posee derivada de todos los
6rdenes en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre 10, T|.

Sea V un espacio de Banach. Representaremos con C ([0, T]; V) el
espacio de las funciones que son continuas de [0,T] en V.

Sean V y H , dos espacios de Hilbert real, con sus respectivas
estructuras de Hilbert {V,(.,.)y Il v} vy {H. G, )u. 1 4} ,se supone
que V o H, estoes, Vesta continuamente inmersoen H, con V
denso en H(V!s = H).
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Por dualidad, si identificamos H con su dual H', gracias al Teorema de
Representaciéon de Riez obtenemos V € H = H' € V' donde cada
espacio es denso en el siguiente, y las inmersiones son continuas.

Lema 2.5.3 (Temam) Sea X un espacio de Banach X’ su dual. Sean
u,g dos funciones pertenecientes a L*(0,T; X). Entonces son
equivalentes

1. u es c.s.igual ala primitivade g esdecir 3§ € X ,tal que
t
u(t)y=¢+ f g(s)ds, c.s. en t€e[0,T]
0

2. Paratodo ¢ € D(0,T) se tiene
T T
] w(t)e' ()dt = — j gDt
0 4]

3. Vnex

d
5(77» U yrxx =M Ix'xx
en el sentido distribucional sobre 10, T[.

Si u satisface 1 y 2, entonces en particular u esigual c.s. auna
funcién continua desde [0,T] en X.

Demostracion.  Véase Temam [48].

Lema 2.6.4Sean V, H y V' espacios de Hilbert, cada espacio incluido

y denso en el siguiente (V €S H V'), V' dualdeV.Siu € L?(0,T;V)

u’ € L?(0,T;V"). Entonces u € C([0,T]; H) y tenemos la siguiente
igualdad

d
72 @1l = 260 (), )y

en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre |0, T[.

Demostracion. Véase Temam [48]

y
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2.1.6. Convergencia en LP(0,T; V)

Sea V un espacio de Banachy (), una sucesionen V. Decimos

que (up)ken » converge fuerteen V. si3 u €V talque |l uy —
u lly— 0 cuando k — co. En tal caso denotaremos por u;, — u.

Decimos que ( uy)key converge débilen V, siexiste u €V tal que
<f;u'k>V’xV - <fl u>V’XV ) V f € VI
en este caso denotaremos por u, — u.

Proposicion 2.6.1 Sea ( u,)keny Una sucesion en V que converge débil
hacia u en V. Entonces

Hu lly < Hminf || uy Iy
Demostracion. Véase Brezis [3]

Proposicion 2.6.2 Sea (uy)ken Una sucesion en V, si converge fuerte
entonces converge débil para el mismo limite.

Demostracion. Véase Brezis [3].
Sea ( Up)keny Una sucesiénen LP(0,T;V) y u € LP(0,T;V), se dice
que (Ux)xeny CONverge débilmente a u en LF(0,T;V) si:

<f:uk)Lq(o,T;v’)xLP(o,T;V) - <f'u>Lq(O,T;V’)XLP(O,T;V); VfE L, 1;v",

donde * + = =1.
p q
Esto significa que
T T
f (f(t)'uk(t»v'xv_)f (f@), u@®)yr,dt; Vv f €LI(0,T;V")
0 0

Observacion 1
Enelcaso V = H}(Q) entonces V' = H™1(Q)
(Gv)y-1(gyxniy = (G, V)5 VG ELH(Q),  VvEH;(Q)

HE(Q) & L2(Q) = (L2(Q) = L2(Q) & H™1(Q)
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Luego

T T
f w(t), ug (t))dt — j (w(t), u(t))de
0 0

Donde (w)ren S L2(0,T;HE(Q)) y we L2(0,T;12(Q)). O

Sea V un espacio de Banach, siendo V' su dual topoldgico, dotamos a
V' delanorma

Nfllyr = sup [{f, u)l

flully<1

Diremos que una sucesion {(u de V'’ converge débil estrellaa u
kJkeN

Y u siysolosi (ug,w)— (u,w) para

-

en V'ydenotaremos por u,
todo wevV.

Asi u, * u en L*(0,T;V’) siysblosi
<uk'W>L°°(T,O;V’)xLl(T,O;V) - <u'W>L°°(O,T;V’)xLl(O,T;V) vow €LY(0,T;V)

, es decir

T T
f (e (£, W)yt — f (e O, WD hyrrpdt —; Vw € LNO,T; V)
0 0

Observacion 2
SiV=L1*Q) y u Xu en L®0,T;(12(Q)) significa que

(ug, W>L°°(o,T;(LZ(Q))’)xLl(o,T;LZ @y ™ (u, W>L°°(O,T;(Lz(ﬂ))’)XLl(O,T;LZ(Q))
3V we L1(0,T; L2(£))),es decir

T
f (we (), w(t)) 2y x 12 (@At
0

T
o
por tanto wu, i u en L®(0,T;L*(Q)) siy sblo si

[ @, w®)dt - [[ @, wt)dt; v w e 1(0,T; 2(Q)). O
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2.1.7. Resultados importantes

Sea D < R™?! un conjunto abierto cuyos elementos son denotados con
(tx),teR, x€R® y f:D— R™ unafuncionno
necesariamente continua. Consideremos la Ecuacion Diferencial
Ordinaria (EDO)

x'(t) = f(t, x) (2.14)

Resolver (2.14) es encontrar una funcién absolutamente continua x(t)
definida en algun intervalo I de larecta tal que (t,x(t))€D; YVt €]y

x'() = f(t,x).

Sea (ty,x,) €D consideremos el problema de valor inicial (PVI)

x"(t)=f(t.x)

x(to)=%g (2.15)

SeanD c R™? y f:D — R"™ entonces se dice que f satisface las
condiciones de Caratheodory sobre D si:

i. f(t,x)es medibleen t paracada x fijo.
i. f(t,x)escontinuaen x paracada t fijo.

iii. Paracadacompacto K en D existe una funcién real integrable
en my(t) tal que

lf (t. )lrn < mg (1), ¥V (6,x) €K
Consideremos el rectangulo
R={(tx)eR"™,; |t—tyl<a, |x—x4lgn<b, a> 0, b>0}

Teorema 2.7.4 (Caratheodory) Sea f:R —» R™ que satisface las
condiciones de Caratheodory sobre R entonces existe una solucion
x(t) de (2.15) sobre algunintervalo [t —t,] < B, B > 0.

Demostracion. Véase Medeiros & Rivera [44].
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Corolario Sean D c R"*! abiertoy f satisfaciendo las condiciones de
Caratheodory sobre D , entonces el problema (2.15) tiene solucidn para
cualquier (tg, xg) € D.

Sea @(t) una solucién de (2.14) sobre [ y [ C I; , entonces se dice
que ¢(t) tiene un prolongamiento hasta I, siexiste ¢4(t) talque
¢,(t) esunasolucién de (2.14) sobre I, y @ (t)=@(t) , VvVt €1

Teorema 2.7.5 Sean D ¢ R™! abierto, acotado y conexo, f
satisfaciendo las dos primeras condiciones de Caratheodory sobre D vy
existe una funcién integrable m(t) tal que |f(t, X)|gn < m(t), V (¢, x) € D.
Sea ¢ una solucion de (2.14) sobre un intervalo abierto ]a, b[ entonces

i. Existen @(a+0), p(b—0).

ii. Si (b,o(b—0)) € Dentonces ¢ puede ser prolongado hasta
la,b + &] paraalgun § > 0. De manera analogo se procede para
a.

ii.  ¢@(t) puede ser prolongado hasta un intervalo [y,w] tal que
(v, oy +0)), (w,¢(w — 0) € 8D (3D frontera de D).

iv. Si f puedeextendersea D sin que ella pierda sus propiedades
entonces ¢(t) puede ser prolongada hasta un intervalo [y, w] tal

que: (v,o +0)),(w, ¢(w—0)) € aD.
Demostracion. Véase Medeiros & Rivera [44].

Corolario Sea D =[0,T]x B, T finito > 0, B = {xeR"™; |x|gn < b,
b >0}, |xglgn < b y f enlas condiciones del teorema 2.7.5. Sea
@(t) una solucién de

x'(t) = f(t,x)
x(0) = x4

Supongamos que en cualquier intervalo | donde ¢(t) esta definido, se
tiene |@(t)lgn < M, Vt €1, M independientede I y M < b .Entonces
¢ tiene un prolongamiento hasta [0,T] .
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Teorema 2.7.6 (Espectral) Sean V y H dos espacios de Hilbert, con
sus respectivas estructuras de Hilbert {V,((.,.)), v} y {H, (., Dw iy}
tal que V < H con inmersién continua, compacta y densa. Si A:V - V'
es el operador definido por la terna {V, H; ((.,.))} por

(Au, V)i ((w,v)) V u € D(A), entonces

i.  Existe un sistema ortonormal completo (w;);ey €n H formado por
los vectores propios del operador A.

ii. Los valores propios A;, asociados a los w; forman una sucesion
nodecreciente 0 <A <A, <A3...<A; <= 00 ycumplela
relacion

((wi:v)) = <Awi,v>v'xv =A(w,v); VVEV
Demostracion. Véase Milla Miranda [45].

Lema 2.7.6 (Gronwall) Sea ¢ C([0,T];R) y o(¢t) = 0, Vt € [0,T].
Supongamos que existen K;,K, =0 tal que

p(t) < K + K, fotga(s)ds ; ¥V t €[0,T].Entonces ¢(t) < K exp(K,t)
'V te[0,T]

Lema 2.7.7 Sea Y un espacio de Hilbert, con su estructura de Hilbert
{Y,(, )y, lly}y X , unespacio de Banach, tal que X € Y con inmersién

continua y densa. Siu € LF(0,T;X), u' € LP(0,T;Y), ve LF(O,T;Y) y
v’ LP(0,T; X"). Entonces

d ! ,
- W(@®,u®))y = (v (), u(@))xxx + (v(6),u'(®))y
La derivada del primer miembro es en el sentido de las distribuciones

sobre ]0,T[, delafuncién t — (v(t), u(t))y .

2.2. Existencia Y Unicidad De Soluciones
Débiles{

Sea  un conjunto acotado y abierto en R con frontera suficientemente
regular I' y,T > 0, unnumero real arbitrario y Q el cilindro Q x]0,T|

cuya frontera lateral ¥ esta dadopor I' X ]0,T] .
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Considere el problema

U —du+lulfu=f en Q@ (p>0), (3.1)
u(x,t) =0, sobre ¥ (3.2)
u(x,0) = ug(x), u(x0) = wu(x), x€Q, (3.3)
con
uy € HY(Q) N LP2(0), wy € L2(2) y f € L2(0,T; L2()). (3.4)

Agqui u = u(x,t) describe un campo escalar relativista con interacciones
potenciales, asignado de [35].

En adelante adoptaremos las notaciones y definiciones de los espacios
funcionales dados en [22] y [27].

Definiciéon 3.1. Una funcién u:Q — R,

uel® (0,T;H3(2) nLP*2(Q)),
u, € L2 (0,T; L2(2)),

es llamada solucién débil del problema (3.1) - (3.3), si para todo
veHE NLPY2(N) tenemos

% (up, v) + ((u, v)) + (JulPu, v) = (f,v), (3.5)

en D'(0,T) y también
ulx, 0) =ug(x) y u(x,0) = uy(x) (3.6)

Aqui (., .) y ((., .)) representa el producto interno en L?(2) y Hi ()

respectivamente:
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(uw,v) = fﬂ uvdx, ((u, v)) = f VuVvdx,
Q

Y (., .) Indica la dualidad entre LP'(2) y LP(Q2),p = p + 2 especificando
a continuacion, la doble correspondiente.
Observacion: En la identificacion de L?(£2) con su dual (doble), se obtiene

las cadenas de
HY () NLP(2) & Hi(2) & L*(Q) © H3* () = Hy*(2) + LP' (2);

Hi()nLP(2) o LP(R) © L2(2) » LP'(Q) - HF* () + LP'().
En virtud de (3.5) tenemos

Uy =f+Au—|ulfPu en D'(Q) (3.7)

Por lo tanto, teniendo en cuenta las inclusiones
fe?(0,T;12(0)) « 12(0,T; H1(2) + LP' (),
Au € L2(0,T;H1(2)) « L=(0, T; H1(#2) + LP'(2)) ;

lulfu € L® (0, T, Lv’(n)) cL® (o,T; H™1(0) + Lp'(n)) .

Donde 4+ —=1 , obtenemos

e

L

pl
Uy € 12 (o,T;H'l(Q)+LP’(9)), (3.8)

y, como consecuencia del Lema 1.2 (Capitulo 1) de [22] ,

u(x,0) y u.(x,0) estad bien definida.

Teorema 3.1.(Teorema de Existencia y Unicidad de Solucion Débil).

Bajo las condiciones ‘de (3.4). El problema (3.1) - (3.3) admite una
solucién débil en el sentido de la definicion 3.1. La solucion es Unica para
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2

cualquier valor p ,talque: 0<p<+4+o0,sin=12y para 0<p< —

si n=3.

Para probar la existencia de la solucién débil del problema (3.1) - (3.3), se
utiliza el método Galerkin, exactamente el Método de Faedo - Galerkin, (
Ver Seccion 2.4.2 p14), se obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias con los valores iniciales, cuya existencia de la
solucién local sera garantizada por el Teorema de Caratheodory dado en
[6] (véase el capitulo 2, p.33). Por medio de las estimativas a priori, vamos
a ampliar la solucién para todo el intervalo ]0,T[, la obtencion de una
sucesion (uM)y.n . Que convergira para la solucion de (3.1), verificando

las condiciones iniciales.

2.2.1 Problema aproximado. siendo 1i(Q) nLr+2

separable, de [3], y sea (w,), ey Una base para Hi(Q) N LP2(Q), cuya
existencia esta garantizada por el Lema 1.1 de [22]. Para cada Ne€ N,
consideremos

Vy = [wy, ..., wyl

el subespacio de H}(Q) NLP(Q), p = p + 2 , de dimension finita, generada

por los N primeros vectores de la base. Definamos

N
uh = gl ©Ow (3.9)

Donde las funciones gl'(t) son escogidas, de tal manera que (u"), seala

solucion del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

(ugt wy) + ((HN'Wj)) + [P u widx = (f,w)), j=1,..,N (3.10)

Con las condiciones iniciales
uM (x,0) = ul (x) » ug(x) en H3(Q) N LPH2(Q), (3.11)
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u(x,0) = uf (x) » u,(x) en L2(Q) , (3.12) -

Donde
N
ul (x) = Zuoiwi(x); Ug; = (ug,wy),vi=1,...,N. ,

i=1
N

ulV(x) = zuliwi(x); Uy = (ug,wy) Vi=1,...,N.

i=1

Por Caratheodory [6], el problema (3.10) - (3.12) para cada N, posee
solucién local ¥V en el intervalo [0,ty) Cuando w¥ y uY son
absolutamente continuas y ull existe casi siempre. Por medio de las

estimativas a priori, extenderemos la solucién para todo el intervalo [0, T].

2.2.2 Estimativas a priori. Multiplicando (3.10) por (g}’.")'

y sumando de 1 hasta N, obtenemos
(uit, ul) + (W u)) + [luPlul ufdx = (f,ul). (3.13)

Notemos que la tercera expresidn de la izquierda de la igualdad tiene

sentido, ya que |uMN|Pul e LP'(Q) , donde %+ 517 = 1. En efecto, como
, _pF2

P=rr1
Tenemos

Nip., NP’

lu a7,
Ei.%

= [l PuNoridx = [ [uP[P*2dx = VP, ) < +oo. (3.24)

De ello se deduce a partir de (3.14) y (3.9) y en virtud de la desigualdad
de Holder,
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en que
JluMPuNul dx € 120, ty) (3.15)

En consecuencia, (3.15) con (3.13) implica
Cugy , u) € LH0, ty). (3.16)

La afirmacion:

(ugy, u )—;aﬂ u|? (t) (3.17)

Donde % y derivado de distribucion en D'(0, ty). En efecto, para cada

6 € D(0,ty), de (3.16) tenemos
3
(Cutut), 6 = [ it w6t =
0
tn
fo futt uldx G(t)dt—jf 2dt(ut)ze(t)dtdx
{f {hH2e®)lS,™ fN(uWe'(t)dt}dx
0

1 [t
- _Efo L(uy)ze'(t) dt = E%E'”f 12,6).

De manera Analoga se prueba que

1d

(@, ul)) ="l (3.18)
Donde a partir de ahora vamos a considerar || . |l(t)_ = ”Hg(n)(t) y
| 1) = Il 1l 2(qy (¢). Ademas,
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14
fnluNIp ul ul dx = prete ﬂ]u”lp““zdx, (3.19)

Por lo tanto, de F(1) = |A|1PA, Ae R | setiene F'(1) = (p + DI2]?.
Asi a partir de (3.13), (3.17), (3.18) y (3.19) se deduce que

2SNl 1200 + S SV () + =

o s bl = (F ), (3.20)

donde te[0,tV[.

Multiplicando por 2 a (3.20}, eintegramosde 0 @ t,t €]0,¢{

obtenemos

(02 + a2 + —ilu”ll Py (@)

= [} 2+ [ 7 + |tu0|Lp(m+z j (o) (s)ds.

Usando la desigualdad de Schwarz y el hecho de que 2ab <a®+

b%, a.b > 0, vemos que

' 12(8) + ™12 (0) + E UM 0y (8 < 112 + flug |2 (3.21)

uu oy + 17 22 f Gl P2+ M| + —Ilu”llm}] (s)ds.
A partir de (3.11} y (3.12), existe una constante ¢, > 0, tal que
! 2+ b 17 + 2 [ [y < €3 YN EN. (3.22)

Ahora, a partir de (3.21) y (3.22) obtenemos
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2N
el 12 (e} + 12 () + - ey (2}

<o+ e fy {12+ a2 + 2} (5D (3.23)

Donde ¢; > 0 . Por lo tanto, en virtud de la desigualdada de Gronwall,

existe una constante ¢ > 0 , tal que despueés se prolonga

W 1208) + 12 (0) + 2Nl gy () s 6 ve € [0.7]. (3.24)

Por lo tanto se concluye que

u" esacotado en L*(0,T; H&(Q)) (3.25)
u" esacotado en L%®(0,T;LP(Q)) (3.26)
ul esacotado en Lm(O,T;LZ(ﬂ)) (3.27)

Y, sin embargo, (3.14) y (3.26}, se deduce que

|luM1Pu" esacotado en LP’ (O, T;LT"(Q)) =LP'(Q). {3.28)

De acuerdo con estos resultados y la compacidad de los espacios

correspondientes, de [3, 22, 24], obtenemos una subsucecion {(u?) de (u")
.Tal que

L u e 17(0,7H3(0)) (3.29)
v . u en Lp(O,T;Lp(Q)) (3.30)
@ 5o oen 17(0,7512(0)) (3.31)
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iy’ = x en  LP (o,T;LP’(n)) = 17'(Q) (3.32)

2.2.3. Pasaje al Limite. consideremos el conjunto
W = {u € 12(0,T; H}(Q)); u, € L2(0,T; L2()}

Mediante la topologia

”u”W = ”u”LZ(O,T;H(}(Q)) + “ut“LZ(O,T;Lz(Q))'

De ello se deduce a partir de (3.25) y (3.27) que la subsucesion

u¥ es acotadaen W. (3.33)

Por lo tanto, por el teorema Aubin - Lions, de [22], existe una subsucesion
ut* de u” talque

u* > u Converge fuertemente en L%(0,T;L?(Q)). (3.34)

De esta convergencia podemos obtener una subsucesion de u* , para la

cual, sin embargo usaremos la misma notacion, tal que
[u#lPu* - |ulPu cs. en Q, (3.35)
y, por (3.28) existe C >0 talque

[HuH P ut| <C, VUEN

P (@)

Luego, por el Lema 1.3, capitulo 1 de [22], se concluye de (3.32) que
X = |ulPu. (3.36)

Sean u,jeN tales que pu=j, y 6eD(0,T). Mulliplicando la ecuaciéon

aproximada (3.10). por &, eintegrando 0 a T, obtenemos
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T T
f(ug‘t.wj)e(z)dwf ((u*, wy)B(e)dt
0 0

T T

Integrando por partes, obtenemos

T T
-—f (uf.wj)ﬁ"(t)dt-%-f ((u#, w))B(t)de
o 0

+ f; U lu# 1Putw;dx}6()dt = fOT(f, w; ) (t)dt. (3.37)

Debido a la convergencia de (3.27), (3.29), (3.31), (3.32) y por (3.36), se
tiene

[ (@ wne®de - [7((ww;)8de (3.38)
f;(uf,wj)ﬂ’(t)dt - fg(ut,wj)e'(t)dt {3.39)
f;{fﬂlu”|pu”wjdx}9(t)dt - f;{fn]ulpuwj}dxe(t)dt (3.40)

De (3.37), (3.38), (3.39) y (3.40}, tenemos

T T
—f (ug, wy) €' (1)dt + f ((w,w;))6(t)dt
0 o]

+ [T {JlulPuw; dx}o()de = [7(f, wy)o(e)de. (3.4

Por la densidad de las combinaciones lineales finitas de los elementos de la

base (w;) en HE(Q)NLP(Q), resulta que

T T
—f (utfv)er(t)dt"rf ((us, 1)) B(t)dt
[y [y
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+ [T ulPur)dx8(0)de = [ (f, v)6(D)de (3.42)

para todo veHI(Q)NLP(Q) . Pero como (u.,v) € L2(0,T) ,

tenemos

T
((ue, v), 0) =f (ue, v)6dt,
4}

Que es derivable y su derivada esta dada por

d T
(7 (e 0),0) = ~{(e, 02,8 = = [ (e, v 0k
t 0
Utilizando (3.42) obtenemos

%(ut, v) + ((u, v)) + fﬂlulpuv dx = (f,v) en D'(0,T). (3.43)

2.2.4. Condiciones Iniciales. Debido a las convergencias

de (3.29), (3.31) y también por (3.8) , seguido del Lema 8.1 (capitulo 3), de
[23] que

we € (10,73 12(2) n C.(0,T; HA()),

uy € C([0, T H™2(Q) + LP' () n €,(0, T; L2()),

Donde (,(0,T;X). Representa el espacio de las funciones débiimente
continuas en [0,T] de X. (ver [23]).

Probaremos inicialmente que

u(x, 0) = uy(x). (3.44)

En efecto, 8 ¢ C*([0,T]) tal que 6(0) =1 y 6(T)=0. Entonces, para
v >j,(jeN), tenemos
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T T
f (u}’,wj)e(t)dt - f (ut,wj) g(t)dt.
0 0

La integracion por partes:

T T
—(u¥(x, 0), w;) —f (' w;)e'(Ddt - — (u, wj)—f (u,wj)e’(t)dt
0 0

Pero ademas de (3.29) resulta

T T
j(u",wj)g’(t)dt—)f (u,w;)8'()de,
0 0

lo que implica

(u?(x,0), wj) = (ulx, 0),w;), vj € N.

Luego
u?(x,0) - u(x,0) en L2(Q).

Por otro lado, (3. 11) vemos que

u(x,0) = ug(x,0) en L2(Q).

Por la unicidad del limite, obtenemos u(x, 0) = uy(x) .
Probaremos, a continuacién, que

U (x,0) = uy (x). (3.45)

Sea 0< § < T, defininamos

t
--+1,0<t<6,
96(t)={ ) (3.46)

0;0<t<T,
que pertenece a Hg(0,T). Multiplicando la ecuacion aproximada (3.10) por

85(t) eintegrandode 0 a T ,tenemos
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T T
f(uyt,wj)ea(t)dt+f ((u¥, wy))s(t)dt
0 0

T T
+fo {]ﬂluvlpuijdx} 05(t)dt =fo (f,Wj)Ga(t)dt.

Tomando v — oy teniendo en cuenta la densidad de los elementos de la
base {w;} en HF(Q) N LP(Q) , se deduce que para todo v e HA(Q) NLP(Q)

1 [ 5
@)+ 5 [ ()0t + [ (G o)esoa
0 0

5 5
+f {f Iulpuvdx}e(t)dtzj (f,v)0s(t)dt.
0 Q 0
Luego cuando el limite § — 0 , obtenemos

(uy (x),v) = (u(x,0),v),V v € HF(QLP ().
Es decir,
u; (x) = u(x,0)

2.2.5. Unicidad. se demuestra que el problema (3.1) - (3.3) admite

. ., L 2
una unica solucidén débil desde 0 < p < —onz 3. En efecto, supongamos

que uy v sean soluciones debiles de (3.1) - (3.3) y considererr w = u —

v. Considerando que
w € L=(0,T; HE(Q) n LP(Q), w, € L=(0,T; L*(Q)), (3.47)
wee € L2(0, T H™1(Q) + LP' (Q))
que satisface el problema

wee — Aw = [v[Pv = ulPu en 17(0,T;H7(Q) + 1P (), (3.48)

w(x, 0) = w(x,0) =0. (3.49)
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Utilizamos el método de Visik — Ladyzenskaya de [39]. Consideremos para

cada s e [0,T], en la siguiente funcién

—[Pw(x,&)dE; 0<t<s,
x,t)= t 3.50
vix o) { 0; s<t<T. ( )
Luego,
,t); 0<t<s,
Yelat) = {ng >S I=t=s (3.51)
De Las expresiones de arriba y de (3.47) vemos que
Y, € L°(0,T; HE(Q) N LP(Q)). (3.52)

Comparando (3.48) con Y en la dualidad de

(0,1 B (@) N 1Y’ (n)) x 12(0,T; HE(Q) N 1P (1)), obtenemos

[ W, 0)@dt + [ (—Aw, Y)(0)dt = [ (Iv]Pv ~ [ulPu, p)(t)dt.  (3.53)

Recordando que y = 0en [0,T], vy la integracién por partes, y usando en

efecto que (—Aw, ) = ((w,y)) , obtenemos

(we G, ), B(x, $)) — (we (5, 00, 9 (x, 0)) — f (W ) (0)dt
0
N f (w, ) ()dt = f (vlPw — [ulPw, v)(D)de
0 0
o de (3.49),(3.50) y (3.51) tenemos
- j (we, w)dt + f (wer ) (D) dt = f (vlPw — lulPw YY) dt,
0 0 0

Es decir,

_%fo < Wit +%fo'§—t II)de = f:“"',"” ~ lPu ),
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Lo que implica

1 1 1
-3 lw(x, $)|? + > lw(x, 0)|2 + > b (x, $HI1?

~S I Ol = [(vlrw = fulPu pae
0

Lo visto en (3.49) y (3.50), se sigue

—2lwi () = Sl 02 = [} [, (vl - JulPuypdad.
(3.54)

Afirmacion:

1v1Pv = JulPul < (p + 1)22P{|ul? + [v|*}w].

En efecto, notemos que
FO=MP=2FQ=>0@+DIAP, AeR,

Entonces F € C*(R). Asimismo, dada ayp eR, existe e ]Ja,f[ tal que
por el teorema del valor medio:

|[F(B) — F(a)l < [F'(OIIB ~ al
Es decir,

|F(B) = F(a)] < (p + DEIPIB — al (3.55)
Desde ¢ e Ja,B[ , existe un e ]0,1[ tal que

{=a+ (B —alb (3.56)

Ahora tomamos a =u(x,t) y f = v(x,t), de (3.55)y (3.56), se obtiene

HvlPv = fulPul < (p + 1)22{Jul? + |v|°}wl. (3.57)

A partir de (3.55) y (3.57) resulta que
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~IwlE(s) + 3l (x, 032 (358)

< c(p) j j {(ul® + [v]°)lwlpdxde.
00

Usando el teorema de inmersién de Sobolev en [24], se obtiene
H{ () = 19(Q)

Donde
1 1 1
E =T {(3.59)
Afirmacién:
ful?, lvl? € L) c.s. en (0,T). (3.60)
De hecho, tenemos por hipbtesis
0<p< 2
p n-—2
Es decir,
0<pn<—T <
Esto, y el hecho de que () es limitada, resuita
HEQ) & 19(Q) & L Q). (3.61)

Ahora, como u y ve Hij{f) c.s. en 10, T[, se sigue de (3.61) que

fu)?, |v|? € Q) c.s. en (0,T). (3.62)

A partir de (3.59)
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Zyi4i=1, (3.63)
g n 2
Recordando las inclusiones

weL*(Q) csen (0,T), (3.64)

Y Yeli(Qt) c.s en (0,T), (3.65)

Siguiendo de (3.58) (3.62) (3.63) (3.64) (3.65) y por desigualdad de Holder

generalizada de [3] , se tiene que

~Iwl2(s) + Iy (x, 0117 (3.66)

S
< j (Pl + 11212 N o) Wl ey} .
0

De (3.61), y en efecto de que u e L*(0,T; H}(Q)) tenemos

te[0,7]

sup [|[|ul?|lniq)(t) = sup [J’Iulnp(t)dx}
telo,1] e

< ky sup [[u]|P(t) < oo,

tefo,T]
Donde concluimos que
SIWl(s) + 2 1p(x, 0112 < ¢ fIwlyz(qy DI @t (3.67)
Considerar
wi(x, 1) = [T w(x, £)dE. (3.68)

De (3.50) y (3.68), paratodo te [0,s], tenemos que

47



YO t) =~ [Fw, OdE = — [T wx, OdE + [ w(x, §)df = w;(x,t) — w; (x,5).

(3.69)
Por lo tanto,
Y(x,0) = wy(x,0) —wy(x,s) = —wy(x,5).
A partir de (3.69) y (3.67) se deduce que
1 2 1 2 * 2 2
F W)+ 5 Iwell2(5) < ¢ [ (wlP + w2 (e
0
Por lo tanto, en virtud de la desigualdad de Gronwall obtenemos
lwl?(t) + llw.[I2(8) < 0.
Por lo tanto se concluye que
w=0 en L*(Q),vt e [0,T]
Que es lo que se queria demostrar. B
En el caso n=12con 0<p<+o , la prueba es analoga,

simplificando las inmersiones (3.61) las cuales se verifican inmediatamente

cuando n =1,2.

2.3. Existencia y Unicidad De Soluciones
Fuertes

Consideremos el mismo problema

U —Du+ lulPu=7f, en Q(p>0), (4.1)
u(x,t) =0, sobre Y, (4.2)
u(x, 0) = ug(x), u;(x,0)=u,(x), x€Q (4.3)
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El objetivo de este capitulo es obtener una solucion fuerte para (4.1) - (4.3)
por lo tanto, daremos las condiciones rigurosas a los condiciones

iniciales,antes mencionada:

ug € ) NH2(Q), uy € HYQ) 'y f.fe € 12(0,T,13(0)) (44)

Definicion 4.1. Una funciéon uw: Q¢ —» R, tal que
u € L°(0,T, HE(Q) n H2(Q)),
u, € L2(0,T, H3(V),

u; € L2(0,T,L2(Q)),

Es llamada la solucion fuerte del problema (4.1) - (4.3) si satisface la

ecuacién (4.1) ¢.s. en @ y las condiciones iniciales (4.3) para c¢.t. xe¢ §.

Teorema 4.1 Bajo las condicionesen (44) y 0<p< ﬁ; ;(n=

3). Entonces, el problema (4.1) - (4.3) admite una Unica solucion en el
sentido de la definicion 4.1.

Al igual que en el capitulo anterior, este teorema aun es valido para
n=12con 0<p<+ow.

La existencia de la solucion, se probaréa utilizando nuevamente el método

de Faedo — Galerkin.
2.3.1. Problema Aproximado. observamos en primer

lugar, por el teorema de Inmersién de Sobolev , dado en [24] y [26],que

HE(Q) & L9(0); q<-—= (4.5)
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. . 2
Como por hipétesis, p S-n_—z .entonces

Y g2t 2 e 242 < T
p_n—Z p “n-2 p “—n-2

Por lo tanto

HE(Q) & L2P72(Q) © LP*2(Q), (4.6)

En consecuencia, Vv € H}(Q) se cumple

lwlP*2 e LYQ) v |v|Pv € L2(Q). (4.7)
Sea (w,) Una base de H}(Q) N H?(£)) Paracada N € N, Consideremos

VN = [Wl, e WN],

El subespacio de H(}(Q)HHZ(Q), generado por los Nprimeros vectores de la

base.Definamos
wWW(x,t) =38, gV ®Owi(x) (4.8)

Donde las funciones g1 (t) se eligen tal que u" se solucién del sistema

de ecuaciones diferenciales
(ufe, wj) + ((u”,wj)) + (luMPud, wy) = (fw), j=1,..N (49)

Con las condiciones iniciales

ulM(x,0) = uf (x) = up(x) en HE(Q) N HZ(Q),

(4.10)
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ul(x,0) =ul () »w,(x) en  HI(Q).

(4.11)

Por Carathéodory, el sistema (4.9) para cada N, posee solucion local u"
en un intervalo [0, ty[, Donde u¥ y ul son las funciones absolutamente
continuas y ull existe casimsiempre. Por medio de las Estimativas a

Priori,vamos a extender la solucion en todo el intevalo [0, T].

2.3.2. Estimativas Apriori.

» Estimativa I: Multiplicando (4.9) por (g}")l y sumando de 1 a N,

obtenemos

24 2@+ 2L e +

Nlp+2 —
2dt 2 dt +2dtf u"1P7* (@)dx = (f, ur),

Similar a lo gue hicimos en el problema (3.1) - (3.3).

Tomando p = p + 2 e integrando la expresion anterior desde 0 a t,

t € (0,ty) , obtenemos
[u 12(6) + M1 () + - Hu”ll Loy (8

= [l 12+ g 12 + 2 Nl 1 gy + 2 [, ull Y(s)ds (4.12)

t
< T+ 7 + 2 0l Wy + 1y + [ 2 ()
0
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A partir de (4.10) y (4.11), existe una constante ¢, > 0 tal que

2
12 + Mgl + > g 1 gy + Nf 12 < <o (4.13)
Por lo tanto, a partir de (4.12) y (4.13) se obtiene

2
[ 12 + 12 () + v 1™l o gy ()

t

2
<ot [ (PO + WP+ IV | (s

Usando la desigualdad de Gronwall en la ultima desigualdad , vemos que

[uf'|2(t) + IIuNIIZ(t)+§IIuNIpr(m <c, Vt € [0,T]. (414

Luego,

u" esacotado en L*(0,T, Hi (V) (4.15)
u" esacotado en L®(0,T,LP()) (4.16)
ul esacotado en  L®(0,T,L*()). (4.17)

Y, sin embargo,de (4.6) y (4.15), se deduce que

[luM|Pu¥ es acotado en L*(0,T, L?(1)) (4.18)

e Estimativa ll: Sin perdida de generalidad, consideremos la base (w,)

ortonormal, en a L?(Q) (através del proceso de ortogonalizacion de
Gramm-Schmidt cualquier base puede ser ortogonalizados, [27]).

Notemos que
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N
ull = Z(g}v)”wj = (ul},wy) = (gj’-")”.
=

A partir de la expresion anterior y (4.9) resultados

(9} "= (f.w;) - ((uN,wj)> — (luM1Pu, wi),j = 1, ..., N. (4.19)
Como los términos del segundo miembro de (4.19) son absolutamente
continuos en [0, T], se deduce que (gj’.")” € 1L%(0,T) . Porlo tanto, para

cada N € N fijo, se tiene

ull € 12(0,T; L2()). (4.20)

Usando en efecto que las derivadas clasicas y distribucionales coinciden en

el presente caso, resulta de (4.9) que
d
— () = (fow;) — ((uév, Wj)) —(+ D[, WVPufwidx  (421)

En L?(0,T). Luego de (4.19) viene
(gN)" e 10,1
Ademas, paracada N € N fijo, tenemos
ull, € 12(0,T; L2() (4.22)

Luego, a partir de (4.21), obtenemos

(u?’tt,wj) + ((u?’,wj)) +(p+1) fn [uM1P uf widx = (f:, wj). (4.23)

Multiplicando por (g}")” y sumando desde 1 a N, vemos que

1d

1d
=S W20 + S I 1P @) + (o + D) [ lu 1P uulidx = (o ul),

Donde
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= (ult 20 + I 120} < 200 + 1) f,, V12 ulubldx + 2(f ulf).
(4.24)

Como uM € H}(Q), vemos que u" € LP"(Q) , ademas |uM|P € L"(Q).
También el hecho de que ul € Hi(Q), obtenemos ul € L(Q).Siendo

$+2l+ 2=1, siguiendo por la desigualdad de Holder generalizada que

f luM e Iuivllu?’tldx < ”IuNlp”Ln(Q)”utItV”Lq(ﬂ)Iu?]tle(Q)(t)
Q

= M1 on gy Mt Tl ooy Ttz (©). (4.25)

Tenemos

2n -
n—Z-q'

2
I<p<—=2>pn<
p n—2 p
De esto, y el hecho de que ( es acotada, resulta que

H(Q) & L9(Q) & LP™(Q). (4.26)

De (4.25) y (4.26), existe una constante ¢3; > 0 tal que

f NP ful Huftldx < csllu 1P @ONud I ull ¢,
Q

y usando la desigualdad 2ab < a®?+b?, y (4.15) en la expresién de

arriba, tenemos que existe ¢, > 0 tal que
Jo WP Tl Huftldx < co{lluf 117 + Tuft]?}(e). (4.27)

Ahora, a partir de (4.24) y (4.27) obtenemos
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d
=z Uuael? + 1230 < es{ludI” + it 1730 + 17120 + Tue I (©).

integrando la expresién anteriorde 0 a1, t € [0,T], vemos que
[ 12(8) + T 12 () < G, O + Tl 12 + 1112 g
+ce fy UM 12 + [ull12}(s)ds. (4.28)
En virtud de (4.15), (4.17), (4.20) y (4.22) tenemos
uV € C,([0,T]; HE () n ([0, T), L2()),
ul,ull € C([0,T], L3 (),

Tiene sentido hablar de ul(x,0). De (4.19), en particular, podemos

escribir
lute (x, 0)|? =
(0, uli(x,0)) - ((uN(x, 0), ul (x, 0))) = (" (x, 0)lPu™ (x, 0), ull (%, 0)).
(4.29)

Usando los teoremas de Green y Schwarz en la expresion anterior, resulta

lul (x, O)Iiz(m <{lf(x, Ol 2y + 1Aug |20y + [l [Pud Hull (x, 0)].

Asi que a partir de (4.6) y (4.10), se concluye existe c; > 0, tal que

Iuévt(x; 0)|L2(Q_) < Cy; vNEN. (4.30)
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Por lo tanto, a partir de (4.11), (4.28) y (4.30) tenemos

t
[utl?@ + Iut' 120 < ¢ + Cgf {luf'II? + lut|?}(s)ds.
0

Una vez mas por el lema de Gronwall:

Wl 12 + WM 2@) < ¢; vVt €[0,T]; VN € N,

(4.31)
resulta que
ul esacotadaen L*(0,T;(Q)), (4.32)
ul esacotada en L*(0,T; L2(Q)). (4.33)

2.3.3. Pasaje al Limite. pe ias estimativas hechas en (4.15),
(4.16), (4.17) (4.18) (4.32) y (4.33), podemos extraer una subsucesion u

de uN tal que

A en (0, HI(Q))  (434)
uv - u en LP(Q) (4.35)
uy I ou en L%, T;L*(Q)) (4.36)

*

w " ou, en L7, T;H(Q)) 437
uly X uy en L¥(0,T;L*(Q)) (4.38)

Sea 8 € D(0,T)y v > j. De (4.9) podemos escribir
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T T
f(u;’t,wj)e(t)dt-i-f ((u?,w))e(t)dt
0 0

+ foT {fﬂ ' Ipu”wjdx} (t)dt = J'{)T(f’ Wj)g(t)dt, (4.39)

Tomamos los resultados de (4.15), (4.17) y por el tecrema de Aubin - Lions,

podemos extraer una subsucesion u* de u’ de modo que

ub—u en L?2(Q).

Se deduce que existe una subsucesién u* que nos permite usar la misma
notacion, de tal manera que

u¥ — u cs en Q.

Por la continuidad de la aplicacion de F(1) = |A}PA, A€ R |, y de {a ultima

convergencia vemos que
fut|Put - |u|Pu c.s en Q. (4.40)
De (4.18) (4.40) y por ei Lema 1.3, del capitulo 1 de [22], se obtiene
futlPut - |[ulPu en  L*Q). (4.41)

Por lo tanto, las convergencias de {(4.34), {4.38) y (4.41) nos permite tomar
el limite en (4.39)

| J;T(utt;wj)g(t)dt.*. LT((u,Wj))B(t)dt

T T
+J; {L lulpu,wjdx}e(t)dt:L (f;Wj)B(t)dt.

Por la densidad de las combinaciones lineales finitas de los elementos de la
base (w,) en Hi(Q)) N HZ(Q), se sigue que
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T T
f(utt,v)e(t)dtwtf ((u,v))8(t)dt
0 0

+f0T{fQ lulpuvdx}e(t)dt = fOT(f‘ v)0(t)dt, (4.42)
Paratodo v € H3(Q) NH?(Q), con el resultado de que

Uy — Au+ |ulPu=f en D'(0,T;L?Q),

y por [23] , Obtenemos
U — Au+ lulPu=f en L?*(0,T;L?Q). (4.43)

De (4.43) y (4.34) tenemos

—-Au € L?(Q)g.sen (0,T), (4.44)
u € HJ(Q) (4.45)
y por resultados de regularidad de los problemas elipticos,tenemos

u € H?(QY) para c.t. t€(0,T). (4.46)

Y sin embargo, Como

fec(0,TLL*(Q), |ulPu € L=(0,T; L2(Q)) y ug
€ L=(0,T, L*(Q))

Se sigue a partir de (4.43) que
Au € L=(0,T; L2()). (4.47)

Teniendo en cuenta nuevamente la regularidad de los problemas

elipticos,tenemos que
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suppess|ull;zq) = Csuppess |Au|;2q) < +oo.
t€jo,T[ te]o,T( '

Por io tanto
u € L®(0,T; H3(Q) N H?(Q)). (4.48)

Las condiciones iniciales son probadas de manera analoga al Capitulo 3.
2.3.4. Unicidad. vamos a demostrar que la solucién mas fuerte
del problema (4.1) - (4.3) obtenido en la seccion anterior es Unica desde
que 0<ps-n—2_—2,sinz3,é 0<p<o,sin=12

También enfatizamos que la prueba de la unicidad, podria ser hecha de

manera analoga al capitulo anteriorhacer de una manera analoga a capitulo

anterior (Seccidn 3.5). Aqui le daremos una demostracién diferente,

aplicando el Método de la Energia, el cual es el caso mas aceptables

dbido a la regularidad de la solucion obtenida.
Supongamos que u y v dos soluciones fuertes de (4.1) - (4.3) y
consideremos w = u — v.

Entonces para w, satisface

Wg — Aw = |v|Pv—|ulPu c.s. en Q, (4.49)
w(x, )]s =0 (4.50)
w(x,0) = w:(x,0) =0. (4.51)

Haciendo la composicion (4.49) con w; obtenemos
Wi, we) + (—Aw,wy) = ([vlPv — [ulPu,wy).
Dado que w € L®(0,T; H})N H2(Q) y debido al teorema de Green

id 2 1d 2(4) — Py — losl0
S5 Wel 2@ + S wll* () = (vlPv = Julfu, wy). (4.52)
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Estimando el segundo miembro de (4.52) de una manera analoga a lo

hecho en (3.57), obtenemos

S w20 + S ZlwliP(e) (4.53)

<o) [ Clul+ [vl P iwllwld,
0
Por el teorema de inmersion de Sobolev:
HY Q) & 19(Q), Vq < = (4.54)

Por la hipétesisde 0 <p < ;—% ,esdecir pn < ;—i—z . De esto y de (4.54)
resulta

HLQ) o LI(Q) = LPY(Q). : (4.55)
Ahora, como u,v € H} c.s. en (0,T), y de la Inmersion en (4.55) se
tiene que

lut?, |vlP e L"(Q);we LI(Q) c.s. en (0,t). (4.56)
Pero, cémo %+}1+§ =1 y en virtud de la desigualdad de Holder

generalizada

1d 1d
—_— 2 - 2
5 welfO + S lIwll*(©)

=G {”u”fn(g) + ”vllzn(g)} |Wt|L2(Q)”W”Lq(Q)(t) c.s en ]O,T[.

Pero de (4.55) y el hecho de que u,v € L(0,T; H3(Q)) tenemos

1d 1d
—_— 2 R 2
C— Wi+ S IWIP©

< Wil z@liwli(®) cs. en ]0,TT.
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Integrando la Ultima desigualdad de 0 aT, t € [0,T]:
lw,12(6) + lIwll?(©)

t
< Iwel?(x,0) + IWll2(x,0) + ¢; f (w2 [lwl2(s) ds
0

<c, fot{lwl2 + Iwll*(s)},

y por Gronwall  |w:|2(t) + |w|l*(t) <0, vt €[0,T].
Donde concluimos que
w=0 en H}(Q),vt €[0,T]

Esdecr, w=0 en L%(0,T;H:(Q)) m
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CAPITULO 1ll

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Variables de la investigacion

u=0 sobre

Z =TI x]0,T]

u(x, 0) = up(x);

u(x,0)=u,(x) en 0

3.2. Operacionalizacion de la Variable

Definicion

Definicion

Variable . Dimensiones | Indicadores
Conceptual | Operacional '
Este trabajo nos | El trabajo Q Es un conjunto
u=20 sobre permite realizar | desarrollado esta | abierto y acotado , ou
Z =T x10,T[ una investigacion' | enia linea de las | €n R™, con u = -a—z
cientifica basica, | pcuaciones frontera I bien
u(x, 0) = ug(x); tanto desde el | piferenciales regulary p > 0. 52
: punto de vista Hiperbélicas, por Se mostrara la u' = u
u'(x,0) = uy(x) tedrico y practico. | | que los ’ existencia de la 9t
en 0 solucién global
resultados e .
débil y fuerte. a2
pueden ser A= Z?_l —
aprovechados por T 0xg
diferentes El Operador
especialistas cuyo Laplaciano

trabajo esté
relacionado con
este estudio
(Fisicos,
Quimicos,
Ingenieros, etc.}y
gue deseen
profundizar sus
investigaciones
en la teoria de
existencia de
soluciones
fuertes
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3.3. Hipotesis general e hipotesis especificas
Hipotesis general

En el espacio de dimension finita V,,, = [w;,w,, .....,w,, se obtiene una
solucién aproximada de u,,(t) en unintervalo [0, T,,], Ty, < T usando el
teorema de caratheodory para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
Luego se hace Estimativas a Priori que permiten extender la solucién
u,(t) atodo el intervalo [0, T].

Hipotesis especifica

Con las estimativas obtenemos convergencias en el espacio
0. H @ AHYQ), 0.7:H (@) y 12(0.7: 12 (9)); que permiten
probar la existencia de las soluciones débiles.

Realizaremos un minucioso estudio de cada material obtenido, con la
finalidad de adaptario a nuestro objetivo y que nos lleve a la obtencion de

nuestros resultados.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA

4.1. Tipo de Investigacion

La investigacion es de tipo cientifica-tedrico y la metodologia usada es de
tipo inductivo-deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada
demostracién.

4.2. Tipo de Investigacién

En la actualidad los modelos matematicos, relacionados con procesos
dependientes del tiempo son intensamente estudiados. Las ecuaciones de
evolucion representan situaciones fisicas tales como: oscilacién de la
cuerda, difusion de gases, vibraciones de membrana, etc. Asi es como se
implementan diversos métodos para obtener soluciones de los modelos
propuestos.En nuestro caso tenemos el sistema de evolucion:

u'—Au+ulfu=f v en Q=0 %]0,T[
() u=90 sobre =TI x]0,T[ ,
u(x,0) = upx) ; u'(x,0) =uy;(x) en Q

En el caso u" — Au = f, el sistema posee solucion fuerte y fue estudiado
por Reynaldo Arturo Egocheaga Diaz en [40 ], también, el sistema admite
soluciones deébiles y fue estudiado por Noel Figueroa Pablo Fernando en
[41] .

Nuestro estudio resuelve especificamente la existencia y unicidad de
soluciones de soluciones débiles y fuertes, esto es, en primer lugar en el

capitulo 2 en la seccion 2.2 demostramos la existencia y unicidad de
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soluciones débiles y luego en la seccién 2.3 del mismo, demostramos la

existencia y unicidad de soluciones fuertes del sistema (»).

4.3. Poblacidén y Muestra

Por se nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacion que
estudiar, sin embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de R™

y espacios de Banach.

4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de
datos
Para la realizaciéon de este trabajo de tésis se revisé la bibliografia
especificada y recopilacion de informacién obtenida via interés realcionada
al tema de interés.

4.5. Procediemiento de recoleccidén de datos
Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no necesité procediemientos

de recoleccion de datos mas que la revision bibliografica (libros, paginas

web, paper, etc.)

4.6. Procediemiento estadistico y analisis de

datos
Ninguno.
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~ CAPITULO YV

Resultados

Los resultados mas relevantes de esta tesis son:

1. Selogré demostrar la existencia y unicidad de soluciones débiles

del problema mixto,

u" —Au+lulPu=f en Q=0 x]0,T[
(%) u=0 sobre z =T x]0,T[
u(x,0) =upx) ; u'(x,0) =u,(x) en Q0

Imponiendo que u, € H}(Q) n LPY2(Q),u; € L2(Q) v f €
L2(0,T; L2(Q)).

2. Se logro demostrar también la existencia y unicidad de
soluciones fuertes del problema mixto,

u’' —Au+ulfu=f en Q=0 %x]0,T[
! u=0 sobre Z =T x10,T[
u(x,0) = ug(x) ; u'(x,0) = u;(x) en Q

Imponiendo que

Uy € H}(Q) n H2(Q), uwy, € HEQ) y f.f: € L2(0,T; L2()).
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CAPITULO VI
Discusiones

En un préximo trabajo seria atacar con los mismos métodos usados
en la tesis el problema de existencia y unicidad de soluciones del

problema mixto,

u = 2%u+ lulPu=f en Q =0 x]0,T[,T finito
u=20 sobre Z=I’ x]0,T{
u(x,0) = up(x) ; u'(x,0) = uy (x) en Q

Otro trabajo mas general es estudiar con los mismos métodos

usados en la tesis el problema ,

u'—Au+ulfu=f en Q =0 x]0,T[,T finito
u=90 sobre =TI x]0,T[
u(x, 0) = uo(x) ; w'(x,0) = v, (x) en Q

Donde A es un operador lineal, simétrico, auto adjunto y
coersivo de H} (1) en H™*(Q).
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CAPITULO ViI

Conclusiones

En nuestro trabajo concluimos lo siguiente:

Probamos la existencia y unicidad de soluciones débiles del

. problema mixto:

u' = A%u+ulfu=f en Q =2 x10,T[,T finito
() u=20 sobre z r x10,T{

u(x,0) = ug(x) ; u'(x,0) = u;(x) en

Tambien se muestra la existencia y unicidad de soluciones fuertes
del problema (x).

Estos resultados pueden ser aprovechados por diferentes
especialistas cuyo trabajo este relacionado con la existencia y
unicidad de soluciones débiles y fuertes.

Creemos que esta, tesis permitira el avance de otras lineas de
investigacién. También es importante resaltar la atencion que las
herramientas usadas son de referencia actual, por lo que se hace
necesario su estudio para una posible incorporacion en los planes
de estudio de las diversas especialidades en matematica, Fisica e
ingenieria.
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CAPITULO Vi

Recomendaciones

Dentro de este trabajo ambicioso como lo fue éste, siempre se
desea que haya una mejora continua del mismo; por lo tanto se
recomienda a futuros egresados que tengan el interés en el
proyecto, en la linea de investigacidn de las ecuaciones
diferenciales parciales.

Estos resultados pueden ser aprovechados por diferentes
especialistas cuyo trabajo este relacionado con la existencia y
unicidad de soluciones débiles y fuertes.

Creemos que esta, tesis permitird el avance de otras lineas de
investigacion. También es importante resaltar la atencion que las
herramientas usadas son de referencia actual, por lo que se hace
necesario su estudio para una posible incorporacién en los planes
de estudio de las diversas especialidades en matematica, Fisica e
ingenieria.
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ANEXO 1: Matriz de consistencia

PROBLEMA | OBJETIVOS | HIPOTESIS | METODOLOGIA | POBLACION
identificacion del Objetivos Hipotesis general Tipo de Por se nuestro
Probiema generales En el espacio de investigacion trabajo
En este proyecto de Mostrar la dimension finita La investigacion | netamente

tesis estudiaremos la
ecuacion hiperbdlica
no lineal:

u’' —Au+ lulffu=f
en ¢ =02x]0,T[
, T finito
u =0 sobre

Z=rx]o,7"[

u(x, 0) = up(x);
w'(0,%) = u, (x)
en 2
Donde

/=QE u =
at

[=}]

2y
2

at

A=y 2

T Li=1,2
Operador Laplaciano
Ademas Q Es un
conjunto abierto y
acotado en R"™, con
frontera I bien regular
y p > 0. Se mostrara
la existencia de la
solucién giobal débil y
fuerte. .
Formulacién del
Problema
La ecuacion (*) se
presenta con
frecuencia en la
mecanica cuantica y
relatividad general,
por eso pretendemos
de analizar y
responder la siguiente
interrogante;
Imponiendo una
condicion, (*) ¢ Sera
posible garantizar la
existencia de una
solucion global fuerte
y débil?

existencia global
de la solucion débil
y fuerte de la
ecuacion
hiperbolica no
lineal (x),Este
proyecto nos
permite realizar
una investigacion
cientifica basica,
tanto desde el
punto de vista
teérico y practico.
El trabajo
desarrollado esta
en la linea de las
Ecuaciones
Diferenciales
Hiperbolicas, por
lo que los
resultados pueden
ser aprovechados
por diferentes
especialistas cuyo
trabajo esté
relacionado con
este estudio
(Fisicos,
Quimicos,
Ingenieros, etc.) y
que deseen
profundizar sus
investigaciones en
la teoria de
existencia de
soluciones fuertes.
Objetivos
especificos
Familiarizarnos
con los Métodos
del analisis
funcional que se
usaran para la
prueba de las

y fuertes del
problema (*).

soluciones débiles -

Vin = [wq,wy, oo, Wiy, ]
se obtiene una
solucién aproximada
de u,,(t) enun
intervalo [0, Ty, Ty <
T usando el teorema
de caratheodory para
Ecuaciones
Diferenciales
Ordinarias. Luego se
hace Estimativas a
Priori que permiten
extender la solucién
up,(t) a todo el
intervalo[0, T].
Hipotesis especifica
Con las estimativas
obtenemos
convergencias en el
espacio
L"@J;HO‘(Q)mHZ(Q))

r(0.7: B,/ ()

(0.7: 12 ()

que permiten probar
la existencia de las
soluciones débiles.
Realizaremos un
minucioso estudio de
cada material
obtenido, con la
finalidad de adaptario
a nuestro objetivo y
que nos lieve a la
obtencion de
nuestros resultados.

y

es de tipo
cientifica-teodrico.
Metodologia
usada es de tipo
inductivo-
deductivo
tratando de ser
lo mas
exhaustivo
posible en cada
demostracion.
Técnicas e
instrumentos de
recoleccién de
datos

Para la
realizacion de
este trabajo de
tésis se revisé la
bibliografia
especificada y
recopilacion de
informacioén
obtenida via
interés
realcionada al
tema de interés.

abstracto, no
existe
poblacién que
estudiar, sin
embargo,
nuestro
estudio se
encuentra
inmerso dentro
de R*y
espacios de
Banach.
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