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Resumen 

UNA ECUACIÓN HIPERBÓLICA NO LINEAL QUE INTERVIENE EN 

MECÁNICA CUÁNTICA RELATIVISTA 

Nilton César Saravia Y ataco 

Agosto - 2013 

Asesor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega. 

Título obtenido: Licenciado en Matemática 

En éste trabajo demostramos la existencia y unicidad de soluciones 

débiles y fuertes de una ecuación en derivadas parciales de tipo 
hiperbólico dada en la forma: 

u" - Llu + iu!Pu = f en 
u= O sobre 
u(x,O) = u 0 (x); u'(x,O) = u 1 (x) 

Q = 12 x ]0, T[, T finito 
L = f x ]0, T[ 

en n 

Donde D. es un conjunto abierto y acotado en IRn, y f: n x]O, T[~ IR?. es 
una función con frontera f bien regular y p > O. Para obtener nuestros 
resultados aplicamos el método de "FAEDO - GALERKIN", que consiste 
en proyectar el sistema original a espacios de aproximación de dimensión 
finita, luego hacemos un pasaje al limite. En el espacio de dimensión finita 
VN = [w1, w2, ........ , wN] obtenemos una solución aproximada uN(t) en un 
intervalo ]O, TN[, TN < T, usando el teorema de caratheodory para 
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Luego hacemos Estimativas a Priori 
que nos permiten extender la solución uN(t) a todo el intervalo [O, T]. 
Con estas estimativas obtenemos convergencias en el espacio 

L00 (0, T; HJ(.n)) n H2 (n),L00 (0, T; HJ(.n)) y L00 (0, T; L2 (n)); que nos 

permiten probar la existencia de las soluciones débiles y fuertes. 

Palabras Claves: 

Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbólicas. 

Método de Faedo- Galerkin. 

Soluciones Fuertes. 
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Abstract 
A NONLINEAR HYPERBOLIC EQUATION INVOLVED IN RELATIVISTIC 

QUANTUM MECHANICS 

Nilton César Saravia Y ataco 

August - 2013 

Assessor: Ms. Dionicio Orlando Moreno Vega. 

Title Obtained : Licensed in Mathematica. 

This work demonstrated the existence and uniqueness of weak and strong 
solutions for a partial differential equation of hyperbolic type of the form: 

u" - L1u + iu!Pu = f in Q = [2 x ]0, T[, T finite 

u= o about I = r x]O,T[ 

u(x, O) = u0 (x); u'(x, O) = u 1 (x) in .íl 

n is a set in Jffi.n, open and bounded, f: n x]O, T[-+ Iffi. is a function with 
regular boundary r either p > O .To obtain our results we apply the 
method of "FAEDO- GALERKIN", which consists of projecting the original 
system espace of finite dimensional approximation, then we make a 
passage to the limit. In the finite-dimensional space 
VN = [w11 w2 , ....... • , wN] obtain an approximate solution uN(t) in an interval 
]O, TN[, TN < T , using the Caratheodory theorem for Ordinary Differential 
Equations. Then we Priori Estimates for allowing us to extend the solution 
uN(t) the entire interval [O, T] .With these estimates we obtain 
convergence in space 
Loo( O, T; HJ(fl)) n H2 (fl), Loo( O, T; HJ(D.)) y L 00

( O, T; L2 (fl) );_that allows us to 

prove the existence of weak and strong solutions. 

Keywords: 

Hyperbolic Partial Differential Equations. 
Faedo method- Galerkin. 
Strong Solutions. 
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" CAPITULO 1 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE 
INVESTIGACIÓN 

1.1 Identificación del Problema 

En este proyecto de tesis estudiaremos la ecuación hiperbólica no lineal: 

Donde 

, au 
u=­at 

u"- Llu + luiPu = f en Q = fl x ]0, T[, T finito 

u= o sobre ¿ = r X ]0, T[ 

u(x, O) = u 0 (x); u'(x, O) = u1 (x) en fl 

az 
11= :L%:1 ax? , es el Operador Laplaciano 

¡ 

Además n Es un conjunto abierto y acotado en JRn, con frontera r bien 
regular y p > O. 

Se mostrará la existencia de la solución global débil y fuerte. 

1.2 Formulación del Problema 

La ecuación (*) se presenta con frecuencia en la mecánica cuántica y 
relatividad general, por eso pretendemos de analizar y responder la 
siguiente interrogante: 

Imponiendo una condición, (*) ¿Sera posible garantizar la existencia de 
una solución global fuerte y débil? 
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1.3 Objetivos de la Investigación 

1.3.1 Objetivos generales 

El objetivo de este trabajo es mostrar la existencia global de la solución 
débil y fuerte de la ecuación hiperbólica no lineal 

u"- L1u + lulPu = f en 

u= O sobre 

u(x,O) = u 0 (x); u'(x,O) = u 1 (x) 

Q =flx]O,T[,Tfinito 

L = r x]O, T[ 

en .n 

Este proyecto nos permite realizar una investigación científica básica, 
tanto desde el punto de vista teórico y práctico. 

El trabajo desarrollado está en la línea de las Ecuaciones Diferenciales 
Hiperbólicas, por lo que los resultados pueden ser aprovechados por 
diferentes especialistas cuyo trabajo esté relacionado con este estudio 
(Físicos, Químicos, Ingenieros, etc.) y que deseen profundizar sus 
investigaciones en la teoría de existencia de soluciones fuertes. 

1.3.2. Objetivos específicos 

Como objetivos específicos tenemos los siguientes: 

1. Familiarizarnos con los Métodos del análisis funcional que se usaran 
para la prueba de las soluciones débiles y fuertes del problema (*). 

2. Para obtener este resultado aplicaremos el método de "FAEDO­
GALERKIN", que consiste en proyectar el sistema original a espacios de 
aproximación de dimensión finita, luego hacer un pasaje al límite. 

3. Hacer más conocida la gran teoría de las ecuaciones hiperbólicas no 
lineales en la línea de las ecuaciones diferenciales parciales , y sus 

· aplicaciones. 
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1.4 Importancia y Justificación de la Investigación 

El proyecto de tesis presentado reviste una gran importancia en el área de 
Ecuaciones Diferenciales Parciales. Con las herramientas del análisis 
funcional, de la aproximación numérica se investiga la existencia de la 
solución fuerte. 

Creemos que Este proyecto permitirá avanzar en otras líneas de 
investigación. También es importante llamar la atención que las 
herramientas usadas son de referencia actual, por lo que se hace 
necesario su estudio para una posible incorporación en los planes de 
estudio de las diversas especialidades en matemática e ingeniería. 

Nuestro trabajo puede aplicarse para estudiar el comportamiento 
asintótico de las soluciones para el problema de cauchy para la ecuación 
de la onda amortiguada como: 
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CAPITULO 11 

MARCO TEÓRICO 

2.1. PRELIMINARES 
2.1.1 Espacios LP (n) 

El espacio euclidiano de dimensión n es el conjunto !Rl.n formado por 
todas las n-uplas ordenadas x = (x1,x2 , .... , xn) donde xi E !Rl.; V i = 
1,2, .... , n 

Para p E Iffi. con 1 :::; p < oo y D. ~ !ffi.n medible, denotaremos con 

LP(D.) al conjunto de todas las funciones medibles u: D. ~ !ffi.n tal que 

iu(x) IP es integrable en el sentido de Lebesgue, es decir 

LP(D.) ={u: D.~ !ffi./u es medible y f 11 lu(x)IP dx < oo} 

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un 
numero real por una función, LP (fl) se torna un IRl. - espacio vectorial y la 
aplicación 1 lv definida por 

1 

lulp = (f 11 lu(x)IP dx )'P; u E LP(fl) 

Es una seminorma en LP(fl). 

Se dice que u= v casi siempre (c.s) en n si y solo si 3M~ D. tal 
que 

u(x) = v(x) V x E n-M y med(M) = O 

Para obtener una norma se define una relación de equivalencia en LP(.O.), 

mediante 

u = v si y solo si u = v c. s. en D. . 

Denotaremos por LP (.Q) el espacio cociente 

LP(fl) = LP~n) ={[u]: u E LP(D.)} 

8 



Que consiste en un espacio de Banach con la norma 

1 

llullp = (f nlu(x)IP dx )"P; u E LP(D.) ; 

Cuando p = 2 , L2 (D.) es un espacio de Hilbert con el producto interno 

( U, V ) = f n u(x) v(x) dx; V E L2 (D.); 

la norma inducida será denotada por 

1 

lul = llullz = (f nlu(x)l 2 dx ) 2; vE L2 (D.) 

Si p = oo y n !:;;; lffi.n es medible, denotaremos con Loo (12) al conjunto de 

todas las funciones medibles definidas en n , esencialmente acotadas en 

D.. Es decir 

L00 (.!2) ={u: D.---* llVu es medible y 3 e > O tal que lu(x)l 

5 e c.s en D.} 

Definimos el supremo esencial como 

Supess!u(x)l = inf{C >O; lu(x)l 5 C c. sen D. } 
xE!l 

Con las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un 

número real por una función Loo (.!2) se torna en un ~- espacio vectorial y 

llulloo = SupessxEnlu(x)l; u E L00 (D.), 
define en él una norma. 

Representaremos por L~0c(D.); 1 5 p < oo el espacio vectorial de las 

(clases de) funciones medibles u: n---* lffi. tales que lu(x)IP es integrable 

en el sentido de Lebesgue sobre cada compacto K !:;;; n. 

Proposición 2.1.1 (Desigualdad de Holder) sea n !:;;; lffi.n abierto y 
1 1 

acotado 1 ::; p ::; oo y 1 ::; q ::; oo con - +- = l. Si u E LP(fl) y 
p q 

vE Lq(fl). Entonces u. vE L1 (fl) y 

f n lu(x)v(x)l dx 5 llullpllvllq 
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Demostración. Véase L.A. Medeiros & E.A. de Mello [42]. 

Sean V, W dos espacios de banach con V ~ W como subespacio 

vectorial (ambos con norma probablemente diferentes). Diremos que V 
esta inmerso continuamente en W y denotaremos por V 4 W si y solo 

si existe C > O tal que lulw :::::; Clulv 'V u E V. 

Proposición 2.1.2 Sea n ~ Iffi.n abierto y acotado 1 :::::; p < q :::;; OO. 

Entonces 

Demostración. Véase Adams [ 43] 

Proposición 2.1.3 Sea D. ~ Iffi.n abierto y acotado 1 :::::; p :::::; oo. Entonces 

Proposición 2.1.4 Sea D. ~ Iffi.n abierto y acotado. Entonces LP (D.) es 

separable para 1 < p < oo, y uniformemente convexo y reflexivo para 

1 < p < oo. 

Demostración. Véase Brezis [3] o Adams [43]. 

Teorema 2.1.1 (Teorema de representación de Riesz para LP(D.)) Sea 

1 < p < oo, 1 < q < oo con ~ + ~ = 1 y TE [LP(D.)]'. Entonces existe 
p q 

vE Lq(D.) tal que para todo u E LP(D.); T(u) = f .n u(x) v(x) dx además 

llvllq = IITII¡LP(.n)J' asi [LP(D.)]' = Lq(D.). 

Demostración. Véase Adams [ 43]. 

Teorema 2.1.2 (teorema de representación de Riesz para U (D.)) sea 

TE [L1 (D.)]'. Entonces existe vE L00 (D.) tal que para todo 

u E L1 (D.); T(u) = f .n u(x) v(x) dx Y llulloo = IITII¡L1(n)]' . Así [L1 (D.)]' = 
L oo(D.). 

Demostración. Véase Adams [ 43]. 
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Sea vE U(O, T), decimos que sE ]0, T[ es un punto de Lebesgue para 

v , si para h > O tal que ]s- h,s + h[ ~]O, T[ entonces 

1 fs+h 
lim Zh v (()d( = v(s) 
h-+0 s-h 

Proposición 2.1.5 Si vE L1 (0, T), entonces casi todos los puntos de 

s en ]O, T[ son puntos de Lebesgue para v. 

Demostración. Véase L.A.Medeiros & E.A.de Mello [42]. 

Un multi-indice a (de dimensión n) es una n- upla de números 
enteros no negativos a = (a 1a,2 , ..•• , an). El módulo del multi-indice 

a= (a1, a2, .... , an) lo denotaremos por lal y se define como lal = 
al+ az + ... + an 

S a al az an 1 d d d ea x = x 1 x2 ..... xn y e opera or e or en a por 

Para O= a= (0,0, .... ,O) definimos D0u =u. 

Sea n ~ ]R{n un conjunto abierto y u: n ~ ]R{ una función escalar. El 

soporte de u es la clausura en D. del conjunto {x En/ u(x) =1= O} y lo 

denotaremos por sop (u). 

Observacion 1 

El soporte de u es el menor conjunto cerrado de D. fuera del cual u = O 
en el siguiente sentido: 

i) sop (u) es cerrado en D. y u = O en D.\ sop(u). 

ií) Si W es un conjunto cerrado de n y u = O en fl\ W entonces 
sop(u) ~ W. 

Por C~(.n) se denotará el espacio vectorial de todas las funciones eón 

soporte compacto en n que posean derivadas continuas de todas las 

órdenes en n. 

Teorema 2.1.3. C~(n) es denso en LP(f!) para 1:::; p < oo. 

Demostración. Véase Medeiros [44) & Milla [45]. 
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Se dice que una sucesión ( 'PkhEru de elementos de ego (n) converge 
para <pE Cg"(n) si y sólo si: 

i) Existe un compacto fijo K de D. tal que todos los soportes de cpk, k E ru 
están contenidos en K. 

ii)La sucesión ( cpk) kEM converge para cp uniformemente en K, 
juntamente con todas sus derivadas de todas las ordenes. 

El espacio vectorial C0(D.) con ésta noción de convergencia se 
representa por D (n) y se denomina el espacio de las funciones de prueba 

en D.. 

Observación 2 

i) La convergencia en D (.n) será denotada por 'Pk ~ <p 

ii) El operador Da: D(D) ~ D(fl) es continuo. 

2.1.2 El Espacio de las Distribuciones 

Se denomina distribución sobre .n a toda forma lineal T sobre D(n), 
continua en el sentido de la convergencia definida en D (.n). 

Es decir, una distribución es una aplicación 

Tal que 

T: D(D) ~ JRI. 

<p ~ T(<p) 

ii) T es continua, esto es, si (<pk) kEN ~ D(fl) converge para <p en D(fl) 
entonces Tk(<pk) kEM converge para T(<p) en R 

Consideremos el espacio vectorial de todas las distribuciones sobre .n en 
éste espacio una sucesión (Tk) kEM converge para T y denotaremos por 
Tk ~ T, si y sólo si la sucesión Tk(<p) kEN converge para T(<p) en JRI. 

para todo cp en D(fl). 

El espacio de las distribuciones sobre .n, con ésta noción de 
convergencia, será denotado por D' (n). 
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El valor de la distribución T en cp se representa también por (T, cp) 

(dualidad entre D'(D) y D(n)). 

Sea n ~ IR<.n un conjunto abierto y u E L1ocCD) definimos la aplicación 

Tu: D(D) -7 ~ 

cp -7 (Tw cp) = f n u(x)cp(x) dx (2.1) 

Afirmación: Tu E D'(D) 

En efecto 

a) Tu está bien definida, pues si K= sop(<p), entonces 

IJ nu(x)q¡(x) dxi = IJ ku(x)<p(x) dxi ::; f klu(x)<p(x)ldx 

::; maxlq¡(x)lf klu(x)l dx < oo 
xEk 

b) Tu es lineal y continua en D(D). En efecto, 

í) La linealidad es justificada por la linealidad de la integral. 

íí) Sobre la continuidad de Tu diremos: 

Sea (<pk) kERl ~ D(D) y <pE D(D) tal que <pk ~ <p en D(D). Luego existe un 

compacto fijo que K esto equivale a decir que 
max 

x E Klcpk(x) - <p(x)l -7 O cuando k~ oo en ~-

Para demostrar la continuidad de Tu debemos mostrar que (Tu, <pk) -t 
(Tu, cp ) , cuando k ~ ~ en ~ .luego tenemos: 

IJ ku(x)(<pk- cp)(x) dxl 5"; J !u(x)llcpk (x)- cp(x) dxl 
K 

max J 
5"; x E K lcpk(x) - <p(x)l klu(x)l dx ~ O 

Luego (Tu, <pk) ---7 (Tu, <p) , cuando k~ oo en IR<.., entonces Tu es continua. D 

13 



Lema 2.2.1 (Du Sois Raymond) Sea u E Lt0 c(.O.) tal que J 11u(x)<p(x) dx =O, 

Para todo <p en D(.O.). Entonces u(x) = O c. sen .0.. 

Demostración. Véase Rivera [46). 

Tu está unívocamente determinado por u. 

En efecto, 

Cuando u,v E LtocC.O.) y u= v c.s. en .0. entonces u- v = O c.s en 

.O., luego 

Entonces Tu = Tv . 

f 11 (u(x)- v(x)) dx = O 

f 11u(x) dx = f n v(x)dx 

Ahora supongamos T definida como en (2.1) por dos funciones 

u, V E Ltoc (.O.). 

Entonces 

(T,<p)=f
11
u(x)<p(x)dx y (T,<p)=f

11
v(x)<p(x)dx,'v'<p enD(.O.). 

Luego 

f 11(u- v)(x) <p(x)dx = O , V <p en D(.O.), 

por el lema 2.2.1 se concluye que u(x) = v(x) c. s. en .0. 

por tanto las distribuciones Tu definidas por funciones u E LiocC.O.) son 

unívocamente definidas; por ésta razón se identifica u con la 

distribución Tu, luego LtocCD) f.; D'(D). 

Derivada Distribucional 

Sea TE D'(D) y a= (a11 a 2 , ... , an) un multi-índice se denomina 

derivada de orden a de T a la distribución de Dar definida por 
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Se sigue de la definición que cada distribución T sobren posee derivadas 
de todas las órdenes. Así las funciones de Lf0 c(.fl) poseen derivadas de 
todas las órdenes en el sentido de las distribuciones. 

Observación 

1. Vale para distribuciones el teorema de Schwartz sobre el orden de 
derivación. 

2. El operador Da: D'en) ~ D'en) es lineal y continuo en el sentido de 
la convergencia definida en D'en). En efecto, 

( Da(f31T1 + fJ2T2),<p} = (-l)lai([31T1 + fJ2T2, Da<p} 

Luego 

= {31 e -1)1ai(T1 Da<p}+f32e -1)1ai(T2, Da<p) 

= {31 ( var1, <p) + {32( var2, <p) 

= ({31 DaT1 + {32 DaT2,<p} 'r/ <pE Den) 

• Sea Tk ~Ten D'en) (k~ oo). Probaremos que 
DaTk ~ DaT, en D'en) 

lím ( DaTk, <p) = e -l)lal lim(Tk, Da<p) = e -l)lal(r, Da<p) = ( DaT, <p) 
k-;oo k-;oo 

Para todo <p E D(.fl). Entonces DaTk ~ DaT en D'en) 

3. La derivada distribucional de una función de LfocC.n) no es en 

general, una función de LtocCfl). D 

Esta última observación motiva la definición de una clase 
significativa de espacios de Banach de funciones, conocidas como 
espacios de Sobolev. 

2.1.3 Espacios de Sobolev 

Sea n ~ ~n abierto 1:::; p < oo y m E W. Denotaremos con 

Hm(n) al ~-espacio vectorial de todas las funciones u que 
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pertenecen a L2 (D) tal que para todo !al :::; m, Dau E L2 (n). 

Siendo Dau la derivada de u en sentido de las distribuciones. 

Hm(n) es el llamado espacio de Sobolev de orden m. 
Dadas las funciones, u, v E Hm(n) definimos el producto interno 

((u, v))Hm(.a) = L e Dau, Dav) 
Oslalsm 

Cuya norma inducida es 
1 

lluiiHm(.a) = ( L 1 Daul 2
)

2 

oslalsm 

Donde(. , .) y 1 1 denotan el producto interno y la norma en L2 (D) 
respectivamente. 
El espacio vectorial Hm(n), con el producto interno asi definido es 

un espacio de Hilbert real. 

Si m 1 > m > O tenemos las siguientes inmersiones continuas 

El espacio D(n) está contenido en H 1 (D), como n es acotada 

entonces D(D) no es denso en H 1 (D), luego denotaremos por 

HJ(n) la clausura de D(n) en H1 (n); esto es 

HJ(n) = D(n) 11 11
H

1
(n) 

Así u E HJ(fl) si y sólo si existe una sucesión (uk) kEN en D(fl) tal que 

Si n es regular, entonces 

HJ(12) ={u E H 1 (5l)ju 1 r =O} 

Donde r es la frontera de n y 

H 1 (D) ={u E L2 (D)/ 22!:. E L2 (D.); i = 1,2, .. n} ax, 

El dual topológico de H1 (n) se denota por H-1 (5:2). 

Por definición, la norma en H1 (n) es 

1 

lluliH1(.a)= (1ul 2 + If=li::I2Y (2.2) 
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La forma bilineal ((. , .)): H6(D) x H6(D) ~IR definida por 

J "n ou(x) ov(x) J ((u, v))= ,... .L..t= 1 -,-. -,-. dx = "Vu(x), Vv(x)dx = (Vu, Vv) 
" u1-X u-tX " 

Define un producto interno en H~(fl)que induce una norma la cuál la 

denotamos por 11 11. 

llull 2 = ((u, u)) = (Vu, Vu) = 1Vul 2 (2.3) 

Proposición 2.3.6 sea D. ~ !Rl.n un conjunto abierto y acotado con frontera 

r bien regular. Entonces las normas definidas en (2.2) y (2.3) son 
equivalentes en HJ(fl). 

Demostración 

entonces 

Por la desigualdad de Poincaré 

Entonces 

Luego 

Así pues, las normas definidas por (2.2) y (2.3) son equivalentes. 

Consideremos el espacio H 2 (fl) n HJ(D) , notemos que 

H 2 (fl) n HJ"(fl) ={u E H 2 (fl); u 1 r =O}, Entonces la forma bilinial 

(.,. )ll: (H 2 (0.) n HJ(O.)) X (H 2(0.) n HJ{O.)) ~ IR 

Definida por (u, v)ll= J nllu(x)llv(x) dx = (llu,llv) 

(2.4) 
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Consiste en un producto interno en H 2 (fl) n HJ(n) , que induce una 
norma, la que denotamos por 11 llll 

llulli = (u,u)Ll = (Llu,Llu) = 1Llul 2
. • 

Definición 2.3.5. 

Teorema 2.3.6. (Identidad de Green) 

Sea D. un conjunto abierto, acotado y bien regular del espacio ~n , 

situado a un mismo lado de su frontera an. Entonces para toda 

u E H 2 (D.) y v E H 1 (D.) tenemos: 

In ( -Llu)vdx = In VuVvdx- In :~ vdf, 

a u 
donde - designa la derivada normal exterior de u, siendo ij el 

8r¡ 

vector unitario normal exterior a an y df es la medida de Lebesgue 
sobre la superficie an. 

2.1.4 Espacios LP( O, T; V) 
Sean O < T < oo y V un espacio de Banach, una función u: ]O, T[ ~V 

es llamada medible en ] O, T[, si la función real t ~ (f, u (t))v'x v es 

medible Lebesgue en ]0, T[ para todo f E V', donde V' es el dual 

topológico de V y ( . , . )v' x v denota la dualidad entre V' y V. En 

este caso decimos que u es una función medible en el sentido de 
Bochner. 

Una función u: ]0, T[~ V, es llamada integrable en sentido de Bochner 

en ] O, T[, si u es medible en] O, T[ y la función real t ~ llu(t) llv es 

integrable a Lebesgue en ] O, T[. En este caso la integral de esta función 
es un vector tal que: 

J: u(t)dt E V y está caracterizado por la siguiente propiedad 

/ f, [ u(t)dt) = [<r. u(t))v•x v dt; '<! f E V' 

\ v'xv 

18 



Si 1 ::; p < oo denotaremos por LP( O, T; V) el espacio vectorial de las 

(clases de) funciones vectoriales u:] O, T[ -7 V medibles y tales que 

t ~ llu(t)ll P es integrable según Lebesque en ] O, T[. Este espacio 
V 

vectorial, es un espacio de Banach con la norma 

1 

lluiiLP(o,T;V) = (Íiiu(t)li~ dt y 

Si p = 2 y V es un espacio de Hilbert, entonces L2 (0, T; V) , también es 
un espacio de Hilbert con producto interno 

T 

(u, v)Lz(o,T;V) = J (u(t), v (t))v dt 
o 

Si p = oo representaremos por Loo (0, T; V) el espacio vectorial de las 

funciones vectoriales u : ]0, T[ -7 V que son medibles y tal que el 
supremo esencial de 

{llu(t)llv; tE ]O,T[} esfinito. L00 (0,T;V),esunesespaciode 
Banach con la norma 
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2.4.1 El Método de Fourier. Éste es un método para la solución de 
problemas de física matemática, basado en la separación de variables. Es 
propuesto para la solución de los problemas de conductividad térmica por 
J. Fourier [12] y [13]. La solución de la ecuación que satisface las 
condiciones iniciales y de frontera, se le conoce al método de Fourier 
como la superposición de soluciones que satisfacen las condiciones de 
contorno, y pueden ser representadas como producto de una función 
dependiendo solo de las variables del espacio con otra función 
dependiendo de su tiempo. La presencia de tales soluciones, están 
conectadas en la búsqueda de autofunciones y autovalores de algunos 
operadores diferenciales, y de la expansión de una secuencia de 
funciones con condiciones iniciales dados por las autofunciones 
obtenidas. Particularmente, el problema del desarrollo de funciones en 
series e integrales de Fourier, aparecen en la aplicación del Método de 
Fourier para el estudio de las vibraciones de la cuerda, y la conductividad 
térmica de una barra. Por ejemplo, el estudio de las vibraciones de una 
pequeña cuerda de longitud 1, de extremos fijos, consiste en obtener la 
solución del problema. 

u(O, t) = u(l, t) = O, para t 2:: O, (2.5) 

_u.(x, O) = u 0 (x), Uc(X, 0) = U 1 (x), 0 :S X :S 1, 

donde asumimos que C es una constante, y R designa la semifaja dado 

por { (x,t) E IRS.2 :0 < x < l,t >O}. 

Las soluciones del tipo F (x) G ( t) de la ecuación anterior, satisfacen las 

condiciones de contorno son dados por 

un (x, t) = sen(nn:x){an cos(mrCt) + bnsen(nrrCt)} 

Escogiendo los coeficientes ~ y bn de modo adecuado, es posible 

demostrar que la solución u(x, t) del problema (2. 5) está dado por 
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2141 

00 

u(x, t) = L sen(nrrx){ an cos(nrrCt) + bnsen(nrrCt)} (2.6) 
n=l 

2.4.2 El método de Faedo - Galerkin. Este método es diseñado para 
encontrar soluciones de los problemas de evolución. Fue desarrollado por 
Sandro Faedo [10],y treinta años después el método de Galerkin; éste 
método es una combinación de los métodos de Fourier y Galerkin. Para 
ilustrarlo, consideremos el siguiente problema de evolución 

A[u] = f, (2.7) 

donde u: J.R{n+l -t f , es una función que depende de x E n e JR{n , y 

para el tiempo t 2:: O. La función u(x1 , x2, ...... , xn; t) satisface 

comúnmente (2.7). 

Dfu(x, O) = u~(x), k = 0,1, ... , m- 1 (2.8) 

(Donde u~ son las funciones conocidas y m 2:: 1 , es el orden de la 

ecuación de evolución),y las condiciones de contorno 

(2.9) 

donde I es el límite lateral del cilindro n x]O, T[. 

Dado un sistema completo de funciones {w i(x)} ortonormalizadas y 

definidas en n satisfaciendo (2.9), se busca aproximaciones de la solución 

de (2.7)- (2.9) de la forma 

N 

uN (x, t) = L gi(t)wj(x) 
j=l 

(2.10) 

donde las funciones gJt) son soluciones del sistema de ecuaciones 

diferenciales ordinarias 

(2.11) 
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Con las condiciones iniciales 

Si el sistema (2.11) es de la forma normal, entonces los gi(t) están bien 

definidas por lo menos localmente, y la solución u(x, t) se obtiene 

tomando el límite en (2.1 O) cuando N 4 oo . 

Considerando el problema dado en (2.5) y tomando en particular wj = 

sen(njx), obtenemos 

N 

uN (x, t) = L g j(t)sen(njx)} (2.12) 
j=l 

donde (g j) jEru ., es la solución del sistema de ecuaciones diferenciales 

{
: g~' -e: B1 = O 

g~- czgN =O 

La solución u(x, t) de (2.5) es obtenida cuando tomamos el limite en 

(2.12) con N ---+ oo. En este caso la solución coincide con (2.6). 

Proposición 2.4.8 Sea V un espacio de Banach y O < T < oo 

.Entonces eco, T; V) es separable en el caso que V sea separable y, 

l.$p <oo. 

Demostración. Véase Zeidler [47]. 

Proposición 2.4.9 Sean X, Y dos espacios de Banach. Si la inmersión 

X s;;;; Y es continua. Entonces 'V 1 ~ q < p ~ oo , la inmersión 
e (O, T; X) s;;;; Lq (O, T; X) es también continua. 

Demostración. Véase Zeidler [47]. 
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Proporción 2.4.1 O Sea V un espacio de Banach. El espacio dual de 

eco, T; V) es isomorfo al espacio Lq( O, T; V'), donde .!. +.!. = 1; 1 :5 
p q 

p,q < 00. 

Demostración. Véase Zeidler [47]. 

2.1.5 Distribuciones Vectoriales 
Sea V un espacio de Banach. Se denomina distribución vectorial sobre 

]0, T[ con valores en V , a toda aplicación lineal y continua sobre 

D(O, T) (continua en el sentido de la convergencia definida en D(O, T)). 

Dada una distribución T su valor en <p se representa normalmente, por 

(T, ({J ). 

Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre ] O, T[ , denotaremos 

por D' (O, T; V). 

Sea u E LP (O, T; V); 1 S p S oo, definimos 

T 

Tu: D(O, T) ~V tal que (Tw cp) = J (u(t)cp(t) dt (2.13) 

o 

a) Veamos la buena definición 

• u E LP (O, T; V) entonces u es medible en el sentido de Bochner. 

Como qJ E D (O, T) entonces c.pu es medible en el sentido de 
Bochner. 

• cp E D(O, T) entonces la función 1/11 :]0, T[ ~ IR/1/11 (t) = !({J(t)l 
pertenece a Loo (O, T), u E LP (0, T; V) entonces la función 1/1 2 

,tal que 

1/12 : ]0, T[ ~ IR/1/12 (t) = llu(t)llv , pertenece a LP (0, T), luego 

lf¡2 E L1 (O, T); entonces por el Teorema de Holder la función 

l/111/J2 : ]0, T[----? IR/ (l/111/12)(t) = !({J(t) lllu(t)llv = I!({J(t)u(t) llv 
pertenece a U(O, T) es decir la función t ~ I!({J(t)u( t)llv es 

integrable. 

Luego ({JU E U(O, T; V). 

b) Tu es lineal y continua en D(O, T) 
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• La linealidad es justificada por la linealidad de la integral. 

• Veamos la continuidad de Tu. 

Sea (<pk) kEru ~ D(O, T) y <pE D(O, T) tal que <p k ---+ <p en D(O, T); 

luego existe un conjunto compacto fijo K de D. tal que sop( <fJk) ~ K , 

para todo k E .N y <f>k converge para <p uniformemente en K, esto es 

equivalente a decir que r;~J l<fJk(x)- <p(x)l---+ O cuando k---+ oo 

en IR. Para probar la continuidad de Tu debemos mostrar que (Tu,<fJk) ---+ 

(Tu,<fJ) cuando k ---+ oo en V. 

II(Tu,<Pk)- (Tu,<P>IIv = II(T.,<Pk -<P)IIv = f ( 'l'k (t) - <¡J(t )) u(t)dtllv 

$ fi'l'k (t)- <P(t)lllu(t)llv dt ::; 7~~ I<Pk(t)- <P(t)l fllu(t)llv dt 

::; 7~J 1 <p k e t) - <p (t) 1 I: e 11 u e t ) 11 t d t ; e > o 

Entonces (Tw<pk) ~ (Tw<p) cuando k ---+ oo en V. Luego Tu es continua 

por tanto Tu E D'(O, T; V). O 

Lema 2.5.2 Sea V un espacio de Banach. Si u E L1 (0, T; V) y 

J; u(t)<p(t) dt =O , para todo <p en D(O, T).Entonces u(t) =O c.s. 

en ]O,T[. 

Demostración. Véase Zeidler [47]. 

Tu está unívocamente determinando por u . En efecto 

Supongamos que T es definida como en (2.13) por dos funciones 

u, vE LP(O, T; V), entonces 

(T, <p) = J; u(t)<p(t) dt y (T,<p) = J; v(t)<p(t) dt para todo <p en 

D(O, T). 

Entonces 

J; ( u(t)- v(t)) <p (t)dt = O para todo <p en D(O, T) 

Luego por el Lema 2.5.2 se concluye que u(t) = v(t) c. s en ]0, T[. 
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Por tanto las distribuciones Tu definidas por funciones 

u E LP(O,T;V), 1:5 p :5 oo 

Son unívocamente definidas, Por esta razón se identifica u con la 

distribución Tu· 

Luego e (O, T; V) ~ D' (O, T; V). 

Se dice que una sucesión (Tk)kE~ de distribuciones sobre JO, T[ con 

valores en V, converge para la distribución Ten D'(O, T; V), cuando 

(Tk,<fJ) converge para (T,<p) en V para todo <p en D(O, T). 

Derivación en D'(O, T; V) 

Dada una distribución vectorial u definimos su derivada en el sentido de 
las distribuciones vectoriales, denotadas vectoriales, denotado por 

du 
u' ó -como 

dt 

En general la derivada de orden n se define como 

En particular todo elemento u E eco. T; V) posee derivada de todos los 

órdenes en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0, T[. 

Sea V un espacio de Banach. Representaremos con C ([O, T]; V) el 

espacio de las funciones que son continuas de [0, T] en V. 

Sean V y H , dos espacios de Hilbert real, con sus respectivas 
estructuras de Hilbert {V,(.,. )v , 11 llv} y { H, (.,. )H, 11 IIH} ,se supone 

que V 4 H, esto es, V esta continuamente inmerso en H, con V 

denso en H(V 1111 H = H). 
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Por dualidad, si identificamos H con su dual H' , gracias al Teorema de 
Representación de Riez obtenemos V~ H = H' ~V' donde cada 
espacio es denso en el siguiente, y las inmersiones son continuas. 

Lema 2.5.3 (Temam) Sea X un espacio de Banach X' su dual. Sean 

u, g dos funciones pertenecientes a L1 (0, T; X). Entonces son 
equivalentes 

1. u es c.s. igual a la primitiva de g es decir 3 ~E X ,tal que 

u(t) = ~ + itg(s)ds, 

2. Para todo q; E D (O, T) se tiene 

c.s. en tE [0, T] 

f u(t)rp' (t)dt ~ - f g(t)rp(t)dt 

, 
3. V r¡ E X 

d 
dt (r¡, u(t))x'x x = (r¡, g(t))x'x x, 

en el sentido distribucional sobre ]0, T[. 

Si u satisface 1 y 2 , entonces en particular u es igual c.s. a una 

función continua desde [0, T] en X. 

Demostración. Véase Temam [48]. 

Lema 2.5.4 Sean V, H y V' espacios de Hilbert, cada espacio incluido 

y denso en el siguiente (V~ H ~V'), V' dual de V. Si u E L2 (0, T; V) y 

u' E U(O, T; V'). Entonces u E C([O, T]; H) y tenemos la siguiente 

igualdad 

d 2 1 

dt llu(t) IIH = 2(u (t), u(t))v'xv 

en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0, T[. 

Demostración. Véase Temam [48] 
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2.1.6. Convergencia en LP (O, T; V) 
Sea V un espacio de Banach y (uk)kEN una sucesión en V. Decimos 

que (uk)kEN , converge fuerte en V si 3 u E V tal que 11 uk -

u llv--* O cuando k ---* oo. En tal caso denotaremos por uk -tu. 

Decimos que ( ukhEru converge débil en V, si existe u E V tal que 

en este caso denotaremos por uk -t u. 

Proposición 2.6.1 Sea ( uk)kEru una sucesión en V que converge débil 

hacia u en V. Entonces 

llu llv:::; lim inf 11 uk llv 

Demostracion. Véase Brezis [3] 

Proposición 2.6.2 Sea ( uk)kEN una sucesión en V, si converge fuerte 
entonces converge débil para el mismo limite. 

Demostración. Véase Brezis [3]. 

Sea ( uk)kEN una sucesión en e (O, T; V) y u E e (O, T; V), se dice 

que ( ukhEN converge débilmente a u en e (O, T; V) si: 

(f,uk)Lq(o,T;v')xLP(o,T;V) -t (f,u)¿q(o,T;V')xLP(o,T;V); "ii f E LP (0, T; V'), 

donde ~ + ~ = 1. 
p q 

Esto significa que 

Observación 1 

En el caso V = H{j(D.) entonces V' = H-1 (D.) 

(G,v)H-l(n)xHJCn) = (G, v); "i!G E L2 (D.), "ii vE H{j(D.) 
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Luego 

f (w(t), uk (t))dt _, f ( w(t), u(t) )dt 

Donde (uk)kEru ~ L2
( O, T; HJ(D.)) y w E L2

( O, T; L2 (D.)). D 

Sea V un espacio de Banach, siendo V' su dual topológico, dotamos a 

V' de la norma 

llfllv' = sup l(f, u)l 
Jlullv:51 

Diremos que una sucesión (uk)kE!'Il de V' converge débil estrella a u 

en V' y denotaremos por uk _: u si y solo si (uk, w) ~ (u, w) para 

todo w E V. 

Así uk _: u en L00 (0, T; V') si y sólo si 

, es decir 

Observación 2 

(uk, W)L00 (0,T;(L2 (!1)) 1)xL1 (0,T;L2 (!1)) ~(U, W)L00 (0,T;(L2 (!1)) 1)xL1 (0,T;L2 (!1)) 

; 'V w E L1 (0, T; L2 (.Q)),es decir 

lT (uk(t), W(t))(L2(!1))' x L2(!1)dt 

~ iT(u(t),w(t))(Lz(f!))'xLz(n)dt;'V WE L1(0,T;L2 (f!)) 

portante uk _:u en L00 (0,T;L2 (f!)) siysólosi 

f: (uk (t), w(t))dt ~ J: (u(t), w(t))dt; 'V w E U( O, T; L2 (D.) ). D 
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2.1. 7. Resultados importantes 

Sea D e ~n+l un conjunto abierto cuyos elementos son denotados con 

(t, x), t E ~. x E ~n y f : D ~ ~n una función no 

necesariamente continua. Consideremos la Ecuacion Diferencial 
Ordinaria (EDO) 

x'(t) = f(t,x) (2.14) 

Resolver (2.14) es encontrar una función absolutamente continua x(t) 

definida en algún intervalo 1 de la recta tal que (t,x(t)) E D; 'V t E 1 y 

x' (t) = f(t, x). 

Sea (t0, x0 ) E D consideremos el problema de valor inicial (PVI) 

1 

x' (t)= f(t,x) 
x(t0 )=x0 

(2.15) 

Sean D e ~n+l y f: D ~ ~n entonces se dice que f satisface las 

condiciones de Caratheodory sobre D si: 

i. f(t, x) es medible en t para cada x fijo. 

ii. f(t, x) es continua en x para cada t fijo. 

iii. Para cada compacto K en D existe una función real integrable 

en mK(t) tal que 

lf(t,x)IIre.n :5 mK(t), 'V (t,x) E K 

Consideremos el rectángulo 

R = {(t,x) E ~n+l; lt-t0 l :5 a, lx-x0 1Ire.n :5 b, a> O, b >O} 

Teorema 2.7.4 (Caratheodory) Sea f: R ~ ~n que satisface las 

condiciones de Caratheodory sobre R entonces existe una solución 

X ( t) de (2.15) SObre algún intervalo 1 t - toJ :5 f3 , f3 > 0. 

Demostración. Véase Medeiros & Rivera [44]. 
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Corolario Sean D e ~n+ 1 abierto y f satisfaciendo las condiciones de 

Caratheodory sobre D , entonces el problema (2.15) tiene solución para 
cualquier (t0, x0 ) E D. 

Sea <p(t) una solución de (2.14) sobre I y I e !1 , entonces se dice 

que <p(t) tiene un prolongamiento hasta ! 1 si existe <p 1 (t) tal que 

<p 1 (t) es una solución de (2.14) sobre !1 y <p 1 (t) = <p(t) , '\1 t E l. 

Teorema 2.7.5 Sean D ~ ~n+l abierto, acotado y conexo, f 
satisfaciendo las dos primeras condiciones de Caratheodory sobre D y 
existe una función integrable m(t) tal que lf(t, x)hren :::;; m(t), V (t, x) E D. 

Sea <p una solución de (2.14) sobre un intervalo abierto ]a, b[ entonces 

i. Existen <p(a +O), <p(b- O). 

ii. Si (b, <p(b -O)) E D entonces <p puede ser prolongado hasta 

]a, b + 8] para algún 8 > O. De manera análogo se procede para 
a. 

iii. <p(t) puede ser prolongado hasta un intervalo [y, w] tal que 

(y, <p(y +O)), (w, <p(w- O) E aD (aD frontera de D). 

iv. Si f puede extenderse a l5 sin que ella pierda sus propiedades 

entonces <p(t) puede ser prolongada hasta un intervalo [y, w] tal 

que: (y,<p(y+O)),(w,<p(w-0)) E aD. 

Demostración. Véase Medeiros & Rivera [44]. 

Corolario Sea D = [0, T] x B , T finito > O, B = {xEIR?.n; lxl~re.n ::; b, 
b >O}, lxol~re.n::; b y f en las condiciones del teorema 2.7.5. Sea 

qJ e t) una solución de 

x'(t) = f(t,x) 

x(O) = x0 

Supongamos que en cualquier intervalo I donde <p(t) esta definido, se 

tiene l<p(t)l~re.n ::; M, '\1 tE I, M independiente de I y M< b .Entonces 

<p tiene un prolongamiento hasta [0, T] . 
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Teorema 2.7.6 (Espectral) Sean V y H dos espacios de Hilbert, con 

sus respectivas estructuras de Hilbert {V, ( (.,.) ), llllv} y {H, (.,. )H, IIIIH} 

tal que V f;; H con inmersión continua, compacta y densa. Si A: V --7 V' 

es el operador definido por la terna {V, H; ( (.,.) )} por 

(Au,v)v'xv=((u,v)) V u E D(A), entonces 

i. Existe un sistema ortonormal completo (w¡)iEN en H formado por 

los vectores propios del operador A. 

ii. Los valores propios A.¡ , asociados a los W¡ forman una sucesión 

no decreciente O :5 A1 :5 A2 :5 A3 ••• :5 A¡ :5 · · · --7 oo y cumple la 
relación 

Demostración. Véase Milla Miranda [45]. 

Lema 2.7.6 (Gronwall) Sea <pE C([O, T]; Iffi.) y <p(t) ;::: O; V t E [0, T] . 
Supongamos que existen K11 K2 ;::: O tal que 

r.p(t) :5 K1 + K2 J; r.p(s)ds ; V t E [O, T].Entonces r.p(t) :5 K1 exp(K2 t) 

; V t E [0, T]. 

Lema 2.7.7 Sea Y un espacio de Hilbert, con su estructura de Hilbert 

{Y,(.,. )y, lllly} y X , un espacio de Banach, tal que X f;; Y con inmersión 

continua y densa. Si u E e (O, T; X), u' E LP (O, T; Y), v E e (O, T; Y) y 

v' e (O, T; X'). Entonces 

~ (v(t), u(t))y = (v' (t), u(t)h·xx + ( v(t), u'(t))y 
dt 

La derivada del primer miembro es en el sentido de las distribuciones 

sobre ]0, T[, de la función t --7 (v(t), u(t))y . 

2.2. Existencia Y Unicidad De Soluciones 
Débiles 

Sea D. un conjunto acotado y abierto en Iffi. con frontera suficientemente 

regular r y, T > O, un número real arbitrario y Q el cilindro n x ]0, T[ 

cuya frontera lateral ¿; está dado por r x ]0, T[ . 
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Considere el problema 

Utt -D. u+ luiPu = f, en Q (p > 0), {3.1) 

u(x, t) = O, sobre I {3.2) 

u(x, O) = u 0 (x), ut(x, O) = u 1 (x), x E D., {3.3) 

con 

Aquí u= u(x, t) describe un campo escalar relativista con interacciones 

potenciales, asignado de [35]. 

En adelante adoptaremos las notaciones y definiciones de los espacios 

funcionales dados en [22] y [27]. 

Definición 3.1. Una función u: Q ~ IR, 

u E Loo (O, T; Hf¡ (Il) n u+z (Il) ), 

es llamada solución débil del problema (3.1) - (3. 3), si para todo 

V E Hf¡ n Lp+Z ([2 ) tenemos 

:t Cut, v) +((u, v)) + (iuiPu, v) = (f, v), (3.5) 

en D' (O, T) y también 

u(x,O) = u 0 (x) y ut(x,O) = u1 (x) {3.6) 

Aquí (. , . ) y ( (. , . ) ) representa el producto interno en L2 (Il) y Hf¡ (Il) 

respectivamente: 
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(u, v) = Jn uvdx, ((u,v)) = L\lu\lvdx, 

Y (. , . ) Indica la dualidad entre LP' (fl) y LP (n), p = p + 2 especificando 

a continuación, la doble correspondiente. 

Observación: En la identificación de L2 (fl) con su dual (doble), se obtiene 

las cadenas de 

HJ(fl) n LP(fl) 4 HJ(n) 4 L2 (fl) 4 H01 (fl) 4 H01 (fl) + LP' (fl); 

En virtud de (3.5) tenemos 

Uu = f + b.u -luiP u en D'(Q) 

Por lo tanto, teniendo en cuenta las inclusiones 

Donde 
1 1 - + - = 1 , obtenemos 
p P' 

y, como consecuencia del Lema 1.2 (Capítulo 1) de 

u(x, O) y ut(x, O) está bien definida. 

(3.7) 

(3.8) 

[22] ' 

Teorema 3.1.(Teorema de Existencia y Unicidad de Solución Débil). 

Bajo las condiciones de (3.4). El problema (3.1) - (3.3) admite una 

solución débil en el sentido de la definición 3.1. La solución es única para 
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2 
cualquier valor p , tal que: O< p < +oo, si n = 1,2 y para O< p <-, 

n+2 

si n :=:: 3. 

Para probar la existencia de la solución débil del problema (3.1) - (3.3), se 

utiliza el método Galerkin, exactamente el Método de Faedo - Galerkin, ( 

Ver Sección 2.4.2 p14.), se obtiene un sistema de ecuaciones 

diferenciales ordinarias con los valores iniciales, cuya existencia de la 

solución local será garantizada por el Teorema de Caratheodory dado en 

[6] (véase el capítulo 2, p.33). Por medio de las estimativas a priori, vamos 

a ampliar la solución para todo el intervalo ]0, T[, la obtención de una 

sucesión (uN) N € ru , que convergirá para la solución de (3.1 ), verificando 

las condiciones iniCiales. 

2.2.1 Problema aproximado. Siendo HJ(n) n u+z 

separable, de [3], y sea Cwv)v E ru una base para HJ(D.) n LP+2 (D.) , cuya 
existencia esta garantizada por el Lema 1.1 de [22]. Para cada N E N, 

consideremos 

el subespacio de HJ(D.) n LP(D.), p = p + 2 l de dimensión finita, generada 

por los N primeros vectores de la base. Definamos 

N 

uN = L gr (t)wi(x) (3.9) 
i=l 

Donde las funciones gr(t) son escogidas, de tal manera que (uN), sea la 

solución del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 

Con las condiciones iniciales 

uN (x, O) =u~ (x) --7 Uo(X) en HJ(D.) n u+2 (D.), (3.11) 
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(3.12) . 

Donde 

N 

u~ (x) = ¿ Uo¡W¡ (x); Uoi = e Ul, wi) ''Vi = 1, ... 'N. ' 
i=l 

N 

uf (x) = ¿ uliwi(x); uli = e Ul, wi) 'Vi= 1, ... 'N. 
i=l 

Por Caratheodory [6], el problema (3.1 O) - (3.12) para cada N, posee 

solución local uN en el intervalo [0, tN) Cuando uN y u~ son 

absolutamente continuas y uf't existe casi siempre. Por medio de las 

estimativas a priori, extenderemos la solución para todo el intervalo [0, T]. 

2.2.2 Estimativas a priori. Multiplicando (3.10) por (gfY 
y sumando de 1 hasta N, obtenemos 

(3.13) 

Notemos que la tercera expresión de la izquierda de la igualdad tiene 

SentidO, ya que luN!PuN E tp' (fl) , donde 

Tenemos 

p+2 

1 1 
- +--; = 1. En efecto, como p p 

= f
0

lluN!PuNIP+ldx = f
0

luN!p+zdx = lluNIIiPc.n) < +oo. (3.14} 

De ello se deduce a partir de (3.14) y (3.9) y en virtud de la desigualdad 

de Holder, 
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en que 

En consecuencia, (3.15) con (3.13) implica 

La afirmación: 

( N N) _ 1 d 
1 

N l2( ) 
Utt 1 Ur - Z dt Ut t 1 

{3.15) 

{3.16) 

{3.17) 

Donde :t y derivado de distribución en D'(OI tN)· En efecto, para cada 

8 E D(O~ tN), de (3.16) tenemos 

f tN J J ftN 1 d uft uf dx e(t)dt = Zd (uf) 2 B(t)dtdx 
o n n o t 

De manera Análoga se prueba que 

Donde a partir de ahora vamos a considerar 11-ll(t) = 11-IIHJ(n)Ct) y 

l.l(t) = II.IILz(n)Ct). Además, 

{3.18) 
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Por lo tanto, de F(A) = ]A]P A, A E ~ , se tiene F'(A) = (p + l)]J,]P. 

Así a partir de (3.13), (3.17), (3.18) y (3.19) se deduce que 

donde t E [O, tN [. 

Multiplicando por 2 a (3.20), e integramos de o a t , t E ]0, t[ 

obtenemos 

2 
iu~l(t) 2 + lluNII 2 (t) + -lluNIIiPcn)(t) 

p 

= lu~l 2 + 11u~ll 2 + ~ llu~lliP(n) + 2jt (f, uf) (s)ds. 
p o 

(3.19) 

Usando la desigualdad de Schwarz y el hecho de que 2ab :5 a2 + 
b2

, a, b >O, vemos que 

(3.21) 

A partir de (3.11) y (3.12), existe una constante c0 > O , tal que 

(3.22) 

Ahora, a partir de (3.21) y (3.22) obtenemos 
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Donde c1 > O . Por lo tanto, en virtud de la desigualdada de Gronwall, 

existe una constante e > O , tal que después se prolonga 

iuf! 2 (t) + lluNII 2 (t) +~lluNIIiPc.n)(t):::;; e; 'Vt E [O,T]. (3.24) 

Por lo tanto se concluye que 

uN es acotado en L00 (0,T; HJ(n)) (3.25) 

uN es acotado en L00 (0, T; LP(fl)) (3.26) 

(3.27) 

Y, sin embargo, (3.14) y (3.26), se deduce que 

luNIPuN es acotado en LP' (O, T; u' (n)) = LP' (Q). (3.28) 

De acuerdo eón estos resultados y la compacidad de los espacios 

correspondientes, de [3, 22, 24], obtenemos una subsucecion (uv) de (uN) 

,Tal que 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 
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!uvlpuv _,. x en LP' (O, T; LP' (fl)) = LP' (Q) (3.32) 

2.2.3. Pasaje al Límite. Consideremos el conjunto 

Mediante la topología 

llullw = lluiiLz(o,T;HJ(n)) + llutiiLz(o,r;Lz(n))' 

De ello se deduce a partir de (3.25) y (3.27) que la subsucesión 

uv es acotada en W. (3.33) 

Por lo tanto, por el teorema Aubin - Lions, de [22], existe una subsucesion 

uJ.l de uv tal que 

uJ.l ~u Converge fuertemente en L2 (0, T; L2 (fl)). (3.34) 

De esta convergencia podemos obtener una subsucesion de uJ.l , para la 

cual, sin embargo usaremos la misma notacion, tal que 

(3.35) 

y, por (3.28) existe e > o tal que 

ll!uJ.liPuJ.liiLP'(Q)::; e, V Jl E N 

Luego, por el Lema 1.3, capítulo 1 de [22], se concluye de (3.32) que 

(3.36) 

Sean Jl,j E N tales que Jl;:::: j, y e E D(O, T). Multiplicando la ecuación 

aproximada (3.1 O) por e , e integrando o a T, obtenemos 
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Integrando por partes, obtenemos 

- iT ( ur, Wj )8'(t)dt + iT ((ull, Wj))8(t)dt 

Debido a la convergencia de (3.27), (3.29), (3.31), (3.32) y por (3.36), se 

tiene 

T T f
0 

((uv, wj))8(t)dt -7 f
0 

((u, wj))8(t)dt {3.38) 

De (3.37), (3.38), (3.39) y (3.40), tenemos 

(3.41) 

Por la densidad de las combinaciones lineales finitas de los elementos de la 

base (wj) en H6(n) n LP(fl), resulta que 

- iT (Ut, V) 8'(t)dt + iT ((Ut, V)) 8(t)dt 
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para todo V f H6(D.) n LP(fl) . Pero como 

tenemos 

Que es derivable y su derivada está dada por 

(:t Cut, v), e)= -(Cut, v), e') = - LT Cut 1 v) e' dt. 

Utilizando (3.42) obtenemos 

(3.42} 

:t(ut,v) + ((u,v)) + fniuiPuvdx = (f,v) en D'(O,T). (3.43} 

2.2.4. Condiciones Iniciales. Debido a las convergencias 

de (3.29), (3.31) y también por (3.8), seguido del Lema 8.1 (capítulo 3), de 

[23] que 

u E C ([0, T]; L2 (D.)) n C5 (0, T; H6(D.)), 

Ut E C([O, T]; H-1 (D.) + LP' (D.)) n C5 ( O, T; L2 (D.) ), 

Donde C5 (0, T; X). Representa el espacio de las funciones débilmente 

continuas en [0, T] de X. (ver [23]). 

Probaremos inicialmente que 

u(x, O)= u 0 (x). (3.44} 

En efecto, e E C1 ([0, T]) tal que e(O) = 1 y e(T) = O. Entonces, para 

v > j, (j E N), tenemos 
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La integración por partes: 

Pero ademas de (3.29) resulta 

J
T T 

0 

( uv, wj)e'(t)dt ~ i (u, wj)e'(t)dt, 

lo que implica 

'r;lj E~. 

Luego 

Por otro lado, (3. 11) vemos que 

uv(x, O) ~ u0 (x, O) en L2 (D.). 

Por la unicidad del límite, obtenemos u(x, O) = u 0 (x) . 

Probaremos, a continuación, que 

Uc(x, O) = u1 (x). 

Sea O < 8 < T , defininamos 

e {
- ~ + 1; o $ t $ 8, 

o(t) = 
O; 8 < t::; T, 

(3.45) 

(3.46) 

que pertenece a H;}(O, T). Multiplicando la ecuación aproximada (3.1 O) por 

88 (t) e integrando de O a T , tenemos 
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Tomando v ~ro y teniendo en cuenta la densidad de los elementos de la 

base {wj} en H{¡(D) n LP(D) 'se deduce que para todo V E H{¡(D) n LP(D) 

-(ul (x), V) + ~ L5 

e Uc,V )Ct)dt + ic5 ((u, v))Bo(t)dt 

+ i 8 

{JniuiPuvdx} 8(t)dt = i 8 

(f, v)88 (t)dt. 

Luego cuando el límite 8 ~O , obtenemos 

(u1 (x),v) = (uc(x,O),v),'v'v E H{¡(D)LP(D). 

Es decir, 

2.2.5. Unicidad. Se demuestra que el problema (3.1)- (3.3) admite 

una unica solución débil desde O < p :::; -
2
-, n 2:: 3. En efecto, supongamos 

n-2 

que u y v sean soluciones débiles de (3.1) - (3.3) y considererr w = u­

v. Considerando que 

{3.47) 

que satisface el problema 

w(x, O) = Wc(X, O) = O. {3.49) 
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Utilizamos el método de Visik - Ladyzenskaya de [39]. Consideremos para 

cada sE [0, T] , en la siguiente función 

lj;(x, t) = {- fts w(x, 0d(; O$ t $ s, 
O; S< t $T. 

(3.50) 

Luego, 

, 1, (, t) = fw(x, t); O $ t $ s, 
'f't X, l O; S < t $ T. (3.51) 

De Las expresiones de arriba y de (3.47) vemos que 

lj;,lj;' E L00 (0, T; HJ(D.) n LP(D.)). (3.52) 

Comparando (3.48) con ljJ en la dualidad de 

[2 (O, T; H-1 (D.) n LP' (D.)) x L2 (O, T; HJ(D.) n LP (D.)), obtenemos 

Recordando que ljJ = O en [0, T] , y la integración por partes, y usando en 

efecto que (-fj,w,lj;) = (Cw,l/J)) , obtenemos 

(wt(x, s), lj;(x, s))- (wt(x, 0), lj;(x, O))- is Cwt, l/Jt)(t)dt 

+ is ((w, l/J))(t)dt = i5

(lv1Pv -luiPu,lj;)(t)dt 

o de (3.49),(3.50) y (3.51) tenemos 

-is (wt, w)dt + is (Cwt, l/J))(t)dt = i5

(lv1Pv -luiPu, lf;)(t)dt, 

Es decir, 

1 fs d 1 fs d fs -2 
0 

dt lwl 2 (t)dt + 2 
0 

dt lll/JII 2 (t)dt = 
0 

(lviPv -luiPu, lj;)(t)dt, 
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Lo que implica 

S 

-~ 111/J(x, 0)11 2 = J (lviPv -luiPu, 1/J)dt. 

o 

Lo visto en (3.49) y (3.50), se sigue 

Afirmación: 

-~lwl 2 (s) -~111/J(x,O)II 2 = J; In (lviPv -luiPu)lf!dxdt. 

(3.54) 

En efecto, notemos que 

F(J.) = IJ.IP ~ F'(J.) = (p + l)IJ.IP' A E IR<., 

Entonces F E [l(JR<.). Asimismo, dada a y {3 E IR<., existe (E ]a,f3[ tal que 

por el teorema del valor medio: 

IF(f3)- F(a)l $ IF'(OIIf3- al 

Es decir, 

IF(f3)- F(a)l $ (p + 1)1(1Pif3- al (3.55) 

Desde (E ]a, {3[ , existe un e E ]0,1[ tal que 

(=a+ ({3- a)e. (3.56) 

Ahora tomamos a= u(x, t) y {3 = v(x, t), de (3.55) y (3.56), se obtiene 

llviPv -luiPul $ (p + 1)22P{IuiP + lviP}Iwl. (3.57) 

A partir de (3.55) y (3.57) resulta que 
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S 

::::; c(p) J J [iuiP + lviP}Iwll/Jdxdt. 
o n 

Usando el teorema de inmersión de Sobolev en [24], se obtiene 

HJ(n) 4 Lq en) 

Donde 

1 1 1 =---
q 2 n 

Afirmación: 

iu!P, lviP E Ln(n) c. s. en (0, T). 

De hecho, tenemos por hipótesis 

Es decir, 

2 
O<p<--2 n-

2n 
O < pn < -- ::::; q. 

n-2 

Esto, y el hecho de que n es limitada, resulta 

(3.58) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

Ahora, como u y vE HJ(n) c. s. en ]O, T[, se sigue de (3.61) que 

luiP, lv!P E Ln(n) c. s. en (O, T). (3.62) 

A partir de (3.59) 
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~+~+~=1. 
q n 2 

(3.63) 

Recordando las inclusiones 

w E L2 (D.) c. s en (0, T), (3.64) 

y lj;ELq(D.) c.s en (O,T), (3.65) 

Siguiendo de (3.58) (3.62) (3.63) (3.64) (3.65) y por desigualdad de Holder 

generalizada de [3] , se tiene que 

De (3.61), y en efecto de que u E L00 (0, T; HJ(n)) tenemos 

1 

sup llluiP IILn(n)(t) = sup [I lulnP(t)dx];; 
tE[O,T) tE[O,T) 

n 

Donde concluimos que 

:5 k1 sup lluiiP(t) < +oo, 
tE[O,T] 

(3.66) 

~ lwl 2 (s) + ~ 111/J(x, 0)11 2 :5 c2 J;lwiL2(n) (t)lll/JII(t)dt. (3.67) 

Considerar 

w1 (x, t) = J; w(x, Odr (3.68) 

De (3. 50) y (3. 68), para todo t E [0, s], tenemos que 
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l/JCx, t) =- It w(x, nd( =- J; w(x, nd( + J; w(x, Od( = wl ex, t)- wl ex, s). 

(3.69) 

Por lo tanto, 

l/J(x, O) = w1 (x, O) - w1 (x, s) = -w1 (x, s ). 

A partir de (3.69) y (3.67) se deduce que 

Por lo tanto, en virtud de la desigualdad de Gronwall obtenemos 

Por lo tanto se concluye que 

w = O en L2 (D.), 'V t E [0, T]. 

Que es lo que se quería demostrar. • 

En el caso n = 1,2 con O < p < +oo , la prueba es análoga, 

simplificando las inmersiones (3.61) las cuales se verifican inmediatamente 

cuando n = 1,2. 

2.3. Existencia y Unicidad De Soluciones 
Fuertes 

Consideremos el mismo problema 

Utt- !:m+ luiPu = f, en Q (p >O), (4.1) 

u(x, t) = O, sobre ¿; , ( 4.2) 

u(x,O)=u0 (x), ut(x,O)=u1 (x), xED.. (4.3) 
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El objetivo de este cap1tulo es obtener una solución fuerte para (4.1) - (4.3) 

por lo tanto, daremos las condiciones rigurosas a los condiciones 

iníciales,antes mencionada: 

Definición 4.1. Una función u: Q 4 IRS. , tal que 

Es llamada la solución fuerte del problema (4.1) - (4.3) si satisface la 

ecuación (4.1) c. s. en Q y las condiciones iniciales (4.3) para c. t. x f .Q. 

Teorema 4.1 Bajo las condiciones en (4.4) y O< p < - 2
- ; (n;:::: 

n-2 

3). Entonces, el problema (4.1)- (4.3) admite una única solución en el 

sentido de la definición 4.1. 

Al igual que en el capítulo anterior, este teorema aun es válido para 

n = 1,2 con O < p < +oo . 

La existencia de la solución, se probará utilizando nuevamente el método 

de Faedo - Galerkin. 

2.3.1. Problema Aproximado. Observamos en primer 

lugar, por el teorema de Inmersión de Sobolev , dado en [24] y [26],que 
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2 
Como por hipótesis, p :5- ,entonces 

n-2 

4 4 2n 
2p < -- ~ 2p + 2 < --+ 2 ~ 2p + 2 < --. -n-2 -n-2 -n-2 

Por lo tanto 

(4.6) 

En consecuencia, V' v E H6 (.Q) se cumple 

Sea Cwv) Una base de HJ(D.) n H2(fl). Para cada N E .N, Consideremos 

El subespacio de HJ(n)nH2(fl), generado por los Nprimeros vectores de la 

base. Definamos 

(4.8) 

Donde las funciones g~ (t) se eligen tal que uN se solución del sistema 

de ecuaciones diferenciales 

Con las condiciones iníciales 

(4.10) 

so 



(4.11) 

Por Carathéodory, el sistema (4.9) para cada N, posee solución local uN 

en un intervalo [O, tN[, Donde uN y uf son las funciones absolutamente 

continuas y uft existe casimsiempre. Por medio de las Estimativas a 

Priori,vamos a extender la solucionen todo el intevalo [0, T]. 

2.3.2. Estimativas Apriori. 

(g]N. )' • Estimativa 1: Multiplicando (4.9) por y sumando de 1 a N, 

obtenemos 

Similar a lo que hicimos en el problema (3.1)- (3.3). 

Tomando p = p + 2 e integrando la expresión anterior desde O a t , 

t E (0, tN) , obtenemos 

(4.12) 
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A partir de (4.1 O) y (4.11 ), existe una constante c0 > O tal que 

Por lo tanto, a partir de (4.12) y (4.13) se obtiene 

Usando la desigualdad de Gronwall en la ultima desigualdad , vemos que 

Luego, 

uN esacotado en L00 (0,T,HJ(n)) (4.15) 

( 4.16) 

(4.17) 

Y, sin embargo,de (4.6) y (4.15), se deduce que 

(4.18) 

• Estimativa 11: Sin perdida de generalidad, consideremos la base Cwu) 

ortonormal, en a L2 (.Q) (a través del proceso de ortogonalización de 

Gramm-Schmidt cualquier base puede ser ortogonalizados, [27]). 

Notemos que 
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N 

N _"'e N)" N _ ( N)" Uct - L g j Wj ~ ( Uw wi) - 9j . 

)=1 

A partir de la expresión anterior y (4.9) resultados 

Como los términos del segundo miembro de (4.19) son absolutamente 

continuos en [0, T] , se deduce que (gf)" E L2 (0, T). Por lo tanto, para 

cada N E N fijo, se tiene 

( 4.20) 

Usando en efecto que las derivadas clásicas y distribucionales coinciden en 

el presente caso, resulta de (4.9) que 

En L2 (0, T). Luego de (4.19) viene 

(gf)"' E L2 (O, T) 

Además, para cada N E N fijo, tenemos 

uf"tt E L2 (0, T; L2 (D)) (4.22) 

Luego, a partir de (4.21 ), obtenemos 

Multiplicando por (gj)" y sumando desde 1 a N, vemos que 

Donde 
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~{lu~l 2 (t) + llu~ll 2 (t)}::; 2(p + 1) J,--. iuNip u~u~dx + 2Cfc, u~). 
dt H 

(4.24) 

Como uN E HJ(fl), vemos que uN E LPn(n) , además iuNip E Ln(n). 

También el hecho de que u~ E HJ(fl), obtenemos u~ E Lq(fl).Siendo 

~ + -
2
1 + 1_=1, siguiendo por la desigualdad de Holder generalizada que 

q n 

(4.25) 

Tenemos 

2 2n 
O < p < -- => pn < --::; q. 

n-2 n-2 

De esto, y el hecho de que fl es acotada, resulta que 

( 4.26) 

De (4.25) y (4.26), existe una constante c3 > O tal que 

y usando la desigualdad 2ab ::; a2 + b 2 
, y (4.15) en la expresión de 

arriba, tenemos que existe c4 > O tal que 

(4.27) 

Ahora, a partir de (4.24) y (4.27) obtenemos 
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Integrando la expresión anterior de O a 1, t E [0, T] , vemos que 

( 4.28) 

En virtud de (4.15), (4.17), (4.20) y (4.22) tenemos 

uN E C5 ([0, T]; HJ(D.) n C([O, T], L2 (D.) ), 

Tiene sentido hablar de uft(x, O). De (4.19), en particular, podemos 

escribir 

iuft(x, o)IZ = 
(! (x, O), uft (x, O)) - ( (uN (x, O), uft (x, O))) - ( iuN (x, O) IPuN (x, O), uft (x, O)). 

(4.29) 

Usando los teoremas de Green y Schwarz en la expresión anterior, resulta 

Así que a partir de (4.6) y (4.10), se concluye existe c7 >O , tal que 

(4.30) 
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Por lo tanto, a partir de (4.11 ), (4.28) y (4.30) tenemos 

luftl 2 (t) + llu~ll 2 (t),; e,+ e, f{llufll 2 + lu:';l 2}(s)ds. 

Una vez más por el lema de Gronwall: 

1 ut;;!2 e t) + 11 uf 11
2 e t) ::; e; 'V t E [O 1 T]; 'V N E N 1 

(4.31) 

resulta que 

uf es acotada en L'n (O, T; (D) ), 

uft es acotada en L""(O, T; L2 (D)). 

e 4.32) 

(4.33) 

2.3.3. Pasaje al Límite. De las estimativas hechas en (4.15), 

(4.16), (4.17) (4.18) (4.32) y (4.33), podemos extraer una subsucesión uu 

de uN tal que 

uv * L""(o~T; H6(.n)) (4.34) ~ u en 

uv ~ u en LP(Q) (4.35) 

uf * Ut en L00 (0,T;L2 (D.)) (4.36) ...... 

uv * L00 (0, T; H~(n)) (4.37) t ~ ut en 

* en (4.38) 

Sea 8 E D(O, T) y v >}.De (4.9) podemos escribir 
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f ( ur,, Wj)B(t)dt + f ((u", wj))B(t)dt 

+ f: {In luv IPuvwjdx} 8(t)dt = f: (t, wj )e(t)dt. ( 4.39) 

Tomamos los resultados de (4.15), (4.17) y por el teorema de Aubin- Lions, 

podemos extraer una subsucesión uii de uv de modo que 

uJ..l --+ u en L2 (Q). 

Se deduce que existe una subsucesión uJI que nos permite usar la misma 

notación, de tal manera que 

u JI ~ u c. s en Q. 

Por la continuidad de la aplicación de F(A) = IAIP A, A E IRi , y de la ultima 

convergencia vemos que 

(4.40) 

De (4.18) (4.40) y por el Lema 1.3, del capítulo 1 de [22], se obtiene 

(4.41) 

Por lo tanto, las convergencias de (4.34), (4.38) y (4.41) nos permite tomar 

el límite en (4.39) 

Por la densidad de las combinaciones lineales finitas de los elementos de la 

base Cwv) en H6(D.) n H2 (D.), se sigue que 
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f (uu, v)e(t)dt + f (Cu, v) )e(t)dt 

+ J; {fn !u!Puvdx} 8(t)dt = J; (f, v)e(t)dt, C 4.42) 

Para todo V E HJ(D.) n H 2 (D.) ' con el resultado de que 

utt- !1u + !u!Pu = f en D'(O, T; L2 D. ), 

y por [23] , Obtenemos 

De (4.43) y (4.34) tenemos 

-11u E L2 (D.) q.s en (O, T), 

u E HJ(D.) 

(4.44) 

(4.45) 

y por resultados de regularidad de los problemas elípticos, tenemos 

u E H 2 (D.) para c. t. tE (O, T). (4.46) 

Y sin embargo, Como 

fE C([O, T]; L2 (D.), !u!Pu E Loo(o, T; L2 (D.)) y utt 
E L00 (0,T,L2 (D.)) 

Se sigue a partir de (4.43) que 

(4.47) 

Teniendo en cuenta nuevamente la regularidad de los problemas 

elípticos,tenemos que 
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suppessllui!Hz(.n) = Csuppess it.uiLz(.n) < +oo. 
t~O~[ t~O~[ 

Por lo tanto 

(4.48) 

Las condiciones iniciales son probadas de manera análoga al Capítulo 3. 

2.3.4. Unicidad. Vamos a demostrar que la solución más fuerte 

del problema (4.1) - (4.3) obtenido en la sección anterior es única desde 

que O < p :::; -
2
-, sin;:::: 3, ó O < p < oo , si n = 1,2. 

n-2 

También enfatizamos que la prueba de la unicidad, podría ser hecha de 

manera análoga al capitulo anteriorhacer de una manera análoga a capítulo 

anterior (Sección 3.5). Aquí le daremos una demostración diferente, 

aplicando el Método de la Energia, el cual es el caso más aceptables 

dbido a la regularidad de la solución obtenida. 

Supongamos que u y v dos soluciones fuertes de (4.1) - (4.3) y 

consideremos w = u - v. 

Entonces para w, satisface 

Wtt- ~w = lviPv -luiPu e. s. en Q, (4.49) 

w(x, t)l2: =O (4.50) 

w(x, O) = wt(x, O) = O. (4.51) 

Haciendo la composición (4.49) con wt obtenemos 

Dado que w E L00 (0, T; HJ)n H 2 (D.) y debido al teorema de Green 

ld 2 ld 2 --lwtl (t) + --llwll (t) = (iviPv- luiPu, Wt). 
2 dt 2 dt 

(4.52) 
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Estimando el segundo miembro de (4.52) de una manera análoga a lo 

hecho en (3.57), obtenemos 

~ :e 1 w e 12 
( t) + ~ :e 11 w 11

2 
( t) ( 4. 53) 

$ c(p) L { lul + lvl }Piwllwtldx. 

Por el teorema de Inmersión de Sobolev: 

(4.54) 

Por la hipótesis de O < p :5-
2
- , es decir pn::; -

2
-. De esto y de (4.54) 

n-2 n-2 

resulta 

HJ(O.) 4 Lq (0.) 4 LPn(O.). (4.55) 

Ahora, como u, v E H{j c. s. en (0, T), y de la lnmersion en (4.55) se 

tiene que 

(4.56) 

Pero, cómo .!. +.!. +.!. = 1 y en virtud de la desigualdad de Holder 
q n 2 

generalizada 

1d 2 1d 2 
2 dt lwcl (t) + 2 dt llwll (t) 

Pero de (4. 55) y el hecho de que u, v E Loo (O, T; HJ (D.)) tenemos 

1 d 1 d 
2 dt lwl2 (t) + 2 dt llwll2 (t) 
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Integrando la última desigualdad de O a T, t E [0, T] : 

lwtl 2 (t) + llwll 2 (t) 

O" lw,l 2 (x, O) + llwll 2 (x, O)+ c3 f1w,l 2 llwll 2 (s) ds 

y por Gronwall lwtl 2 (t) + llwll 2 (t) 5O, V t E [O, T]. 

Donde concluimos que 

w =O en HJ(O), 'V t E [O, T] 

Es decir, w = O en Loo (O, T; HJ(D.) ). • 
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CAPÍTULO 111 

VARIABLES E HIPÓTESIS 

3.1. Variables de la investigación 
u= O sobre 

L = r x]O,T[ 

u(x, O) = u0 (x); 
u'(x,O)=u1 (x) en n 

3.2. Operacionalización de la Variable 

Variable Definición Definición 
Dimensiones Conceptual Operacional 

Este trabajo nos El trabajo .O. Es un conjunto 
u= O sobre permite realizar desarrollado está abierto y acotado 

L = r x]O, T[ una investigación· en Jffi.n, con en la línea de las 
científica básica, Ecuaciones frontera r bien 

u(x, O)= u 0 (x); tanto desde el Diferenciales regular y p > O. 
punto de vista Hiperbólicas, por Se mostrará la 

u' (x, O) = u1 (x) teórico y práctico. lo que los existencia de la 
en n 

resultados solución global 
débil y fuerte. pueden ser 

aprovechados por 
diferentes 
especialistas cuyo 
trabajo esté 
relacionado con 
este estudio 
(Físicos, 
Químicos, 
Ingenieros, etc.) y 
que deseen 
profundizar sus 
investigaciones 
en la teoría de 
existencia de 
soluciones 
fuertes 

Indicadores 

a u , __ 
u - at 

a2u 
u'''=--at 2 

az 
11= Ii=l 82 xi 

El Operador 
Laplaciano 
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3.3. Hipótesis general e hipótesis específicas 

Hipótesis general 

En el espacio de dimensión finita Vm = [w11 w2 , .•.•• , wm se obtiene una 
solución aproximada de um(t) en un intervalo [0, Tm], Tm < T usando el 
teorema de caratheodory para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. 
Luego se hace Estimativas a Priori que permiten extender la solución 
um(t) a todo el intervalo [0, T]. 

Hipótesis específica 

Con las estimativas obtenemos convergencias en el espacio 

L"'(O,T;H0
1(Q.)nH2 (0.)), L"'(ü,T;H0

1(0.)) y L"'(O,T;L2 (0.)); que permiten 

probar la existencia de las soluciones débiles. 

Realizaremos un minucioso estudio de cada material obtenido, con la 
finalidad de adaptarlo a nuestro objetivo y que nos lleve a la obtención de 

nuestros resultados. 
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CAPÍTULO IV 

METODOLOGÍA 

4.1. Tipo de Investigación 
La investigación es de tipo científica-teórico y la metodología usada es de 

tipo inductivo-deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada 

demostración. 

4.2. Tipo de Investigación 
En la actualidad los modelos matemáticos, relacionados con procesos 
dependientes del tiempo son intensamente estudiados. Las ecuaciones de 
evolución representan situaciones físicas tales como: oscilación de la 
cuerda, difusión de gases, vibraciones de membrana, etc. Asi es como se 
implementan diversos métodos para obtener soluciones de los modelos 
propuestos. En nuestro caso tenemos el sistema de evolución: 

u" - Llu + luiPu = f en 
u= O sobre 
u(x, O) = u0 (x) ; u' (x, O) = u1 (x) en 

Q = fl X ]0, T[ 
L = f X ]0, T[ , 
fl 

En el caso u"- Llu = f, el sistema posee solucion fuerte y fue estudiado 

por Reynaldo Arturo Egocheaga Díaz en [40] , también, el sistema admite 

soluciones débiles y fue estudiado por Noel Figueroa Pablo Fernando en 

[ 41] . 

Nuestro estudio resuelve específicamente la existencia y unicidad de 

soluciones de soluciones débiles y fuertes, esto es, en primer lugar en el 

capitulo 2 en la sección 2.2 demostramos la existencia y unicidad de 
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soluciones débiles y luego en la sección 2.3 del mismo, demostramos la 

existencia y unicidad de soluciones fuertes del sistema e*). 

4.3. Población y Muestra 
Por se nuestro trabajo. netamente abstracto, no existe población que 

estudiar, sin embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de ¡w.n 

y espacios de Banach. 

4.4. Técnicas e instrumentos de recolección de 
datos 

Para la realización de este trabajo de tésis se revisó la bibliografía 

específicada y recopilación de información obtenida vía interés realcionada 

al tema de interés. 

4.5. Procediemiento de recolección de datos 
Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no necesitó procediemientos 

de recolección de datos más que la revisión bibliográfica (libros, páginas 

web, paper, etc.) 

4.6. Procediemiento estadístico y análisis de 
datos 

Ninguno. 
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CAPÍTULO V 

Resultados 

Los resultados más relevantes de esta tesis son: 

1. Se logró demostrar la existencia y unicidad de soluciones débiles 

del problema mixto, 

u" - L1u + iuiPu = f en 

u = O sobre 

u(x, O) = u 0 (x) ; u' (x, O) = u 1 (x) en 

Q=fl x]O,T[ 

L = r x ]O, r[ 

.íl 

Imponiendo que u0 E HJ(D.) n LP+ 2 (D.), u1 E L2 (D.) y f E 

L2 (0, T; L2 (D.)). 

2. Se logró demostrar también la existencia y unicidad de 

soluciones fuertes del problema mixto, 

u"- L1u + iuiPu = f en 

u = O sobre 

u(x,O) = u 0 (x) ; u'(x,O) = u 1 (x) en 

Imponiendo que 

Q=fl x]O,T[ 

L = r x ]o, T[ 

.íl 

u0 E HJ(D.) n H 2 (D.), u 1 E HJ(D.) y f,ft E L2 (0, T; L2 (D.)). 
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CAPÍTULO VI 

Discusiones 

1. En un próximo trabajo seria atacar con los mismos métodos usados 

en la tesis el problema de existencia y unicidad de soluciones del 

problema mixto, 

{ 
u"- Ll 2u + iuiPu = f en Q = [2 X ]0, T[, T finito 

u= o sobre I = r X ]0, T[ 

u(x,O) = u 0 (x); u'(x,O) = u1 (x) en D. 

2. Otro trabajo mas general es estudiar con los mismos métodos 

usados en la tesis el problema, 

{ 
u"- Au + iuiPu = f en 

u= O sobre 

u(x,O) = u 0 (x); u'(x,O) = u 1 (x) en 

Q = [2 x JO, T[, T finito 

I=r x]O,T[ 

D. 

Donde A es un operador lineal, simétrico, auto adjunto y 

coersivo de H6(D.) en H-1 (D.). 
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CAPÍTULO VIl 

Conclusiones 

En nuestro trabajo concluimos lo siguiente: 

• Probamos la existencia y unicidad de soluciones débiles del 

. problema mixto: 

u" - L1 2 u + luiPu = f en 

u= O sobre 

u(x,O) = u0 (x) ; u'(x,O) = u 1 (x) en 

Q = I2 x ]0, T[, T finito 

L = r x ]O,T[ 

.Q 

• T ambien se muestra la existencia y unicidad de soluciones fuertes 

del problema e*). 

• Estos resultados pueden ser aprovechados por diferentes 
especialistas cuyo trabajo este relacionado con la existencia y 
unicidad de soluciones débiles y fuertes. 

• Creemos que esta, tesis permitirá el avance de otras líneas de 
investigación. También es importante resaltar la atención que las 
herramientas usadas son de referencia actual, por lo que se hace 
necesario su estudio para una posible incorporación en los planes 
de estudio de las diversas especialidades en matemática, Física e 
ingeniería. 
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CAPÍTULO VIII 

Recomendaciones 

• Dentro de este trabajo ambicioso como lo fue éste, siempre se 
desea que haya una mejora continua del mismo; por lo tanto se 
recomienda a futuros egresados que tengan el interés en el 
proyecto, en la línea de investigación de las ecuaciones 
diferenciales parciales. 

• Estos resultados pueden ser aprovechados por diferentes 
especialistas cuyo trabajo este relacionado con la existencia y 
unicidad de soluciones débiles y fuertes. 

• Creemos que esta, tesis permitirá el avance de otras líneas de 
investigación. También es importante resaltar la atención que las 
herramientas usadas son de referencia actual, por lo que se hace 
necesario su estudio para una posible incorporación en los planes 
de estudio de las diversas especialidades en matemática, Fisica e 
ingeniería. 
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ANEXO 1: Matriz de consistencia 
PROBLEMA 1 OBJETIVOS 1 HIPÓTESIS 1 METODOLOGÍA POBLACIÓN 

Identificación del Objetivos Hipótesis general Tipo de Por se nuestro 
Problema generales En el espacio de Investigación trabajo 
En este proyecto de Mostrar la dimensión finita La investigación netamente 
tesis estudiaremos la existencia global Vm = [wl, Wz, ..... , Wm] es de tipo abstracto, no 
ecuación hiperbólica de la solución débil se obtiene una científica-teórico. existe 
no lineal: y fuerte de la solución aproximada Metodología población que 

u"-Llu+iuiPu=f 
ecuación de Um(t) en un usada es de tipo estudiar, sin 

en Q = f2 x] O, T[ hiperbólica no intervalo [0, Tm], Tm < inductivo- embargo, 

, T finito lineal (*),Este T usando el teorema deductivo nuestro 

u= O sobre proyecto nos de caratheodory para tratando de ser estudio se 

L =Tx]O,T[ 
permite realizar Ecuaciones lo mas encuentra 
una investigación Diferenciales exhaustivo inmerso dentro 

u(x, O) = u 0 (x); científica básica, Ordinarias. Luego se posible en cada de ~n y 
u' (0, x) = u1 (x) tanto desde el hace Estimativas a demostración. espacios de 

en f2 punto de vista Priori que permiten Técnicas e Banach. 
Donde teórico y práctico. extender la solución instrumentos de 

1 au " a2
u El trabajo Um(t) a todo el recolección de u=- u=-at at 2 

desarrollado está intervalo[O, T]. datos 
az en la línea de las Hipótesis específica Para la 

/j,= Lt=1 ax? El Ecuaciones Con las estimativas realización de 
l 

Operador Laplaciano Diferenciales obtenemos este trabajo de 
Además f2 Es un Hiperbólicas, por convergencias en el tésis se revisó la 
conjunto abierto y lo que los es0acio bibliografía 

acotado en JRI.n, con resultados pueden L" O,T;H0
1
(D.)nH 2(D.)) específicada y 

frontera r bien regular ser aprovechados 
L"'(O,T;H0\n)) ; 

recopilación de 

y p > O. Se mostrará por diferentes información 

la existencia de la especialistas cuyo r(o,T;L2 (n)) obtenida vía 

solución global débil y trabajo esté interés 

fuerte. relacionado con que permiten probar realcionada al 

Formulación del este estudio la existencia de las tema de interés. 
.. 

(Físicos, soluciones débiles. 
Problema Realizaremos un 
La ecuación (*) se Químicos, 

minucioso estudio de 
presenta con Ingenieros, etc.) y 

cada material 
frecuencia en la que deseen 

mecánica cuántica y profundizar sus obtenido, con la 
finalidad de adaptarlo 

relatividad general, investigaciones en 
a nuestro objetivo y 

por eso pretendemos la teoría de 

de analizar y existencia de que nos lleve a la 

responder la siguiente soluciones fuertes. obtención de 

interrogante: Objetivos nuestros resultados. 

Imponiendo una específicos 

condición,(*) ¿Sera Familia rizarnos 

posible garantizar la con los Métodos 

existencia de una del análisis 

solución global fuerte funcional que se 

y débil? usaran para la 
prueba de las 
soluciones débiles 
y fuertes del 
problema (*). 
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