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RESUMEN
UN ESTUDIO DEL TEOREMA DE LEVY-STEINITZ Y EL
CONTRAEJEMPLO DE MARCINKIEWICZ
Alfredo Sotelo Pejerrey |
Agosto - 2013

Asesora: Mg. Ruth Medina Aparcana -

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

En el presente trabajo haremos un estudio del conjunto de sumas de todos los reor-

denamientos de la serie Z X, de vectores en un espacio euclidiano de dimensién
nz=l
finita que denotaremos por S(Z Xn) y mostraremos que este conjunto es el vacio o

nzl
la traslacion de un subespacio (es decir un conjunto de la forma v + M, donde v es

un vector dado y M es un subespacio vectorial). Este resultado es conocido como
el Teorema de Lévy-Steinitz. Ademas, estudiaremos si €l teorema de Lévy-Steinitz
se cumple en espacios de Banach de dimension infinita. Mostramos 1a equivalencia
entre convergencia absoluta y convergencia incondicional de series en espacios de
Banach reales o complejos de dimension finita.

Palabras Claves
= Convergencia de series
» Teorema de Riemann
= Teorema de Lévy-Steinitz

= Espacios de Banach.



ABSTRACT
A STUDY OF THE LEVY-STEINITZ THEOREM AND THE
COUNTEREXAMPLE OF MARCINKIEWICZ
Alfredo Sotelo Pejerrey
Agosto - 2013

Adpviser: Mg. Ruth Medina Aparcana
Degree obtained: Licentiate in Mathematics

In this work, we will study the set of all sums of rearrengements of the series Z Xn
nzl
of vectors in a finite dimensional real euclidian space denoted by S( Z Xy). We
nzl
will show that the set S(Z X») is either the empty set or a translate of a subspace

nzl
(i.e., a set of the form v+ M, where v is a given vector and M is a linear subspace).

This result is known as the Levy-Steinitz theorem. Moreover, we will study if the
Levy-Steinitz theorem holds in infinite dimensional Banach spaces. Also, we will
show the equivalence between unconditionally convergent series and absolutely

convergent series in finite dimensional real or complex Banach spaces.
Key words

= Convergence of series

= Riemann’s theorem

» Levy-steinitz theorem

» Banach spaces



CAPITULO1

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION
1.1. Identificacion del problema

Enlo que sigue del trabajo £ denotar4 a un espacio de Banach real o complejo, luego

si Z X €s una serie de vectores en E, P : IN — IN una biyeccion y la serie Z Xp(K)
k=1 ) k=1
convergente en E, llamaremos a esta ultima serie un reordenamiento convergente de

la serie Z x; . El conjunto de todas las sumas de los reordenamientos convergentes

k21
de la serie Z x sera denotado por S(Z xr). Sea Z xi una serie de vectores en E,
k=1 k=1 k=1
entonces:

. Z xi es incondicionalmente convergente si E Xp(k) converge para cualquier
k=1 kx1
P, es decir, cualquier reordenamiento de la serie Z Xj converge.
k21

= Z x; es condicionalmente convergente si Zxk converge pero no incondi-

k=1 k=1
cionalmente, es decir, existe al menos un reordenamiento que diverge.

. Z x;, es absolutamente convergente si Z lx|| es convergente.
k>1 k=1

Luego si Z X es una serie de numeros reales condicionalmente convergente el
k21
teorema de Riemann afirma que S(Z xz) = R. Sabiendo esto, preguntémonos:
k=1
(Sera cierto el teorema de Riemann en general en R*?

Comencemos con un ejemplo sencillo en R?
1

k(_l)k+150)9

Consideremos la siguiente serie condicionalmente convergente Z(
‘ k=1

luego S(Z (%(~ 1)¥1,0)) = R x {0}. Con esto concluimos que el teorema de Rie-

i1
mann falla en general en R”, sin embargo, Steinitz describe como es el conjunto



S(Z xz) en este espacio, demostrando lo siguiente
k21

S(Zxk) = subespacio afin de R” o S(Zxk) = ¥ (1.1
k21 k>1

Y ademas Marcinkiewicz prueba que esto falla en espacios de Banach de dimensién
infinita.

Finalmente es conocido que la convergencia absoluta y la convergencia incondi-
cional de series son equivalentes en el cuerpo de los nimeros reales y complejos.
Como en muchos casos, propiedades que satisfacen en los mimeros reales y com-
plejos pueden ser extendidos a espacios de dimensién finita sobre estos cuerpos, lo

mismo sucede para la equivalencia de series mencionadas.

1.2. Formulacion del problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:
1) (Habri otro modo de demostrar (1.1)?

2) (Cual ser4 la situacién cuando E es infinito dimensional?

3) ¢(Para demostrar la equivalencia de series incondicionales y absolutas en es-
pacios vectoriales reales o complejos de dimensién finita, es necesario usar la

hipétesis de que también es valido en los niimeros reales o complejos?

1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivos generales

Este trabajo de tesis tiene como objetivo general dar una demostracién detallada del

teorema de Lévy-Steinitz, es decir, cual es la situacion de S(Z.l xy) cuando E = R".
k=1
Asi mismo, discutir el teorema de Lévy-Steinitz inclusive para espacios de Banach

de dimensién infinita (contragjemplo de Marcinkiewicz).



1.3.2. Objetivos especificos
Como objetivos especificos tenemos los siguientes:

1. Familiarizarse con los métodos del andlisis funcional que se usaran para la

prueba del teorema de Lévy-Steinitz.

2. Como el teorema de Lévy-Steinitz no es muy conocido debido a la dificultad

de su prueba, pretendemos desarrollarlo de una manera entendible.

3. Hacer mas conocida la gran teoria de reordenaciones y mostrar nuevos resul-

tados en espacios de Banach de dimension finita e infinita.

1.4. Importancia y justificacion de la investigacion

Series de escalares, vectores o funciones estan entre los objetos fundamentales del
analisis matematico y funcional. La teoria de series es parte de la teoria de suce-
siones, el cual estudia su convergencia, comportamiento asintoético, etc. El caracter
especifico de la teoria de series se manifiesta cuando uno considera reordenamien-
tos de sus términos, aqui es cuando la teoria de reordenaciones nos permite conocer
aspectos muy especiales de una serie, como dar condiciones necesarias y suficien-
tes para su convergencia, convergencia absoluta o divergencia, asi como conocer
su comportamiento asint6tico. Los primeros descubrimientos en la teoria de reor-
denaciones en el cuerpo de los nimeros reales y en espacios de dimension finita
fueron dados por Levy, Laurent, Steinitz y Riemann y el estudio en espacios de
dimensi6n infinita fue iniciado por W. Orlicz y sucesivamente desarrollado por mu-
chos matematicos en diferentes paises, siendo hasta ahora un campo activo de in-
vestigacién. El tema de investigacion de esta tesis es importante ya que involucra
la hermosa teoria de reordenaciones que tiene diversas e interesantes aplicaciones
como a: expansiones basicas (la teoria de bases incondicionales), sistemas ortogo-
nales de funciones, analisis de Fourier, y permite identificar cuando un espacio es

de dimensién finita o infinita,etc. Es importante también ya que aborda el estudio



de identificar y estudiar al conjunto de todas los posibles reordenamientos conver-
gentes de una serie de vectores en R”. Se justifica porque cubrimos temas que casi
no se encuentra en la bibliografia, mas aun no es tratado con su debida exigencia en
las universidades. Este trabajo de tesis es ¢l primer trabajo en nuestra facultad que
aborda una parte de la teoria de reordenaciones de series en R”, lo que permitira el

interés y desarrollo de la linea de analisis funcional en la facultad.



CAPITULO 1T

MARCO TEORICO

2.1. Preliminares

2.1.1. Series de niimeros reales y reordenaciones

Definicion I1.1. Sea Z ay una serie de nimeros reales, diremos que Z ay €s con-
nz1 nzl

m
vergente si la sucesion de sumas parciales (Sy)meivs Sm = Z ay, es convergente.

n==1
En este caso, el limite “S” de la sucesion de sumas parciales es llamada la suma de
o0

la serie y escribimos § = Z ay.
n=1
Definicion IL.2. Sea Z ay, una serie de nimeros reales, decimos que:
n=l

. Z a, converge absolutamente, si z |an| es convergente.
n=1 nz1

n Z ay, converge condicionalmente, si Z ay converge pero no absolutamente.
nz=1 nzl

Ejemplo 11.1.

-1
" Z (=1 es absolutamente convergente.

n
nzl

—-1)? . o o
. Z (=1) es condicionalmente convergente (criterio de Leibniz)
nxl

Teorema IL.1. Si Z ay es una serie de niumeros reales que converge absolutamente
nzl
entonces Z ay converge.
nz1

Prueba.

Sea Z |an| convergente. Para cada n € IN definimos
nzl

Pn=an, ap=0 gn = —ap, an<0

=0, a,<0 gn =20, a, >0

10



luego Pn=0,q,2 0, pn+gn = Ianl Y Pn—Gn=an
Como py < |an| ¥ gn < |an| y Z lan| converge entonces Z Dny Z gy convergen.

nzl nzl nzl

Asi Z a, = Z DPn— qn cOnverge |

nzl nz1
Observacion IL.1. El reciproco del Teorema II.1 es falso, basta considerar la serie

-1\
ne-

n=1

Definicion IL1.3, Sea ¢ : N — IN una funcidn biyectiva. Sean Z an 'y Z b, dos
nx=l nz=1
series en un espacio de Banach tales que b,, = agp(n), = 1,2,3,--- entonces se dice

que Z b, es una reordenacion de Z ay.

nzl nz=1
1 1 1 1 ~1)r+l
EjemploIL.2. SeaSi=1—=+ -~ +=—--- = —(—)——
2 3 4 5 n
1 1 1 In;zi I 1
UnareordenaciéndeSmsSz=1+§—-§—Z+;7-+§—g~—§+m

Teorema 11.2. Sea Z ay una serie de numeros reales absolutamente convergente
nzl

de suma S, entonces cada reordenacion de Z ay es también absolutamente conver-
n=l

gente y de suma S.

Prueba.

Como Z ay es absolutamente convergente, por Teorema I1.1 es convergente, luego

nz1
denotemos a su suma por S.

Sea Z b,, una reordenacion cualquiera de Z ay, luego
n=l nzl

bp=ag(y, n=1,2,3,---, ¢ : IN— Nuna biyeccion
luego

b1+ B2l + - + bul = lag| + lap@)] + -+ lagem] < D lan] < 0

nxzl

Ademas como Z |bn| tiene sumas parciales acotada superiormente y creciente,
nzl

o o]
asi Z b, converge absolutamente. Faltaria demostrar que Z b, =S.
nzl n==]

11



Para ello consideremos las sumas parciales &y, Sy,, de Z an|, Z ay, Z by, res-
. n=l nzl1 nz1
pectivamente, es decir

Sp = a+ar+-+ap
th = bit+byt-+by

Para cualquier £ > 0, podemos encontrar un N € N tal que

y Y lawanl < @D

n=l

£

ISy — S} < 5

pues (S,) convergea Sy Z ay, es absolutamente convergente.
nzl
Luego para cualquier # se tiene

£
[tn =S < ltn — Syl + ISy = S| < |t~ Sn| + 5 (22)

Escojamos un M e N tal que {1,2,--- ,N} = {9(1),0(2),---, (M)}, esto es posible
pues al ser ¢ biyectiva entonces en la enumeracion de ¢(1), - -- ¢(M) eventualmente
apareceran los primeros indices 1,2,--- ,N

Ahora tomando # > M entonces ¢(n) > Nyaquen>M>M—-1>---> 1, asi,
o(n) ¢ {o(1),0(2), -, (M)} por ser ¢ inyectiva; por la condicion de haber elegi-
do M se tiene que ¢(n) ¢ {1,2,--- ,N} luego ¢(n) > N.

Y también
]tn—SNl = 1b1+--'+bn—(a1+m+aN)|
la¢(1)+---+a¢(,,)—(al+-~-+aN)!
ty—Sn| = laN+1+aN+z+--~+a¢p(n)|

Por ultimo para » > M se tiene

&€
ltn—Sn| < lansa|+ -+ lacp(n)l < Z aN+n| < o) por (2.1)
nzl

Asien (2.2)
E
tn — S| < |t — S| +5<e

Por lo tanto: Z b, converge a S. n
nzl

12



Definicion I1.4. Sea Z ay una serie de nameros reales, decimos que Z a, con-
nzl nzl

verge incondicionalmente si cualquier reordenacion de Z ap converge.
nzl

Teorema I1.3. Sea Z a, una serie de numeros reales entonces Z an es incondi-
nzl nzl
cionalmente convergente si y solo si es absolutamente convergente.

Demostracion.
« ) Por teorema I1.2

— ) Supongamos que Z ay, no es absolutamente convergente.
nzl1

Para cada n € N, sean p, = Pﬂlzi‘—"l, Gn = Jf'i’%_—g—’i Si a, > 0 entonces p, = a, y
gn = 0, mientras que si a, < 0 entonces p, =0y g, = —a, y ademas p, — g, = a,.

También D~ pPn ¥ Z —qn son divergentes a +o0 y —a0 respectivamente. A los
n2l
términos positivos de Z ay, los llamaremos pj,, mientras que a los términos —g,, los
nzl
llamaremos los términos negativos de Z ay.
nzl

= Etapa 1l

Sumamos los primeros términos positivos (digamos k; de ellos) hasta que por

primera vez su suma sea mayor o igual a 1, es decir
P+t 21
Sumando un Unico término negativo se tiene
prttpg—qrsl

= Etapa 2

Sumese tantos términos positivos (digamos 43 de ellos) hasta que por primera

vez la suma sea > 2, es decir,
prt P Ut P+ Py 22
luego stimese un vnico término negativo, entonces
p1+ Py =g+ P+t Py —q2 <2

13



Continuando indefinidamente obtenemos una nueva serie que tiene los mismo

términos de Z ap pero en orden diferente, es decir, es una reordenacién de Z ay
nzl nzl
y ademas viendo este procedimiento en la etapa m tenemos que ‘

Sp=p1++Pt—q1+Pig+1+ P —q2+ +DPh, 41t P, —Gm S
2.3)

pero
Pt Py QU Pyttt Py — g2t Pry g1 o Py, 2 m

sumando —g,, se tiene

Sm = m—qm

Por(23)0<m—Sy < qm
haciendo m — oo, tenemos que S,, —
Lo cual es un absurdo ya que la serie )., a, es incondicionalmente convergente

Observacion I1.2. Del teorema I1.2 concluimos que para series absolutamente con-
vergentes, todos los reordenamientos conducen a series que son también convergen-
tes al mismo valor. Tal hecho es muy diferente en series condicionalmente conver-

gentes, veamos el siguiente ejemplo. Sabemos que:

s§_ 1t 1. 1.
2 2 4 6 8
Luego
s-—1—1+1—1+1—1+1~1 11 1 1
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
hY 1 1 1 1 1 1
5 = 0+-2—+0-2+0+g+0—~8-+0+T6+0—~1-5+---
Sumando
¥ g i 1 1 1,
2 '3 257 4 911 6

14



esta ultima serie contiene todos los términos de S en orden diferente, es decir, 32‘5 es
una reordenacion de S, sin embargo convergen a sumas diferentes.

Asi concluimos que los reordenamientos en series condicionalmente convergentes
introducen cierto grado de anarquia, pues es posible hacerlos converger a cualquier

valor predeterminado o diverger tal y como nos lo dice Riemann.

2.1.2. Teorema de Riemann

Teorema I1.4 (Teorema de Riemann 1854). Sea Z ay una serie de niimeros reales
nzl
condicionalmente convergente y sea A cualquier numero real (0 bien A = +0)

entonces existe un reordenamiento Z b, de Z ay que converge a A (o bien, cuando

n=l nzl
A = +00, que diverge a +o0).
Prueba,
Caso 1: Sea A un niimero real.
ay|+a anl—a, .
Para cada ne IN, sean p,, = l——'%——’—*, Gn = I——ﬁlz—i’- Sia, = 0 entonces p, = a, y

qn = 0, mientras que si a, < 0 entonces p, =0y g, = —ay, y ademas p, — qn = an-

También Z Pny Z —qy son divergentes a 00 y —o0 respectivamente.
nzl nzl
A los términos p, los llamaremos términos positivos de Z ay, mientras que a los
n=1
términos —g, los llamaremos términos negativos de Y ay,.

Sea A € R, veamos como reordenar Z a, para que la serie converjaa A.
nzl

» Etapal

Escoger tantos términos positivos (digamos %; términos) tales que su suma
supere por primera vez a A, esto es

pitp2+-+py > A
esto es posible ya que Z Pn=+®

21
Continuamos sumando ahora los términos negativos (digamos r; de ellos)

tales que su suma sea por primera vez inferior a A, esto es
pitpattpg—qi— @~y <A

15



esto es posible ya que Z —qy = —0

nzl1

= Etapa 2

A continuacién sumese tantos términos positivos (digamos k3 de ellos) hasta

que por primera vez se tenga que

ptprt Pl —q1— Q2= 4+ Phywl P2t Py > A

Continuése con tantos términos negativos (digamos #; de ellos) hasta que por

primera vez se tenga que

Ditprt Py Qi Q2 G T P+l P2t Py

—Gn+l 42— Gy <A

y continuando con este proceso indefinidamente, obtenemos una serie cuyos térmi-

nos son los mismos que Z a, en orden diferente, es decir, la serie obtenida es una
nzl
reordenacion de Z ap.

nzl
Veamos que sucede con las sumas parciales de esta nueva serie. Para esto necesita-

mos ver la etapa m.
Al final de esta etapa se suman términos negativos (r,, de ellos) hasta que por pri-

mera vez se tenga

Sm=p1+- Py = g1 =G F Pyl F o Py~ Gyl =
— Gt Dl 1 Py — g1 G, <A (2.4)
Pero como
P+t py—qr— =Gt P+l Tt P~ g+l T Gy
F Phiy#1 Py = Qg 1= — 1 > A

Sumando —g,,, se tiene

Sm > Al —qrm

16



Por (2.4) se tiene 0 < A — Sy, < g,
Cuando m — 0, S; — A
Caso2: Al=+0vAiA=-

Hagamos para 4 = +00, el otro caso es similar

» Etapa 1

Sumamos los primeros términos positivos (digamos &, de ellos) hasta que por

primera vez su suma sea mayor o igual a 1, es decir
Pt +py 2l
Sumando un tinico término negativo se tiene

pitotpy—-qisl

= Etapa 2
Stmese tantos términos positivos (digamos k> de ellos) hasta que por primera

vez la suma sea = 2, es decir,

prt+ o+ P —qi+ P+t Py 22

luego stimese un unico término negativo, entonces
Pr++ Py — it P+ttt P —q2 <2

Continuando indefinidamente obtenemos una nueva serie que tiene los mismos

términos de Z ay pero en orden diferente, es decir, es una reordenacién de Z an
. 73 ) nzl
y ademas viendo este procedimiento en la etapa m tenemos que

Sm=pP1+- -+ Py~ + P17+ P~ @2+ A Phy 1t P, —GmSm
@2.5)

pero
prte APy~ QA Pyr1t T Py g2t Py 1 ot P, 2

17



sumando —g,, s¢ tiene

S =2 m—gm

Por(25)0<m—S, <gnm

haciendo m — oo, tenemos que S,,;, — «© n

Definicion IL5. Sea ZX,, una serie en un espacio de Banach £ y EXP(,,) con-

n=1 nz1

vergente en E, con p : IN — IN biyeccion; al conjunto § (Z Xn) lo definiremos

nzl
por

Q0
S (ZX,,) = {XeE/X: ZXP(,,) parap:IN — ]Nbiyeccién}

nz1 n=1

Observacion I1.3. Cuando £ = R y consideramos Z X, una serie absolutamente
nzl

convergente de suma S el Teorema II.2 nos permite afirmar que S(ZX,,) = {§}.

=1
También por el teorema de Riemann se tiene S( ZX,,) = R cuando ZX,, es con-
nzl nzl

dicionalmente convergente,

Ahora podemos preguntarnos
¢ Qué sucede si consideramos series de vectores?

La respuesta a esto es la que nos conlleva a estudiar el Teorema de Lévy-Steinitz.

2.2. Teorema de Lévy-Steinitz

Para responder la interrogante anterior consideremos E = R? y la serie

5 (- (557)

(Z( l)n—’rl ) RX{D}

nzl

luego

no es todo R2, pero es un subespacio afin de R2. Este fenomeno fue observado por
Lévy para R? en 1905 y por Steinitz para R con & € IN en 1913. El enunciado del

teorema es el siguiente:
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“El conjunto de sumas de todas las reordenaciones de una serie de vectores en R¥
es el vacio o la traslacién de un subespacio”

En nuestra notacion si Z X, una serie de vectores en R¥ convergente entonces
n=1

S(Z X,) = traslacioén de un subespacio,
nz=1

veamos los detalles:

Primero demostremos el siguiente lema técnico:

2.2.1. El Teorema del Confinamiento Poligonal

Teorema IL5 (Confinamiento poligonal). Para cada dimension “n”, existe una
constante Cy, tal que si {vi; i =1,--- ,m} es una familia finita de vectores en R"
cuya sumaesceroy |vi|| <1,i=1,2,--- ,m, entonces existe una permutacion P de

(2,---,m) tal que

21 +ZVP(,-) < G, para todo j 2.6)

i=2

Ademas podemos tomar C; = 1y G, < 4 /403_1 + 1 para todo “n”.

Prueba.
Caso n=1 (Idea del Teorema de Riemann)
Si vy > 0, escogemos P(2) tal que v,(z) < 0; y continuamos escogiendo los v nega-

tivos hasta que la suma (por primera vez) sea negativa. Es decir,
Vi +Vp@)+ -+ Vpy) <0

Escogemos el siguiente v positivo y continuamos escogiendo los v positivos hasta

que por primera vez la suma de todos los vectores escogidos sea positiva. Es decir,
VI +Vp2) + -+ Vpy) o+ Vpiy) > 0

Continuamos de esta manera hasta que todos los v sean usados y como |v;| < 1 para
todo i, entonces

O<vi+vpp<v <1
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0 <vi+vpp) +vpE) <vi<1

vi+vpp)t-+vpry) <0
Pero vi+vpp)+ - +vp,—-1) >0
Sumando vp(, ) se tiene
VP(y) < V1+Vp@)+ -+ Vpy—1) + Vp) <0
entonces
0 < [vi +vp)+ -+ +vpuy | < lvppyl <1

De manera similar
VI+Vp@R) t -+ Vp(Ry) <VITVRER) Tt VR(R) T VR +1) < 0
luego
[vi+vp@) + -+ +Vpy) + Vel +1)| < [Vi+Vp) Vel < 1

Continuando con este proceso concluimos que cada suma parcial esta entre 0 y 1,
por tanto Cy = 1

Caso general

La prueba lo haremos por induccion.

Asumamos que # > 1 y que C,_1 < o0, ademas consideremos {v;} una coleccion de
vectores satisfaciendo la hipotesis.

Como {v;} es finito, hay un mimero finito de posibles sumas parciales de los v que

empiezan con v;; sea L una suma parcial con norma maxima entre todas esas sumas

parciales.
Entonces

L=vi+uy+---+usdonde {u, - +us} < {v;}
Sea {wi,--- ,wr} los otros v tal que

L+wi+--+w=0
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242

Afirmacién 1 (u;,L) > 0 para todo i
Supongamos que (u;, L) < 0 para algin i
(ui 7L)

luego ————= > 0 entonces ||L| —
] IL

(ui ’ L)
12

> L]

Asi |L—u] > (L—zq,ﬁ) > 1z

lo cual contradice la maximalidad de |L|
Afirmacion 2 (vi,L) >0

Supongamos que (v1,L) < 0

entonces

—L 1
-1 > (m ‘L’m) - L= g1, D) > 1]

Asi [vi —L| > |Z]

Como —L = wy + - + w; entonces
Hm +wy + -~+w¢][ > NLI]

lo cual contradice la maximalidad de L
Afirmacion 3 (w;, L) < 0 para todo i
Supongamos que (w;, L) > 0 para algin .
entonces
(wi, L)

L+ wi] (L+w,-, ﬁ-]—l) ~ i+ e g

luego |L+w;| > |L]

Como L = vy +u + -+ - + u; entonces
Vi +ug+ -+ ug+wil| > L]

Asi vy +uy + -+ +ug +w; seria una suma parcial de norma mayor que la de L.

Usaremos la hipotesis inductiva en el espacio (# — 1)-dimensional

Lt ={veR"/(v,L) =0}
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Sea

' _ (V,L)L
Izl
b e, ( kemeescasimcccaanvann v
v=Comp,(v) ¢ :
AL,
Proy;(v)
ComoL=vi+u + - +uy
’ Vl,L)L
V1 = V| ——————"( HL“Z ELJ‘
u; = u;«--(—z-ll!iﬁz)—ll eL'Lparai= 1,2,.+-,s

entonces

(vi+wuy+--+us, L)L
Iz}

1] ’ ’
v1+u1+---+us=v1+u1+-~+us—

Como vy +uy + -+ +us = L se tiene

L
e =0

t ? !
ViUt tug =L

Similarmente se prueba que w’l doree w; =0

luego por la hipdtesis inductiva, existe una permutacion Q de (1,2,---,s) tal que

J
vy -+ Zu’g(l) < C}?—l para tOdOj = 1,2, e, 8 (2.7)
i=1
y también existe una permutacion R de (2,-- - ,#) tal que
4 j !
wy + Z Wrayl| < Cp—1 paratodo j =2, ¢ (2.8)
i=2

Pongamos R(1) = 1 Como (v{,L) > 0y {w;,L) < 0, escogemos el més pequefio 7,
por ejemplo 71, tal que

"1
(vi,L)+ ) (wr(),L) <O 2.9

)
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esto es posible ya que definiendo

i=1

k
= {ke IN/(Vl,L) +Z(WR(I')!L) < 0} clN

se tiene que 4 # J porque f € 4, luego 4 posee minimo, a este minimo llamemoslo
Fi.

Similarmente podemos escoger el mas pequefio s que cumpla
ry S
(vi,L) + Y (waey, L) + 2 (g, L) = 0 (2.10)
i=1 i=1

luego el mas pequeiio r; tal que
(v 7L) + Z(wﬁ(z)vL) + Z(uQ(z)7L) + Z (WR{:)aL) <0
i=1 i=1 i=ri+1
y asi sucesivamente.

Ponemos los vectores en el siguiente orden

(VlaWR(l)awR(Z)s'“ sWR(rl)’uQ(l)s“‘ sHO(s1) WR(r 1) 7WR(,-2),'“)

es decir ubicamos los vectores {v;} segin la permutacion P como sigue

r .
vy, i=1

Wr(i)s i=2,---,n
Vp(i) = X Ug(i-r) i=r+1, - ,ri+s8

WR(iwsy)s i=FL+S1+ 1, s1+7

\

luegosea j = 2,.-+ ;my llamemos a = v; + ZVP(,-)
i=2
la idea es acotar || Proy; a| y || Comp, a]) = ||’ | para luego usar el teorema de Pitégo-

ras y obtener una cota para “a”.
Afirmacion 4 |a | <2C,_,
en efecto,
como
J
(vi + Z vp(), L)L

r_ (@ L)L i
a = =Vi+ ) Vp(;
E Tt 22 P@ IL]?
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J
a =v'+ va(:-)
i=2
entonces ]
J
? / Z
la = v+, vppl
=2
Por (2.7) y (2.8) tenemos

l@'] < ot + Cat = 2Gn 1

Afirmacién 5 | Proy; a| < 1
Por (2.9) y la afirmacién 3 tenemos

- (v1+wg),L) . L)

ST STy Shlst

(n +wgr) + WR(z),L) < (»,L)

s <M

0<

(vi+wrg) + -+ Wr(r—1),L) -

=0
IZ]

(Wr(r)»L)

Sumando — =~
IZ]
0> (vi +wgrqy + -+ Wy ).L) S (Wr(1),L)
I I

entonces

(vl +WR{I) +oeee wR(rl)aL) l < t(WR(rl)aL)]

IL) IL] < wrepll <1

De manera similar por (2.10) y la afirmacién 1 tenemos

4!
(Vl + ZWR(I')!L) -+ (uQ(l),L) <0

i=1

r ri
(vl + Z wR(,-),L) i+ Z Wr()»L) + (“Q(l)’L)

i=] i=1

Iz < ]

<0

2.11)

2.12)
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luego por (2.12) se tiene

r
(v1 + > wr(),L)

=1

i s L]

r
(vi+ D wr()L) + (ug(ry, L)
=1

: <1

También
ri n
(vi+ D wrapL)  (vi+ Y wr,L) + (ugq) + gy, L)

i=] =1
s ] <0

Por (2.12) se tiene

r !
(Vl + Z WR() ’L) + (uQ(l) -+ uQ(z),L) (Vl + ZWR(i) :L)
i=1 i=1

Izl STy <!

y por (2.10)

r s1—1
(m +ZWR(5}’L) + (Z uQ(,-),L> <0

i==1 =1

Sumando (#(s,),L) tenemos

r 51
(Vl + WR(E) ,L) + (Z uQ(l}?L) (u L)
0< i=1 i=1 < Vi)

e h

De manera analoga se puede hacer para los demas vp(;) que sobran.

Ahora como )
J
vi+ ) veeyL | L
L IL| 145
J
(vi+ ) ve(p,L)
Proy; a| = i=2

y por todo lo visto anteriormente llegamos a que

J
(vi+ > vp(,L)
i=2
izl

| Proy; a| = < 1 para todo j
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Por lo tanto por las afirmaciones 4 y 5 concluimos que
la|? = | Comp, al* + | Proy, a]* < 4C}_; +1

luego

<4/4C2_ +1

Ahora el objetivo es probar “ ¢l teorema del reordenamiento™ siendo este un ingre-

J
v+ Qv
=2

diente esencial para la prueba del Teorema de Lévy-Steinitz.
Para su prueba es necesario demostrar la siguiente consecuencia del teorema del

confinamiento poligonal:

m
LemalLl. Si{v;:i=1,2,--- , m}cR"y Zv; < &, |vi| < € para todo i,entonces
i=1
existe una permutacion P de (1,--- ,m) tal que

ey + ey + 0+ Vel <G+ D paral <r<m

Prueba.
m+1
Definimos vy, = —v; —v3 — -+ - — v, €nitonces Z — =0y “——“ 1, para todo i

luego por el teorema de confinamiento pohgonal existe una permutacion P de

(2,---,m+1) tal que

<Cypara2 <r<m

}W+Z“wa
f==2

De aqui

-

v+ Z Ve < G,
=2

Sea P(1) = 1 tenemos que

r—1
; VPG| < Z Vp(i)

IVP(;) | <eCy+e¢

luego

)
2 vR()

i=1

<e(Cp,+1)paral <r<m
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2.2.2. El Teorema del Reordenamiento

Teorema I1.6 (Del reordenamiento). En R”, si una subsucesion de la sucesion de
sumas parciales de una serie de vectores converge a S, y si la sucesion de términos
de la serie converge a “07, entonces existe un reordenamiento de la serie cuya suma

es S.

Prueba.
m
Sea {v;}{2, una sucesion de vectores en R”. Para cada m se Sy, = Z vi. Asumimos
i=1

que Sy, — S para alguna subsucesion Sy, y debemos mostrar como reordenar los

{v:} tal que toda la sucesién de sumas parciales converga a S.

Veamos
Sea 8 = | Sm, — S| entonces & — 0

Como

Mgyl My 1 my;

Mool o= D) iV,
i=myp+1 i=1 i=1
Mk+1 my
< Zv;—S + ZV;’-S +vak+1“

entonces de la definicion de & se tiene
My —1
Z vill < 5k+1 + 6k+ uvmkﬂ ”

f=mp+1

Ahora para cada & definimos

& = max{G41 + &; sup{|vi| : i = my}}

Mgy —1
entonces g — 0y Z vl < 2g;
j=mp+1

También ||v;| < & < 2&; para i > my
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luego por el lema I1.1, para cada & existe una permutacién P, de mg+1,--- , ;g — 1

tal que

,
Z vEa)|| S 2e,(Cp+ 1) parar=mp+1, - mypy1 — 1
i=mp+1

Ahora ordenemos los {v;} como sigue

(VI,V2," “ 2 Vmg o Vmp+ 19 Vi +2 0 avmk+1—1)

vy v
los mantenemos en  y ordenamos estos términos

su posicion de acuerdo a p;

Enestearreglosimg+1<m<myy —1
entonces - .
Sm=Dvi+ Y, VR
=] i=mp+1
Y Sm— Smy = Z:‘lmk-i—l VE(1)

luego haciendo k£ — oo y sabiendo que Sy, — S

m
1S =Sl = | D) vag| <2&(Cat+1)—0

i=myp+1
Por lo tanto
S — S

n
Antes de enunciar y probar el Teorema Lévy-Steinitz necesitamos también otra con-

secuencia del Teorema de Confinamiento Poligonal

m
Lema IL2. Si {vi}L, cR", w= Zv,-, 0 <t <1y |vil < & para todo i, entonces

i=1
existe una permutacion P de (2,-+- ,m) y un r entre 2 y m tal que

< e4/4C2_ | +1

¥
v+ ZVP(,-) — W
=2

Prueba.

Asumamos que w # O yaquesiw =0
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entonces se tiene
S0y [2]<
i1 €
Luego por el teorema del confinamiento poligonal existe una permutacién P de

(2,---,m) tal que

SE\fAC? | +1,2<7r<m

”
vy -+ Z VP(i)
{=2

asi se tendria lo pedido.
Veamos ¢l caso paran =1
multiplicando por —1 si es necesario asumamos que w > 0

Sea S el mas pequetio i tal que
Vi+va e vs > tw (2.13)

entonces

vi+vzto Vel SIw

luego por 2.13 y sabiendo que |vs| < € se tiene
i+va+-+vs_1+vs—tw| < |vs| <€

Asiparael cason = 1 setiencel LemaconC, | =Cy=0
Notar también que en este caso ningln reordenamiento es necesario para obtener
una apropiada suma parcial.

Ahora veamos el caso general para R”, n > 1
m

como w = Zv,-
izl( )
' Vi, Ww
Seav; = v;— --—-—ﬂ;vnz
entonces

y como |[v; < € se tiene |V} < & y por tanto
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luego por el Teorema del confinamiento poligonal existe una permutacién P de
(2,---,m) tal que

Vl l? 11
l;*;er““+g%w

< Cy-iparatodo j=2,.--,m (2.14)

También tenemos que

(i) + (s ) ot (rmor ) =

@ow)| _ Jwlw
] I< W]

y similarmente al caso » = 1 escogemos un r tal que

(VI’II%H') + (vP@),ﬁn) +ree (vP(r),”l;——!I) —twl <E (2.15)

. w
Observar que en este caso a2 comparacion del caso » = 1 los (v,-, H) hacen el
w

< gparatodo i

papel de los v;.
Ahora definamos

a=vy+vpp)t -+ Vpp)—Iw

veamos que sucede con |la || y | Proy,, al|

R AL
Wl

Por (2.14) se tiene

’ ’ ’
=W +VP(2) +"'+VP(r)

la'l = vy + ey + -+ Vol < €Cuct (2.16)
¢ Progya = Ly [proy, af - (92

Primero observemos (2.15)

(vi+vpe)+ - +Veg), ]Il\:ﬂ) —tlwll| <€
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como

w w, .
(v1 +Vpaytoort YP(r)) M) —t[lwﬁ = (V1 +Vp2)+ T Vpg) —tw-tw, M) —t|]w[]
w
= (Vi +Vpry -+ +vppy — W,
( ) (r) ]|w|])
entonces
w
|(v1 +Vp) + -+ Vppy —tw, ) < €
wl
Segiin como hemos definido “a” concluimos que
w

a,— ) < E

“Tp
asi

| Proy,.all < & (2.17)

Por lo tanto de (2.16) y (2.17) tenemos que

¥
v+ D vp — W] < 4/€2CE +e? < eq[4C2, +1

f=2

lal =

Ahora podemos finalmente probar ¢l resultado principal

2.2.3. Teorema de Lévy-Steinitz

Teorema I1.7 (Lévy-Steinitz). El conjunto de sumas de todas las posibles reorde-
naciones de una serie de vectores en R" es o bien el vacio o la traslacion de un

subespacio.

Prueba.

Sea Z v; una serie de vectores en R" y
izl

S (Z v,-) = {x eR"/x= Z vp() para P: N — N biyecoién}
izl izl

Supongamos que S (Z v,-) #J

izl
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Reemplazando v; por vi — v, donde v es cualquier elemento de S(Z v;) podemos
izl

asumir que 0 € S(Z v;). Asi solo debemos probar que S(Z v;) es un subespacio de

R iz1 izl

Sea §51,5; € S(Z vi) ¥y {€n} una sucesiéon de nimeros positivos que converge a 0.

izl
Como un reordenamiento converge a Sy, luego existe un conjunto finito 7; de enteros

Zv;—S1”<£1

i€h
Como un reordenamiento converge a 0, existe un conjunto finito J; de enteros posi-

positivostalque 1 € [1 y

tivostalque J o 1 y
Z Vi— 0
ieJi

(Elegir este J; lo suficientemente grande hasta que contenga a 1)

<&

Ademas existe un conjunto K; o Jj tal que
Z w—S < &
icky

De igual manera existe un conjunto , » K y h = {2} tal que

Zv,-—Sl

el

<&

(Elegir este I, lo suficientemente grande hasta que contenga a K y a {2} si es que
no lo tuviera)
luego, procediendo de la misma manera, construimos inductivamente conjuntos

LnyJm ¥ Ky, de enteros positivos tal que

{1,",m"1}cmelclmCJm CKm

ZVg—Sl Zv,-—Sz

ichy €Ky
Para cada m ordenamos los indices en J,, de modo que los que estén en [, se ubiquen

ZV,'-O

ety

< Em, < Ep

<&nY

al comienzo, también ordenamos los indices en X, de tal manera que los que estén

en J,, se ubiquen al comienzo. Luego ordenamos los indices de I, de tal modo
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que los que estén en K, se ubiquen al comienzo. Asi existe una permutacion Py

sucesiones crecientes

> ey — St < &m (2.18)
i=1

jm

Z Ve | < Em (2.19)
=1

Ko

Z Vp(r) —S2| < &n para cada m (2.20)
k=1

Notar que de (2.19) y (2.20) llegamos a que

Fom o jm
Z vp() — 82| = ZVP{i) - Z Vp(j) — 2|l < Em + Em = 28n 2.21)
i= i +1 i=1 j=1

y de (2.18) y (2.21) tenemos

im ke
Yvep+ Y, vem— (S1+8)| <3en (2.22)
i=1 i=fm+1

luego para cada m, reordenamos los vectores

{vpj) :i=im+1,-+ ,ky} intercambiando los vectores

{vep) 1i=im+1,---, jm} con los vectores {vpy) 1 i= jm+ 1, km}

Haciendo la reordenacion escrita (2.22) quedaria como

< 38,

Jm
ZVP(g) - (Sl +S2)
i=1

m
esto muestra que existe una subsucesion de la sucesion de sumas parciales Z Vp(i)
i=1
que converge Si +.52. Ademds como S(Z vi) # J, v(p(iy) — 0 €l teorema del reor-
iz1
denamiento nos permite afirmar que S} + 52 € S(Z vi).

izl
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Figura 2.1:

Faltaria demostrar que si S e S(Z v;) entonces St € S(Z vi), Vte R
izl i1
Pero por la aditividad de S(Z v;) ya demostrada tendriamos que para t € Z* y
izl

Se S(Z v;) se tiene que St € S(Z vi).
i1 izl
Asi es suficiente probar para los casos en quef € (0,1) y £ = —1

Casore (0,1)
Empecemos con el arreglo P usado para probar la aditividad de S(Z Vi)

izl

Fijemos t € (0,1)
y sea &, = Sup{nvf’(i)“ vi=fmt 1, k)

Sea también
kmv
Uy = Z VP(i) =52 Y Wm =tm+52
l‘a}'m“}‘l
entonces
kon
> e — S| < 26m (2.23)
i=jm+1

Asi por el lema I1.2 existe una permutacion Qp, de {P(jm+ 1), -+ ,Plkm)} vy un 7y
entre j,, + 1 y &y, tal que
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Ym
> Vo) — (52 + tm)| < My,
i=jm+1
donde M = 4C;’;_1 +1

entonces de (2.23) tenemos que

Ym

Z va(P(i)) —152) < Msm + 28y
= [yl

y por (2.19) se tiene

Jm Ym
ZVP(,') + Z VOu(P()) —t8Sh || < En+ MOy + 26y, = 38y, +M3m
i=1 i=jm+1

Por lo tanto, existe una subsucesion de la sucesion de sumas parciales que converge

a 15;. Por el teorema del reordenamiento concluimos que £5; € S(Z vi).
izl
¢aso f = —1|

Como de (2.19) y (2.20) tenemos que

Z Vp(i) Z vp(y — (0~ 2)| < €m+1+&m
i=1 i=1
entonces
jm+1
Z vp(i) — (—S2)| < Emi1+Em
I=lom+1
luego de esta ultima desigualdad y de (2.19) se tiene
Jm jm+l
Z vpi) t+ Z vp(i) = (—82)| < Em+1 +26m

Finalmente el teorema del reordenamiento implica que

~$e 50 v)

i1
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Observacion I1.4. Como cualesquiera dos espacios de dimension finita y de igual
dimension son isomorfos, el Teorema de Lévy-Steinitz se cumple en cualquier es-

pacio vectorial real finito dimensional.

Observacién IL5, En el Teorema del confinamiento poligonal el menor valor de
Cr que satisface (2.6) es llamada la constante de Steinitz de R”.

Trabajando en el teorema del confinamiento poligonal con un espacio vectorial nor-
mado E de dimension finita y denotando a su constante de Steinitz por S(E) se tiene

los siguientes resultados:
= Steinitz prob6 que S(E) < 2dim(E). Ver [18]
= S(E) < dim(E). Ver [19]
» Sidim(E) =2 = S(E) < 3. Ver[15]

» Si F es un espacio euclidiano de dimensién »

(n+3)1/2
2

ysin=2=S(E) = g Ver [15]

entonces S(E) > . Ver [19]

2.3. Reordenaciones en Espacios de Dimension Infi-
nita

2.3.1. Contraejemplo de Marcinkiewicz

Recordemos que el espacio vectorial normado Z,[0, 1] esta definido por

L5[0,1] = {f:[0,1] = R/f es medible segin Lebesgue y |f]2 < oo}

12
donde, | /] = ( f[ . m"-)

Ahora consideremos las siguientes funciones en L3[0, 1]. Aqui x4 denota la funcién

caracteristica de 4, 4 < R.
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Xik = X[%,Lrg}l.]a Vik=~Xig, 0<i<o0, 0<k<2

Claramente |x; | = 2~ para cada i, k. Luego

{(xo,0+30,0) + (X1,0 +¥1,0) + *1,1 +¥1,1) + (K20 +¥20) ++> =0

x0,0+ (x1,0+%1,1 +y0,0) + (x2,0 +x2,1 +y1,0) + (22 +x23+y1,1)+--- =1, ver figura 2.2

Ninguna reordenacion converge a la funcién constante 1/2 porque todas las sumas
parciales son funciones con valores enteros. Asi el conjunto de sumas de la serie

in»"‘ no es un subespacio afin.

ik
T
A 0,0 A A
1 3 1 .' ml,O 1 1 t 3:1,1
! ! : :
| H ¥ 1
1 1 A i
1 1 1 1
! 1 1 :
) ! i 1
] H 1 1
I i i 1
| 1 1 1
1 1 t i
1 i 1 1
0 1 0 1 1 0 1
2 2
' Y A A T F 9
1 ‘——q‘ $2’0 1 lr-—-ql (1;21 1 F—Ql ! 2,2 1 ‘ﬁ‘ fE
: b P Lo
1 1 i 1 1 ) |
1 ] 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
i { 1 1 1 ] i
i i i ] 1 1 [
1 1 i 1 1 I 1
1 i 1 3 1 ] I
] i i i 1 § i
i i H 5 1 i 1
i i 1 i 1 i i
] i t 3 1 ] i
1 ¥ H ¥ H 1 H
1 H H i i i H
1 ’ ] } » L1 L » . 1 .>
0} 1 1 0] 1 1 1 0 1 31 0 3 1
4 4 2 ~ 2 4 4

Figura 2.2;
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2.3.2. Algunos Resultados de Reordenaciones en Espacios de

Banach

En esta seccion definiremos convergencia y reordenaciones de series en espacios de
Banach asi como sus propiedades basicas. En lo que sigue E denotara un espacio
de Banach real o complejo.
Definicion I1.6. Sea Z ay una serie de términos en E.

nzl

Diremos que una serie Z a, es convergente si la sucesion de sumas parciales
nzl

m
(Sm)melNs Sm = 2 an, converge en E. En este caso, el limite “S” de la sucesion

n=1
[« o]

de sumas parciales es llamada la suma de la serie y escribimos § = Z ay.
n=1

Ejemplo IL3. Sea E = Cp, Cp = {(an) = R: R : a, — 0} con la norma del supremo.

Paracadane N, sea

€n = (0: 909110707"')

una sucesion cuya #-¢sima componente vale 1 y cuyas demdas componentes vale 0.

Para todo x = (x,) e € E, tenemos que

e &)
X = anen
ne=]

en efecto,
m

X — anen

n=1

= sup |x,| — 0 cuando m —
n>m

Asi
m Q0
lim Zx,,e,, = aneﬁ =X.
m—0
n=1 n=]

Teorema IL8. Sea Z ay una serie convergente en E. Entonces lin‘}oa,, =0
n—
nzl

Prueba. Sea S, = a; + - -+ + ay, (n € IN). Por hipotesis, existe S = 11’1101o Sy. También
J3 e

se cumple que S = nlinolo Sp_1. Asi,
0=S5—S= lim S,— lim S, ; = lim (S —Sy—1)
n—ro0 n—>w A0
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Observacion I1.6. La reciproca del teorema I1.8 es falsa, basta considerar la serie

=

n=l1

Teorema I1.9 (Criterio de Cauchy para Series). Una serie Z a, en E es conver-
n=1
gente si y solo si para todo € > 0, existe ng € N tal que

s

2, an

n=r

< Esiempre que s = r = ny

Prueba.
La condicién de que para todo € > 0, existe ng € IN tal que

s

2, an

n=r

< gsiempre que s = r = ng

m
es equivalente a que la sucesion Sy, = Z ap es una sucesion de Cauchy y como E

n=1
es completo, existe S € E tal que

Sm—S

Por lo tanto Z a =39S [ |

nzl
Teorema 11.10. Sean Z any Z b, dos series convergentes en E y o un escalar

n=1 n=1
(es decir, € R o o € C ) entonces

a Z ay + by, es convergente.

nz21
b) Zan+bn = Zan+2bn
nz1 nz1 n=1
c) o Z ap = Z oay
n=1 nz1
Prueba.
Son consecuencias directas de la definicion de convergencia de series. |
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Teorema I1.11. Sea Z ay una serie convergente en E. Entonces

n=1

<D llan

n=1

D4
nz

Prueba.

Si Y.,>1 [an]| = oo la desigualdad es obvia. Luego suponiendo que Y, [lan| < oo,

m
esto es, lim Z ay existe.
m—00

n=1

Luego por la desigualdad triangular

m
2,
n=1

haciendo m — oo tenemos el resultado (usando continuidad de la norma). |

m
< Y. la|, ¥me N

n=1

Definicion I1.7. Sea Z ay una serie en E. Diremos que Z ay converge absoluta-
n=1 n=1

mente si Z |an| es convergente en R.
n=1

Teorema I1.12. E es un espacio de Banach si y solo si toda serie Z ay absoluta-
n=1
mente convergente en E es convergente en E.

Prueba.
<= Sea (x,)n>1 una sucesion de Cauchy en £ y

a = |x

anr1 = [[Bng1 —Xa|

Sea t, = |lx1| + [x2 —x1]|+ -+ + [xn — xn—1]

paran > m

y siendo (x,),>1 de Cauchy entonces esta suma es tan pequefia como quera-

mos para n 'y m grandes.

Asi (#,)n>1 es una sucesién de Cauchy en R.
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luego (#,)n>1 es convergente (R es completo)

esto es

g ]| + [lx2 —x1 | + ||x3 —x2] + - - - es convergente

lo que nos da la convergencia absoluta de la serie
X1+ (x2—x1)+ (x3 —x2) +---

de donde, por hipétesis, esta serie converge, digamos a x € E. Luego, dado
e>0y
Sn=x1+ (x2—x1) + -+ (%, —Xu—1),

dNeNtalqueparan> N
1Sn —xl| <€

pero S, = Xy, asi x, — x Luego E es completo.

m

Sea Z ay absolutamente convergente y .Sy, = Z ap, debemos probar que S,
n=1 n=1
es convergente en E.

Para esto basta probar que .S, es de Cauchy en E (Teorema I1.9)

Paran<p

1Sm —Spll = laps1+---+anl < lapsi]+---+|an|
oo}

< ) land—0

n=p+1

Asi S, es de Cauchy.

Definicién 11.8. Una serie Z ap en E es incondicionalmente convergente si para

nz1

toda permutaciéon P : N — IN, la serie Z ay(n) €s convergente en E.

n=1
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Una serie de la forma Z ap(n) se dice que es una reordenacion de la serie Z an.
nz1 nz1
Por el Teorema I1.3 tenemos que convergencia incondicional es equivalente a con-

vergencia absoluta en el cuerpo de los reales. Tal hecho es cierto también en C. En

efecto,

Teorema 11.13. Sea Z a,, una serie en K = R o C, entonces Z ap converge in-
nz1 nzl

condicionalmente si y solo si Z ay converge absolutamente.
n=1

Prueba.
« Ver Teorema I1.2 trabajando en vez de valor absoluto con médulo.

— Sea Z an una serie incondicionalmente convergente en K.
n=1

Sean a, = b, +ic, y ¢ : N — IN una permutacion, luego Z Gg(n) CODVerge,
. nz1
llamemos a su limite “a”.

Escribamos a = b + ic, entonces
m m
b= b < |a= D, p(m)|»
n=1 n=1

asi Z by(n) converge.

nz1

Como ¢ fue arbitrario, Z b, es incondicionalmente convergente y por el
n=1
Teorema I1.3 Z b, converge absolutamente.
nz=l

Finalmente como

D lanl = Y b +icall < Y 1Ball + Y lenll <

nz1 nzl n=1 nzl

por lo tanto Z a, converge absolutamente.
n=1
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Observacion IL7. Sea Re N y Z ay una serie en K% incondicionalmente con-
nx1
vergente, sea también a, = (dn 1, ,dng) ¥ @ : N — IN una permutacion, luego

Z ay(n) converge, llamemos a su limite “a”, escribamos a = (aj,az,-+ ,ag) y co-

n=1 :
mo
m
ai— Z Ao(n),i
n=1

concluimos que cada Z an ; es incondicionalmente convergente parai=1,2, - ,R.

n=1

m
<|a— >, ag(n|»
n=1 '

El objetivo ahora es extender el toerema anterior a espacios de Banach reales o

complejos de dimension finita. El enunciado es el siguiente:

Teorema I1.14. En cualquier espacio de Banach real o complejo de dimension fini-

ta, convergencia absoluta y convergencia incondicional de series son equivalentes.

Prueba.

*) Sea Z a, una serie en un espacio de Banach V que es absolutamente conver-
n=1
gente, luego Z |an|| converge en R. Y por el Teorema I1.3 Z lag(m || conver-
n=1 n=1
ge para cualquier ¢ : IN — IN permutacion, asi por el teorema I1.12 Z Ap(r)
n=1
es convergente, por lo tanto )}, - ; a, es incondicionalmente convergente.

) Sea V un espacio de Banach sobre K de dimension finita “m” y sea Z an
. n=l
una serie en V incondicionalmente convergente, como V es isomorfo a K",

basta probar el resultado para el espacio K. Sea Z b), una serie incondicio-
n=1
nalmente convergente de vectores en K™, Para cada n € IN, pongamos

bn:=(bmlf",bmm)

y por la observacion I1.7 para cada 1 < j < m, la serie Z by,j es incondicio-
. nz1
nalmente convergente, de donde por el Teorema I1.13 ), - ; by, ; es absoluta-

mente convergente paracada j =1,2,--- /m.
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Consecuentemente

S 1bal < X (bnal+ -+ bagal) = 3 bt 4+ S lbam] < 0

n=1 n=1 n=1 n=1

Por lo tanto Z b, es absolutamente convergente.
n=1

Observacion IL.8. En un espacio normado puede suceder que
convergencia absoluta == convergencia

en efecto,
una sucesion de niimeros reales se llamara casi nula si existe N € N tal que a, = 0,

Vn > N. Definamos el siguiente conjunto
CN = {(ay) : (ay) es casi nula}

es sencillo probar que CN es un R-espacio vectorial normado con la norma del
supremo, es decir, ||ap||sup = sup{|a.|,n € N}.

Consideremos en (CN; || |lsup) = 4 la sucesion

a, = (0,0,---, ,0,0,---)paratodo ne N

n?
——
lugal' ‘Ln,’

Claramente ||ay||sup = nLZ y asi

1
Z ”an "sup = Z ';2- €s convergente

n=1 nz1

luego Z an es absolutamente convergente en 4. Sin embargo, la serie Z a, No es
n=1 nz1
convergente en A, pues

2 11 1
Sn=20i=(1,57,3_2',"',’1—2,0,07"')
i=1

converge a

1 1 1 1 1
S (1. o eve =
(’22’32’ "’ (n+1)2 (n+2)%’ )
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en efecto,

1 1
(n+1)2" (n+2)%’

”S—'—S”SUP = Sup{|(0,0,---,0, )‘EIN}

1
(n+1)2

Por lo tanto S,, — S, pero S ¢ CN.

También del Teorema II.12 podemos afirmar que CN no es completo.

Observacién I1.9. En la prueba del teorema I1.14 (ida) no es necesario que el es-

pacio de Banach V' sea de dimension finita, con ello tenemos el siguiente corolario.

Corolario I1.1. SiV esun espacio de Banach real o complejo y Z ay una serie en

n=1
V' absolutamente convergente entonces Z ay es incondicionalmente convergente.
n=1
Prueba.
Es consecuencia directa del Teorema I1.14. |

Observacion I1.10. El reciproco del corolario II.1 es falso, en efecto, sea

1 .
ap,=(0,0,---, —= ,0,0,---) una sucesién en
n

W_J
lugar €699

bn): ), 1baf* < o0}

n=1
es sencillo probar que £2 es un espacio de Banach real con la norma

1/2
1(Bn)]2 = (Z |b,,]2) :

n=1

La serie Z ay 1o es absolutamente convergente porque Z lan|2 = Z 1 no es
n=1 n=1 n=1 n
convergente. Pero
1
San- 1

. es incondicionalmente convergente en 2,

| —

b)]r—-
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Observacion I1.11. El reciproco del Teorema II1.14 también es valido, es decir, sea
¥V un espacio de Banach donde convergencia incondicional y convergencia absoluta
son equivalentes entonces ¥ es de dimension finita. Este resultado fue demostrado
por Dvoretsky-Rogers (1950) y su demostracion se basa en la teoria de espacios
nucleares de Grothendieck y en la teoria de operadores absolutamente sumantes de

Pietsch. El lector interesado puede ver [4].
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CAPITULO III

VARIABLES E HIPOTESIS
3.1. Variables de la investigacion

S(Z xy), donde Z X es una serie de vectores en R”.
k>1 k=1

3.2. Operacionalizacion de la variable

Variable Definicion conceptual | Definicion ope- | Dimen- indicadores
racional siones
S(Z x;)| Conjunto de sumas | Conjunto que | - Vacio - Ningin reor-
k=1 , )
de todos los reordena- | retine todos los denamiento  de
mientos convergentes | reordenaminetos Zxk converge
. k=1
de la serie Z xr en R”. | convergentes
k=1
-Unpunto |- Si Zxk es ab-
k=1
solutamente con-
vergente
- Subespa- | - Si Zxk es
. fin d k=1
€10 ailn d€ | condicionalmente
n
R convergente

3.3. Hipdtesis general e hipotesis especificas

Hipotesis general
En R” hay una manera mas accesible de demostrar que

S(Z xx) = subespacio afin de R" o S(Z Xp) =&
k=1 k=1
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Y esto falla en espacios de Banach de dimension infinita.

Hipétesis especifica

Para demostrar la equivalencia de series incondicionales y absolutas en espacios
vectoriales reales o complejos de dimension finita, es necesario usar la hipétesis de

que también es valido en los nimeros reales o complejos.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA
4.1. Tipo de investigacion

La investigacién es de tipo cientifico - teérica y la metodologia usada es de tipo
inductivo-deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada demostra-

cion.

4.2. Diseiio de la investigacion

El presente proyecto de tesis inicialmente estd dirigido a mostrar de una manera
clara que en el espacio vectorial R” o algin espacio isomorfo a €l se cumple que

S(Z %) = {subespacio afin de R"} 6 S(Z x) = . Para esto empezamos prime-
k=1 k=1
ro con el teorema del confinamiento poligonal, éste nos dice que para una cantidad

finita de vectores de norma menor o igual a 1 y de suma 0, puede ser reordenada
tal que ninguna de sus sumas parciales sea mayor que una cierta constante la cual
depende solamente de la dimension del espacio vectorial. El segundo paso es de-
mostrar el teorema del reordenamiento, siendo este un ingrediente esencial para la
demostracion del teorema de Lévy-Steinitz, afirméndonos que algin reordenamien-
to de una serie converge a S si una subsucesion de la sucesién de sumas parciales
de la serie converge a Sy la sucesion de términos de la serie converge a 0.

Estos dos teoremas junto con dos corolarios del teorema del confinamiento poligo-
nal concluyen la prueba.

El teorema de Levy-Steinitzvno se cumple mas generalmente en espacios de Banach
de dimensién infinita, ya que gracias a Marcinkiewicz construimos una serie de
funciones caracteristicas en L,[0, 1], donde todas sus reordenaciones convergen a
nimeros enteros, es decir, el conjunto de sumas no es convexo y asi no es subespacio
afin.
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Finalmente, para generalizar el resultado de equivalencia de series absolutas e in-
condicionales, fue necesario primero demostrar la equivalencia en el cuerpo de los

numeros reales y complejos y trabajar componente a componente.

4.3. Poblacion y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudiar, sin

embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de R” y espacios de Banach.

4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Para la realizacion de este trabajo de tesis se revisé bibliografia especializada y

recopilacion de informacion obtenida via internet relacionada al tema de interés.

4.5. Procedimientos de recoleccion de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitd procedimientos de re-
coleccion de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas web, paper,

etc.)

4.6. Procesamiento estadistico y analisis de datos

Ninguno
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1)

2)

3)

4)

5)

CAPITULOV

Resultados

Si reordenamos series absolutamente convergentes, por el teorema 11.2 tenemos

que no se altera la convergencia de la serie original.

Segiin el Teorema del confinamiento poligonal, existe una permutacion de un
conjunto finito de vectores en R” de norma menor o igual a uno tal que cualquier
suma entre ellos, siempre empezando con uno de los vectores, estd acotada por

una misma constante que depende de “a”.

Segun el Teorema del reordenamiento, para que algin reordenamiento de una
serie de vectores en R” converja a un nimero S, tiene que existir una subsucesion
de la sucesion de sumas parciales de la serie que converja a S, y que la sucesién
de los términos de la serie converja a cero.

Si £ es un espacio de Banach real o complejo de dimension finita y Z a, una

nzi
serie en E condicionalmente convergente, es decir, una serie que converge pero

no absolutamente, y como Z ay, es una reordenacion de si misma entonces por
n21
el teorema de Lévy-Steinitz S(Z an) = Subespacio afin de E.

nzl
Como en K = R o C convergencia absoluta de series es equivalente a conver-
gencia incondicional, ver teorema 3.6, gracias al teorema 3.7 también es valido

para espacios de Banach reales o complejos finito dimensionales.
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1)

2)

3)

CAPITULO VI

Discusiones
Si bien es cierto para series absolutamente convergentes todos los reordenamien-
tos conducen a series que son también convergentes al mismo valor, tal hecho
es diferente en series condicionalmente convergentes, facilmente uno puede to-
mar la serie armoénica, reordenar y obtener una nueva serie convergente a otro

namero.

Nuestra definicion de series condicionalmente convergentes es la siguiente:

Una serie de nimeros reales converge condicionalmente si esta converge pero no
absolutamente. Facilmente uno podria decir que esta es la misma definicion para
series condicionalmente convergentes en espacios de Banach, esto es totalmente

falso, la definicion en general es la siguiente:

Una serie de vectores en un espacio de Banach es condicionalmente convergente
si esta converge pero no incondicionalmente. La definicion anterior es valida ya
que como se ha demostrado convergencia absoluta y convergencia incondicio-
nal de series son equivalentes en espacios de Banach reales o complejos finito

dimensionales.

Tanto el Teorema del confinamiento poligonal como el teorema del reordena-
miento fueron herramientas esenciales para la prueba del Teorema de Lévy-

Steinitz.
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CAPITULO VII

Conclusiones
1) Segin el teorema de Riemann, podemos construir reordenaciones de series de
numeros reales condicionalmente convergentes y hacerlas converger a cualquier

mimero prefijado o hacerlas diverger.
2) El teorema de Riemann no puede ser extendido a R”.

3) Como el Teorema de Lévy-Steinitz es valido en R”, éste facilmente puede ser

extendido a espacios de Banach reales finito dimensionales.

4) Del contragjemplo de Marcinkiewicz concluimos que el Teorema de Lévy-

Steinitz falla en espacios de Banach de dimension infinita.

5) No siempre convergencia absoluta de series implica convergencia en un espacio
vectorial normado, ver observacién 3.3, tenemos que imponer que el espacio

sobre el cudl estan definidas las series sea completo.
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CAPITULO VIII

Recomendaciones
1) Dentro de un proyecto tan ambicioso como lo fue éste, siempre se desea que haya
una mejora continua del mismo; por lo tanto se recomienda a futuros estudiantes
que tengan interés en el proyecto, en la linea de investigacion y en la teoria de

reordenaciones.

2) El libro mas completo que trata la teoria de series y reordenaciones es el Kadets
(véase [4]), por lo cual es recomendable su lectura para el mejor entendimiento

del trabajo.

3) La prueba original del teorema de Lévy-Steinitz se encuentra en [18], este paper

solo esta disponible en alemdn, por lo cual se recomienda la lectura de [16].
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ANEXOS
ANEXO 1: Matriz de consistencia

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA POBLACIC

Sea Y»1 Xx €8 una serie de Objetivo General Hipétesis General Tipo de | Por ser
numeros reales Este trabajo de tesis | En R™ hay una manera | investigacién nuestro
condicionalmente tiene como objetivo | mas  accesible de | La investigacion es | trabaja
convergente, el teorema de general dar  una | demostrar que | de tipo cientifico — | netamente
Riemann afirma que demostracion SCks1 Xi) = tedrica. abstracto, ©
S(¥k=1 %)= R. Sabiendo detallada del teorema | subespacio afin de R® | Método existe
esto, preguntémonos: de Lévy-Steinitz, es | 6 Sy Xp) = @ la metodologia usada | poblacién
;Sera cierto el teorema de decir, cual es la | Y esto falla en espacios | es de tipo inductivo- | que estudia
Riemann en general en R® ? | situacion de | de Banach de | deductivo tratando de | sin embarg;
Comencemos con un gjemplo | S(Xp»1%;) cuando | dimension infinita. ser lo mas exhaustivo | nuestro
sencillo en R? E=R™ . Asi mismo, posible en cada | estudio se
Consideremos la siguiente discutir el teorema de | Hipétesis especifica demostracion. encuentra
serie condicionalmente Lévy-Steinitz Para demostrar la | Diseiio inmerso
convergente inclusive para | equivalencia de series | Para la prueba del | dentro de R
st (l (—~1)k+, 0) luego espa_cios .de 'Banf.ich incondicionales y | teorema de Lévy- | yespacios

k de dimension infinita. | absolutas en espacios | Steinitz empezamos | Banach.

S (Zieen (G (-D*1,0)) =
Rx{0}, no es todo R2.

Con esto concluimos que el
teorema de Riemann falla en
general en R™, sin embargo,
Steinitz describe como es el
conjunto S(3»q X)) en este
espacio, demostrando lo
siguiente

(2]

= subespacio afinde R* 6

Planteamiento del problema
Lo que se pretende analizar y
responder son las siguientes
interrogantes:

1) ;Habra una manera
accesible de demostrar ()?

2) ;Cuél ser4 la situacion
cuando E es infinito
dimensional?

Objetivo Especifico
Como objetivos
especificos tenemos
los siguientes:

1) Familiarizarse con
los métodos del
analisis funcional que
se usardn para la
prueba del teorema
de Lévy-Steinitz.

2) Como el teorema
de Lévy-Steinitz no
es muy conocido
debido a la dificultad
de su prueba,
pretendemos
desarrollarlo de una
manera entendible.

3) Hacer mas
conocida la gran
teoria de
reordenaciones y
mostrar nuevos
resultados en

espacios de Banach
de dimension finita e
infinita,

vectoriales reales o
complejos de
dimension finita, es
necesario usar la

hipéotesis de  que
también es valido en
los nimeros reales o
complejos.

con el teorema del
confinamiento
poligonal, éste nos
dice que para una
cantidad finita de
vectores de norma
menor o igual a 1 y
de suma 0, puede ser
reordenada tal que
ninguna de sus sumas
parciales sea mayor
que una  cierta
constante la cual
depende solamente de
la dimension del
espacio vectorial. El
segundo paso es
demostrar el teorema
del reordenamiento,
siendo este  un
ingrediente  esencial
para la demostracion
del teorema de Lévy-
Steinitz.

Estos dos teoremas

junto con dos
corolarios del
teorema del
confinamiento
poligonal concluyen
la prueba.
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Teorema del
confinamiento
poligonal

7 lemal

g

Dénde:
Lema 1;

Lema 2

El teorema del
reordenamiento

Teorema de Lévy-Steinitz

Si{vipi=1,.m}cR*"y |22 vl <eflvill <e paratodoi,

entonces existe una permutaciéon P de (1, ..., m) tal que

”"P(l) + Vpz) + Vpzy +++* + Vp(ry ” <e(Ch+1) para 1<r<m

Lema 2;

sifvpi=1,...m}c R, w=3¥" v, 0<t<Lly |lyll =

e para todoi , entonces existe una permutaciéon P de (2,...,m) yunr
entre 2 y m tal que

r
21 + Z vp(i) —tw
i=2.

<e /cn_lz +1
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