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RESUMEN 

UN ESTUDIO DEL TEOREMA DE LÉVY-STEINITZ Y EL 

CONTRAEJEMPLO DE MARCINKIEWICZ 

Alfredo Sotelo Pejerrey 

Agosto- 2013 

Asesora: Mg. Ruth Medina Aparcana 

Título obtenido: Licenciado en Matemática 

En el presente trabajo haremos un estudio del conjunto de sumas de todos los reor­

denamientos de la serie L Xn de vectores en un espacio euclidiano de dimensión 
n;<l:l 

finita que denotaremos por S(L xn) y mostraremos que este conjunto es el vacío o 
n;<l:l 

la traslación de un subespacio (es decir un conjunto de la forma v + M, donde v es 

un vector dado y M es un subespacio vectorial). Este resultado es conocido como 

el Teorema de Lévy-Steinitz. Además, estudiaremos si el teorema de Lévy-Steinitz 

se cumple en espacios de Banach de dimensión infinita. Mostramos la equivalencia 

entre convergencia absoluta y convergencia incondicional de series en espacios de 

Banach reales o complejos de dimensión finita. 

Palabras Oaves 

• Convergencia de series 

• Teorema de Riemann 

• Teorema de Lévy-Steinitz 

• Espacios de Banach. 
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ABSTRACT 

A STUDY OF THE LEVY-STEINITZ THEOREM AND THE 

COUNTEREXANWLEOFMARCnnGE~CZ 

Alfredo Sotelo Pejerrey 

Agosto- 2013 

Adviser: Mg. Ruth Medlna Aparcana 

Degree obtained: Licentiate in Mathematics 

In this work, we will study the set of all sums of rearrengements of the series 2: Xn 

n;>-:l 

of vectors in a finite dimensional real euclidian space denoted by S(l:xn)· We 
n;>-:1 

will show that the set S( 2: Xn) is either the empty set or a translate of a subspace 
n;>-:1 

(Le., a set of the form v +M, where v is a given vector and Mis a linear subspace ). 

This result is known as the Levy-Steinitz theorem. Moreover, we will study if the 

Levy-Steinitz theorem holds in infinite dimensional Banach spaces. Also, we will 

show the equivalence between unconditionally convergent series and absolutely 

convergent series in finite dimensional real or complex Banach spaces. 

Keywords. 

• Convergence of series 

• Riemann's theorem 

• Levy-steinitz theorem 

• Banach spaces 
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CAPÍTULOI 

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACIÓN 

1.1. Identificación del problema 

En lo que sigue del trabajo E denotará a un espacio de Banach real o complejo, luego 

si LX k es una serie de vectores en E, P : 1N ~ 1N una biyección y la serie .2: x p(K) 

k~l k~l 
convergente en E, llamaremos a esta última serie un reordenamiento convergente de 

la serie .2: X k • El conjunto de todas las sumas de los reordenamientos convergentes 
k~l 

de la serie l:xk será denotado por S(l:xk)· Sea l:xk una serie de vectores enE, 
k~l k~I k~I 

entonces: 

• .2: Xk es incondicionalmente convergente si .2: Xp(k) converge para cualquier 
k~l k~l 

P, es decir, cualquier reordenamiento de la serie .2: Xk converge. 
k~I 

• .2: Xk es condicionalmente convergente si .2: X k converge pero no incondi-
k~t k~l 

cionalmente, es decir, existe al menos un reordenamiento que diverge. 

• .2: Xk es absolutamente convergente si .2: l!xkll es convergente. 
k~l k~l 

Luego si .2: Xk es una serie de números reales condicionalmente convergente el 
k~l 

teorema de Riemann afirma que s(_¿: Xk) =R. Sabiendo esto, preguntémonos: 
k~l 

¿Será cierto el teorema de Riemann en general en Rn? 

Comencemos con un ejemplo sencillo en JR2 

Consideremos la siguiente serie condicionalmente convergente .2: ( ~ ( -1 )k+ 1, 0), 
k~I 

luego s(_¿:(~( -l)k+l ,O)) R x {0}. Con esto concluimos que el teorema de Rie­
k~l 

mann falla en general en Rn, sin embargo, Steinitz describe como es el conjunto 
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S( 2: Xk) en este espacio, demostrando lo siguiente 
k;;::l 

S(l:xk) = subespacio afin de 1Rn o S(l:xk) = 0 (1.1) 
k~l k~l 

Y además Marcinkiewicz prueba que esto falla en espacios de Banach de dimensión 

infinita. 

Finalmente es conocido que la convergencia absoluta y la convergencia incondi­

cional de series son equivalentes en el cuerpo de los números reales y complejos. 

Como en muchos casos, propiedades que satisfacen en los números reales y com­

plejos pueden ser extendidos a espacios de dimensión finita sobre estos cuerpos, lo 

mismo sucede para la equivalencia de series mencionadas. 

1.2. Formulación del problema 

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes: 

1) ¿Habrá otro modo de demostrar (1. 1 )? 

2) ¿Cuál será la situación cuando·E es infinito dimensional? 

3) ¿Para demostrar la equivalencia de series incondicionales y absolutas en es­

pacios vectoriales reales o complejos de dimensión finita, es necesario usar la 

hipótesis de que también es válido en los números reales o complejos? 

1.3. Objetivos de la investigación 

1.3.1. Objetivos generales 

Este trabajo de tesis tiene como objetivo general dar una demostración detallada del 

teorema de Lévy-Steinitz, es decir, cual es la situación de S( 2: Xk) cuando E = 1Rn. 
k~l 

Así mismo, discutir el teorema de Lévy-Steinitz inclusive para espacios de Banach 

de dimensión infinita (contraejemplo de Marcinkiewicz). 
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1.3.2. Objetivos específicos 

Como objetivos específicos tenemos los siguientes: 

l. Familiarizarse con los métodos del análisis funcional que se usarán para la 

prueba del teorema de Lévy-Steinitz. 

2. Como el teorema de Lévy-Steinitz no es muy conocido debido a la dificultad 

de su prueba, pretendemos desarrollarlo de una manera entendible. 

3. Hacer más conocida la gran teoría de reordenaciones y mostrar nuevos resul­

tados en espacios de Banach de dimensión finita e infinita. 

1.4. Importancia y justificación de la investigación 

Series de escalares, vectores o funciones están entre los objetos fundamentales del 

análisis matemático y funcional. La teoría de series es parte de la teoría de suce­

siones, el cual estudia su convergencia, comportamiento asintótico, etc. El carácter 

específico de la teoría de series se manifiesta cuando uno considera reordenamien­

tos de sus términos, aquí es cuando la teoría de reordenaciones nos permite conocer 

aspectos muy especiales de una serie, como dar condiciones necesarias y suficien­

tes para su convergencia, convergencia absoluta o divergencia, así como conocer 

su comportamiento asintótico. Los primeros descubrimientos en la teoría de reor­

denaciones en el cuerpo de los números reales y en espacios de dimensión finita 

fueron dados por Levy, Laurent, Steinitz y Riemann y el estudio en espacios de 

dimensión infinita fue iniciado por W. Orlicz y sucesivamente desarrollado por mu­

chos matemáticos en diferentes países, siendo hasta ahora un campo activo de in­

vestigación. El tema de investigación de esta tesis es importante ya que involucra 

la hermosa teoría de reordenaciones que tiene diversas e interesantes aplicaciones 

como a: expansiones básicas (la teoría de bases incondicionales), sistemas ortogo­

nales de funciones, análisis de Fourier, y permite identificar cuando un espacio es 

de dimensión finita o infinita,etc. Es importante también ya que aborda el estudio 
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de identificar y estudiar al conjunto de todas los posibles reordenamientos conver­

gentes de una serie de vectores en Rn. Se justifica porque cubrimos temas que casi 

no se encuentra en la bibliografia, más aun no es tratado con su debida exigencia en 

las universidades. Este trabajo de tesis es el primer trabajo en nuestra facultad que 

aborda una parte de la teoría de reordenaciones de series en Rn, lo que permitirá el 

interés y desarrollo de la línea de análisis funcional en la facultad. 
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, 
CAPITULOII 

MARCO TEÓRICO 

2.1. Preliminares 

2.1.1. Series de números reales y reordenaciones 

Definición ll.1. Sea ~ an una serie de números reales, diremos que 2:: an es con-
n~l n~l 

m 

vergente si la sucesión de sumas parciales (Sm)mEJN, Sm = ~ an, es convergente. 
n=l 

En este caso, el límite "S' de la sucesión de sumas parciales es llamada la suma de 
00 

la serie y escribimos S = ~ an. 
n=l 

Definición 11.2. Sea ~ an una serie de números reales, decimos que: 
n~l 

• ~ an converge absolutamente, si~ !an! es convergente. 
n~l n~l 

• ~ an converge condicionalmente, si ~ an converge pero no absolutamente. 
n~l n~l 

Ejemplo 11.1. 

• ~ ( ~~)n es absolutamente convergente. 
n~l 

• ¿: ( -l )n es condicionalmente convergente (criterio de Leibniz) 
n 

n~l 

Teorema 11.1. Si ~ an es una serie de números reales que converge absolutamente 
n~l 

entonces 2: an converge. 
n~l 

Prueba. 

Sea~ ianl convergente. Para cada n E lN definimos 
n~I 

10 



luego Pn ): O, qn ): O, Pn + qn = Jan J Y Pn - qn = an 

Como Pn ~ lan 1 Y qn ~ Jan 1 y 2:: !an 1 converge entonces 2:: Pn y 2:: qn convergen. 
n;¡¡:I n;¡¡:l n;¡¡:I 

Así 2:: an = 2:: Pn- qn converge • 
n;¡¡:l n;¡¡:l 

Observación II.l. El recíproco del Teorema II.l es falso, basta considerar la serie 

¿ 1 
n n;¡¡:l 

Definición II.3. Sea q> : lN ---+ lN una función biyectiva. Sean Í: an y ¿ bn dos 
n;¡¡:l n?l 

series en un espacio de Banach tales que bn al'fJ(n)> n 1,2,3, · · · entonces se dice 

que ¿ bn es una reordenación de ¿ a17 • 

n;¡¡:I n~l 

1 1 1 1 
Ejemplo II.2. Sea St = 1 2 + 3 4 

+ S 

Una reordenación de S 1 es Sz = 1 + ~ - ~ 

Teorema 11.2. Sea ¿ an una serie de números reales absolutamente convergente 

n~l , 

de suma S, entonces cada reordenación de 2:: an es también absolutamente conver­
n~I 

gente y de suma S. 

Prueba. 

Como 2:: a11 es absolutamente convergente, por Teorema II.l es convergente, luego 
n~l 

denotemos a su suma por S. 

Sea 2:: bn una reordenación cualquiera de ¿: an, luego 
n;¡¡:I n;¡¡:l 

bn = al'fJ(n)' n = 1,2,3, · · · , q>: 1N _.]N una biyección 

luego 

Jbd + lbzl + · · · + lbnl = JaiP(t)l + JaiP(2)1 + · · · + Jal'fJ(n)l ~ 2:: Jan!< oo 
n?l 

Además como 2:: Jbn 1 tiene sumas parciales acotada superiormente y creciente, 
n~l 

00 

así 2:: bn converge absolutamente. Faltaría demostrar que ¿: bn = S. 
n~l n=l 

11 



Para ello consideremos las sumas parciales kn,Sn,tn de .2: iani, .2: an. .2: bn res-
n;?;:l n;?;:l n;?;:l 

pectivamente, es decir 

Para cualquier E > O, podemos encontrar un N E lN tal que 

pues (Sn) converge a S y 2:: an es absolutamente convergente. 
n;?;:l 

Luego para cualquier n se tiene 

(2.1) 

(2.2) 

Escojamos un ME lN tal que {1 ,2, ···,N} e { rp(l), (/)(2), · · ·, rp(M)}, esto es posible 

pues al ser(/) biyectiva entonces en la enumeración de rp(1), · · · rp(M) eventualmente 

aparecerán los primeros índices 1,2; ···,N 

Ahora tomando n >M entonces rp(n) >N ya que n >M> M -1 > · · · > 1, así, 

rp(n) ~ { rp(1), rp(2), · · ·, rp(M)} por ser(/) inyectiva; por la condición de haber elegi­

do M se tiene que rp(n) ~ {1,2, ···,N} luego rp(n) >N. 

Y también 

itn-SNI - lbt + .. ·+bn-(at + .. ·+aN)I 

ia;p(l) + .. · + atp(n) (al + · · · + ON) 1 

Por último para n > M se tiene 

ltn-SNi ~ iaN+tl+· .. +ia;p(n)i ~ .2: iaN+ni < ~ por(2.1) 
n;;¡tl 

Así en (2.2) 
e 

itn SI< ltn-SNI + 2 <e 

Por lo tanto: .2: bn converge a S. 
n;;¡tl 

• 
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Definición 11.4. Sea 2.: an una serie de números reales, decimos que 2.: an con-
n~l n~l 

verge incondicionalmente si cualquier reordenación de 2.: an converge. 
n~l 

Teorema 11.3. Sea 2.: an una serie de números reales entonces 2.: an es incondi- · 
n~l n~l 

cionalmente convergente si y solo si es absolutamente convergente. 

Demostración. 

-E-) Por teorema ll.2 

- ) Supongamos que 2.: an no es absolutamente convergente. 
n~l 

P d lN lan!+an lan!-an s· o t ara ca a n E , sean Pn = 2 , qn = 2 • 1 an > en onces Pn = an y 

qn = O, mientras que si an < O entonces Pn = O y qn = -an y además Pn- qn = an. 

También .Z.:n~l Pn y 2.: -qn son divergentes a +oo y -oo respectivamente. A los 
n~l 

términos positivos de 2.: an los llamaremos Pm mientras que a los términos -qn los 
n~l 

llamaremos los términos negativos de 2.: an. 
n~l 

• Etapa 1 

Sumamos los primeros términos positivos (digamos k¡ de ellos) hasta que por 

primera vez su suma sea mayor o igual a 1, es decir 

Sumando un único término negativo se tiene 

• Etapa 2 

Súmese tantos términos positivos (digamos k2 de ellos) hasta que por primera 

vez la suma sea ~ 2, es decir, 

luego súmese un único término negativo, entonces 
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Continuando indefinidamente obtenemos una nueva serie que tiene los mismo 

ténninos de 2: an pero en orden diferente, es decir, es una reordenación de 2: an 
n~l n~l 

y además viendo este procedimiento en la etapa m tenemos que 

(2.3) 

pero 

PI+···+ Pk1 q1 + Pk1+1 + · · · + Pk2 q2 + · · · + Pk,n-t+l + · · · + Pkm;;:::: m 

sumando -qm se tiene 

Por (2.3) O~ m -Sm ~ qm 

haciendo m - oo, tenemos que Sm - oo 

Lo cual es un absurdo ya que la serie L:n~ 1 an es incondicionalmente convergente 

• 
Observación 11.2. Del teorema II.2 concluimos que para series absolutamente con­

vergentes, todos los reordenamientos conducen a series que son también convergen­

tes al mismo valor. Tal hecho es muy diferente en series condicionalmente conver­

gentes, veamos el siguiente ejemplo. Sabemos que: 

1 1 1 1 
S=1- +-- +-··· 

2 3 4 5 

es condicionalmente convergente. 

Luego 

S 

S 
-
2 

Sumando 

S 1 
-=-
2 2 

1 1 
-+-
4 6 

1 -+· .. 
8 

3S 1 1 1 1 · 1 1 1 1 
-=1+---+-+- -+-+-- +"· 
2 3 2 5 7 4 9 11 6 
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esta última serie contiene todos los términos de S en orden diferente, es decir, 3f es 

una reordenación de S, sin embargo convergen a sumas diferentes. 

Así concluimos que los reordenamientos en series condicionalmente convergentes 

introducen cierto grado de anarquía, pues es posible hacerlos converger a cualquier 

valor predeterminado o diverger tal y como nos lo dice Riemann. 

2.1.2. Teorema de Riemann 

Teorema TI.4 (Teorema de Riemann 1854). Sea .2:: a, una serie de números reales 
n;;.l 

condicionalmente convergente y sea ít cualquier número real (o bien ít = ±oo) 

entonces existe un reordenamiento .2:: bn de .2:: an que converge a ít (o bien, cuando 
n;;.l n;;.l 

ít = ±oo, que diverge a ±oo). 

Prueba. 

Caso 1: Sea ít un número real. 

da lN Jan! +an ianl an s· o Para ca n E , sean Pn = 
2 

, qn = 
2 

. 1 an ;;;;: entonces Pn = an y 

qn = O, mientras que si an < O entonces Pn =O y qn -an, y además Pn- qn an. 

También .2:: Pn y .2:: -qn son divergentes a +oo y -oo respectivamente. 
n;;.l n;;.l 

A los términos Pn los llamaremos términos positivos de .2:: an, mientras que a los 
n;;.l 

términos -qn los llamaremos términos negativos de l:an. 

Sea ít E JR, veamos como reordenar .2:: an para que la serie converja a ít. 
n;;.l 

• Etapa 1 

Escoger tantos términos positivos (digamos kt términos) tales que su suma 

supere por primera vez a ít, esto es 

PI + P2 + .. · + Pkr > ít 

esto es posible ya que .2:: Pn = +oo 
n;;;.l 

Continuamos sumando ahora los términos negativos (digamos r¡ de ellos) 

tales que su suma sea por primera vez inferior a ít, esto es 

15 



esto es posible ya que 2:: -q11 = -oo 
n;:.I 

• Etapa2 

A continuación sumese tantos términos positivos (digamos k2 de ellos) hasta 

que por primera vez se tenga que 

Pt+P2+···+Pkr q¡ q2-··· qrr+Pkr+t+Pk1+2+···+Pk2 >A 

Continuése con tantos términos negativos (digamos rz de ellos) hasta que por 

primera vez se tenga que 

y continuando con este proceso indefinidamente, obtenemos una serie cuyos térmi­

nos son los mismos que 2:: a11 en orden diferente, es decir, la serie obtenida es una 

reordenación de 2:: a11 • 

n;:.I 
Veamos que sucede con las sumas parciales de esta nueva serie. Para esto necesita-

mos ver la etapa m. 

Al final de esta etapa se suman términos negativos (rm de ellos) hasta que por pri­

mera vez se tenga 

Sm = Pl + · · · + Pk1 - q1 - · · · qr, + Pk1 + 1 + .. · + Pk2 - qr1 + 1 - · · · 

-qr2+···+Pkm-I+t+···+Pkm qrm-1+1_ ... qrm<í\. (2.4) 

Pero como 

Sumando -qrm se tiene 

16 



Por (2.4) se tiene O < A - Sm < qrm 

Cuando m- co, Sm -A 

Caso2: A= +co vA -co 

Hagamos para A +oo, el otro caso es similar 

• Etapa 1 

Sumamos los primeros términos positivos (digamos kt de ellos) hasta que por 

primera vez su suma sea mayor o igual a 1, es decir 

Sumando un único término negativo se tiene 

• Etapa 2 

Súmese tantos términos positivos (digamos k2 de ellos) hasta que por primera 

vez la suma sea ~ 2, es decir, 

luego súmese un único término negativo, entonces 

Continuando indefinidamente obtenemos una nueva serie que tiene los mismos 

términos de 2: an pero en orden diferente, es decir, es una reordenación de 2: an 
n~l n~l 

y además viendo este procedimiento en la etapa m tenemos que 

(2.5) 

pero 

Pl + · · · + Pkt q1 + Pk1+l + · · · + Pk2 q2 + · · · + Pkm-1+l + · · · + Pkm ~m 

17 



sumando -qm se tiene 

Por (2.5) O ~ m -S m ~ qm 

haciendo m -+ oo, tenemos que Sm -+ oo • 
Definición 11.5. Sea L Xn una serie en un espacio de Banach E y L Xp(n) con-

n~I n~l 

vergente en E, con p : 1N -+ 1N biyección; al conjunto S (:z= Xn) lo definiremos 
n~l 

por 

S (:z=xn) = {x E E/X = f Xp(n) para p: 1N -+lN biyección} 
n~l n=l 

Observación 11.3. Cuando E R y consideramos L Xn una serie absolutamente 
n~l 

convergente de suma S el Teorema ll.2 nos permite afirmar que S(LXn) {S}. 
n~l 

También por el teorema de Riemann se tiene S(LXn) = R cuando ¿xn es con-

dicionalmente convergente. 

Ahora podemos preguntamos 

¿Qué sucede si consideramos series de vectores? 

La respuesta a esto es la que nos conlleva a estudiar el Teorema de Lévy-Steinitz. 

2.2. Teorema de Lévy-Steinitz 

Para responder la interrogante anterior consideremos E = R2 y la serie 

luego 

(
(-l)n+l ) ( (-l)n+l ) :¿ ,o = :¿ ,o 

n n 
n~l n~l 

S L ,O ( 
(-1)n+l ) 

n 
n~l · 

Rx{O} 

no es todo R2, pero es un subespacio afin de R2• Este fenómeno fue observado por 

Lévy para R2 en 1905 y por Steinitz para Rk con k E 1N en 1913. El enunciado del 

teorema es el siguiente: 
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"El conjunto de sumas de todas las reordenaciones de una serie de vectores en JRk 

es el vacío o la traslación de un subespacio" 

En nuestra notación si ¿ Xn una serie de vectores en JRk convergente entonces· 
n;;a,l 

veamos los detalles: 

S(Í:Xn) =traslación de un subespacio, 
n;;a,l 

Primero demostremos el siguiente lema técnico: 

2.2.1. El Teorema del Confinamiento Poligonal 

Teorema 11.5 (Confinamiento poligonal). Para cada dimensión "n", existe una 

constante Cn tal que si {v¡; i = 1,·· ·,m} es una familia finita de vectores en 1Rn 

cuya suma es cero y JJv¡JJ ~ 1, i = 1, 2, · · · ,m, entonces existe una permutación P de 

(2, ···,m) tal que 
I 

V¡ + L Vp(i) ~ Cn para todo j 
i=2 

Además podemos tomar C¡ = 1 y Cn ~ ,J4c~_1 + 1 para todo "n". 

Prueba. 

Caso n=l (Idea del Teorema de Riemann) 

(2.6) 

Si v¡ > O, escogemos P(2) tal que vp(2) <O; y continuamos escogiendo los v nega­

tivos hasta que la suma (por primera vez) sea negativa. Es decir, 

V¡ + Vp(2) + · · · + Vp(k¡) < 0 

Escogemos el siguiente v positivo y continuamos escogiendo los v positivos hasta 

que por primera vez la suma de todos los vectores escogidos sea positiva. Es decir, 

V¡ + Vp(2) + · · · + Vp(k¡) + · · · + Vp(k2) > 0 

Continuamos de esta manera hasta que todos los v sean usados y como Jv;J ~ 1 para 

todo i, entonces 

0 < V¡ + Vp(2) < V¡ ~ 1 
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0 <VI +VP(2) +VP(3) <VI~ 1 

VI+ VP(2) + · · · + Vp(lc¡) < 0 

Pero VI+ Vp(z) + · · · + Vp(k¡-1) > 0 

Sumando vP(k¡) se tiene 

Vp(k¡) <V¡ +VP(2) + ··· +vP(k¡-1) +vP(k¡) < 0 

entonces 

0 < lvl + Vp(2) + ... + Vp(k¡) 1 < lvP(k¡) 1 ~ 1 

De manera similar 

VI+ VP(2) + ... + VP(k¡) <VI+ VP(2) + ... + VP(k¡) + Vp(k¡ +1) < 0 

luego 

!v1 + Vp(z) + · · · + Vp(k¡) + Vp(k¡ +l) 1 < !v1 + Vp(z) + · · · + Vp(k¡) 1 ~ 1 

Continuando con este proceso concluimos que cada suma parcial está entre O y 1, 

por tanto el = 1 

Caso general 

La prueba lo haremos por inducción. 

Asumamos que n > 1 y que Cn-1 < oo, además consideremos {v¡} una colección de 

vectores satisfaciendo la hipótesis. 

Como {v¡} es finito, hay un número finito de posibles sumas parciales de los v que 

empiezan con v1; sea L una suma parcial con norma máxima entre todas esas sumas 

parciales. 

Entonces 

L =VI+ Ul + · · · + Us donde {u1, · · · + Us} e {v¡} 

Sea { w1, · · · , w1} los otros v tal que 

L + WI + · · · + Wt = 0 
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Afirmación 1 (u1,L) ~O para todo i 

Supongamos que (u¡,L) <O para algún i 

(u¡,L) 11 11 (u¡,L) 11 11 luego -lLf > O entonces L -lLf > L 

Así jjL-u¡jj ~ (L-u¡, ll~ll) > IILI! 

lo cual contradice la maximalidad de IIL 11 

Afirmación 2 (v¡,L) ~O 
Supongamos que ( v¡ ,L) < O 

entonces 

( -L) 1 llv1 -LII ~ v¡ -L,m = IILII-m(v¡,L) > I!Lil 

Así !lv1 -Ljj > IILII 

Como -L = Wt + · · · + w1 entonces 

lo cual contradice la maximalidad de L 

Afirmación 3 (w¡,L) ~O para todo i 

Supongamos que (w¡,L) >O para algún i. 

entonces 

IJL+w¡ll ~ (L+w¡, ll~ll) = IILII + (~~t) > IILII 

luego IIL+w¡IJ > IJLII 
Como L = v¡ + u1 + · · · + U8 entonces 

Así v1 +u¡ + · · · + u8 + W¡ sería una suma parcial de norma mayor que la de L. 

Usaremos la hipótesis inductiva en el espacio (n 1 )-dimensional 

21 



Sea 
1 

V =V 
(v,L)L 

IILII2 

V 

Como L v¡ +u¡ + · · · + Us y 

1 (v¡,L)L Lj_ 
V¡ V¡ - IILII2 E 

1 (U¡ ,L )L j_ • 
u¡ u¡ IILIF EL para 1 = 1,2, .. · ,s 

entonces 

1 1 1 (v¡+u¡+···+u3 ,L)L 
v1 +u1 + · ·· +u8 V¡ +u¡+··· +u3 - IILil2 

Como v¡ +u¡ + · · · + u3 = L se tiene 

1 1 1 (L,L)L 
V¡ +U¡ + ... + Us = L- 11Lll2 = O 

Similarmente se prueba que W
1
¡ + · · · + w; O 

luego por la hipótesis inductiva, existe una permutación Q de (1,2, · · · ,s) tal que 

j 

v~ + 2.:: u~(i) ::s; Cn-1 para todo j 
i=l 

y también existe una permutación R de (2, · · · ,t) tal que 

j 

1,2, ... ,s 

1 " 1 W¡ + L._.j wR(i) ::s; Cn-1 para todo j = 2, · · · ,t 
i=2 

(2.7) 

(2.8) 

Pongamos R(l) = 1 Como (v¡,L) ~O y (w¡,L) ::s; O, escogemos el más pequeño r, 

por ejemplo r¡, tal que 
r¡ 

(v¡,L) + .L:(wR(i),L) ::s; 0 (2.9) 
i=l 
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esto es posible ya que definiendo 

A~ {k e N/(v¡,L) + ~(WR(i),L),;; O} e N 

se tiene que A =f 0 porque t E A, luego A posee mínimo, a este mínimo llamemoslo 

Similarmente podemos escoger el más pequeño s¡ que cumpla 

r1 .s1 

(v¡,L) + 2)wR(i) 1L) + 2)uQ(i) 1L);;;::: 0 
i=l i=l 

luego el más pequeño rz tal que 

r1 s1 r2 

(v¡,L) + ~(WR(i) 1 L) + ~(UQ(i) 1 L) + ~ (wR(i),L):;,;; 0 
i=l i=l i=r¡+l 

y así sucesivamente. 

Ponemos los vectores en el siguiente orden 

es decir ubicamos los vectores {v;} según la permutación P como sigue 

V¡, i = 1 

WR(i) 1 Í 2, · · · ,r¡ 

Vp(i) UQ(i-r1), i = n + 1, · · · ,r¡ +s¡ 

WR(i-si)' i r¡ +s¡ + 1, .. · ,s¡ +rz 

j 

luego sea j 2, · · · ,m y llamemos a v¡ + 2: vp(i) 
i=2 

(2.10) 

la idea es acotar 11 ProYL all y 11 CompL all = jja' 11 para luego usar el teorema de Pitágo-

ras y obtener una cota para "a". 

Afirmación 4jja'!l :;,;; 2Cn-l 

en efecto, 

como 
j 

1 

a =a 

j (v¡ + ~ vP(i),L)L 
(a,L)L ~ i=Z 

IILII2 = V¡ + ~ VP{i) - -----,.IIL---,11=-2 --
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j 
1 1 '\'1 

a =V¡ + LJ VP(i) 
i=2 

entonces 
j 

1 1 '\'1 

!la 11 = llvt + LJ vP(i) 11 

i=2 

Por (2. 7) y (2.8) tenemos 

1 

!la 11 ~ Cn-1 + Cn-1 = 2Cn-1 

Afirmación S IIProyLall ~ 1 

Por (2.9) y la afinnación 3 tenemos 

(v¡ +wR(l),L) (v¡,L) 
o~ IILII ~w~llvlll~t 

O S: (v¡ +WR(I) +wR(2),L) S: (v¡,L) S: li ll S: l 
"<: IILII """ IILII """ VI """ 

(v¡ +wR(l) + · · ·+WR(r¡-l),L) 
IILII ~o 

(wR(r¡),L) 
Sumando IIL ll 

entonces 

De manera similar por (2.10) y la afirmación 1 tenemos 

r¡ 

(v¡ + l:wR(i),L) + (uQ(l),L) ~O 
i=l 

(2.11) 
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luego por (2.12) se tiene 

También 

r¡ n 

(v¡ + l:wR(i),L) (v¡ + l:wR(i),L) + (uQ(I) +uQ(2),L) 
i=l i=l ------,11,..-L,.,.-11 -- ~ _ __;_~-----:-:--..,.------ ~ O 

Por (2.12) se tiene 

r¡ r¡ 

(v¡ + 2:wR(i),L)+(uQ(t)+uQ(2),L) (v¡ + l:wR(i),L) 
i=l i=l .;__----.,.....,.,.--------'" ~ "'---~----'- ~ 1 

~LII ~~ 

y por (2.10) 

(vi+ ~WR(i)•L) + (~' UQ(i)•L) <;; 0 

Sumando (uQ(s¡),L) tenemos 

De manera análoga se puede hacer para los demás Vp(i) que sobran. 

Ahora como 

j 

(v¡ + l:vP(i),L) 

11 ProyL all = ~-i=-::-2-:-:-------=-
IILII 

y por todo lo visto anteriormente llegamos a que 

IIProyLall 

j 

(v¡ + l:vP(i),L) 
i=2 

~--::-IIL---;:II----'- :::;; 1 para todo j 
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Por lo tanto por las afirmaciones 4 y 5 concluimos que 

luego 
j 

v1 + l:vP(i) ~ -)4c;_1 + 1 
i=2 

• 
Ahora el objetivo es probar " el teorema del reordenamiento" siendo este un ingre­

diente esencial para la prueba del Teorema de Lévy-Steinitz. 

Para su prueba es necesario demostrar la siguiente consecuencia del teorema del 

confinamiento poligonal: 

m 

Lema 11.1. Si {v¡: i = 1,2, .. ·,m} e lRn y l:v¡ ~E, llvdl ~E para todo i,entonces 
i=l 

existe una permutación P de (1, · · · , m) tal que 

Prueba. 
m+l 

Definimos Vm+l = -v1- vz- · · ·- Vm entonces .2:: V¡= O y jj V¡ 11 ~ 1, para todo i 
i=1 E E 

luego por el teorema de confinamiento poligonal, existe una permutación P de 

(2, ···,m+ 1) tal que 

De aquí 

lv1 ~ 1 

1

- + L...J -VP(i) ~ Cn para 2 ~ r ~m 
E i=2 E 

r 

V¡ + .2:: Vp(i) ~ ECn 
1=2 

Sea P( 1) = 1 tenemos que 

luego 

r-1 

.2:: VP(i) ~ 
i=1 

r 

r 

.2:: VP(i) + JJvP(r) JI ~ ECn +E 
i=l 

l:vP(i) ~E(Cn+1)paral~r~m 
i=l 

• 
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2.2.2. El Teorema del Reordenamiento 

Teorema II.6 (Del reordenamiento). En RP, si una subsucesión de la sucesión de 

sumas parciales de una serie de vectores converge a S, y si la sucesión de términos 

de la serie converge a "0", entonces existe un reordenamiento de la serie cuya suma 

es S. 

Prueba. 
m 

Sea { v¡} ~ 1 una sucesión de vectores en Rn. Para cada m se Sm .2: v¡. Asumimos 
i=l 

que Smk ---+ S para alguna subsucesión Smk' y debemos mostrar como reordenar los 

{ v¡} tal que toda la sucesión de sumas parciales converga a S. 

Veamos 

Como 

fflk+1-1 fflk+1 fflk 

.2: V¡ .2: V¡ .2: V¡ Vmk+l 

i=mk+l i=l i=l 

mk+l mk 

~ .2: v¡-S + l:v¡-S + Jlvmk+lJJ 
i=l i=l 

entonces de la definición de Ok se tiene 

mk+¡-1 

.2: v¡ ~ Dk+l +ok+llvmk+tll 
i=mk+l 

Ahora para cada k definimos 

mk+t-1 

entonces €k ---+ O y .2: v¡ < 2eic 
i=mk+l 
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luego por el lema II.l, para cada k existe una permutación Pk de m k+ 1, · · · , m k+ 1 1 

tal que 

r 

2: vpk(i) ~ 2ek(Cn + 1) parar= mk + 1, · · · ,mk+l- 1 
i=mk+l 

Ahora ordenemos los { v¡} como sigue 

(V¡, vz, ... 'Vmk 'Vmk+!, Vmk+2, ... 'Vmk+¡-1) 
~ 

los mantenemos en y ordenamos estos términos 

su posición de acuerdo a Pk 

En este arreglo si m k + 1 ~ m ~ mk+ 1 1 

entonces 
mk m 

Sm = ¿v¡+ 2: Vpk(i) 
i=l i=mk+l 

Y Sm Smk = l:~mk+l Vpk(i) 

luego haciendo k - oo y sabiendo que Smk -S 

m 

IISm Smkil = 2: VJl(i) ~ 2ek(Cn + 1)- O 
i=mk+l 

Por lo tanto 

• 
Antes de enunciar y probar el Teorema Lévy-Steinitz necesitamos también otra con­

secuencia del Teorema de Confinamiento Poligonal 

m 

Lema ll.2. Si {v¡}j!,1 e Rn, w = ¿v¡, O< t < 1 y ilvtll ~e para todo i, entonces 
i=l 

existe una permutación P de (2, · · · , m) y un r entre 2 y m tal que 

Prueba. 

r 

v¡ + ¿vP(i) tw ~ e,j4c;_1 + 1 
i=2 

Asumamos que w =1= O ya que si w = O 
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entonces se tiene 

~V¡ IIV¡II LJ-=Oy - ~1 
i=l e e 

Luego por el teorema del confinamiento poligonal existe una permutación P de 

(2, ···,m) tal que 

r 

v¡ + L:vP(i) ~ e,J4c?;_1 + 1, 2 ~ r ~m 
i=2 

así se tendría lo pedido. 

Veamos el caso paran= 1 

multiplicando por -1 si es necesario asumamos que w > O 

Sea S el más pequeño i tal que 

entonces 

V¡ + V2 + · · · + VS-1 ~ tW 

luego por 2.13 y sabiendo que lvsl ~e se tiene 

Así para el caso n 1 se tiene el Lema con Cn-1 = Co = O 

(2.13) 

Notar también que en este caso ningún reordenamiento es necesario para obtener 

una apropiada suma parcial. 

Ahora veamos el caso general para Rn, n > 1 
m 

comow= L:v¡ 
i=l 

, (v;, w)w 
Sea V¡ v¡- llw!l2 

entonces 

m 

¿v~ 
i=l 

y como !lv;ll ~e se tiene ¡¡V¡¡¡ ~e y por tanto~~~ 11 ~ 1 
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luego por el Teorema del confinamiento poligonal existe una permutación P de 

(2, ···,m) tal que 

1 

v; 1 , 1 1 

- + -vP(Z) + · · · + -vP( .) ::;;; Cn-1 para todo j = 2, ···,m (2.14) 
le e e J 

También tenemos que 

y similarmente al caso n = 1 escogemos un r tal que 

Observar que en este caso a comparación del caso n = 1 los (v¡, ll:ll) hacen el 

papel de los v¡. 

Ahora definamos 

a = V¡ + VP(2) + · · · + Vp(r) - tw 

veamos que sucede con !la1 11 y IIProywall 

, (a, w)w , 1 , 

• a a- 1Jwjj2 = V¡ + vP(2) + ... + VP(r) 

Por (2.14) se tiene 

!la'¡¡ 

(a, w)w !(a, w)l 
llwll2 y !IProywall = llwll 

Primero observemos (2.15) 

(2.16) 
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como 

(v1 +vp(2)+···+vP(r)-tw+tw, ll:ll) · tjJwJJ 

w 
= ( Vt + Vp(2) + · · · + VP(r) - tw, JJwJj) 

entonces 
w 

J(vt + VP(2) + · .. + VP(r) tw, JJwJJ )1 :::;; e 

Según como hemos definido "a" concluimos que 

así 

Por lo tanto de (2.16) y (2.17) tenemos que 

r 

Jlall = Vt + .LvP(i) -tw :;¡;;.V e2C;_l +é :;¡;; ev4c;_l + 1 
i=2 

Ahora podemos finalmente probar el resultado principal 

2.2.3. Teorema de Lévy-Steinitz 

(2.17) 

• 

Teorema 11.7 (Lévy-Steinitz). El conjunto de sumas de todas las posibles reorde­

naciones de una serie de vectores en Rn es o bien el vacfo o la traslación de un 

subespacio. 

Prueba. 

Sea 2.:: v; una serie de vectores en 1Rn y 
i~l 

S (2.:: v¡) = {x E 1Rn jx = 2.:: Vp(i) para P: N -N biyección} 
i~l i~l 

Supongamos que S (2.:: v¡) # 0 
i~l 
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Reemplazando V¡ por V¡ v, donde V es cualquier elemento de s(¿: V¡) podemos 
¡;;¡, 1 

asumir que o Es(¿: V¡). Así solo debemos probar que s(¿: V¡) es un subespacio de 
~1 ~1 

lRn. 

Sea S¡ ,Sz Es(¿ v¡) y { em} una sucesión de números positivos que converge a O. 
i;;:.l 

Como un reordenamiento converge a S¡, luego existe un conjunto finito/¡ de enteros 

positivos tal que 1 E / 1 y ¿: v1 S1 < e¡ 
iEft 

Como un reordenamiento converge a O, existe un conjunto finito J¡ de enteros posi-

tivos tal que J¡ ::::> / 1 y 

.l:v¡-0 <e¡ 
iEJ¡ 

(Elegir este J¡ lo suficientemente grande hasta que contenga a/¡) 

Además existe un conjunto K¡ ::::> J 1 tal que 

De igual manera existe un conjunto lz ::::> K¡ y lz ::::> { 2} tal que 

(Elegir este ]z lo suficientemente grande hasta que contenga a K¡ y a {2} si es que 

no lo tuviera) 

luego, procediendo de la misma manera, construimos inductivamente conjuntos 

Im,Jm y Km de enteros positivos tal que 

{ 1, · · · , m - 1} e Km-1 e Im e Jm e Km 

y 

. .l: V¡- S¡ < em, .l: V¡ O < Em Y .l: V¡- Sz < em 
lElm iEJm iEKm 

Para cada m ordenamos los índices en Jm de modo que los que estén en Im se ubiquen 

al comienzo, también ordenamos los índices en Km de tal manera que los que estén 

en Jm se ubiquen al comienzo. Luego ordenamos los índices de lm+ 1 de tal modo 
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que los que estén en Km se ubiquen al comienzo. Así existe una permutación P y 

sucesiones crecientes 

{im},Um},{km} tal que Ím <jm <km< Ím+l Y 

Ím 

¿vP(i) -S¡ < Em 
i=l 

km 

¿ Vp(k) - S2 < Ero para Cada m 

k=l 

Notar que de (2.19) y (2.20) llegamos a que 

km km jm 

¿ VP(i) S2 = ¿ Vp(i) - ¿ VpU) S2 < Em + Em = 2Em 
~h+l ~1 j=l 

y de (2.18) y (2.21) tenemos 

Ím km 

Í:: Vp(i) + 2:: VP(i) - (St + S2) < 3Em 
i=l i=jm+l 

luego para cada m, reordenamos los vectores 

{ vP(i) : i im + 1, · .. , km} intercambiando los vectores 

{vP(i) : i = Ím + 1, · · · ,jm} con los vectores {vP(i) : i = jm + 1, ···,km} 

Haciendo la reordenación escrita (2.22) quedaría como 

jm 

Í:: Vp(i) - (St + S2) < 3Em 
i=l 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

m 

esto muestra que existe una subsucesión de la sucesión de sumas parciales Í:: Vp(i) 

i=l 

que converge St + S2. Además como S(Í:: v;) =1= 0, v(P(i)) -+O el teorema del reor­
i~I 

denamiento nos permite afirmar que S¡+ s2 Es(¿ V¡). 
i~l 
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Jm 

Figura2.1: 

Faltaría demostrar que si S Es(¿ v¡) entonces St Es(¿ v;), Vt E lR 
i~l i~l 

Pero por la aditividad de S(¿ V¡) ya demostrada tendríamos que para tE z+ y 
i~l 

S Es(¿ v¡) se tiene que St Es(¿ V¡). 
i~l i~l 

Así es suficiente probar para los casos en que tE (0, 1) y t = -1 

Caso tE (0, 1) 

Empecemos con el arreglo P usado para probar la aditividad des(¿ v;) 
i~l 

Fijemos tE (0, 1) 

Y sea Dm = sup{llvP(i) 11: i = jm + 1, ···,km} 

Sea también 

entonces 

km 

Um ¿: Vp(i) 82 Y Wm Um +S2 
i=Jm+l 

km 
¿: Vp(i) - S2 < 2em 

i"=}m+l 

(2.23) 

Así por el lema ll.2 existe una permutación Qm de {PUm+ 1), · · · ,P(km)} y un rm 

entre im + 1 y km tal que 
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rm 

2.: VQm(P(i)) - t(S2 + Um) :;,; Md, 
i=jm+l 

donde M= v4c;_1 +1 

entonces de (2.23) tenemos que 

y por (2.19) se tiene 

Ím rm 

rm 

2.: Vgm(P(i)) - tS2 :;,; M~n + 2em 
i=jm+I 

2.: Vp(f) + L VQm(P(i)) - tS2 < Em +M S, + 2em = 3Em + Md, 
i=l i=jm+l 

Por lo tanto, existe una subsucesión de la sucesión de sumas parciales que converge 

a tS2. Por el teorema del reordenamiento concluimos que tS2 E S(L v¡). 

casot=-1 

Como de (2.19) y (2.20) tenemos que 

entonces 

Ím+l km 

L Vp(i) - L Vp(i) - (O- S2) < &n+l + &n 
i=l i=l 

Ím+l 

L Vp(i)- (-S2) < Em+l + Em 
i=km+l 

luego de esta última desigualdad y de (2.19) se tiene 

Ím Ím+l 

LVP(i)+ L VP(i) (-S2) <Em+t+2em 
i=l i=km+l 

Finalmente el teorema del reordenamiento implica que 

-s2 Es(¿: v¡) 
i~l 

¡;;;:: 1 

• 
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Observación 11.4. Como cualesquiera dos espacios de dimensión finita y de igual 

dimensión son isomorfos, el Teorema de Lévy-Steinitz se cumple en cualquier es­

pacio vectorial real finito dimensional. 

Observación II.5. En el Teorema del confinamiento poligonal el menor valor de 

Cn que satisface (2.6) es llamada la constante de Steinitz de W. 

Trabajando en el teorema del confinamiento poligonal con un espacio vectorial nor­

mado E de dimensión finita y denotando a su constante de Steinitz por S( E) se tiene 

los siguientes resultados: 

• Steinitz probó que S( E)~ 2dim(E). Ver [18] 

• S(E) ~ dim(E). Ver [19] 

• Si dim(E) = 2 S(E) ~ ~- Ver [15] 

• Si E es un espacio euclidiano de dimensión n 

(n + 3)1/2 
entonces S(E) ~ 

2 
. Ver [19] 

v'5 y sin 2 ===*' S(E) = 2 . Ver [15] 

2.3. Reordenaciones en Espacios de Dimensión Infi­

nita 

2.3.1. Contraejemplo de Marcinkiewicz 

Recordemos que el espacio vectorial normado L2[0, 1] está definido por 

L2[0, 1] = {/: [0, 1] --+ R/ fes medible según Lebesgue y 11/lb < oo} 

donde, 11/lb = ( f l/12
) 

112 

J[o,l] 
Ahora consideremos las siguientes funciones en L2 [O, 1]. Aquí XA denota la función 

característica de A, A e: R. 
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X[.! !±!]'y¡ k= -X¡ k, o::¡;; i < oo, o::¡;; k< 2¡ 
~· ~ , 1 

Claramente JJx¡,kJI 2 2-i para cada i, k. Luego 

(xo,o + Yo,o) + (xt,o + Yt,o) + (x1,1 + Yt,t) + (x2,0 + Y2,o) +···=O 

XO,O + (xl,O + Xl, 1 + YO,O) + (x2,0 + X2, 1 + Yl,O) + (x2,2 + X2,3 + Yl,l) + · · · = 1, ver figura 2.2 

Ninguna reordenación converge a la función constante 1/2 porque todas las sumas 

parciales son funciones con valores enteros. Así el conjunto de sumas de la serie 

L:xi,k no es un subespacio afin. 
i,k 

Xo,o 
1 f-----;....., 

o 1 

1 a::2,0 1 

o 1 1 o 
4 

r---"'1 
1 1 
1 1 
1 1 

' 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 ! 
1 1 

1 1 
-

4 2 

1~-"---.., 

o 

X2,1 

1 

1 

2 

1 

o 

Figura2.2: 

1 

1 o 

,...._..... X2,2 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

' 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 t 
1 1 
t 1 
t 1 
t 1 
1 1 

1 3 1 

2 4 

1 

o 

1 

2 

:11.,1 

~ 
1 ' 1 1 

' ' ' 1 
1 1 
1 1 
1 ' 1 1 
1 l 

' 1 
1 1 
t l 
1 1 
1 t 
t t 
1 1 
1 

3 1 

4 
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2.3.2. Algunos Resultados de Reordenaciones en Espacios de 

Banach 

En esta sección definiremos convergencia y reordenaciones de series en espacios de 

Banach así como sus propiedades básicas. En lo que sigue E denotará un espacio 

de Banach real o complejo. 

Definición 11.6. Sea 2:: an una serie de términos en E. 
n~l 

Diremos que una serie 2:: an es convergente si la sucesión de sumas parciales 

m 

(Sm)meJN, Sm = 2:: an, converge en E. En este caso, el límite "S" de la sucesión 
n=l 

co 

de sumas parciales es llamada la suma de la serie y escribimos S = 2:: an. 
n=l 

Ejemplo ll.3. Sea E Co, Co = { ( an) e R : R: an - O} con la norma del supremo. 

Para cada n E lN, sea 

en= (O · .. O 1 O O .. ·) ' ' ' ' ' ' 

una sucesión cuya n-ésima componente vale 1 y cuyas demás componentes vale O. 

Para todo x = (xn)nelN E E, tenemos que 

en efecto, 
m 

x 2:: Xnen = sup lxn! -O cuando m - oo 
n=l n>m 

Así 

Teorema ll.8. Sea "an una serie convergente en E. Entonces lím an O 
L..,¡ n-+CO 
n~l 

Prueba. Sea Sn = a¡ + · · · + an (n E lN). Por hipótesis, existe S= lím Sn. También 
n-+CO 

se cumple que S = lím Sn-1· Así, 
n-+CO 
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• 
Observación 11.6. La recíproca del teorema II.8 es falsa, basta considerar la serie 

¿~. 
n 

n~I 

Teorema II.9 (Criterio de Cauchy para Series). Una serie ¿ an en E es conver­
n~l 

gente si y solo si para todo e > O, existe no E 1N tal que 

S 

2.:: an < e siempre que s ;;:: r ;;:: no 
n=r 

Prueba. 

La condición de que para todo e > O, existe no E 1N tal que 

S 

¿ an < e siempre que s ;;:: r ;;:: no 
n=r 

m 

es equivalente a que la sucesión Sm = ¿ an es una sucesión de Cauchy y como E 

es completo, existe S E E tal que 

Por lo tanto ¿ an = S 
n~l 

n=l 

• 
Teorema 11.10. Sean ¿ an y ¿ bn dos series convergentes en E y a un escalar 

n~l n~l 

(es decir, a E R o a E e ) entonces 

a) ¿ an + bn es convergente. 
n~l 

e) aL: an = L: aan 
n~l n~l 

Prueba. 

Son consecuencias directas de la definición de convergencia de series. • 
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Teorema 11.11. Sea L an una serie convergente en E. Entonces 
n;;:.l 

l:an ~ L ilanll 
n;;:. n;;:.l 

Prueba. 

Si l:n;;:.I llan 11 = oo la desigualdad es obvia. Luego suponiendo que l:n;;:.I llan 11 < oo, 
m 

esto es, 1ím '\""1 an existe. 
m-+00 L....J 

ll=l 
Luego por la desigualdad triangular 

m m 

l:an ~ L llanll, V'mElN 
n=l n=l 

haciendo m-+ oo tenemos el resultado (usando continuidad de la norma). • 

Definición 11.7. Sea Í: an una serie en E. Diremos que L an converge absoluta-
n;;:.l 

mente siL llanll es convergente en R. 
n;;:.l 

Teorema 11.12. E es un espacio de Banach si y solo si toda serie Í: an absoluta-

mente convergente en E es convergente en E. 

Prueba. 

~ Sea (xn)n;;:.l una sucesión de Cauchy enE y 

a¡ llx111 

an+l llxn+l -xnll 

Sea tn = llx1 11 + llxz -x¡ 11 + · · · + llxn -Xn-1 11 

paran> m 

y siendo (xn)n;;:.I de Cauchy entonces esta suma es tan pequeña como quera­

mos para n y m grandes. 

Así (tn)n;;:.I es una sucesión de Cauchy en R. 
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luego (tn)n~ 1 es convergente (R es completo) 

esto es 

llxtll + llx2 - xtll + llx3 - x2ll + · · · es convergente 

lo que nos da la convergencia absoluta de la serie 

de donde, por hipótesis, esta serie converge, digamos a x E E. Luego, dado 

e>Oy 

Sn =X¡+ (x1 -x¡) + ·· · + (xn -Xn-1), 

3 N E N tal que para n ;:::. N 

IISn-xll < t: 

pero Sn = Xn, así Xn - x Luego E es completo. 

m 

==? Sea _¿ an absolutamente convergente y Sm = _¿ an, debemos probar que Sm 
n~l n=l 

es convergente en E. 

Para esto basta probar que Sm es de Cauchy en E (Teorema II.9) 

Paran <p 

I!Sm -Spll = iiap+l + · · · +anll ~ iiap+lll + ·· · + llanll 
00 

~ .Z:: iianll -o 
n=p+l 

Así Sn es de Cauchy. 

• 
Definición 11.8. Una serie 2.:: an en E es incondicionalmente convergente si para 

n~l 

toda permutaciónP: N- N, la serie_¿ ap(n) es convergente enE. 
n~l 
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Una serie de la formaL ap(n) se dice que es una reordenación de la serie 2:: an. 
n~l n~l 

Por el Teorema ll.3 tenemos que convergencia incondicional es equivalente a con-

vergencia absoluta en el cuerpo de los reales. Tal hecho es cierto también en C. En 

efecto, 

Teorema 11.13. Sea L an una serie en 1K = 1R o C, entonces L an converge in-
n~l n~l 

condicionalmente si y solo si L an converge absolutamente. 
n~l 

Prueba. 

+--- Ver Teorema ll.2 trabajando en vez de valor absoluto con módulo. 

---+' Sea L an una serie incondicionalmente convergente en 1K. 
n~l 

Sean an = bn + icn y cp: lN---+' lN una permutación, luego L a(f)(n) converge, 

llamemos a su límite "a". 

Escribamos a = b + ic, entonces 

así L b(f)(n) converge. 
n~l 

m m 

b- L b(f)(n) ~ a-L a(f)(n) , 
n=l n=l 

Como cp fue arbitrario, L bn es incondicionalmente convergente y por el 
n~l 

Teorema ll.3 L bn converge absolutamente. 
n;;;.l 

Finalmente como 

por lo tanto L an converge absolutamente. 
n~l 

• 
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Observación ll.7. Sea RE 1N y 2.: an una serie en JKR incondicionalmente con-
n;;¡:l 

vergente, sea también an = (an,l) · · ,an,R) y cp: 1N ~ 1N una permutación, luego 

2.: aq>(n) converge, llamemos a su límite "a", escribamos a = ( a1, az, · · · , aR) y co­
n;;¡:l 
m o 

m m 

a¡- 2.: aq>(n),i ~ a- 2.: aq>(n) , 
n=l n=l 

concluimos que cada 2.: an,i es incondicionalmente convergente para i = 1, 2, · · · ,R. 
n;;¡:l 

El objetivo ahora es extender el toerema anterior a espacios de Banach reales o 

complejos de dimensión finita. El enunciado es el siguiente: 

Teorema 11.14. En cualquier espacio de Banach real o complejo de dimensión fini­

ta, convergencia absoluta y convergencia incondicional de series son equivalentes. 

Prueba. 

*) Sea 2.: an una serie en un espacio de Banach V que es absolutamente conver­
n;;¡:l 

gente, luego 2.: llan 11 converge en R. Y por el Teorema II.3 2.: llalJ'(n) 11 conver-
n;;¡:l n;;¡:l 

ge para cualquier cp : 1N ~ 1N permutación, así por el teorema II.12 2.: acp(n) 
n;;¡:l 

es convergente, por lo tanto L:n;;¡, 1 an es incondicionalmente convergente. 

*) Sea V un espacio de Banach sobre lK de dimensión finita "m" y sea 2.: an 
n;;¡:l 

una serie en V incondicionalmente convergente, como V es isomorfo a lKm, 

basta probar el resultado para el espacio lKm. Sea 2.: bn una serie incondicio­
n;;¡:l 

nalmente convergente de vectores en lKm. Para cada n E 1N, pongamos 

bn = (bn,l, · · ·, bn,m) 

y por la observación II. 7 para cada 1 ~ j ~ m, la serie 2.: bn,j es incondicio­
n;;¡:l 

nalmente convergente, de donde por el Teorema II.l3 L:n;;¡, 1 bn,j es absoluta-

mente convergente para cada j = 1, 2, · · · , m. 
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Consecuentemente 

.2: JJbnJJ ~ .2: (Jbn,IJ + · · · + Jbn,mJ) = .2: Jbn,IJ +' '' + .2: Jbn,mJ < 00 

n;;:.l n;;:.l 

Por lo tanto _¿ bn es absolutamente convergente. 
n;;:.l 

Observación 11.8. En un espacio normado puede suceder que 

convergencia absoluta ~ convergencia 

en efecto, 

n;;:.l 

• 

una sucesión de números reales se llamará casi nula si existe N E lN tal que an = O, 

Vn >N. Definamos el siguiente conjunto 

CN = { (an) : (an) es casi nula} 

es sencillo probar que CN es un R-espacio vectorial normado con la norma del 

supremo, es decir, l!anl!sup = sup{JanJ,n E lN}. 

Consideremos en ( CN; 11 l!sup) =A la sucesión 

1 
an = (0,0, .. ·, 2 ,O, O,· .. ) para todo n E lN 

~ 
lugar"n" 

Claramente l!anl!sup = ~2 y así 

1 .2: llan l!sup = .2: 2 es convergente 
n 

n;;:.l n;;:.l 

luego .2: an es absolutamente convergente en A. Sin embargo, la serie _¿ an no es 
n;;:.l n;;:.l 

convergente en A, pues 

converge a 
1 1 1 1 1 

S= (l,22' 32,··· 'n2' (n+ 1)2' (n+2)2' ... ) 
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en efecto, 

IIS-SIIsup 
1 1 

sup{I(O,O,··· ,0, (n+ l)2' (n+ 2)2, .. ·)1 :ElN} 

1 ~o 
(n+ 1)2 

Por lo tanto Sn ~ S, pero S~ CN. 

También del Teorema II.l2 podemos afirmar que CN no es completo. 

Observación 11.9. En la prueba del teorema 11.14 (ida) no es necesario que el es­

pacio de Banach V sea de dimensión finita, con ello tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 11.1. Si V es un espacio de Banach real o complejo y ¿ an una serie en 
n;;:.l 

V absolutamente convergente entonces ¿ an es incondicionalmente convergente. 
n;;:.l 

Prueba. 

Es consecuencia directa del Teorema 11.14. • 
Observación 11.10. El recíproco del corolario II.l es falso, en efecto, sea 

1 
an = (0,0, · · ·, ,O, O,···) una sucesión en 

~ 
lugar"n" 

1!2 = {(bn): 2:: lbnl2 < oo} 
n;;:.l 

es sencillo probar que 1!2 es un espacio de Banach real con la norma 

La serie 2:: an no es absolutamente convergente porque 2:: llan ll2 = ¿ ! no es 
n n;;:.l n;;:.l n;;:.l 

convergente. Pero 
00 1 1 1 2:: Gn = ( 1, 2, 3, · · · , ;; , · · · ) 

n=l 

es incondicionalmente convergente en 1!2. 
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Observación ll.ll. El recíproco del Teorema II.14 también es válido, es decir, sea 

V un espacio de Banach donde convergencia incondicional y convergencia absoluta 

son equivalentes entonces V es de dimensión finita. Este resultado fue demostrado 

por Dvoretsky-Rogers (1950) y su demostración se basa en la teoría de espacios 

nucleares de Grothendieck y en la teoría de operadores absolutamente sumantes de 

Pietsch. El lector interesado puede ver [ 4]. 
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CAPÍTULO III 

VARIABLES E HIPÓTESIS 

3.1. Variables de la investigación 

s(¿ xk), donde 2: Xk es una serie de vectores en lRn. 
k:;;¡,l k:;;¡,l 

3.2. Operacionalización de la variable 

VariablE Definición conceptual Definición o pe- Dimen- indicadores 

racional siones 

s(¿xk) Conjunto de sumas Conjunto que -Vacío - Ningún reor-
k:;;¡,l 

de todos los reordena- reúne todos los denamiento de 

mi en tos convergentes reordenaminetos 2: X k converge 

de la serie L:xk en lRn. convergentes 
k:;;¡,l 

k:;;¡,l 

-Un punto - Si 2: Xk es ab-
k:;;¡,l 

solutamente con-

vergente 

- Subespa- - Si L:xk es 

cio afin de 
k:;;¡,l 

condicionalmente 
lRn convergente 

3.3. Hipótesis general e hipótesis específicas 

Hipótesis general 

En lRn hay una manera más accesible de demostrar que 

S(¿ Xk) = subespacio afín de JRn O S(¿ Xk) = 0 
k:;;¡,l k:;;¡,l 
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Y esto falla en espacios de Banach de dimensión infinita. 

Hipótesis específica 

Para demostrar la equivalencia de series incondicionales y absolutas en espacios 

vectoriales reales o complejos de dimensión finita, es necesario usar la hipótesis de 

que también es válido en los números reales o complejos. 
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CAPÍTULO IV 

METODOLOGÍA 

4.1. Tipo de investigación 

La investigación es de tipo científico - teórica y la metodología usada es de tipo 

inductivo-deductivo tratando de ser lo más exhaustivo posible en cada demostra­

ción. 

4.2. Diseño de la investigación 

El presente proyecto de tesis inicialmente está dirigido a mostrar de una manera 

clara que en el espacio vectoria11Rn o algún espacio isomorfo a él se cumple que 

S( ,2.: xk) = { subespacio afin de 1Rn} ó S( ,2.: Xk) 0. Para esto empezamos prime-
k~l k~l 

ro con el teorema del confinamiento poligonal, éste nos dice que para una cantidad 

finita de vectores de norma menor o igual a 1 y de suma O, puede ser reordenada 

tal que ninguna de sus sumas parciales sea mayor que una cierta constante la cual 

depende solamente de la dimensión del espacio vectorial. El segundo paso es de­

mostrar el teorema del reordenamiento, siendo este un ingrediente esencial para la 

demostración del teorema de Lévy-Steinitz, afirmándonos que algún reordenamien­

to de una serie converge a S si una subsucesión de la sucesión de sumas parciales 

de la serie converge a S y la sucesión de términos de la serie converge a O. 

Estos dos teoremas junto con dos corolarios del teorema del confinamiento poligo­

nal concluyen la prueba. 

El teorema de Levy-Steinitz no se cumple más generalmente en espacios de Banach 

de dimensión infinita, ya que gracias a Marcinkiewicz construimos una serie de 

funciones caracteristicas en L2[0, 1 ], donde todas sus reordenaciones convergen a 

números enteros, es decir, el conjunto de sumas no es convexo y así no es subespacio 

afin. 
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Finalmente~ para generalizar el resultado de equivalencia de series absolutas e in~ 

condicionales, fue necesario primero demostrar la equivalencia en el cuerpo de los 

números reales y complejos y trabajar componente a componente. 

4.3. Población y muestra 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto~ no existe población que estudiar, sin 

embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de Rn y espacios de Banach. 

4.4. Técnicas e instrumentos de recolección de datos 

Para la realización de este trabajo de tesis se revisó bibliografia especializada y 

recopilación de información obtenida vía intemet relacionada al tema de interés. 

4.5. Procedimientos de recolección de datos 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó procedimientos de r~ 

colección de datos más que la revisión de bibliografia (libros, páginas web, paper, 

etc.) 

4.6. Procesamiento estadístico y análisis de datos 

Ninguno 
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, 
CAPITULO V 

Resultados 
1) Si reordenamos series absolutamente convergentes, por el teorema II.2 tenemos 

que no se altera la convergencia de la serie original. 

2) Según el Teorema del confinamiento poligonal, existe una permutación de un 

conjunto finito de vectores en lRn de norma menor o igual a uno tal que cualquier 

suma entre ellos, siempre empezando con uno de los vectores, está acotada por 

una misma constante que depende de "n". 

3) Según el Teorema del reordenamiento, para que algún reordenamiento de una 

serie de vectores en Rn converja a un número S, tiene que existir una subsucesión 

de la sucesión de sumas parciales de la serie que converja a S, y que la sucesión 

de los términos de la serie converja a cero. 

4) Si E es un espacio de Banach real o complejo de dimensión finita y L.: an una 
n;:o,l 

serie en E condicionalmente convergente, es decir, una serie que converge pero 

no absolutamente, y como L.: an es una reordenación de si misma entonces por 
n;:o,l 

el teorema de Lévy-Steinitz S(¿: an) = Subespacío a:fin de E. 
n;:o,l 

5) Como en JK = R o C convergencia absoluta de series es equivalente a conver­

gencia incondicional, ver teorema 3.6, gracias al teorema 3. 7 también es válido 

para espacios de Banach reales o complejos finito dimensionales. 
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, 
CAPITULO VI 

Discusiones 
1) Si bien es cierto para series absolutamente convergentes todos los reordenamien­

tos conducen a series que son también convergentes al mismo valor, tal hecho 

es diferente en series condicionalmente convergentes, fácilmente uno puede to­

mar la serie armónica, reordenar y obtener una nueva serie convergente a otro 

número. 

2) Nuestra definición de series condicionalmente convergentes es la siguiente: 

Una serie de números reales converge condicionalmente si esta converge pero no 

absolutamente. Fácilmente uno podría decir que esta es la misma definición para 

series condicionalmente convergentes en espacios de Banach, esto es totalmente 

falso, la definición en general es la siguiente: 

Una serie de vectores en un espacio de Banach es condicionalmente convergente 

si esta converge pero no incondicionalmente. La definición anterior es válida ya 

que como se ha demostrado convergencia absoluta y convergencia incondicio­

nal de series son equivalentes en espacios de Banach reales o complejos finito 

dimensionales. 

3) Tanto el Teorema del confinamiento poligonal como el teorema del reordena­

miento fueron herramientas esenciales para la prueba del Teorema de Lévy­

Steinitz. 
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, 
CAPITULO VII 

Conclusiones 
1) Según el teorema de Riemann, podemos construir reordenaciones de series de 

números reales condicionalmente convergentes y hacerlas converger a cualquier 

número prefijado o hacerlas diverger. 

2) El teorema de Riemann no puede ser extendido a 1Rn. 

3) Como el Teorema de Lévy-Steinitz es válido en 1Rn, éste fácilmente puede ser 

extendido a espacios de Banach reales finito dimensionales. 

4) Del contraejemplo de Marcinkiewicz concluimos que el Teorema de Lévy­

Steinitz falla en espacios de Banach de dimensión infinita. 

5) No siempre convergencia absoluta de series implica convergencia en un espacio 

vectorial normado, ver observación 3.3, tenemos que imponer que el espacio 

sobre el cuál están definidas las series sea completo. 
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CAPÍTULO VIII 

Recomendaciones 
1) Dentro de un.proyecto tan ambicioso como lo fue. éste, siempre se desea que haya 

una mejora continua del mismo; por lo tanto se recomienda a futuros estudiantes 

que tengan interés en el proyecto, en la línea de investigación y en la teoría de 

reordenaciones. 

2) El libro más completo que trata la teoría de series y reordenaciones es el Kadets 

(véase [4]), por lo cual es recomendable su lectura para el mejor entendimiento 

del trabajo. 

3) La prueba original del teorema de Lévy-Steinitz se encuentra en [18], este paper 

solo está disponible en alemán, por lo cual se recomienda la lectura de [16]. 
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ANEXOS 

ANEXO 1: Matriz de consistencia 

PROBLEMA 
Sea Lk:::l xk es una serie de 

números reales 
condicionalmente 
convergente, el teorema de 
Riemann afirma que 
S(Lk:::1 xk)= m. Sabiendo 
esto, preguntémonos: 
¿Será cierto el teorema de 
Riemann en general en mn ? 
Comencemos con un ejemplo 
sencillo en m2 

Consideremos la siguiente 
serie condicionalmente 
convergente 

Lk:::1 G ( -1)k+1, O) luego 

s(:Lk:::1GC-1)k+1,o)) = 
Jh-{0}, no es todo m2

. 

Con esto concluimos que el 
teorema de Riemann falla en 
general en mn, sin embargo, 
Steinitz describe como es el 
conjunto S(Lk:::l xk) en este 
espacio, demostrando lo 
siguiente 

s(~xk) 
= subespacio a fin de !Rl.n ó 

s(I xk) = QJ. .. ...... (*) 
k>l 

Planteamiento del problema 
Lo que se pretende analizar y 
responder son las siguientes 
interrogantes: 
1) ¿Habrá una manera 
accesible de demostrar(*)? 
2) ¿Cuál será la situación 
cuando E es infinito 
dimensional? 

OBJETIVOS 
Objetivo General 
Este trabajo de tesis 
tiene como objetivo 
general dar una 
demostración 
detallada del teorema 
de Lévy-Steinitz, es 
decir, cual es la 
situación de 
S(Lk:::l xk) cuando 
E=mn . Así mismo, 
discutir el teorema de 
Lévy-Steinitz 
inclusive para 
espacios de Banach 
de dimensión infinita. 

Objetivo Especifico 
Como objetivos 
específicos tenemos 
los siguientes: 
1) Familiarizarse con 
los métodos del 
análisis funcional que 
se usarán para la 
prueba del teorema 
de Lévy-Steinitz. 
2) Como el teorema 
de Lévy-Steinitz no 
es muy conocido 
debido a la dificultad 
de su prueba, 
pretendemos 
desarrollarlo de una 
manera entendible. 
3) Hacer más 
conocida la gran 
teoría de 
reordenaciones y 

nuevos mostrar 
resultados en 
espacios de Banach 
de dimensión finita e 
infinita. 

HIPOTESIS 
Hipótesis General 

En mn hay una manera 
más accesible de 
demostrar que 
S(Lh1 xk) = 
subespacio afin de mn 
ó S(Lk2:1 xk) = 0 
Y esto falla en espacios 
de Banach de 
dimensión infinita. 

Hipótesis especifica 
Para demostrar la 
equivalencia de series 
incondicionales y 
absolutas en espacios 
vectoriales reales o 
complejos de 
dimensión finita, es 
necesario usar la 
hipótesis de que 
también es válido en 
los números reales o 
complejos. 

METODOLOGIA POBLACIC 
Tipo 
investigación 

de Por ser 

La investigación es 
de tipo científico -
teórica. 
Método 

la metodología usada 
es de tipo inductivo­
deductivo tratando de 
ser lo más exhaustivo 
posible en cada 
demostración. 
Diseño 
Para la prueba del 
teorema de Lévy­
Steinitz empezamos 
con el teorema del 
confinamiento 
poligonal, éste nos 
dice que para una 
cantidad finita de 
vectores de norma 
menor o igual a 1 y 
de suma O, puede ser 
reordenada tal que 
ninguna de sus sumas 
parciales sea mayor 
que una cierta 
constante la cual 
depende solamente de 
la dimensión del 
espacio vectorial. El 
segundo paso es 
demostrar el teorema 
del reordenamiento, 
siendo este un 
ingrediente esencial 
para la demostración 
del teorema de Lévy­
Steinitz. 
Estos dos teoremas 
junto con dos 
corolarios del 
teorema del 
confinamiento 
poligonal concluyen 
la prueba. 
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nuestro 
trabaja 
netamente 
abstracto, n 
existe 
población 
que estudia 
sin embarg1 
nuestro 
estudio se 
encuentra 
mmerso 
dentro de IR 
y espacios~ 
Banach. 



ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo 

Teorema del 

confinamiento 

poligonal 

Dónde: 
Lema 1: 

lema 1 

lema2 

Teorema de Lévy·Steinitz 

El teorema del 

reordena miento 

Si {vi: i =: 1, ... , m} e IR{n y 11Lf=1 vdl <e, llvdl :::;; e para todo i, 

entonces existe una pennutación P de (1, ... , m) tal que 

llvP(l) + Vp(2) + Vp(3) + ··· + Vp(r)ll:::;; e(Cn + 1) para 1:::;; r :5 m. 

Lema2: 

si {vi: i =: 1, ... ,m} e IR{n, w = Lf=1 vi, O< t < 1,y llvdl < 

e para todo i , entonces existe una pennutación P de (2, ... , m) y un r 

entre 2 y m tal que 
r 

v1 + L Vp(i)- tw < ejcn_12 + 1 
i=2 
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