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RESUl\tiEN 

ESTUDIO DE LAS PROPIEDADES GEOMÉTRICAS DEL 

PROBLEMA DE DOS NIVELES LINEAL-CUADRÁTICO 

KELY DL~'iA VILLACORTA VILLACORTA 

FEBRER0-2007 

Asesor: M. Se. Felipe Antonio Garcia :\loreno 

Título Obtenido: Licenciado en .:\-latemática 

En este trabajo deducimos propiedades geométricas del problema de dos niveles 

lineal-cuadrático, cuando el problema cuadrático puede tener mas de una solución. 

Los resultados obtenidos son e}.."tensiones de propiedades existentes para los proble­

mas de dos niveles lineal y lineal-cuadrático. cuando el problema cuadrático tiene 

una única solución. Entre los resultados imponantes de este trabajo, establecemos 

la caracterización del conjunto viable del problema de dos niveles lineal-cuadrático 

como la unión finita de conjuntos com·e:x:os poliedrales. Probamos también que, si 

el problema de dos niveles lineal-cuadrático tiene solución, entonces ella es alcan­

zada en por lo menos un punto extremo del conjunto viable. Además, mostramos 

que la conexidad del conjunto viable del problema de dos niveles lineal-cuadrático 

continua siendo válida sobre las mismas hipótesis consideradas en el caso lineal. 

PALABRAS CLAVES: 

OPTIMIZACIÓN EN DOS :\"!VELES 

CONDICIONES DE OPTI\IALIDAD KARCSH-KuHN-TUCKER 

PROGRAMACIÓN NO-LI:\"EAL 

CONJUNTOS CONEXOS, CONVEXOS Y POLIEDRA.LES. 
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ABSTRACT 

STUDY OF THE GEOlVIETRIC PROPERTIES OF 

LINEAR-QUADRATIC BILEVEL PROBLEM 

KELY DIANA VILLACORTA VILLACORTA 

FEBRER0-2007 

Asesor: M. Se. Felipe Antonio Garcia \Ioreno 

Obtained Degree: Licenciado en :\Iatemática 

In this disserta<;ao we deduce geometric propenies of the linear-quadratic bilevel 

problem, when the solution set of the quadratic problem can be not a singleton. 

The obtained results are extensions of existing properties for the linear and linear­

quadratic bilevel problems, when the quadratic problem has only one solution. 

Among the important results of this dissertation, we establish the characteriza­

tion of the feasible set of the linear-quadratic bileYel problem as a finite union of 

poliedral convex sets. We also prove that, if the linear-quadratic bilevel problem 

has solution, then it is reached in at least one extreme point of the feasible set. 

Moreover, we show that the conexity of the feasible set of the linear-quadratic 

bilevel problem remaines valid under the same hypotheses considered in the linear 

case. 

KEYWORDS: 

BILEVEL OPTIMIZATIO~ 

KARUSH-KUHN-TUCKER OPTI1IALITY CO:\"DITIONS 

NON-LINEAR PROGRA.:M1II~G 

CONECTED, CONVEX A:\"D POLIEDRAL SETS. 
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Notaciones 

s++ 
N 

.9'(JRN) 

llxll = J(x,x) 

B(a; r) 

int(A) 

ri(A) 

el( A) 
aff(A) 

conv(A) 

/Jf(u) 

\1 f(x) 

Im(r) 

Dom(r) 

Gr(r) 

V(P) 

sol(P) 

PDN 

PDNL 

PDNLC 

PDNLC+ 

El conjunto {(x1 , ... , x 1v) E IRN : Xi 2:: O Vi= 1, .. , N}. 

El conjunto {(x1 , ... , XN) E RN : Xi >O Vi= 1, .. , N}. 

El conjunto de todas las matrices simétricas y semidefinidas 

positivas de orden X x N. 

el conjunto de todas las matrices simétricas y definidas 

positivas de orden 1.V x N. 

Conjunto de las partes de RN . 

Norma asociada al produto interno en JRN. 

El conjunto {x E R_v: !1 x-a 11 < r}. 

Interior topologico del conjunto A e JRN. 

Interior relativo del conjunto A. 

Cerradura de conjunto A. 

Intersección de todos los subespacios conteniendo A. 

Interseción de todos los conjuntos convexos conteniendo A. 

Subdiferencial de la función f en u. 

La gradiente de la función f en x. 

Imagen del operador r. 
Domínio del operador r. 
Gráfico del operador r. 
Valor óptimo del problema P. 

Conjunto solución del problema P. 

Problema de dos niveles. 

Problema de dos niveles lineal. 

Problema de dos niveles lineal-cuadrático. 

con el seguidor convexo. 
Problema de dos niveles linear-cuadrático, 

con el seguidor estrictamente convexo. 
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Intro,d ucción 

El problema de dos niveles es un problema de optimización (líder) donde la 

región viable incluye el conjunto solución de un otro problema de optimización 

(seguidor). Esta formulación modela problemas de decisión jerárquicos, donde las 

acciones del líder delimitan las posibilidades del seguidor, más son también influ­

enciadas por las reacciones de este. Este problema ha sido extensamente estudiado 

en la literatura, vea por ejemplo para el caso lineal-cuadrático [30, 47] y en general 

[1, 7, 9, 10, 13, 15, 18, 24, 39, 41, 46]. 

Resaltamos que la estructura jerárquica de este tipo de problema lleva a la 

no-convexidad de su conjunto viable, dificultando así su resolución. En particular, 

el problema de dos niveles lineal (PD:\'L), donde todas las funciones envueltas 

son lineales, han recibido mayor atención, pues sus propiedades y características 

geométricas están muy relacionadas con las de un problema clásico de programación 

lineal. 

En el presente trabajo estudiamos el problema de dos niveles lineal-cuadrático 

(PDNLC), cuya estructura difiere de PD:\'L al considerar el seguidor siendo un 

problema cuadrático convexo y así la existencia de mas de una solución del seguidor. 

Este trabajo es organizado como sigue: 

En el Capítulo 1, presentamos la teoría básica para la mejor comprensión y 

desarrollo de esta tesis, donde los resultados son solamente enunciados, pero, de­

bidamente referenciados. 

En el Capítulo 2, el problema de dos niveles es presentado en su forma más 

general, con la finalidad de recopilar propiedades geométricas relativas a él. 

En el Capítulo ,3, estudiamos el problema de dos niveles lineal y resaltamos las 

principales propiedades y características geométricas que surgen naturalmente de 

la linealidad de todas las funciones envueltas en él. 
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En el Capítulo 4, damos nuestra efectiva contribución, deduciendo propiedades 

geométricas para el problema de dos niveles lfu.eal-cuadrático convexo y las com­

paramos con los resultados existentes para el PDNLC, cuando el seguidor tiene una 

única solución. 

En el Capítulo 5, presentamos algunos algoritmos existentes en la literatura que 

resuelven el problema de dos niveles lineal-cuadrático. 

Finalmente, presentamos nuestras conclusiones. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo, presentamos los fundamentos teóricos para una mejor com­

prensión de esta tesis. Recordando algunas definiciones y propiedades básicas, en­

fatizamos sobre las definiciones y propiedades relativas a las aplicaciones punto­

conjunto y las condiciones de optimalidad de un problema de minimización con 

restricciones de desigualdad. 

Reunimos aquí un número de resultados que son importantes en los próximos 

capítulos, los cuales son presentados a fin de que puedan ser aplicados directamente 

al contexto en el que estamos interesados. Por una razón similar, consideramos 

solamente aquellos resultados que son relevantes para el trabajo actual. 

1.1. Definiciones y propiedades básicas 

Definición 1.1.1 [13, pág. 363] Un conjunto X ~ JR.N es dicho conexo cuando 

no puede ser escrito como la unión de dos conjuntos A~ JR.N y B ~ JR.N no vacíos 

y abiertos, tales que 

An(cl(B))=0 y Bn(cl(A))=0. 

La conexidad de un conjunto está relacionada' intuitivamente a la idea de con­

tinuidad. De hecho, un conjunto X es conexo si para cada par de puntos de X, 

existe siempre un "camino continuo" contenido en X uniendo este par de puntos. 

Definición 1.1.2 [50, pág. 362] Sea X ~ JR.N un conjunto, x E X es un punto 

extremo de X si no existen x1 y x2 E X, x1 =f. x2 y a E (0, 1), tales que x = 

ax1 + (1- a)x2 • 
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Definición 1.1.3 [36, pág. 162] Sea X ~ iN un conjunto convexo. Una cara de 

X es un subconjunto convexo X' de X que satisface la siguiente condición: si x 1
, 

x2 E X y (1- a)x1 + ax2 E X' para algún a E (0, 1), entonces xl, x2 E X'. 

Observemos que, el conjunto vacío y el propio X también son caras de X, 

además, c8.da cara de dimensión cero de X satisface la Definición 1.1.2, luego estas 

caras son los puntos extremos de X. 

Propiedad 1.1.1 [36, pág. 172] Si un conjunto convexo es un poliedro, entonces 

sus caras también son poliedros. 

En este caso, el número de caras es finito: y los puntos extremos son llamados 

vértices. Resaltamos que los vértices de una cara son vértices del conjunto original. 

Propiedad 1.1.2 [36, Corolário 19.1.1: pág. 172] Un conjunto convexo tiene como 

máximo un número finito de puntos extremos y direcciones extremas. 

Definición 1.1.4 [36, pág. 51] Sean f: Rs-.. R una función y i E JRN. 

i)j es semicontinua superior en x: si tenemos que lím f(xk) ~ f(x) para 
k-oc 

cada secuencia {xkhe~ ~ R_N convergiendo a i, y el limite de la secuencia 

{f(xk) heN existe. 

ii) f es semicontinua inferior en X: si tenemos que lím f(xk) ~ f(x) para 
k-oc 

cada secuencia {xkhe~ ~ :R_N convergiendo a i, y el limite de la secuencia 

{f(xk)heN existe. 

Propiedad 1.1.3 Una función f es continua en i si, y solamente si, f es semi­

continua superior y semicontinua inferior en i. 

1.2. Aplicaciones punto-conjunto 

Esta sección trata de las aplicaciones punto-conjunto, también denominadas 

funciones multivaluadas o multifunciones. 

A seguir presentamos los resultados y propiedades encontrados en [5, 6, 34, 38]. 
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Definición 1.2.1 [6, pág. 2o] Una aplicacidn punto-conjunto A de JRN a JRM, que 

denotaremos por A : JRN - &'(lR''4 ), es una aplicación que asocia a cada punto 

X E JRN un subconjunto A(x) de JRM. 

Observación 1.2.1 Cuando A se reduce a un único elemento, entonces A es una 
' . 

aplicación en el sentido clásico o punto-punto y se denota A( X) = y o A( X) = {y}' 

en este caso usamos la notación A : Rv - R·u. 

Las aplicaciones punto-conjunto aparecen naturalmente en muchas áreas de la 

matemática, como por ejemplo en la optimización. Un ejemplo clásico es el sub­

diferencial de una función convexa no-diferenciable: esto es 

O f : iR N - 9(RN) 

x f--+ af(x), 

donde af(x) = {z E JRN: j(w);:.::: f(x) 7 (z, IL'- x) "fw E JRN}. 

En relación a una aplicación punto-conjunto: tenemos: 

Definición 1.2.2 [6, pág. 20: 21] Sea"\: Rs- 3'(R'"1 ). 

i) El gráfico de A es el subconjunto del espacio producto JRN x jRAI definido por 

Gr(A) := { (x, y) E .R·v x R·H :y E A(x) }. 

ii) El dominio de A es dado por 

Dom(A) := {x E R-": A(x) =¡f0}. 

iii) La imagen de A es de la forma 

Im(A) :={y E JRM: 3x tal que y E. A(x)} = U A(x). 
xE:<N 

iv) La inversa A-l de A es la aplicación punto-conjunto de JRM en JRN definida 

por 

x E A - 1(y) ~y E A(x) ~ (x, y) E Gr(A). 

5 



por 

Sea X~ JR.N, denotamos por Alx la restricción de la aplicación A en X, definida 

{ 

A(x) si x E X, 
A!x := 

0 si x rt X. 

En la Figura 1.2.1 ilustramos el gráfico, el dominio y la imagen de una aplicación 

punto-conjunto A : lR. ~ 9(1R). Ilustramos también, la imagen de A en un punto 

x E Dom(A) y la imagen de la aplicación inversa A-l en un punto ü E Im(A). 

1::.::::::::::::::::::.:::::···::::::.:·:·::.·:.:···:··.:.:.::::·:··: ....... . 

ü 

1 1 .......... . . ...... ~. ~- ...... ·:· ..... . 
. . . . . . ...... -:- .. -... : ........ ~-

• Im(A) • A(x) • Gr(A) • X
1
(Ü) • Dom(A) 

Figura 1.2.1: 

Definición 1.2.3 [38, ejemplo 9.57, pág. 399} Una aplicación A : JR.N ~ 9(JR.M) 

es poliedral por partes, si su gráfico Gr(A) es igual a la unión de un número 

finito de conjuntos convexos poliedrales. 

Definición 1.2.4 [6, Definición 1.4.1, pág. 21} Una aplicación A : JR.N ~ 9(Ri\á) 

es semicontinua superior (ses) en x E Rs si para cualquier conjunto abierto 

Y s; JR.M, con Y .2 A(x), existe una vecindad de i, V(x), tal que 

A(x) ~Y, 'íl x E V(x). 

Decimos que, la aplicación A es ses en JRN si esta es ses en cada x E JRN. 
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Definición 1.2.5 [6, Definición 1.4.2~ pág. 22] Una aplicación A: JRN ~ Y'(JRM) 

es semicontinu.a inferior ( sci) en x E iR N si para cualquier conjunto abierto 

y~ JRM, con y n A(x) =f. 0, existe una vecindad de x, V(x), tal que 

A(x) n Y i= 0, V x E V(x). 

Decimos que, la aplicación A es sci en Rs si esta es sci en cada x E JRN. 

Ilustramos a seguir las definiciones de sem.icontinuidad superior e inferior. 

Ejemplo 1.2.1 Consideremos las apl·icaciones punto-conjunto A1, Az : R ~ 

Y'(JR), definidas de la siguiente forma 

{ 

[1, ~] si x =f. -1, 
A1(x) := 

[ 1, 2) si x = -l. { 

[1, 2] si x i= -1, 
_\z(x) := 

[1, ~] si x = -l. 

Observamos que a aplicación A1 es ses en :i, mas no es sci en x = -1, pues existe 

un conjunto abierto Y=(~, 2) tal que Y.:_\( -1) =f. 0, pero para toda vecindad de 

-1, V( -1), tenemos que y n A(x) = 0 para cada X E 1/( -1) (vea Figura 1.2.2). 

Por otro lado, A2 es sci en R, mas no es ses en x = -1, pues existe un conjunto 

abierto Y= (1-E, 2+E), con O< E< 2, tal que.\( -1) ~Y, pero para toda vecindad 

de -1, V(-1), tenemos que A(x) ~Y para cada x E V(-1) (vea Figura 1.2.3). 

2 

3 
~----~-----+2------------

1 

-1 

. Figura 1.2.2: Gráfico de la aplicación A1 . 

En el ejemplo anterior puede ser observado también que la caracterización de 

aplicaciones continuas por medio de secuencias no es válida en general para el caso 

punto-conjunto, esto es, si una aplicación A ·es punto-conjunto y es ses (sci) en 
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-1 

Figura 1.2.3: 

2 

3 
2 

1 

Gráfico de la aplicación A2 • 

x, dada una secuencia {xk}.:.:E~i: con xk - x, no significa que A(xk) converge a 

A(x). Por esta razón, el concepto de continuidad para aplicaciones punto-conjunto 

es dada a seguir. 

Definición 1.2.6 [6, pág. 22] Una aplicación "\ : R_N - Y'(iRM) es dicha con­

tinua en x si esta es ses y sci en i. Decimos que, la aplicación A es continua en 

iR N si esta es ses y sci en :is. 

Cuando A se reduce a una aplicación punto-punto, es decir A : iR N - jRAJ, 

el concepto de semicontinuidad superior, semicontinuidad inferior y continuidad 

coinciden. 

Definición 1.2. 7 [6, Definición 1.4.3, pág. 22] Una aplicación A : JRN - Y'(iRM) 

es cerrada en x, si para cualquier par de secuencias { xkhEN ~ iR_ N y {ykheN ~ 

iR M, tenemos que 

Decimos que, la aplicación A es cerrada en R.v. si esta es cerrada en cada x E 

iRN. 

Si una aplicación A es punto-punto y cerrada, esto también equivale a la con­

tinuidad de A (vea Definición 1.1.4). 
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Ejemplo 1.2.2 Consideremos la aplicación punto-conjunto A3 lR ~ 9(1R) 7 

definida de la siguiente forma 

[ ~' +oo) si x >O, 

A3(x) := ( -oo, O] si x = O, 

[~,O] si x <O. 

Figura 1.2.4: Gráfico de la aplicación A3. 

Observamos que ella es cerrada en R. Pero, haciendo un análisis similar a la 

hecha en el ejemplo anterior, concluimos que A3 no es ses ni sci en x = O. 

Definición 1.2.8 [6, Definición 1.4.4, pág. 22] Una aplicación A: JRN ~ &'(JRM) 

es localmente limitada en x 7 si para alguna vecindad de x, V ( x) 7 el conjun­

to U A(x) es limitado. A es llamada de localmente limitada en JRN si esta es 
xEV(x) 

localmente limitada en cada x E JRN. 

De la definición anterior observamos que, si A es localmente limitada en x, 
entonces el conjunto A(x) es limitado. 

Los próximos resultados relacionan los conceptos de aplicaciones semicontinuas 

superiores, cerradas y localmente limitadas. 

Teorema 1.2.1 [6, Teorema 1.4.1, pág. 23] Supongamos que la aplicación A : 

JRN ~ &'(JRM) es ses en x y A(x) es un conjunto cerrado. Entonces A es cer­

rada en x. Recíprocamente7 si A es localmente limitada y cerrada en x 7 entonces A 

es ses en x. 
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Observemos que, si A es cerrada en x, entonces A(x) es un conjunto cerrado. 

Teorema 1.2.2 [6, Teorema 1.4.2, pág. 23] Sean una aplicación A : JRN --+ &'(JRM) 

ses y un conjunto X compacto en JRN. Entonces A( X) es compacto. 

Corolario 1.2.1 [6, Corolario 1.4.1, pág. 23] Sea una aplicación A: JRN--+ &'(JRM) 

cerrada. Entonces A es localmente limitada en x si, y solamente si, A(x) es limitado. 

Proposición 1.2.1 [34, Lema 2.1, pág. 460] Sz una aplicación A : JRN --+ &'(JRM) 

es ses y A(x) es un conjunto conexo para cada x E JRN, entonces la imagen de A, 

Im(A), es un conjunto conexo. 

1.3. Criterios de optimalidad en programación 
matemática 

En esta parte presentamos condiciones de optimalidad necesarias y suficientes 

para el Problema de Minimización: 

(P_vf) rnín B(x) 
X 

(1.1) 

s. a: 

h(x) :::; O. (1.2) 

donde 8 : JRN --+ JR y h : R_-V --+ R:\l. 

Con respecto a este problema tenemos la siguiente definición. 

Definición 1.3.1 Dado el P Ji los siguientes conceptos son establecidos: 

i) La región viable es dada por 

X := {x E Rn: h(x) :::; 0}, (1.3) 

también llamada de conjunto viable o conjunto de restricciones. 

ii) Un punto x es viable, si x E X. 

iii) Un punto x E X es solución del problema, si 

B(x) :::; B(x) para todo x E X. 

La solución del problema es también denominada de solución global. 
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iv) Un punto x E X es solución local del problema, si existe una vecindad de x, 

V(x), tal que 

e(x) ::; e(x) para todo x E X n V(x). 

v) El conjunto solución es definido por 

sol(PJI) := {x E IRN: x es solución de PM}. 

A seguir presentamos algunos resultados con respecto al conjunto solución del 

problema P M. 

Teorema 1.3.1 [33, Teorema 5.2.1, pág. 72] Sean X ~ JRN un conjunto convexo 

y e una función convexa en X. Entonces, sol( P Jvf) (el curil puede ser vacío ) es 

convexo. 

Teorema 1.3.2 [33, Teorema 5.2.2, pág. 73] Sean X un conjunto convexo y x 

una solución del problema PAI. Si e es una función estrictamente convexa en x, 

entonces sol( P M) = x . 

Teorema 1.3.3 [26, Teorema Frank-\Volfe ] Sean X un conjunto poliedral y e una 

función cuadrática convexa. Si ínf{e(x) : x E X} es finito, esto es, e es limitada 

inferiormente en X, entonces sol(P~vJ) =f. 0. 

Para obtener condiciones necesarias de optimalidad para el problema P M pre­

cisamos de ciertas condiciones sobre el conjunto viable X, las cuales son usualmente 

conocidas como condiciones de calificación o condiciones de regularidad 

(vea [11, 33, 41]), para garantizar, por ejemplo, que las soluciones de PM no se 

encuentren en una punta (vea figura 1.3.5(a)) ni la región viable sea formada por 

un único punto (vea figura 1.3.5(b)). 

A seguir citaremos algunas condiciones de calificación para el análisis de opti­

malidad de P M (vea [33, pág. 78-79, 102-103]). 

i) Decimos que h satisface la condición de calificación de Slater (sobre JR.N), 

si h es una función convexa en JR.N y existe un x E JR.N tal que h(x) < O. 
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(a) (b) 

Figura 1.3.5: 

ii) Decimos que h satisface la condición de calificación de Karlin (sobre JRN), 

si h es una función convexa en R_v y no existe un y E JR~f tal que 

y Th(x) ~O para todo x E IRN. 

iii) Decimos que h satisface la condición de calificación estricta (sobre JRN), 

si h es una función convexa en R_N y X contiene por lo menos dos puntos x 1 

y x2
, con x1 =f. x2

, tal que h es estrictamente convexa en x1
• 

iv) Decimos que h satisface la condición de calificación de Kuhn-Tucker en 

x E X, si h es diferenciable en x y si para cada y E IR M, \1 h I ( x) y ::; O implica 

que existe una función e : [0, 1] ___.. RY tal que 

l. e(O) = x, 

2. e(r)EX, VrE[0,1], 

3. e es diferenciable en r =O, y 

d ~~) = ,By, para algún {3 > O 

donde I := {i: hi(x) =O, i = 1, 2, ... ,~vi}. 
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v) Decimos que h satisface la condición de calificación Arrow-Hurwicz­

U zawa en x E X, si h es diferenciable en x y si existe algún z E JRN tal 

que 

Y'hv(x)z ~O, Y'hu(x)z >O, 

donde V:= {i: hi(x) =O, y hi es cóncava en x}, 

U:= {i : hi(x) =O, y hi no es cóncava en x}. 

vi) Decimos que h satisface la condición de calificación convexa reversa en 

x E X, si hes diferenciable en x y si, para cada i E I = {i: hi(x) =O, i = 

1, 2, ... ,M}, o hi es cóncava en x o hi es lineal en JRN. 

Lema 1.3.1 [33, Lema 5.4.6, pág 79] La condición de calificación de Slater y la 

condición de calificación de Karlin son equivalentes. La condición de calificación 

estricta implica las condiciones de calificación de Slater y K arlin. 

Lema 1.3.2 [33, Lema 7.3.6, pág 103] 

1. Si h satisface la condición de calificación convexa reversa en x, entonces h 

satisface la condición de calificación Arrow-Hurwicz- U zawa en x. 

2. si h satisface la condición de calificación convexa reversa en x, entonces h 

satisface la condición de calificación de Kuhn- Tucker en x. 

3. Sea h una función convexa en JRN y diferenciable en x. Si h satisface la condi­

ción de calificación de Slater o de K arlin o la condición de calificación estric­

ta en JRN, entonces h satisface la condición de calificación Arrow-Hurwicz­

Uzawa en x. 

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias de optimalidad para 

el problema P M. 

Teorema 1.3.4 [33, Teorema 7.3.7, pág 105] Sea x una solución local o global de 

P M. Supongamos que e y h son funciones diferenciables en x, y h satisface una 

de las siguientes condiciones de calificación: 

1. Kuhn- Tucker en x, 

2. de Arrow-Hurwics-Usawa en x, 
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3. de convexa reversa en x, 

4. de Slater en IRN, 

5. de K arlin en IRN, 

6. estrictamente convexa en R.v. 

Entonces, existe un ü E !Rm tal que (x, u) es solución del siguiente sistema 

ve(x)-:- uTvh(.r) =o 

h(E) ::; O 

üTh(E)=O 

ü 2: o. 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

Las ecuaciones (1.4)-(1. 7) son conocidas como las condiciones de Karush­

Kuhn-Tucker (KKT). 

El siguiente teorema establece las condiciones suficientes de optimalidad para 

el problema P 1\11. 

Teorema 1.3.5 [33, Teorema 7.2.1, pág 94] Sea X E IRN. Supongamos que e y h 

son funciones convexas y diferenciables en E. Si (i, ü) es una solución del sistema 

(1.4)-(1.7), entonces x es solución de PJJ. 
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Capítulo 2 

Problema de Dos Niveles 

El objetivo de este capítulo es presentar la formulación general del problema 

de programación en dos niveles (PD.\") y sus características. En la sección 2.1, 

formulamos el problema de dos niveles, introducimos definiciones, convenciones y 

notaciones a ser utilizadas, además, presentamos resultados referentes al conjunto 

viable del problema y los ilustramos mediante ejemplos. En la sección 2.2, estudi­

amos las relaciones entre el PDN y su problema relajado y por útimo, en la sección 

2.3, analizamos el problema de Stackelberg y la relación existente con el PDN. 

2.1. El Problema 

El Problema de Dos "\"iveles (PD~) es un problema de optimización matemática 

donde las variables son divididas en dos vectores x y y, como definido a seguir. 

(PD:'\) mín h(x, y) 
x,y 

s. a: 

91 (X, Y) ::; Ü 

y es solución de 

mín h(x., y) 
y 

s. a: 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

donde X E JR•\ Y E JRm, JI, J2 : JRn X lRm---+ R, 91 : lRn X JRm---+ JR.q, 92 : JRn X lRm ---+ 

JRP. 

Así, x es denominada la variable del líder (o nivel superior) y y es la variable del 

seguidor (o nivel inferior). Del mismo modo, 91 ( x, y) ::; O y 92 ( x, y) ::; O representan 
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respectivamente las restricciones del líder y del seguidor. La función h(x, y) es 

llamada de función objetivo del líder; mientras que h(x, y) es la función objetivo 

del seguidor. 

Una razón para el interés en este problema es que muchos problemas de de­

cisión jerárquicos pueden ser modelados como problemas de dos niveles. Esto es, 

se atribuyen explícitamente a cada agente una función objetivo y un espacio de 

decisión, el sistema es definido por un conjunto de restricciones que puede afectar 

total o parcialmente cada agente. 

Los casos particulares de PDX más estudiados en la literatura son: 

• PDNL - problema de dos niveles lineal, donde todas las funciones envueltas 

son lineales y afines, vea como referencias [1, 13, 18, 29, 39]. 

• PDNLC- problema de dos niveles lineal-cuadrático, donde las funciones J¡, 

g1 y g2 son lineales y h es cuadrática convexa en y, vea como referencias 

[30, 47]. 

• PDNC- problema de dos niveles cuadrático, donde h y h son cuadráticas y 

91 y g2 son lineales, vea como referencias [10, 46]. 

El grado de dificultad de resolución de un programa de dos niveles es fácilmente 

conferido por la propiedad :\"P-Difícil. Calamai y Vicente propusieron en [17] una 

técnica para generar ejemplos de PDXL y PDXLC con un número exponencial de 

mínimos locales. Vicente en [44, Capítulo 5] probó que la simple verificación de la 

optimalidad local de un programa de dos niveles lineal es NP-Difícil. 

En este trabajo concentramos nuestra atención en los dos primeros tipos de 

problemas, es decir el PDNL y PD:\"LC. 

La siguiente definición pretende clasificar conjuntos que desempeñan un papel 

importante en la teoría de la programación en dos niveles. 

Definición 2.1.1 Dado el PD~, los siguientes conceptos son establecidos: 

i) El conjunto viable relajado es dado por 

W := {(x, y) E Rn X IRm: g¡(x, y) :::; O, 92(x, y) :::; 0}. (2.4) 
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ii) Sea la aplicación O : JRn....:. &'(Rm) definida por 

O(x) := {y E Rm : 92(x, y) ::; O }. (2.5) 

Para cada x E IRn, O(x) es el conjunto viable del seguidor. 

iii) Sea la aplicación Y : 1Rn -¡. &'(Rm) definida por 

Y(x) := argmín{ h(x, y) : y E O(x) }. (2.6) 
y 

La imagen Y ( x) es el conjunto solución del seguidor, para cada x E IRn. 

También llamado de conjunto reacción del seguidor (vea [19]). 

iv) El conjunto viable de PD\" es dado por 

\lf := {(x, y) E Rn x Rm: g1(x. y) ::; 0, y E Y(x)}. (2.7) 

Este conjunto es también conocido como región inducida del problema 

(vea (19]). 

v) El conjunto solución de PD\" es dado por 

\lf* := argmín{ J¡(x, y) : (x, y) E \lf }. 

Consideremos el siguiente problema: 

(PR) mín f¡(x.y) 
x,y 

s. a: 

91 ( I: Y) ::; 0 

92(x, y) ::; O. 

El conjunto W es el conjunto viable de este problema y vV* 

(2.8) 

argmín{J¡(x,y) : (x,y) E \V} es el conjunto solución de PR. Este problema 

es llamado de Problema Relajado de PD:\". 

El siguiente ejemplo ilustra los problemas y conjuntos anteriormente definidos. 
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Ejemplo 2.1.1 Consideremos el problema 

(El) rnín f¡(x,y) = (x- 2)2 +(y- 2) 2 

x,y 

y 
2 

s. a: 
y es solución de 

rnín h(x, y) =y 
y 

s. a: 
(x- 1)2 ~(y- 1)2 < 1 (I) 

-x ~(y- 2)3 < -1 (II) 

X - y3 < l. (III) 

... 71. 

II~ 

Figura 2.1.1: 

Tenemos que, el conjunto viable relajado es dado por 

W =· {(x, y) E IR x IR: (x -1)2 +(y -1)2
::::; 1, -x +(y- 2)3

::::; -1, x- y3
::::; 1}, 
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que corresponde al conjunto no-convexo limitado indicado en la Figura 2.1.1. Así, 

para cada x E IR, el conjunto viable del seguidor es 

O(x) = {y E IR: (x- 1)2 +(y- 1)2 ~ 1, -x +(y- 2)3 ~ 0, x- y3 ~ 1}. 

Para cada x, O(x) resulta 

n(x) -

[1-y'1-(x-1)2 ,2-'-ijx-1] si0~x~1, 

[ {/x- 1, 1 + y'1- (x- 1)2] 

0 

si 1 ~ x ~ 2, 

caso contrario, 

como puede ser observado en la Figura 2.1.1. 

En consecuencia, el conjunto solución del seguidor Y ( x) = arg mín {y : y E 
y 

O(x)} es dado por 

y 
2 

1 

1 - y' 1 - (X - 1 )2 Si 0 ~ X ~ 1, 

Y(x) = {/x -1 si 1 ~ x ~ 2, 

0 caso contrario. 

a.= O 

0.=0.04 

a.= 3-2-/2 

a.=0.44 

a.=l 

2 X 

-·- Gr(T) = 'í' ':iJ W 

Figura 2.1.2: 

Como no existen restricciones en el nivel superior, sigue que 

'l1 - { (x, y) E lR x lR.: y E Y(x)} = Gr(Y) 
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donde 

\l/ 1 - { (x, y) E JR X JR: y= 1- Jl- (x- 1)2 , 0:::; X:::; 1 }, 

\l/2 = { (x, y) E JR X JR: y= -?/x- 1, 1:::; X:::; 2 }· 

Así, el gráfico de la aplicación Y y el conjunto viable de (El) son iguales, y son 

representados en la Figura 2.1.2. Luego, el problema (El) 

puede ser escrito como 

mín (x- 2)2 +(y- 2) 2 , 
(x,y)EW 

mín { mín (x- 2)2 +(y- 2) 2
, mín (x- 2)2 +(y- 2) 2

} = 
(x, y)EIJI1 (x, y)EW2 

mín {5, 1} =l. 

Por tanto, \ll* = (2, 1), con valor óptimo V(El)= l. 

En la Figura 2.1.2 también son interpretadas gráficamente las curvas de nivel 

de h ( x, y), esto es, el conjunto 

Ca - {(x, y) E lR2
: fi(x, y)= a} 

{(x,y) E JR2 : (x- 2)2 +(y- 2)2 =a}, 

para a = O, 0,04, 3 - 2v'2, 0,44 y l. 

Por otro lado, el problema relajado asociado a (El) está dado por 

mín h(x, y)= (x- 2) 2 +(y- 2)2 

x,y 

s. a: 
(x- 1)2 +(y- 1)2 :::; 1 

X - (y - 2) 3 2: 1 
x-y3 :::; 1 

siendo su conjunto solución W* = (1 + ..;¡, 1 + ..;¡.) con V(PR) = 3- 2J2. 

Una característica importante en la formulación del problema de dos niveles es 

el posicionamiento de las restricciones, es decir, es diferente que un conjunto de 

restricciones a(x, y) :::; O se encuentre en el nivel superior o en el nivel inferior de 

PDN. El próximo teorema establece la relación existente entre los problemas PDN1 

y PDN2, siendo: 
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(PDN1) 

mín f¡(x, y) 
x,y 

s. a: 

g1(x, y) ~O 
a(x, y) ~O 

y es solución de 

P¡(x) s. a: 

(PDN2) 

mín h(x, y) 
x. y 

s. a: 

g¡(X, y) ~ 0 

y es solución de 

mín h(x, y) 
y 

P2(x) s. a: g2(x, y) ~O 
{ 

m¿n f:.(x,y) 

g2(x, y) ~O, a(x, y) ~O, 

con a : JR.n x JR.m ---+ lR8
• Denotando por 

W¡ = { (x, y) E lRn X JR.m : 

W2 = {(x,y) E JR.n X JR.m: 

g1 (x, y)~ O, a(x. y)~ O, y es solución de P1(x) }• 

g1(x,y) ~O, y es soluciónde P2(x)} 

los conjuntos viables de PD\"1 y PD\"2 , respecth-amente, tenemos el siguiente re­

sultado. 

Teorema 2.1.1 [44, Teorema 2.3, pág. 13] Si h(x, ·), g2(x, ·) y a(x, ·) son fun­

ciones convexas y diferenciables en y para todo x y g2(x, ·) satisface alguna condi­

ción de calificación apropiada para cada x fijo (vea la sección 1.3), entonces 

wl ~ w2. 

Cuando el conjunto de restricciones a ( x, y) ~ O solo depende de x, esto es, 

a(x, y)= a(x) para todo x E Rn, estos conjuntos son iguales. 

Proposición 2.1.1 Supongamos que las hipótesis del teorema anterior son válidas 

y a(x, ·) = a(x) para todo X E Rn. Entonces_. W¡ = w2. 

Prueba: Por el Teorema 2.1.1, sigue que W1 ~ W2 . 

Recíprocamente, suponiendo que a(x, ·) = a(x), 'ilx E lRn, y desde que g2(x, ·) 

satisface alguna condición de calificación, tenemos que las condiciones de KKT de 

los problemas P1 ( x) y P2 ( x) son las mismas, luego, dado x, toda solución y de P2 ( x) 

es solución de P1 ( x). 

Así, (x, f¡) E 'lt2 implica que 

g¡(x, fí) ~O, a(x) ~O y f¡ soluciona P¡(x). (2.9) 
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• 

El siguiente corolario es un resultado inmediato del Teorema 2.1.1 y Proposición 

2.1.1. 

Corolario 2.1.1 Si las restricciones del nivel superior del problema PDN solo en­

vuelven la variable del líder x, es decir g1 ( x, ·) = g1 ( x) para cada x E IRn, entonces 

el problema PDN es equivalente al problema de dos niveles obtenido por la trans­

ferencia de estas restricciones para el nivel inferior. 

Observación 2.1.1 Conforme las definiciones de las aplicaciones O y Y, szgue 

que: 

1. De (2.5), tenemos que el gráfico Gr(O) está relacionado con la función g2 , 

esto es, 

Gr(0.) = {(x, y) E ~n X 1-m : g2(x, y) ~ 0}. (2.10) 

2. De la observación anterior y (2.4) deducimos que 

vV = {(x, y) E Rn x Rm: g1(x, y)~ O} n Gr(O). 

3. De (2.7) y el gráfico Gr(Y) = {(x, y) E ~n x :im: y E Y(x)}, tenemos 

'll - {(x, y) E Rn x ~m: g1(x, y) ~O} n Gr(Y) 

- vV n Gr(Y). 

4. Si no existen restricciones en el nivel superior, tenemos que 'lJ = Gr(Y). 

Ilustramos a seguir la importancia del posicionamiento de las restricciones en 

un problema de dos niveles. 
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Ejemplo 2.1.2 [22, pág. 172] 

(E2) mín j 1(x, y)= x- 4y 
x,y 

s. a: 

-x-y~ -3 (I) 
3x- 2y ~ -! (II) 

x:;::o 
y es solución de 

mín h(x. y)= y 
y 

s. a: 

- 2x - y ~ O (III) 

2x-:- y ~ 12 (IV) 

y2:0 

En el ejemplo E2, el conjunto viable relajado es 

W = { (x, y) E 1R x R : -x-y~ -3. :3x- 2y ~ 4, x:;:: O, } ' 

-2x- y~ O. 2x- y~ 12, y:;:: O 

el cual es representado por la región convexa limitada en la Figura 2.1.3. A.sí, para 

cada x E IR, tenemos que el conjunto viable del seguidor es dado por 

fh(x) = {y E R: y~ 2x. y~ 12- 2x. y:;:: 0}, 

implicando 

[o. 2x] .siO ~ x ~ :3, 

nl(x) - Ir O, 1·_) - ·_)x~ ' . 3 < I < 6 
- ~ .:;Z. - - ' 

caso contrario. 

En la Figura 2.1.4, D1 (x) corresponde al segmento ~·ertical en el triángulo ABC. 

El conjunto solución del seguidor es Y 1 ( x) = arg· mín {y : y E 0.1 ( x)}. Luego, 
y 

tenemos 

{ 

O si O~ x ~ 6, 
T1(x) = 

0 caso contrario. 

Obseroamos que, el gráfico Gr(T r) corresponde al segmento AB en las Figuras 

2.1.4 y 2.1.5. 
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Figura 2.1.3: Figura 2.1.4: 

Por otro lado, como existen restricciones en el primer nivel, sigue que 

'll 1 - {(x, y) E IR x IR: 3x- 2y::; -!. x-y~ 3} :~ Gr(1 1) 

- {(x, y) E JR2 : y= 0, x E [0. 6]} .~ {\x. y) E R2 : 3x- 2y :$ 4, x +y~ 3} 

- 0, 

como puede ser visto en la Figura 2.1.5. Luego. el problema E2 es inviable y por 

tanto, 'lli = 0. 

El siguiente ejemplo se origina del problema E2 con la transferencia de las 

restricciones -x -y :$ -3, 3x - 2y :$ 4 y x 2: O del nivel superior para el nivel 

inferior. 
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( Gr(T1) 

X 

y. 

1 
1 

1 

i 
! 
1 

! 

Figura 2.1.5: Figura 2.1.6: 

Ejemplo 2.1.3 

(E3) mín J¡(x. y)= x- ~y 
x.y 

s. a: 

y es solución de 

mín h(x. y)= y 
y 

s. a: 
-x-y~ -3 (I) 

3x - 2y ~ ~ (II) 

-2x7y~ O (III) 
2x 7 y ~ 12 (IV) 

x 2: 0, y 2: 0. 

Así, el conjunto viable relajado no cambia, siendo igual a 

- Gr(T2) = \f/2 

o Gr(n2) 

¡¡:¡ Gr(n1) 

W = { (x, y) E lR x R : -x-y~ 3. 3x- 2y ~ 4, xy2:2:0

0

, } . 

-2x -7- y ~ O. ·2x 7 y ~ 12, 

Pero, el conjunto viable del seguidor se toma más restricto. Para cada x, tene-

m os 

D2(x) - {y E JR: y 2: 3- X, y 2: ~X- 2, y~ 2x, y-~ 12- 2x, X 2: 0, y 2: 0}, 

25 



resultando 

[3- x, 2x] si 1 :s; x :s; 2, 

[ - 2 -7- ~x, 2x] si 2 :s; x :s; 3, 

[- 2 7 ~x, 12- 2x] si 3 :s; x :s; 4, 

caso contrario. 

Notemos que 0 2 (x) e D1 (x) como p·uede ser observado en la Figura 2.1.6. Así, 

el conjunto solución del seguidor Y 2 ( x) = arg mín {y : y E 0 2 ( x)} es dado por 
y 

3 - I si 1 :s; X :s; 2, 

0 caso contrario. 

Por otro lado, como no existen restricciones en el primer nivel, sigue que 

donde 

W~ = {(x, y) :y= 3- X, 1 :s; X :s; 2} y \lf~ = {(x, y) :y= ~X- 2, 2 :s; X :s; 4}. 

En la Figura 2.1.6 también son representados el conjunto viable de (E3) y el 

gráfico de la aplicación Y. 

Así, 'lf1 ~ 'lf2, que corresponde al resultado del Teorema 2.1.1. 

Aun en este ejemplo tenemos que, el problema E3 

puede ser escrito como 

mín x- -ly, 
(x.y)E'll2 

mín { mín x- 4y. mín x- 4y} = mín { -12, -7} = -12. 
(x, y)E'lt~ · (x, y)E'l'~ 

Luego, W2 = (4, 4), con valor óptimo V(E2)= -12. Observemos que, el punto 

(1,2) con !1(1,2) = -7 es un mínimo local para este problema. 
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Observación 2.1.2 

1. De los ejemplos anteriores, notamos que la transferencia de restricciones, con­

teniendo la variable y, de un nivel para otro nivel en un PDN puede repercutir 

en su viabilidad. 

2. El conjunto viable \ll en .. general no es un conjunto convexo, por más que 

las funcioneS que definen el PDN sean funciones convexas en sus respectivas 

variables, como acontece en el Ejemplo 2.1.3 y es ilustrado en la Figura 2.1.6. 

3. De la observación anterior tenemos que es posible la existencia de óptimos 

locales, el ejemplo anterior ilustra también esta situación. 

2.2. Relaciones entre PDN y PR 

Los problemas PDX y PR pueden ser escritos de forma más simplificada: 

(PDN) rnín J¡(x, y) (PR) mín f 1(x,y) 
x,y x,y 

s. a: s. a: 
(x, y) E \ll = vV n Gr(T) (x,y) E W 

La siguiente proposición, ya conocida, es una consecuencia inmediata de la 

relación existente entre el conjunto viable y el conjunto viable relajado, esto es, 

\ll ~ w. 

Proposición 2.2.1 Dados los problemas PD~ y PR tenemos: 

1. Si PDN y PR tienen soluciones óptimas, entonces el valor óptimo del pro­

blema relajado, es un limitante inferior del valor óptimo del problema de dos 

niveles, esto es, 

V(PR) ~ V(PD~) 

2. Si el PDN es un problema ilimitado, entonces el PR es ilimitado, esto es, 

V(PDN) = -oo, =* V(PR) = -oo. 

3. Si el PR es un problema inviable, entonces el PDN es inviable, esto es, 

V(PR) = +oo, =* V(PDN) = +oo. 
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Por tanto, si el problema relajado tiene solución, el valor óptimo de él nos 

proporciona un límite inferior para el valor óptimo de PDN. Cuando estos valores 

óptimos coinciden, tenemos el siguiente resultado el cual extiende la propiedad 

presentada en [7, Teorema 1.3.1.1] para el caso lineal. 

Teorema 2.2.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1. -oo < V(PDN) = V(PR) < +oc: 

2. lll* n W* .¡: 0, 

3. 0 i= lll* r;;, W*. 

Prueba: 

(1)::}(2). 

Como -oo < V(PDN) = V(PR) < +oc~ entonces existe (i, y) E W"' r;;, w tal que 

fl(i, y)= V(PDX) = \.(PR). (2.11) 

Sabiendo que w* r;;, ll1 r;;, vV, por (2.11) concluimos que (x, y) E \V* y, luego 

'lf* n W* i= 0. 
(2)::} (3). 

Consideremos (x,y) E 'lf*nvV*. Entonces (x,y) E lll"', es decir, w* i= 0. Falta 

probar que lll* r;;, W*. 

Sea (x, y) E '11*. Entonces j 1(x,y) = f¡(x,y) = V(PR). Como '11* r;;, ll1 r;;, vV, 

resulta que (x, y) es óptimo para el (PR). Luego (x, y) E \V\ esto es, tlJ* r;;, vV*. 

(3)::} (1 ). 

Por hipótesis vale que, 0 -1= lll* r;;, W*. Entonces existe (x, y) E w* r;;, \V*. De 

(x, y) E '11*, tenemos que fl(x, y)= V(PDX). Por otro lado, (x, y) E \V*, sigue que 

fl(x, y)= V(PR). Por tanto, resulta V(PD:.\") = V(PR). • 

Si la relación anterior no es más verificada, el conjunto solución W* de PDN 

puede no depender del conjunto solución \V* de PR, el siguiente ejemplo ilustra 

este hecho. 
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Ejemplo 2.2.1 (18, Ejemplo 1.1.2] Consideremos el problema de dos niveles 

x,y 

s. a: 
o::;x::;2 
y es solución de 

mín h.(x, y) =y 
y 

s. a: 

B 

x-7-y~2 

x-y::;O 
y~ o. 

e 

Figura 2.2. 7: 

X 

Así, obtenemos el conjunto viable relajado 

W = {(x, y) E JR X JR: X+ y~ 2, X- y::; 0, 0::; X::; 2, y~ 0}. 

El conjunto W describe una región convexa ilimitada, como observamos en la 

Figura 2.2.7. Por otro lado, el conjunto viable del seguidor es dado para cada x E lR 

por 
O(x) = {y E lR: y~ 2- x, y~ x} 

{ [2- x, +oc) si x ::; 1, 
= 

[x, +oo) si 1 ::; x. 
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A partir de la expresión anterior, determinamos que el conjunto solución del 

seguidor es dado por 

{ 

2 - X si X s; 1, 
Y(x) = 

x si 1 s; x, 

observando que D(x) corresponde a una semi-recta vertical en el gráfico Gr(0.) y 

Y(x) corresponde al punto extremo de esta semi-recta, como puede ser visto en la 

Figura 2.2.8. 

B -V!')-
- -1 

X 

...... Gr(T) 

Figura 2.2.8: 

Como el conjunto viable de (E4) es 'll = {(x. _y) E R x R : O ::; x s; 2, y E 

Y ( x)}. Luego sigue que 

w = Gr(Y) n vV 

- { (x, y) E JR. X JR. : 0 s; X ::; L y = 2 -X} U 

{ (x, y) E JR. X JR.: 1 ::; X s; 2- y= X}­

Implicando, 'll* = {(0, 2), (2, 2)}, con V(E2) = -2. 

Por otro lado, la función del líder f 1(x, y) = -y es ilimitada sobre \V, pues 

(0, y) E W para todo y ~ 2. Por tanto, W* = 0 _ Obteniendo así, que 'll* r;l vV*, 

aun que 'll e W, como ilustra la Figura 2.2.9. 
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y 

e 

B 

X 

mw -'P= Gr(T)nw 

Figura 2.2.9: 

2.3. Juegos de Stackelberg 

El problema matemático que dio origen al problema de dos niveles fue propuesto 

por H. Stackelberg en 1952 (ver [42]), para un modelo económico jerárquico en 

la teoría de juegos. Este problema es denominado Problema Estático de Stack­

elberg (PES) y definido como: 

(PES) mín fr(x, y) 
X 

s. a: 

P(x) { 

y es solución de 

mín h(x, y) 
y 

s. a: 
gz(x, y) ~ O. 

Notamos que el PES tiene una estructura semej~nte al problema de dos niveles, 

pero, en este problema fr(x, y) es minimizada apenas en x. 

Resaltamos que esta formulación del PES puede no estar bien definida, pues, el 

seguidor puede tener más de una solución, como es ilustrado en el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 2.3.1 Consideremos el problema 

y 

(E5) mín -x - 2y 
X 

s. a: 

·-·-·-·-· -1 -1 -l. -1 -1 -

DW 

o::s;x::s;2 

y es solución de 
mín (x- 1)y 

y 

s. a: 

2x 7 2y 2:: 3 
2x- 2y::::; 1 
o::::; y::::;~· 

-·-· 'P 
Figura 2.3.10: 

Tenemos que, el conjunto viable relajado es dado por 

X 

W = {(x, y) E JR X JR: 0 :S: X :S: 2, 2x + 2y 2:: 3, 2x- 2y :S: 1, 0 :S: Y :S: n, 
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que corresponde al pentágono de la Figura 2.3.10. Así, para cada x E JR, el conjunto 

viable del seguidor es 

n(x) = 

0 caso contrario. 

En consecuencia, el conjunto solución del seguidor Y ( x) = arg mín { ( x - 1 )y : 
y 

y E D(x)} es dado por 

Y(x) 

Q 
2 

[ 1 5] 
2' 2 

si - 1:::; x < 1, 

six = 1, 

2x
2
-l Si 1 < X :::; 3, 

0 caso contrario, 

como puede ser observado en la Figura 2.3.11. 

y 

X 

DGr(Q) ...... Gr(T) 

Figura 2.3.11: 
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Por la existencia de restricciones en el nivel süperior tenemos que 
.• 

w = { (x, y) E IR X ]R: o :5 X :52, y E Y(x)} = [O, 2] n Gr(Y) 

- { (x, ~) E IR x R: O :5 x < 1} u { (1, y) E IR x IR: ~ :5 y :5 ~}u 

{ (x, 2x;l) E lR X R: 1 <X :5 2 }, 

y representado en la Figura 2.3.10. 

Pero, observamos que para x = 1, el segu·idor P(1) tiene infinitas soluciones, 

luego, él puede escoger como respuesta cualquiera de ellas. Dependiendo de esta 

elección, la solución y/ o valor óptimo del líder pueden cambiar. 

Para contornear tal dificultad en la definición de PES fueron considerados en 

[24, 32]los siguientes enfoques: 

a) El líder supone que el seguidor coopera con él en la minimización de 

JI(x, y). Esto redefine el PES, como Problema Cooperativo: 

s. a: 

y es solución de 
mín h(x, y) 

y 

s. a: 

g2(x, y) :5O. 

Este problema también es conocido en la literatura como el Problema 

Optimi8ta (vea [24, pág. 123]). El caso Cooperativo es equivalente al PDN. 

b ) Caso contrario, el líder considera una estrategia conservadora, pues, el 

seguidor puede reaccionar con la peor situación. Esto redefine el PES como Pro-
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blema No-Cooperativo: 

(PXC) m1n {m :X h ( x, y) } 

s. a: 

91 (X, Y) ::; Ü 

y es solución de 

rnín h(x, y) 
y 

s. a: 
92(x, y) ::; O. 

Este problema es referido también corno el Problema Pesimista (vea [24, 

pág. 125]). 

Observación 2.3.1 Cuando Y(x) = y(x) 'i x, tenemos que los problemas PES, 

PC, PNC y PNC son equivalentes. 

Para ilustrar estos dos enfoques, consideremos aun el Ejemplo 2.3.1. 

Ejemplo 2.3.2 

• El caso cooperativo equivale la resoh-er lo siguiente: 

- mín{ -6, -5} = -6. 

Luego, (x*, y*) = (L ~) es la solución del problema cooperativo con V(PC) = 
-6. 

• El caso no-cooperativo equivale a resolver lo siguiente: 

rnín { rnín {- x- 2(~) }, 
xE[o,1) 

:nÍn { - X - 2 ex;1
) } } 

X e [ 1,2 J 
(2.12) 
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y 

DW 
X 

Figura 2.3.12: Caso Cooperativo 

Observemos que el problema 

mín {- x- 2(2x;1
)} = mín {- 3x -7-1} = -5, 

xE [1,2] xE [1,2] 

mientras el problema 

mín {-x-2(~)}= mín {-x-5} 
xE [o,1) xE [o,1) 

no alcanza su mínimo, pero, el ínfimo existe y es igual a -6. 

Entonces, concluimos que el problema no-cooperativo (2.12) no tiene solución 

óptima. 
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y 

DW 

Figura 2.3.13: 

X 

Caso X o-Cooperativo 
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Capítulo 3 

Problema de Dos Niveles Lineal 

En este capítulo presentamos el problema de dos niveles lineal, resaltando las 

principales propiedades y características geométricas que surgen naturalmente de 

la linealidad de todas las funciones envueltas en este problema. ~ uestro interés está 

dirigido en extender, cuando posible, estos resultados para el caso lineal-cuadrático. 

3.1. El Problema 

El Problema de Dos Niveles Lineal (PD~L) es un problema donde las funciones 

f 1 y h son lineales y las funciones 91 y 92 son afines. Formulamos el PDNL del 

siguiente modo: 

(PDl\L) mín 
x,y 

s. a: 

fl (X. Y) = e{ X + e{ y 

Bl X~ B'2y:::; b 

x~O 

y es solución de 
mín h(x, y)= dTy 

y 

s. a: 

A1 x ..;_ A2 y :::; a 
y~O 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

donde x, e1 E !Rn, y, e2, d E iRm, b E R1, a E RP, A1 E iR_P X !Rn, A2 E JRP X 

!Rm, B1 E lR1 x !Rn y B2 E iR1 x iRm. 

Algunos autores consideran la función objetivó del seguidor siendo h(x, y) = 

d1 T x+d2 T y, pero, dado que el termino d1 T x es constante para este problema, prefe-
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rimos descartarlo. Entre tanto, la definición de h como función de dos variables es 

conveniente para su representación en el mismo espacio que JI. Los Ejemplos 2.1.2 

y 2.1.3 ilustran este problema. 

Según la revisión bibliográfica realizada por Vicente y Calamai [45], este pro­

blema viene siendo estudiado hace más de dos décadas. Observamos que la mayor 

parte de estos trabajos no incluyen las restricciones (3.2) en el nivel superior, para 

evitar por ejemplo, la inviabilidad del problema,. esto es, el conjunto viable 'li = 0 
(vea ejemplo 2.1.2), o la desconexidad de 'li (vea ejemplo 3.2.2). 

3.2. Propiedades Geométricas de PDNL 

En esta parte, presentamos importantes características geométricas de los con­

juntos y aplicaciones dadas en la Definición 2.1.1, las cuales son frecuentemente 

usadas para desarrollar métodos de resolución de este problema (vea [15, 20]). 

La primera característica de PD~L que resaltamos es dada a seguir. 

Propiedad 3.2.1 Los siguientes conjuntos son convexos poliedrales: 

• El conjunto viable relajado 

• El conjunto viable del seguidor 

D(x) ={y E lRm : A.2 y :S a- .-!.1 x, y~ 0}, para cada x E lRn, y 

• El gráfico de la aplicación D, es decir: 

Gr(D) = {(x,y) E Rn x ~m: A.1 x+A2y ~a, y~ O} 

Este es un resultado inmediato por la definición de cada conjunto, esto es, cada 

conjunto está expresado como la intersección de un número finito de semi-espacios 

cerrados. 

La próxima propiedad es una consecuencia directa de la teoría de programación 

lineal clásica, pues el seguidor es un problema lineal. 
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Propiedad 3.2.2 Dado x E IRn, el conjunto solución del seguidor 

es un conjunto convexo. 

Y(x) = argmín{dT y: y E D(x)} 
y 

Considerando aun el conjunto solución del seguidor Y ( x), tenemos que: 

Propiedad 3.2.3 La aplicación Y es poliedral por partes. 

Este resultado fue establecido por Savard en [-±0: Teorema 2.5, pág. 20]. Pero, 

Dempe en [24, Teorema 3.1, pág. 24] describió la forma exacta de los conjuntos 

convexos poliedrales que conforman el conjunto Gr(Y) basado en la siguiente idea, 

que también será usada en el próximo capítulo. 

Si (x,y) E Gr(Y) = {(x,y) E !Rn x JRm: y E Y(x)}, entonces y es una solución 

del problema de programación lineal: 

P(x) mín dTy 
y 

s. a: 

y~ o. 

De la linealidad de las funciones que definen el conjunto viable de P(x), obser­

vamos que las hipótesis del Teorema 1.3.4 (por ejemplo las condiciones iii o iv) y 

del Teorema 1.3.5 son satisfechas. Luego, para x E Rn fijo, y es una solución de 

P(x) si, y solamente si, existen multiplicadores u E RP y v E JRm tales que: 

Aiu+d=t:, (3.5) 

A1x + A2y ~a, (3.6) 

uT(A1x+A2y-a) =0, (3.7) 

vTy =O, (3.8) 

u~ o, V~ 0, y~ o. (3.9) 

Dados los conjuntos I ~ Ip := {1, ... ,p} y J ~ lm := {1, ... ,m}: consideramos 
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el sistema: 

AJu+d=v, (3.10) 

(A1x+A2y-a)i=O i E 1, (3.11) 

(A1x+A2y-a)i::; O i ~ 1, (3.12) 

Ui ~ 0 i E 1, Ui = 0 i ~ 1, (3.13) 

Vj = 0 j E J, V·> 0 J- j ~ J, (3.14) 

Yi ~O j E J, Yi =O j~J. (3.15) 

Fijados 1 y J, definimos la aplicación punto-conjunto _'vh : 1p x lm _. Y'(Rn+m x 

JRP+m) siendo Nh(I, J) el conjunto solución del sistema (3.10)-(3.15) en (x, y, u, v). 

Por esta definición, J.t'h(I, J) es convexo poliedral para cada I ~ Ip y J ~ lm, pues 

está definido por igualdades y desigualdades lineales. 

Notemos que, cada (x, y, u, v) E A'h(J, J) satisface el sistema (3.5)-(3.9) obte­

niendo que (x, y) E Gr(Y). Recíprocamente, si (x, y) E Gr(Y), entonces existen 

(u, v), I y J, verificando que (x, y, u, v) E _i'vh(I, J). 

Consecuentemente, en la prueba de Teorema 3.1 en [24, pág. 56-57] se tiene la 

siguiente propiedad. 

Propiedad 3.2.4 El gráfico de la aplicación Y puede ser expresado de la siguiente 

manera: 

Gr(Y) = u -"-h (I. J) ' (3.16) 

donde 

};h(J, J) := prohn+mx{O}-\h(J, J) (3.17) 

es considerado un subconjunto de JRn+m, identificando Rn+m y :R_n+m x {O} ~ 
JRn+m X JRP+m. 

Vale la pena recordar que, la proyección ortogonal sobre un sub-espacio es una 

transformación lineal, obteniendo así que iíh ( 1, J) es un conjunto convexo poliedral 

(vea [36, Teorema 19.3, pág 174]). 

Para ilustrar esta propiedad consideremos el seguidor del ejemplo 2.2.1, esto es: 
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Ejemplo 3.2.1 Sea el problema 

P(x) rnín y 
y 

s. a: 

x+y ~ 2 
x-y~ O 
y~ o. 

Luego, para cada x E lR fijo, y es una solución de P(x) sz, y solamente si, 

existen multiplicadores u = ( u1 , u2 ) E JR2 y v E lR tales que: 

-u1 - u2 + 1 = v, -x-y ~ -2, x-y ~ O, 

vy =O, u1 ( -x-y+ 2) =O, u2(x- y)= O 

u1 ~ O, u2 ~ O, v ~ O, y ~ O. 

Por otro lado, tenemos que p = 2 y m = l. Así, la aplicación ~vh está definida 

para I ~ {0, {1}, {2}, {1, 2}} y J ~ {0, {1}} de la siguiente forma: 

• Si I = 0 y J = 0, ML(I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

-u1 - u2 + 1 = v, -x-y ~ -2, x-y :::; O, 

u1 = O, u2 = O, v ~ O, y = O. 

Luego, ML(I, J) - 0, implicando que Ñh(I, J) = 0. 

• Si I = {1} y J = 0, ML(I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

-u1- u2 + 1 = v, -x-y= -2, x-y :::; O, 

u1 ~ O, u2 = O, v ~ O, y = O. 

Luego, ML(I, J) = 0, implicando que Ñh(I, J) = 0 .. 

• Si I = {2} y J = 0, ML(I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

-u1 - u2 + 1 = v, -x -y ~ -2, x -y = O, 

u1 = O, u2 ~ O, v ~ O, y = O. 

Luego, ML(I, J) = 0, implicando que Ñh(I, J) = 0. 
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• Si 1 = {1, 2} y J = 0, 1\-h(I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

-u1- u2 + 1 = v, -x-y= -2, x-y= O, 

u1 2: O, u2 2: O, v 2: O, y = O. 

Luego, ML(I, J) = 0, implicando que Ñh(I, J) = 0. 
·•· 

• Si 1 = 0 y J = { 1}, ~vh ( 1, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

-u1 - u2 + 1 = v, -x-y::::; -2, x-y::::; O, 

u1 =O, u2 =O, v =O, y 2: O. 

Luego, ML(I, J) = 0: implicando que J'ih(I, J) = 0. 

• Si 1 = { 1} y J = { 1}, !.Vh (1, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

-u1 - u2 + 1 = v, -x-y= -2, x-y::::; O, 

u1 2: O, u 2 = O, v = O, y 2: O. 

Luego, 

M L ( J, J) = { (X, y, 1, 0, 0) E JR 5 
: -X - y = -2, X - y ::::; 0, y 2: 0}, 

implicando que 

JÍÍ.h(I, J) = { (x, y) E 1R2 
: -x-y= -2, x-y::::; 0, y 2: 0 } . (3.18) 

• Si 1 = { 2} y J = { 1}, :.'vh (1, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

-u1 - u 2 + 1 = v, -x-y::::; 2, x-y= O, 

u1 = O, u2 2: O, y 2: O, v = O. 

Luego, 

MI.,(!, J) = {(x, y, 0, 1, 0) E 1R5
: -x-y::::; -2, x-y= 0, y 2: 0}, 

implicando que 

Ñh(I, J) = { (x, y) E 1R2 
: -x-y::::; -2, x-y= O, y 2: O } . (3.19) 
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1 2 

1¡:.:<1 Gr(Q) 

Figura 3.2.1: Representación gráfica de .Ür(I, J) dado en (3.18). 

1 2 

Di Gr(Q) 

Figura 3.2.2: Representación gráfica de ;\-JL(I, J) dado en (3.19). 

• Si I = {1, 2} y J = {1}, ML(I, J) es el conjunto solución del siguiente 

sistema: 
-u1 - u2 + 1 = v, -x-y= 2, x-y= O, 

u1 2: O, u2 2: O, v = O, y 2: O. 

Luego, 
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implicando que 

Ñh(I, J) = (1, 1). 

Por lo tanto, 

Gr(Y) = Ñh( {1 }, {1}) U Ñh( {1 }, {2}) U A~h( {1 }, {1, 2}) 

- { (x, 2- x) E JR X JR: X:$ 1} U { (x, x) E JR X JR: 1 :$X}· 

Lo que corresponde al resultado obtenido para el Ejemplo 2.2.1. 

A seguir, presentamos la relación existente entre el conjunto iih(I, J) y el grá­

fico Gr(O). 

Propiedad 3.2.5 El conjunto JVh(I, J) es una cara del gráfico Gr(0.). 

De las propiedades 3.2.4 y 3.2.5, concluimos que: 

Propiedad 3.2.6 El gráfico de la aplicación Y es igual a la unión de algunas de 

las caras del gráfico de la aplicación n. 

Como fue visto en el capítulo anterior, la inclusión 'W ~ vV es una propiedad 

general para cualquier problema de dos niveles. La propiedad dada a seguir rela­

ciona el conjunto 'W con las caras del conjunto viable relajado vV. 

Propiedad 3.2. 7 El conjunto viable 'W del PDl\L es la unión de las caras del 

conjunto viable relajado W. Esto es, 

donde W 1
, · · · , Wk denotan las caras no vacías de vV y K ~ { 1, · · · , k}. 

Campelo probó este resultado en [18, Teorema "1.2.1, pág. 15], extendiendo la 

propiedad obtenida por Benson en [13, Teorema 3.2, pág. 362] para el PD)¡"L en 

el cual las restricCiones del nivel superior no dependen de la variable del seguidor 

(es decir, B2 = 0), el conjunto viable relajado es no vacío (esto es, vV =1= 0) y el 

conjunto solución del seguidor Y ( x) es únicamente determinado para cada x (es 

decir, a aplicación Tes punto-punto). 

A seguir presentamos un resultado inmediato de la Propiedad 3.2.7. 
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Propiedad 3.2.8 El conjunto viable w del PbNL es cerrado. 

Esta propiedad obtenida por Campelo en [19, Corolario 1.2.1, pág. 16] garantiza 

la buena definición del PDNL como un problema de minimización, pues el ínfimo 

de la función objetivo del líder sobre w, si finito, es alcanzado en un ponto del 

conjunto. Por tanto, el PDNL es inviable, ilimitado o tiene soluciones globales. 

Como otra consecuencia de la propiedad 3.2.7, Campelo estableció en [18, Teo­

rema 1.2.3, pág. 17] la relación existente entre la programación de dos niveles linear 

y la programación lineal clásica a través del siguiente resultado. 

Propiedad 3.2.9 Se el PDNL tiene solución, por lo menos una de ellas es alcan­

zada en un punto extremo del conjunto viable W. 

Además, Campelo también estableció en [18, Teorema 1.2.4, pág. 18] la relación 

existente entre los puntos extremos de W y los vértices de "vV, para este tipo de 

problemas, mediante la siguiente propiedad. 

Propiedad 3.2.10 Todo punto extremo del conjunto viable W de PDXL es un 

vértice del conjunto viable relajado W. 

De las propiedades 3.2.9 y 3.2.10, sigue que: 

Propiedad 3.2.11 Si el PDNL tiene solución, por lo menos una de ellas es al­

canzada en un vértice del conjunto viable relajado W. 

Este resultado corresponde al Corolario 1.2.2 de [18, pág. 18]. Observamos que, 

la relevancia de esta propiedad está en la obtención de un mínimo global, para 

cualquier algoritmo que apenas recorra los vértices del conjunto viable relajado W. 

En el Ejemplo 2.2.1 observamos que el conjunto viable w de PDXL no es un 

conjunto convexo, pero es un conjunto conexo. Resaltamos que sobre ciertas condi­

ciones este resultado es siempre obtenido, como establece la siguiente propiedad. 

Propiedad 3.2.12 Si las restricciones del nivel superior no dependen de la va­

. riable del seguidor, esto es, B2 = O, entonces el conjunto viable W de PD~L es 

conexo. 

Esta propiedad fue obtenida por Benson en [13, Teorema 3.3, pág. 363] cuando 

el conjunto viable relajado es no vacío y el conjunto solución del seguidor Y(x) se 

reduce a un único punto para cada x. 
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De forma alternativa, Ruan probó también este resultado en [39, Teorema 4.2, 

pág. 419] considerando la limitación del conjunto viable relajado W, donde la apli­

cación T no necesariamente es punto-punto. 

El próximo ejemplo es una adaptación del ejemplo presentado por Bialas y 

Karwan en [15, pág. 1009]. A través de él ilustramos que el conjunto viable \ll es 

igual a la unión de algunas de las caras del conjunto viable relajado W, pero no es 

conexo. 

Ejemplo 3.2.2 Sea el siguiente problema: 

(E7) mín h(x, y)= -yl 
x.y 

s. a:: 

3x + 7y1 + 27y2 ::; 22 

x~O 

Y= (yl, Y'2) es solución de 

mín h(x, y)= -y2 
y 

s. a: 
X ...:... Y1 7 Y2 ::; 3 

X 7 Y1- Y2 ~ 1 

-x 7 Y1 + Y2 ::; 1 

X - Y1 + Y2 ::; 1 

O ::; Y2 ::; ~ 

Y1 ~O. 

En este ejemplo, tenemos que el conjunto viable relajado es dado por 

{ 

(x, y) E JR+ X JR~ : 3x + 7yl + 27y'2 ::; 22, X+ Yl + Y2 ::; 3, } 

W = X + Y1 - Y2 ~ 1, -x + Y1 + Y2 ::; 1, , 

X - Y1 + Y2 ::; 1 , Y2 ::; ~ 

que es representado por el sólido en la Figura 3.2.4. Así, para cada x ~ O, el 

conjunto viable del seguidor es 

Y E lR2 
: Y1 + Y2 ::; 3 - x, -yl + Y2 ::; -1 + x, 

O(x) = Y1 + Y2 ::; 1 + x, -yl + Y2 ::; 1 - x, 
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y O(x) = 0, caso contrario. el que resulta 

si X E [0, 1], 
{ y E IR

2
: 

Yl + Y2 ~ 1 +X, 

{ 

y E 1R2 
: Y1 + Y2 ~ 3- x, 

-yl + Y2 ~ 1 - X' 

n(x) = 
si X E [1, 2], 

0 si x ~ [0, 2]. 

La expresión de O(x) puede ser simplificada en algunos casos, obteniendo 

(1, O) si x =O, 

{ y E IR~: -yl + Y2 ~ -1 -:- X' } si x E (0, !J, 
Yl + Y2 ~ 1 -:- X 

{ y E IR~ -yl +Y·~< -1- X. Y·~< l } -- . --2' 
si X E [!, 1], 

Yl ..:.. Y2 ~ 1 -:- X 

O(x) = { y E IR~ Y1 + Y2 ~ 3- x, Y2 ~ !, } si X E [1, ~], 
-yl -:- Y2 ~ 1 -X 

{ y E iR!: y, + 112 ~ 3 - x, } 
. [3 ?) S2 X E 2•- , 

-yl + Y2 ~ 1- X 

(1,0) si x = 2, 

0 si x ~ [0, 2]. 

En la Figura 3.2.3, O(x) es delimitado algunas v~ces por triángulos y otras por 

trapecios. 

Para cada O ~ x ~ 2, el conjunto solución del seguidor es Y ( x) = arg mín { -y2 : 
y 
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y E O(x)}. Luego, tenemos 

(1, x) 

Y(x) = 

(1,2- x) 

0 

1 Y2 

1 -\ 

1 
1 _.·· 

~ _____ x, . 

Figura 3.2.3: 

.; Gr(T) 
D Q(x) 

si X E [0, ~], 

se X E a, 1], 

si X E [~, 2], 

caso contrario. 

Como existen restricciones en el primer nivel que dependan de y, sigue que el 

conjunto viable es dado por 

W - { (x, y) E JR X iR? : 3x + 7y1 + 27y2 $ 22, x ~ 0, y E T(x)} 

- {(x, 1,x): 0 :S X :S nu 

{(x,1,2-x): 1
8
3 :Sx:S2}. 

N o tamos que, W es disconexo y constituido por caras de diferentes dimensiones del 

conjunto viable relajado W, como es visto en la Figura 3.2.4. 
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Figura 3.2.4: 

Con eso, el problema (E7) es escrito como 

mín -Yl· 
\x, y)E'V 

oW 
•'f' 

. .,...,. 

Luego, w* = { (x, 1, x) : o ::; X ::; n ¡_, { (x, L 2- x) : ~3 ::; X ::; 2}, con valor 

óptimo V (E7) = -l. 

A seguir presentamos una propiedad que relaciona dos PD);Ls donde parte de 

las restricciones del nivel superior de uno es transferido al conjunto de restricciones 

del nivel inferior del otro. Dados os problemas 

PDNL1 
rnín c1 T x + c2 T y 
x,y 

s. a: 

Bl X + B2 y ::; b 

E1 x + E2 y ::; e 

x2:0 
y es solución de 

mín dTy 
y 

s. a: 
A1 x + ib y ::; a 

y2:0 

PD:\L2 
InÍn C1 T X -7- c2 T y 
x,y 

s. a: 

Bl X + B2 y ::; b 

x2:0 
y es solución de 

rnín dT y 
y 

s. a: 
A1 x + A2 y ::; a 
E1 x + E2 y ::; e 

y2:0 

donde E1, E2 y e poseen dimensiones apropiadas, tenemos que: 
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Propiedad 3.2.13 El conjunto viable de PDNL1 está contenido en el conjunto 

viable de PDNL2 • Además, si E2 ..:.:.. O entonces estos dos conjuntos son iguales. 

Campelo probó esta propiedad en (18, Teorema 1.2.6, pág. 19]. Pero, de la li­

nealidad de las funciones que envuelven el conjunto viable del seguidor de PDNL1 , 

tenemos satisfecha la condición de Calificación de Slater o la condición de Califi­

cación convexa reversa, para cada x E JR.n (vea sección 1.3), obteniendo así, que 

este resultado es un caso particular del Teorema 2.1.1 y de la Proposición 2.1.1. 

Como consecuencia inmediata tenemos la siguiente propiedad. 

Propiedad 3.2.14 Dado un PDNL, si las restricciones del nivel superior solo 

envuelven la variable del líder, es decir, B2 =O, entonces el PD~L es equivalente a 

un otro problema de dos niveles, obtenido por la transferencia de las restricciones 

B 1x ~ b, para el nivel inferior. 

Este resultado también es mostrado por Campelo en (18, Corolário 1.2.4, pág. 

20]. Del mismo modo, observamos también que esta última propiedad es un caso 

particular del Corolario 2.1.1. 

Observación 3.2.1 Cuando las restricciones del nivel superior solo envuelven la 

variable del líder, por la Propiedad 3.2.14 tenemos que los conjuntos viable W y 

viable relajado W equivalen a los gráficos Gr(Y) y Gr(f2), respectivamente. Luego, 

las propiedades 3.2.4 y 3.2.5 juntas equivalen al resultado de la Propiedad 3.2. 7. 

Además, si el gráfico Gr(O) es un conjunto limitado, por la Propiedad 3.2.12 con­

cluimos que, el gráfico Gr(Y) es un conjunto conexo. 
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Capítulo 4 

Problema de Dos Niveles 
Lineal-Cuadrático 

En este capítulo presentamos nuestras principales contribuciones de este tra­

bajo. Extendemos, cuando es posible, las propiedades geométricas listadas en el 

capítulo anterior para el problema de dos niveles lineal. Enunciamos y también 

extendemos propiedades geométricas referentes al problema de dos niveles lineal­

cuadrático con seguidor estrictamente convexo .. -\.demás, presentamos algunos al­

goritmos de la literatura que resuelven este problema. 

4.1. El Problema 

El Problema de dos niveles lineal-cuadrático (PD:\"LC) es un problema donde 

!1 es lineal, 91 y 92 son afines y h es cuadrática . .-\.sL el PD:\"LC es de la forma: 

(PDNLC) mín 
x,y 

s. a: 

h ( x, y) = e"[ x + eJ y 

y es solución de 
' j ( ) 1 TQ . TQ . Td mm 2 x, y = 2y 2 y-:- y . 1 x-:- y 

y 

s. a: 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

donde x, e1 E lRn, y, e2, dE lRm, bE lRq, B1 E lRq X Rn, B2 E IRq X Rm, a E JRP, 

A1 E JRP X JRn, A2 E JRP X JRm, Ql E JRn X JRn y Q2 E S~. 
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Observamos que, el problema de dos niveles lineal (PDNL) corresponde a con­

siderar Q1 y Q2 matrices nulas. 

Resaltamos que, la mayoría de las propiedades y algoritmos estudiados en la 

literatura para el problema de dos niveles lineal-cuadrático están condicionados al 

hecho de el, seguidor ser un problema estrictamente convexo, es decir, Q2 E s;;;_+. 
De ahora en adelante, denotamos este problema por PDNLC+ (vea por ejemplo 

[10, 47, 46]). Esta hipótesis sobre el seguidor P(x) asegura que el conjunto solución 

T(x), cuando es no vacío, este es únicamente determinado para cada x (esto es, la 

aplicación Tes punto-punto) . .-\.sí, este problema es equivalente al problema estático 

de Stackelberg (PES). Por tanto, las técnicas existentes de resolución del PES 

pueden ser aplicadas al PD::\LC~ (vea [10~ 32, 35] y sus respectivas referencias). 

Pero, la unicidad del conjunto solución T(x) no necesariamente es satisfecha si 

Q2 rt. s;;;_+, como puede ser 'listo en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4.1.1 Consideremos el problema 

(E8) mín 
x,y 

s. a: 

En este problema tenemos que, 

f¡ (X, Y) = -X - Y1 - 2y2 

o::;x::;2 
Y= (yi, Yz) es solución de 

mín h(x, y)= -xy¡- Y2 
y 

s. a: 

Y1 7 Yz::::; 3 

Y1- Y2::::; 1 

-yl 7 Yz::::; 1 

y '2:. O. 

Q2 = [ ~ '~ ] ' Ql = [ ~ 1 
] 

Luego, el conjunto viable relajado es dado por 

el cual es ilustrado por el sólido en la Figura 4.1.1. Luego, para cada x E lR. el 

conjunto viable del seguidor es 
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X 

Figura 4.1.1: 

En la Figura 4.1.2, observamos el gráfico Gr(D) y el conjunto viable del seguidor 

ü(x), el que corresponde al pentágono paralelo a los ejes y1 y Y2· 

X O Gr(Q) o Q(f) 

Figura 4.1.2: 

En la Figura 4.1.3, para cada x, ilustramos la variación del vector gradiente de 

la función objetivo h(x, y) = -xy1- Y2 del seguidor. 

Para cada x E IR, el conjunto solución del seguidor T ( x) = arg mín { - xy1 - Y2 : 
y 

. ' 
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1 <xS 2 

Figura 4.1.3: 

y E O(x)} es dado por 

(1,2) SZ X ::; 1, 

Y(x) = conv{ (2, 1), (1, 2)} sz x = 1, 

(2, 1) SZ 1 ::; X, 

el gráfico de la aplicación Y es ilU8trado en la Figura 4.1.4. 

y2 

X 

•.•. -·,•, ........... ,' ..... -·-· , ... ..... , ... ...... -· ,' ',. ' . . '" .. , ,' '._., . . 
'.. ' ... ' . ~ ~ 

. . . . 

D Gr(W) •·•· Gr(T) 

Figura 4.1.4: 
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Como no existen restricciones en el primer nivel que dependen de y, sigue que 

el conjunto viable W es igual a 

W - { (x, y) E IR x IR2 :O :5 x :52, y E T(x)} 

- Gr(T) nw 

- { (x, y) E IR x IR2 
: O :5 x :5 1, y= (1, 2)} U 

{ (x, y) E IR x IR2 
: x = 1, y E com·{ (2, 1), (L 2)}} U 

{ (x, y) E IR x IR2 
: 1 :5 x :5 2, y= (2, 1)}. 

Así, los segmentos en negrito de la Figura 4.L5 representan el conjunto viable 

del problema (E8). 

. ... , · Yt 
- \f' =Gr(T) n W 

X 

Figura 4. 1.5: 

Con eso, el problema (E8) puede ser escrito como 

mín -x - Yt - 2Y2· 
(x,y)E\ll 

Luego, w* = {(1, 1, 2), (2, 2, 1)}, con valor óptimo \"(E7)= -6. 
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·. . ~ ' ' 

4.2. Propiedades Geómétricas de PDNLC 

En esta parte presentamos propiedades y características geométricas del proble­

ma de dos niveles lineal-cuadrático. Resaltamos que algunas de estas propiedades 

son extensiones de las presentadas en el capítulo anterior para el PDNL e inéditas 

cuando el seguidor P(x) es un problema convexo, es decir, es posible la existencia 

de más de una solución. 

La primera característica de PD~LC que presentamos a seguir, corresponde a 

la Propiedad 3.2.1 relativa al PDXL, pues: los conjuntos envueltos son los mismos. 

Propiedad 4.2.1 El conjunto viable relajado \V, las imágenes de la aplicación 

punto-conjunto n y el gráfico Gr(D) son poliedrales. 

Las siguientes propiedades son consecuencia inmediata de la teoría de progra­

mación cuadrática convexa. 

Propiedad 4.2.2 Dado x E Rn, el conjunto solución del seguidor 

es un conjunto convexo. 

Prueba: Como el seguidor es un problema cuadrático con Q2 E S;t;_, para cada 

x E !Rn, por el Teorema 1.3.1 sigue el resultado. • 

Propiedad 4.2.3 Si la matriz Q2 E s;;,_+, entonces el conjunto solución del 

seguidor Y(x) es únicamente determinado para cada x E Dom(T), es decir, 

Y(x) = y(x) para cada x E Dom(T). 

Prueba: Para cada X E Dom(T), tenemos que Y(xhzf 0. Por otro lado, Q2 Es;;;_+' 
implica que la función objetivo del seguidor h(x, y) = ~Y T Q2 y+ y T Q1 x +y T des 

estrictamente convexa, luego por el Teorema 1.3.2 sigue el resultado. • 

Usando la misma metodología utilizada por Dempe en [24, Teorema 3.1, pág 24] 

para probar que la aplicación Y de PD0."L es poliedral por partes, extendemos esta 

característica para el PDNLC. Además, probamos que el gráfico Gr(T) puede ser 
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escrito como la unión de las proyecciones sobre JRn+m de algunas caras del siguiente 

conjunto convexo poliedral: 

P'D = A1x + A2y::; a, . (4.5) 
{ 

(x,y,u,v)EJRn+mxJRP+m: Q1x+Q2y+AJu+d=v,} 

y ~ 0, U ~ 0, V ~ 0 

Notemos que, este conjunto es formado por las restricciones de viabilidad primal 

y dual del seguidor. 

Con esta finalidad consideramos los conjuntos I ~ Ip = {1, ... ,p}, J ~ lm = 
{1, ... ,m} y el sistema: 

Q1x + Q2y + Ar u+ d = v, (4.6) 

(A1x+A2y-a)i=O i E J, (4.7) 

(A1 x + A2 y- a)i ::; O i ~ I, (4.8) 

Ui ~ 0 i E!, Ui = 0 Í 5t J, (4.9) 

t·i=O jEJ, Vj ~ 0 j ~ J, ( 4.10) 

Yi ~O j E J, Yi =O j ~J. (4.11) 

Fijados I y J, definimos la aplicación punto-conjunto 1\1: Ip x lm ~ 9(JRn+m x 

JRP+m) siendo M(I,J) el conjunto solución del sistema (4.6)-(4.11) en (x,y,u,v). 

Por definición, M(I, J) es convexo poliedral para cada I ~ Ip y J ~ lm. 

Lema 4.2.1 El conjunto JVJ(I, J) es una cara de P'D, para cada I ~ {1, ... ,p} y 

J~{1, ... ,m}. 

Prueba: Si M(I, J) = 0, sigue el resultado. 

Supongamos entonces que M(I,J) =/: 0, luego, dados (x1 ,y1,u1 ,v1
), 

(x2,y2,u2,v2) E P'D y para alguna E (0, 1) sea, 

(xa, ya, ua, va)= a(x1, y 1
, ul, v1

) + (1- a)(x2, y2, u2, v2) E M(I, J). 

Deseamos mostrar que (x1
, y1

, u1
, v1 

), (x2
, y2

, u2
, v2) E M(I, J). 

Las hipótesis sobre (xl, y1, u1 , v1 ) y (x2 , y2 , u2 , v2), implican en 

Q1xk + Q2yk + Aiuk + d = vk, 

A1xk + A2yk ::; a, 

uk ~ O, vk ~ O, yk ~ O, 

para k= 1, 2. 
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De la ecuación (4.13) y (4.14) tenemos que 

vj 2:: O j ~J. 

a(A1 x1 + A2 y1 - a)i + (1- a)(A.1 x2
-'- A.2 y2 - a)i =O i E 1, (4.15) 

aut + (1- a)ur =o i ~ 1, (4.16) 

avJ + (1- a)L} =O j E J, (4.17) 

ay}+ (1- a)yJ =O j ~J. (4.18) 

De las ecuaciones (4.13) y (4.15) resulta: 

(A1 xk + A.2l- a)¡= O i E 1 para k= 1, 2, {4.19) 

de forma análoga de (4.14), (4.16), (4.17) y (4.18) podemos concluir que: 

u7 = O i ~ 1, vJ = O j E J. Yjz. = O j ~ J para k= 1, 2. . {4.20) 

Entonces de (4.12), (4.19) y (4.20) obtenemos que (xk, yk, uk, vk) E l'v!(I, J) 

para k= 1, 2. 

Luego, M(1, J) es una cara de PD para cada 1 ~ 1p y J ~ Jp. • 

Propiedad 4.2.4 La aplicación Y es poliedral por partes. Más precisamente, 

Gr(Y) = u _Ü(J, J), (4.21) 

donde 

itV/(1, J) := prohn-rnx{O}J;/(1, J) 

es considerado un subconjunto de R n-m, identificando JR_n+m y JRn+m x {O} C 

]Rn+m X JRP+m. 

Prueba: Por definición, la aplicación Y es poliedral por partes si el gráfico 

Gr(T) = {(x, y) E Rn x Rm: y E Y(x)}, 

es escrito como la unión de un número finito de conjuntos convexos poliedrales. 
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Dado (x, y) E Gr(T), tenemos que y es tina solución del problema cuadrático: 

P(x) mín ~YT Q2Y + yT Q1x + dT y 
y 

S. a..:, 

y;;:::: o. 

Notemos que, por los Teoremas 1.3.4 y 1.3.5 este problema puede ser expresado 

en función de sus condiciones de KKT (vea sección 1.3), es decir, para cada x E IRn 

fijo, y es una solución de P(x) si, y solamente si: existen multiplicadores u E JRP y 

v E IRm tales que: 

Q¡x + Q2y +A~ u+ d = v, A.1x-:- A.2y ~a, 

uT(A1x + A2y- a)= O, rT y= O, 

u ;;:::: o, V ;;:::: o, y ;;:::: O. 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

Por otro lado, observemos que cada ( x, y, u, v) E J.I ( I, J) verifica las condiciones 

de KKT (4.22)-(4.24), luego (x, y) E Gr(T). Vice,·ersa, si (x, y) E Gr(T) implica 

que existen (u, v), I y J, verificando (x, y, u, v) E JJ(I, J). Luego, (x, y) E Gr(T) 

si, y solamente si, (x, y) E prohn+mx{o}.l\11(1, J) para algún I ~ Ip y J ~ Jm. 

Haciendo 

iÍJ(I, J) := prohn+mx{O}JJ(I, J) ( 4.25) 

sigue el resultado deseado, esto es, 

Gr(T) = u ~Ü(J, J). 

• 

Para ilustrar esta propiedad consideremos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 4.2.1 Sea el siguiente problema del seguidor. 

P(x) mín (x- l)(y1 + Y2) 
y 

s. a: 
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Luego, para cada x E IR fijo, y es una solución de P(x) si, y solamente si, 

existen multiplicadores u E IR y (v1, v2) E llf~ tales que: 

x + u - 1 = v1, x + u - 1 = v2, Y1 + Y2 ~ 1 

V1Y1 =O, V2Y2 =O, u(yl +Y2 -1) =O 

u ~ O v ~ O, y ~ O. 

Por otro lado, tenemos que p = 1 y m= 2. Así, la aplicación M está definida 

para 1 E {0, {1} }, J E {0, {1}, {2}, {1, 2}} del siguiente modo: 

• Si 1 = 0 y J = 0, iVf ( 1, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

X ...;.... u - 1 = L'l = 1::¡ = 1:: Yl + Y2 ~ 1' 

u = o, V ~ o, Yl = o, Y2 = o. 

Luego, 

M(1, J) = {(x, O, O, O, z_·. ¡_·) E R6 : v = x- 1, v ~O}, 

implicando que 

1'VI(1, J) = { (x. O, O) E R3 : x ~ 1 } . (4.26) 

• Si 1 = {1} y J = 0, _'vf(1, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

X -7- u - 1 = ¡_·' Yl -:- Y2 = 1' 

u ~ O, v ~ O. Y1 = O, Y2 = O. 

Luego, M(1, J) = 0, implicando que _Ü(1, J) = 0. 

• Si 1 = 0 y J = { 1}, 1\if ( 1, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

X -7- u- 1 = L', Yl-:- Y2 ~ 1, 

u = o, V = O, Yl ~ o, Y2 = O. 

Luego, 

M(1,J) = {(1,yi,O,O,O,O) E IR6
: O~ Y1 ~ 1}, 

implicando que 

lvf(I, J) = { (1,y1,0) E R3 : O~ Y1 ~ 1 } . (4.27) 
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•••• M(I,J) o Gr(n) X 
•••• "~IU,JJ o Gr(n) 

Figura 4.2.6: Representación 
gráfica de M(I, J) dado en (4.26). 

Figura 4.2. 7: Representación 
gráfica de JI ( I, J) dado en ( 4.27). 

• Si I = { 1} y J = { 1}, M (I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

X + u - 1 = V, Yl + Y2 = l. 

u 2: o, V = o, Yl 2: O, Y2 = o. 

Luego, 

M(I,J) = {(x,1,0,u,O,O) E JR6
: x+u= l. u 2: 0}, 

implicando que 

M ( I, J) = { (X, 1, o) E lR 3 : X :S: 1 } . (4.28) 

X •••• M(I,J) o Gr(n) X 

Figura 4.2.8: Representación 
gráfica de M(I, J) dado en (4.28). 

Figura 4.2.9: Representación 
gráfica de iÍI(I, J) dado en (4.29). 
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• Si I = 0 y J = {2}, lv!(I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

X+ u- 1 = v, Yl + Y2 ~ 1, 

·u = O, v = O, Y1 = O, Y2 ~ O. 

Luego, 

M(I, J) = {(1, O, Y2, O, O, O) E IR6
: O~ Y2 ~ 1}, 

implicando que 

Ñ!(I, J) = { (LO, Y2) E R3 : O~ Y2 ~ 1 } . (4.29) 

• Si I = { 1} y J = { 2}, J.f ( I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

X + u - 1 = V, Yl + Y2 = 1' 

u 2: O, V = o. !Jl = o, Y2 2: o. 

Luego, 

M(I,J) = {(x,0,1,u,O,O) E R6
: x+u = 1, u 2: 0}, 

implicando que 

Af(I, J) = { (x, O, 1) E R3 : x ~ 1 } . (4.30) 

X •••• M(I,JJ o Gr(n) X r:~ MU,JJ o Gr(n) 

Figura 4.2.10: n.epresentación 
gráfica de M(I, J) dado en (4.30). 

Figura 4.2.11: n.epresentación 
gráfica de iíi(I, J) dado en (4.31). 
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• Si I = 0 y J = {1, 2}, ).;f(J, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

X+ u- 1 = v, Yl + Y2 :::; 1, 

u = O, V = o, Yl 2:: o, Y2 2:: O. 

Luego, 

implicando que 

1~1(1, J) = { (1, Yl· Y2) E R3 
: Y1- Y2 :S; L Y1 2:: O, Y2 2:: O } . (4.31) 

• Si I = { 1} y J = { 1, 2}, .\1 ( I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

X-:- u- 1 = l:. y¡- Y2 = 1, 

u 2:: O. 1: = O. Y1 2:: O. Y2 2:: O. 

Luego, 

{ 

(x,yl·Yz,u,O.O) E :i6 : I-:-u = 1, Y1 +yz = 1,}' 
M(I, J) = 

u 2:: O, Y1 2:: O, Yz 2:: O 

implicando que 

M(I, J) = { (x,y) E R3
: x:::; L Y1- Yz = L Y1 2:: O, Yz 2:: O}. (4.32) 

X oGr(n) 

Figura 4.2.12: Representación gráfica de 1Ü(I, J) dado en (4.32). 
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Por tanto, 

Gr(Y) = M(0, 0) u .1\1!(0, {1}) u J,J( {1 }, {1}) u 1Ü(0, {2} )u 

M( {1 }, {2}) u iíi(0, {1, 2}) u lvi( {1 }, {1, 2}) 

- {(x, O, O) E IR3 : 1:::; x} U {(1, y) E R3 : y1 + Y2:::; 1, Y1 2: O, Y2 2: O}U 

{(x,y) E lR3
: Y1 +Y2 = 1, Y1 2:0. Y2 2:0, x:::; 1}, 

lo que corresponde al siguiente gráfico: 

Figura 4.2.13: 

Notemos, que el conjunto Jfi(I, J) no necesariamente representa una cara del 

gráfico Gr(O), como acontece en el ejemplo anterior y es ilustrado por cada una de 
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las figuras anteriormente descrita, además, en este mismo ejemplo tenemos que, el 

conjunto viable es de la forma 

'11 - W n Gr(Y) 

- { (x, O, O) E IR¡ : 1 :5 x :5 3} U { (1, O, Y2) E IR¡ : Y2 :5 1 }U 

{(x,O, 1) E IR¡: x :51} U {(1,y1,0) E Rt: Y1 :5 1}U 

{( x, 1, 0) E IR¡ : x :5 1} U { (1, Y1, Y2) É R::_ : Y1 + Y2 :5 1, }U 

{(x,y1,y2) E IR¡: x :51, Y1 +Y2 = 1}. 

(4.33) 

De ( 4.33) observamos que ningun de estos poliedros que conforman '11 son caras 

de W, implicando que, '11 no es igual a unión de las caras de W. Por tanto, las 

Propiedades 3.2.5, 3.2.6 y 3.2. 7 del ca.so lineal no son generalizadas para nuestro 

problema. 

La siguiente propiedad expresa el conjunto viable '11 como la unión de un número 

finito de conjuntos convexos poliedrales. 

Propiedad 4.2.5 El conjunto viable '11 de PD:\"LC es la unión de un número finito 

de conjuntos convexos poliedrales, esto es, 

'11= u 
donde N(I, J) = W n M(I, J) para cada I ~ Ip y J;; lm· 

Prueba: De la definición de '11, obtenemos 

'11 = W n Gr(Y). 

De ( 4.21) sigue que 

'11= u ( 'vV r ~ü ( 1, J)) . 

Definiendo N(I, J) := W n iÍf(I, J), tenemos que él es un conjunto convexo 

poliedral. Por tanto, sigue el resultado. • 

Vicente estableció en [46, Teorema 4.2, pág. 393] que el conjunto viable del 

problema de dos niveles cuadrático es igual a la unión finita de poliedros, donde la 
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función fr es cóncava y el seguidor es estrictamente convexo. Pero, Ir no interfiere en 

la obtención de este resultado y el respectivo conjunto viable es igual al conjunto 

viable de PDNLC+. Luego, la Propiedad 4.2.5 extiende la primera parte de la 

prueba del Teorema 4.2. 

Continuando con el análisis del ejemplo anterior, ilustraremos esta propiedad. 

Ejemplo 4.2.1 Consideremos el problema 

(E6) mín !1(x, y)= -yl 
x,y 

s. a: 
os;xs;3 
y= (y1, Y'2) es solución de 

mín h(x, y) = (x- 1)(Yl-:- Y2) 
y 

s. a: 
Y1 + Y2 :_::; 1 

y2:0 

tenemos que el conjunto viable relajado está dado por 

W = {(x, y) E IR X IR2
: O:_::; x :_::; 3, y1 -:- y2 :_::; 1, y 2: 0}. 

• Si I = 0, J = 0, tenemos que 

N(I, J) = W n lVI(I, J) = {(x, O, O) E R::_: 1 :_::; x :_::; 3}. (4.34) 

DW 

1 

-N(I,J) 
X 

Figura 4.2.14: 
sentación gráfica de 
dado en (4.34). 

Repre­
N(I, J) 

DW 

-N(I,J) 
X 

Figura 4.2.15: 
sentación gráfica de 
dado en (4.35). 
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• Si I = {1}, J = 0, tenemos que JVJ(I, J) = 0, implicando que N(I, J) = 0 

• Si I = 0, J = {1}, tenemos que 

N(I, J) = {(1, Y1: O) E R:: Y1 ~ 1}. 

• Si I = {1}, J = {1}, tenemos que 

N(I, J) = {(x, LO) E :i:: x ~ 1}. 

DW DW 

1 1 

-N(!,./) -N(!,./) 
X X 

Figura 4.2.16: Repre­
N(J, J) 

Figura 4.2.17: Repre­
sentación gráfica de N ( I, J) 
dado en (4.37). 

sentación gráfica de 
dado en (4.36). 

• Si I = 0, J = {2}, tenemos que 

N(I, J) = {(1, O, Y2) E~:: Y2 ~ 1}. 

• Si I = {1}, J = {2}, tenemos que 

N(I, J) = {(x,O, 1) E~:: x ~ 1}. 

• Si I = 0, J = {1, 2}, tenemos que 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

N(I, J) = {(1, Y1, Y'!.) E R:: Y1 + Y2 ~ 1}. (4.39) 
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X 

Figura 4.2.18: 
sentación gráfica 
dado en (4.38). 

X 

Figura 4.2.20: 
sentación gráfica 
dado en ( 4.40). 

DW 

1 

-N(I,J¡ 

Repre­
de N(I, J) 

DW 

• N(I,J) 

Repre­
de N(I, J) 

X 

Figura 4.2.19: 
sentación gráfica 
dado en ( 4.39). 

X 

DW 

Y¡ 

• N(I,J) 

Repre­
de N(I, J) 

DW .'!' 
1 Y¡ 

Figura 4.2.21: Gráfico del 
conjunto viable del problema E6. 

• Si I = {1}, J = {1, 2}, tenemos que 

N(I, J) = {(x, Y1, Y2) E R:: x ~ 1 Y1 + Y2 = 1}. (4.40) 

Como consecuencia de la Propiedad 4.2.5, obtenemos la Propiedad 3.2. 7 para 

el PDNL. De hecho, 

• Si N(I, J) :f: 0, entonces .~!(!, J) :f: 0 y W :f: 0. Como Q1 y Q2 son matrices 
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nulas, de la definición de M(I, J) (vea (4.6)-(4.11) y (3.10)-(3.15)) tenemos que 

M(I, J) -

(x, y, u, v) E JRn+m X JR11+m: Aiu + d = v, 
(.4.1 x + A2 y- a)i =O i E I, 
(A 1 x+A2 y-a)i ~O i t; I, 
Ui = o i tt I l Ui 2: o i E I l 

Vj = 0 j E J, Vj 2: 0 j ft J, 
Yi = O j ft J, Yi 2: 0 j E J. 

= ML(I, J). 

De (4.25) y (3.17) obtenemos que 

M(I,J) = (A¡x7A.2y-a)i~O iftl, 
{ 

(x,y) E IRn X IRn: (A¡x-;-A.2y -a)i =O i E I,} 

Yi = O j ft J, Yi 2: O j E J. 

- Ñ!L(I, J). 

Así, 

N(I, J) = vV n l'Vh(I, J). 

Ahora verificamos que N ( I, J) es una cara de \V. Sean ( xl, y 1
), ( x2

, y2
) E W y 

para algún a E (0, 1) 

Como (xa, ya) E M(I, J), W ~ Gr(D.) y iíi(I, J) es una cara del gráfico Gr(O) 

(vea Propiedad 3.2.5) sigue que (xl, y1 ), (x2 , y2 ) E "'íi(I, J), entonces (xl, y1 
), 

(x2 , y2
) E N(I, J), entonces N(I, J) es una cara del conjunto viable relajado W. 

• Si N(I, J) = 0, este conjunto es una cara vacía de W. 

Luego, de la Propiedad 4.2.5 y el hecho de N(I, J) ser una cara de W, sigue que 

el conjunto viable del PDNL es igual a unión de caz:as de W, es decir, recuperamos 

la Propiedad 3.2. 7 para el PDNL. 

La Propiedad 3.2.8 relativa al problema de dos niveles lineal continua siendo 

válida para el PDNLC. De hecho; a partir de la Propiedad 4.2.5 tenemos el siguiente 

resultado. 

Corolario 4.2.1 El conjunto viable w del PD~LC es cerrado. 
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Prueba: Por la Propiedad 4.2.5, 'l1 es igual a la unión de un número finito de 

poliedros. Como los poliedros son la intersección finita de semi-espacios cerrados, 

ellos son cerrados y la unión finita de conjuntos cerrados es cerrada. Luego, 'l1 es 

un conjunto cerrado. • 

La próxima propiedad asegura la buena definición de PDNLC como un problema 

de minimización. 

Propiedad 4.2.6 Si el ínfimo de la función objetivo del líder sobre 'l1 es finito, 

entonces el PDNLC tiene solución. 

Prueba: Denotando por 

a los conjuntos no vacíos que definen 'll. Tenemos que, 

k 

'l1 =u N(Il' JI). (4.41) 
l=l 

Luego, 

ínf{/1 (x,y): (x,y) E 'll} = l=\~~,k { ínf{/1(x,y): (x,y) E N(I1,J1
)}} (4.42) 

Sea 

J.l := ínf{/1 (x, y); (x, y) E 'll} >-oc. 

Así, 

!1(x, y)~ p, 'V (x, y) E N(I1
, 11

) para l = 1, · · · , k. (4.43) 

De la linealidad de ft, de la poliedralidad de N (11, 11) y de ( 4.43), por el Teorema 

1.3.3 tenemos que existe un (x1, y1) E N(I1, J1) tal que 

Entonces, de (4.42) y (4.44) existe un (x*, y*) E 'l1 tal que 

Por tanto, sigue el resultado. • 
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Así, de la propiedad anterior concluimos que el PDNLC es inviable, ilimitado o 

tiene soluciones globales. 

Observemos que este corolario extiende el resultado probado por Campelo en 

[18, Corolario 1.2.1, pág. 16] para el caso lineal. 

Como otra consecuencia de la Propiedad 4.2.5, vamos a probar que, si el PDNLC 

tiene solución, entonces por lo menos una de ellas es alcanzada en un punto extremo 

de su conjunto viable W, como sucede en la programación lineal clásica. 

Como w no es necesariamente un conjunto convexo, definimos el siguiente con­

junto: 

e(w) = u 
k 

E"'!: t, 
l=l 

Tenemos que e(w) es un conjunto convexo poliedral (vea [36, Teorema 19.6, 

pág. 177]). Más precisamente, 

e(w) = cl(conv(w)). 

El siguiente lema establece la relación existente entre los vértices de e ( w) y los 

puntos extremos de W. 

Lema 4.2.2 Todo vértice de e(w) es un punto extremo de w. 

Prueba: Si (x, y) es un vértice de e(w), entonces no existe (i, y) =f (x, y) E e(w) y 

a E (0, 1) tal que 

(x, y) = a(i, y) + (1 - a)(x, y). ( 4.45) 

Por otro lado, (X' y) E e ( w) significa que 

k 

(x, y)= L a¡(xl, yz)_ ( 4.46) 
l=l 

k 

donde 2: a¡= 1, (x1, y1) E N(I1, J1) y a 1 E [0, 1] para l = 1, ···,k. 
l=l 

Tenemos que W = U7=1 N(I1
, 11

) ~ e(w). Vamos a probar que (x, y) E w. 

Supongamos que eso no es verdad, (x, y) tt, w, luego 

(x, y) tt, N(I1
, i) para l = 1, · · · , k. (4.47) 
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Si a 1 = 1 para algun l E {1, · · · , k}, entonces (x, y) = (x1
, y1

), lo que contradice 

(4.47). Por tanto, a¡ < 1 para l = 1, · · · , k. 

Además, existe por lo menos un ai >O. Así, (4.46) puede ser reescrito como 

Definiendo 

k 

k 

(x, y)= ai(xi, yi) + L az(xl, yt). 

k 

(v, w) := L A1(x1
, y1

), 

¡ = 1 
l;o!i 

l = 1 
l;o'i 

com ' - a¡ /\¡---. 
1- ai' 

( 4.48) 

(4.49) 

ternos que L A¡ = 1' A¡ 2: o para cada l E {l. . . . . k} \ { i} y ( l:' w) E e ( '11). 
¡ = 1 
l;o'i 

Luego (xi,yi) -:f: (v,w), ai E (0, 1) y 

(x, y) = ai(xi, yi) + (1- a¡)( r. u:). 

Lo que contradice (4.45). Entonces, (x, y) E '11. 

(4.50) 

Veamos ahora que (x, y) es un punto extremo de 'll. Supongamos que (x, y) no 

es un punto extremo de '11, esto es, existen ( i 1
, i?) / ( i 2

, y2
) E '11 y Ci E (O, 1) tal 

que 

(4.51) 

Como 'l1 ~ C(w), tenemos, (x,y), (i1,y1) y (i2 ,y2 ) E C('ll), luego (4.51) contradice 

(4.45). 

Por tanto, obtenemos el resultado deseado. • 

El siguiente lema establece la relación existente entre el PD::\LC y el problema 

lineal asociado que tiene la misma función objetivo del líder y el conjunto viable es 

C('ll). 

Lema 4.2.3 Considere el siguiente problema lineal 

(Pc(ll!)) 

Si el problema PDNLC es inviable, ilimitado o tiene solución, entonces el pro­

blema P C(ll!) es inviable, ilimitado o tiene solución, respectivamente. En este último 

caso, toda solución de PDNLC es solución de Pq'll)· 
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Prueba: Si PDNLC es inviable, entonces '11 = C('ll) = 0 y consecuentemente, PC(w) 

es inviable. Si PDNLC es ilimitado, como '11 ~ C('ll), sigue que Pc(w) es"ilimitado. 

Finalmente, asumamos que PD NLC tiene solución ( x*, y*). Entonces, ( x*, y*) E '11 ~ 

C('ll), luego C('ll) =/0. Sea (x, y) E C('ll). Luego, 

k 

(x, y) = L a¡(xl' yl), 
!=1 

k 

donde (x1, y1) E N(I1, J1) ~ '11, L: a 1 = 1 y a 1 2:: O, para l = 1, · · · , k. _-\sí, 
!=1 

Y como (x*,y*) E C('ll), tenemos que (x*,y*) es solución de PC(w)· • 

Propiedad 4.2.7 Si el PDNLC tiene solución, entonces por lo menos una de ellas 

es alcanzada en un punto extremo del conjunto viable '11. 

Prueba: Si PDNLC tiene solución, el Lema 4.2.3 garantiza que P C(w) también tiene 

solución, es decir, fi es limitada inferiormente en C ( '11). 

Por otro lado, C('ll) ~ R~ x R~, pues, N(I1, J1) ~ R~ x R~ para l = 1, · · · , k, 

implicando que, C('ll) no contiene rectas, así todas las hipótesis del Corolario 32.3.4 

de (36, pág. 345] son satisfechas, por tanto, el mínimo de fi sobre C(w) es alcanzado 

por lo menos en un vértice de C('ll). Denotando este vértice por (x, y), por el Lema 

4.2.2 sigue que, (x, f¡) es un punto extremo de '11, además 

en particular 

'1 (x, y) E '11, 

entonces (x, y) es solución del PDNLC y es un punto extremo de '11. 

Por tanto, sigue el resultado. • 

Vicente probó en ""(46, Teorema 4.2, pág. 393] que si el problema de dos niveles 

cuadrático tiene solución por lo menos una de ellas es alcanzada en un punto 
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extremo de su conjunto viable, donde JI es una función cóncava y el problema del 

seguidor es estrictamente convexo. Pero, observemos ·que los resultados del Lema 

4.2.3 y la Propiedad 4.2. 7 aun continúan válidos para JI cóncava. Por tanto, es 

posible extender la propiedad del Teorema 4.2 en [46, pág. 393], para el problema 

de dos nivel~s cuadrático, donde la función objetivo del líder es cóncava y la función 

objetivo del seguidor es convexa. 

Ilustramos esta propiedad con el siguiente. ejemplo. 

Ejemplo 4.2.2 Sea el PDNLC: 

y 

3/8 

1/6 

o 

(E9) mín 2x- 6y 
:r:,y 

s. a: 
-2x + 6y :S 1 

x~O 

y es solución de 

mín ~y2 - xy 
y 

s.a: 

5/8 

Figura 4.2.22: 

El conjunto viable relajado es dado por 

ow 

1 X 

W = {(x, y) E IRx IR: -2x + 6y :S 1, x +y :S 1, x ~O, y~ O}, 

con conjunto de vértices de W dado por 

{ (0, 0), (0, i), (~, i), (1, O)}, 
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estos conjuntos son representados en la Figura 4.2.22. 

A seguir determinemos los conjuntos .rVJ ( 1, J) y N ( 1, J) que definen el gráfico 

Gr(T) y w, respectivamente. Las condiciones de KKT para el seguidor P(x) son: 

y-x+u=v, x+y:51, 

(x +y- 1)u =O, vy =O, 

X, y, U, V 2:: 0. 

Como p = 1 y m= 1, las aplicaciones i:ÍJ, N: 9({1}) x &({1})--> &'(IRn+m) en 

estan definidas de la siguiente forma: 

• Si 1- 0 y J = 0, M(I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

y- X+ u= V, X+ y::; 1, u= O. 1.: 2:: O, y= O. 

Luego, M(1, J) = {(x, O) E IR2
: x::; 0}, implicando que 

N(I, J) = vV n iii(1, J) = (0. 0). 

• Si 1 = { 1} y J = 0, M ( 1, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

y- x +u= v, x +y= 1, u 2:: O, e 2:: O, y= O. 

Luego, M(I, J) = (1, 0), implicando que 

N(I, J) = W n i(I(1, J) = (L 0). 

• Si 1 = 0 y J = { 1}, M ( 1, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

y- X+ u = v, X+ y 2:: 1, u = O, ¡; = o, y 2:: O. 

Luego, 

M(1, J) = { (x, y) E lR2 
: x +y::; 1, x =y, y 2:: O } , 

· implicando que 

N(1, J) - W n iii(I, J) = {(x, x) : R?: O::; x::; i}. 
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• Si 1 = {1} y J = {1}, 1\II(I, J) es el conjunto solución del siguiente sistema: 

y- X+ U = V, X+ y = 1, U ~ 0, V = 0, y ~ 0. 

Luego, 

M(I, J) = {(x, y) E JR?: x +y= 1, x ~y, y~ 0}, 

implicando que 

N(!, J) = W n JÍÍ!(I, J) = {(x, 1- x) E JR2
: ~::; x::; 1}. 

Luego, haciendo (Il,Jl) = (0,0), (I2 ,P) = ({1},0), (13 ,J3 ) = (0,{1}) y 

(!4, ]4) = ( { 1}, { 1}) tenemos que: 

El gráfico de Y es 

4 -
Gr(T) = U -"1(11

, J1
) 

1=1 

- { (x, 0) E R2 
: x::; 0} L { (x, x) E JR2 

: 0::; x::; ~}u 

{ (x, 1- x) E JR2 
: ~ ::; x ::; 1} 

En la Figura 4.2.23 observamos el gráfico Gr(T) en relación al gráfico Gr(ü). 

1/2 1 X 

Figura 4.2.23: 
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El conjunto viable del problema es 

4 
w = U N(IL, Jl) 

l=l 

- { (x, x) E IR2
: O~ x ~ ~}U { (x, 1- x) E IR2

: ~ ~ x ~ 1 }· 

El conjunto de los puntos extremos de w es 

{ (0, 0), (i, i), (~, ~), (1, O)} 

En la Figura 4.2.24 los segmentos puntilleados representan el conjunto viable 

del problema (E9). 

De esto 

y 

3/8 

1/4 

o 

u 
4 

E"' =1, 
l=l 

ct¡ 2: o. 

1/4 

ow 
•.• , 'f' 

.... ' ! ;., 

... ~.··.:;;..··~,. •. 

5/8 1 X 

Figura 4.2.24: 

- { (x, y) E IR! : -2x + 6y ~ 1, x +y~ 1, x-y~ O } , 

este conjunto es ilustrado en la Figura 4.2.25. 

Observemos que C(w) = conv(w), así, el conjunto de vértices de C(w) es igual 

al conjunto de puntos extremos de w. Con esto, el problema asociado al problema 

(E9) es dado por 

Pc(w) mín{2x- 6y: (x, y) E C(w)}, 

El valor óptimo de Pc(w) es -1 y sol(Pc(w)) = conv{(i, i), (~, ~)} = conv(w*), 

teniendo como soluciones extremas los puntos ( i, i) y ( ~, ~). 
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y 

3/8 

1/4 

liiii C('I') 

o 1/4 5/8 1 X 

Figura 4.2.25: 

En este ejemplo también observamos que no todo punto extremo del conjunto 

viable 'll es un punto extremo del conjunto viable relajado vV. Luego, si PDNLC 

tiene solución, esta no necesariamente es alcanzada en un punto extremo del con­

junto viable relajado W, como acontece en el ejemplo anterior y es ilustrado por la 

Figura 4.2.24. 

Por tanto, las Propiedades 3.2.10 y 3.2.11 del caso lineal no son extensibles para 

el caso lineal-cuadrático. 

De forma alternativa, Wang estableció en [4 7] propiedades de las soluciones del 

siguiente problema: 

x, y 
(PDNLC') mín 

s. a: 

donde Q2 E S;t;.+. 

fi (X, Y) = e"[ X + ci y 

y es solución de 
mín h(x,y) = ~yTQ2 y+yTQ1 x+yTd 

y 

s. a: 

(4.52) 

(4.53) 

En este trabajo, las soluciones del PDNLC' son asociadas a los vértices del 

siguiente conjunto poliedral 

T={ (x,y,u)EJRn+mxJRP: Q1x+Q2y+AJu+d=O, }· 

A 1x + A2y ~ a, u 2: O 

Observemos que Tes formado por las restricciones de viabilidad primal y dual 

del seguidor de PDNLC', así como fue construido el conjunto P'D (vea (4.5)) en 

relación al PDNLC. 
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Para esto, en [47] es definida la aplicación punto-conjunto S : JRP -+- &(Rn x IR. m) 

dada por 

Notemos que, 

T = Gr(S) n IR~. 

Las próximas dos propiedades relacionan las soluciones del PDNLC' con un 

problema de programación lineal. 

Propiedad 4.2.8 [47, Teorema 5, pág. 135] Para cualquier solución (x*, y*) de 

PDNLC', existe un /3* ~ O y un u* ~ O tal que (x*, y*) es solución del siguiente 

problema de programación lineal: 

s. a: 

(x, y) E S( u*). 

Propiedad 4.2.9 [47, Teorema 6, pág. 136] Existen /30 >O y u* ~O tal que para 

cualquier /3 > /30 dado, cualquier solución del problema: 

s. a: 

(x, y) E S( u*). 

es también una solución del PDNLC'. 

Finalmente, el siguiente resultado relaciona las soluciones de PDNLC' con los 

vértices de T. 

Propiedad 4.2.10 (47, Teorema 7, pág. 137] Supongamos que (x*, y*) es una solu­

ción de PDNLC'. Entonces, existen un /3 y un vértice (x, j}, ü) del conjunto poliedral 

T tal que 
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Cuando las restricciones del líder no dependen de la variable del seguidor, es decir 

B2 =O, tenemos que el conjunto viable relajado vV es dado por, 

A seguir, extendemos otra característica importante verificada para este tipo de 

problema de dos niveles lineal-cuadrático, que es la conexidad del conjunto viable. 

Con este fin, definamos: 

U:= proj{O}xJRP+m { (x, y, u, v) E JR~+m X JR~m: Q¡X + Q2y +A~ u+ d =V}. 

Identificando {O} x JRP ~ JRn+m x JRP, podemos considerar U ~ JRP+m, y la 

aplicación dada por r: u- &'(JRn+m) 

{ 

(x,y)EvV: Q¡x+Q2y-:-Aiu+d=v} 
r(u,v):= uT(A1x+A2y-a)=O 

vTy =O 

Luego, son observadas las siguientes propiedades: 

i) El conjunto U es convexo poliedral (vea inicio de la sección 19 [36, pág. 170]). 

ii) Para cada (u, v) E U, r (u, v) es un conjunto convexo poliedral pues está definido 

por igualdades lineares. 

iii) La aplicación res cerrada en U (sigue directo de la Definición 1.2.7). 

Proposición 4.2.1 El conjunto viable 'l1 es igual a la imagen de la aplicación r, 
Im(r), esto es, 

'l1 = u r(u, v) 
(u,v)EU 

Prueba: Un punto (x, y) E 'll, si 

B1x :5 b, x ~ 0, y E T.(x) 

lo que equivale a que existan multiplicadores u E JRP y v E JRm tales que: 

B1x :5 b, A1 x + A2 y ::; a, 

Q¡X + Q2y + A2 Tu+ d = V 

u T (A1 x + A2 y- a) =O, v T y= O, 

X ~ O, y ~ o, u ~ o, V ~ o. 
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y 

Por tanto, existe (u, v) E U tal que (x, y) E r(u, v) ~ U r(u, v). 
(u,v)EU 

Suponga ahora que (x,y) E f(u,v) para algún (u,v) E U, entonces (x,y) E W 

Q1x + Q2y+ Aru+ d =o 
uT(A1x+A2y-a)=O, vTy=O. 

Como u 2: O y v 2: O resulta que (x, y) E w. Luego, la igualdad es verificada. • 

Propiedad 4.2.11 Si r(u, v) es un conjunto limitado paro cada (u, v) E U, en­

tonces el conjunto viable de PDNLC es conexo. 

Prueba: De la limitación de f(u,v) para cada (u. v) E U, por el Corolario 1.2.1 

tenemos que res localmente limitada en U. Luego. por el Teorema 1.2.1 tenemos 

que r es una aplicación ses en U. Así, r satisface todas las hipótesis de la Proposi­

ción 1.2.1 lo que implica que U f( u, v) es conexo. Por tanto, de la Proposición 
(u,v)EU 

4.2.1, concluimos que W es un conjunto conexo. • 

Corolario 4.2.2 Si el conjunto viable relajado \\- es limitado, entonces el conjunto 

viable de PDNLC es conexo. 

Prueba: De la limitación de W, obtenemos que f(u, v) es un conjunto compacto, 

para cada (u, v) E U. Por tanto, de la propiedad anterior concluimos el resultado.• 

Para finalizar esta sección, presentamos la influencia del posicionamiento de un 

conjunto de restricciones (nivel superior o nivel mt:erior) sobre el conjunto viable 

W. Para esto, consideremos los siguientes problemas. 
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(PDNLC¡) 
mín C¡ T X + C2 T y 
x,y 

s. a: 

Bl X+ B2 y:::; b 

E¡x +E2Y :5 e 

x~O 

y es solución de 
mín ~y T Q2 y + y T Q¡ X + dT y 

y 

s.a. 

(PDNLC2) 
mín C¡ T X + C2 T y 
x,y 

s. a: 

B¡x+B2y :5 b 

x~O 

y es solución de 
mín h T Q2 y + y T Q¡ X + dT y 

y 

s.a. 
A1x+A2Y :5 a 
E¡ x + E2Y :5 e 

y~O 

donde E1 , E2 y e poseen dimensiones apropiadas, tenemos que: 

Propiedad 4.2.12 El conjunto viable de PD);"LC1 está contenido en el conjunto 

viable de PDNLC2 • Además, si E2 =O entonces estos dos conjuntos son iguales. 

Prueba: De la linealidad de las funciones que envuelven el conjunto viable del 

seguidor de PDNLC1 tenemos satisfecha la condición de calificación de Slater o 

la condición de calificación convexa reversa, para cada x E JR.n (vea sección 1.3), 

luego, todas las hipótesis del Teorema 2.1.1 y la Proposición 2.1.1 son satisfechas. 

Por tanto, sigue el resultado. • 

Corolario 4.2.3 Si las restricciones del nivel superior solamente envuelven la va­

riable x, es decir B2 =O, entonces el problema PD);"LC es equivalente al problema 

de dos niveles obtenido por la transferencia de estas restricciones para el nivel in­

ferior. 

Observemos que, la Propiedad 4.2.12 y el CoroléJ.rio 4.2.3 extienden los resulta­

dos presentados por Campelo en [18, Teorema 1.2.6, pág. 19], [18, Corolário 1.2.4, 

pág. 20] para el caso lineal-cuadrático, respectivamente, pero no dejan de ser un 

caso particular del Teorema 2.1.1, de la Proposición 2.1.1 y el Corolario 2.1.1. 

83 



Capítulo 5 

Algoritmos existentes para el 
problema de dos niveles 
lineal-cuadrático 

En este capítulo presentamos dos algoritmos existentes en la literatura que 

resuelven el problema de dos niveles linear-cuadrático. Para cada caso observamos 

cuales son las hipótesis consideradas. 

5 .l. Enumeración de puntos extremos para el 
PDNLC 

Wang propuso en [47, pág. 137] un algoritmo que soluciona el PDNLC' definido 

por (4.52) y (4.53), recordando que, el seguidor es estrictamente convexo para este 

problema, es decir, Q2 E s;;;_+. 
Este algoritmo está basado en las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker del 

seguidor (las cuales son condiciones necesarias y suficientes para resolver P(x)), 

esto es, existe un multiplicador u E JRP tal que: 

Q1x + Q2y + AI u+ d = O, A1x + A2y ~ a, u ~ O, (5.1) 

uT(A1x + A2y- a)= O. (5.2) 

El procedimiento comienza con la obtención del punto inicial (x*, y*, u*) que es 
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el óptimo del problema 

mínfi(x,y) =cix+cJy 
x,y,u. 

s. a: 
Q1x+Q2y+AJu= -d 

A1 x + A2 y:::; a. 

Si (x\ y*, u*) satisface la condición de complementaridad (5.2), entonces 

(x*,y*,u*) es óptimo del PDNLC'. Si no, procuramos en los vértices adyacentes a 

( x*, y*, u*), y elegimos aquel que tenga menor valor de la función objetivo h ( x, y) 

entre ellos. El proceso continua verificando si en este punto la condición de com­

plementaridad (5.2) es satisfecha. Resaltamos que este proceso, va almacenando 

información sobre los vértices ya analizados, con la finalidad de considerar a lo más 

una vez cada vértice. 

Algoritmo 

Paso 1: Fije T1 = W1 = 0, (x1, y1, u1) = arg mín { JI(x, y) : (x, y, u) E T} y haga 

k= 1, ir al Paso 2. 

Paso 2: Si uk T (A1xk + A2yk- a) =O, ir para el Paso 4, caso contrario k= k+ 1 

y ir para el Paso 3. 

Paso 3: Haga 

Tk - Tk-lu{(xk,Yk,uk)}, 

wk - ( wk-1 u VA(xk-1, Yk-1, uk-1)) r ·~, 

(xk,yk,uk) - argmín{fi(x,y): (x,y,u) E vVk}, 

donde T{' = JRn+m+P\Tk e VA(xk-1 , Yk-1, uk-d denota el conjunto de vértices 

adyacentes de (xk-1, Yk-1, uk-1), regrese al Paso 2. 

Paso 4: Pare! El punto (xk, Yk, uk) es una solución óptima del PD::'-ILC. 

Observamos aun que, la idea de este algoritmo es muy similar a aquella usada 

en el algoritmo del K-ésimo mejor vértice, propuesto por Bialas y Karwan en [15] 

para resolver el PDNL. 
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5.2. Resolución de problemas de complementari­
dad lineal asociados al PDNLC 

Júdice y Faustino propusieron en [30, pág. 137] un algoritmo que soluciona el 

PDNLC. El método consiste en resolver una secuencia de Problemas de Comple­

mentaridad Lineal (LCP), los cuales por su vez son resueltos por medio de un 

método enumerativo híbrido. 

Cuando el conjunto del seguidor D(x) es limitado para cada x E JRn, resolver 

el PDNLC es equivalente a resolver el siguiente Problema de Complementaridad 

Lineal Mínimo: 

rnínf1(x, y)= cJ x + cJ Y 
s. a: 

Q1x + Q2y + Aru + d = v 
(MLCP) A1 x + A2 y - a = -w 

B1 x + B2 y- b = -z 
vTy=uTw=O 

X 2: 0, y 2: 0, U 2: 0, V 2: 0, W 2: 0, Z 2: 0. 

donde w E JRP, z E IR1 son las variables de holgura. 

Introduciendo un parámetro >., Júdice y Faustino asocian en [30] el problema 

MLCP al siguiente problema LCP(.A): 

x, y, u, v, w, z, v0 2: O 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

donde la función objetivo fue substituida por cJ x+cJ y+v0 = X y v0 es una variable 

de holgura. 

El algoritmo SLCP dado a seguir consiste en resolver una secuencia de los 

problemas LCP(.Ak), donde {.AkhEN ~Res una secuencia decreciente. 

Algoritmo SLCP 

Paso 0: Haga k= O y e E IR+ un número fijo. 
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Paso 1: Si k= O descarte la última fila de (5.3) y resuelva LCP(.Xo). Si LCP(.Xo) 

no tiene· solución ir para el Paso 2. Caso contrario, elijamos (xo, Yo, uo) una 

solución de 'LCP(.Xo) y haga 

, T , T 
Ao = c1 xo 7 c2 Yo· 

Si k;:::: 1, entonces: 

Fije 

l. LCP(.Xk) no tiene solución (ir para el Paso 2) o 

2. (xk, Yk, uk) es solución de LCP(.Xk)· 

y k = k + 1 ir para el Paso l. 

Paso 2: Si k= O, el PDNLC es inviable. Caso contrario, (xkl Yk) es una e-solución 

de PDNLC donde E=() jc1T Xk + c2TYkl· 

Los problemas LCP(.Xk), con k E N, son resueltos mediante un método enumer­

ativo híbrido muy similar al desarrollado en [29] para el caso lineal, con la diferencia 

que este incorpora el algoritmo Modified Red:uces-Gradient (vea [31]). Este algorit­

mo primero encuentra una solución viable del problema de desigualdades lineales 

(5.3)-(5.4) por medio de una modificación de la E-\SE 1 del método SIMPLEX 

con una variable artificial. Luego, siempre usando soluciones viables, un árbol (ver 

Figura 5.2.1) es implícitamente explorada hasta que las condiciones (5.5) sean sat­

isfechas. Cada nodo del arbol es generado al resolver un programa lineal por una 

modificación da FASE 2 del método SIMPLEX. 
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Figura 5.2.1: (=(u, y) E R.P+m.,:..; = ( -w, v) E JRP+m i = 1, · · · ,p + rri. 
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Conclusiones 

En este trabajo estudiamos el problema de dos niveles lineal-cuadrático 

(PDNLC), donde el seguidor es un problema convexo, admitiendo así más de una 

solución. Realizamos, primeramente, una revisión bibliográfica de los problemas de 

dos niveles general y lineal. En seguida, desarrollamos un análisis teórico comparati­

vo entre los problemas de dos niveles lineal (PD~L) y lineal-cuadrático (PDNLC+), 

donde el seguidor tiene una única solución. 

Resaltamos que, las propiedades existentes para el problema de dos niveles 

cuadrático (PDNC+), donde la función objetivo del líder es cuadrática cóncava y 

el seguidor tiene una única solución, son válidas para el PDNLC+. 

Como primera contribución, desarrollamos una estructura unificada del proble­

ma de dos niveles sobre la visión del análisis teórico de las aplicaciones punto­

conjunto. Nuestra principal contribución es dada por la deducción de propiedades 

geométricas del problema de dos niveles lineal-cuadrático, cuando el seguidor puede 

tener más de una solución. Por tanto, estas son extensiones de los respectivos re­

sultados ya existentes para los problemas PD~L y PDNLC+. Concluimos que: 

l. Es posible expresar la aplicación T, que define el conjunto via-ble del seguidor 

de PDNLC, como una unión finita de conjuntos convexos poliedrales, descri­

biendo la forma exacta de ellos. Este resultado extiende aquellos dados en 

[24, 40) para el PDNL. 

2. Como consecuencia de la caracterización de T, tenemos que el conjunto viable 

W de PDNLC es la unión finita de conjuntos convexos poliedrales, describien­

do a forma exacta de ellos. Este resultado extiende aquel dado en [46] para 

· el problema de dos niveles cuadrático, donde la función objetivo del líder 

es cuadrática y el seguidor tiene una única solución, y por tanto, para el 

PDNLC+. 
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3. La limitación inferior de la función objetivo del líder, f¡, sobre el conjunto 

viable 'lt garantiza que el PDNLC tiene solución. Este resultado extiende 

aquel dado en [18] para el PDNL. 

4. Si el PDNLQ tiene solución, entonces ella es alcanzada en por lo menos un 

ponto' extremo del conjunto viable 'lt. Este resultado extiende aquel dado en 

[18, 40] para el PDNL. Además, si consideramos f¡ siendo una función cón­

cava, este resultado aun es válido para el problema de dos niveles cuadrático, 

donde el seguidor es un problema convexo, extendiendo así el resultado dado 

en [46] para el PDNC+, y por tanto, para el PDNLC+. 

5. La conexidad del conjunto viable 'lt continua siendo válida sobre las mismas 

hipótesis consideradas en el caso lineal. Esto es, si las restricciones del nivel 

superior no dependen de la variable del seguidor y el conjunto viable relajado 

W es limitado. Este resultado extiende aquel dado en [39] para el PDNL. 

6. No es posible extender para el PDNLC las siguientes propiedades de PDNL: 

a) El conjunto viable es la unión de las caras del conjunto viable relajado 

w. 

b) Todo punto extremo del conjunto viable 'lt es un vértice del conjunto 

viable relajado W. 

e) Si el problema tiene solución, entonces ella es alcanzada en por lo menos 

un vértice del conjunto viable relajado W. 

ilustramos la no verificación de estas afirmaciones para el caso lineal­

cuadrático usando contra-ejemplos. 
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