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RESUMEN

ESTUDIO DE LAS PROPIEDADES GEOMETRICAS DEL
PROBLEMA DE DOS NIVELES LINEAL-CUADRATICO
KELY DIANA VILLACORTA VILLACORTA
FEBRERO-2007

Asesor: M. Sc. Felipe Antonio Garcia Moreno

Titulo Obtenido: Licenciado en Matemartica

En este trabajo deducimos propiedades geomeétricas del problema de dos niveles
lineal-cuadratico, cuando el problema cuadratico puede tener mas de una solucién.
Los resultados obtenidos son extensiones de propiedades existentes para los proble-
mas de dos niveles lineal ¥ lineal-cuadrértico. cuando el problema cuadratico tiene
una tnica solucién. Entre los resultados importantes de este trabajo, establecemos
la caracterizacién del conjunto viable del problema de dos niveles lineal-cuadratico
como la unién finita de conjuntos convexos poliedrales. Probamos también que, si
el problema de dos niveles lineal-cuadrértico tiene solucién, entonces ella es alcan-
zada en por lo menos un punto extremo del conjunto viable. Ademés, mostramos
que la conexidad del conjunto viable del problema de dos niveles lineal-cuadratico

continua siendo valida sobre las mismas hipétesis consideradas en el caso lineal.

PALABRAS CLAVES:

OPTIL\/IIZACIQN EN DOS NIVELES
CONDICIONES DE OPTIMALIDAD KARUSH-KUHN-TUCKER
PROGRAMACION NO-LINEAL

CONJUNTOS CONEXOS, CONVEXOS Y POLIEDRALES.
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ABSTRACT

STUDY OF THE GEOMETRIC PROPERTIES OF
LINEAR-QUADRATIC BILEVEL PROBLEM

KELY DIANA VILLACORTA VILLACORTA

FEBRERO-2007

Asesor: M. Sc. Felipe Antonio Garcia Moreno

Obtained Degree: Licenciado en Matemética

In this dissertacdo we deduce geometric properties of the linear-quadratic bilevel
problem, when the solution set of the quadratic problem can be not a singleton.
The obtained results are extensions of existing properties for the linear and linear-
quadratic bilevel problems, when the quadratic problem has only one solution.
Among the important results of this dissertation, we establish the characteriza-
tion of the feasible set of the linear-quadratic bilevel problem as a finite union of
poliedral convex sets. We also prove that, if the linear-quadratic bilevel problem
has solution, then it is reached in at least one extreme point of the feasible set.
Moreover, we show that the conexity of the feasible set of the linear-quadratic
bilevel problem remaines valid under the same hyvpotheses considered in the linear

case.

KEYWORDS:
BILEVEL OPTIMIZATION
KARUSH-KUHN-TUCKER OPTIMALITY CONDITIONS
NON-LINEAR PROGRAMMING

CONECTED, CONVEX AND POLIEDRAL SETS.
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Notaciones

RY
RY,

Sy
S

P(RYN)
Izl =+(z,z)
B(a;r)
int(A)
ri(A)
cl(A)

aff (A)
conv(A)
0f(u)
V£(z)
Im(T)
Dom(T)
Gr(I)
V(P)
sol(P)
PDN
PDNL
PDNLC

PDNLC*

El conjunto {(z;,....zy) €RY :2; >0 Vi=1,.,N}

El conjunto {(z;,...,zy) €RV :z; >0 Vi=1,.,N}.

El conjunto de todas las matrices simétricas y semidefinidas
positivas de orden .V x V.

el conjunto de todas las matrices simétricas y definidas
positivas de orden N x V.

Conjunto de las partes de RV.

Norma asociada al produto interno en R¥.

El conjunto {z € RV : {|z —a| < 7}.

Interior topologico del conjunto A C R¥.

Interior relativo del conjunto A.

Cerradura de conjunto A.

Interseccién de todos los subespacios conteniendo A.
Intersecién de todos los conjuntos convexos conteniendo A.
Subdiferencial de la funcién f en u.

La gradiente de la funcién f en z.

Imagen del operador I

Dominio del operador I'.

Gréfico del operador T'.

Valor 6ptimo del problema P.

 Conjunto solucién del problema P.

Problema de dos niveles.
Problema de dos niveles lineal.
Problema de dos niveles lineal-cuadratico.

con el seguidor convexo.
Problema de dos niveles linear-cuadratico,

con el seguidor estrictamente convexo.
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Introduccion

El problema de dos niveles es un problema de optimizacién (lider) donde la
regiéon viable incluye el conjunto solucién de un otro problema de optimizacion
(seguidor). Esta formulacién modela problemas de decision jerarquicos, donde las
acciones del lider delimitan las posibilidades del seguidor, més son también influ-
enciadas por las reacciones de este. Este problema ha sido extensamente estudiado
en la literatura, vea por ejemplo para el caso lineal-cuadratico [30, 47] y en general ‘
[1, 7,9, 10, 13, 15, 18, 24, 39, 41, 46].

Resaltamos que la estructura jerdrquica de este tipo de problema lleva a la
no-convexidad de su conjunto viable, dificultando asi su resolucién. En particular,
el problema de dos niveles lineal (PDNL), donde todas las funciones envueltas
son lineales, han recibido mayor atencién, pues sus propiedades y caracteristicas
geomeétricas estan muy relacionadas con las de un problema clasico de programacién
lineal.

En el presente trabajo estudiamos el problema de dos niveles lineal-cuadratico
(PDNLC), cuya estructura difiere de PDNL al considerar el seguidor siendo un
problema cuadratico convexo y asi la existencia de mas de una solucion del seguidor.

Este trabajo es organizado como sigue: H

En el Capitulo 1, presentamos la teoria basica para la mejor comprensién y
desarrollo de esta tesis, donde los resultados son solamente enunciados, pero, de-
bidamente referenciados.

En el Capitulo 2, el problema de dos niveles es presentado en su forma maés
general, con la finalidad de recopilar propiedades geométricas relativas a él.

En el Capitulo.3, estudiamos el problema de dos niveles lineal y resaltamos las

principales propiedades y caracteristicas geométricas que surgen naturalmente de

la linealidad de todas las funciones envueltas en él.



En el Capitulo 4, damos nuestra efectiva contribucién, deduciendo propiedades
geométricas para el problema de dos niveles lineal-cuadratico convexo y las com-
paramos con los resultados existentes para el PDNLC, cuando el seguidor tiene una
\iniéa solucién.

En el Capitulo 5, presentamos algunos algoritmos existentes en la literatura que
resuelven el problema de dos niveles lineal-cuadratico.

Finalmente, presentamos nuestras conclusiones.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, presentamos los fundamentos teéricos para una mejor com-
prensién de esta tesis. Recordando algunas definiciones y propiedades basicas, en-
fatizamos sobre las definiciones y propiedades relativas a las aplicaciones punto-
conjunto y las condiciones de optimalidad de un problema de minimizacién con
restricciones de desigualdad.

Reunimos aqui un nimero de resultados que son importantes en los préximos
capitulos, los cuales son presentados a fin de que puedan ser aplicados directamente
al contexto en el que estamos interesados. Por una razén similar, consideramos

solamente aquellos resultados que son relevantes para el trabajo actual.

1.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 1.1.1 [13, pag. 363] Un conjunto X C R¥ es dicho conexo cuando
no puede ser escrito como la union de dos conjuntos A C RY y B C RY no vacios

y abtertos, tales que
An(el(B)=0 y Bn(cl(A)=0.

La conexidad de un conjunto est4 relacionada intuitivamente a la idea de con-
tinuidad. De hecho, un conjunto X es conexo si para cada par de puntos de X,

existe siempre un “camino continuo” contenido en X uniendo este par de puntos.

Definicién 1.1.2 [50, pag. 362] Sea X C RY un conjunto, z € X es un punto
extremo de X si no ezisten ' y 2* € X, o' # 12 y a € (0,1), tales que z =

az! + (1 - a)z?.



Definicién 1.1.3 [36, pig. 162] Sea X C RN un conjunto convezo. Una cara de
X es un subconjunto convezo X' de X que satisface la siguiente condicion: si z!,

22e X y(1—a)zt +azx® € X' para algin o € (0,1), entonces z*, 2° € X'

Observemos que, el conjunto vacio y el propio & también son caras de A&,
ademas, cada cara de dimensién cero de X satisface la Definicién 1.1.2, luego estas

caras son los puntos extremos de X.

Propiedad 1.1.1 [36, pag. 172] Si un conjunto convezo es un poliedro, entonces

sus caras también son poliedros.

En este caso, el nimero de caras es finito, v los puntos extremos son lamados

vértices. Resaltamos que los vértices de una cara son vértices del conjunto original.

Propiedad 1.1.2 [36, Corolario 19.1.1, pag. 172] Un conjunto convezo tiene como

mdzimo un numero finito de puntos eztremos y direcciones extremas.
Definicién 1.1.4 [36, pag. 51] Sean f: XY — R una funcidn y Z € RY.

i)f es semicontinua superior en I, si tenemos que kh’m f(z¥) < f(&) para
—00
cada secuencia {z*}rex € RV convergiendo a Z, y el limite de la secuencia
{f(z*)}ken emiste.

i) f es semicontinua inferior en I, si tenemos que kh’m f(z*) > f(Z) para
-—OC
cada secuencia {z¥}rexy C RV convergiendo a Z, y el limite de la secuencia

{f(z*)}xen emziste.

Propiedad 1.1.3 Una funcion f es continua en Z si, y solamente si, f es semi-

continua superior y semicontinua inferior en I.

1.2. Aplicaciones punto-conjunto

Esta seccién trata de las aplicaciones punto-conjunto, también denominadas

funciones multivaluadas o multifunciones.

A seguir presentzimos los resultados y propiedades encontrados en |3, 6, 34, 38].



Definicién 1.2.1 [6, pag. 20] Una aplicacidn punto-conjunto A de RY a R, que
denotaremos por A : RY — P(RM), es una aplicacion que asocia a cada punto

z € RY un subconjunto A(z) de RM.

Observacion 1.2.1 Cuando A se reduce a un unico elemento, entonces A es una
aplicacion en el sentido cldsico o punto-punto y se denota A(z) =y o A(z) = {y},

en este caso usamos la notacidn A : RY — RV,

Las aplicaciones punto-conjunto aparecen naturalmente en muchas areas de la
matematica, como por ejemplo en la optimizacién. Un ejemplo clasico es el sub-

diferencial de una funcién convexa no-diferenciable, esto es

of : RV — Z2@RY)
z — 0f(2),

donde Of(z) ={z € RV : f(w) > f(z) = (z.w —2) VYwe RV}

En relacién a una aplicacién punto-conjunto, tenemos:
Definicién 1.2.2 [6, pag. 20, 21] Sea .\ : XY — 2(RM).
i) El grdfico de A es el subconjunto del espacio producto RN x RM definido por
Gr(A) == {(z,y) e RV xR : y e A(z) }.
i) El dominio de A es dado por
Dom(A) := {z € RV : A(z) # 0}.
) La imagen de A es de la forma

Im(A) :={y € RM : 3z tal que y € A(z)} = U A(z).

zeRN

w) La inversa A~ de A es la aplicacidn punto-conjunto de RM en RN definida

por

z € A7 (y) <=y € Alz) & (z,y) € Gr(A).

(S}



Sea X C RY, denotamos por A|x la restriccion de la aplicacién A en X, definida

por
Alz) size X,

A[X =
0 sizgX.

En la Figura 1.2.1 ilustramos el grafico, el dominio y la imagen de una aplicacién
punto-conjunto A : R — Z(R). llustramos también, la imagen de A en un punto

Z € Dom(A) y la imagen de la aplicaci6n inversa A~ en un punto @ € Im(A).

M In(A) BMAX ®G(A) mAYE) = Dom(A)

Figura 1.2.1:

Definicién 1.2.3 [38, ejemplo 9.57, pag. 399 | Una aplicacion A : RY — P(RM)
es poliedral por partes, si su grifico Gr(A) es igual a la union de un numero

finito de conjuntos convezos poliedrales.

Definiciéon 1.2.4 [6, Definicién 1.4.1, pag. 21] Una aplicacidn A : RY — P(RM)
es semicontinua superior (scs) en T € RY si para cualquier conjunto abierto
Y CRM, con Y D A(Z), erxiste una vecindad de Z, V(Z), tal que

Az)CY, VzeV(a)

Decimos que, la aplicacion A es scs en RV si esta es scs en cada z € RY.



Definicién 1.2.5 [6, Definicion 1.4.2, pag. 22| Una aplicacion A : RV — P(RY)
es semicontinua inferior (ici) en T € RY si para cualquier conjunto abierto
Y CRM, con YNA(Z) # 0, eziste una vecindad de T, V(Z), tal que

AMz)nY#0D. VeV (T).
Decimos que, la aplicacion A es sci en RY si esta es sci en cada z € RY.
Tlustramos a seguir las definiciones de semicontinuidad superior e inferior.

Ejemplo 1.2.1 Consideremos las aplicaciones punto-conjunto A;. Ag : R —
P(R), definidas de la siguiente forma
[17 %] st T # _17

Al(.’ﬂ) = -\2.(23) =
[1,2) siz=-1. 1,

1,2] siz# -1,

| siz=-1

[STTI)

Observamos que a aplicacion \; es scs en X, mas no es sct en T = —1, pues existe
un congunto abterto Y = (%, 2) tal que Y "~ \{-1) # 0, pero para toda vecindad de
-1, V(-1), tenemos que Y N A(z) = 0 para cada z € V(-1) (vea Figura 1.2.2).
Por otro lado, Ay es sci en R, mas no es scs en z = —1, pues eziste un conjunto
abierto Y = (1—¢,2+¢), con 0 < € < 2, tal que \(—1) C Y, pero para toda vecindad
de —1, V(-1), tenemos que A(z) € Y para cada z € V(—1) (vea Figura 1.2.3).

A

-1

.Figura 1.2.2: Grafico de la aplicacién A;.

En el ejemplo anterior puede ser observado también que la caracterizacion de
aplicaciones continuas por medio de secuencias no es valida en general para el caso

punto-conjunto, esto es, si una aplicacién A-es punto-conjunto y es scs (sci) en

7



A

L
T

-1

Y

Figura 1.2.3: Grafico de la aplicaciéon As.

¥ — %, no significa que A(z*) converge a

z, dada una secuencia {z"};cx, con z
A(Z). Por esta razon, el concepto de continuidad para aplicaciones punto-conjunto

es dada a seguir.

Definicién 1.2.6 [6, pag. 22| Una aplicacion A : RN — P(RM) es dicha con-
tinua en T st esta es scs y sct en T. Decimos que, la aplicacion A es continua en

RY si esta es scs y sci en R

Cuando A se reduce a una aplicacién punto-punto, es decir A : RY — RY,
el concepto de semicontinuidad superior, semicontinuidad inferior y continuidad

coinciden.

Definicién 1.2.7 [6, Definicién 1.4.3, pag. 22] Una aplicacicn A : RY — F(RM)
es cerrada en Z, si para cualgquier par de secuencias {T"}ren € RY y {¥F}ren C

RM, tenemos que
=z, o7y FeA) => FeA@R).

Decimos que, la aplicacion \ es cerrada en RV. si esta es cerrada en cada z €
RN

Si una aplicacién A es punto-punto y cerrada, esto también equivale a la con-
tinuidad de A (vea Definicién 1.1.4).



Ejemplo 1.2.2 Consideremos la aplicacion punto-conjunto Az : R — P(R),

definida de la siguiente forma

[L,+00) siz >0,

As(z) == ¢ (—00,0] siz=0,
[1,0] siz<O.
A
Ag
Y

Figura 1.2.4: Grafico de la aplicacién As.

Observamos que ella es cerrada en R. Pero, haciendo un andlisis similar a la

hecha en el ejemplo anterior, concluimos que A3 no es scs ni sci en z = 0.

Definicién 1.2.8 [6, Definicién 1.4.4, pag. 22| Una aplicacion A : RY — P(RM)
es localmente limitada en T, si para alguna vecindad de Z, V(Z), el conjun-
to |J A(z) es limitado. A es llamada de localmente limitada en RY si esta es

z€V(Z) )
localmente limitada en cada z € RY. -

De la definicién anterior observamos que, si A es localmente limitada en Z,
entonces el conjunto A(Z) es limitado.

Los préximos resultados relacionan los conceptos de aplicaciones semicontinuas

superiores, cerradas y localmente limitadas.

Teorema 1.2.1 [6, Teorema 1.4.1, pag. 23] Supongamos que la aplicacion A :
RY — P(RM) es scs en T y A(Z) es un conjunto cerrado. Entonces A es cer-
rada en T. Reciprocamente, si A es localmente limitada y cerrada en T, entoneces A

es scs en I.



Observemos que, si A es cerrada en Z, entonces A(Z) es un conjunto cerrado.

Teorema 1.2.2 [6, Teorema 1.4.2, pag. 23] Sean una aplicacion A : RN — P(RM)

scs y un conjunto X compacto en RY. Entonces A(X) es compacto.

Corolario 1.2.1 [6, Corolario 1.4.1, pag. 23] Sea una aplicacion A : RY — P(RM)

cerrada. Entonces A es localmente limitada en Z si, y solamente si, A(Z) es limitado.

Proposicién 1.2.1 [34, Lema 2.1, pag. 460] St una aplicacién A : RN — P(RM)
es scs y A(z) es un conjunto conezo para cada z € RY, entonces la imagen de A,

Im(A), es un conjunto conezo.

1.3. Criterios de optimalidad en programaciéon
matematica

En esta parte presentamos condiciones de optimalidad necesarias y suficientes

para el Problema de Minimaizacion:

(PM) min 6(z) (1.1)

h(z) < 0. (1.2)

donde §:RY - Ry h:RY - RY.

Con respecto a este problema tenemos la siguiente definicion.
Definicién 1.3.1 Dado el PV los siguientes conceptos son establecidos:
i) La regién viable es dada por |
X = {zeR":h(z) <0}, (1.3)
también llamada de conjunto viable o conjunto de restricciones.
%) Un punto z es viable, siz € X.
i) Un punto T € X es solucion del problema, si

-8(Z) < 6(z) para todo z € X.

La solucidn del problema es también denominada de solucién global.
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w) Un punto Z € X es solucidn local del problema, si existe una vecindad de T,
V(z), tal que
6(z) < 8(z) para todo z € X NV (Z).

v) El conjunto solucion es definido por

sol(PM) = {z € RY : z es solucién de PM}.

A seguir presentamos algunos resultados con respecto al conjunto solucién del
problema PM.

Teorema 1.3.1 (33, Teorema 3.2.1, pag. 72| Sean X C RY un conjunto convezo
y 6 una funcidn conveza en X. Entonces, sol(PM) (el cual puede ser vacio ) es

CONVETO.

Teorema 1.3.2 [33, Teorema 5.2.2, pag. 73] Sean X un conjunto convezo y Z
una solucion del problema PM. §i § es una funcion estrictamente conveza en Z,

entonces sol(PM) =17 .

Teorema 1.3.3 [26, Teorema Frank-Wolfe | Sean X un conjunto poliedral y 8 una
funcidn cuadrdtica conveza. Si inf{f(z) : z € X} es finito, esto es, § es limitada

inferiormente en X, entonces sol(PM) # 0.

Para obtener condiciones necesarias de optimalidad para el problema PM pre-
cisamos de ciertas condiciones sobre el conjunto viable X, las cuales son usualmente
conocidas como condiciones de calificacion o condiciones de regularidad
(vea [11, 33, 41]), para garantizar, por ejemplo, que las soluciones de PM no se
encuentren en una punta (vea figura 1.3.5(a)) ni la regién viable sea formada por
un Gnico punto (vea figura 1.3.5(b)). |

A seguir citaremos algunas condiciones de calificacién para el andlisis de opti-
malidad de PM (vea [33, pag. 78-79, 102-103)).

i) Decimos que h satisface la condicidn de calificacion de Slater (sobre RY),

si b es una funcién convexa en RV y existe un z € R tal que A(Z) < 0.
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(a) (o)

Figura 1.3.5:

#4) Decimos que h satisface la condicion de calificacion de Karlin (sobre RY),

si h es una funcién convexa en XV v no existe un y € R tal que

yTh(z) >0 para todo z € RY.

#1) Decimos que h satisface la condicion de calificacion estricta (sobre RY),
si h es una funcién convexa en RV v X contiene por lo menos dos puntos z*

y 72, con z! # z2, tal que h es estrictamente convexa en zl.

) Decimos que h satisface la condicion de calificacion de Kuhn-Tucker en
. I € X, si hes diferenciable en Z v si para cada y € RM, Vh;(Z)y < 0 implica
que existe una funcién e : [0,1] — R tal que
1. e(0) =z,
2. e(r)e X, VT €0,1],

3. e es diferenciableen 7 =0, y

=y, paraalgin 8 >0

 donde I := {7 : hy(

81
A —
I
<
o~
It
—
)

Loy .'V[}.



v) Decimos que h satisface la condicidn de calificacion Arrow-Hurwicz-
Uzawa en Z € X, si h es diferenciable en Z y si existe algin z € R" tal
que -

Vhy(Z)z >0, Vhy(Z)z >0,

donde V :={i:hi(Z)=0, y h; es concava en Z},
U:={i:h(Z) =0, y h; no es concava en I}.
vi) Decimos que h satisface la condicion de calificacion conveza reversa en

Z € X, si h es diferenciable en T y si, paracadai € I = {i : h;(Z) =0, i =

1,2,..., M}, o h; es concava en Z o h; es lineal en RV.

Lema 1.3.1 [33, Lema 3.4.6, pag 79] La condicidn de calificacion de Slater y la
condicion de calificacion de Karlin son equivalentes. La condicion de calificacion

estricta implica las condiciones de calificacion de Slater y Karlin.
Lema 1.3.2 [33, Lema 7.3.6, pag 103]

1. Si h satisface la condicion de calificacion conveza reversa en T, entonces h

satisface la condicion de calificacion Arrow-Hurwicz-Uzawa en T.

2. s1 h satisface la condicion de calificacion conveza reversa en I, entonces h

satisface la condicion de calificacion de Kuhn-Tucker en Z.

8. Sea h una funcion conveza en RV y diferenciable en . Si h satisface la condi-
cion de calificacion de Slater o de Karlin o la condicién de calificacion estric-
ta en RY, entonces h satisface la condicién de calificacion Arrow-Hurwicz-

Uzawa en T.

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias de optimalidad para
el problema PM.

Teorema 1.3.4 [33, Teorema 7.3.7, pag 103] Sea T una solucion local o global de
PM. Supongamos que § y h son funciones diferenciables en Z, y h satisface una

de las siguientes condiciones de calificacion:

1. Kuhn-Tucker en %,
2. de Arrow-Hurwics-Usawa en T,
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3. de convera reversa en :z'f,

4. de Slater en RY,

5. de Karlin en RY,

6. estrictamente conveza en R-.

Entonces, existe un @ € R™ tal que (Z.a) es solucidn del siguiente sistema

V4(z) - @' VA(E) =0 (1.4)
R(Z) <0 (1.5)

2 h(z) =0 (1.6)

2>0 (1.7)

Las ecuaciones (1.4)-(1.7) son conocidas como las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT).

El siguiente teorema establece las condiciones suficientes de optimalidad para

el problema PM.

Teorema 1.3.5 [33, Teorema 7.2.1, pag 94| Sea T € R"Y. Supongamos que 6 y h
son funciones convezas y diferenciables en T. Si (T.4) es una solucion del sistema
(1.4)-(1.7), entonces T es solucidén de P.
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Capitulo 2

Problema de Dos Niveles

El objetivo de este capitulo es presentar la formulacién general del problema
de programaciéon en dos niveles (PDN) y sus caracteristicas. En la seccién 2.1,
formulamos el problema de dos niveles, introducimos definiciones, convenciones y
notaciones a ser utilizadas, ademas, presentamos resultados referentes al conjunto
viable del problema y los ilustramos mediante ejemplos. En la seccién 2.2, estudi-
amos las relaciones entre el PDN v su problemé. relajado y por Gtimo, en la seccién

2.3, analizamos el problema de Stackelberg v la relacién existente con el PDN.

2.1. El Problema

El Problema de Dos Niveles (PDN) es un problema de optimizacién matematica

donde las variables son divididas en dos vectores z y y, como definido a seguir.
(PDX) min  fi(z.y) (2.1)
S. a:
9i(z.y) <0 (2.2)
y es solucién de
min f(s,9)

s. a: (2.3)
g2(z,y) <0

dondez € R*, y € R™, f1, o : R*XR™" - R, g :R*xR™ - R?, g : R®» x R™ —
RP,
Asi, z es denominada la variable del lider (o nivel superior) v y es la variable del

seguidor (o nivel inferior). Del mismo modo, g:(z,y) < 0y g2(z,y) < 0 representan
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respectivamente las restricciones del lider y del seguidor. La funcién fi(z,y) es
llamada de funcién objetivo del lider; mientras que f2(z,y) es la funcién objetivo
del seguidor.

Una razén para el interés en este problema es que muchos problemas de de-
cisién jerarquicos pueden ser modelados como problemas de dos niveles. Esto es,
se atribuyen explicitamente a cada agente una funcién objetivo y un espacio de
decisién, el sistema es definido por un conjunto de restricciones que puede afectar
total o parcialmente cada agente.

Los casos particulares de PDN maés estudiados en la literatura son:

s« PDNL - problema de dos niveles lineal. donde todas las funciones envueltas

son lineales y afines, vea como referencias [7, 13, 18, 29, 39].

» PDNLC - problema de dos niveles lineal-cuadratico, donde las funciones fj,

g1y g2 son lineales y f» es cuadratica convexa en y, vea como referencias
{30, 47].

« PDNC - problema de dos niveles cuadratico, donde f; v f- son cuadraticas y

g1y g2 son lineales, vea como referencias [10. 46].

El grado de dificultad de resolucién de un programa de dos niveles es facilmente
conferido por la propiedad NP-Dificil. Calamai v Vicente propusieron en [17] una
técnica para generar ejemplos de PDNL v PDNLC con un nimero exponencial de
minimos locales. Vicente en {44, Capitulo 5] probé que la simple verificacién de la
optimalidad local de un programa de dos niveles lineal es NP-Dificil.

En este trabajo concentramos nuestra atencién en los dos primeros tipos de
problemas, es decir el PDNL y PDNLC.

La siguiente definicién pretende clasificar conjuntos que desempenan un papel

importante en la teoria de la programacién en dos niveles.

Definicién 2.1.1 Dado el PDN, los siguientes conceptos son establecidos:

i) El conjunto viable relajado es dado por

W = {(z,y) e R"xR™: gi(z,y) <0, g2(z,y) <0} (2.4)
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i) Sea la aplicacion QL : R™ < ZP(R™) definida por

Qz) = {yeR™ : ga(z,y) <0} (2.5)

Para cada z € R™, Q(z) es el conjunto viable del seguidor.

i1) Sea la aplicacion T : R* — ZP(R™) definida por
T(z) = argmi{fa(z.y) : y€Q)} (2.6)

La 1magen Y(z) es el conjunto solucién del seguidor, para cada z € R™.

También llamado de conjunto reaccion del seguidor (vea [19]).

w) El conjunto viable de PDN es dado por
U = {(z.y) eR"x X" :q1(z.y) <0, y € T(z)}. (2.7)

FEste conjunto es también conocido como region tnducida del problema
(vea [19]).
v) El conjunto solucién de PDN es dado por

" = argmin{ fi(z.y) : (z.y) € V}. (2.8)

Consideremos el siguiente problema:

(PR) 121;1 fi(z.y)
S. a:
qi(z.y) <0
g2(z.y) < 0.

El conjunto W es el conjunto viable de este problema y W* :=
argmin{ fi(z,y) : (z,y) € W} es el conjunto solucién de PR. Este problema
es llamado de Problema Relajado de PDN. ‘

El siguiente ejemplo ilustra los problemas y conjuntos anteriormente definidos.
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Ejemplo 2.1.1 Consideremos el problema

(El) min filzy)=(E-2+F-2"
s.a:
y es solucién de

min folz.y) =y

T mrew-r < 1 ()
i-(y-2 < -1 (W)
r—-y < 1. (I

Figura 2.1.1:

Tenemos que, el conjunto viable relajado es dado por

W={(z,y) eERxR:(z-1)+(y-1)%<1, —z+(y-2°<~-1, 2—-¢*<1},

18



que corresponde al conjunto no-convezo limitado indicado en la Figura 2.1.1. Asi,

para cada € R, el conjunto viable del seguidor es
Q@) = {yeR:(e-1°+@y-12<1, -2+ (y-2°<0, c-y’ <1}

Para cada z, Q(z) resulta

1- \/1—2:—1) 2+-Yz—1] si0<z<1,

[
Qz) = [Vr-T,1+/1-(z-1)] sil<z<2,
0

caso contrario,
como puede ser observado en la Figura 2.1.1.
En consecuencia, el conjunto solucion del sequidor Y(z) = argmin {y Ty €
z)} es dado por ’
1-{/1-(z-1) si0<z <1,

T(z)

8
I

—

u

11<z<2

0 caso contrario.

a=0
o=0.04
a=3-2/2
a=0.44

a=1

1 2
-=-Gr(M =¥ ITIW

Figura 2.1.2:

Como no ezisten restricciones en el nivel superior, sigue que

\P={()RnycT}Gr)
= \PIU\Pﬁv
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donde

¥,

{(x,y)eRszy=1——\/l—(x—1)2, nggl},

U, = {(x,y)éRxR:y:?/x—l, 13:1:32}.

Asi, el grdfico de la aplicacion Y y el conjunto viable de (E1) son iguales, y son

representados en la Figura 2.1.2. Luego, el problema (E1)

min (z —2)2+(y —2)%
Jin (2 -2+ (y-2)

puede ser escrito como

min{ min (z—-2)?+(@y¥-2)% min (z—-2)%+(y— 2)2} =
(z,y)€¥1 (z,y)€¥2

min {5, 1} = 1.

Por tanto, ¥* = (2, 1), con valor dptimo V(E1)= 1.
En la Figura 2.1.2 también son interpretadas grificamente las curvas de nivel

de fi(z,y), esto es, el conjunto
Co = {(z.y) eR?: fi(z.y) = a}
= {@y) €R: (52 + (y— 2P = a},

para a =0, 0,04, 3—2v2, 0,44 y 1.

Por otro lado, el problema relajado asociado a (E1) estd dado ipor

s. a:
(z-1+(y-1<1
z—(y—-2)°%>1

r—y3 <1

- siendo su conjunto solucion W* = (1 + ?, 1+ ‘/Ti) con V(PR) = 3 — 2v/2.

Una caracteristica importante en la formulacién del problema de dos niveles es
el posicionamiento de las restricciones, es decir, es diferente que un conjunto de
restricciones a(z,y) < 0 se encuentre en el nivel superior o en el nivel inferior de
PDN. El proximo teorema establece la relacion existente entre los problemas PDN;
y PDNy, siendo:
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{ BBLioTEC

(PDNy) : (PDN,) \ EATRAL
1211’51 fi(z,y) IJI:llaI,l fiz,y)
5. a: ' 5. a

gi(z,y) <0 - ' qi(z.y) <0

a(z,y) £0 y es solucién de

y es solucién de myl'n fa(z,9)

min  fao(z,y) S.a:
)] s.a: PO e <o
g2(z,y) < 0. a(z,y) <0,

con a : R® x R™ — R®. Denotando por
U, = {(:c,y) ER"XR™: gi(z.y) <0, a{r.y) <0, yessolucion de Pl(x)},
Wy = {(x, y) ER* x R™: g1(z,y) £0. y essolucién de Pg(x)}

los conjuntos viables de PDN; v PDN,, respectivamente, tenemos el siguiente re-

sultado.

Teorema 2.1.1 [44, Teorema 2.3, pag. 13] Si fo(z,), g2(z,") y a(z,-) son fun-
ciones convezas y diferenciables en y para todo z y go(z,-) satisface alguna condi-
cion de calificacion apropiada para cada r fijo (vea la secciéon 1.3), entonces
¥, C .

Cuando el conjunto de restricciones a(z.y) < 0 solo depende de z, esto es,

a(z,y) = a(z) para todo z € R*, estos conjuntos son iguales.

Proposicién 2.1.1 Supongamos que las hipétesis del teorema anterior son vdlidas

y a(z,-) = a(z) para todo = € R™. Entonces, ¥; = Us.

Prueba: Por el Teorema 2.1.1, sigue que ¥; € Wa.

Reciprocamente, suponiendo que a(z,-) = a(z), Vz € R, y desde que go(z, ")
satisface alguna condicién de calificacién, tenemos que las condiciones de KKT de
los problemas P (z) y P»(z) son las mismas, luego, dado z, toda solucién y de Py(z)
es solucion de P;(z).

Asi, (Z,7) € Uy implica que

)<0, a(f)<0 y g soluciona P,(%): (2.9)

2

gl(j,
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Luego, (Z,%) € ¥;. Por tanto, ¥» C ¥,. "

El siguiente corolario es un resultado inmediato del Teorema 2.1.1 y Proposicién
2.1.1.

Corolario 2.1.1 S las restricciones del nivel superior del problema PDN solo en-
vuelven la variable del lider =, es decir gi(z. ) = ¢1(z) para cada z € R", entonces
el problerﬁa PDN es equivalente al problema de dos niveles obtenido por la trans-

ferencia de estas restricciones para el nivel inferior.

Observacién 2.1.1 Conforme las definiciones de las aplicaciones Q y T, sigue

que:

1. De (2.5), tenemos que el grifico Gr(Q) estd relacionado con la funcidn ga,

esto es,
Gr(Q) = {(z,y) e R"x X" : go(z,y) <0} (2.10)
2. De la observacidn anterior y (2.4) deducimos que |
W= {(z,y) € R* x R™: g1(z.y) <0} N Gr(N).
3. De (2.7) y el grdfico Gr(T) = {(z,y) e X" x X™ : y € T(z)} , tenemos

U = {(z,y) eR*"x X" :g:(z.y) £0}NGr(Y)
= WnNG(Y).

4. Si no ezisten restricciones en el nivel superior, tenemos que ¥ = Gr(7T).

Ilustramos a seguir la importancia del posicionamiento de las restricciones en

un problema de dos niveles.
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Ejemplo 2.1.2 |22, pag. 172]

(E2) min filzy)=z-4y
5. a:
—-z-y<-3 (D)
3z -2y < 4 (I1)
x>0
y es solucién de
min fo(z.y) =y
s. a:
-2z—-y< 0 (1I1)
2r — y < 12 (IV)
y=20
En el ejemplo E2, el conjunto viable relajado es
(z,y) ERxXR : —r~-y< -3 3z-2y<4, >0,
W=
=2r—y<0 2r—y<12, y>0
el cual es representado por la regidn conveza limitada en la Figura 2.1.3. Asi, para

cada = € R, tenemos que el conjunto wviable del sequidor es dado por

Q(z) = {yeR:y<2r y<12-2z. y>0},

mplicando
{0 2:1:] s0<r<3
() = ¢ [0.12-2z1 s3<z<6.
0 caso contrario.

En la Figura 2.1.4, Q(z) corresponde al segmento vertical en el tridngulo ABC.
El conjunto solucion del seguidor es T1(z) = argmin{y : y € Q(z)}. Luego,
Y

tenemos
[ 0 ss0<z<6.
Ti(z) =
O caso contrario.
Observamos que, el grdfico Gr(Y) corresponde al segmento AB en las Figuras

2.14 'y 2.1.5.
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Figura 2.1.3: Figura 2.1.4:

Por otro lado, como ezisten restricciones en el primer nivel, sigue que
U, = {(z,y) eRxR:3z-2y<4. z—-y>3}"Gr(Ty)
= {(z,y)eR*:y=0, z€ 0.6} {z.y)eR?*:3z-2y<4, z+y>3}
=0

como puede ser visto en la Figura 2.1.5. Luego. el problema E2 es inviable y por

tanto, ¥3 = 0.

El siguiente ejemplo se origina del problema E2 con la transferencia de las
restricciones —z —y < —3. 3z — 2y < 4 v.x > 0 del nivel superior para el nivel

inferior.

24



—Gr(T,) =¥,
\ O Gr(Qy)
L 2N B Gr(Q,)

Ejemplo 2.1.3

(E3)

Figura 2.1.6:

min  fi(z.y) =1 -4y
z.y
5. a:

y es solucién de

min fo(z.y} =y
Y

s.a:
—z-y< -3 D
3z-2y< 4 (11)
-2z-y< 0 (111)
2r-y< 12 (IV)
>0, y=>0.

Ast, el conjunto viable relajado no cambia, siendo igual a

(z,y) e RxR

W=

—z—-y<3 3r-2y<4 z2>0.

—2r+y<0 2z-y<12, y>0

Pero, el conjunto viable del seguidor se torna mds restricto. Para cada z, tene-

mos

Qz(x) =

{yeR:y23~z, y24r-2 y<2z y<12-2z, 20, y >0},

25



resultando

[
[—2+3212-22] si3<z<4,
)

caso contrario.

Notemos que Qa(z) C Qi(z) como puede ser observado en la Figura 2.1.6. Asi,

el conjunto solucion del seguidor Ya(x) = argmin {y : y € Qu(z)} es dado por
¥
3—zr sl<r<2,

To(z)=( 32-2 s12<z

IN

4,

0 caso contrario.

Por otro lado, como no existen restricciones en el primer nivel, sigue que

Uy =Gr(Ya) =T ¥

(VIS
[(VR V]

donde

‘I/§={(z,y):y=3—x,.1§a:§2} y B={(z.y):y=2%z-2 2<z <4}
En la Figura 2.1.6 también son representados el conjunto viable de (E3) y el
grdfico de la aplicacion Y.

Asi, ¥ C Uy, que corresponde al resultado del Teorema 2.1.1.

Aun en este ejemplo tenemos que, el problema E3

min T — dy.
(z.y)€¥2 ¥

puede ser escrito como

min min z—-4y., min z -4y =min{-12, -7} = -12.
{ (z,y)e¥i v (z,y)e¥d y} { }

Luego, U3 = (4,4), con valor dptimo V(E2)= —12. Observemos que, el punto

(1,2) con f1(1,2) = —7 es un minimo local para este problema.
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Observacién 2.1.2

1. De los ejemplos anteriores, notamos que la transferencia de restricciones, con-
teniendo la variable y, de un nivel para otro nivel en un PDN puede repercutir

en su viabilidad.

2. El conjunto viable ¥ en general no es un conjunto convero, por mds que
las funciones que definen el PDN sean funciones convezas en sus respectivas

variables, como acontece en el Ejemplo 2.1.3 y es ilustrado en la Figura 2.1.6.

8. De la observacidn anterior tenemos que es posible la existencia de dptimos

locales, el ejemplo anterior Wustra también esta situacion.

2.2. Relaciones entre PDN y PR

Los problemas PDXN v PR pueden ser escritos de forma mas simplificada:

(PDN) rgl;l filz.y) (PR) rgf;l filz,y)

S. a: S. a:
(z,y) € ¥ = WnGr(Y) (z,y) €W

La siguiente proposicién, ya conocida, es una consecuencia inmediata de la
relacién existente entre el conjunto viable v el conjunto viable relajado, esto es,
v CW.

Proposicién 2.2.1 Dados los problemas PDN y PR tenemos:

1. §i PDN y PR tienen soluciones dptimas, entonces el valor dptimo del pro-
blema relajado, es un limitante inferior del valor éptimo del problema de dos
niveles, esto es, |

V(PR) < V(PDN)

2. Siel PDN es un problema ilimitado, entonces el PR es ilimitado, esto es,
V(PDN) = —00, = V(PR) = —o0.

3. Si el PR es un problema inviable, entonces el PDN es inviable, esto es,
V(PR) = +00, = V(PDN) = -i;oo.
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Por tanto, si el problema relajado tiene solucion, el valor éptimo de él nos
proporciona un limite inferior para el valor 6ptimo de PDN. Cuando estos valores
optimos coinciden, tenemos el siguiente resultado el cual extiende la propiedad

presentada en [7, Teorema 1.3.1.1] para el caso lineal.
Teorema 2.2.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. —c0 < V(PDN) = V(PR) < +cc,
2. U*NW* #£ 0,
3. (Z)v # U C W=

Prueba:

(1) = (2).

Como —oco < V(PDN) = V(PR) < +oc, entonces existe (z,7) € U* C ¥ tal que
fi(&,9) = V(PDN) = \(PR). (2.11)

Sabiendo que ¥* C ¥ C W, por (2.11) concluimos que (%,7) € W* v, luego

U* N W™ # (.

(2) = (3).

Consideremos (£,7) € ¥* N W*. Entonces (Z,7) € ¥, es decir, ¥* # 0. Falta
probar que U* C W*,

Sea (z, y) € U*. Entonces fi(z,y) = fi(£,§) = V(PR). Como U* C ¥ C W,
resulta que (z, y) es 6ptimo para el (PR). Luego (z. y) € W*, esto es, U* C W*.
(3) = (1)

Por hipétesis vale que, & # ¥* C W*. Entonces existe (£,9) € ¥* C W~. De
(2,9) € U*, tenemos que f1(Z,9) = V(PDNX). Por otro lado, (£,7) € W*, sigue que
f1(2,9) = V(PR). Por tanto, resulta V(PDN) = V(PR). "

Si la relacién anterior no es mas verificada, el conjunto solucién ¥U* de PDN
puede no depender del conjunto solucién W* de PR, el siguiente ejemplo ilustra

este hecho.



Ejemplo 2.2.1 [18, Ejemplo 1.1.2] Consideremos el problema de dos niveles

(B4) min fi(z.y) = -y
S.a:
0<z<2
y es solucién de

mj:n f‘l(‘r: y) =Yy

S. a:

y

T
T

‘\/ @ @
S INIV
O o

=Y

Figura 2.2.7:
Asi, obtenemos el conjunto viable relajado
W= {(z,y) ERxR:z+y>2, z-y<0, 0<z<2 y>0}

El conjunto W describe una region conveza ilimitada, como observamos en la

Figura 2.2.7. Por otro lado, el conjunto viable del seguidor es dado para cada z € R
por
Q) = {yeRiy=2-1 y2o

[2-z,+x) siz <1,

[z, +00) sil<z.



A partir de la ezpresion anterior, determinamos que el conjunto solucidn del

sequidor es dado por
2—-z2 siz <1,
Y(z) =
z sil<uz,
observando qde Q(z) corresponde a una semi-recta vertical en el grdfico Gr(Q2) y

Y(z) corresponde al punto extremo de esta semi-recta, como puede ser visto en la
Figura 2.2.8.

X

WmGr(Q) Gr(1)

Figura 2.2.8:

Como el conjunto viable de (E4) es ¥ = {(z. y) € R xR:0< <2 ye

T(z)}. Luego sigue que

¥V = Gr(¥)nW

= {(x,y)éRxR:OﬁxSl. y=2—x}u

{(z,y)éRxR:leSZ. yzz}.

Implicando, ¥* = {(0,2). (2,2)}, con V(E2) = —2.
Por otro lado, la funcion del lider fi(z, y) = —y es ilimitada sobre W, pues
(0, y) € W para todo y > 2. Por tanto, W* = 0. Obteniendo asi, que U* ¢ W~

aun que ¥ C W, como ilustra la Figura 2.2.9.
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B _y fl_T_

%
BW --¥=Cr(D)NW

Figura 2.2.9:

2.3. .J uegos de Stackelberg

El problema matemaético que dio origen al problema de dos niveles fue propuesto
por H. Stackelberg en 1952 (ver [42]), para un modelo econdémico jerarquico en
la teoria de juegos. Este problema es denominado Problema Estdtico de Stack-
elberg (PES) y definido como:

(PES)  min filzy)
S. a:

gi(z,y) <0
y es solucién de
min  fy(,y)
P(z) S.a:
g2(z,y) < 0.

Notamos que el PES tiene una estructura semejante al problema de dos niveles,
" pero, en este problema fi(z,y) es minimizada apenas en z.
Resaltamos que esta formulacién del PES puede no estar bien definida, pues, el

seguidor puede tener mas de una solucién, como es ilustrado en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.3.1 Consideremos el problema

y

(E3) mzl’n -z — 2y
s. a:
0<z<L?2

y es solucién de

min (z—1)y

” :

s.a:
2r=2y >3
2r-2y <1
0<y<i

— ﬁz7

OW ==y

Figura 2.3.10:

Tenemos que, el conjunto viable relajado es dado por

W={(z,y) eRxR:0<z<2, 2r+

2y 2 3,
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que corresponde al pentdgono de la Figura 2.3.10. Ast, para cada z € R, el conjunto

viable del seguidor es

3=2x 35 :
22 3] si —1<z <,

Qz) = [2";1,%] sil<z<3, -
0 caso contrario.

En consecuencia, el conjunto solucion del seguidor Y (z) = argmin {(z — 1)y :
Y
y € Q(z)} es dado por

(2 si —1<z<1,

3.4 sie=1

2=l §5i1<z<3,

@ caso contrario,

como puede ser observado en la Figura 2.3.11.

Ua

| x)

x£1

V! \

x .
CIGr(Q) v Gr(T)

=Y

Figura 2.3.11:
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Por la existencia de restricciones en el nivel stperior tenemos que

¥ = {(z,y) ERxR:0<z<2, yeT(@)}=1[02nCH(T)

= {(x, g)eRxR:OSx<1}U{(1,y)ER><R:%Syﬁg}U

{(x, %)'GRszl<x§2},

y representado en la Figura 2.3.10.
Pero, observamos que para x = 1, el sequidor P(1) tiene infinitas soluciones,
luego, ¢l puede escoger como respuesta cualquiera de ellas. Dependiendo de esta

eleccidn, la solucién y/o valor dptimo del lider pueden cambiar.

Para contornear tal dificultad en la definicién de PES fueron considerados en
[24, 32] los siguientes enfoques: '
a) El lider supone que el seguidor coopera con él en la minimizacién de
fi(z,y). Esto redefine el PES, como Problema Cooperativo:
?0)  min{mia /(s
5. a:
gi(z.y) <0
y es solucién de
min  f3(z.y)
s.a:
92(z.y) < 0.
Este problema también es conocido en la literatura como el Problema

Optimista (vea (24, pag. 123]). El caso Cooperativo es equivalente al PDN.

b) Caso contrario, el lider considera una estrategia conservadora, pues, el

seguidor puede reaccionar con la peor situacién. Esto redefine el PES como Pro-
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blema No-Cooperativo:

(PNC) min {mjx h (xay)}
S. a:

qi(z.y) £0
y es solucion de
min fa(z. y)
5. a:
g2(z.y) < 0.

Este problema es referido también como el Problema Pesimista (vea [24,

pag. 123]).

Observacién 2.3.1 Cuando Y(z) = y(z) Yz, tenemos que los problemas PES,
PC, PNC y PNC son eguivalentes.

Para ilustrar estos dos enfoques, consideremos aun el Ejemplo 2.3.1.

Ejemplo 2.3.2

o El caso cooperativo equivale la resolver lo siguiente:

min {myl'n{—z—?.y: (z,y) € \If}} = min{zngin} { —x—z(g)},

= min{-6,—5} = —6.

Luego, (z*,y*) = (1,
—6.

Oy

) es la solucién del problema cooperativo con V(PC) =

e FEl caso no-cooperativo equivale a resolver lo siguiente:

x

mfn{mya’x{—x—?y:(:c,y)e\ll}} = min{ min {—zfQ(g)},
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=Y

Figura 2.3.12: Caso Cooperativo

Observemos que el problema

sty ) gy ()

mientras el problema
min {-2:-2(%)} = min {—1—5}
z€ [0,1) z€ [0,1)
no alcanza su minimo, pero, el infimo eziste y es igual a —6.

Entonces, concluimos que el problema no-cooperativo (2.12) no tiene solucion
dptima.
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Figura 2.3.13: Caso No-Cooperativo
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Capitulo 3

Problema de Dos Niveles Lineal

En este capitulo presentamos el problema de dos niveles lineal, resaltando las
principales propiedades y caracteristicas geométricas que surgen naturalmente de
la linealidad de todas las funciones envueltas en este problema. Nuestro interés esta

dirigido en extender, cuando posible, estos resultados para el caso lineal-cuadratico.

3.1. El Problema

El Problema de Dos Niveles Lineal (PDXNL) es un problema donde las funciones
f1 v fo son lineales y las funciones g; v g» son afines. Formulamos el PDNL del

siguiente modo:

(PDNL) 1}511;1 Alzy)=clz+qy 3.1)
s.va: |

Biz~Bay<hb (3.2)

>0 (3.3)

y es solucidén de
min - fi(z.y) = d"y
5. a: ' (3.4)
Aiz+-Ay<a
y=20

Rioae R, A € RRxR" Ay, € RP x

mn

donde z,¢; € R*, y,¢c,d € R™, b
R™, B, e RExR*y B, € R x R™.
Algunos autores consideran la funcién objetivo del seguidor siendo fa(z,y) =

lex+d2Ty, pero, dado que el termino di "z es constante para este problema, prefe-
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rimos descartarlo. Entre tanto, la definicion de f» como funcién de dos variables es
conveniente para su representacion en el mismo espacio que fi. Los Ejemplos 2.1.2
y 2.1.3 ilustran este problema.

Segiin la revisién bibliografica realizada por Vicente y Calamai [45], este pro-
blema viene siendo estudiado hace méas de dos décadas. Observamos que la mayor
parte de estos trabajos no incluyen las restricciones (3.2) en el nivel superior, para
evitar por ejemplo, la inviabilidad del problema, esto es, el conjunto viable ¥ = 0

(vea ejemplo 2.1.2), o la desconexidad de ¥ (vea ejemplo 3.2.2).

3.2. Propiedades Geométricas de PDNL

En esta parte, présentamos importantes caracteristicas geométricas de los con-
juntos y aplicaciones dadas en la Definicion 2.1.1, las cuales son frecuentemente
usadas para desarrollar métodos de resolucién de este problema (vea [13, 20]).

La primera caracteristica de PDNL que resaltamos es dada a seguir.
Propiedad 3.2.1 Los siguientes conjuntos son convezos poliedrales:

v El conjunto viable relajado

Wz{(x;y)eRnXRmBll'—BzySb -“'11117‘7‘142&’30', :L'ZO, yZO}v

« El conjunto viable del segquidor

Qz)={yeR": Lby<a-Az. y>0}, paracadaz €R" y

s El grdfico de la aplicacion ©, es decir,

Gr(Q) ={(z,y) eER"xR™: A1z + Ay <a, y20}

Este es un resultado inmediato por la definicién de cada conjunto, esto es, cada
conjunto esta expresado como la interseccién de un nimero finito de semi-espacios
cerrados.

La préxima propiedad es una consecuencia directa de la teoria de programacion

lineal clasica, pues el seguidor es un problema lineal.
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Propiedad 3.2.2 Dado z € R", el conjunto solucion del seguidor
T(z) = argmin{dy : y € Q(z)}
v
es un conjunto convezo.

Considerando aun el conjunto solucién del seguidor Y(z), tenemos que:
Propiedad 3.2.3 La aplicacion T es poliedral por partes.

Este resultado fue establecido por Savard en [10, Teorema 2.5, pag. 20]. Pero,
Dempe en [24, Teorema 3.1, pag. 24 ] describi6 la forma exacta de los conjuntos
convexos poliedrales que conforman el conjunto Gr(Y) basado en la siguiente idea,
que también sera usada en el préximo capitulo.

Si (z,y) € Ge(T) = {(z,y) € R" x R™ : y € T{(z)}, entonces y es una solucién
del problema de programacién lineal:

P(z) min d"y
y

5. a:
Asy<a—-Aiz

y 2 0.

De la linealidad de las funciones que definen el conjunto viable de P(z), obser-
vamos que las hipétesis del Teorema 1.3.4 (por ejemplo las condiciones i o iv) y
del Teorema 1.3.5 son satisfechas. Luego, para z € R" fijo, y es una solucién de

P(z) si, y solamente si, existen multiplicadores u € R? y v € R™ tales que:

Alu+d=r, (3.5)

Aiz+ Ay <a, (3.6)

uT(Alx + Ay —a) = 0',' (3.7)
vy =0, (3.8)

u>0, v>0, y>0. (3.9)

Dados los conjuntos I C I, := {1,...,p} v J C Jn := {1,...,m}, consideramos
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el sistema:

Alu+d=w, (3.10)
(Ajz+Asy—a); =0 i€l (3.11)
(Ayz+Asy—a); <0 g1 (3.12)
w>0 iel, =0 igl, (3.13)
v;=0 jE€J v;20 j& (3.14)
>0 jEJ, y=0 j&J (3.15)

Fijados I y J, definimos la aplicacion punto-conjunto Wy : I, x J, — P(R* ™ x
R?*™) siendo ML([, J) el conjunto solucién del sistema (3.10)-(3.13) en (z, y, u, v).
Por esta definicion, M (I, J) es convexo poliedral para cada [ C I, v J € Jn, pues
esté. definido por igualdades y desigualdades lineales.

Notemos que, cada (z,y,u,v) € My (I, J) satisface el sistema (3.5)-(3.9) obte-
niendo que (z,y) € Gr(Y). Reciprocamente, si (z.y) € Gr(Y), entonces existen
(u,v), I y J, verificando que (z,y,u,v) € M (I, J)}.

Consecuentemente, en la prueba de Teorema 3.1 en [24, pag. 36-537] se tiene la

siguiente propiedad.

Propiedad 3.2.4 El grdfico de la aplicacién T puede ser expresado de la siguiente
manera:

Gr(Y) = U wun (3.16)

ICI JSTm
donde

Mp(I,J) := projzaemy oy Mz (1, J) (3.17)
es considerado un subconjunto de R™™, identificando R™™ y R™™ x {0} C

R™ x RP+™,

Vale la pena recordar que, la proyeccién ortogonal sobre un sub-espacio es una
transformacién lineal, obteniendo asi que M (I, J) es un conjunto convexo poliedral
(vea [36, Teorema 19.3, pag 174]).

Para ilustrar esta p'ropiedad consideremos el seguidor del ejemplo 2.2.1, esto es:
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Ejemplo 3.2.1 Sea el problema

P(z) min vy
y
s. a:
+y22
-y <0
yZO

Luego, para cada = € R fijo, y es una solucidn de P(z) si, y solamente si,
ezisten multiplicadores u = (u;,uz2) € R? y v € R tales que:

—uy—us+1l=v, -z—-y< -2 z-y<0,
=0, u(-z-y+2)=0, u(z—y) =0
ulZOa U220, UZOy yZO

Por otro lado, tenemos que p =2 ym = 1. Asi, la aplicacion My estd definida
para I C {0,{1},{2},{1,2}} y J € {0,{1}} de la siguiente forma:

2 Sil=0yJ=0, ML(I,J) es el conjunto solucién del siguiente sistema:

-y —u+l=v, —-z-y< -2 z-y<L0,
uy =0, uy=0 v>0 y=0
Luego, M (1,J) = 0, implicando que M (I,J) = 0.

» SiI={1} yJJ=0, ML(I,J) es el conjunto solucidn del siguiente sistema:
—u—~u+l=v, —z-y=-2, z-y <0,
up 20, =0, v=>0 y=0.
Luego, M (I,J) = 0, implicando que M,(I,J) =
s SiI={2} yJ=0, My(I,J) es el conjunto s'olucio'n del siguiente sistema:
-u—U+1l=v, -—-zz-y<-2 :c—-.y=0,

ul=07 U220, UZO: y=0

Luego, My (I,J) = 0, implicando que M(I,J) = 0.
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» SiI={1,2} yJ =0, ML(I,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema.:

-y —Ww+l=v, —z-—y=-2, z-—y=0,
UlZO: UZZO: UZO, y=0
Luego, M(I,J) = 0, implicando que M (I,J) = 0.

s SiI=0yJ={1}, Mr(I,J) esel conjun;b solucion del siguiente sistema:

—uy—us+1l=v, —z-—y<-=-2, z-y<0,
ur=0, u=0, v=0, y=>0.
Luego, M (I,J) = 0. implicando que A;IL(I, J)=0.

2 SiI={1} yJ = {1}, ML(I,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:

—U —Us+1=v, —-z—y=-2, z-y<0,
up 20, w=0 v=0, y=>0.
Luego,
My(I,J)={(2.y,1,0,00 eR®: —z —y= -2, 2 -y <0, y >0},
implicando que
M(I,J) ={ (z.y) €R*: —z-y=-2, z—y<0, y=>0}. (3.18)
w Sil={2}yyJ={1}, Mr(I.J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:
—u; —uUs +1=w, —x—y.g 2, z—y=0,
uy =0, w220, y=>0, v=0.
Luego,
My(I,J) ={(z,4,0,1,0) eR®: —z -y < =2, z—y =0, y > 0},
implicando que

ML(I,J)={(I,y)€R2: —r—-y< -2, z-y=0, y>0}. (319
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1

——- My1,J)

Figura 3.2.1: Representacién grafica de M/, (1. J) dado en (3.18).

1

——- My(1,J)

Figura 3.2.2: Representacion grafica de M, (1. J) dado en (3.19).

» Si I = {1,2} y J = {1}, M.(I,J) es el conjunto solucidn del sigutente

sistema:
-y —up+l=v, —-z-y=2 z-y=0,

Luego,

ML([N]) = {(1y17u1au270) ERs LU T U = 1: Uy ZO Ua 20}7
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implicando que
Mp(I,J) = (1,1).

Por lo tanto,

GI(T) = ML({]-}) {1}) YU ML({l} {2}) U NIL({I}? {1’ 2})
= {(x,?—x)éRxR:xSl} U{(x, x)GRxR:lSz}.

Lo que corresponde al resultado obtenido para el Ejemplo 2.2.1.

A seguir, presentamos la relacién existente entre el conjunto M(I.J) v el gra-
fico Gr(Q2).

Propiedad 3.2.5 El conjunto My (I, J) es una cara del grifico Gr(Q).
De las propiedades 3.2.4 y 3.2.5, concluimos que:

Propiedad 3.2.6 EI grdfico de la aplicacion T es igual a la union de algunas de

las caras del grifico de la aplicacion 2.

Como fue visto en el capitulo anterior, la inclusion ¥ C W es una propiedad
general para cualquier problema de dos niveles. La propiedad dada a seguir rela-

ciona el conjunto ¥ con las caras del conjunto viable relajado W.

Propiedad 3.2.7 El conjunto viable ¥ del PDNL es la unidn de las caras del
conjunto viable relajado W. Esto es,
v={ W,
lek
donde W*,--. | W* denotan las caras no vacias de W y K C {1,--+ ,k}.

Campélo probé este resultado en [18, Teorema '1.2.1, pag. 15|, extendiendo la
propiedad obtenida por Benson en [13, Teorema 3.2, pag. 362| para el PDNL en
el cual las restricciones del nivel superior no dependen de la variable del seguidor
(es decir, B, = 0), el conjunto viable relajado es no vacio (esto es, W # 0) y el
conjunto solucién del seguidor Y(z) es tinicamente determinado para cada z (es
decir, a aplicacién Y es punto-punto).

A seguir presentamos un resultado inmediato de la Propiedad 3.2.7.
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Propiedad 3.2.8 El conjunto viable U del PDNL es cerrado.

Esta propiedad obtenida por Campélo en {19, Corolario 1.2.1, pag. 16] garantiza
la buena definicién del PDNL como un problema de minimizacién, pues el infimo
de la funcion objetivo del lider sobre ¥, si finito, es alcanzado en un ponto del
conjunto. Por tanto, el PDNL es inviable, ilimitado o tiene soluciones globales.

Como otra consecuencia de la propiedad 3.2.7, Campélo estableci6 en {18, Teo-
rema 1.2.3, pag. 17] la relacién existente entre la programacién de dos niveles linear

y la programacién lineal clésica a través del siguiente resultado.

Propiedad 3.2.9 Se el PDNL tiene solucidn, por lo menos una de ellas es alcan-

zada en un punto extremo del conjunto viable V.

Ademaés, Campélo también establecié en [18, Teorema 1.2.4, pag. 18] la relacién
existente entre los puntos extremos de ¥ y los vértices de W, para este tipo de

problemas, mediante la siguiente propiedad.

Propiedad 3.2.10 Todo punto extremo del conjunto viable ¥ de PDNL es un

vértice del conjunto viable relajado W.
De las propiedades 3.2.9 y 3.2.10, sigue que:

Propiedad 3.2.11 Si el PDNL tiene solucion, por lo menos una de ellas es al-

canzada en un vértice del conjunto viable relajado W.

Este resultado corresponde al Corolario 1.2.2 de [18, pag. 18]. Observamos que,
la relevancia de esta propiedad estd en la obtencién de un minimo global, para
cualquier algoritmo que apenas recorra los vértices del conjunto viable relajado W.

En el Ejemplo 2.2.1 observamos que el conjunto viable ¥ de PDNL no es un
conjunto convexo, pero es un conjunto conexo. Resaltamos que sobre ciertas condi-

ciones este resultado es siempre obtenido, como establece la siguiente propiedad.

Propiedad 3.2.12 Si las restricciones del nivel superior no dependen de la va-
" riable del seguidor, esto es, By = 0, entonces el conjunto viable ¥ de PDNL es

conezo.

Esta propiedad fue obtenida por Benson en [13, Teorema 3.3, pag. 363| cuando
el conjunto viable relajado es no vacio y el conjunto solucién del seguidor Y(z) se

reduce a un unico punto para cada z.
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De forma, alternativa, Ruan probé también este resultado en [39, Teorema 4.2,
pag. 419] considerando la limitacion del conjunto viable relajado W, donde la apli-
cacién Y no necesariamente es punto-punto.

El préximo ejemplo es una adaptacién del ejemplo presentado por Bialas y
Karwan en [15, pag. 1009]. A través de él ilustramos que el conjunto viable ¥ es
igual a la unién de algunas de las caras del conjunto viable relajado W, pero no es

conexo.

Ejemplo 3.2.2 Sea el siguiente problema:

(E7) min  fi(z,y) =-n

T-pn—y<3
Ty~ 21
Ty v <1
T—y1 Ty <1
OSQQS%
y1 2 0.

En este ejemplo, tenemos que el congunto viable relajado es dado por

(,y) ERy xRE: 3z +Ty +2Tya <22, z 4y + 0 < 3,
W= T+ —y =21, —z+y+y <1,

?

T-y1+yp <1, y2 < 3

que es representado por el sélido en la Figura 3.2.4. Asi, para cada z > 0, el

conjunto viable del seguidor es
YyER?: y1+12 <3~z -y +y<-1+3,
Qfz) = n+p<ltzs, —p+p< 1-g

O<y1: O_IUQS

[T
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y Q(z) = 0, caso contrario. el que resulta

([ yeR?: —y1+yp<-1+z, 0<uy,
. siz €[0,1],
n+yp<ltz, 0<yp<3
Q)= (yeR*: y+yp<3-z.  0<y,
siz € [1,2],
—y1+1p<1-z, 0<3p <3
\ 0 ' siz &10,2].
La ezxpresion de Q(z) puede ser simplificada en algunos casos, obteniendo
( (170) stz =0,
yeRY: —y1+yg§—1fi,
stz € (0,3],
h+p<lrzx
yeER: —y+p<-l-z.p<3,
stz € (3,1],
h—ypsSl-z
Q(z) = YyERL: yi+y<3-z. o< 3,
sizell,d]
“-n+yp<l-z
yeRI: yp1+1p<3-1z,
stz € [3,2),
“n+psl-z
(1,0) stT =2,
. 0 stz &10,2.

En la Figura 3.2.3, Q(z) es delimitado algunas veces por tridngulos y otras por
trapecios.

Para cada 0 < z < 2, el conjunto solucicn del seguidor es Y(z) = arg myfn {-y:
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GG (D)
O Q)
'_\. _____ ___f-_.l_h.
Figura 3.2.3:
y € Q(z)}. Luego, tenemos
((1,z) stz €[0,3],

{.) :-z<y<i+z} sexel}l]
T)=9 {W.}):-3+z<yu<i-z} size[lf],

(1,2 -1) siz € [%,2],

0 caso contrario.

\

Como ezisten restricciones en el primer nivel que dependan de y, sigue que el

conjunto viable es dado por

U = {(z,9) eRxR*:3c+Ty; + 27942 < 22, >0, y € Y(z)}

= {(z,1,z):0<z < i}U

{z1,2-2): B <z<2}.

Notamos que, ¥ es disconezo y constituido por caras de diferentes dimensiones del

conjunto viable relajado W, como es visto en la Figura 3.2.4.
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€S

Figura 3.2.4:

Con eso, el problema (E7) es escrito como

min --
(z. y)EY

Luego, ¥* = {(z,1,2) : 0 <z < i} {(z.1.2-1z) : 8 <z <2}, con valor
optimo V(E7)= —1.

A seguir presentamos una propiedad que relaciona dos PDNLs donde parte de
las restricciones del nivel superior de uno es transferido al conjunto de restricciones

del nivel inferior del otro. Dados os problemas

PDNL, PDXNL,
min ¢ z+cy min ¢ z<c'y
z, Y z.y
s.a: s.a:
Biz+Byy<b Biz+Byy<b
Eix+ Eyy<e : z>0
z20 y es solucion de
y es solucién de min d'y
min d'y A
" s a:
5. a: Aiz+Ay<a
Aiz+ Ay <a Eiz+Ey<e
y=>0 y=0

donde E), Es y e poseen dimensiones apropiadas, tenemos que:
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Propiedad 3.2.13 E! conjunto vieble de PDNL, estd contenido en el conjunto

viable de PDNL,. Ademds, si E; = 0 entonces estos dos conjuntos son iguales.

Campélo probé esta propiedad en [18, Teorema 1.2.6, pag. 19]. Pero, de la li-
nealidad de las funciones que envuelven el conjunto viable del seguidor de PDNL,,
tenemos satisfecha la condicién de Calificacién de Slater o la condicién de Califi-
cacién convexa reversa, para cada z € R™ (vea seccién 1.3), obteniendo asi, que
este resultado es un caso particular del Teorema 2.1.1 v de la Proposicién 2.1.1.

Como consecuencia inmediata tenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 3.2.14 Dado un PDNL, si las restricciones del nivel superior solo
envuelven la variable del lider, es decir, B, = 0, entonces el PDNL es equivalente a
un otro problema de dos niveles, obtenido por la transferencia de las restricciones

Bz < b, para el nivel inferior.

Este resultado también es mostrado por Campélo en [18, Corolario 1.2.4, pag.
20]. Del mismo modo, observamos también que esta ultima propiedad es un caso

particular del Corolario 2.1.1.

Observacion 3.2.1 Cuando las restricciones del nivel superior solo envuelven la
variable del lider, por la Propiedad 3.2.14 tenemos que los conjuntos viable ¥ y
viable relajado W equivalen a los grdficos Gr(Y) y Gr(Q), respectivamente. Luego,
las propiedades 3.2.4 y 3.2.5 juntas equivalen al resultado de la Propiedad 3.2.7.
Ademds, si el grifico Gr(Q2) es un conjunto limitado, por la Propiedad 3.2.12 con-

cluimos que, el grifico Gr(T) es un conjunto conezo.
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Capitulo 4

Problema de Dos Niveles
Lineal-Cuadratico

En este capitulo presentamos nuestras principales contribuciones de este tra-
bajo. Extendemos, cuando es posible, las propiedades geométricas listadas en el
capitulo anterior para el problema de dos niveles lineal. Enunciamos v también
extendemos propiedades geométricas referentes al problema de dos niveles lineal-
cuadratico con seguidor estrictamente convexo. Ademads, presentamos algunos al-

goritmos de la literatura que resuelven este problema.

4.1. El Problema

El Problema de dos niveles lineal-cuadratico (PDNLC) es un problema donde

f1 es lineal, g; y g son afines y f> es cuadratica. Asi. el PDNLC es de la forma:

(PDNLC) min fi(z,y) = az+ely ' (4.1)
S. a:

Biz+Byy<b (4.2)

>0 ’ (4.3)

y es solucién de
min - fo(z,y) = W Qyry Qiz+y'd

S. Q. ) (44)
Aiz+Ayy<a

y20
donde z,¢c; € R*, y, o, d € R™, b€ RY, B; € RIx R*, B, € R? x R™, a € R?,
AlERpXRn,AQGRPXRm,QIeRnXRnYQQGS;.
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Observamos que, el problema de dos niveles lineal (PDNL) corresponde a con-
siderar Q; y Q2 matrices nulas.

Resaltamos que, la mayoria de las propiedades y algoritmos estudiados en la
literatura para el problema de dos niveles lineal-cuadratico estan condicionados al
hecho de el seguidor ser un problema estrictamente convexo, es decir, Q2 € ST,
De ahora en adelante, denotamos este problema por PDNLC™ (vea por ejemplo
[10, 47, 46]). Esta hipotesis sobre el seguidor P(z) asegura que el conjunto solucién
Y(z), cuando es no vacio, este es Gnicamente determinado para cada z (esto es, la
aplicacion T es punto-punto). Asi, este problema es equivalente al problema estatico
de Stackelberg (PES). Por tanto, las técnicas existentes de resolucién del PES
pueden ser aplicadas al PDNLC™ (vea [10, 32, 33] v sus respectivas referencias).
Pero, la unicidad del conjunto solucién Y(z) no necesariamente es satisfecha si

Q@2 & ST, como puede ser visto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.1 Consideremos el problema

(E8) min  fi(z,y) =~z -y — 2

s.a:
0<z<?2
y = (%1, y2) es solucién de
myl’n fh(z.y) = -z — 2
s. a:
1 -y <3
y1—y2<1
“nTysl
y=>0.

En este problema tenemos que,
00 -1 0
Luego, el conjunto viable relajado es dado por
W={(z,y) eRxR*: 0<2<2, n+3 <3, y-1p <1, —y+p<l, y>0},

el cual es ilustrado por el sdlido en la Figura 4.1.1. Luego, para cada z € R el

conjunto viable del seguidor es
Qaz)={yeR* y+1 <3 n-1<l, —p+w<l y>0h
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Yo A

Figura 4.1.1:

En la Figura 4.1.2, observamos el grdfico Gr(Q) y el conjunto viable del sequidor

Q(z), el que corresponde al pentdgono paralelo a los ejes y1 y Y.

Yy A

* CGr(@) O 9(x)

Figura 4.1.2:

En la Figura 4.1.3, para cada Z, ilustramos la v&m’acio’n del vector gradiente de
la funcién objetivo fo(Z,y) = —Zy1 — yo del seguidor.

Para cada = € R, el conjunto solucion del sequidor Y (z) = argmin{ -y, —y, :
Yy
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Figura 4.1.3:

y € Q(z)} es dado por
(1,2) si z<1,
T(z) ={ conv{(2,1),(1,2)} si z=1,
(2,1) si 1<z,

el grdfico de la aplicacion Y es ilustrado en la Figura 4.1.4.

s
(L 2t 2
-
- .
. .

[
:
4\
V\\

* | O Gr(W) == Gr(T)

Figura 4.1.4:
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Como no existen restricciones en el primer nivel que dependen de y, sigue que
el conjunto viable ¥ es igual a -

U = {(zr,y) eERxR*:0<z<2 yeT(a)}

= Gr(Y)NW

= {(x,y)eRxR2:O§z§1, y=(1,2)}u
{(m, YWERXxR2:z=1, yEconv{(Q,l),(l,Q)}} U
{(z,y)eRxR2:1§x__2, y=(‘2,1)}.

Asi, los segmentos en negrito de la Figura 4.1.5 representan el conjunto viable
del problema (E8).

y2 A

Figura 4.1.5:

Con eso, el problema (E8) puede ser escrito como
min =~z —y; — 2.

(z )€

Luego, ¥* = {(1,1,2),(2,2,1)}, con valor dptimo V(E7)= —6.
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4.2. Propiedades Geométricas de PDNLC

En esta parte presentamos propiedades y caracteristicas geométricas del proble-
ma de dos niveles lineal-cuadratico. Resaltamos que algunas de estas propiedades
son extensiones de las presentadas en el capitulo anterior para el PDNL e inéditas
cuando el s"eguidor P(z) es un problema convexo, es decir, es posible la existencia
de mas de una solucién.

 La primera caracteristica de PDNLC que presentamos a seguir, corresponde a

la Propiedad 3.2.1 relativa al PDNL, pues, los conjuntos envueltos son los mismos.

Propiedad 4.2.1 El conjunto viable relajado W, las imdgenes de la aplicacion

punto-congunto Q y el grdfico Gr(Q) son poliedrales.

Las siguientes propiedades son consecuencia inmediata de la teoria de progra- -

macién cuadratica convexa.

Propiedad 4.2.2 Dado z € R, el conjunto solucion del sequidor
Y(z) = argmin{3y' Qy + y"Qrz —y'd : y € Q(z)}
Y
es un conjunto convero.

Prueba: Como el seguidor es un problema cuadratico con Q2 € S}, para cada

z € R", por el Teorema 1.3.1 sigue el resultado. [

Propiedad 4.2.3 $i la matriz Q» € ST, entonces el conjunto solucidn del
segquidor Y(z) es unicamente determinado para cada z € Dom(Y), es decir,

Y(z) = y(z) para cada z € Dom(Y).

Prueba: Para cada z € Dom(Y), tenemos que Y(z) # @. Por otro lado, @2 € ST,
implica que la funcion objetivo del seguidor fo(z.y) = 2y Qay +y Qiz +y d es

estrictamente convexa, luego por el Teorema 1.3.2 sigue el resultado. ]

Usando la misma metodologia utilizada por Dempe en [24, Teorema 3.1, pag 24]
para probar que la aplicacién T de PDNL es poliedral por partes, extendemos esta

caracteristica para el PDNLC. Ademés, probamos que el grafico Gr(Y) puede ser
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escrito como la unién de las proyecciones sobre R™*™ de algunas caras del siguiente
conjunto convexo poliedral:
(z,y,u,v) € R™™ x RP*F™ . Q17+ Qoy + Alu+d=v,
PD = Az + Ay < q, . (4.5)
y>0, u>0, v>0

Notemos que, este conjunto es formado por las restricciones de viabilidad primal
y dual del seguidor.

Con esta finalidad consideramos los conjuntos I C I, = {1,...,p}, J C Jmn =

{1,...,m} y el sistema:

Qz+Quy+AJu+d=u, (4.6)
(Aiz+Ay—a)y=0 i€l (4.7)
(Ayz+Ay—a); <0 ¢l (4.8)
u; >0 i€l u=01&1, (4.9)
v; =07 €J, v; 20 j¢&J (4.10)
y; 20 j¢€J yy=0j¢&J | (4.11)

Fijados I y J, definimos la aplicacién punto-conjunto M : I x J, — P(R"™ x
RP*™) siendo M(Z, J) el conjunto solucién del sistema (4.6)-(4.11) en (z,y,u,v).
Por definicién, M (I, J) es convexo poliedral para cada I C I, y J C Jp.

Lema 4.2.1 El conjunto M(I,J) es una cara de PD, para cada I C {1,....,p} ¥
JC{1,..,m}. '

Prueba: Si M(I,J) = 0, sigue el resultado.
Supongamos entonces que M(I,J) # @, luego, dados (z%,4%, u!,v?),
(22,92, u2,v?) € PD y para algun a € (0, 1) sea,
(%, y%, u®,v*) = a(z!, y*, u! vl) (1-a)(z?, y? u?,v?) e M(1,J).
Deseamos mostrar que (z!, 3!, u!, v?), (xz,yz,uQ;vz) e M(1,J).

Las hipétesis sobre (z!, 3!, ul,v!) y (22,32, u?, v?), implican en

Q17* + Qo + AJuF +d = V¥, (4.12)
Al.’Ek + Azyk < a, (413)
w* >0, v*>0, ¢*>0, (4.14)

para k= 1,2.
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De la ecuacién (4.13) y (4.14) tenemos que
(Aizh+Ayyf—a); <0 igl, uf>0 i€l, yf>0 jeJd, v;20 jgJ

Como (z%,y%,u® v*) € M(I,J) ‘obtenemos que:

a(A1 .’L‘1 + A2 yl - a).i - (1 - O:)(.*h 1122 - A;_) y2 - a)i =0 1€ I, (4.15)
| aul+(1-a)ul=0 igl, (4.16)
oav} +(1-a)i=0 jeJ (4.17)
ayj +(1=a)y; =0 j&J (4.18)
De las ecuaciones (4.13) v (4.15) resulta:
(AyzF + Ay* —a);=0 icl parak=1,2, (4.19)

de forma analoga de (4.14), (4.16), (4.17) v (4.18) podemos concluir que:
ui=0 igI, vF=0 jeJ yi=0 jgJ vparak=12 (420

Entonces de (4.12), (4.19) y (4.20) obtenemos que (z*,y*,u*,v*) € M(I,J)
para k =1, 2.
Luego, M(I,J) es una cara de PD paracada I C I, y J C J,. .

Propiedad 4.2.4 La aplicacion T es poliedral por partes. Mds precisamente,

Gr(T) = U M(I,J), | (4.21)

ICI,. JZJm
donde
M(I,J) := projza-my 0y M (I, J)

es considerado un subconjunto de R"™™, z'dentiﬁéando R™™ y R*™™ x {0} C

R™*™ x RP*™,

Prueba: Por definicién, la aplicaciéon Y es poliedral por partes si el grafico
Gr(T) ={(z,y) e R" x R™ :y € Y(2)},

es escrito como la unién de un nimero ﬁniﬁo de conjuntos convexos poliedrales.
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Dado (z,y) € Gr(Y), tenemos que y es tina solucion del problema cuadrético:

P(z) min 1yTQuy+y Quz+d'y
y
5.
Ay<a—-Ajz

y=>0.

Notemos que, por los Teoremas 1.3.4 y 1.3.5 este problema puede ser expresado
en funcién de sus condiciones de KKT (vea seccién 1.3), es decir, para cada z € R®
fijo, ¥ es una solucién de P(z) si, y solamente si, existen multiplicadores u € R? y
v € R™ tales que:

QT+ Qy+Alu+d=v, Ajz—Ay<a, (4.22)
WA+ Ay —a) =0, Ty=0, (4.23)
>0, v>0, y=>0. (4.24)

Por otro lado, observemos que cada (z,y,u,v) € M(I, J) verifica las condiciones
de KKT (4.22)-(4.24), luego (z,y) € Gr(Y). Viceversa, si (z,y) € Gr(Y) implica
que existen (u,v), I y J, verificando (z,y,u,v) € M(I,J). Luego, (z,y) € Gr(Y)
si, y solamente si, (z,y) € Projzn+mx(oyM(I, J) paraalgin I C I, y J C Jpn.

Haciendo

M (I, J) := projzasmy oy M (1. J) (4.25)

sigue el resultado deseado, esto es,

Para ilustrar esta propiedad consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1 Sea el siguiente problema del sequidor.

P)  mm (-1t
s. a:
ity <1
y=>0

60



Luego, para cada z € R fijo, y es una solucidn de P(x) si, y solamente si,

ezisten multiplicadores u € R y (v1,v2) € R? tales que:
z+u—1l=v;, T+u—-1=9v, Hy+y<1
uypr =0, vappe=0 u(y+y—-1)=0
u>0 v>0, y=>0.

Por otro lado, tenemos que p =1 y m = 2. Asi, la aplicacion M estd definida
para I € {0,{1}}, J € {0, {1}.{2}.{1.2}} del siguiente modo:

2 Sil=0yJ=0, M(I.J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:
rT-u—-l=vi=va=v, y1+9% <1,
U=O, UZO, y1=07 y2=0

Luego,
M(I,J) ={(.0,0,0.v.2) e R®:v =2 — 1, v >0},

tmplicando que

M(IJ)={(z.0,00eR: z>1}. (4.26)

2 Sil={1} y J=0, M(I,J) es el conjunto solucicén del siguiente sistema:
z-u—-1l=v, yy=y=1, |
u>0, v>20. y =0 y.=0.
Luego, M(I,‘J) = 0, implicando que M(I.J) = 0.
» Sil=0yJ={1}, M(I.J) es el conjunto solucion del siguiente sistema.:
rT+-u—1l=v, y +y <1,
u=0, v=0, y»>0, y =0

Luego, _
M(I,J) = {(1,41,0,0,0,0) € R®: 0 < gy < 1},

wmplicando que
MID)={ (Ly.0)eR: 0<y, <1}, (4.27)
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el % W
vt l
AT ity OGHQ) &L i) GO
Figura 4.2.6: Representacion Figura 4.2.7: Representacion
grafica de M (I, J) dado en (4.26). grafica de A/ (7. J) dado en (4.27).

2 Sil={1} yJ={1}, M(I,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:
z+u—-1l=v, y+y=1.
UZO, U'—_Oa ylZO: y2=0

Luego,

M(I,J)={(z,1,0,4,0,0) eRé: z +u=1. u>0},

implicando que

MI,J)={ (z,1,0)eR*: z<1}. (4.28)

.................

_________________ %
S - M) OGHQ) S e M) 3GHQ)
Figura 4.2.8: | Representacion Figura 4.2.9: Representacion

grafica de M (I, J) dado en (4.28). grafica de M (I, J) dado en (4.29).
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s SiI=0yJ={2}, M(I,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:
x+U’1=U, yl+y‘2£1’
u=0, v=0, y1=0, 7y =20

Luego, ,
M(I,J)={(1,0,4,0,0,0) € R®: 0 < g < 1},

implicando que
MI.J)={ (1.0.3p2) €R®: 0<y <1 }. (4.29)

» SiI={1} yJ={2}. M(I,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:

zru—l=v, y+y=1,

Luego,
M(I,J)={(£.0,1,4,0,0) eRb: z +u=1, w0}

implicando que

M(I,J)={(z,0,1) eR*: z<1}. (4.30)
AY2 AY2
’1,'."" ; 1 /
AN : P
! ‘-.‘ P, : ‘,~ ________________ AR
A ; E .
}' “‘\ [ y1 ' yl
: 1
< --ee ML) T GHQ) S o M) aGrQ)
Figura 4.2.10: Representacién | Figura 4.2:11:' Representacion
grafica de M (!, J) dado en (4.30). grafica de M (I, J) dado en (4.31).
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s SiI=0yJ={1,2}, M(I1,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:

r+u—1=v, yl+y2£1)

Luego,
M(I7‘])={(l’y1y2000)€R6yl—"yQSl ylZO, 9220}»
implicando que

MIN={ Ly.yp)eR®: y—p<1L y1 20, 12>0}.  (431)

s Sil={1}yJ={1,2}, M(I.J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:
r=u—1l=v. -j-'yg=17
u>0. v=0 y >0 gy >0
Luego,

(x:yl-yQ:utO-O>€Rs: IfU,:l, y1+y2=17
M(I,J) =

u>0, 120 =0

wmplicando que

M(I,J)={ (z,y) €R®: z<1. y1—yp=1, y1 >0, yQZO}. (4.32)

X I -‘-4(1 ) I Gr(Q)

Figura 4.2.12: Representacion grafica de M/(I, J) dado en (4.32).



Por tanto,
Gr(Y) = M(®,0)uU M@, {1}) uM{1},{1})u M@, {2})u
M({1},{2}) u M(@, {1.2}) U M({1}.{1,2})
= {(z,0,00eR*:1<z}U{(Ly) eER®:y1+y2 <1, 11 20, 12 2 0}U

{(z,9) €R® 1y +p2=1, y1 = 0. y» >0, z < 1},

lo que corresponde al sigutente grdfico:

Figura 4.2.13:

Notemos, que el conjunto ./_V~I (I, J) no necesariamente representa una cara del

grafico Gr(f2), como acontece en el ejemplo anterior y es ilustrado por cada una de
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las figuras anteriormente descrita, ademas, en este mismo ejemplo tenemos que, el

conjunto viable es de la forma

v = WnGr(Y)

= {(£,0,0)€RL: 1<z <3}U{(1,0,y2) € R 13 < 1}U

£,0,1) eR : 2 <1 U{(L,y,0) eR: 1y S 1JU (4.33)
+ ‘
{(,1,0) eR: :z <1} U{(L,p1, ) eRE:pn+1 < L JU

{(z,y1,2) ERL 2 <1, i+ =1}

De (4.33) observamos que ningun de estos poliedros que conforman ¥ son caras
de W, implicando que, ¥ no es igual a unién de las caras de W. Por tanto, las
Propiedades 3.2.5, 3.2.6 y 3.2.7 del caso lineal no son generalizadas para nuestro
problema.

La siguiente propiedad expresa el conjunto viable ¥ como la unién de un nimero

finito de conjuntos convexos poliedrales.

Propiedad 4.2.5 El conjunto viable ¥ de PDNLC es la unidén de un nmimero finito

de conjuntos convezos poliedrales, esto es,

V= U ~uo

ICI, JCJm

" donde N(I,J) =WNM(I,J) para cada I C I, y J C Jom.
Prueba: De la definicién de ¥, obtenemos
U =wWnGr(Y).

De (4.21) sigue que

vr= (WF‘,A«Y(I_.J)).

1€ Iy, JC Um

Definiendo N(I,J) := W N M(Z,J), tenemos que él es un conjunto convexo

+ poliedral. Por tanto, sigue el resultado. oY |

Vicente establecié en [46, Teorema 4.2, pé.g. 393] que el conjunto viable del

problema de dos niveles cuadratico es igual a la uni6n finita de poliedros, donde la
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funcién f; es concava y el seguidor es estrictamente convexo. Pero, f; no interfiere en
la obtencién de este resultado y el respectivo conjunto viable es igual al conjunto
viable de PDNLC*. Luego, la Propiedad 4.2.5 extiende la primera parte de la

prueba del Teorema 4.2.

Continuando con el anélisis del ejemplo anterior, ilustraremos esta propiedad.

Ejemplo 4.2.1 Consideremos el problema

(EG) 121151 fl(x:y) ==
S.a:
0<z<3
y = (y1,32) es solucién de

min - fo(z,y) = (z = 1)(5 + v2)
S. a:
y1+y<1
y=>0

tenemos que el conjunto viable relajado estd dado por
W={(z,y) eRxR*:0<2<3, yy-3p<1, y>0}
« SiI=0, J=0, tenemos que

NI, J)=WnM(I,J)={(z,000eR : 1<z <3} (4.34)

APz A2

................. 1 % 1 %
3 e N(L) 3 —N (L)
X x
Figura 4.2.14: Repre- Figura 4.2.15: Repre-
sentacion grafica de N(I,J) sentacion grafica de M(I,J)
dado en (4.34). dado en (4.33).
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» S I ={1}, J=0, tenemos que M(1,J) =0, implicando que N(I,J) =0

» Si1=0, J=/{1}, tenemos que
N(I,J)={(1,4,0) € R® : ¢y <1}
» SiI={1}, J={1}, tenemos que

NI, J)={(z,1,0)e X2 :z < 1}.

1
s e N (L) 3 — N{LJ)
Figura 4.2.16: Repre- Figura 4.2.17:
sentacién grafica de N(I.J) sentacién grafica de
dado en (4.36). dado en (4.37).

s SiI=0, J=/{2}, tenemos que

N(I,J)={(1,0,3) € R® : 4o < 1}.

« Si1={1}, J={2}, tenemos que

N(I,J)={(z,0,1) e R :z < 1}.

» Sil=0, J={1,2}, tenemos que

N(ILJ) ={(1,y1,3) € R 1 y1 + 2 < 1}.
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S AT T h
24
3 e N (1,)
x
Figura 4.2.18: Repre-
sentacion grafica de N(I,J)

dado en (4.38).

Figura 4.2.19:
sentacién grafica de
dado en (4.39).

Repre-
N(1,J)

Figura  4.2.20:
sentaciéon grafica de
dado en (4.40).

Repre-
N(I,J)

s §i1={1},

3
x

Figura 4.2.21: Grafico del
conjunto viable del problema E6.

J = {1,2}, tenemos que

NI, J)={(z.y1,12) €R> :2<1 y +yo =1}

Como consecuencia de la Propiedad 4.2.3, obtenemos la Propiedad 3.2.7 para

el PDNL. De hecho,

 Si N(I,J) # 0, entonces M(I,J) # 0y W # 0. Como Q; y Q- son matrices
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‘nulas, de la definicion de M (I, J) (vea (4.6)-(4.11) y (3.10)-(3.15)) tenemos que

( (z,y,u,v) ER™ x RPF™: Alu+d=v, ]
(A1$+A2y—a>i=0ie-[:
3 (Aiz+Ayy—a); <0i¢1,
M(I,J) = A« uy=0ig&I, u>01€l,

: v;=0j3€Jd, v;=0j¢&/J
yy=0J5¢J, y;205¢€d |

\

= M1, J).

De (4.25) y (3.17) obtenemos que

) (z,y) ER*"xR*: (Ajz+Ay—a);=0 i€l
M(I1,J) = (A1z+Aay—a)i <0 &1
yi=03&J y; 20 jeJ
= My(I,J).
Asi,

N(I,J)y =W n M (I,J).

Ahora verificamos que N(I, J) es una cara de . Sean (z!,3'), (z%,y°) e Wy
para algin o € (0,1)

(%, 9%) = (az' + (1 — a)z?, oy + (1 — a)y?) € N(I,J).

© Como (z%,y*) € M(I,J), W C Gr(Q) y M(I, J) es una cara del grafico Gr(Q)
(vea Propiedad 3.2.5) sigue que (z!,3'), (z2,3%) € M(I,J), entonces (z!,3'),
(z2,4%) € N(I,J), entonces N(I,J) es una cara del conjunto viable relajado W.

e Si N(I,J) = 0, este conjunto es una cara vacia de W. '

Luego, de la Propiedad 4.2.5 y el hecho de V(7. J) ser una cara de W, sigue que
el conjunto viable del PDNL es igual a unién de caras de W, es decir, recuperamos
la Propiedad 3.2.7 para el PDNL.

La Propiedad 3.2.8 relativa al problema de dos niveles lineal continua siendo
vélida para el PDNLC. De hecho, a partir de la Propiedad 4.2.5 tenemos el siguiente

resultado.

Corolario 4.2.1 El conjunto viable ¥ del PDNLC es cerrado.
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Prueba: Por la Propiedad 4.2.5, ¥ es igual a la unién de un nimero finito de
poliedros. Como los poliedros son la interseccién finita de semi-espacios cerrados,
ellos son cerrados y la unién finita de conjuntos cerrados es cerrada. Luego, ¥ es

un conjunto cerrado. -

La préxima propiedad asegura la buena definicién de PDNLC como un problema

de minimizacién.

Propiedad 4.2.6 Si el infimo de la funcidn objetivo del lider sobre ¥ es finito,

entonces el PDNLC tiene solucion.

Prueba: Denotando por
‘/V(Ila Jl), T aN(Ikv Jk): )

a los conjuntos no vacios que definen V. Tenemos que,

U= NI, (4.41)

=1

Luego,

wt{fie0): @) W = ot {0i{AG0): @) e NI ()
Sea
p = mf{fi(z,y); (z,y) € ¥} > —cc.

Asi, v
Aly)zp V(z,y)eNI,J) paral=1,---,k (4.43)

De la linealidad de f1, de la poliedralidad de N(I*, J!) y de (4.43), por el Teorema
1.3.3 tenemos que existe un (z!,4') € N(I', J*) tal que

fl(xlayl) S fl(x1 y) V(I, y) € ]V('[l, ‘]l) para = 17 e :k- (444)
Entonces, de (4.42) y (4.44) existe un (z*,y*) € ¥ tal que

filz®,y") < filz,y) Y(z,y) € VL.

Por tanto, sigue el resultado. | _ n
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Asi, de la propiedad anterior concluimos que el PDNLC es inviable, ilimitado o

tiene soluciones globales.

Observemos que este corolario extiende el resultado probado por Campélo en
[18, Corolario 1.2.1, pag. 16] para el caso lineal.

Como otra consecuencia de la Propiedad 4.2.5, vamos a probar que, si el PDNLC
tiene solucién, entonces por lo menos una de ellas es alcanzada en un punto extremo
de su conjunto viable ¥, como sucede en la programacién lineal cléasica.

Como ¥ no es necesariamente un conjunto convexo, definimos el siguiente con-
junto:

k
c(¥) = U (Z o N(I, J‘)).
& et 1=1

>0.

Tenemos que C(¥) es un conjunto convexo poliedral (vea [36, Teorema 19.6,

pag. 177]). Mas precisamente,
C(¥) = cl(conv(¥)).

El siguiente lema establece la relacién existente entre los vértices de C(¥) y los

puntos extremos de V.
Lema 4.2.2 Todo vértice de C(V) es un punto extremo de V.

Prueba: Si (z,y) es un vértice de C(¥), entonces no existe (Z,9) # (Z,§) € C(¥) y
a € (0,1) tal que
(z,y) = a(Z,7) + (1 — a)(Z, 9)- (4.45)

Por otro lado, (z,y) € C(¥) significa que

(z,9) =Y oz’ (4.46)
=1

k

donde ) a; =1, (¢4,y") e N(I', /)y a; €[0,1] para [ =1,--- , k.

: =1 : . .
Tenemos que ¥ = ¥, N(I!,J') C C(¥). Vamos a probar que (z,y) € V.

Supongamos que eso no es verdad, (z,y) € ¥, luego

(z,y) € NI, J") paral=1,---,k. (4.47)
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Sia;=1paraalgun! € {1,---,k}, entonces (z.y) = (z',7"), lo que contradice
(4.47). Por tanto, oy < l paral=1,--- k.

Ademas, existe por lo menos un o; > 0. Asi, (4.46) puede ser reescrito como

k
(z,9) = ai(z’y)) + D = y). (4.48)
i3 |
Definiendo
k
(v, w) := M(zhy), com A= lf’a_ (4.49)

temos que Z A =1, A >0paracadal € {l RN v (vow) € C(D).

{
3
1.

\—/1LI|

1
Luego ( # (’U,'LU), a; € (Oa 1) y

(z,9) = (2’ ¥') + (1 = ai)(v- w). (4.50)

Lo que contradice (4.45). Entonces, (z,y) € V.
Veamos ahora que (z,y) es un punto extremo de V. Supongamos que (z,y) no

es un punto extremo de ¥, esto es, existen (&!,7%) # (% 7°) € Uy & € (0,1) tal

que
(z,y) = a(@ §") + 1 - &) 7). (4.51)
Como ¥ C C(¥), tenemos, (z,y), (Z*,7) y (£2,7%) € C(¥), luego (4.51) contradice
(4.45).
Por tanto, obtenemos el resultado deseado. n

El siguiente lema establece la relacion existente entre el PDNLC v el problema
lineal asociado que tiene la misma funcién objetivo del lider y el conjunto viable es
C(¥).

Lema 4.2.3 Considere el sigutente problema lineal
(Peqwy) min {clTa: +c'y:(z,y) € C(\I/)} .

Si el problema PDNLC es inviable, ilimitado o tiene solucion, entonces el pro-
blema Pc(y) es inviable, ilimitado o tiene solucidn, respectivamente. En este dltimo

caso, toda solucion de PDNLC es solucion de Pcy).
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Prueba: Si PDNLC es inviable, entonces ¥ = C(¥) = @ y consecuentemente, Py
es inviable. Si PDNLC es ilimitado, como ¥ C C(V), sigue que P¢(y) es ilimitado.
Finalmente, asumamos que PDNLC tiene solucién (z*,y*). Entonces,(z*,y*) € ¥ C
C(¥), luego C(¥) # 0. Sea (z,y) € C(¥). Luego,

k
(z,y) = Zaz(xl,yl),
=1
k
donde (z!,y}) e N(I', J C V¥, Y ay=1y a; >0, paral=1,-- k. Asi,
=1 .

k k

T T o A Tomy _ Tow . . T

a'zdey= E (e Tzt + ¢yt > E afa T8+ y)=ca " +c 'y
’ =1 - =1

Y como (z*,y*) € C(¥), tenemos que (z*,y*) es solucion de Peqwy. .

Propiedad 4.2.7 Si el PDNLC tiene solucidn, entonces por lo menos una de ellas

es alcanzada en un punto extremo del conjunto viable V.

Prueba: Si PDNLC tiene solucién, el Lema 4.2.3 garantiza que P¢(g) también tiene
solucion, es decir, f; es limitada inferiormente en C().

Por otro lado, C(¥) C R} x R, pues, N(I', J') CR® x R™ para =1, , k,
implicando que, C('¥) no contiene rectas, asi todas las hipétesis del Corolario 32.3.4
de [36, pag. 345] son satisfechas, por tanto, el minimo de f; sobre C(¥) es alcanzado
por lo menos en un vértice de C(¥). Denotando este vértice por (Z, §), por el Lema

4.2.2 sigue que, (£,7) es un punto extremo de ¥, ademas
aE+c gL z+eny Y (z,y) € C(¥),

en particular

ai+eg<az+e'y Y(z,y) €L,

entonces (Z,9) es solucién del PDNLC y es un punto extremo de ¥.

Por tanto, sigue el resultado. ]

Vicente probd en {46, Teorema 4.2, pag. 393| que si el problema de dos niveles

cuadrético tiene solucién por lo menos una de ellas es alcanzada en un punto
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extremo de su conjunto viable, donde f; es una funcién céncava y el problema del
seguidor es estrictamente convexo. Pero, observemos que los resultados del Lema
4.2.3 y la Propiedad 4.2.7 aun contindan validos para f; céncava. Por tanto, es
posible extender la propiedad del Teorema 4.2 en [46, pag. 393], para el problema
de dos niveles cuadrético, donde la funcién objetivo del lider es céncava y la funcién
objetivo del seguidor es convexa.

Ilustramos esta propiedad con el siguiente. ejemplo.

Ejemplo 4.2.2 Sea el PDNLC:
(E9) min 2z -6y
z, Yy
S. a:
-2z +6y <1
>0
y es solucién de

min 1y —zy
un 3

S.a:
z+y<1
y=>0

=<y

0 , 5/8 1
Figura 4.2.22:

El conjunto viable relajado es dado por
W={{z,y)y ERxR: -2z+6y<1,z+y<1, >0, y>0}
con conjunto de vértices de W dado por

{00, 01,69, (L0},
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estos conjuntos son representados en la Figura 4.2.22.
A sequir determinemos los conjuntos M(I,J) y N(I,J) que definen el grdfico

Gr(Y) y U, respectivamente. Las condiciones de KKT para el sequidor P(z) son:
y—z+u=v, zz+y<l,
(z+y-1u=0, vy=0,
z, Yy, u, v=>0.

Como p=1ym =1, las aplicaciones M, N : 2({1}) x Z({1}) = P(R™™) en

estan definidas de la siguiente forma:
» SiI=0yJ=0, M(I,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:
y—z+u=v, z+y<l, u=0 v2>0 y=0.
Luego, M(1,J) - {(z,0) e R? : £ < 0}, implicando que

N(I,J)=WnM(I.J)=(0.0).

n SiI={1} y J =0, M(L,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:
y—zrz+u=v, z+y=1 u>0. v>0 y=0.
Luego, M(I,J) = (1,0), implicando que
N(I,J)=WnM(IJ)=(1,0).
2 Sil=0yJ={1}, M(I,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema.:
y—zrz+u=v, z+y=>1 u=0 v=0 y=>0.
Luego,
M(IL,J)={ (z,y) €R?: z+y<l, o=y y>0},
implicando que

N({I,J) = WnM(I,J)={(z,z): R*: 0<z < L}
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» SiI={1} y J={1}, M(I,J) es el conjunto solucion del siguiente sistema:
y—z+u=v, z+y=1 u>0 v=0 y=>0

Luego,
MI,J)={(z,y) eR*: z+y=1, 2>y, y>0},

implicando que
N(I,J) = WnM(,J)={(z,1-z)eR*: <z <1}
Luego, haciendo (I*,J) = (0,0), (I2,J%) = ({1},0), (I3,7%) = (0,{1}) ¢

(1%, J%) = ({1},{1}) tenemos que:
El grdfico de Y es

Gr(Y) = U MUILIY

TC»

o~

{(m,O)ERQ:xSO L{(z,x)e]R?:OﬁxS%}U

e

{(x,l—z)ERzzéngI}

En la Figura 4.2.23 observamos el grifico Gr(Y) en relacidn al grifico Gr(£2).

Figura 4.2.23:




El conjunto viable del problema es

4
v = UN(LJTY
=1

= {(x,x)eR2:0$x§%}U{(z,l—x)éﬂ@:%ﬁx_{_l}.
El conjunto de los puntos extremos de \Il es
{0.0. .. 69 0.0]

En la Figura 4.2.24 los segmentos puntilleados representan el conjunto viable
del problema (E9).

yh

De esto

C(o)

= {(z,y)eRE: -22+6y<1, z+y<1l z-y>0},

este conjunto es ilustrado en la Figura 4.2.25.

Observemos que C(¥) = conv(¥), asi, el conjunto de vértices de C(V) es igual
al conjunto de puntos extremos de V. Con esto, el problema asociado al problema
(E9) es dado por ' |

Pe) min{2z — 6y : (z,y) € C(¥)},

), (3:8)} = conv(¥),

11
4’4
teniendo como soluciones extremas los puntos (},1) y (3, 3)

El valor dptimo de Pewy es —1 y sol(Pe(y)) = conv{(
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y A
3/8 + l—/vf Lo,

c(¥)

Figura 4.2.25:

En este ejemplo también observamos que no todo punto extremo del conjunto
viable ¥ es un punto extremo del conjunto viable relajado W. Luego, si PDNLC
tiene solucién, esta no necesariamente es alcanzada en un punto extremo del con-
junto viable relajado W, como acontece en el ejemplo anterior y es ilustrado por la
Figura 4.2.24.

Por tanto, las Propiedades 3.2.10 y 3.2.11 del caso lineal no son extensibles para
el caso lineal-cuadratico.

De forma alternativa, Wang establecié en [47] propiedades de las soluciones del

siguiente problema:

(PDNLC) min fi(z,y) =c[z+cly (4.52)
S. a:

y es solucién de
min  fo(z,y) = 3y'Qey +y Qe +y'd
s. a: \ (4.53)
Aiz+ Ay <a
donde @, € S;:+.
En este trabajo, las soluciones del PDNLC' son asociadas a los vértices del

siguiente conjunto poliedral

{ (2,y,u) ER™™ xR : Qi+ Qoy + Aju+d =0, }

Aiz+Ay<a, u20

Observemos que 7 es formado por las restricciones de viabilidad primal y dual
del seguidor de PDNLC', asi como fue construido el conjunto PD (vea (4.5)) en
relacion al PDNLC.
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Para esto, en [47] es definida la aplicacién punto-conjunto S : R? — Z(R*xR™)
dada por )

S(u) :={(z,y) eR™™ : Aiz+ Ay <a, Qiz+Qy+ AJu+d =0},
y la funcién L, : R* x R* - R o
Lew(zy)=c'z+c'y - Bu' (A1z + Ay — a).
Notemos que, |
7 =Gr(S)NRE.

Las préximas dos propiedades relacionan las soluciones del PDNLC’ con un

problema de programacién lineal.

Propiedad 4.2.8 [47, Teorema 5, pag. 135] Para cualquier solucion (z*,y*) de
PDNLC/, eziste un 5* > 0 y un u* > 0 tal que (z*,y*) es solucidn del siguiente
problema de programacidn lineal:
(’Pﬁ(ﬁ*,u.)> min L gy (Z,y) = e ztcey—5" u*T(Alzz: + Ay —a)
5. a:

(z,y) € S(u*).

Propiedad 4.2.9 [47, Teorema 6, pag. 136] Ezisten By > 0 y u* > 0 tal que para
cualquier B > By dado, cualgquier solucion del problema:
(Pc(ﬂ,u‘)) min Lig,u)(2,y) = &1 €+ ¢2"y — Bu" (A1 + Asy — a)
S. Q.
(z,y) € S(u").
es también una solucion del PDNLC'.

Finalmente, el siguiente resultado relaciona las soluciones de PDNLC’ con los
vértices de 7.

Propiedad 4.2.10 [47, Teorema 7, pag. 137] Supongamos que (z*,y*) es una solu-
cién de PDNLC'. Entonces, ezisten un (3 y un vértice (Z,y, @) del conjunto poliedral
T tal que



Cuando las restricciones del lider no dependen de la variable del seguidor, es decir.

B, =0, tenemos que el conjunto viable relajado W es dado por,
W={(z,y) ER"xR™: Biz <b, Aiz+ Ay <a, 220, y>0}.

A seguir, extendemos otra caracteristica importante verificada para este tipo de
problema de dos niveles lineal-cuadratico, que es la conexidad del conjunto viable.

Con este fin, definamos:

U := projgyxge+m { (%, 4,4, v) ERT™ X RT™ : Quz + Qoy + Aju+d =v}.
Identificando '{O} x R? C R™™ x RP, podemos considerar U C RP*™ y la
aplicacién dada por ': U — P(R™+™)

() eW: Qiz+Q:y+AJu+d=v
[(u,v) := uT(A1z+ Ay —a) =0
vy =0

Luego, son observadas las siguientes propiedades:

i) El conjunto U es convexo poliedral (vea inicio de la seccién 19 [36, pag. 170]).

i) Para cada (u, v) € U, I'(u, v) es un conjunto convexo poliedral pues est4 definido

por igualdades lineares.
iii) La aplicacion I' es cerrada en U (sigue directo de la Definicién 1.2.7).

Proposicion 4.2.1 El conjunto viable U es igual a la imagen de la aplicacién T,

Im(T), esto es,

U= U I(u,v)

(u,v)eU

Prueba: Un punto (z,y) € ¥, si
Biz < 6, >0, y€ T(z)
lo que eqﬁivale a que existan multiplicadores u € RP y v € R™ tales que:

Biz<b, Aiz+Ay<a,
Qz+ Qy+ A u+d=v
uW(Aiz+ Ay —a)=0, vTy=0,

20, y>20, ©v>0, v>0.
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Por tanto, existe (u,v) € U tal que (z,y) € T(u,v) € J TI'(u,v).
(u,v)eU
Suponga ahora que (z,y) € I'(u,v) para algin (u,v) € U, entonces (z,y) € W

Q1x+Q2y+A§u+d=O
uT(Az+Ay—a)=0, vTy=0.

Como u > 0y v > 0 resulta que (z,y) € V. Luego, la igualdad es verificada. =

Propiedad 4.2.11 i I'(u,v) es un conjunto limitado para cada (u,v) € U, en-

tonces el conjunto viable de PDNLC es conezo. .

Prueba: De la limitacién de I'(u,v) para cada (u.v) € U, por el Corolario 1.2.1
tenemos que I' es localmente limitada en Z{. Luego, por el Teorema 1.2.1 tenemos
que I' es una aplicacién scs en U. Asi, I satisface todas las hipétesis de la Proposi-

ci6én 1.2.1 lo que implica que |J TI'(u,v) es conexo. Por tanto, de la Proposicién
. (u,v)eU
4.2.1, concluimos que ¥ es un conjunto conexo. N |

Corolario 4.2.2 i el conjunto viable relajado W es limitado, entonces el conjunto
viable de PDNLC es conezo.

Prueba: De la limitacién de W, obtenemos que I'(u,v) es un conjunto compacto,

para cada (u,v) € U. Por tanto, de la propiedad anterior concluimos el resultado.m
Para finalizar esta seccién, presentamos la influencia del posicionamiento de un

conjunto de restricciones (nivel superior o nivel inferior) sobre el conjunto viable

V. Para esto, consideremos los siguientes problemas.
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(PDNLC;) (PDNLCs)

min ¢ z+co'y min ¢ z+c'y
x’y I)y
s.a: s.a: ,
Biz+Byy<b v Biz+Byy<b
Eiz+Esy<e z20
z>0 y es solucién de
y es solucién de m;lm W Qey+y Quz+dTy
min 1yTQey+y Qiz+d'y 5.
y
5.a. Aiz+Ay<a
Aiz+Ay<a : : Eiz+Eyy<e
y=>0 y20

donde E,, E, y e poseen dimensiones apropiadas, tenemos que:

Propiedad 4.2.12 El conjunto viable de PDNLC,; estd contenido en el conjunto

viable de PDNLC,. Ademds, st Es = 0 entonces estos dos conjuntos son tguales.

Prueba: De la linealidad de las funciones que envuelven el conjunto viable del
seguidor de PDNLC; tenemos satisfecha la condicién de calificacién de Slater o
la condicién de calificacion convexa reversa, para cada z € R™ (vea seccién 1.3),
luego, todas las hipétesis del Teorema 2.1.1 ¥ la Proposicién 2.1.1 son satisfechas.

Por tanto, sigue el resultado. n

Corolario 4.2.3 Si las restricciones del nivel superior solamente envuelven la va-
riable z, es decir By = 0, entonces el problema PDNLC es equivalente al problema
de dos niveles obtenido por la transferencia de estas restricciones paraﬂ el nivel in-

ferior.

Observemos que, la Propiedad 4.2.12 v el Corolario 4.2.3 extienden los resulta-
dos presentados por Campélo en {18, Teorema 1.2.6, pag. 19], [18, Corolario 1.2.4,
pag. 20] para el caso lineal-cuadratico, respectivamente, pero no dejan de ser un

caso particular del Teorema 2.1.1, de la Proposicién 2.1.1 y el Corolario 2.1.1.



Capitulo 5

Algdritmos existentes para el
problema de dos niveles
lineal-cuadratico

En este capitulo presentamos dos algoritmos existentes en la literatura que
resuelven el problema de dos niveles linear-cuadratico. Para cada caso observamos

cuales son las hipétesis consideradas.

5.1. Enumeracién de puntos extremos para el
PDNLC

Wang propuso en [47, pag. 137] un algoritmo que soluciona el PDNLC’ definido
por (4.52) y (4.53), recordando que, el seguidor es estrictamente convexo para este
problema, es decir, @, € S;T.

Este algoritmo estd basado en las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker del
seguidor (las cuales son condiciones necesarias y suficientes para resolver P(z)),

esto es, existe un multiplicador u € R? tal que:

le + sz + A;ru + d= O, A1$ + Agy S a, U Z O, (51)
uT(A1z + Agy — a) = 0. (5.2)

El procedimiento comienza con la obtencién del punto inicial (z*, y*, u*) que es
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el 6ptimo del problema

min fi(z,y) =clz+cy
zyu

s.a:
Q1T+ Qoy + AJu= —d
Ajz+ Ay <a.

Si (z*,y*,u*) satisface la condicién de complementaridad (5.2), entonces
(z*,y*,u*) es 6ptimo del PDNLC'. Si no, procuramos en los vértices adyacentes a
(z*,y*,u*), y elegimos aquel que tenga menor valor de la funcién objetivo fi(z,y)
entre ellos. El proceso continua verificando si en este punto la condicién de com-
plementaridad (5.2) es satisfecha. Reésaltamos que este proceso, va almacenando
informaci6én sobre los vértices ya analizados, con la finalidad de considerar a lo mas
una, vez cada vértice. '

Algoritmo

Paso 1: Fije Ty = W1 =0, (21,7, %) = argmin {fl(I: y) i (z.y,u) E'T} v haga
k =1, ir al Paso 2.

Paso 2: Si u ' (4121 + Asyx — a) = 0, ir para el Paso 4, caso contrario k = k+ 1

y ir para el Paso 3.

Paso 3: Haga

Tk = Tk—l_ U {(Ikv Yk, uk)}:
We = <Wk-—1 U VA(Zk—1, Yk—1- uk—-l)) NTE,

(T, Yk, uk) = argmin {fl(x,y) (z,y.u) € Wk},

donde T¢ = R™*+m+? \ka e VA(zg-1, Yk-1, ux—1) denota el conjunto de vértices

adyacentes de (Zg—1,Yx—1,Uk—1), regrese al Paso 2.
Paso 4: Pare! El punto (zx, ¥k, ux) es una solucién 6ptima del PDNLC.

Observamos aun que, la idea de este algoritmo es muy similar a aquella usada
en el algoritmo del K-ésimo mejor vértice, propuesto por Bialas y Karwan en [15]
para, resolver el PDNL.
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5.2. Resolucién de problemas de complementari-
dad lineal asociados al PDNLC

Jadice y Faustino propusieron en [30, pag. 137] un algoritmo que soluciona el
PDNLC. El método consiste en resolver una secuencia de Problemas de Comple-
mentaridadﬁ Lineal (LCP), los cuales por su vez son resueltos por medio de un
método enumerativo hibrido. v

Cuando el conjunto del éeguidor Q(z) es limitado para cada z € R”, resolver
el PDNLC es equivalente a resolver el siguiente Problema de Complementaridad

Lineal Minimo:

( minfl(xry)=c}-x+c‘;ry
s.a: .
QT +Quy+AJu+d= v
(MLCP) < Alz+Ay—a=-w
Birz+-Byy—b=—z
viy=uTw=0
220, y>0, u>0, v>0, w>0, 2>0.

\

donde w € RP, z € R’ son las variables de holgura.
Introduciendo un parémetro A, Judice y Faustino asocian en {30] el problema
MLCP al siguiente problema LCP(\):

—w a 0 A A u
v | _|d] | AT @ @
i 0 B B ||°® (5:3)
Ug A 0 —cI —c;
z, Y, u v, w, z, vg>0 ' (5.4)
vy=uTw=0. (5.5)

donde la funcién objetivo fue substituida por ¢/ z+cjy+vy = Xy v es una variable
- de holgura. '
El algoritmo SLCP dado a seguir consiste en resolver una secuencia de los
problemas LCP(A,), donde {\:}xen € R es una secuencia decreciente.
Algoritmo SLCP

Paso 0: Haga £ =0y 6 € R, un namero fijo.
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Paso 1: Si k = 0 descarte la Gltima fila de (5.3) y resuelva LCP()g). Si LCP()o)
no tiene solucién ir para el Paso 2. Caso contrario, elijamos (Zq, %o, %) una
solucién de LCP()\g) y haga

Xo=c'To+ CzTyo-

Si k& > 1, entonces:
1. LCP()x) no tiene solucién (ir para el Paso 2) o
. 2. (zk, Yk, ux) es solucion de LCP( ).
Fije
Ae=cl'zp+cye—0la T oyl

y k =k + 1 1ir para el Paso 1.

Paso 2: Sik =0, el PDNLC es inviable. Caso contrario, (2, yx) es una e-solucién
de PDNLC donde € = 6 |c; Tk + c2Tyx].

Los problemas LCP(A;), con k € N, son resueltos mediante un método enumer-
ativo hibrido muy similar al desarrollado en [29] para el caso lineal, con la diferencia
que este incorpora el algoritmo Modified Reduces-Gradient (vea [31]). Este algorit-
mo primero encuentra uha solucién viable del problema de desigua.ldades lineales
(5.3)-(5.4) por medio de una modificacién de la FASE 1 del método SIMPLEX
con una variable artificial. Luego, siempre usando soluciones viables, un arbol (ver
Figura 5.2.1) es implicitamente explorada hasta que las condiciones (5.5) sean sat-
isfechas. Cada nodo del arbol es generado al resolver un programa lineal por una
modificacién da FASE 2 del método SIMPLEX.
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Figura 5.2.1: (= (uy) €R"™ w=(-w,v) eRP*™i=1,-- ,p+m.
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Conclusiones

En este trabajo estudiamos el problema de dos niveles lineal-cuadratico
(PDNLC), donde el seguidor es un problema convexo, admitiendo asi mas de una
solucién. Realizamos, primeramente, una revisiéon bibliografica de los problemas de |
dos niveles general y lineal. En seguida, desarrollamos un anélisis tedrico comparati-
vo entre los problemas de dos niveles lineal (PDNL) y lineal-cuadratico (PDNLCY),
donde el seguidor tiene una dnica solucién.

Resaltamos que, las propiedades existentes para el problema de dos niveles
cuadratico (PDNC), donde la funcién objetivo del lider es cuadrética céncava y
el seguidor tiene una tnica solucién, son validas para el PDNLC™.

Como primera contribucién, desarrollamos una estructura unificada del proble-
ma de dos niveles sobre la visién del analisis teérico de las aplicaciones punto-
conjunto. Nuestra principal contribucion es dada por la deduccién de propiedades
geomeétricas del problema de dos niveles lineal-cuadratico, cuando el seguidor puede
tener mas de una solucién. Por tanto, estas son extensiones de los respeétivos re-

sultados ya existentes para los problemas PDNL y PDNLC™. Concluimos que:

1. Es posible expresar la aplicacién T, que define el conjunto via-ble del seguidor
de PDNLC, como una unién finita de conjuntos convexos poliedrales, descri-
biendo la forma exacta de ellos. Este resultado extiende aquellos dados en
[24, 40] para el PDNL. ’

2. Como consecuencia de la caracterizacion de T, tenemos que el conjunto viable
¥.de PDNLC es la unién finita de conjuntos convexos poliedrales, describien-
do a forma exacta de ellos. Este resultado extiende aquel dado en [46] para

" el problema de dos niveles cuadratico, donde la funcién objetivo del lider

es cuadrética y el seguidor tiene una Unica solucién, y por tanto, para el
PDNLC™. '
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. La limitacién inferior de la funcién objetivo del lider, fi, sobre el conjunto
viable ¥ garantiza que el PDNLC tiene solucién. Este resultado extiende
aquel dado en [18] para el PDNL.

. Si el PDNLQ tiene solucién, entonces ella es alcanzada en por lo menos un
ponto extremo del conjunto viable ¥. Este resultado extiende aquel dado en
[18, 40] para el PDNL. Ademaés, si consideramos f; siendo una funcién cén-
cava, este resultado aun es valido para el problema de dos niveles cuadréatico,
donde el seguidor es un problema convexo, extendiendo asi el resultado dado
en [46] para el PDNC*, y por tanto, para el PDNLC*.

. La conexidad del conjunto viable ¥ continua siendo valida sobre las mismas
hipétesis consideradas en el caso lineal. Esto es, si las restricciones del nivel
superior no dependen de la variable del seguidor y el conjunto viable relajado
W es limitado. Este resultado extiende aquel dado en [39] para el PDNL.

. No es posible extender para el PDNLC las siguientes propiedades de PDNL:_
a) El conjunto viable es la unién de las caras del conjunto viable relajado

W.

b) Todo punto extremo del conjunto viable ¥ es un vértice del conjunto
viable relajado W.

¢) Si el problema tiene solucién, entonces ella es alcanzada en por lo menos

un vértice del conjunto viable relajado W.

Ilustramos la no verificacién de estas afirmaciones para el caso lineal-

cuadratico usando contra-ejemplos.

90



Bibliografia

1. ANANDALINGAM, G. and FRIESZ, T., Editors, * Hierarquical Opti-
mization”, Annals of Operations Research, vol. 34, 1992. ‘
2. ARICA, J. and SCHEIMBERG, S., The Bilevel Programming Problem

. A numerical Approach, Centro de ciéncias e tecnologia, UENF Publi-
cagao Interna 1/96, 1996.

3. AUBIN, J. P. and FRANKOWSKA, H., Set-Valued Analysis. 1 ed.,
Boston, Birkhauser, 1990. '

4. ADUET, C., HANSEN, P., JAUMARD, B. and SAVARD, G.,*Links
between linear Bilevel and mixed 0—1 Programming Problems.”, Journal
of Optimization Theory and Applications, vol. 93, no. 2, pp. 273-300,
1997. ' '

5. AUSLENDER, A., Optimisation Méthodes Numériques. Masson, Paris,
1976.

6. AUSLENDER, A. and TEBOULLE, M., Asymptotic Cones and Func-
tions in Optimization and Variational Inequalities . Springer, New York,
2002.

7. BANDEIRA, A., Um Estudo Comparativo entre Algoritmos de Progra-
magao Linear em Dois Niveis. Dissertagdo de M. Sc., Programa de En--
genharia de Sistemas e computacdo, Universidade Federal de Rio de

Janeiro, Brasil, 2001.

8. BANK, B.,GUDDAT, J. and KLATTE, D., Non-Linear Parametric Op-
timization. Birkhduser Verlag, Basel Boston Stuttgart, 1983.

‘9. BARD, J. F.,* An Algorithm for Solving the General Bilevel Programm-
ming Problem. " Mathematics of Operations Research, vol.8, pp. 260-272,

91



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

July-August 1983.

BARD, J., * Convex Two-Level Programming.” Mathematical Program-
ming, vol. 40, pp. 15-27, 1988.

BAZARAA, M. S. and SHERALIL, SHETTY, C. M., Nonlinear Program-
ming: Theory and Algorithms. 2 ed., New York, John Wiley & Sons,

- 1992.

BEN-AYED, O. and BLAIR, C. E,, © Computationé,l Difficulties of
Bilevel Programming.” Operations Research vol. 38 pp. 556-560, 1990.

BENSON; H. P.,* On the Structure and Properties of a Linear Multilevel
Programming Problem.” Journal of Optimization Theory and Applica-
tions, vol. 60, no. 3, pp. 353-373, 1989.

BERGE, C., Topological Spaces:Including a treatment of multi-valued
functions vector space and convezity., New York, MaCMillan, 1963.

BIALAS, W. and KARWAN, M., © Two Level Linear Programming.”
Management Science, vol. 30, pp. 1004-1020, 1984.

BRACKEN, J., FALK, J. E. and MIERCORT, F. A., * A Strategic
Weapons Exchange Allocation Model.” Operations Research vol. 25 pp.
968-976, 1977.

CALAMALI P. and VICENTE, L. ¥ Generating Linear-Quadratic Bilevel
Programming Problems.” SIAM Journal Science and Statistical Com-
puting vol. 14 pp. 770-782, 1993.

CAMPELO, M., Programagio Linear em Dois Niveis: Uma Abordagem
Tedrica e Computacional. Tese de D. Sc., Programa de Engenharia de
Sistemas e computacao, Universidade Federal de Rio de Janeiro, Brasil,
1999. '

CAMPELO, M. and SCHEIMBERG, S., “ Astudy of local solutions in
linear bilevel programming.” Journal of Optzmzzatzon Theory and Ap-
plzcatzons, vol. 125, no. 1, pp. 63-84 2005.

CANDLER, W. and TOWNSLEY., “ A Linear Two-Level Programming
Problem.” Computers and Operations Research, vol. 9, pp. 59-67, 1982.

92



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

31.

32.

CHEN, Y. and FLORIAN, M., The Nonlinear Bilevel Programming
Problem: Formulations, Regularity and Optimality conditions, CRT-94
Centre de Recherche sur le Transports, Universitéde Montréal, Canada,

July 1992,Revisised July 1993. _
CHENGGEN, S., GUANGQUAN, Z. and JIE, L., “ On the Definition or

- Linear Bilevel Programming Solution”, Applied Mathematics and Com-

putation. vol. 160, pp. 169-176, 2005.
DEMPE, S* A Bundle Algorithm Applied to Bilevel Programming

Problems with Non-Unique Lower Level Solutions. ” Computational Op-
timization and Applications. vol. 13, no. 2, pp. 145-166, 2000.
DEMPE, S., Foundatioﬁs of Bilevel Programming. 1 ed., Netherlands,
Kluwer Academic Publishers, 2002.

FALK, J. F. and LIU, J., “* On Bilevel Programming, Part I: general
nonlinear cases.” Mathematical Programming, vol. 70, pp. 47-72, 1995.
FRANK, M. and WOLFE, P., “ An Algorithm for Quadratic program-
ming.” Naval Research logistics Quarterly, vol. 3, pp. 95-110, 1956.
GALLO G. and ULKUCU A.“ Bilinear Programming: An Exact Algo-
rithm.” Mathematical Programming, vol. 12, pp. 173-194, 1977.

HOGAN, W., “ Point to Set Maps in Mathematical Programming. ”
SIAM Review, vol. 15, no. 3, pp. 591-603, july 1973."

JUDICE, J. and FAUSTINO A. M., “ The Solution of the Linear Bilevel
Programming Problem by Using the Linear Complementarity Problem.”

Investigagao Operacional, vol. 8, pp. 77-95, 1988b.

. JUDICE, J.-and FAUSTINO A. M., “ The Linear-Quadratic Bilevel Pro-

gramming Problem.” Information Systems and Operational Research,
vol. 32, pp. 87-98, 1994.

AL-KHAYYAL, F. A., “ An Implicit Enumeration Procedire for the
General Linear Complementarity problem.” Mathematical Programming
Studies, vol. 31, pp. 1-20, 1987.

LORIDAN, P., and MORGAN, J., *¢ Weak Via Strong Stackelberg Prob-
lems.” Journal of Global Optimization, vol. 8, pp. 263-287, 1996.

93



33.

35.

36.

37.

39.

40.

41.

MANGASARIAN, O. L., Nonlinear Programming. McGraw-Hill, New
York, 1969. ‘ -

NACCACHE, P. H.,* Connectedness of the Set of Nondominated Out-
comes in Multicriteria Optimization. ” Journal of optimization Theory
and Applications, vol. 25, pp. 459-467, 1978.

OUTRATA, J., “ On the Numerical Solution of Class of Stackelberg
Problems.” ZOR-Mathematical Methods of Operations Research, vol. 34,
pp- 255-277, 1990.

ROCKAFELLAR, R. T., Convez Analysis. 1 ed., Princeton, Princeton
University Press, 1970.

ROCKAFELLAR, R. T.; Directional Diferentiability of the Optimal
Value Function in a Nonlinear Programming Problem.” Mathematical
Programming Study, vol.21, pp. 213-226, 1984.

. ROCKAFELLAR, R. T., and WETS, R. J. B., Variational Analisis.

Berlin, Springer-Verlag, 1998.

RUAN, G. Z., WANG, S. Y, YAMAMOTO and Y. ZHU, S.
S.,“Optimality Conditions and Geometric Properties of a Linear Mul-
tilevel Programming Problem with Dominated Objective Functions.”
Journal of optimization Theory and Applications, vol. 123, no. 2, pp.
409-429, 2004.

SAVARD, G., Contributions 4 la Programmation Mathématique @ Deux
Niveauz. PhD thesis, Université de Montréal, Ecole Polytechnique, 1989.

SHIMIZU, K., ISHIZUKA, Y. and BARD, ., F., Nondifferentiable and
Two-Level Mathematical Programming. 1 ed., Boston, Kluwer Academic
Publishers, 1997.

. STACKELBERG, H., The Theory of the Market Economy. Oxford Uni-

versity Press, New York, Oxford, 1952.

. TUY, H., MIGDALAS, A. and VARBRAND, P., “ A Global Optimiza-

tion a.pprdach for the Linear Two-Level Program. ” Journal of Global
Optimization vol. 3, pp. 1-23, 1993.

94



45.

47.

49.

50.

VICENTE, L. N., Programagao de Dois Niveis. Tese de M. Sc., Depar-

tamento de matematica, Universidade de Coimbra, Portugal, 1992.
VICENTE, L. N. and CALAMALI, P., “ Bilevel and multilevel Program-
ming: a bibliography review.” Journal of Global Optimization vol. 5, pp.
201-306, 1994.

' VICENTE, L. N., SAVARD, G. and JUDICE, J.,* Descent Approaches

for Quadratic Bilevel Programming.” Journal of Optimization Theory
and Applications, vol. 81, pp. 379-399, 1994.

WANG, S., WANG, Q. and ROMANO-RODRIGUEZ, S. “ Optimality
Conditions and an Algorithm for Linear-Quadratic Bilevel Programs.”
Optimization, vol. 31, no. 2, pp. 127-139, 1994.

. WEN, U. P. and BIALAS, W. , “ The Hybrid Algorithm for Solving the

Three-Level Programming Problem.”, Computers and Operations Re-
search, vol. 13, pp. 367-377, 1986.

WHITE, D. J.;* Penalty Function Approach Linear Trilevel Program-
ming.” Journal of Optimization Theory and Applications, vol. 93, no. 1,
pp. 183-197, 1997. | |

YOSIDA, K., Functional Analysis. 3 ed., Berlin Heidelberg New York,
Springer-Verlag, 1971. o

95



Bibliografia

[1]] ANANDALINGAM, G. and FRIESZ, T., Editors, * Hierarquical Optimiza-

tion”, Annals of Operations Research, vol. 34, 1992.

[2] ARICA, J. and SCHEIMBERG, 8., The Bilevel Programming Problem : A
numerical Approach, Centro de ciéncias e tecnologia, UENF Publicagao In-
terna 1/96, 1996.

[3] AUBIN, J. P. and FRANKOWSKA, H., Set-Valued Analysis. 1 ed., Boston,
Birkhauser, 1990.

[4] ADUET, C., HANSEN, P., JAUMARD, B. and SAVARD, G.,"Links between
linear Bilevel and mixed 0—1 Programming Problems.”, Journal of Optimiza-
tion Theory and Applications, vol. 93, no. 2, pp. ?.73-300, 1997.

[5] AUSLENDER, A., Optimisation Méthodes Nume’riques. Masson, Paris, 1976.

[6] AUSLENDER, A. and TEBOULLE, M., Asymptotic Cones and Functions

in Optimization and Variational Inequalities . Springer, New York, 2002.

[7] BANDEIRA, A., Um Estudo Comparativo entre Algoritmos de Programagdo
Linear em Dois Niveis. Dissertacdo de M. Sc., Programa de Engenharia de

Sistemas e computagdo, Universidade Federal de Rio de Janeiro, Brasil, 2001.

[8] BANK, B.,GUDDAT, J. and KLATTE, D., Non-Linear Parametric Opti-
mization. Birkhduser Verlag, Basel Boston Stut‘cgért, 1983.

[9] BARD, J. F.,“ An Algorithm for Solving the General Bilevel Programmming
Problem. ” Mathematics of Operations Research, vol.8, pp. 260-272, July-
August 1983.

96



[10] BARD, J., “ Convex Two-Level Programming.” Mathematical Programming,
vol. 40, pp. 15-27, 1988.

[11] BAZARAA, M. S. and SHERALI, SHETTY, C. M., Nonlinear Programming:
Theory and Algorithms. 2 ed., New York, John Wiley & Sons, 1992.

[12] BEN-AYED, O. and BLAIR, C. E., * Computational Difficulties of Bilevel
Programming.” Operations Research vol. 38 pp. 356-560, 1990.

[13] BENSON, H. P.“ On the Structure and Properties of a Linear Multilevel
Programming Problem.” Journal of Optimization Theory and Applications,
vol. 60, no. 3, pp. 353-373, 1989.

[14] BERGE, C., Topological Spaces:Including a treatment of multi-valued func-

tions vector space and convezity., New York, MaCMillan, 1963.

[15] BIALAS, W. and KARWAN, M., “ Two Level Linear Programming.” Man-
agement Science, vol. 30, pp. 1004-1020, 1984,

[16] BRACKEN, J., FALK, J. E. and MIERCORT, F. A., * A Strategic Weapons
Exchange Allocation Model.” Operations Research vol. 25 pp. 968-976, 1977.

[17} CALAMALI, P. and VICENTE, L. * Generating Linear-Quadratic Bilevel Pro-
gramming Problems.” SIAM Journal Science and Statistical Computing vol.
14 pp. 770-782, 1993.

[18] CAMPELO, M., Programagdo Linear em Dois Niveis: Uma Abordagem
Teorica e Computacional. Tese de D. Sc., Programa de Engenharia de Sis-
- temas e computacio, Universidade Federal de Rio de Janeiro, Brasil, 1999.

[19] CAMPELO, M. and SCHEIMBERG, S., # Astudy of local solutions in linear
bilevel programming.” Journal of Optimization Theory and Applications, vol.
125, no. 1, pp. 63-84, 2005.

[20] CANDLER, W. and TOWNSLEY., * A Linear Two-Level Programming
Problem.” C’omputers and Operations Research, vol. 9, pp. 59-67, 1982.

[21] CHEN, Y. and FLORIAN, M., The Nonlinear Bilevel Progrdmming Prob-
lem: Formulations, Regularity and Optimality conditions, CRT-94 Centre de

97



Recherche sur le Transports, Universitéde Montréal, Canada, July 1992 Re-
visised July 1993.

[22] CHENGGEN, S., GUANGQUAN, Z. and JIE, L., “ On the Definition or Lin-
ear Bilevel Programming Solution”, Applied Mathematics and Computation.
vol. 160, pp. 169-176, 2005.

[23] DEMPE, S A Bundle Algorithm Applied to Bilevel Programming Problems
with Non-Unique Lower Level Solutions. ” Computational Optimization and

Applications. vol. 15, no. 2, pp. 145-166, 2000.

[24] DEMPE, S., Foundations of Bilevel Programming. 1 ed., Netherlands, Kluwer
Academic Publishers, 2002.

[25] FALK, J. F. and LIU, J..* On Bilevel Programming, Part I: general nonlinear
cases.” Mathematical Programming, vol. 70, pp. 47-72, 1995.

[26] FRANK, M. and WOLFE, P., * An Algorithm for Quadratic programming.”
Naval Research logistics Quarterly, vol. 3, pp. 95-110, 1956.

[27] GALLO G. and CLKUCCT A./* Bilinear Programming: An Exact Algorithm.”
Mathematical Programming, vol. 12, pp. 173-194, 1977.

[28] HOGAN, W., “ Point to Set Maps in Mathematical Programming. ” SIAM
Review, vol. 15, no. 3, pp. 591-603, july 1973.

[29] JUDICE, J. and FAUSTINO A. M., “ The Solution of the Linear Bilevel
Programming Problem by Using the Linear Complementarity Problem.” In-

vestigagao Operacional, vol. 8, pp. 77-95, 1988b.

[30] JUDICE, J. and FAUSTINO A. M., The Linear-Quadratic Bilevel Program-
ming Problem.” Information Systems and Operational Research, vol. 32, pp.
87-98, 1994.

[31] AL-KHAYYAL, F. A., “ An Implicit Enumeration Procedire for the General
Linear Complementarity problem.” Mathematical Programming Studies, vol.
31, pp. 1-20, 1987.

98



[32] LORIDAN, P., and MORGAN, J., “* Weak Via Strong Stackelberg Prob-
lems.” Journal of Global Optimization, vol. 8, pp. 263-287, 1996.

[33] MANGASARIAN, O. L., Nonlinear Programming. McGraw-Hill, New York,
1969.

[34] NACCACHE, P. H.,“ Connectedness of the Set of Nondominated Outcomes
in Multicriteria Optimization. ” Journal of optimization Theory and Appli-
cations, vol. 25, pp. 459-467, 1978. '

[35] OUTRATA, J., “ On the Numerical Solution of Class of Stackelberg Prob-
lems.” ZOR-Mathematical Methods of Operations Research, vol. 34, pp. 255--
277, 1990.

[36] ROCKAFELLAR, R. T., Convez Analysis. 1 ed.. Princeton, Princeton Uni-
versity Press, 1970.

[37] ROCKAFELLAR, R. T., Directional Diferentiability of the Optimal Value
Function in a Nonlinear Programming Problem.” Mathematical Programming
Study, vol.21, pp. 213-226, 1984.

[38] ROCKAFELLAR, R. T., and WETS, R. J. B., Variational Analisis. Berlin,
Springer-Verlag, 1998.

[39] RUAN, G. Z., WANG, S. Y.; YAMAMOTO and Y. ZHU, S. S.,*Optimality
Conditions and Geometric Properties of a Linear Multilevel Programming
Problem with Dominated Objective Functions.” Journal of optimization The-
ory and Applications, vol. 123, no. 2, pp. 409-429, 2004.

[40] SAVARD, G., Contributions & la Programmation Mathématique a Deuz
Niveaur. PhD thesis, Université de Montréal, Ecole Polytechnique, 1989.

[41] SHIMIZU, K., ISHIZUKA, Y. and BARD, J., F., Nondifferentiable and Two-
- Level Mathematical Programming. 1 ed., Boston, Kluwer Academic Publish-
ers, 1997. '

[42] STACKELBERG, H., The Theory of the Market Economy. Oxford University
Press, New York, Oxford, 1952.

99



[43] TUY, H., MIGDALAS, A. and VARBRAND, P., “ A Global Optimization
approach for the Linear Two-Level Program.” Journal of Global Optimization
vol. 3, pp. 1-23, 1993. /

[44] VICENTE, L. N., Programagdo de Dois Niveis. Tese de M. Sc., Departamento

de matemaética, Universidade de Coimbra, Portugal, 1992.

[45] VICENTE, L. N. and CALAMAI, P., “ Bilevel and multilevel Programming:
a biblidgraphy review.” Journal of Global Optimization vol. 5, pp. 291-306,
1994.

[46] VICENTE, L. N., SAVARD, G. and JUDICE, J.,;* Descent Approaches for
Quadratic Bilevel Programming.” Journal of Optimization Theory and Ap-
plications, vol. 81, pp. 379-399, 1994.

[47] WANG, S., WANG, Q. and ROMANO-RODRIGUEZ, S. “ Optimality Con-
ditions and an Algorithm for Linear-Quadratic Bilevel Programs.” Optimiza-
tion, vol. 31, no. 2, pp. 127-139, 1994.

[48] WEN, U. P. and BIALAS, W. , “ The Hybrid Algorithm for Solving the
Three-Level Programming Problem.”, Computers and Operations Research,
vol. 13, pp. 367-377, 1986.

[49] WHITE, D. J.,* Penalty Function Approach Linear Trilevel Programming.”
Journal of Optimization Theory and Applications, vol. 93, no. 1, pp. 183-197,
1997.

[50] YOSIDA, K., Functional Analysis. 3 ed., Berlin Heidelberg New York,
Springer-Verlag, .1971.

100



