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RESUMEN

“SOLUCION A LAS ECUACIONES DE CAMPO GRAVITACIONAL DE EINSTEIN
PARA UN FLUIDO ANISOTROPICO CON SIMETRIA ESFERICA”

Bach. MIGUEL ANGEL DE LA CRUZ CRUZ

ENERO -2011
Asesor : Lic. Rolando Manuel Vega De La Pefia
Titulo obtenido : Licenciado en Fisica

En este trabajo se resuelven las ecuaciones de Einstein para un fluido anisotrépico con
simetria esférica con la métrica estindar de Schwarzschild y, a partir de las funciones
generatriz y anisotrépica, se obtienen los coeficientes métricos que describen el
comportamiento de este fluido en la geometria del espacio-tiempo.

Las soluciones de campo que se obtienen permiten analizar el comportamiento de dicho
fluido a través de sus variables termociinémicas, tales como densidad y presion.

Finalmente, se analizan algunos ejemplos con las funciones generatriz y anisotrépica que
describen el comportamiento local del fluido anisotrépico.
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ABSTRACT

“SOLUTION TO THE EQUATIONS OF GRAVITATIONAL FIELD THE EINSTEIN'S
FOR A FLUID ANISOTROPIC WITH SPHERICAL SYMMETRY™

Bach. MIGUEL ANGEL DE LA CRUZ CRUZ

ENERO - 2011
Advisor : Lic. Rolando Manuel Vega De La Peiia
Obtained title : Graduate in Physics

In this work was solved Einstein's equations, for a flowing anisotropic with spherical
symmetry with the metric standard of Schwarzschild and, starting from the generatriz and
anisotropic functions, it was obtained the metric coefficients that it describes the behavior
of this fluid on the geometry of the space-time.
The field solutions that were obtained allowed to analyze the behavior, through their
thermodynamic variables as density and pressure.
Finally, it was analyzed some examples with the generatriz and anisotropic functions that it
describes the local behavior of flowing anisotropic.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Desde el principio el hombre ha tenido la necesidad de explicar el mundo
que lo rodea, haciéndose las siguientes preguntas: jcomo surge el universo?, ;por
qué los planetas giran alrededor del Sol?, etc. Todas estas preguntas son abordadas
por diferentes areas tales como la astronomia, cosmologia y gravitacién. Hasta la
fecha se siguen realizando muchos trabajos en esos campos, llegando inclusive a
reformular, precisar y corregir algunas teorias y/o medidas de los cuerpos celestes,
astros, etc.

Han pasado més de 90 afios desde que la teoria de la gravitacion de Einstein
fuera concluida y plasmada en el memorable articulo clasico titulado
“Fundamentos de la Teoria de la Relatividad General”, publicado por la revista
Annalen der Physik, el 20 de marzo de 1916 [1,24,25]. A lo largo de estos afios,
numerosas predicciones de la teoria gravitacional de Einstein han sido objeto de
comprobacién experimental, verificindose cada vez con mayor exactitud y
obteniéndose asi nuevos elementos que la sustenten. Son numerosas las aplicaciones

de esta teoria en la astronomia, astrofisica, cosmologia, etc. [19,20,21,22,23].

Los primeros modelos relativistas predijeron que un universo, que era
considerado como materia gravitacional ordinaria dindmica y contenida, tenderia a

la contraccidon mas bien que a la expansion. Para este modelo, Einstein agrega la



llamada constante cosmoldgica con el fin de solucionar un problema donde se
implicaba que el balance era hacia fuera en la contraccion y, de esa forma, obtener

una solucion estatica del universo.

En 1922, Alexander Friedmann aport6 las ‘hoy famosas ecuaciones de
Friedmann [8], verificando que el universo es materia dominante y que la presion
es negligible en comparacion con la densidad. Con ello se pudo explicar muchos
comportamientos de algunos cuerpos celestes en expansion o contraccion. De otro
lado, el primero en desarrollar la ecuacién de Schwarzschild para un fluido
anisotropico fue R. Tolman [8], como una ampliacién a los trabajos de R.
Openheimer. Posteriormente, tuvieron que pasar cerca de 50 afios para que S.
Bayin [14] ampliara las soluciones de Tolman y las aplicara para cuerpos

anisotropicos y cuerpos celestres con radiacion.

El objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento de un fluido
anisotrdpico con simetria esférica utilizando la métrica de Schwarzschild, la cual se
construird a partir de las funciones generétriz y anisotrdpica, para que con ellas se
puedan obtener las coeficientes métricos que describen el comportamiento de este
fluido en la geometria del espacio-tiempo y asi, finalmente, encontrar las variables
termodindmicas tales como densidad, presion, etc. para un espacio-tiempo curvo,
como también para un espacio-tiempo plaho. Luego se procede a realizar la
comprobacion de la solucién, sefialando con algunos ejemplos las aplicaciones de la

misma.



Como ejemplo adicional se analiza este fluido con la métrica inhomogénea
de Friedmann anulando la funcién anisotrépica, para asi ver el comportamiento de
la densidad, presién y conduccion de calor dependiente de las coordenadas espacial
y temporal. Finalmente, se analizan algunas gréficas y soluciones para verificar que
en los extremos el espacio-tiempo se haga plano y encontrar los limites de las
variables termodinamicas con respecto a las coordenadas espacial y temporal, cuyo

analisis detallado se muestra en las conclusiones de esta tesis.



IL1

I1.1.1

CAPITULO I1

FUNDAMENTOS TEORICOS

GEOMETRIA RIEMANNIANA

TRANSFORMACION DE COORDENADAS
Para el estudio de campos gravitatorios es necesario el estudio de coordenadas

curvilineas cuadridimensionales arbitrarias [2,3]. Una transformacion de

coordenadas, es decir, el paso de un sistema de coordenadas x*, con 4=01273, a
otro x*, esta dada por

¥ = () @.1)
La transformacion se lleva a cabo entre las coordenadas x* y x", cuando las f*

son funciones independientes, reales y poseen derivadas parciales, y su jacobiano

sea diferente de cero.

o’ o

> i

o x,o x,l xz. x,3 5f“"| . oo .
J =J— 2= = = #0 2.2
(xv) ( xg’x],xZ,x3 axy . . - . - ( )

aj"o ... aj.ri"

a T




I1.1.2

I1.1.3

Como el jacobiano es diferente de cero, entonces existe una transformacion inversa

de coordenadas:

= ey = A x ) (2.3)

VECTOR CONTRAVARIANTE

Es todo conjunto de cuatro cantidades U/# (g =0,1,2,3) que, en una transformacion

de coordenadas x* — x**, se transforman mediante:

B

U =2_y* (24)
ox

donde, /* y U* son las componentes del vector contravariante.

Por ejemplo, para la diferencial de coordenadas, a partir de las reglas de

diferenciacion parcial se expresa como:

M
ox "
ox”

dx = (2.5)

Entonces, la diferencial de coordenadas es un vector contravariante,

VECTOR COVARIANTE

Es todo conjunto de cuatro cantidades ¥, (x=0,1,2,3) que, en una transformacion

de coordenadas x* — x¥, se transforman mediante;

ox”
St

(2.6)



donde, V', y V", son las componentes del vector covariante.

Asi, sea y un escalar, para una transformacion de coordenadas el gradiente es:

oy _ ox" Oy

= 2.7
ox*  ox* ox” @D

0 .
Entonces —VZ €S un vector covariante.

ox

I1.1.4 TENSORES

Un tensor contravariante de rango 2, T#" se define como una coleccion de 16

cantidades de la forma [26,27,28]:

TOO TO] TOZ T03

T#V = T20 T21 T22 T23 (2'8)

T30 T31 T32 T33

El producto de vectores contravariantes U# y V", es definido como:

T =U*V” 2.9)

Para una transformacion de coordenadas x — x° se obtiene:

ox* oxt .,
e aﬂ—T” (x) (2.10)

T*(x)=



De igual forma, el producto de vectores contravariantes U, y V,, esté definido

como:
T#V =U/,VV 2.11)
Para una transformacion de coordenadas x — x° se obtiene:
T )= o, (x) (2.12)
H ot ox '

Los tensores mixtos (contravariantes y covariantes) de cualquier orden se definen

generalizando las ecuaciones (2.10) y (2.11), mediante la siguiente ecuacion:

i oy a) @,
Tuul oMy = ax ax ax ax ]1'8I .")B’" (2' 1 3)

VieVy axﬁl axﬂm ax>yl ax)yn ay...0y

la cual define un tensor mixto de orden m+n, contravariante de m-ésimo orden y

covariante de n-€simo orden.

IL1.5 TENSOR METRICO
En un espacio n-dimensional E, el cuadrado de la distancia entre dos puntos estd

dado por:

ds® = dx*dx* (2.19)



Haciendo un cambio de coordenadas, de uno local £# a uno general x“, la ecuacién
(2.14) toma la forma:

PR’
_ O aLdé:adé:ﬂ (2.15)

ds? =
T T o o

De esta ecuacién, ds’en el sistema de coordenadas local & , puede escribirse como
la forma bicuadratica

ds* = naﬁdé‘“dfﬁ (2.16)
donde,

n = ox” ax*
B ox’

(2.17)

N, es llamado tensor de Minkowski.

De acuerdo a la teoria de la relatividad especial [4,24,25], la distancia entre dos
puntos infinitesimales esta dado por:

ds® =—(dx") +(dx')? +(dx®)* + (dx*)* (2.18)
Estas coordenadas estin referidas a un espacio tetradimencional de Minkowski,
donde; x,= ¢ ¢, es la componente temporal y x, =x, X, =y, X, =2z, son las
componentes espaciales,
Como ds® es un invariante, entonces para x, =x, =x, =0 no hay dependencia

espacial, por lo que ¢ es llamada tiempo propio. Si hacemos ¢ =7, entonces la

coordenada temporal se expresa como:

—(dct)? =ds* (2.19)



Considerando el sistema de unidades semi-naturales, es decir haciendo ¢ =1, el
tiempo propio se expresa:

dr® = —ds* (2.20)
El tiempo propio también puede ser expresado en un sistema de coordenadas

arbitrario mediante:

aE” oEF
dri=— det —=—dx” 2.21
T Map o - (2.21)

Si g, es llamado fensor méfrico contravariante de segundo orden, definido por:

_ aga agﬁ
g,uV - B '_é;;ﬁqaﬁ (222)
entonces el tiempo propio se expresa como:
dr* =—-g, dx"dx" (2.23)

Para una transformacién de coordenadas x — x° , el tensor métrico toma la

siguiente forma:

& BEF
g, = o o 7 (2.24)
Aplicando (2.12) a (2.16)
DE® ox” BE” Ax°
= 2.25
B = 3% an* ox° ax” 1% (2:25)
Finalmente:
ox* ox°
- B = Bt Bx” 8o (2.26)



Se observa que g,, es un tensor covariante y simétrico . Su inversa es un tensor

contravariante y simétrico. Estos vectores cumplen con la siguiente relacion:

ga‘ug,uy = 5:'1 (2'27)

donde &7 es llamado delta de Kronecker, y cumple

5% = = (2.28)
0 ; & a=#v

Para una transformacion de coordenadas x — x° , la delta de Kronecker toma la

siguiente forma:

= Tt g (2.29)

Analizando la ultima ecuacién se observa una contraccién de indices (@ =v y
p=v ), porloque:
5 =68°" (2.30)

A partir de (2.18), (2.19) y (2.20) se demuestra también la siguiente relacion:

oxt ox”
e R 231
ax® ox’ @30
Esta Gltima expresién verifica que g”*es un tensor contravariante.
A partir de (2.22), el elemento de linea se define de la forma:
d.S'2 = gwdx”dx" (2.32)

10



Con la ayuda de estos dos tensores fundamentales g,, y g*”, se puede subir y bajar

los indices de un tensor. Asi, se pueden obtener tensores de diferentes grados de

contravarianza y covarianza, los cuales estdn dados por las siguientes ecuaciones:

(2.33)

I1.1.6 ALGEBRA TENSORIAL
Para formar otro tensor se deben cumplir ciertas reglas, las cuales se indican a
continuacion.

(@) La combinacion lineal de dos tensores del mismo tipo es un tensor del

mismo tipo. Sean dos tensores mixtos U2 y ¥}, entonces deben cumplir:
T/ =aUl +bV” (2.34)
donde a y b son escalares. Entonces 7 es un tensor, porque en una

transformacion de coordenadas se obtiene:

. ol o

= = 2.35
Y x o 235)

(b)  El producto directo de dos tensores consiste en un tensor con todos los

indices superior e inferior de los tensores originales. Sean los tensores U/ 'y

V* , entonces

TH =UHp® (2.34)

11



T#* esun tensor, porque en una transformacién de coordenadas se obtiene:

o _ ox* ox° % 5
g ox? ax” oxf

(2.35)

(¢)  La contraccién de un tensor se prodﬁce cuando se tienen los indices arriba y
abajo iguales. Sumando sobre sus cuatro valores produce un nuevo tensor
con estos dos indices ausentes. Por ejemplo,

T =T/ (2.34)
El T#" es un nuevo tensor ya que cumple

T _ ox* oxt ox” A L ops
ox® ox* ox”? ox*

T’”V = ax”u % op
ox° ox?

(2.35)

(d) Un indice contravariante puede ser transformado en un indice covariante,

contrayéndolo a través del tensor métrico g,

g, " =T¢ (2.36)

(¢)  Un indice covariante puede ser transformado en un indice contravariante,

contrayéndolo a través del tensor métrico g*”

g”T, =T* 2.37)

12



I1.1.7 SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL
Los T son coeficientes denominados simbolos de Christoffel o coeficientes de

conexion afin. A partir del tensor métrico, estos simbolos vienen dados por:

bg. @
r, =% B %o (2.38)
2 e ax® x“

el cual es llamado simbolo de Christoffel de primera clase. Si se quiere subir indices

se multiplica (2.38) con el tensor métrico, obteniéndose:
L =8"T (2.39)
el cual es llamado simbolo de Christoffel de segunda clase.

Los simbolos de Christoffel no son tensores, debido a que sobre ellos no cumple la

ecuacion (2.13). Estos simbolos al ser simétricos en sus indices p v o , cumplen

las siguientes propiedades:

apr =L (2.40)
Lo =15 (241)

Lo =8l (2.42)

Z‘i NS S (2.43)
U + Doy = 8l 5o + 80200 (2.44)

13



I1.1.8

I1.1.9

Los simbolos de Christoffel, son también escritos segiin las convenciones de la

siguiente forma:

rllﬂa’ = {as ,B,O"} (245)
I ={ # } (2.46)
po

LEY DE TRANSFORMACION DE LOS SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL

Sea el simbolo de Christoffel de primera clase

; Oog’ og:
Fl;pa = l agaa + 8 pa + 8 op (2.47)
21 ox*  ox°® &x“

Utilizando las propiedades del tensor métrico y de (2.47) se demuestra también la

siguiente relacion:

_ox" oxf ox” ot ox

]__" = -
2 = 56 ax? o M ax® o an? SH

(2.48)

Esta ultima ecuacion es la ley de transformacion de los simbolos de Christoffel de

primer orden.

DERIVACION COVARIANTE DE VECTORES

En las coordenadas cartesianas las diferenciales de un vector dU P de un vector U u

)7

forman un vector y las derivadas P
x

forman un tensor. Pero, para el caso de las

14



oUu

U

coordenadas curvilineas, dU, no es un vector y no es un tensor. Ello es

v

debido a que los coeficientes % de las férmulas de transformacién (2.6) son
x

funciones de las coordenadas.
Para comparar dos vectores separados infinitesimalmente, se debe trasladar uno de
ellos paralelamente a si mismo hasta el punto donde estd localizado el segundo.

Esto es llamado transporte o traslaciébn en paralelo. Consideremos para la
coordenada x* el vector contravariante U#, para un punto vecino x” +dx* el
vector es de la forma U* +dU*. Al ser sometido el vector U# a una traslacién
hasta el punto x* +dx* , el cambio que experimenta lo denotamos por 6U*. La

diferencia DU* entre los dos vectores, que estdn aplicados al mismo punto, es

entonces:
DU* =dUu* -6U* (2.49)
oU* , es llamado el desplazamiento paralelo de U y es definido como:

SU* = -THU%dx” (2.50)

Para un sistema de coordenadas curvilineas, los coeficientes o simbolos de

Christoffel deben cumplir
=0 (2.51)

En cambio, para un sistema de coordenadas cartesianas

rs = (2.52)

15



Sabemos que en una traslacion un escalar no varia; entonces, como el producto

vectorial de dos vectores U, y V* es un escalar, se tiene

sU, V=0 (2.53)
Desarrollando la ecuacion anterior se obtiene lo siguiente:
V;’é'U L tU V% =0
VesU, =-U, V" =T4V*4,dx*

Dada la arbitrariedad de V'*,

8U, =T%,4,dx* (2.54)

HBp

Esta formula determina la variacion de un vector covariante en una traslacion.

H
Sustituyendo (2.54) y dU* = 6aU

———dx" en(2.49), se obtiene:
X

ou*

14

DU* =[ +F0’,‘VU"’de” (2.55)

De igual forma para un vector covariante se tiene

8
DU, =[ N dey (2.56)

16



Se observa que en (2.55) y (2.56) la expresion entre paréntesis es un tensor ya que
permite la transformacion de un vector dx* a un nuevo vector DU . Estos tensores

son llamados derivadas covariantes de los vectores U* y U, representados por

U, y U,,.Entonces DU y DU, seexpresan como:

WV

DU* =U%dx" ' (2.57)

_ v
DU, =U,,dx (2.58)
donde las derivadas covariantes para un vector contravariante y un vector covariante

son:

Uy =" +TaU* (2.59)
X
aUﬂ a

Uy =—+T0 U, (2.60)

Para I';, =0, laderivada covariante se reduce a la derivada ordinaria.

I1.1.10 DERIVACION COVARIANTE DE TENSORES

Sea un escalar de la forma 7, U“V", entonces el desplazamiento de este escalar es:
(T, U*Y")=0 (2.61)

Al desarrollar la ecuacion anterior se obtiene:

T, )UVY + T, (SU*W" +T,U"(@&V")=0
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U*V*(8T,,)~ T, Thd“UPY" ~T, U Tldx*V* =0

mv-apf

14

T, -T, 5 dx’ —T,T5d" YUV =0 (2.62)

Como U“VY #0, entonces la expresion entre paréntesis es igual a cero.

Despejando términos se obtiene:

— a a B
éT,, =T,y dx’ +T,I'; dx (2.63)

Si se analiza el cambio 67, como un desplazamiento paralelo del tensor, se

tendrian dos tensores 7, (x*) y 7,,(x* +dx*) respectivamente. Utilizando (1.63)

y restando estos dos tensores se obtiene:

T, (x* +dx*)-T, (x*)=T,Tp dc’ +T,I; dc’ (2.64)

av™ Bu

Ademés, para un cambio infinitesimal de coordenadas
T, (" +dx*)-T, (x* =+ dx“ 2.65
,uv( ) yy( ) A ( . )

Reemplazando (2.65) en (2.64) se tiene:

av® up

T Hoy e , 4 de*Y = aT#V B B a
o (XF+ )—T/w(x + )= F—FWTHV—F T . |dx (2.66)

La expresion entre paréntesis es llamada derivada covariante de un tensor

covariante de segundo orden, la cual es denotada en la forma:
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oT
_ v B
Ty _[ 8x/‘1" -T/ T, —PWT#,,] (2.66)

Igualmente, aplicando los criterios anteriores, la derivada covariante de un tensor

contravariante de segundo orden es:

T = ore LA TP TV TH 2.67
;a_éx“_ﬁa T ap (2.67)

En general para un tensor mixto de cualquier orden se tiene:

uv...

oT,
Tiy = “a% +TAT o + YT 4 —To Tl ~ToTa —.. (2.68)

II.1.11 TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN
Para la descripcion de un espacio-tiempo curvo es necesario trabajar con un tensor
de curvatura, aplicando para ello los criterios de derivacidn covariante desarrollados
anteriormente [4,5].

Si se aplica la derivada covariante a V,, ; se obtiene:

a(Va;ﬂ)
Va;ﬂ;}' = P - 1_';;}, (Va;ﬁ) - Ff, (Vﬁ;ﬂ)

o (o, s (OV, s (O
:ax—r(axﬂ —rlngj—rﬁr(ax—a_rngpJ—ray(a%_I_‘/?anj (2.69)
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Cambiando el orden de los indices S y y en la ecuacion (2.69), se obtienen dos

derivadas covariantes V., y 7, cuya resta es:

ay:f ?

oy oL
CBir=73 BV =| o =55+ a Ui ~TaTi |V,

La ecuacion anterior puede ser escrita como:

CBy=7: V. = RV,
donde el tensor R}, estd dado por:
ory,  org

R RS A A S
afi ox B axy ay~ po 77

El tensor RZ;, es llamado tensor de curvatura de Riemann.

(2.70)

Q.71)

2.72)

De otro lado, se puede apreciar que este tensor de curvatura satisface las siguientes

relaciones:

R

apw —Rﬂarp ="

aBpy oo
Raﬁrp + Ra}'pﬂ + Rapﬁr =0
— P
Raﬂrtf =8 apRIW

2

aM—E oxPox”  ax®ox® xCox’  axfox’

.73)
(2.74)

2.75)

1 o i o* 08,
[ 8us 8y 8w _ 98y +gpa(r55rgy—r;;1”;5) (2.76)
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I1.1.12 TENSOR DE RICCI

A partir de! tensor de curvatura de Riemann, aplicando contraccion, se obtiene:

Ry=R.L,=8"R, ., 277

donde R, es denominado tensor de Ricci.

Usando las ecuaciones (2.72) y (2.73), el tensor de Ricci satisface las siguientes

relaciones:
R, =R, (2.78)
arg oy,
— _ TP _TeTP
W= o T ATl e — Tl i 2.79)
Contrayendo R, se tiene:
R = R:zz = gaﬁRaﬁ = gaﬁg#VRyavﬂ (280)

donde R esllamada curvatura escalar de Ricci.

I1.1.13 TENSOR DE EINSTEIN

El tensor de Eisntein es definido como:

1
G,, =Rm,—-5gle (2.81)

Se verifica también que la derivada covariante de G, es:

0 (2.82)

ap

.
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I1.1.14 IDENTIDADES DE BIANCHI1

La derivada covariante de R”

Zo, S€ reduce a:

Ry, =04 ) yv—(T2) By (2.83)

A partir de (2.83) se verifica que:

R +Ropyn T Ram;y =0 (2.84)

afyuv

Esta Gltima es conocida como las identidades de Bianchi, siendo sus formas

contraidas las siguientes:

Rogy — Ry + R:ﬂ#;y =0 (2.83)
R,—R:, +R., =0 (2.86)
«_loap] _
Rﬂ—i ﬁR- =0 (2.87)
af 1 ap
R ~_g¥R| =0 (2.88)

IL1.15 GEODESICAS
La ecuacién diferencial de una curva que tiene una longitud extremal es 1lamada la
ecuacion geodésica. Para describir esta ecuacion, se debe analizar las relaciones que

satisfagan el valor estacionario de la integral:

22



I= jds (2.89)

donde los limites de integracion son tomados a partir de dos puntos fijos y

proximos. Por lo tanto, se debe buscar la solucién al problema variacional

=65 j Lds =0 (2.90)

donde el Lagrangiano L esta dado por:

1
dx* dx’ )2
L= —_— 2.91

[g,,,, ds dsj ( )

y su valor es igual a la unidad a lo largo de la curva geodésica.

Usando (2.90) y el célculo variacional, se obtiene la ecuacion:

oL d( oL
5(Lds=[| 24| “ds =0 292
Jds j{@x” ds[aidx”/dsin& g @32

Como d&x”ds # 0, se encuentra la ecuacion de Lagrange:

af L | ok _, (2.93)
ds\ oldx* /ds))  ox*

A partir de la ecuacion anterior, y utilizando el elemento de linea ds* = g i dx”

a lo largo de la linea geodésica, se obtiene:
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I1.2

2_u o B
dd"z +r:,,d;‘ d; =0 (2.94)
A} A A

Esta ecuacion es conocida como la ecuacién de la geodesica. Si se analiza

localmente la curvatura, entonces

T4 =0. (2.95)

TEORIA DE LA RELATIVIDAD GENERAL

Las ideas fisicas que descansan en los fundamentos de la teoria de la relatividad
general fueron formuladas por Einstein inmediatamente después de la creacion de
la teoria de la relatividad especial en 1907 [1]. Analizando los procesos fisicos en un
sistema no inercial, Einstein establecié que en estos sistemas no es posible dar la
misma definicién de la medicion del tiempo (simultaneidad) que fue dada para el
caso de sistemas inerciales debido a que, en un sistema no inercial, el tiempo varia
de un punto a otro y depende de la aceleracién en un elemento dado del espacio, es

decir de la influencia del potencial gravitacional.

En sus investigaciones fisicas, Einstein partié del hecho que la geometria depende
directamente de los procesos fisicos y, por ello, no representa una forma de
descripcion elegida por conveniencia a la cual la fisica debia adaptarse. Las leyes de
la geometria, desde este punto de vista, deben considerarse como leyes fisicas
integrales; es decir, en la teoria de la relatividad general no existe una geometria y
una cinemética independiente de lds procesos fisicos, ya que las propiedades de las
escalas y de los relojes se determinan por el campo gravitacional y este campo,

expresado a través de las componentes de los potenciales, es el que representa el
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IL.3

estado fisico del espacio, el cual define simultineamente la gravitacion, la inercia y
la métrica.

En la teoria de la relatividad general, de acuerdo a la interpretacion de Einstein, el
movimiento de los cuerpos ya no es debido a fuerzas aplicadas sobre él, sino ala
geometria del espacio-tiempo, que esti curvo o deformado por la presencia de esta

materia.

PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

De acuerdo a Einstein, el principio de equivalencia se puede formular con el
siguiente enunciado:

“En cada punto del espacio-tiempo, en un campo gravitacional arbitrario, es
posible elegir un sistema de coordenadas localmente inercial tal que, dentro de una
region suficientemente pequefia del punto en cuestion, las leyes de la naturaleza
toman la misma forma que en los sistemas coordenados cartesianos sin aceleracion

en ausencia de la gravitacion”.

Es decir, localmente el campo gravitacional puede ser considerado como un sistema
acelerado. Este principio permite explicar que la aceleracidn ya no esti asociada a la
fuerza, sino a la gravitacion.

Una aplicacion del principio de equivalencia planteada por Einstein es el siguiente
experimento ideal:

Consideremos un sistema S que estd sometido a un campo gravitacional uniforme

- -
g. Todas las particulas que estdn en este sistema caen con la misma aceleracion g,
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114

siendo la caracteristica de los cuerpos su masa gravitatoria m,. Ahora

reemplazamos el sistema por un sistema S° que esta acelerando uniformemente con

N
una aceleracién —g. Los cuerpos en este sistema estdn en movimiento relativo,

siendo la caracteristica de los cuerpos la masa inercial m, y, en este sistema, los

5
cuerpos estan experimentando una aceleracion g, lo mismo que el sistema §'.

Asf, la mecénica dentro de §* es equivalente a la mecanica dentro de S, lo cual es
valido si cumple la siguiente igualdad:

m, =m (1.96)
Esta dltima expresion indica que es imposible para un experimento fisico encontrar

una distincion fisica entre los sistemas S° y S.

PRINCIPIO DE COVARIANZA GENERAL

El aparato matematico desarrollado por Christoffel, Ricci y otros, mediante el cual
se obtuvo un cdiculo diferencial independiente del sistema de coordenadas que
permitia dar una forma invariante a las ecuaciones de la fisica-matematica, fue
utilizado por Einstein llevando sus ecuaciones en forma diferencial; es decir, las
lleva en una representacion de covarianza general, siendo éstas invariantes con

respecto a cualquier transformacion de las coordenadas espacio-temporales.

Todas las leyes fisicas deben estar descritas por ecuaciones covariantes. Este
principio no impone restricciones en el contenido de las leyes fisicas, sino en la

forma como ellas se escriben. Una ecuacion se dice covariante bajo una
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transformacién de coordenadas si la forma de la ecuacién no cambia por dicha

transformacion.

ECUACIONES DE CAMPO GRAVITACIONAL DE EINSTEIN

Para la descripcion de un campo gravitacional se usan las ecuaciones de campo
gravitacional de Einstein [5,6]. Estas ecuaciones son una generalizacion de las
ecuaciones de campo de Newton, que asume la existencia de solo un potencial que

describe el campo gravitacional.

Los potenciales en relatividad general son identificados con 10 componentes del

tensor métrico g, de la geometria de un espacio-tiempo curvado Riemanniano.

Asi, uno debe tener 10 ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden para la

métrica g, lo cual se obtiene a partir de la ecuacién de Poisson:

Vi0(x) = 42Gp(x) (2.97)

donde G es la constante gravitacional de Newton vy p(x) es la densidad de materia

que produce el campo gravitacional.

Para un espacio-tiempo plano, el tensor métrico g,, es de la forma:

10 0 0
0 -1 0 0
_ 2.98
EBx"1o 0 -1 0 (25%)
00 0 -1
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Utilizando la identidad (2.27) se verifica

1 0 0 0
0 -1 0 0
g 2.99
g 0 1 0 (2.99)
0 0 0 -1

Se observa que los elementos de g,, y g*" son iguales para un espacio-tiempo

plano, pero para un espacio-tiempo curvo esto no es valido.

La relacion entre la geometria del espacio-tiempo, la masa y la energia presente en

él, se establece mediante las ecuaciones de campo de Einstein:

1
Guv =R, ~> 2, R=82G1,, (2.100)

ny
donde:

G,, eseltensor de Einstein definido por la ecuacién (2.81)

T, es el tensor energia-momentum que expresa la distribucion de materia y

energia.

Contrayendo los indices g2 y v (2.98) la ecuacién se reduce a:
R =-8aGT (2.101)

donde g*'g,, =4y T =T, = g""T,, eslatraza de el tensor energia-momentum.
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Reemplazando (2.101) en (2.100) se obtiene:

1

g TJ (2.102)

R, =87zG(TW ;

Si se analiza en el vacio, T, =0, entonces la ecuacion anterior se reduce a:
R _=0 (2.103)

Esta 0ltima ecuacion es llamada la ecuacion de campo de Einstein para el vacio.

Inicialmente, la ecuacién de campo gravitacional fue escrita de la forma:
1
R, —Eng +Ag,, =8aGT,, (2.104)

donde Einstein introdujo una constante adicional A, llamada constante
cosmologica, para que la ecuacion de campo gravitacional sea compatible con el
postulado de Mach. Ahora bien, toda teoria gravitacional debe reducirse a la teoria
newtoniana, en el caso de movimientos lentos y campos gravitacionales débiles. Al

parecer la constante A debe ser muy pequefia como para interferir con los éxitos de

la teoria de Newton de la gravitacién. En lo que sigue se asumira que A=0.

SOLUCIONES EXACTAS A LLAS ECUACIONES DE EINSTEIN

La teorfa de la relatividad general asocia la curvatura del espacio-tiempo con la
presencia de materia, lo cual se muestra en la ecuacion (2.100). Debido a la
complejidad de las ecuaciones de campo de Einstein, es dificil encontrar soluciones
exactas excepto en espacios de alta simetrfa. Las soluciones obtenidas en esta forma

nos dan las caracteristicas del campo gravitacional, asi como también las
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propiedades de Ia curvatura del espacio-tiempo y del tensor energia-momentum

T

v
A continuacién se presentan algunas soluciones exactas de interés, cuyas

propiedades locales se han desarrollado anteriormente [5,6,7].

SOLUCION DE SCHWARZSCHILD

Después que Einstein publicara su teorfa de la relatividad general, en 1916 Karl
Schwarzschild encontré la solucion exacta de la ecuacion gravitacional de Einstein
para el vacio, que corresponde al campo gravitacional externo de una distribucién
esféricamente simétrica de masa, siendo la métrica en coordenadas esféricas la

siguiente:

2GM

ds* =(1-—=—)di* —(1- 26M
cr

2

Yldr? — r(d0* + sen’Gdg®)  (2.105)

donde M es la masa del cuerpo, G la constante gravitacional , ¢ la velocidad de la

luz y » el radio de curvatura.

En la ecuacion anterior se observa la existencia de una singularidad para un radio

critico, llamado radio gravitacional o de Schwarzschild:

_2GM

-
2
£ e

(2.106)
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I1.6.2

Cuando r }) r,, la métrica se reduce a un espacio-tiempo plano, donde la
influencia del campo gravitacional es nula.
La singularidad cuando r=r,  es ficticia pues se puede eliminar por una

transformacién de coordenadas adecuada, siendo la Unica singularidad real cuando
r=20.
Un cuerpo masivo cuyo radio es menor o igual que su radio gravitacional no puede

emitir luz y es lo que se llama agujero negro. La superficie definida por r=r, ¢s

llamada “horizonte de eventos”. Asi, r =0 se encuentra dentro del horizonte y no

puede verse desde el exterior.

SOLUCION DE ROBERTSON-WALKER
Esta basada en el principio cosmoldgico que dice que el universo es homogéneo ¢
isotr6pico, con maxima simetria espacial. Este espacio de curvatura constante puede

depender del tiempo, siendo la métrica para este universo la siguiente:
ds? = di* — Rz(t)l(] - Kr:")—l dr* +r*do* + rzsenzequézJ (2.107)

donde R*(f)es el factor de escala sin dimensién, dependen sélo de ¢ y K. La

curvatura espacial es determinada por el elemento de linea:

ds? = (1 —Krz)fldrz +r2d0® +risen’*dy’ (2.108)

Entonces,
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K =0 ; setiene una variedad tridimensional plana.

K=+1 ; el espacio es de curvatura positiva constante, cerrado y que tiene un
volumen finito.

K =-1; es un espacio de curvatura negativa constante, abierto y que tiene un
volumen infinito.

El factor de escala R(f) opera sobre la parte espacial total, sin considerar la

direccion, inflando estos espacios de manera uniforme, los cuales se expanden o se

contraen ya sea que es positivo o negativo.

dR(¢)
dt

11.6.3 SOLUCION DE REISSNER-NORDSTROM
Fue encontrada por Reissner (1916) y Nordstrém (1918), y es otra métrica con

simetria esférica que representa el campo gravitacional de un cuerpo de masa My

carga Q:
2
_(1—2GM G4Q c*dr? (1—26;M —6492 ) dr? - r2(d6? + sen*0dg?)  (2.109)
c¢lr  c'r cr c¢r

Se observa que se reduce a la métrica de Schwarzschild para Q =0. Esta métrica

tiene una singularidad en » =0, y existen dos superficies concéntricas llamadas

r+=£2[M+ﬂfM2—Q—2] (2.110)
c G

horizontes definidas por:
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G {42 QZ
r =—[M—VM ‘E] @.111)

que son las soluciones de la ecuacion gy, =0. La singularidad esta dentro del
horizonte interno r=# . Los dos horizontes se juntan cuando GM*=0 y

desaparece si GM* < Q7. Para r=0 queda desnuda, es decir no hay horizonte
que la cubra. Ademas, se observa que ninguna distribucién de materia cargada con
QZ

un radio menor que r < gt puede producir, en su exterior, un espacio-tiempo
c

cuya métrica tenga GM* < QF.

SOLUCION DE KERR
Fue encontrada en 1963 por Roy Kerr, y es una métrica que describe un agujero

negro en rotacion. Esta métrica en coordenadas de Boyer y Lindquist es la siguiente:

2 2
ds® = ——%(dt— asen29d¢)2 +%dr2 +p%d6* + :S"E'Zﬂ. [(,.2 +q? )dgé—adt]z (2.112)
p
donde,
pr=r’+a*cos’ @ (2.113)
A=r’—2Mr+q° (2.114)

M representa la masa y ¢ el momento angular por unidad de masa. Cuando a=0

la métrica se reduce a la de Schwarzschild.
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La singularidad de la métrica de Kerr no es un punto, sino un anillo de radio a en el

plano 4 = % . Si M > |g|,1a méirica tiene dos horizontes definidos por:

r.=M+-IM*-a* (2.115)
ro=M-~IM*—a* (2.116)

Estos horizontes se juntan cuando M =|d| y desaparecen para M < |g|, dejando

la singularidad desnuda. Las propiedades globales de la métrica de Kerr son muy

similares a las de la métrica de Reissner-Nordstrém.

SOLUCION DE KERR-NEWMAN
Esta solucion es una generalizacion de la métrica de Kerr correspondiente a un
agujero negro con masa A , momento angular @M y carga Q. La métrica de Kerr-

Newman tiene la misma forma que la ecuacién (2.112), con la siguiente relacion:
A=r2—2Mr+a2+Q2 (2.117)

Esta métrica se reduce a la de Kerr cuando (=0, y a la Reissner-Nordstrém

cuando a =0. Sus dos horizontes estan en:

ro= M+ [M?—a* - ° (2.118)

r=M-JyM*-a*-0* (2.119)
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CAPITULO 111

FLUIDO EN RELATIVIDAD GENERAL

II1.1 FLUIDO

En muchas situaciones en relatividad general, un fluido perfecto puede ser tomado
como el origen del campo gravitacional, como una primera aproximacién [8]. En
general, un fluido es una clase especial de medio continuo. Un continuo es una
coleccion de particulas numerosas cuya dindmica, en forma individual, no puede
ser seguida. Solo se puede describir la coleccién en términos de cantidades
“promedio”: nimero de particulas por unidad de volumen, densidad de energia,
densidad de momentum, presion, temperatura, etc. Por ejemplo, el comportamiento
de un “lago de agua”, y el campo gravitacional generado, no depende de cada
molécula de agua en particular; éste depende s6lo de las propiedades de la inmensa
coleccion de moléculas, en promedio. Sin embargo, estas propiedades pueden variar
de punto a punto en este lago: la presién es mas grande en la parte inferior que en la
parte alta, y la temperatura puede variar también. La atmdsfera, otro fluido, tiene
una densidad que varia con la posicion. Asi, las particulas en forma individuales no
importan, pero éstas deben ser suficientemente pequefias para que sean
relativamente homogéneas. Con esto, la velocidad promedio y la energia cinética,

por ejemplo, son las mismas para todos lados en esta coleccion. Asi, una colecciéon
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es llamada “elementos”. Este término es impreciso para usar en una coleccion
grande de particulas, que puede ser observado como un simple valor para las
cantidades como densidad, velocidad promedio y temperatura. Si esta coleccion no
existe (gas rarificado), entonces las aproximaciones continuas no funcionan para
describirlo.

En esta aproximacion continua asignamos a cada elemento un valor de densidad,
temperatura, etc. Entonces, estos elementos son llamados “pequefios”. Esta
aproximacion se expresa matematicamente asignando a cada punto un valor de
densidad, temperatura, etc. Asi, un continuo es definido por vario campos, teniendo
valores en cada punto y en cada tiempo.

De este modo, la notacion de continuo se enlaza para solidos como también para
gases. Como un fluido es un continuo, a veces se consideran “flujos”. Esta
definicion no es muy precisa, y asi la diferencia entre solidos y fluidos no esta muy

bien definida. Asi, los s6lidos deben fluir bajo altas presiones.

Cada coleccidn de este continuo tiene su tensor energia-momentum, y su suma I'*”

codifica la densidad de energia para el fluido completo.

FLUIDOS EN GENERAL

Hasta ahora, para describir un fluido, se tiene que partir con la coleccién mas simple
posible de particulas. Para generalizar esto a fluidos reales se debe tomar en cuenta
lo siguiente: (a) aparte del movimiento del fluido, cada particula tiene la misma
velocidad aleatoria; y (b) pueden haber varias fuerzas entre particulas que

contribuyen en energias potenciales a la energfa total.
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Para cada elemento del fluido, se debe considerar un marco en el cual el fluido es
como un todo (el momento total espacial es cello). Este es un marco de referencia
fisico, el cual es momentdneamente co-mdévil; entonces, los elementos del fluido
pueden ser acelerados, un momento después un marco inercial diferente debe ser el
marco de referencia fisico. Ademaés, dos elementos diferentes del fluido pueden
estar en movimiento relativo uno con respecto al otro, asi que ellos no deben tener
los marcos de referencias fisicos. Por lo tanto, el marco de referencia fisico es
especifico a un solo elemento del fluido, el cual es una funcién de posicién y
tiempo.

Todas las cantidades escalares asociadas con un elemento del fluido en relatividad
(como la densidad, densidad de energia y temperatura) estan definidas en el marco

de referencia fisico.

FLUIDO PERFECTO

Un fluido perfecto en relatividad general esta definido como un fluido que no tiene
viscosidad y no tiene conduccion de calor en el marco de referencia fisico [5,8,9].
Esto es una generalizacion del “gas ideal” de la termodindmica ordinaria. Las dos
restricciones en esta definicion simplifican enormemente el tensor energia-
momentum 74",

Este fluido, al no tener conduccioén de calor, implica inmediatamente que en 7",
dentro del marco de referencia fisico, 7% =T =0 (i=1,2,3). La energia puede

circular sélo si las particulas circulan.
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Se sabe que la viscosidad es una fuerza paralela en la interfase entre las particulas.
Considerando las coordenadas espaciales, el tensor 77 debe ser cero cuando i # j
(i=1,23y j=1,2,3) . El tensor 7¥ debe ser una matriz diagonal simétrica de 3x3.

Ademas, estos elementos son diagonales en todo marco de referencia fisico. Al ser
la viscosidad cero, el nimero de funciones o variables se reduce a una, siendo ésta

la presion. Para esta matriz 3x3, entonces debe cumplir:

TV = ps? (.1)

HIDRODINAMICA CLASICA
Para un fluido perfecto, donde se desprecia la viscosidad y conduccién de calor, las
ecuaciones fundamentales que describen su movimiento son:

Conservacion de la masa:

% L (pv)=0 (3.2)
ot
Ecuacion de Euler:
Dv ov
—=p—+WVpy=-Vp+F 3.3
pdtpat(V)V p+F, (3.3)

donde p =densidad, v = velocidad, p = presién, F,,, =fuerza externa aplicada el

fluido.
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IIL5 TENSOR HIDRODINAMICO RELATIVISTA
Describe la relacion entre la materia y el campo, y viene dado por el tensor
simétrico energia-momentum 7#”[8]. Para el caso de fluido perfecto, donde se
desprecia la transferencia de calor, viscosidad y la anisotropia debido a la presion, el

tensor energia-momentum puede ser escrito como:

T* =(p+ p)cU*U" - pg"” (3.4)

donde U* es la cuadrivelocidad

1

J1=v?

£ Y p son, respectivamente, la densidad de energia y la presion isotropica (con la

U# = 1Lv) (3.5)

geometrizacion de unidades ¢ =1y G =1). Las componentes del tensor son:

T® —densidad de energia

T — densidad de flujo de energia y momentum (3.6)

T? — tensor de tensiones o de esfuerzo

donde, i =1,2,3 y j=1,2,3. Se verifica también la simetria del tensor

T =™ (3.7)
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En el sistema de referencia co-movil (v =0), el tensor energia-momentum para el

fluido es de la forma [10,11]:

TH = (3.8)

o o O
o o ©
o o ©
N o O O

Entonces, para un fluido anisotrdpico su tensor energia-momentum es el siguiente:

p 0 0 0
0 0 0

i (3.9)
0 0 p, 0
0 0 0 p,

donde, p, # p, # p,, que indica que las presiones son diferentes.

LEY DE CONSERVACION DE LA ENERGIA MOMENTUM
La ley de conservacion de la energia-momentum en ausencia de fuerzas exteriores
toma una forma tensorial simple en relatividad especial [5,8]. Consideremos un

pequefio cubo de materia de lado a (figura 1).

a

e e e 1

e e N
(0,00)

s

Figura 1
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Analizando el balance energético, las energfas entrantes dentro del cubo para sus

diferentes caras esta dado en forma tensorial por:

Respecto a la cara trasera : a*T% (x =0)
Respecto a la cara delantera: —a*T " (x = a)
Respecto a la cara derecha : a’T™ (y = 0)

(3.10)

Respecto a la cara izquierda: —a°T% (y = a)

Respecto a la cara inferior : a’T%(z=0)

Respecto a la cara superior :  — a7 (z = a)

El signo menos proviene del hecho de que los flujos son opuestos a los ejes
positivos.
La energia del cubo por unidad de tiempo es igual a:

}aiﬂ(asTuo)=a(TUI(x=0)—T°x(x=a)+T°”(y=0)—T°’(y=a)
X

+T%(z=0)-T"(z=a)) (3.11)
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Dividiendo entre a® y tomando el limite cuando a — 0, se obtiene:

T =T =T} ~1% =T (3.12)

donde, i =1,2,3. En consecuencia:

T, =0 (3.13)
Aplicando el mismo razonamiento con las componentes espaciales del cuadri-
momentum, se verifica

T, =0 (3.14)
Asi, la conservacion de la energia-momentum se escribe en relatividad especial por
cuatro ecuaciones que cumplen:

T =0 (3.15)
Esta tltima ecuacion es valida en relatividad especial pero, como esta escrita en
forma cbvariante, es valida también en relatividad general debido al principio de
covariancia general [12,13].
Finalmente, la conservacion de la energia-momentum de forma general es escrita

como la derivada covariante del tensor contravariante 7*" de la siguiente manera:

T =0 (3.16)
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CAPITULO IV

ECUACIONES DE CAMPO

IV.1 ELEMENTO DE LINEA

Consideremos el elemento de linea mas general para representar un campo

gravitacional. Recordando la ecuacion (2.32) se tomara la expresion:

Transformando

las

ds* = g " dx” 4.1)

coordenadas  espaciales a coordenadas esféricas

(x,y,2) = (r,0,8), la expresién més general para ds’con simetria esférica estd

dada por [4,5,6]:
ds® = A(r)dt* — B(r)dr® — C(r)drdt — D(r)(d6* + sen*6dgp*) (4.2)
con su tensor métrico
AF) 0 0 0
-c(r) -B(r) o0 0
=l o 0 -D) 0 (43)
0 0 0 - D(r)sen20

donde,

g, =A[), g, =—B(), 8 =-Dlr), g4 =—Dr)sen’6, g, =-C(r) (4.4
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Como la eleccion del sistema de coordenadas es arbitraria en relatividad general, se

plantea una transformacién de coordenadas, que no altere el elemento de linea ds”.

Para ello, se define una nueva coordenada de tiempo, de la forma:

t=t+¥(r) (4.5)

donde P(r) es una funcién arbitraria de .
En (4.2), para eliminar el elemento g, que estd fuera de la diagonal de la

representacion matricial del tensor métrico g, , se considerara:

& __Ch)
=l (4.6)
A partir de (4.5) y (4.6)
dt =dt+d¥(r) - dt = dt —a¥(r) (4.7)
__cl)
dy(r)= 240) dr (4.8)

Remplazando (4.7) y (4.8) en (4.2), se tiene:

ds* = A(r)dt? - 24(r)dt ¥ + A(r)d¥? (r) - B(-)dr? — C(r)dr-dr

+C(r)a ¥ (r)dr - D(r)(d6? + sen*0dg*)
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HAPE —2A(r)dt'{— ) dr}m(r)[_ ctr) drT _ B

2A(r) 2A(r)

~ C(r)de dr + C(r{— 2CA(6')) dr}dr - D(r)(d92 + sen’Gdg’ )

C’(r)

4A(r)

ds? = A(r)dt’?' - ar® - B(ir‘)dr2 - D(r)(a’é?2 + Senzgd;aiz)

Haciendo que:

C*(r)
Ty e N

E(r) =

Reemplazando (4.10) en (4.9) se tiene:

T ds? = A(r)dt'2 —,!i'(r)dr2 —D(r)(a’@2 +sen29d¢2)

Considerando que:

o= F(r).r

y diferenciando esta Gltima expresion,

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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dr = F(r)dr +r ddf )dr = {F(r) +r df;fr):l

dr> —{F( P+ rdE (’)} (4.13)
dr
Reemplazando (4.13) en (4.11) se obtiene:
ds* = A()ar? ~ E() F()+r 12| ar D(r)do? + sen’6dg?)  (4.14)
ia

Finalmente, considerando que:

G(r)=4(r), Hl)= E(r)[F(r)+ rdg—ﬁr)r, K()=D() @15

(4.15) en (4.14)

= G(r’ )a't’2 - H(r’ )dr’2 - K(r‘ Xdﬁz + sen20d¢2) (4.16)
Asi, el elemento de linea en su forma estandar es el siguiente:

ds* = G(r)dr? — H(r)dr* - K(r)(d6> + sen’6dg? ) (4.17)
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Las funciones G(r), H (r) y K(»), se pueden expresar de forma exponencial de la

forma:
G(r)=e® (4.18)
H(r)=e*" (4.19)
K(r)=e*" (4.20)

Para que estas funciones sean vélidas, las funciones deben tender a cero cuando 7
tiende al infinito.

Con estas definiciones el elemento linea toma la forma;

ds® = e"dt? —e*dr? —e*(d6 + sen®6d4? ) 4.21)

con su tensor métrico

e’ 0 0 0
-e* 0 0
= 4,22
Eur 0 0 -e 0 (4.22)

0 0 0 —e“sen’d

De acuerdo a los trabajos de Schwarzschild [15], la funcién e es proporcional a

r*. Considerando esta funcién como:

e = p? | (4.23)
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Finalmente, el elemento de linea llamada solucién de Schwarzschild que se

trabajara de aqui en adelante es:

ds® =" dt? —e*dr? — 1*(d6* + sen*6dg?) (4.24)

ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN
Consideremos un fluido anisotropico con simétrica esférica, que carece de

viscosidad y conduccion de calor. Este fluido es representado mediante el tensor

energia-momentum 7,/ . De acuerdo al principio de covarianza general, se elegird

un sistema co-movil en coordenadas esféricas. Entonces, el tensor T,/ tendrd una

representacion matricial [14], cuyos elementos no nulos son diagonales definidos

de la forma :

(4.25)

donde: p= es la densidad, p, =presion respecto al radio r, p, = presién
respecto al angulo colatitud & y p, = presion respecto al dngulo azimutal.

De acuerdo a la métrica de Schwarzschild (4.24), la métrica de este elemento linea

toma la representacién matricial:
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(4.26)
0 0 0 —risen’d
Como g, es un tensor covariante y simétrico de acuerdo a la condicion (2.27),

entonces su inversa g*¥ es:

e’ 0 0 0
—e* 0 0
g = 0 0 0 4.27)

De acuerdo a la teoria de la relatividad general, la materia estda relacionada
directamente con la curvatura del espacio-tiempo. Las ecuaciones de Einstein estan
dadas por la ecuacion (2.100), para lo cual es necesario calcular previamente los

simbolos de Christoffel. Empleando (2.38) y (2.39) se verifica que:

1 os( 085 , O8p0 08
[0 ==g%| 28 2/ oK 4.28

w58 ( & ox' oxt (4.28)
De la expresion (4.26), el tensor métrico g, tiene las componentes no nulas:

A

g, =€, g,=—¢", gu=-r", g, =-r’sen’d (4.29)

Igualmente, las componentes no nulas de su inversa g*” son:

" -v rr -A 66 -2 ¢ __

g'=e", gi=-e", g% =7, g"”=-r"sen0 (4.30)
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Calculo de los simbolos de Christoffel.

Con (4.29) ,(4.30) y (4.28) se calculan a continuacién los simbolos de Christoffel no

nulos.

1
" =—X& 4.31
5 (4.31)

I, =-re (4.32)

Ly = —rsen’Ge* (4.33)

=y Ca)=g et - 26)

Iy =—e""v (4.34)

I8 =2 ¢%(g,,)= %(— %)(a_ar S rz)]

N
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I,)=r= % (4.35)

1 1 1 0
4 = Eg% (g¢¢,9)= 5(* _2)(55 (‘ ’”zsenza))

1—*9
.
T, =—senfcosd (4.36)

1 1 1 0
r? =§g¢¢(g¢¢)r)=5( ——j(g(—rzsen@)]

risen’d

1
rf=T] = ; 4.37)

T = %g”’ (ess0)= %(— . )(5% (- r2sen20))

r’sen’d
r,;; = 1";,”9 =c1gf (4.38)
L, = %g” (g4, )= %(e {;7 (e)j
I =T = % | (4.39)

51



Calculo de las componentes del tensor de Ricci.

A partir de (2.78) y (2.79) se calculan a continuacion las componentes no nulas del
tensor de Ricci.
[ 6F¢ 1—-1
A _Cro O Lprpo L prrt T = DA AR BA B A

Rrr == ar 6r - ar e ro rrerg rert

o1 o1 142 12 1 1 1 1 , o1
=——|-|-=| - |tz —F+ AV -5V |V
2r 2r 4 - re 4 or\ 2

LPRPLY ) s (4.40)

or., oIy
SR LSS W48 AR i /TS A S A S A

P o 00
A :
=—M—l re ™ v —re"ll—re‘lv—+re“’ll—ct 20—M
g
or 2 r 2 r 00
R, =—e"{l+%r( : —/1’):|+1 (4.41)

er;, ore
_ o 96 ror r 8 r T 19T
=T O DTS 4T, ~ [T, —TETS,

¥ o 00 were
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= ——a—(rsenzﬁe‘l)— i(sem9 cos@)— rsen2ﬁe—l’ —sen’le™ + sen’Get
or 06 2

+ send cos Octg b — %rsenzge"lw

R, = —sen219|:e"’1 (1 + %V(V’ -Z )) - 1:| (4.42)

or;
R, =—"+T,T, +I,T5 +T,T% -1,
or .

n*ré "= rg

R, = —e”"l[—%w PP LY —V—} (4.43)

Calculo del escalar de Ricci (curvatura escalar).

A partir de (2.80) se obtiene lo siguiente:

R=R,g" +R,g" +R g% +R¢¢g¢¢
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-4 1, —A
R=e*v ——e*2v +le"1(v’)2 —2¢ & +26—2
v v
-2 N
ype 2 (4.44)
¥ r

Calculo de las componentes del tensor de Einstein.

A partir de (2.81) se calculan las componentes no nulas del tensor de Einstein.
Grr = Rrr - _grrR

= —lV” +ll’V’ —-1—(1/’)2 +£+le’1 ety —le“'%’V’ +le”'1(1/’)2
2 4 4 r 2 2 2

-2 +2—+2

e*r et et 2
r r rooor
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G =—+———¢* (4.45)
1
Gp = Ry _EgaeR

= —e“’l[l+%r( : —ﬂ’)]+1+%r2[e—‘w —%e"%V’ +%e"’1(v’)2

+2—-+2

G, = lrze"l[v" + %(v’)2 Mt —%m} (4.46)

= —senzﬁl:e“l(l + %r(V’ -2 )) — 1:| +%r2sen29|:e“’ll/” - %e“’lﬂ’V’ + %e"l (V’)2

+2—+2

e*r et et 2 }

Gy =~r senzae*{w +%(w)2 Pl %vw} (4.47)
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Gtt = Rll __gtIR

R LIRS TR Y (%) LA JL Y PRSI B 2 +le"l(v')2
2 4 r 2 2 2

G, =e"[—e”{%—%]+%] (4.48)

De (4.25) y (4.26) se obtiene una representacion matricial, cuyos elementos no

nulos son diagonales y definidos de la forma:

pe” 0 0 0

0 0 0
T, = pre ) (4.49)

“ 0 0 pyr 0

0 0 0 »p ¢r2 sen’6
Entonces, las componentes no nulas del tensor T, son:

T, =Pe (4.50)
Ty =Py’ (4.51)
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T = p¢r2sen249 (4.52)
T, =pe’ ‘ (4.53)

Reemplazando las ecuaciones (4.45)-(4.48) y (4.50)-(4.53) en la ecuacién de campo

(2.100), se obtiene:

—+———e* =8 e* (4.54)

lrze"{v” +l(V’)2 LY -4 —%V’l’j, =8np,r’ (4.55)

—risen’fe| v +l( )2 V-4 —lV’/l’ =87zp¢r2sen20 (4.56)
2 r 2
e"[—e'ﬁ[iz —£J+i2} = 8mpe” 4.57)
reor ) or

Se observa que la ecuaciones (4.55) y (4.56) son iguales, entonces:

Po =Dy : (4.58)
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Al ser los valores de la presion p, y p,iguales, y definiendo como p, la presion
tangente, entonces se cumple:

P, =Pg =Dy (4.59)
y denotando

p=r, (4.60)

A partir de (4.59) y (4.60) las 4 ecuaciones de campo se reducen a 3, siendo las

siguientes:
LVl gape (4.61)
rcor r
1, Iy v=4 1 2
L SR (P8 S —— v | =8P 4.62
2re l:v 2(1/) - 2V } T (4.62)
ev|:__ e [_li _ ij + i2:| = 87pe" (4.63)
reor)or

IV.3 ECUACION DE EQUILIBRIO HIDROSTATICO

A partir de la ecuacién de conservacion de energia-momentum (3.16), se obtiene la
ecuacion de equilibrio hidrostatico. Esta ecuacién de conservacion para el T/ es de

la forma [8,9]:

or}
T/, =t —TITF+TAT" =0 (4.64)

Vil Brc” vt m
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Empleando la ecuacion (4.25) y (4.61) se calculan a continuacion las componentes

mixtas no nulas de la derivada covariante del tensor 7./ :

7;1;99 = _F;ZT: +1—‘faTrr

=—~r1~(—pl)+%(—p )

YA (4.65)

[ ¢ ¢ ¢ r
T!, =-T4Tf +T4T;

r!

25(_17 )‘%(‘Pl)

¢ P17 P (4.66)
Trl;t = —1",’,T,’ +rrItT rr

gl
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1
Tr’;t =——(p+pv
2
Sumando (4.65), (4.66) y (4.67), la ecuacion (4.64) se reduce a:

d, - 1
T, =—d—€+2~—(Plr p)—E(p+p)V’ =0

ap
dr

(p.L —p)

1
=p == (p+p)+2

(4.67)

(4.68)
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CAPITULO V

SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO PARA UNA

ESFERA ANISOTROPICA

V.l CALCULO DE LOS COEFICIENTES METRICOS

De la ecuacién (4.63), desarrollando para r € [0, 7], se obtiene:

2'[47z'pr2dr = —J:e"ldr+ J:e“’lrxl’dr+ J:dr

2_[47rpr2dr =—re* +r

2[5 4mpr’ar

et =1 (5.1
r
Se define la masa de un fluido anisotrdpico de simetria esférica como [16,17]:
my,y = I Amprdr (5.2)
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Reemplazando (5.2) en (5.1):

-1
et o _[1 _ 2”&] (5.3)

El valor del termino ~e* es el coeficiente métrico correspondiente a g, (con la

geometrizacion de unidades ¢ =1 y G =1). Esto verifica lo definido en (2.105).

Ahora, reemplazando (4.68) y (5.3) en (4.61), se reduce a:

1 ( omy 4l -p) 2 1
8+ rz-[l 2 . ][rz(erp) r(p+p)+r2:| (5.4)

Se define a continuacion una funcién adimensional g, y la llamaremos funcién

generatriz, definida por:

|- 2me)
=—— 5.5
B0 = gprt +1 ©2)
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Reescribiendo la ecuacién (5.4) en términos de la funcién g, se obtiene:

1 Mp,-p) 2p 1

& "(P+P) "(P+P)

4(p_pi)
1—g(r)+7g(r)] .
g0 Hp+p)

Como la masa esta en funcion del radio », entonces:

dm, 4 .7)
— ey = A .
ar {r} P"

Igualmente, de (5.5) se calcula la derivada de g,,.

%(m(r)r miy J8r® +1)-| 1 ( ZT%](S@’rZHGr@)

(87;01‘ + 1)2

&k = (5.8)

Reemplazando (5.7) en (5.8) se obtiene la densidad de energia p del fluido:

(g(r) +rgir}18@r2 +1)= "871'[9!’2 +1 -—g(,)(B@'rz + 16@?‘}’
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_ 1- gy 8pr +167pr)r - (g0 + g0y J8mr* +1)

p= 8’

Reemplazando la ecuacion (5.9) en (5.6) se obtiene:

I-gn*o _ -2p
g7’ 1-g¢) (87zp’r2 + 167zpr)r - (g(,) + g(r)‘rX87q7r2 + 1)
87r?

(1- g¢) + ) XL - 80y — 81y7)+ (1 - 84 + @y K- 38 - g1 B’ p

+87zr3p’g(r)(1+ g(r) —a)(,))= 0

(1 {0 + a)(r) Xl - 3g(r) - g(r)r)87q)
gL+ g0~ @)

8 +

(1 ~ 8 +w<,))(1 10 ‘gir)r)
rgyll+ gy - o)

+ =0

donde se introdujo una funcién anisotrépica @,y definida por:

(5.9)

(5.10)

(5.11)
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La ecuacién (5.10) es una ecuacidn diferencial de p respecto a r. Los coeficientes
de p y el término independiente son funciones continuas. Esta ecuacién se puede

escribir en forma abreviada como:

m) + B, 8w)=C, (5.12)

donde,

(- gy + o 1-38() g °07)
ree L+ e~ o)

B(r) = (5.13)

(1 -8nt w(r)xl ~8n— g’(r)r)
f3g(r)(1 +8(n— w(r))

C(r) = (514)

Para resolver la ecuacion diferencial (5.12) se aplica el método de variacion de la
constante.

Si C(,) no esta presente, entonces la ecuacion (5.12) es una ecuacién homogénea de

la forma:

(8m) +B,)(8mp)=0 (5.15)

La solucién de la ecuacién (5.15) es:

87p = pre 0" (5.16)
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donde p, es la constante de integracién no nula de la ecuacion diferencial

homogénea.

Ahora, considerando que p, = p,,) es funcién de la variable r, la ecuacion (5.16)

toma la forma:

81p == pyye

(5.17)

Esta ultima ecuacidn es una ecuacion no-homogénea. Derivando (4.17) se tiene:

Bm) = pi(r)ffI oot pl(r)B(f‘)e_I oo

Reemplazando (5.18) en (5.15) se obtiene:

pity = CE)e!
Byydr
Piy) = IC(r)e Fot gy Do

donde, p, es una constante de integracion.

Reemplazando (5.20) en (5.17) se obtiene:

8mp = (po + | C(r)eI B"””"dr)e'I Rial

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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Para calcular la densidad de energia p, se procede a dar forma a la ecuacion (5.3).

2 (myr-my)  @mpr? +16rmp)

07 i et) 50 )

Reemplazado (5.22) en (5.9) se obtiene:

8zp = (1 - g(r))riz - 8”(3}’ + P””)g(r) - (Sﬂp + %)rg’(r)

De la ecuacion (5.11) se obtiene la presion tangencial:

_ w(r)(P +P) +

p.= P
' 48(,)

Finalmente, se calculan los coeficientes métricos en funcién de g,y y @)

Reemplazando (5.5) en (5.3) se obtiene:

1 1

—e” =—
g(,)iSﬂpF2 +1i

Ahora, reemplazando (5.25) en (4.54):

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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v 1
8mp = g(,)(Sﬂpr2 +1{—2 + TJ 3
o)
——=|—+v
rgy \r
1-
v =( g(r))
"80)

Resolviendo (5.26) por integracion:

Idv= L1 r+ cte
rg(r) r

V= Iﬂ-—Lnr+ano
"8()

(5.26)

(5.27)

donde, cte = Lnv, y v,> 0. Entonces, para determinar el coeficiente métrico e :

1
2 d
v =A_ejlrg(r) ’

r

e

con 4=v2.

(5.28)
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CAPITULO VI

VERIFICACION Y ANALISIS DE LA SOLUCION

OBTENIDA

VI.1 SOLUCION GLOBAL

Reemplazando (5.25) y (5.28) en (4.25), el elemento de linea ds> con los

coeficientes métricos toma la forma global:

, A -[rgl()dr 2 1 22 2, 2p702
ds“=—e °" dt” - s dr” —r°(d0” +sen”0d¢”) 6.1)
r g(r)‘Sﬂpr +1>

Se observa, que ds* no depende de la presion tangencial p, y la funcién
|y g 1

anisotrdpica, teniendo un caracter radial.

VI2 SOLUCION LOCAL

La funcién g,y debe satisfacer algunos requerimientos generales. Si asociamos una

solucién, ésta debe tener significado fisico [18]. Asumiendo una presién no
divergente en el origen, entonces para un espacio plano local debe cumplir con las

siguientes condiciones:
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p(r—>0) #0 (62)

Con las condiciones (6.2) y la ecuacion (5.25) se tiene que:

8(r0) =1 (6.3)
Se observa que g,y ~1 para r~0 . En realidad la simple eleccién de g, =1 nos
da el espacio-tiempo plano.
Para el vacio, es decir sin la presencia de presion radial p = p, =0, la ecuaci6én

(5.21) se reduce a:

80

gnt P

g, =1-5¢ (6.4)
0 =1-"

donde cte =2m, y reemplazando esto en (6.4) se obtiene:

g.(r)=1- 2m (6.5)
r

donde g, (r) corresponde a la solucion Schwarzchild para el vacio. Se observa que

esta solucion no depende de la funcién anisotrépica @y,).
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Grifica 1. Dependencia de la presidn respecto al radio de la ecuacion (6.4). Se uso el programa Matlab, con
valores de radio de 1 hasta 100 en intervalos de 1 de .5, donde se considera Cte = 1.
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Ejemplos.

Ahora, para este espacio-tiempo plano, se procede a determinar la métrica de

Schwarzchild g,y sobre la superficie r =7,, con la continuidad de g,sobre r,.

8r) = 2.(3)=1-2" (6:6)

0
Primer ejemplo.

Considerando un caso trivial definido por:
g(r) =1+ar? 6.7)
a)(r) =—ar’ (6.8)

donde a es una constante. Esta seleccidon conduce a un modelo fisicamente

razonable, de manera que la funcién gy ~1y r=~0.

Reemplazando (6.7) en (6.6):

g(r,)=1+ar? =1—2—m

a=-=5 (6.9)

Como se usa una métrica de Schwarzchild en el vacio, la presion radial desaparece.
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plr)=0 (6.10)

De la ecuacidn de la densidad de energia (5.23), se obtiene:

g(r)

¥

o =(1-g) , -

== 6.11
P=—g (6.11)
Reemplazando (6.9) en (6.11)
p=" (6.12)
3
3

La presion tangencial p, , la cual tiene esta esfera homogénea, es calculada a partir

de la ecuacion (5.24). Adema3s, considerando la condicion (6.10) se obtiene:

o +0
I)‘L =—M+O
a0
a)f
pP.= 4 L £
8(r)
pl art
=L 6.13
P 4\ 1+ar? ( )
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Reemplazando (6.7), (6.10) y (6.12) en (5.25), se obtiene el coeficiente métrico

A

—e
1
i
o A —
g(r)
O S S
1+(—2—Tr2J
0
1 1
AT — (6.14)

Finalmente, reemplazando (6.7) y (6.9) en (5.28) se obtiene el coeficiente métrico

e’:

1
ev — iz_e-llrhwirz )dr

r
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e = — (6.15)

La ecuacién (6.15) implica que en el limite exterior r, > 2m .

Su elemento de linea sera de la forma:

2
ds® = 4 dt* - L dr? —r*(d0* +sen*6d¢*)  (6.16)
1 8 ,
2 1-2
K
Segundo ejemplo.
Considerando el caso:
@,y = const (6.18)

y reemplazando (6.17) y (6.18) en (5.13) y (5.14), respectivamente, se obtiene:

(1-36)1-b+w)
b(1+b - o)

6.19)
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(1-b+o)1-b)
r*b(l+b- o)

C=- (6.20)

Reemplazado (6.19) y (6.20) en (5.21):

(1-35)(1-b+0) (1-35)(1-b+w)
S +I (1-b+o)i-8) [Torr . | T i
=\ Po Pb(+b-w)

(1-36)(1-b+0)
; () et | R
Ry w)I A

_{1-36)(1-b+w) _ _
87p = por  P0) +ri2[ (b-1Y1-b+0) ] (6.21)

b2 -6b—-bo+w+1

Estos coeficientes no dependientes de » los denotamos como:

_(1-3b)1-b+w)
 Wl+b-o)

(6.22)

_ (-1)1-b+0)
b*-6b-bo+w+1

(6.23)
Con (4.50) y (6.23), la ecuacién (6.21) se escribe:
oV
8@ =por T+ — (624)
r
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Grafica 2. Dependencia de la presion respecto al radio de la ecuacion (6.24). Se usé el programa
Matlab, con valores de D que va de 0 hasta 2 en intervalos de 0.5, donde se considero C = 1, V=1,
8n=1.
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Ahora, reemplazando (6.24) en (5.23):
8mo=(1- b)i2 ~3pobr> - 39; + p,Dbr=" + 2@
¥ r r
8zp=(1-b- bV)ri2 + pob(D—3)? (6.25)
Para determinar la presion tangencial se reemplaza (6.25) en (5.24).

o (p+p
piz__i_“)+p

4g

o ((1-b-bV - - 14 - vV
8@l=—E(Q—T)+pob(D—3)r D+p0r D+;‘2*) +p0r D+r—2

@ 1 @ 4
o, =(V- 201)-5) L+ (1- 2 0+80-2) B (629

Reemplazando (6.17), (6.24) en (5.25), se obtiene el coeficiente métrico —e*:
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—e™* = —(pybr*? + bV +br?) (6.27)

Ahora, remplazando (6.17) en (5.28), se obtiene el coeficiente métrico e”:

1
—dr
e’ = Azrjbr

=

e’ =A’r (6.28)

Finalmente, su elemento de linea serd de la forma:

1-b

ds® = A%r b dt* —(pobr>™ + BV +br2 dr? —r*(dO? + sen’6dg®)  (6.29)
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Griéfica 3. Dependencia del coeficiente métrico respecto al radio de la ecuacion (6.28). Se usé el programa

Matlab, con valores del radio que han variado de 0 a 100 en intervalos de 1, donde se consideré A =1.
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VL3 SOLUCION DE LA METRICA INHOMOGENEA DE FRIEDMANN

Considerado la métrica [4,5]:

ds® = dt* - B(r,t)dr* +r*(d6* + sen’6d¢* )| (6.30)

donde B = variable de expansién o contraccion.

Para este ejemplo se considera p = p, , entonces la funcién anisotropica (5.11)

serd nula;

El tensor de energia- momentum para procesos irreversibles es [8,9]:
T = pV*V" —h* +q*V" +q'V* (6.32)

donde: p = es ladensidad, p =presiébny g* = vector conduccion del calor.

De acuerdo a la métrica de inhomogénea de Friedmann (6.30), este elemento de

linea toma la representacion matricial:

1 0 0 0
- B? 0 0
g,uv = 0 O _Bzrz 0 (633)
0 0 0 — B%*r2sen’d
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Como g, es un tensor covariante y simétrico de acuerdo a la condicion (2.27),

entonces su inversa g*” es:

1 0 0 \
1
_? 0
Ew =0 0 _L 0 (6.34)
B*r?
1
0 0 0 —_—
B*r%sen®0

De la expresion (6.33), el tensor métrico g, tiene las componentes no nulas:

2

g,=1, g,=-B", gu=-Br*, g, =-B’r’sen’0 (6.35)

Igualmente, las componentes no nulas de su inversa g** son:

g" =1 , grr =__1__ , goo - 1 g¢¢ =__1__ (6.36)

T 5 5
BZI‘Z

Calculo de los simbolos de Christoffel.

Con (6.35) ,(6.36) y (4.28) se calculan los simbolos de Christoffel no nulos.

SRR (TR

I" = BB (6.37)

1 1
Ty = Eg”(— gao,:)z _(

: 1)(—%(- BZrZ))

I =r’BB (6.38)
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(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)
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L= %g”(gw,,F %[ 1 J[g(—b’z”)]

le‘z

o -1 = % (6.44)

1 | 1 0
Frge = Eggg(ge&,r)z E[_ WJ[E:(— Bzrz)]

1
ré, -r¢ = E?(B’rz + Br) (6.45)

1 1 1 0
]._‘;; = Egm(— g¢¢,ﬂ): 5(— W][a—g* (— Bzrzsenzﬁ)J

F;; = —senfcosd (6.46)

I",‘Z _ %gmﬁ (gw,r ) = é( ;)[g (— B*rsen’ 9))

B*rlsen’d

B.
]__';'; = ]'_‘;: = E (6'47)

1 1 1 8
=) C )

Y =T¢ = (Br*+Br) (6.48)
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1 1 1 0
¢ = o — _——](— - B? 2senztﬁ’)
% 2g (g¢¢,g) 2( B*risen’0 60( ! )

Ly =Tf =ctgd (6.49)

Célculo de las componentes del tensor de Ricci.

A partir de (2.78) y (2.79) se calculan las componentes no nulas del tensor de Ricci.

orr ore ey .
Rn == 6tt - a:} - 6;¢ _Ftrrtr _Ft%r‘tg —rl‘:irl?;ﬁ

- 2(2)-2(3)-2 231855

or, oL, oL
+—T 4 ~

_ rg t e @ Ay r8 rré o160 oT¢
R” - ot or or + 1—‘rrrtbi + rr’rrl¢ + rl¢rt¢ + Frrrra + 1—‘rrl'_‘rgzﬁ _Frerra _rr¢rr¢
2 . 0 1 L2 B 1 . 1 ) 2
=2(B) + BB —25[?(3 r +Br):|+2§|:EZ—(B r? +Br):| -2 (B2 + Br)
2
R, =2(B) +BB —2%+2£—LB / —2—§— (6.51)
v
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or,, or,, o
Y UYlgs 0 +1";9r1: ++1“g’91“,’, -F5¢Fg¢

R =
o ot or 86

wpe2 , . ) . Y2 ,
=2r2(B')2+Br2B"— B +2%+£+1——(BB)ZF —r§ + 120—(312; —%—ctge
sen
v ge2 ,
Ry =202(B) +Br2B- 22 —3% (6.52)

or:. orr.  ore
44 2] P9 1 8 ryr g 19
4 =T 3 + o + 50 +F¢¢F,,,++F¢,F,,-F¢¢1"¢g

= g(rzsenzﬁBB')+ g[— S‘Zqze (B’r2 + Br)} + % [— senfcos 9]+ rzsenze(B' )2 + |:_ éj:ze (B’r2 + Br)}(%)

2 ,
R, = 2r7sen’0(B )’ +7>sen’ BB - sen’6B> % - 3sen29% (6.53)

__ arrga _ 61_"2
i rt ar ar

=]
Il
=]
1

22 (6.54)
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Calculo del escalar de Ricci (curvatura escalar).

A partir de (2.80) se obtiene lo siguiente:

R =Rﬂ'g” +Rrrg” +R8€'g&9 +R¢¢g¢¢

. » > 2 2]
= —3B—+(—L2][2(B- ¥ +BB —23—+2£‘ﬂ—23—}
B \B B

B? Br

192_1'2 B

1902 ,
—[%J Sen29 27‘2 (B)z +BrﬂB" — Br —3£
Birisen 8 B B

. . 2 a 0 2 T
R=—GB——6EL,L+4P%—2@+SBT (6.55)
B B B B By

Sy .
—( 1 ][ErQ(B')2+BrZB"—B; —33}

Calculo de las componentes del tensor de Einstein.

A partir de (2.81) se calculan las componentes no nulas del tensor de Einstein.

i
Grr = ‘Rrr _Egtr‘R
G, =G, =2 B; - 2% (6.56)
1

re e

G,=R, ——g,R
2grr

:2(B‘)2+BB"—2£+2ﬁ—2£—l(—32{—6£—6(3 42
B "B B2 B
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2
G, =B} -288 LB LB (6.57)

Gy =—BJr=28Br* + o r ¥ (6.58)

w2 . . ¥ "
=sen29[2r2(B')2 +BriB- - Br —3£}—l(— B*risen’@ —6%—6%4_4%

B B 2 2
2
LBf B
B* B’r
2 B2
GW =Sen29|r— (B')2r2 ~2B"Brt + B-r + BBr _ (B )2r :| (6.59)
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—4 B +3 (B'2)2 (6.60)

De (6.32) y (6.33) se tiene una representacion matricial, cuyos elementos no nulos

son diagonales definidos de la forma:

p —Bq 0 0
_p2 2
r,=|"5%4 fr O 0 (6.61)
0 0 Brp 0
0 0 0 sen*0B*r* p

Entonces, las componentes no nulas del tensor 7, son:

T, =p (6.62)
T,=T,=-Bq (6.63)
T =Bp (6.64)
T, =Br’p (6.65)
T, = sen’0B*r’p (6.66)
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Remplazando las ecuaciones (6.56)-(6.60) y (6.62)-(6.66) en la ecuacién de campo

(2.100), y considerando K =82G (con la geometrizacion de ¢ =1):

B BB

2?— 2 2= KqB® (6.67)
2
~(B -2BB+ %ZL + 2% = KpB® (6.68)
4

2
—(BYr*-2BB ¥ + BZZ + B; - <B;32r2 = KpB’r’ (6.69)

Br? + Br 3 (B’)zr2
B B?

sen’6 —(B')2r2 —2BB ¥’ + = sen’6KpB*r* (6.70)

” ) 2 > . 2
—2%+(§) _4B€r+3(§) = Kp (671)

Se observa que la ecuaciones (6.69) y (6.70) son iguales, entonces las 5 ecuaciones
de campo se reducen a 4. Utilizando las ecuaciones de campo (6.68) y (6.69) se

obtiene:

B _,E) B 67
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Para esta ultima ecuacion diferencial, el B tiene la forma particular de:

1
B_ t/t

— Sl 6.73
r?+Ce ( )

donde C y 7 son constantes.

A partir de (6.44) y las ecuaciones de campo (6.67), (6.68) y (6.71), se obtiene lo

siguiente:
!
qg= %[M%e’} (6.74)
' Y
1 L2 Cer 51 Ce*
p=E —4Ce" +— | —— |- | — (6.75)
2 7 4 2 T
r-+Ce r“+Ce
P 2
p=% 12Ce” +i2 L (6.76)
, !
r-+Ce*
Si consideramos —t—(( 1 , entonces:
T
et~ 6.77)

Las ecuaciones (6.74), (6.75) y (6.76) toman las formas dependientes del radio:

q= 4%1’ (6.78)
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1 2( C s5( ¢ Y
=—|-4C+—- -— 6.79
P Kl: 12(r2+C) 12(r2+CJ} 6.79)

1 3( ¢ Y
=—|12C+— 6.80
» Kl: 7? (rz +CJ } ( )
Si consideramos i)) 1 , entonces:
T
e ~0 (6.81)
Ce™
2
l’im r —=1
P Ce™
2+ r2

Las ecuaciones (6.74), (6.75) y (6.76) toman las formas dependientes de la variable

temporal:
q= %{41”%7} (6.82)
L —4Ce£ —3i (6.83)
P K 7’ '
1 £ 3
=—|12Ce"™ +-—= 6.84
p K[ e 12} (6.84)
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Se sabe que el parametro de expansion @ es:
B.
®=3— 6.85
Z (6.85)
De (6.73) en (6.85) se obtiene:

o=l ¢ (6.86)

r?+Ce”

Se observa de la ecuacidn (6.85) que ® < 0, entonces se tiende al colapso.

93



CAPITULO VII

CONCLUSIONES

1. A partir de las funciones anisotrépica y generatriz se resolvieron las ecuaciones de
Einstein para un fluido anisotrépico con simetria esférica y, de esa forma, se pudo *

expresar la densidad y la presion respecto a estas dos funciones.

2. Se verificé analiticamente que la presion p, y p, son numéricamente iguales,

reduciendo de 3 a 2 componentes de la presion para un fluido anisotropico

(ecuacion (4.58)).

3. Se obtuvo también una forma general para la solucién de Schwarzschild, cuyos
coeficientes métricos no dependen de la funcién anisotrépica (f)(r) ni de la presion
tangencial p, = p, , dada por la ecuacién (6.1):

1
2 r
dst = "_4__6,]- ’g(r)d atr — _l

F g(r)(Sﬂpr2 +1

)dr2 —r*(dO? + sen*Gdg*)

4. Al analizar localmente solucién de Schwarzschild se encontrd que la funcién
anisotrdpica g(r) es la métrica de Schwarzschild (ecuacién (2.105)), expresada en

unidades geométricas por la ecuacion (6.5):
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g.()=1-"
.

5. Para dos ejemplos propuestos de g(r) y a)(r) se encontrd que la solucién de

Schwarzschild no posee singularidad cuando » =0 (ecuaéiones (6.16) y (6.29)).

6. Se encontr6 en el primer ejemplo de la solucién local (ecuacién (6.15)) que en el

limite exterior, es decir fuera de la distribucién, el radio gravitacional », debe
cumplir 7,> 2M, muy similar con la solucion de Schwarzschild para el vacio que

corresponde a un campo gravitatorio producido por un cuerpo de masa m con

simetria esférica.

7. Con las condiciones de la funcién generatriz (6.17) y funcién anisotrépica (6.18),
para que la presion se anule, es necesario que el exponente -D sea menor que la
unidad (incluido el cero). Con ello se garantiza que la presion radial se anule para

un radio grande.

8. Para la ecuacion (6.27), para que el coeficiente métrico o potencial decaiga hasta
tender al cero, el exponente 2-D y la variable b deben ser menor que la unidad
(incluido el cero). Con ello se garantiza que para un radio grande se tiene un

espacio-tiempo plano.
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9.

10.

11.

12,

En la grafica para la ecuacion (6.28), para que el coeficiente métrico o potencial

decaiga hasta tender al cero, el exponente # tiene que disminuir de la unidad

(incluyendo el cero). Con ello se garantiza que para un radio grande pero de

exponente pequefio se tiene un espacio-tiempo plano.

A partir de la métrica inhomogénea de Friedmann (6.30) para el fluido
anisotropico, se analizaron las variables termodinamicas de densidad, presién y
conduccion de calor, encontrandose dependencia exponencial del radio y tiempo.
Sin importar la dependencia de radio y/o tiempo para el fluido anisotrépico, éste

tendria un colapso gravitacional.

Al considerar la métrica inhomogénea de Friedmann, se anulé la funcién
anisotropica (6.31) sélo trabajando con presiones con simetria en las 3 direcciones
espaciales. Al hacer eso no se pierde el caracter general, debido a que las variables

termodindmicas dependen de la variable radial y temporal.

Para L(( 1 se obtuvo que las variables densidad (6.80) y presion (6.79) tienen
T
caracter radial y, cuando el radio tienda al finito, en los extremos se tendria un
espacio-tiempo plano. En cambio, para L))l las variables densidad (6.84) y
T

presion (6.83) tienen caracter temporal.
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13. Al hacer la consideracion de i(( 1 6 £)) 1, se observa que en las ecuaciones
T T

(6.74) y (6.82) la variable conduccién de calor g se mantiene invariable,

conservando su forma en comparacion a las demas variables termodindmicas.
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APENDICE A

SIMBOLOS PARA LAS CANTIDADES FiSICAS

A Energia libre. Numero de moléculas por mol.
c Valor de la velocidad de Ia luz.
E Energia.
F Potencial termodinamico.
g(t), g Funcion dependiente del tiempo de un elemento de lirhlea para

modelos cosmolégicos homogéneos.

m Masa. Magnitud de un objeto celeste.
N Numero de moléculas.

h Constante de Planck.

p Presion.

0 Calor.
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r Coordenada radial.

R Constante de gas.

S Entropia.

t Tiempo.

T Temperatura.

U Energia.

14 Velocidad.

X, ),z Coordenadas espaciales.
P Densidad

102



APENDICE B

CONSTANTES FiSICAS

Velocidad de la luz en el vacio
Constante de Planck reducida

Constante de los gases

Volumen estandar de un gas

Carga del electron (magnitud)

Masa del electrén

Permitividad del espacio libre
Constante de estructura fina

Constante de Stefan-Boltzmann

Constante gravitacional

¢ =2.99792458x10® m/s

h=b/2r =1.054571596(82)x10>* Js

R=8314J/K

V, =22.41/mol
e =1.602176462(63)x10"°C
=4.803204 20 (19)x10™ esu
m_ = 0.510998902(21)MeV/c?
=9.10938188(72)x10° kg

€, =8.854187817x10"*C?* / N.m’

a =e* | dme he = 1/137.035999 76(50)

x=1.380x10°J/K

G =6.673(10)x10" m® / kg.s® .

103



APENDICE C

ESCALAS Y UNIDADES NATURALES

La escala de Planck.

Usando combinaciones apropiadas de A (i=h/27), ¢ y G es posible definir
unidades naturales de masa, longitud y tiempo, conocidas como masa de Planck

(m,,), longitud de Planck ( l,,) y tiempo de Planck (Tp) respectivamente.

m, = 1/% =2.1767(16)x10 kg (C.1)
1=t _ %G 616045549510 m (C2)
4 3
mpc
[
7 =le BG_ 5.390547712x10™% s (C.3)
F4 c cs

Unidades seminaturales.

Se define ¢ =1,de tal modo que:

= |2
m= |2 (4

I, =T, =-AG (C.5)

Equivalentemente:
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g=s—=-"=—" (C-6)

Con estas unidades se trabaja cominmente en fisica de particulas, pero no son

recomendables en relatividad clasica.

Unidades de Planck o unidades naturales.
Se define:
c=h=G=1 (C.7)

de tal modo que:

m=1=T =1 (C.8)
Este sistema de unidades sirve para trabajar tanto en relatividad clasica como en
fisica de particulas, pero resulta confuso ya que es sencillamente imposible usar el
andlisis dimensional para comprobar la consistencia de los resultados que se

obtengan.
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