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Resumen 
-~ESPEC't'Bn DE PARTÍ-CULA IND-EPENDIENTE EN POZOS 

CUÁNTICOS DEGRA-FENO"' 

AUTOR: CESAR ENRI-QUE PEREZ VILLEGAS 

A:sesor! Dr. Jm:ge Abel Espiehán Camilo 

''T~~~;'lT.ft.~~~-;p~ 

,-t}'tr 1oo :it'fmifoots _,are _'lJ.ir.~ -~ -~1 Gt~ -!Cii>'all>l>aie' -'éSte· )J.t>'l'~"tt;ñ;:;;l ~- .oolln.>etide' ct:lf po11leutia'­

'íes ·e1ectr-ostaticos ,orientados cen ·un-a ~tlíreccíOn ile1 'es-pacio. · iJ-entr-o- <lie 'éste 'CO-titexto} son 

diselltidoas ;¡¡ii'S •'OO'ROcictones =sa"bre las ~les las~es ~11~-~,eta_ la JCStrue­

tura .. -C'álí:tllam{IS ,a.m-L'lrff.ktam!i'.nte]!a.-.!i'JqWa.<ili,'ln .ql!e: ,g,'iliiie~ -la.-- .e-Ji"IR~-de 1~~ f~<'~me-s, 

estudiando su dependencia con el vector de onda, con los anchos de los pozos y barreras 

·-q.oo·ft-u:;man ktS iüh~ ~ ~.:m.<l, -;asl:t2.'.\mu1:~mib_mu n-m :ktS ~a-t~~~itl~a.-tS 

;:(,de;-~~~~-...a-·:ta·1tll~.rJ:ifu.,,d;e_··~-~-~-¡gu~;-~-,cl;~. 

donde es crecido. Encontramos una fuerte dependencia entre estos parametros y Ia con­

~~ii~~lt~]t~~lfrl.i!lt;.1!~':.?*'-~~5Ii..'\:~1~a:); .. T'~~D., ~t~~ ~­

-ri~.cun&tancias -SQW.é- "\as .c.uales los .es.t.ados ,e.x~~- esth"-p;r~..s- .en. . .la,. .est~;t~--a-
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-ilai'.la·s.tli.rlra;u.da... -.FliualléJ'i!F.Jite <E!!'>lllut]i;aill:t.Q!-:1 l@s;_;eJhn:t:as--t;pJP..la ov.a;rJiacilfu.-.:e.r:t: líi\S. ¡p~.tr.-OS fle. 

-la estructura, aSÍ como e1 parametro fenomenológico /.J, inducen sObre 'la conductancia a 

·¡k,) ~·ia~~'lfit2:~ ~~- 'D.Wi~y .W~4k1tW.!a~J!-"3,·.¡;.~ ID& 

.ef'E":":t.m. de la ,at.iliocrtJ:qp'fu, .€'..ifmé".liiX .e..n -11ft~ .ePs.tit~--~ Jia_ -"~~cla.. 
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Abstract 

J\IJ'll.iflR:-f!E..~ ~~@llf!E:p~ 11\ll'f.J!JEJ:trtAS 

JANUARY 2011 

ln ~tnís .,.WGfk ,we ,tfieoretic-aTiiY ~stu<lif >'tñe ;s}ngle pantiole \sp:eotta ,c¡.f D.itac fertt:üo:ns in 

-'Gr~plien."E"., -W:hen .f:he rnateliiit :_fu>,sti:hmeteir,¡;ut,t- ~t'ire Jree~R:-.@':f,a.tt.efuc,tm..-ct:~. p:otelltf.al' 

in a given <lirection. in this way, we discuss the necessary oonditions to oonfined states exits 

·· itrtlre-'~m.1->ID'e .. '\Ve~ytit·~y·:t.~ik;:,u~!f~-~~lr~m:i~-~~'t--ll:D.R.~~-ferui~., 

<&td·~iml;:y its ~en:d'en.Ge w:1!fll ,:.i'Jle wa;we-.vR-B~m, wi!illfJJ,nf-,me wefu¡,:~Th:ernf!Ts;,aud· tJie 

mass term WliiCh .aiise as .a oonsequence of the -Gr.a¡)hene's .atoms .and the stibstr.ate. whicb 

-~ise ~-;a ;l'~:'rP.i-df-~ mta~~ ;00~..& ~~~ ~íi ~~e~ We fum_· 

a ,s'tm~·-df;¡penéfence :betw.een :ti:lrose:~at.rletli'..r!il: .an.:á -w.dl.:ar;g~:-.€m:Íiets:-.cOiiliCP..JiJ.fuiatir.JI1 In 

a given weU. We also study tñe drcumstances for whícñ extended estates are present fn 

-tlw. 1~11re. 'T.:lili; ;stooyc~t...; ikm:e-thm~ -tlm ~ 'rif]:¡r:ffi:m.llilit~r-I~~-m'fJ>na m-eletU(m,..., 

-~:., ,-., .-,imu-n . .,.,.,"it.~'-••j·ruT .ilf+ jl'C,-.-.--'f ""'" u'f.-r<>~ ;~'i}',~ . ..;>W.:_.,.;¡;."'- .'1''1;".-,.'1' -'~'!!'-·-- ,..,." .• ;;:,,,¡.:;~..,., ., ..• ;tr -")k ... -:t:l·,,,,.,, .. ~,;"'l'ü-rl.:>· 
~ VJ< ~.~w~~;r¡~J~ ~\.!..·~·\;!y "':AA.\t-J.,.·~~~..:.~- .. ~ ... ~-~~~ ... ~.J,t.··~. ··~~OI&'l"W~ ··-~.:IJ;; ·lbl:lit:.. rn.:u-~.t~~-

of ·the structure as well as the mass term, inducea over the oonductance álong of wire~s 

,_.-:1!.._,_,;._,...;:,»'> ~'11"' .-ol,;JC-:r<:n:¡;.•:.c• .,_ •• ;J .--.,~ot: •. - .,,_.,,.,>h...,..,.,_,,;et..;:,.,~,l;l;-, ~.,_,_."'-,;IJ"''~'"'"' . ...d'C #t_.,.,_ ... -_,;t;_---!1 ---,.¿"--*-"'""""-' 
-1~~·.;:a1-~L~ ~~-~.w~.:.~ ~~K~ ~?-.r~toa:<6.~~~~- ~ ... -.. ~~~~:mt -'1~~M. ~~~ ~~<t-~n- . 
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'Capitulo 1 

Introducción 

turaa., basadas en semiconductores, han contribuido al desarrollo de nuevas tecnologías y 

=estos 4ispo8itivos electr.Oriicos se :estan :acer-can-de a sus 1fm1tes :ele m1niatutízadón y de 

·:Plidt>.nci-a ;~-~1,-.d-e m·od:o-.-qne mtf'~ ·m:atmw.s.-est.á.n~o .ut~"l.q,-p,n ·i:a.s a.pli-eacitmes 

atraído mucho el1nteres de la comun1dad científical deb1do a que el carbono posee di-

produdr 'como :e1 diam.a.fite -y :él· g:rafito. Aunque: =él =diamante :es un a,Jotropo .a~l carbono, 

--:CS ·i~porta.nte ,menci-on:ar-:gue oCS .muy ·:diferente :a las :Gtum-:fomms .-aloi.tQpieas-:dcl-:earhoo-o. 

por e1 cuál es uno de los materiáles más duros en la naturáleza. Además como no posee 

'P.or :Otro 'loo{), 'desde :que se publico •elprimer t!:abajo :en :Cl-c-uar·se report<Ba eXistencia 

-:.del-;gt&-en-o;(una·:Úni-ea·:ca._pa.:d:e·;gr-añ.t~) 15:1~-~sep-~e-.maniOOst.-omjK'.!Sibi:lidad-:de-:oontmlar--" 

·,CQU 'mu.db.a ·~1 Jla.c4,en::iiilad & ~.e.s. ·A&. ·F~~- ·J~~.Q .. ·~··iilP~tlJoaes.J; elili e'iite 

material apenas por la aplicación de una pequeña diferencia de potencial, con lo que este 

:ue :--cunipróh"Rr.1'a =existenci-a -del :gnd'enu, 'la "fot-nmd'óu u'e :.It>s ·-urufotulros -de :caibuuo} Too 

·-t':llalesp~ll·-nn.a·:tt"!l)ol~g;ía . .unidimensionru tiD.) ;~l_,::.era.:::posil.ile.a.:l·~·tt:kr-:rleh.:fomml.'ión -.de 

1 



t~<-tle -tt...'d.a~.:a::L~.q.w;.&gni&.Q.. ~J.aiút.uwt!iWJ.:c~·~mrui.i;':dix·.e~¡of;fi;ié.a,a:p.a1.-tfr 

del grafeno~ conocido eomo fu1ereno J7J, puede considerarse eomo una estructura cero-

:del·.a10:tropo u:e :carbono :en 'dD8 :dimensiones f2D)i, ·gr-areno, "intr1galba a Ja <:-omunídad 

.cie-Jrtmea. 

En 1~~1 f1i;ut¡;p .a. w~..e·· i~l-~ .u& -.est~~ ,~~·,QR,.fu.;.e..9t,.J!,l~:a.c & ~. 

del grafito~ considerando que los enlaces atómicos entre sus diferentes capas eran muy 

.-estrucln:ra de :hanrlas de'l gr.afel!o... El ,:enf~ ·de. '\Vallare,.se 'ha.s.a·--en ·:cl :bet.bo de. ,que~. ·:Ues 

,dck;('~'&.c.tr~,~:-~oOOf""#~1il;@;~.~~.QiJ;li~~tmi~:iQD, Qr.'bit~. sp'li 

1orAI.i:zados e..n r.l plano ~r, -y. Por otro lado" :eJ .cuarto eJectron de va.lenr.Ja. se f'..ncue..ntra en 

(! y tres antierilazant-es tf'-~<. ·Nfientras que'Joo -oibita.J:es·Zpzl aquelfw que· e&tán déblhnente 

· ·eiilazadr:J&.. 'fo:t-"JI:UJJl :dos :bandas ·:zr -v ·;¡¡:"'* ~ llmuadas .,de ·:mil~ ·1r ;a;u;t;~.-.:t .. ,...-,-.~·:·· J?"':':· :se 
.. .¡;,¿ '·'• ..... ~~~tt~ .... · 

-~~·J&l·Úl~.w>.kl.~&··~·~~;{lfq;.&,Iaj}i~~~-&:!~ {p~ 

de Ditac). 

'tronas :en las :que 'cundtií-a;n :que la 'furmai-ióh th'l· :ctistafes '2:0 Jf'o l'Jrn po&i&l'El·, puesto que 

,'CSt:G.<;:,crist.ale.o;; ;se :t.;OnJ:ari,'lJl tmmodinirmir-.,·mnmteineSt.:.iblf'..s Jill. ;&,'i;e-~~unento,:.\'re. has:.'l.-CJ.l 
•.1.•1, ~· 

·,e!lJ.t>~..d,ec.q:¡re-~.~~..8, ~-~~,ueij·~ lli..'1'~~~· }~J;.~ dJ:­

.mensionalidad llevaría a la destrucción de este materia12D para temperaturas .finitas f1 0}. 

'Sin :embargo, en ~1 ano 2905, ti:os grupoo :d~ ':hilrestigadu:res, -ecl ·p:rimm-:o dírigíuo -pu:r 

. Anrlre -:Ge.im :{Premio N®el orle Plilic.a 2fi1D: :15-.131: :de 1n lJniv.er.sid~ .de lM.'lns..-bester V ~j 
, .. ~ ,~, ,,:,_ ... ·'!; ··~· 

mera vez~ una única capa de grafito~ el gr.afeno. Estos experiment-os fueron sorprendentes 



de1 grafito, -e1 cual -está formado por mucbas ca;pas de ,gnifeno donde los enlaces atómi<.:os 

'ffii.&lre. :1\r~.:}J¡l¡¡;¡M.trufi '~ iU.w%~~.f!2l'•~~"'W,'.Bili~~¡¡;\Ít.""~~~-'~l~& ~-'Ei'l'M~~~ ~ñ,~'Íh1;~~ 

óptico refractivo, se :pudo saber dor1d-e se encontraban las camadas de ,grafeno, pero no se 

utilizaron ·un microscopio <le fuerza atómica :pviFA) -para ·moorr 1a altura 'd:e la muestra . 

.. ··.~ pudieronc'Cf:>IllpS.'r&r olas,1'tiferent-es :aiturss·:de ,'}sg :mnest;ras:eon. :las -t-onas :-oseuros :qu-e ~l 

Debemos mencionar que la exfoliación mecánica no es una técnica exclusiva del ,gra-

·.como BN, NbSe2• -y 1:Ji2Si''i.C:a0u·i0x J16J. 
útra iéeniea para.eo'btcner g¡;afen-a, eeseel-·erecimient'f:>:cytit~L Esta -:téeniea ,e~e -en 

~~~,I-ul:l~gr4e~oy~..X1@J.li'.T~~~-~~:;ltd;~ l~[~t::~, :p.ata,e~.SX 

Jos átomos de S.i que se encuentran .sobre Ja. h"'lp:erficie. De co-ta .manera. Jos átomos de 

-rr-Olla:da pur -el :grupo &···wait 'H:eBr ti~ Ja· 'Urirvmidatf :de A'tlmrt:a, Jo :qu~· pl'l'rmít16 u:ot~er 

·ccl·c{'.J.?f'-l:imientn ctle :mnnoo~:p.a.<; :Y :;bj{:~<;;: :de gr.nf!'lnn J~·SJc. C.ootr.r.cri.mnente. ci}. ]¡! :ticnic~A.de 

,grafeno (;'Te<..ido epita:xiálm-ent-e. Esto debido a que 1a capa de ,grafito crecida por primera 

:de ·esta ·propiedad) ''ha. s1{f:o :com-próbad:o :experimentalmente :que el gr-afeno :epita1c1aiii mues­

tra t·ranspfWt~ ;balí.4tie.l?l 'Y c\lfl:il:Ai.ta :mm>:ilid:ad~ :f'M.adi.eri.<tk.a <f!U€1. cM fl'EP~ta ~ gt:atffi6 . 

. ·.eJl'1¡iliamL 

Por 1o expueb"to, podemos conduir -gue e1 ,graferto es e1 prirner crit.ta1 bidirnem,ional 



Peierls-Landau se (,-'Onduye que e1 orden de 1m::go alcance en sólidos 2D ntJ :¡mdría existir,, 

'd}riámicamente inestable '(20J. ·De 'heCh-o, -años m;ás w<l~, 'la ausencia ·del :ord:en :d:e !argo 

-1tkiJ;nc:t'\ -fue cma·~t.r.Mlo ,rignfftAA.mertt.~ fJffr tvlermin &lll- :Sin -:-emhaxgo, ,en -tlfl:llf. pnblic.ación 

.-ma:s.~..cie.n.te!,~},~~cl.!.aa:w~"i1Joe,J.'aoe~.D.aia-deT~:;¡¡;,e~,&.:&e~~,aqu;e 

este .material en fonna suspendida) posee ondulaciones que rompen la .simetria trasla.cional 

. Lusiinihá'jus sobre gni.f:eno) -U:esd~· :qu-e::full' wt;tJmd'o :en :e] laborntmru} se'in-cremtJ'n1mun 

r.ápid..'Ullcnte_ Las ,razones .-:de ,este ,aul'nml:to ,:ron -1>'llria~. -ya. 'll1re ,-e._«:t;e . .mnterial ~nta 

lim:iim.enos :ffi:úr.~ mJ.tJ;Y :irri;-eres.a;n'J;e..s ElJ ~t~ =aR ,'fu:aªiaiHJilnem;ili;¡r¡e:¡¡ ),! '~ .;aj):',a;s .eJier_.giá,s,_ 

En e¡;,ie cri::.ial bidimen::.ional los portadores de carga &'e comportan romo partículas rela-

.e1 ccomportamíento ·.d-e Odkhos portadores, :es dec~r) :e-1 :ronñnam1enro a tr-av-és d-e poten­

:eiales ~el:ectrest-titioos ,n_a 1.'lS pooiblc, de icoomel:W 1.'lS ·:eonacid-o -:-en Ja literatu-ra .-romo cl 

"T:.ttrJF~;lHie l\7'[Bin _ ~i!JB 'llWEb;;;:t:ttdlli.-p.J: eJl...rjl.QJii}aJt-J;a~iihi~ OOitl mi.Jdidh,··li:IDl.-'- · 

duetividades como siendo un múltip1o semi-entero de efli, e1 cual puede ser observado 

·energía ·y ·el·v-ector ·-de :oncl-a 'hace :que el grafeno se oompnrte oomo un semioonductor de 

Ga;p 'Í{f'"XO para :fitl!j&"i -.-p.ne.rgía.~ -par lo ,m-lid Ja"' -i'.h-rlxones ·-en <M·.e m.··~:teria.l ~ <f{aiD.p~ 

ca:ndidato para pon~· a pl'ueba 1os mooe1o8 teóricos de la temia (,-"Uántica de campos que 

Ja 'Píslea 4e la Materia 'Condensada y 'la Físlea :de Altas 'tnergi~ 125]. 

?Por -:-Otro 1ad-o, Jlt'OJlite> ... <:dA."> para 1m. :nplic .. 'l:bttidA!l <dcl-grafen:o '~ncent.ár:vamn t.anto imres-

{uni-dimertbionales) (,'OJtados a partir de graferms mesoBcópicos. Ebi.os cortes son reali-

:de bor-das: {i) -zig--zo;g y '{ii) =a-rméhair. Trabajos íeóricos mcüSttar-on que 1es m1os del tipo 

zig-.zag ~se o:COID;I'JOrtfln <COirul metales, emient-tas ,-qne Jos hilos cdel :tY'w ~armtJw.ir ~se _pued-en 



·-~:m:'tex·:cmnot.semiaondna\oxe..s•@:.n:tet.afres.,sfre~tmilien:ffuA~fu.]:B:a}bu:g;~n:as,dei:fus/br1Q&.~r&l. 

predicciones teóricas fueron reportadas por primera vez por Fujita y Dress·elhaus f26]. De 

para -€1 :desenv.oMmiento :de :dispositivos clecttooicos tales oomo transistores. 

Por 7CSt·as ·t'S.ZOn<l..'i :y .-con 1a ünai:idad ,de ierter oU:R. omqioc<ffltt.cndimioott.Hl.Obre -:ei ~ottlp(Jr­

.. f.;.a;n;,ijp.,nJ;:g ·del-~~--~- EJP..sbut .:aJ'.emiifila •mt -el ,:esfJJtlii;¡, t:m;uar~r>~4M ·egpect:rizl4iA. una, 

:partí{.'Ula independiente de los portadores de car.ga en el :grafeno., es decir, despreciando las 

:00 :debid-o ·a un ·poteneial :e1octrostatioo. El :Objetivo fumediiaío e5 -eStudiar <:{}m'O rugunos 

-parámetros ·:eomt~la .-altn'ra 'Y ~1 :aneha :de ·m l.mn:era .de j'Jfitenciail .-afecta .. ta ediná:mica .d-e-los 

El escenario de estudio son pozos cuánticos acoplados por una barrera de potendal, 

tMrwo·-d:e ·una par-tícula hi:depenruet1te -usando la -oc'Wción 4~ 'I)jr.a.c_ &~:de -arl!Sotropía 

:es;paóal-:en la:estructura.-así-:eomo ani"'Dt..ropías-:inducid:a.'i-;POC mt.eraecioo-es;,ent.reel gr:aí-eno 

En el Capitulo 2, revisaremos el modelo teórico de la estructura electróniea del Gra-

des, de las -euatii-partf-culas del grafeno. La {.-'OTnparo.-éión entre el mode1o t-eórico y posibl-es 

· En .el :Ca.pftulo'-3, presentamos :como las -ec:uaerones cóhteriidas .en ·e1 :Capítulo TI pueden 

'ser lt.<mda<>·:en -·el é~.udifl-:d~l-e>,.c¡pectffH:le jlM't;íett'l"l,indeylendientecen h~.euántioo..<> ~la,-

que confinan los portadores a topologías unidimeus1mra1es. En este trabajo. considerarnos 

·potencúil :es :oonñn:ádar. 'Cuantificaremos :e1 :oomportam1enro die ros portadm-es de :carga 

'en 'la ,-est,mctma:a t't'a.v-éscde 1a 4msidad ,de ;pr-obabilidad :como :fnn.cimuie:est-e fta'rámetro. 



F~ -tlll ·.:M! :C;J~~ 4 cfi.'itwi~ 1~il..'i't'Jmitili1B ,,~ fu¡,;h!I~Rl~ •. 'f'$!W:IliiiiJ:~:e ;fu, 

estrutiura tiene sobre los portadores de earga. En ese sentido, m-ostrd.lnos que entre los 

ma.yor :cantidad de portadores :de ·-carga ·en uno -de Jos pozos. Sus cetOOtoo son taanbiál: 

,reflejadas ,fm la f.mtductivicla.-d edel ma.:t:eci.'lfL .'Nne> ... <d:-raq ~ultsdaq :t'flUe&t:t;art -:que ntando 

subbanda h'Obre la -conductividad. Reb'Ultados Similares fueron mostrad()S para el caso en 

=Ciertamente, :el :estudio •ae1 :espeCtro :d-e particula independiente rea11zado :en :este ím­

•bajo:es,·el punto :de partida juJ.ra.,-el ~udio ,·de :nn 'sist-ema .más i:'eacl ~t ,-que ·:Se ~ere·la 

el ebilldio del espectro coledivo { Plasmones) de las <:uru,i-partículas en estas estructuras 



·Fundamentos teóricos 

El -eaihono~ prit.Jcipaa ~oostit:uyenooilél gr.Mito y del gr.af~~ ;es ta:nibién ele-omponente 

· ·.clanent aJ .de: ..todasJ\:ts rnrifécu:16S .or,g,¡iliicas.:.. :ES-to\ fu .convi:e:r:te: •. en; .el ;pii..n:ci:pil] resp:~IJl'e~ 

de la vida en nu&'tro planeta 12'7].. Para poder entender las propíedades y la eb'tructu-

~~ ~- • ...a. 'l _,}..:..._ ...a. ~--·- • _,¡;._ .. •·!.-~ • ,l ,&-~...1-.. -·~D. ·.tl'.tflfl.rt~t,inroa -hte. ·.rf>S ;iJiWII.Ii~ ·ue ·"C;\l;!J2M1'W:;, ~es ·~I?.flftin'tie ·fll1~n:w·n, ,p~ 'H'iJS. -es~ .. 

~rectTó:rüoos y 'los :enl'ae"OO·:qu:e .m·-ewb:one-pose-e. ET 'c-arhuno :es cl :Sexto• :eiternent"O de la "tabta 

p·eriórlir ..... 'l :que pertenece aJ ¡gn1po 1V y posee :seis :eJ.reci,ranes. El r..IU'bnno. ft"'l-~ dos t.ipos de 

En el estado atómico fundamental los seis electrones del carbono se encuentran. en la 

~1 'Otbitalls y 'EJStan fuertemente ligad-os a1 núe1oo atómioo. lios oeuatr-o é1ectrones rootantes 

que ocupan :los ;Orbitales '2.<i y 2ft" están. débihnent-e enlazados :al u:Udeo .Y sou tla.ma.dos 

:elef~tmrn''$ ·.de ·:srffitmd-a. En l'a. lS$'6~>.clii},'tilin.:a;f, .ID..;;: .!?l'e-r..itr:l1Yll.'flff.·.!i1e vali'?.n:ci:i:a oehm, :(J.ij;g..n; .a. b: 

orbitales 2s,, %Jx., 2p11 y 2p.z, los cuales forman enlaces covalentes en los alótropos de Carbono 

.:[29'J._. De\~ :a <~llte Jg..; ·f>J!'b»i','liies. 21¡.¡ '800· .• :mm~~te- 4 ;e:,\l .mm, .. m._~~tk;r;,s ~!\l'e ~oo 

·«bítales '2s, ·ent'Onres ·es mu-cho más pr:-o.haible .encontrar: -.d.os -.elootren€5 ·en el -orbital 2s 

y dos electrooes :en d mhit.al 2p nomo :m1restra la Figura {.2.1}. Sin emhm:go; iiDte la 

,presenci-a .. d.e ·tlt.ros :ill.om~,. J,aJ.'eg, .com{;);,, ·H, . .O ·.líJ :C' .ff~. :pmiil'il~: ;JWUm:tJv:gr· •:tm ·eJ'p"1;¡;6n: .d:cl 

orbítal 2s al tercer orbital 2p..zJ para poder furmar enlaces covalentes con los otros átomos. 



··yólf;'W'A2.':t: Esquema~e 1-a=.oonfigur.ooién oelootr-ómc-a cpm:-a~ -AtamG'.tie-ocMbGno. 'Esttirlo ·funda­
.mem.ar:'(dereél!ra} y ·estado -excitfldo .{izq;rli'erdil;} 

. Eit:t :él ;;(}af~ <et)' ~ible la Jormooioo ::Qce.lit;brroii~. <del 'ti-pti} '&"[lt, "ij¡;: y s¡/> m 
cu.ale.s están a.sor.iad.as .a.l.a unión de un únic.o cle.c.trón dcl orbital2..s c.on 1~ 2 D 3 electrones 

Jo.s électrones de valen-cia puede :ser descrita por la combinación lineal de cuatro estados 

,cu&u;Wos:_:12.i}"'J~~).,J~~) .Y J4P.Z:} .. "E.sta-s~pe¡;~ión de.$t~,cuánticossexá e.~-

· :La :bibr:idización .sp.sm:ge .a .partir .de la superposiCión: :lineal.det -&"tadú !2's~ .con uno de 

1os·estados 'f2pi), ·donde ·i = x,·y, z. 1')-ara nuestra ·descripción teórica ·éfeg!remos él ·OI'bita1 

'f2Pm) .. De:.está•oÍOt'Dl~,.tos·.estad:os-c-cu-ántioo&-:de i'OS·.or'bitéliles:.hibridizados Bp¡ 1'€!presentados 

,pnr Js:¡J_;} s l~P-J · est&r -.dados jlfJc· 



"Figura.~-~: -{aj :Porma.ción,ife :Jos-.oibit:ile::>llibriilizaiioo esp. {b} Yo1éctila:ifcl :acetileno, mootr:an.do. 
'l'tt1brrrr~L\ürru'eli'txa1i;-g1l:t-'tUr.r-1Ytlt-!"15ruba"ll$uibitw~1i:ili:ii~üooYp,::;sr:,l'aiifJl11:1~illr!dl'J·ilu.:; tm:lM:es· 
. 1f',debid~J&~thDt:bitales.-2py-~ . .Zp;¡;-.. Jmá~e~es.adapt..adtW-d~-1as;t:cleJ;~ias. {l9;n~. r.e~tiv.am.ente_ · 

-hl-bridizaeión :es -apreciada oen -la formación :de molécu-las :de acetileno H-e =e-H:, que 

..es .lllla .. móléclilaJineáLBl.orhiW1iibrid.i7..ado Jw+.,) de .Jmo deJos át.omos de ('.aihono de la · 

-·mo1écu1a'"'focma "un-fu-erte ren1ace~cova1ente,con>el<ér:bílal +~p..:) 'del <obte·.á;tomo de narboño. 

· :&ie=enia-ce,-es Uamado4e,enkree-try'W'mwtrad&-en-mfipgcma :{2':.~)'~--~~~$Fel:t 2p 

:restantes {!~te .sot1 _p.eJ;peadic~tla,r..(>s al .(>,n_lace -t.r.r !(n:man .en:t.ac.es .déhl..les :U~os de . .enla<>Aa 



'Figura. -2.~·: {a} 'Funn~iUn ile"lu!:i urüit'lil~ nif:n'iuiz'aidtll:i 'SifZ. Nt:Jte¡,;e oqu:e 'tlb"toB uíiJital~l::! 'CUlUttfu 

·;es'tán·.:Juntos .Jom:utn ,un ,á.n,.o::ulo·.de ~- ,(b):"\,lfo1écula ,ae,.etano ~mostr,.ando la .formación de ttn 
. .;en:1~ .-u ~"ia .:a .00&~~-m~Q.'l/B -~ .•. w: :-wi-'~·:.nl&t':!e ;U -~~~~~.al n-, .bibri~ 
·2pz. :fmágenes ada;ptad~·-de ta -rcl'erencia f!m, 3'2f. 

-de 1.2Sa ·:ettiil'E Ei, ':Cml'J.'(J ::e& m:li6tta'do •"Bri ··ta 1igm-.ar '(:2;~:a}~. L'l!l ~l!da ·\frllt ce~n' CilH4- ·es 

,un huen ~j:em;¡}lo :pa;r,a.ilust·rar 1'08 ~lac-es 'BJJ'l .. "El ;€tano pesee. un ;enlac-e 46bie :entr-e los 

átomos de carbono él cuál consíste en un enlace típo (J orígínado a partir de dos orbítales 

'jsp2:):y-.un ~entac:e ~tiplY7l", ~eh:.uat surge~del~orbital 'f2p:z}- Yer ;Figura t2·.:);.;.b)·-

10 



·-Este tipo,de,hibridizadón ·se··origina·de ·Iasuperposidón·de ·1m ·otbitaiQ;o¡ -cnn B·orbitales 

2;¡J_·~sc~'!lt.:a&}."!:CUá;utfuo;."í~de.c:bc:o:tdw)t;aJ.e:s·l&j¡;fr~fu.">,estfm.t.W.1\j¡¡¡.p.Gr:. 

·¡sil\ ''. ·'41 

't;W2) 
. J ~' 

1
·r·¡2 ' ·2 - + ·rz ·} ·r2 "{-)"· - . 2 \., 8.1 - Px .. Py - .. Pzt , 

'i'I.S:too:otíittáles ft~iedsffut'E'ill<'li1lf 1!1lf.f. ~~ikJ, tiffl' 'lffff*iJ'j"" J"€l1{t;fin¡:~too(fs a;_ 'tniw.sd'e' U"!'f<l; 

. geometría tetr.agomil. Asl, el diamante que surge de 1a oondensaetón. a& carñono 1'íqtiido 

-a _prtl5iooes .altas; ,posee ,esre tipo de hibridú~.ió». 

2 .. 2.. Estructura electrónica del grafeno 

Como fue visto en la sección ant,.er.ior los .átomos .de carbono del Gr.afeno .se . .hibridizan a 

<tt,a~tk$,~ile:e.mlliatlei::í'mel<t1p{J'!tf!Ir,. •'1iiU!~~lllftn:ii'iJI'i;§i<al-:e;-'S'•~~(í):Ii1.i3l'"'UIWfll:l;:reli•-H~·m-af. 

Anemas. una -red ·de 'bravais en ·este material puede f)'er diseñada a trnves de dos sub redes 

tri;a;:q;g.~ ll-y 8, :oow.n §iE. ~ oo.la Fi4?,:ttMil K2.4!c~ &. el.~ !a~ entre 

(2.1) 

.:tí 



Figura ·2.4: Repreb--entaéi6n esquemática de Ia red cris:t'aliua lrexa.go!ll:l1 de grafunu. La red es 
-eonstituída .por 2 .átom()l;.denominadgsccomo, -~y B. :Un .átomo-de 1a.oubr,ed :triangular--de tipo 
-~ :e&tá1ig:~.dn . .;1! . ..3:át-i7~ ,d."f .• mt~ .triJ!!X~:.tt .:cle :ti\P>i,.R, y~~-

De .est.e modo lo.<i v.ect.or.es .qu.e un.en un átomo A .con sus primer,o.<i vf'..c.inos del tipo B son 

.~L. . .;:i.,.,..,.,¡,_.!t,....,. .. 'f:'t<l'l"•"'""'· ;'(''1}-!1::: ,}.\il.· 
:~ ..... .,.,J.'-""""'. ·f""'"" ;I:''l,6•=""- ·~ -· .. él--""-J:-l' 

{2.2) 

y 

&-.e.l,uantJ,:o ,de ia ;prim:t.u:a. Zona ;de Brillouin ,{~ZB,} mdit:,a.da -;put da.;parte.8ombt:,.eada de 

:1a :F:igur.a. 2:.-5 {:b}.,. :ire .. encuentra:.éL~I'~. ~ 'ú~·rtí-t:e~--~:J¿ ¡¡w~.a-3.~n--~-de"ta 

Ted -reciproca -rep-resentados po-r los vectares de onda no er¡uivalentes, cuyas com:denadas 

cpueQún ~ 1;)5crit'llS·.e:~ 

{2.4) 

Estos .puntos de simet-ría de la r.ed r.ec,ípmr.a oon. de .. g~ande im.po.rtancia. .c~ist.alogr~ 

;{iel;ñd~J.a ~irct5 ,~cft;~t.<Wnes ifie· ~gi~\b~j:as: :aun ;e~ta;d't~S.,~·;W.:$ :w1-red\eril'Ol:'es·. 

De esta. manera., observamos :que el gra&.no es un crista.I W f{llllla.do por düs átomos 
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'(b) 

• Subred B 

~.,.._ .,. T-: '{ 'i ~-- · ~ -''"-- .:r..;··· ,_"f';_ •• ·.:re_ -·" ~- - :¡;; - - · -~· . -;r:w;u:m ~: ~-a~ :.c.::.'truc:t;m~-.crn:.1.~'.uEL;gr~ntl::mu.:u..~40f:FW.miO!'e.So :ul\liie~ y~-.que lOno:all 

· 'Úna ~w >de 'Brnwñs, <así •00100 >t&~bi6n --ltliS·~ci'mlfJS ;de loo~-~eci:n~::-dcl ~át'Om{.}>d'C'·tipo· 

.B~ {h) _.R;ed ItM"..(p.TM-J.l. !Ó-f"J r.s..if;j-,aJ UJilkn~ _La,_,r~.g.ioo A~~ll"Jl. .fu.dk.:a. J.a. _pl"~.J"A _Zoo.a. de Jldllouin. 
Los puntos rti': alt-a :sim:etda. I'_, K y M :A011 i-nrlwados. 

A -y B. En adélante, :asumiremos que cnan:do ei átomo dél :Sitio A (B)' esta enlazado a 

otros k.es .áromos det sitio B (.AJ~ estos ~u.ab:.o .áf~ forman. W!a ~hred tri~~g~liar ,.4_ 

· fB:). Bs.tas-is:ubrn-dea -tri:~ngmares ;fl5t:án 1mt'll.ciwza-d:a:s1 ,de-m3in«a ~- ;i-wt3s f~aw¡; la -r-00 

:hexag~n-a1. 

Es Importan--te resaftar que en éi grafeno, para cada átomo de cai'bono, tres efectrones 

:Sml resp.on.sahles -.de Ja ..futwación -de .enbtem .ctJ'Vlt'lení.es :cr .fuert.es. :Et- -r.narrto- -electrón -de 

_of __ " •-'·1' _;J;_•l' ;l;.•:;¡,._,f."'')- __ !(.n" ""- -e;.._ •· •r . .J'- ---1' ·.. . '~"---- _:¡;- ;o, 
v~.m~, ~Uiel'-uei -,ar-Q-1-~~pz,, '-es·r~~ot~..e:~P-01' ~---nlML@D/~<:tt.tuac.-.es."lf'- $.,jj,~e.Jo.e.eo~;t~on.es 

que ori,ginan las li,gadones 1f son altamfmte deslocalizados. E-stos electrones .se compor-

taria~ Aplicación -en -el graf-eno 

. 'El -modelo ·Tigltt Bi-tl:di1't!J 'fue propu€Sto -por IDooll1r33']-en 1928 par-a -d'e:it,'ribir e~tructu-­

Tas -dlJ hmda -dlJ -sólidos cristalinus. Este -mooclo {;Unsld€ra la. ronstru-cción -de las fun-ciones 
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. ile1o.s Gibit.ales atiáDJir.os- Esta Iu.ndón.d.e nn.da d.e~la-..:t:.fi'd, -¿par-a .UJJ.. Unic.o .eler.troo e.n.:u,n.a, 

\banda <dad:a_, •es 'escrita •e eme 

(2.5) 

~mrde 'jj-= 1, .. ,·;o:; i: tes ~1-,v-tiDtm· tte 'U'lt4á; R ~ta-pbb'f{;iiu 'ti'tí'14i'1M:tlfo, N ~--1~}' 'E!S ~t 

"'NUmeroO total ile :átmrros -al 1-a TOO; ')P.j ~S 1a -fun:iión ile ~ila del _j~ -oc1fft3} atómico 

E'.Jl ]a c~Jaa unitaria :y n E' •• s e1 numero de átomos ,por celda unitaria. C"ahe resáltar que la 

~función ·de t>nda -tPi(~, ..r) -satisface .el ;teorema-de <Bloch, -refiejamlo ;]a 1nvariancia ·del·estadG 

;ooáirliroe'·n~ ;a la 'tras1:.ación del~~ R {34..:.;~}. 

P.N.a. ,e] .g.afet~G ~t,e )a<¡: df\CM~ ,de_lGs ,orbitale'i: ~~cZ JC~ÍJ'~!r,en í'OO Jas pro-

funciones de Bloéh stilamente para tales oibitmes. Esto implicara que el índice j esté re&­

tritJ:gi® .a los v.ator~ di! _j = A., .81 donde .4 .Y .8 ,r~~tan loo dos átomos de la eekla 

· ,ti11T.ft.llima. ~~"Í,',~der-and6Jos'rlos~;,,¿pro-·,ueld-al'.a.{litlma, ~1ky R,J~mll'ci-c•'TN:~~,rde~a 

M ~m ~iiS-tJmo pue.<lcn se-..r cexproesaaas :e.o.mo una oonibinaéi~n 'lin-eal:doe ·1as funci:Ones 

ae Bloch en 1a fonna 

::1/;lf~,-r.:J-= 2):~~:.PJ~,-F.J!, 
A 

:14-.a-\ \~·.u;/· 

dtmde. a'!¡j = A _ _,B JJ C~¡ iSCID Jos :cve.fidente.s que pueden. &'r del~ teniendo en 

.c:uenta-q.ue-W1i{k,-r) debe satisfac.e:r -nat~..u:-~nte-la-.oc.~ción. de ,Sf-Jhr~1, .es. d~ir 

.F'J ~\ ., ...... ,,..J.' 

'1-n :es ·i:a '!nasa :dtíl ;put.tadurdB :-ca:r:ga. A :{:O!itinua-cron,. nrúftiplicanifu '.fa :ecu:.atirou {2.7J. yor 

. ;ci·,'b:f:.a ':(rqJiJ ·;éJbt't..""'J'C'll1:GS ::qtre i:GS ·:a11'tmr.nifGI:es· ~·-:ser ~~~il:IS~(fl!ll'-€1-
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Figura 2.6: R-ed hexagonal ·<le ,gr-afuno iooic3mlde- ,1~·poow~Ol1lie&. atmm"Cas, ~e ·loo. ·átomo& ~-os. 
Los .drc:ulos mdica.n los. :primeros y .segundos vecinos del.átomo de t:\po B_ 

De~ ~.a, usando {2ft) en (2.8;) y m~~-® e! ~de he..:q,er,gfu,se.encuentra 

>el ~gu1ente ·,mforvil'll'0 'if0'.C~ 

a a 
l:Hilcij = E¡fttrEsv\fCfCiJ, 
j=l 

íntegral de transferencia. similarmente, S;¡ = {Yi:d~1} = J i!Jd~;¡-dr son los elementos de 

:'C'+, "·m 'P;,<;;,,....,,., ... ·m·· "'"""~ ... >'f:n ,..,,. .. ,("'<'-·- ..-~ "'"'~''iYtl" J,.,.,.,_ ,.;-;..w..,.,.,..,.-...r;:,.......--=,. ;:¡r,J· ,v;;,.,,., '~"'"",_.. . ..,._~-: n,..;;""':"""""""' J.3Ju -t . - . '.1.-J..,I..,Ll,~ - ~ol.lU...CU,ti-u-,_ .\"-~\.h.,_ -r.f. L~~..'j-.\iL-LU.~ ~'"7 .,U .. ,U~L&\,.-\..,.:r,.\J:.t.U'"'"~- -~.>l.lf-..r~~ ~~& ~ 1:rLUL:l:.~L.'A.,_ 

-vecinos del átome A {ver Figura 2.:6). N-ote oque -los primeros -veemos =d-el átomo A son 

.átolllils .del tij)o .B_ .P1lr Jo í.ant¡Q,.la . m.ati:i.z .:i1Jlf,.JJm.l.ile, lr.lJ,n,~Jerev.rJia, .e,.., JJ.na. _matriz 2 x .2, 

<<.JU;tos>elemenilus <II{;)•-d"íacgunal'es fH A7:1 cSun d't>Fm-aiil-us '-a 'PHrF'tír,-cl-e 1l-a~inb-e:rl:U.Jci6» icle f!lJ)S -~rimeroo 

voednos:dcl :átOOJ:-o:de tipo A oCOO :ios:át-mn:-os:d-éi :tipo B.:Elb't-o'ff:-efe.ment-oo: y;m-eden ~:esttftoo: 

.en .k'\ .forma 

-·Jr!f '•{'.U -l\'* c'l-"'/'('1~)("' 
iaf!.'B = \:C"B>1} =··<>oí' ""J , 
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Aqui la posición atómica de los segundos vecinos toma la forma del vector a3 = a2 -a1 . 

C'~der.e:mus.;ahma.las:.mier..at':f~teS;rle.kls~JS'-~e<~,:flt~Lit~ .... 4.(;v."'el" Figo.u:a 

· '216~. 'Note ;que '!los ·:seg.ttnrlus ·vecinos ·'lft:cl·~átomo A :son 'todos ~det·tipa- A, 'de ·ma:ner-á qtt-e 

:Hi ;(;le'l'IDtamoo l:as -p.o&1;éioo:eB :at~ de :m.t~ ~ -vecinus ·por ~ -ve'Ctures ±:a1, ± :az y 

a~ = ±:(a2 -aJ), los elementos dia,gonales de la matriz inte_gral de trantiferencia están 

,da;doo-per 

H.AA - H.eB = i~ L eik.(R-·R'} ÚP.A{r- R 1)1 H]!PA{r- R)}, 
~-;R' 

:3 

= ;fi,]f¡J +-.:2t.t E-trQS.kcac = ·€.'l¡p +-:t<t{~if:fk):if --~} .. 
i=1 

·donde 'f2p :es 'la :ener,g'ía :c:aracteris:tica :de 'los: ·eltlaces "Jr_, :srentlo ~g.u:e oel1t.V]JJJ'CI:LY ~isat-r.ópi:co U'e 

·segundos vecítiOS es 

'L.a .:ener,g[a ,de ;_enlac--e ;E.l:ip r-epr-esenta 'I:Ula diviSión '€B. ·:~a '€Strn:ct1U.a rlce banda, .así la 

-contribución -de-er.,1Je :término :puede bW d~~ado. También rlroemos :n1mcionar que la 

JJootiibución ,aeJ. "te,rmino tr;(~Jt ,es m1riim:a, Jle <estR man.ern, ·1a -:ecu:acion :(2.13'} puede .ser 



n d ...,...."""""_.~,;;.~ .. !:k.-- .;J; •. ·¡,; • .:.:..., 'r-aTa :est'U, 1lb'ml: ··o 'Un p•·v..;,;;;,:un:Uó'J•Iov '6ID1nru 'Ctr '<!t1Iteriur, ·e5UTllvJ'n'i'0S· 

douae sn = ~(>pc2:(r -11-R:):lf.o..,;(r -lt}:). De.esta 'forma~ -de acuerdo .con 'la-ecuación (2.9} 

y :definiendo Ci -=·ófCii ;C:t'2f, ·la ~;iguiente,~-uat<'iún ·de.·,W:Jlt~m:~··ers~,·et.tida 

.:.U..rt _ .;m ¡¡,~\·Ph 
fl'\..l'i - Dj(I\)O'V'i, 

C.l1f'.d. :B:OtaLWn -pet'Ifritl;: UJli:Ot:l!t: Ws :aiUÍ.UV".dÍ~ ·e:stxi.tm €ll ÚtD:ciÚn dei -ve.t:tm de unda k~ 

.4a.dfls. _pm 

_,,~qw ,f'l_pa.r~ro ... \ = J{-.l).h.~m~.rM!"i..~~l~.h?-..rui~:d~·cmMbw.e"Mín {M.~.J~.} :;~r,_ (%'*}. 

·Debid-o.a·~ue:el·moddose·,r-~el-a.·vood.opm:a,d:escrimrhispi-opiedil!d.es,d.elgaf-eno·pam 

tSe'&n~J'>~,~~tae~·~m.!un~We .. De~.fonn.a, 

-consider-ando S,q. «:. 1 .Y t_ «. tq en 'la -ecuación ;(2. 19:}, .dbtenemos Ia -siguiente .expresión 

'.t.;:1 1'-l.i~ _ .j] j,W,·L};f¡2·. : . ·;>.: : 't-#cb\;t; 
.:vl\'TLJ - ·1-sv tJ \·7l>Jr + :?'.·'tu J\'"'J' · · 



Figura. ~t7: (a) EStructurn ·de banda ·del·gnlfeno obtenida de la aproxftrración Tight Bi'rlilffug, 
·considerand-o ·t-os ·orbitales atómi-cos 1T y 1T.,.. Note ·que fas bandas 1T y 1r* ·se interceptan en las tJ 
:esquinas :de la ·.primera :Zuna -de Bn'llocin. :(b) Estructura :de :ban-da :a lo 1aTg'O .de los :puntos de 
.:altR~ k .m~.Zmtarlfl.Bmkmit~ . ..:c~;r; ,~ m1.lns.~~ rlfl h!spum~,K h 
relaeión --entre la --energín. y el vector -de onda es 'iiner.d. 

1GB cl'eet.os ilel termino '3t1 11ler.-oo '!lOnsider.ados 'eD ~1 p.Gt€RCiál qufmic-o \[37, '381, ·~o eu.a1 no 

debe alterar los autova;Iores E(k). Los valores del hqppíng tn = 3;033·eVy t~ ~ O,lto. son 

;en·contxados .-en la :ti ter a tuca .-con -.un .alto ·grado ;de -precisión :como :consec.u-enda ;de ~usar 

· ~ ~-éri.oos ;a\J1,'1([l;Z~ paJ:a la 4hte~ -4é :h\ -:estru-cttia 4e· ~'liS -.eR: sist>em.a& 

.de. .este tipo ;{39J 40J- De .esta f.orma, est.os valores justifican las .a,pr.aximaci.ones .ad.opta.da.s 

En 1a 'FiKur,a '.2..7 .w -mueSt-ra .J:!l _gfg{iu:o ile 1-a :eu.u:at:iún ;(.2.20),. &. iJra.t.a & la ;dispmi-6n 

· ,:de ;errcr:gía -~~t-errid:0 ·:cletttr0 ·de !la ~~<fm T:iyht-Bm:di:rc§:. Bs: ~1títe· ,di;s~ las 

handas ile :con-du-cción {i) y d~ ;~:Cí-a { 1r"'"}. La ~~rgía od~ 'Foerm.i :Se OO'<lllentra localizada 

en la re__gión donde las dos bandas se encuentran. Estos _puntos son lTamados de _puntos 

:de Ilia;ac y ;son :denotad~JS :por :las :letra.<; X y K~. En :el :apén-áic..e.· A mootr..amos ;que .esos 

4oo ~ -oo ;$00. ~~tes, :a-~ ;-que -<están s~tu;adoo ·ien-~ ~QS -~t~ & 

la p.ri.mer.a zona de Brillouin. De l.a fi_gur.a 2. 7, tronbién se observa Q:Ue,. si el hopping de 

:scg.mtd:ms. ~ID"'litOS· ·t:,. = •t<t, ~.a :r:-ei~ de- ·:;'l'.fñ?P~:&m :8{•k]' ,e_s:, ifN, -,~ t-,..'lllft..t~, -plimli hli.eeQS, 

-com-o para -electrones~ -a menos de un signo. Existe por lo tant-o una d'ara -simetrla entre fa 
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llaudas ile .vBl.e.nria J! -de.;Q.ondu{',d{m_ De.-J;1Ste .:IDO~ .R.S-~no®iluir .q.ue. ,f<'l ho.ppi~ 

•a 'Be_gunaos -veóines it:a.1} -# r'@ rguiebr-a 1:-a '~imetll'ia 1e:lciistente. 

2.2 ... 2. Hamiltoniano efectivo para en~gías bajas! Ecuación de 

Dirac 

De .acuerdo con las-ecuaciones :.(~.l(J:J y :(2..15}., además de-considerar 1a r-e-n-ormalización 

odel 'hup;¡¡tng, --el ·namiltoniano Tight--Biruling·pucde ··ser -e::.----crito·:emrro 

Los autoestados de este Harriiltoriíano son encontrados en Ta Iíteratura _y se denominan 

~p~:~euüo-.:e::>pinm ;i¡J-= :[cJ>~;1'iiJT, ;eeya:s :oomponen'te; .if>A -y ~rP-B ~representan JiW .amplitude; .de 

·i!as fu~·~ce·H!otñ-:oo ~swfur~ i4 ·w:Br ·oFespootft~. ~:q~:Si ~.anms 

{2.22) 

donde tan(¡p¡.) = Im{f(kJJ/Re{f(k)J- Es impurtan'te notar, que .a pesar que esta soludón 

-1 • -L.._ :--r~ _:--r~- _.r_ IJ!t -~'~ --r-"'------ ;¡; _¡· ....,.-~A ..... .!pa'l"jl). ;t1l -~nnT <es ;!JAJil)fm.~;¡¡, ~~::s.t!l~"} .-r • .,..,,.. =u,. ;!ljlit::<t...'>t'.:'t~~ ~;a!f' ,qllle ~.;:> D~~ ·1''.-"'""'"""..-

~\nt;e.s & esciiliir :el :espectro de las :excitaciones pa:ra ro-er,gl-a.s ooj:as y «m}Q una intro­

duccí6n del modelo teoríco que se demostrara en Ia _pr6xíma seccí6n debemos descrfbír ei 

· :hamí1tonümo ;en ;la ;forma más ;genm:ru ;posible. De ;esta ;forma, :escribimos :el hamiltoníano 

-·iC~·la ~ti'i'hucifu¡•'tfe5ti:PGS>de<e.Wit.gm, -,es ;&ecii· 



Aquí ,el -té.r.JJJino i:l~ . .sw;ge. de .una _ge.nerálización .e.n la .. cw.il, .],a .. eJJetgia .de. sitio ile.1os 

il;iomes 'ffe 1CaT1JOll0 '50ll 'Ceruiide:raGaB 'ttifepentes i;(41j. P.er '~Jetnjjle_, '6CUT:re •en 'é1 nitr-ato ;(le 

:b-oro '(BN}. A-p'e'óW ·qtre 1~ ~· ·t.mtalin'al ,tfu 'el:fire~af·,e.s·tí>eX'~WJ.i'; ·t.?JS -~~-de 

:eitiD dcl.bom y del .nitrógeno .son direr:ent-esJ42,:4~}. Este misfnG .priDC:ipio.rerá ,considerado 

'ei'f. oetpreser:Ilte .tra:'f.mj'G-. '('j¡]f1-e . :r.esáfita1'· '(lú!e -'t'otfus 5fbs. alt'Gl11'0S offi'f:'ét 'g'f'i:Í~'ri'cr- '80'0' :&e ea:ibono, 

a medida que las muestras son llevadas .ál sustrato, las energias de sitio de 1os átomos de 

-~~.'Ser di!eretLtes.: dem'tl:to :a.itnt~reza:s{} ~;en !a.~_.erntoa~ma]¡;«r.45l. 

·Con Ja intención :-de :estudiar :el--espoot:l'o -de :ooer.gías :en :e}·limite -de :energías kejas:t ·el 

termino -de .aco¡)lamiento ]{k) iiera -expanclido ~lrededor de 'los 'llamados puntos de Dirac 

K F g:~ __ De~~,.~:lk -+K +4.-h~~-4a~-~h~~{2.20} 

::r,muúil:RT:BJJtlo TfW ::fll·w,r,t,m :dP- :nni:I:a. .q :SPJ.l.l.JPJIJmfin. A:.<i~ ;B. ¡mrttt :ti'flJ}l. l'lr.lrnriñn {2Jl2} no 

:e.~·,:rliT.fcil '!lk-ga;r., :t-arr.&a1llrl:o ·:en ·urre:r;¡ta ita ·,:c~'tro.ci.oo -rle··!las't-érmti'l!YI!JS''d:c ~.a ~m de · 

':!'fli .-~ :.tr·· "h _...;;r .'~ :;,· "'''lF '>\_~ -·~ .~-~ ~- A -~ · ''~-.. A. ;¡¡; . ·'t r-ara ·mas uetaúes ·vea~ ·.apenutce u. fiuemas, ·ue'umenuo 2-a~fí = '-1w1 , uonu:e u1 es :ta 

(2.26) 

· d:emcre,u ={u x·,CI1v'J~Bt'm ~'m-atr;ires:·de'!P'a'\llfli·_y·p·"é5''et'~'1llll~~W'1~~ .. T11ttn1mén, 

odhserve oque oesta ult1ma. -ecuación tiene 1a misma forma íle 'b, -oon<ncid.a ec-uación. re1afív1s:ta 

de Dirac 2D~ dada por 



'L'í'm ~rrt Hienrl{}Aa ~ ile M:t.s y~ ~as. 

Antes -de -eonti-nuar 1 es -conveniente l:lace.r una comparación -entr-e '-las -ecuacion-es {2.26) 

y \2-27}~ NOiteq!l.l:e en cl Thm:ill~ 42..~}: h w~ d:e Fermi, ~1.r~ ~.ser interpre­

-t-arla ':cl'l'EUfl ~im:adamrntc 3(!}{1} 'reCCS :mntmr 'qtre !fa Wfl:Jtl"darl :tfe !fu !f:UZ 'mi 'E'fv.acib :c. .Pbr 

otm latlo" el tern:rino ¡3 en la ec.n:acii.m í2.26) provilm:e de la rlifurenci:a entre ffi;.o; energías 

'de :sit:i€1, -y 1J1Uede ·ser :Interpretado- :(I€JmU 'siendo 'mr :tér.nün:0 :del itlpo· ~~ 'en !fa :&;""t'lación 

{2.271. Esta -aa~gia permite interpr-etar ,el t--ermioo 13 ,-como -un p-ari,metro de masa. Dooa 

ia~:flllZt:t, -~ ~-e~Gm:Ím:iit'elnU~Sctt :;8 !é'iJIEFc;-rl·;pat:lÍl'littetre-:dcma.s~ -;qw~-oo~a 

;Ge la 1ntar-aeriioo entr-e ii :sus.U':ato y el ma:terial. 

_2 • .2 .. 3.. Caracterizaci-ón -exp-erimental de .la -es-tructura -de banda 

'La _princ1_pá1 técn1ca experimental para estuiliar 'la estructura de 'banda de 1os sólidos 

-m.ista1'in0s z-es da ,:esp.e~c~a.,lfre-futG:emisiún ;~m.,'li'U1arm-e.nia~;resue-1ta, El A.RPES '.en ;g:a $-

,gla:en ·inglés. El A:RPES:-Miá-~.end: pt~-del~-ro~IOO~.-~;.eiedE~­

_son eJgJnlsarlos de un .material c.uando un ccua.n.to de energía. es .abs.arvido_ La enru:gía del 

fcfitlfm ='kr-.r, ,_aih~'i.da,~ar-<el :elootr.i)'m;, 'Sl'l~:pni!: !fa:F.n-e:rgia:de·:enw,e·:dél~stT'1ii1&1 !fif.ent,. y -~t;e 

su. ·expúl510-n. I)e esta forma, 1a conservación de- oenerg!a penriitoe -escribir 

hv = E.cin. + E.enl + 'fllí: {2.28} 

-dunde ffr ·es 'Ía funeiú.n ·de -trabajo -cmactetíStica ·de ·cada ma"teti'liif -y Ecin es ta energí-ll 

~-r:a ~ ['ftT ~ ,p.ief~ . .El'fih~ffi M;~ h .E.-eril :a~- :rlP..la ~:i6n 

{2.2&). 

-,Lu·'Figurn ·(2:8) mueb'-tracel 'mr~lo ~emáticu dcl ,~-mi'J'tte ARPES. La mag­

nitud d-el momento del ,electrón. futoeniitido esta dad.a -en. Iun-Ci.O.n de su -energía -Cinética 

p = .J2mEcin· Para un cr1sta1 b1dimens1onal_ el momento es reducido a_penas para la com­

;p.onente •Jm ,fÍl ;plano :m, •..es \flecl>r., !JJ¡¡ = ,J2-m;Ec.-t11;.sl:nií,, ;.s'i.enaf.l á} él]; ,an~ •Con ,_cl :e-~al--e:l 

--elér,-trffi:n -l&toon1it,idé ~·,fietp,ct~. Ailir '-?,l~~EiiítY-<<ie: ifR.PiilS ~~~i~ ~:-dir-er~ioo y· 

la .en.e.rgía del electrón fotoemitido. Par.a diferentes direcdones1 .se obtiene la dependencia 

wtre· ~- :em;ergía. ;r :el moo-:r~.,. <e~r itedir~ 1-a; rr.~la<oi&r de $sperS:-i&l. 



hv 
Etectron e-,¡{. analyzer 

, ' r f ,,. .• 

"ifligura ~LB-: R'Cpr1)00nta;ción 'Csquemátioa 'Oc 'Un <experimente 'Oc A!~. ~l 'ananzador detecta 
ihO&<I'!'~~,f.Qt~~- Btmeti<á'!oot.-n~t¡ll~''Tma~~'~• 'llf.t~1mÍ"lfl·<q41fl~~~ 

de los ángulos polares e azimutales. Adaptada de la Ref. Tztüf 

Figura 2:9: R:esultados :experim-entales, :de medidas od:oe relación de :dispersión usan<io ARPES 
:sdbre :arra mu:estra de :g;ráli>..rio :epi'taxiru. Jta:J. Ei>'tmt;:u:ra :(.fe 2h·.a.u&t :a; 1u :'l~,rg~;¡,:ilfe ]iJIJ ;pmitus· if'e- <dbt 
·:sime..tria. {b) P.ri.me:."a ~-,de Srul~ui!lh(P2B;g:.,fc.}J>ZB ~l0e,,pun;wa·,de D.im,-c~ {d) PZB para 
un ,g:r.a.feno dopado.. Adaptada de la Ref_14Sl 

La primera medida de ARPES' en una muestra de grafeno fue hecha por un grupo 

-de investigadores -de la Universidad -de Berkiey .·~'i'J. Ellos mus'tnmm por primera -vez la 

·~linealidad .. & la ;r.Bfudún cde·.dispers:ián...·'~Jtr.as,~QiQ:as,_·Q:e. AR:J?'l!J.ts.· lU:eron. hechas por otros. 

grupos desde entonces 148-50}. Aquí, pr-esentaremos solamente los resultados obtenidos 

1. n_.r .r ~:e-~ !!::'"'"""" -il.:.... ·' • __.:_...__,..¡. " • .J, ·"""""cÍ ~,.,.,.,;-• <en <J'lit i$\¡,-eJ>, <t~r iE1:5{;'e :gjl<!.i<J?-0· ¡¡,:~~-:6'0- iB1 <~X1.'f~J\<:¡z,ci'l'l.'Rrl'lf~>0-<El'n ¡¡¡m~ rhl'Jli.fC<ít '~ '\;Í.e ~"'®J.~-,...,~~--

dopado ·rom :átomos ~de potasio. ·E11 ·ra Figura {:!t9-a} -se ·:mues'tr.a la :&itruetur:a de banda 

-del graf€Ilo para la banda -de va1€Ileia 7r, la -cual -está en total -concordancia -con el modelo 
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:toorioo rrigld Bmi:ing: {v,er :Figur-a. {G2.1*f· P-or ~-El, JMW;. Ia-·F1gl.tml \\"','9;::1>;~- mue8U;a 1a 

primera ZB correspondiente a los puntos rle D.irac .. .Finalmente en las .FWrr.as {.2.9-c) y 

!(2~~-:se muestra.."'l: ikt.~m®a. m ~t'~ ~-'OO:~gi.'"t&•-&o Foomi ,Y!Jw·-= íGEir,;o+1&:¡:4;:i~;e~~ ":! lSF-= 

{E.n -1 ~l1)eV, TeSpocíivammtte. Estos -resuit~ ~peiímenttiles :curilimn.m darnmentelas 

en :PUZó& ·.c.uántJ:cus :ba...~ -.en ,gr&m.ua_ -Elr .ese' sen~ .. fi'l ;lll'..ti!itr...ci:td .:stt -~.lilit':WntirMli .bfGb.re. 

la accíón de un potencial electrostátíco en una determinada direccíón. De esta manera, 

-~ ~k:nr :a.·n:aiü:fuW,a.-~1iPJ§J> ~ -rlF.--,Díw:a.c .m -rnt.k%~a ._~-pe­
ten,Cí.al ·{}Onñ-nador ·en apenas un.a dír-eceión. ''Wlostr.aremos: tanio1en ·que llias: oondiciones de 

~. .. ik. ~--. A' ·~ -~ und1.. .. -li.mrtt~ ~-~ ~ =.-cunn.- ·p'-"~'-rrn.·, ..._,T-~.·· .• .. ¡,. ··,..;:r; ·;.-._,,,_, ::~ . .,.-,.nr<-=:..L!•"' .:;.-.., .... "•· .. • .•. ._..,-: .• '._,. 
: -'1'.=10~~7': ~V~· ··-f-.;J'-'S.t:.-- : . ~- !·~ ~~ ... r~ ~ · ~ ~- · '·\:.:ft· ~ ~~ 

confinados son encontrados pueden ser también estudiados. 

_A~lwr~mr;les mt· ~e!J.Ii} ·í~.M{J:0"c ~ ·el; -~ ire ~ti:g~ -~-m~ ~er.~- -vp.a-e· 

·'los :-eS'tudiádos pr-ev'iam-en.te -en 'la 'fiteritura }"'5'J.e-::53J. B ·peifff -,Cfe ·poten:éiat propuesto per:.. 

-mitir:á ~tni.ful;r kJS ·:efuctm de la ~rltr:opí:a -e:.~ -rpre pnerle L'1Jlltm1m~ :a la vez., la 

rentes para el parámetro fenomenológico .!3 en diferentes regiones de la muestra en estudío. 

;G0m0 :Ya iue .Qisoutide .en Ja .sección .anterior, :too .pertadotes ·de ·Carga ·en -e-1 gr.afenG se 

miento Ue los -portadores de CaT_ga ocurre en e} :plano x-y, y que existe un potencial de 



. de .&h.ota .,e.n . .adt'Jantee .de .il.ire.c.cioo dél hilo .{'.uántic.o. .. Pode..tr.lOs. .. e.nt.e.nde.r ~estos ._potetlcia­

iles "Cemo 'fÜenéh9 ilos '&e1 i1ilj:Jo •de [oontaéto, 'O m~ter,, petenóirues •e1edirostáticos 'gue -pueden 

--nrodebr 'mm oitoonron mt ·qtre ttos flh ·-eum.rtn1m ·die m1dius Lr -y L:z. eo~.m ooupmdos 

.a t-ra\:és de una har.r:era de .po:tencial :de .ancho Lb y alt:tHa U0 , ~ :es mostradQ en la 

'Fi'"""":r'a .tl!.1't'1:) . . .?!)U. -..... .--; 

lU{i) 

t 

Figura 2.10: JWpresentación esquemática del sistema estudiado. El perfil de potencia1 simula la 
:sittmciún :en :que :dos Mus :cuRI1ti:cos eb'tán .a-cop.b:¡.tlus·pur -.Wllt :barrera rle -putenciat 

De .ffita. f.ot'tna1 .el 'hamiltonia.no .efecti:vo de ia .ecuación :{.2:25}1 .en la pr-esencia. del 

-:puteudal B:( x}, indicado •en ·,la ·Figura;(2.10} •ustml'e·ht ·.s±gm¡ieme ·fmmn;: 

donde 1 = ñv¡ ~ 0)339eV.nm para el,grafeno. Este valor .para;¡ está relaCionado~. con el 

~ralor ;ae17hepping -para -prime:res vecinoo1 y ·es ·enoentraae -a tmve~:Hie métodes sofisticadQS 

par;a·oél ~ 'lie~nclmi14iffi• -~ i[~4'JL ·-~·<qoo <el ~l<ID~ ~~~:el 'Mp­

_fpmg r&thr..o a l.os .segundos v.ecin.os t~ = ,Q El presente. trahaj,o estará limitado a dicha. 

:apm:riinJ.tdíroo. 'CIOIHO 'fue melifeiooad@'- 'eN ~a·sa.,'""Cfón; :OOfrerier cl~ :pm·ÚiEI>Iie'ttso' 'fum¡¡m-em;ñ~v, 

f] = mt1 Tepresenta la diferencia de energías nifativas :a los :Sitios de cada átomo de la 



.('.elda-nnitar.ia. A.st, -las aut~iones ,para . .cste.'.ham.ilt~-tie..ne.n.c.on::l,pQtleJlte.s.para.l.os. 

~eud&'eaPlneFes tdi:'feren'tes rEte 'Ce!'0 3' "8011 •a'JJl'esados •de \la ifotma 

d(l)nd;e -k11 .:es >el l\~W .de .cmda .en 1a l(i!,ireee-ión d-el h.11oG. N<Gtese l'a relación .entre las . .()(}Bl­

ponen'tcs ·ae'l .ps-etrdCHe:s]¡iinor .X.A~fx} .Y X:i3;t_i:} :COl'!: 'las: :sttoret''¡,'cs: }\' 'X: B,, .rcsp~tivam-c11tc:. 

Considerando esta función de onda como Ia solución de Ia ecuación secular H1f; = E1{;, es 

_ -~ _.iL .,; • .,vik "".. - '(¡r;;- iffdr\J.L ·lit~~-""' . ' ., & --:.- ~ ,¡- :JJA..-l\ - ._¡t:J \ 'J--:.- .-!-" J-""-""~ 

'Para -encontrar .ffi -espectro -de .e.:ne,rgías -de 'la -ecuación. :{2.29), tenemos .que reso1ve,r 

jprimefolas ecuaciones {2.31): y {2.32} Sin~~~ ~~~unos eáku1os ~ibr.airos 

·:es·p-osib're ji!k:sa:c'opmr y-,~·la-~-e-~-ón --~~ ·rle~~cta -~ . 

-dan.ác ·nl :ffll,hmmre ~~-= ~4'1B- .... ~~,-U-t.;ta;P· -EB-Ja, ~-dcl· ~~,.~l y -{"l :si~o +{-): 

$'ta .asociado ·.a ''l.a :subreO. AJ(BJ. 'Tworen, -6bs€l'Ve 'Q'Ue 'la ~smuc'ión: para ·esta ·ecuacíón 

rliferem:Ud es rlcl tiprJ :exporrem.~ m la t:"ttld 1ns :ar;gnmentos ~ 5et núnreroo reales 

-o ·tiOIJWlejos. -El. tipo -de soluciones -d"tWt:md-erá -del '!:iigno -dcl:ú~ ~rino -de la -oouooiótt 

'(2.3'3'J- As!, ,&fuido a -:que -:el .siSietn.R -:en -$t.udio -:esta -.c-onst.ituiilo pm pw.us -y ~ de 

,pOOendalr podem-os prqponer funciooes de onda para eada ~km fundic.ad.a en la fig~r-a 

{'2.~ftr) .Y ·que ·satis'fa:ga.n h Be. {2.Z.t1'J. Esto ·último ·será ·dlscntido ·a ·continuaCión. 



(;10nsíder.em<00 {~ue ~as ;Ca1.1l.p)@nentes 'ael ;pBettd&<espiner }Kx(i) ?! XstxJ ;puedan 'Ser .;de 

.:3 iipolúl1fere:ntes ;~EJ.~:Slii:: 

:i;} úndas planas .-que .d-escriban ~tr-enes .~l huecos~ -<lSi --eoono tanlbién -estados mixtos:. 

:B~;t-os á:t'ltfmos, ·:úi4ffjna:-d0s -&1iido <a 1a re(..-'ft.t'ttOÍlrariíún ife 1b8::e1ect..ron-e8: y lús: hu:ecos· 

en las interfaces del poteneíal, proporeíonando un tunelamiento resonante que Kleín 

-~ 3lt~r~ ~-t-l.lt.i-in~.-~¡::;Jit~l\'lfkie ~~~~-<t-~~iim'* ~-.it~,~Zt;, 

ii) Ondas estacionarias en las Tegiones de los pozos., que smgen. :pa-ra determinados 

wáld~ ~ ·ved.m- ,oo ,(!ID.;ib.'.t 4;, y ·k~~ ~.i-li.dm~'t~ ~- 'ms· ~.g~. ·~ I~, 

;m} Ond~ :de: !t;mwclan;:mñ;en't>~r ~ar:rtc'teriz"a;diatf.:Gi~ mamreF:rt m;liifr:·g~' p:mrfunci:on.:es. :exp-B:­

Df'Jld:aies que poseen argumentos complejos ·en las regiones que :se encuentran fut:>.ra 

· la.<> .trmci'tme.s.,:e.st.:án. -r..:aracf.er,i2;adri..-; \PQt ·r-.:a~;,iKWR.s !Jilir.u:>.afu.s ,rfu.,exp.tmenc:im:es. :c:.om. 

argumentos puramente reales. Estas b'01Udones pueden h'er interpretadas como sien-

'barrera. 

Y.a ~-~-t."' ;t:'l!~~"~5:estw:Wtr d~~ldí: . .k1S .t~V$ ir~-,.~~ ~~.lgt.~ 

t-:&li1rctjm-:m:m '!las :s{¡}Üld{;)"ues <del tipo-;(iiif. ~as,sóm-Liult~ :son. w.álidlis: pa.m 'l11H det~o 

Klein. De esta manera, la componente .XAÍi) puede ser escríta de la síguiente forma para 

·narl:~. ::f'·flgjtíu fi-<1i:B~: 

¡ 
·' 

XA(x) = -.· :región l 1 [1 (2.34) 

región V 1 



{2.35) 

dífe:nmda entre loB téniiírws feztmnezm1úgícus fJ¡ 1 -y f}¡v. En -yrueb't!os tált.'U:ios, t&nbiélt 

:aamnirentos ·que 1aH :r~giones f, .f l J y V -tien.en -.difenmtes v:aiores ;parn ·ffi ;p&'ám.etm fJ. De 

··-nsta~ <f'.&'J)_gm:tli)S~ 

l'e¡;>Fesente-e1 vootGr-de.(:ma-a-en las ·Fegi0nes V y 1, -de 1-a-est:ruotu:ra. Note,<1ue--af!'UÍ -c0nside­

··:mmes-per '51-nrpli~ ;;q;'U'e'ti pa;r4meb.o: fJr = ~~, ~~~~~~ ~.-~.1'~-e~> 

1a int.f'.r.ac.cián ent.r-e .sust.r&n _y mat..exi:al e.s la .mis;ma. T,am,bi~.n de~ -t>l vect.or d,e. onda 

.. J-t:""""""')' \'.GAJ ·. 

·donde, tJnr ·es ·e1 pa-rámetro ·de masa en "'fa reglón i'H. 'Estos vectores de onda fue­

TOO natmahuent-e ®bt-enidos ta través rle ia :su'bstitu:ción rle 1ms :soiu~s <de X~·r~:rJ en la. 

e.cuación {2.33')_ Note .que para .encontrar los vector-es de onda, -oouaciones .. 12~35-2.31}7 

:qne·,aorr-tribuyen ·,al :cmrfrm:-c:rrieuto ,de los -pmtadure:s ,de 'C~a 'af'PR~ '(;~ ~-tt 

la r-.etaci0n de :ilispertiion E(ky)· 

'Por otro ladq, las soluciones ana1it1cas _para la componente XB[i} son calculadas de 

manena ~roga y ;Il1G>s'f'J}.ru!iru; sn s'l ;apéndi.n.e C. 

2.3.3. Condiciones de contorno 

.!La..;; ~!ir~ fip, i':r.~ ;Hffll -rtht.~.;; de hFJacilm rle ~~· EtJt¡¡} ;pa;m 

nuestro sistema. Asíl note .que 1a -continuidad -de 1a función 7 Ec. :(:2 ..... 31}), .a 1o 'larg.o .d.e toda 



,}nci_,ica'>la ,fu,no."ón X.,i{X~'en. ,~;n:a i{i-etermmad:a 't::~ión,,d.el '~t~im!,~<in-aid'&l'. 

1U -resp.e:dto ilE 1-a :c.-Giitimiidad iie 'la deiWadl\ ii-e 'la furrción d-e oo.da :e.11 :c.:ada 'iutelfase~ 

'lados ·de 1a ·ecuadón {2 .331 ·en ·un 1n:terva1o :pequeño ·alrededor ·de llis :m:üerraces X;. ·del 

1Joi-encial~ ·es ·.dooir~ ·,los ·,Hmft-es :de integración ·secirt :·&'iiabtooidos :·en tos -:ptmt:OS ·xi' - .1} y 

(2.39) 

integr.allleg.a.ndo .a la $guient.e . .ecuación: 

que en el Iímíte t5 -t O, es dado por 



·oo~ i{2*41.if Jll0· (fiJ.enmif.e ~~&a ,fie:rnwada·.de J0s·· ¡}!lSe~~-:ae'Ml' 'ti~~'en las 

intJerlaces. -.Dr:·!CSt.a'.fíJ111m, 'la ·;rontlición·rde,r,~clarl·1€f.E·::mda -~t-etf~"=dtm-5er .im-plresta 

:ap.enas sóbr-e 1'08 pse~spinm--es XA(x) y X.B:(x}-

Con el conocimiento de las condícíones de continuidad en las cuatro ínterfaces _podemos 

:oh tener :un :conj.unto :de.'S: :ecuaciones :que, :esc:titas:apropíadammte, ;J;..ept:esenta.n :una matriz 

A :tTavés ·de ·esta -condiCión ·p0demos ·obtener ·analíticamente ·una ·ecua:dón -tTascenden-

.eSta .manera, 1as 'funeiones -de .onda de 1a Ec .. r2:.30') son lácilmente -óhten:idas .a través .de. 

la'snhstitución ·'t'le ·los -vakires :de los -vectores 'de ornda. 

continuación un caso _particular deJa estructura_,. imponiendo g,ue Lb= 0,. es decir~. vamos 

.a :deter.:miina-r :el :espectr~ :de los :estados :connnadGS .:pata :un ;pozo :de :grafeno. Este .sí&tema 

'y~cfire ~ ~vJ~ie ;en la liw-&t~a ;¡:iJl ~-~st:a m~a, ;en la I?.i¡g;Ma {2~ HJ 

mostr.amos la r-elación de .dispe;rsión. E~k), í,es;pectT.o de parl:J.cula indepe:ndient&-cmvas 

;f.i~>~'k<;fj ~il ;rm ihliti'J: ;QMi!:~I'J' d~· :;mn-d:r~"J' !f.J =- "!!f)hl ·r,r:r,m;_ f,_¡i11¡ ~~¡¡¡-< ~- t1J¡ XmH~TJJc ftre· 

-a...<nrmi·da -como V0 = 50 me V y el pa.!'ámetro lenomen-dlógioo fJ = o para tooas las regiones. 

Sobre estas .condiciones,. conse_guimos identifi.car hasta 15 .snbhandas de energía.. Las liw...as 

¡puntúad~liH~onoos~ . .a -loo ,_portadores,dc•;Ct\'r@a'oon ~~- E = ·"yJkiJ:I·-+ -l~. ,.p;Q>I otro 

. 'lado~ 'la 1.:egi'im :dé1 :e~Jlectm mostT.ada :en 'la 1Pigma {2.'1'11 :se :em.::nentr.a l:nni'tad:a Jlor la 

'línea ·discontinua in'férior, que representa ·ros portadores -de ·carga con energfa E'= ¡ky. Bs 

irn;pertanre enfati~ar -que todos :aqn-eU-os -estados .que existen -meFa de -!a ~án mmtada 

huecos se mueven libremente a través de la estructura. Esto sera discutido mejor en el 
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.Figur.a-2.11; B.•·;pecJ.ro de ener,gía de lm; estadm; _confinadus pax.a un :únk.o pozo cuántico. El .ancho 
:del pazo :es L = 200 nm. La :altura :del :potencial :es Un = .50 me V. 

'1"50. 

w 
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Fjgur.a. 2..12.: Rela.c'..ión de di'>.pP.xsió.n pa.r.a. el caso que ~<>e co.tlS.idP.La .el parámetro de m.a.fsa. P = lO 
me17_ &te oque l.a pr,esenñi.a ilel par&netr~ ,ae ma.~ ·:mduoo :el il.esooblamiienro de las :sW:ihandas 
ps;ra: el :v-Jlor de 'k.y = :zy mn-1 . 
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Figura 2.13: FunCiones de onda XA (líneas punteadas] y ~X.B (líneas continuas) para e1 cuarto 
estado excitado y un valor de ky = 0,03 nm- 1 . Note que estas funCiones no reflejan simetría con 
respecto .ala posición x = il. 

''Thm-tbién, mo::,ttm.tos ::m1 easo ,dond-e '.el p~etoo de ma&"a '€8 11-= 1!0 ~aev para. tcOdas 

'las T-e:giones de la -estrucim::a. La Fi:gur.a {2.12) 1nuestr.a cl mism.:o wmporta1niento que la 

Figura (2.11). Como mencionamos anteriormente, este _parámetro involucra la diferencia 

-entr-e las -ener-gías -de sitio -de Jos -átomos-que constituyen la -ce1da unitaria, y es responsable 

por ·<el ~mmro dél~ de~ ~-rts ;ea<ell~ k __,.. {t A•i, ~ '6Sp&;tm 

M. a~,os oonfinad.os ,es limitado e.n la.~;pa.rte superior {líneas puntead-as) e inferior (líneas 

{2.-43} 

En -el -capítulo 4~ :v4tt\os a -estudiar -casos más -generales -en los -que -el parámetr-o {3 

será diferente en 1as diversas reglones indicadas en 1a Figura {'2.11). 

Crm cel ;obj.etiv.e 'de .hacer 1m ·:es'tndio lJom-phffio -pa¡r.a: éesti.e I.laso -pm1iuaiaa :pn:esentm:.rlos 

-é.n la Fig-ur-a{2:1S}·los·pseudG-'e~$e;s X;t{xy{~ punteada} -y i;x;g(xJ {ffnea e.ootmr:~aJ 

correspondientes a la. cuarta subbanda y para un valor del vector de onda .ls;, = 0~03 nm.-1• 
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Fígl'ITa ::2.11!~ :Densiétoo ofie pr-dba'bma~ relativa .a ;¡:a -'c:uwta -·mhb-anda. N'<lte .qu.'f >es,t:a funden 
xclie;ia. tota.lmcntc la .silnctria ,dcl sistema.. 

T~losntr.-os parJimet!'lOS:oo-.n J..os.mi.~dftl~~~ool-aF4gsM:f..\;(2.ll). U..il~.t.lfi wertieales 

--corresponden .·a las interfaces :del potencial. :Observe,que las.'C~entes XA(x) y :i;xB(x) 

no son -curv.as suaves en 1as 'interfaces; -consecuencia de ladiscontimiidad de .sus derivadas. 

primer.a vist~ indicar :a que .1!>"11bhanda pertenece. Sin embargo~ &"ta:simetrfa es claramente 

en 1a Figura {2.14). Note-queJa -curva es-completamente simétrica oon reilla'iión al oogen de] 

:sistema y permit-e identificar .rapidamente a. q_11e :suhhanda pPxten-ece '{número de picos). 

;:p}=na'lment.e,_ -~·:de EOlrl;pr.€f.lliax :es't:OS ~:resu'ft.ad'QS 'eDLent:e& Bit ;J.a aiteF41Wa,. pr12-· 

ceder-emos a estudiar, de manera sistemática, el sistema mas ,general, un pozo cuántico 
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'Capítulo -s 

'Materiales y métodos 

este -contribución teórica se na desarro11ado sobre la base de artículos científicos_, textos y 

q.rer.ienLias-~.'{;!11_~1'1:~;~-~j~?;ffsf{;a;dm_;~c{l;~l~y;~;)7~f~~1 

Además tambioo ,se ha usa-d-o material :de tipo técnioo oo :el :diseñ'(} '(; impresión del 

:texto-.de la. :teSis. 'Toda :la- :tmOl'maéien lia ,:&-d!iJ ::Pt:M~ada- .en; m;:t;a; -_eli)Jr:ljlf):J.tt&kma p€111iltmai,. 

usando el programa de texto Latex2~, mediante el cual -se han editado todo el fum1alísmo 

iM-at:mn;;.'Íiti:flB> y ik'l ,r,et\i~ -M J~ f}F~ll' -tes-is.-~' ~111. {:)'~-m' ~- ~m!t;OO,~ 

L~o-&,.-abtene:r·J'a inform:aci-ón ::r:Ier:-e,wia. Ji1Mlill'I'L.mwJ{f~a:ároo,.'t\l?. ;han:-·~- fmr­

-damentalmente,, los métodos ín-ductívo,, deductivo _y analítioo_, las cuales serán detalladas 
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;].)~!}.a~ <C&"tie ~je¡. ,dii) ~-.es-•diD' <n'atw,, .• ~:ma <00~-a>, ~m~~ n.Q~~d 

--COrrecto :entendimiento :del ·problema -y 'las :ecuacrones :que rigen: :cl 'fenómeno en :estudio. 

Asi, se procedió -a _postul-ar una funció-n de onda -que satisfa,.~a la -ee'Uff¡ción -diferencial que 

, :qu:e :r~e --:Pl 'J;n;t}l:ile.rna'en ,:estuiJ.il;) .. & :~.grrifL'l :~. <e..<it~Jf.!'h>.r,Jffl;m.t ,'fru,¡ :rmntlfufur:OP.s ,rle fr.oútera -

del prob1erna. E::.te procedimiento nos llevó a resolver Uil b'lli'tema de ecuaciones, a-través 

<fk¡ !'l:B<f:~!&$. 'I'~il-~~mE :a <IDm*~il'll':ttñim~'if:~IFFflf}f,¡jf~*'Jlil.'!'l~~i'i:e!. if~~'l-• ih<1.~~-

:de 'los portad-ores :de :carga ·y :de :sus -voct«-es ·-de :onda. 

/Ya. -que -nuest-ro objetivo es -estudi-ar la. -estructura -de ba-nda del graf-eno &~a, la. -en-ergía. 

-pudiera calcular las raices de una ecuación tr~'Cendental Vea Apéndice E. 

autor de esta tesis. As(, la versatilídad de dícbo programa numérit..'O nos ;pemüte conocer 

m ~tudio. 'Tooo esto ~ o;'btenidG .apen~ ;introoudend-o parametros: -cmn:o J:.a -.af1;ura de 'fa 

han-a .a. rle -potenci:al y las :anclmras de los -pl'lZOS y h:arr-eras ot8ntic:as~ 

-~Firla1me:D:t.e1 -.es itn;porlante or~·esro'tar- .qu-e: :·Jias:-.e-cuacimrres: y .restil'tacib.'S-: .~~'3: .rei:l,ej¡arx 

las l~yes o principíos físicos de la Físíca del estado sólido y su aplicación en el estudio 

.iiiel ~.afe:aG,. :as'i ~:me> -t~é» 'lil:S- ~:rem::amie-nt•a:s ·li.FJiatemá.t-was--aV!aliFza4as- .referMcas j)Gt -el 

:análiSis y 1'0s -tii&-eries :stibre las ·so'ladun:es d-e ;ecttRtiun-es -di'f-eren:ci11it-es; d:e igual m'Odo fos 

:corrocin1ientas o r-esultad-as rontenidos m las referencias hihliQgrátieas d-ei presente trabajo. 



Capítulo 4 

Análisis de los resultados y discusión 

"En 'este ,c.tl.l.fu '.tlWStJ>.aremos :n1ll"~ '!"es:ullitad~.;.ts, ~~M.L P~a.:e11:D,, I'.eilizaxemos. 

un estudio sistemáti(;o de los efectos que son inducidos cuando los diferentes parámetros 

:del ,gih<t~a ~<m-. E111 ~ ~' ~€la' ']1:lri~-.cl. ~~-~f; ~~:a ~<f;ld.<t"i­

-:pendiente tanto par-a 'los estados :oonñnad:os :como para los :estados 1'ibr.es. Este estu:dio 

permitirá reconocer la..;;; regiones del -sistema -a .. <ft ·como t-ambién los parámetro."'t invaln<'xa-

(;'OTisiderado ru:.imétri(..--o y (..'OTt parárnetro de masa j3 = O. Fina1Inettte., 1:mestro ebi.udio se 

resultad-os muestran que la va.ri:ación de ·et."tas par·.imetros -en la e:.1:ructura -E5tudiada tiene 

energía. 

A :continuación :discutircem{}s :scibre los val{}res ,adecuados paro. loo: :diferentes parámetros 

.del '.siSt:en:.rad;:abzs::c®mg, .:altm:a y .mlclio,. ,(fu n-~:qu:ecse.~ira ~esentaa: ;un;a.si,tu:aJ:,.-ilin 

en la cual se tenga un confinamiento unidimensional. En ese sentido, basaremos nuebiros 
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:Figuro 4.:1:: Estmctnm ,rlc hoorclu dcl ,gntteiio. pn¡rn 'Dl J>'ll'I11ÚO tde Dinxc K. JDn1'}t;iin, .~ cL'OOSide­
-~las smtlci~ j}&t'a ~(i)S ;es,~ ~,.así oo!fi1hQ ta.~llién .est~ >de ~tila libre •. 
NliW :que T.Jrre¡:gías pooiti'17m:l (:o~~) ;están ;;moéiailas a. ia banda. -de ·col'l.l:iucei6n (V~~)-

revelan evidentes. En la Figura (4.1) se muestra Ia relación de dispersión de los estados 

~~~··--~--~~~~~~--~--~--~--i 
-1,,4 

Figura 4.-2: Espcetm üe ,cncrgí<l üe los :estados ,oonft:zmdos pa.rn una :cstTrWturn -simétriea oon 
:curehos lq =- l.t.1 =- 1'4 7tm :~iro: :de :b-..trrer& 'L'b--=- 4 '1m~;, V-¡:¡=- ili~ orF1!eV. El p®r..imelir.u {J.=- -@: 

tne'V, para todas las ·regiones -del pote.nci<llll :oo:rífi:nador. 



acqPJa.d.o ,simétrico .. Los parámetros usad.os fuer..on establecidos romo .sie.ndo L1 = L.JJ -= 20 

nm_, TL6 = 4 nm_, V.o = 1Ul:l m-eV y 'el parámetro --de -masa, ]J., 'nUlo-para todas 1'as Tegiones. 

Nutela-presertt-'Ta-de·un ·yup·de.oen"ergm:eritnff&sb>&rtfuus-de~~d: 't~-r~tiva}-y 

la xk cOORdooción {ener.-gía .posith;a}. El ,gap .eme :estas bandas :es :gen« a® por cl.poteru:ial 

'CGTI'f.i:'l'l á'éfor 'én.·fr:y - :@. ~- '1"&-edida -q'll'e !fJu ..- '@ 'ét Jft'l/Jf :d'esap:a11ee-e- '8'11: 'e'f _pun-to- !f"flt· - ~\ fiO· eu:nf 

réfieJa 1a relación de díspersion lineal del grafeno . 

.-de .-disp-ersión :en un nano-hilo --de grafeno menciooada :en la mtrooucdán y :oonucida -en 

]a liter-atura wm.o llilo :armChair1 f59J. Debemos r~coúlar, que -este ·heCho sugiere fuerte­

mente que nuestro modelo puede ser ap1lca.do a. un sistema en el cual .2 hilos de grafeno 

,estañan :acoplados. Debido :-a la simetría ·de la Fitgura {ll.ITJ, -noo ,preocuparemos ·de ;añora 

'00 ·.adelante, ·:S&l~·m :1-al'egjón ·dcl~@i.•~•StH:loo~t~:cl; ve<:t&.r de~ y la 

.e.ne.r.gía .&<>lJmE'.n v.alore.s positjv.o.."-

4.2. Parámetro de masa f3 = O 

4 21 T.Y!l , +.: • ,_._. 
.. . .• .. LUJOS cuan~cos .snne~x-os 

C-omenzamos mscu.tiendo n:oostros re:ru!tad-os para una €St~MJra siimétrica,_ donde el 

=ancho ,del pritlleT hiw :es 4-déntioo :a ka :del.:s~g:rmeh'l, :es decil:,, .L:¡ -= L2-= 1-4 nm. La harrem. 

,(le .aco.plam.ienro ~ten-te ~troe los :poros -es ~ar.acterizad:a por tm potenci-al oe1ectr-ostáti­

co {externo) de confinamiento y tiene un ané11o Lb = 4 nm y altura Uo. = ISO mell. 

i.a. F:iglrr..a :{~t2} :l1l~"tr..a la :relación :de :dispen;ión :E:(J:j :para ios :cinco primeros &-tadOS' 

.{'~.adoo .que. :f'.ar.acti:i~· J:oo: ~~ k 7coorgí.e; &. ik1 ~·;4.c~ona~•·- & .furma· 

.simi.lar .a la F.i,gura {:3 .. :2)~ las fr.ont.t-.r.as donde l'.Xis.te.n estados confinados son inrl.ir..adas por 

Jia'!i· %un-ars 1tJ.ruWmt:dmli<. En ~- ::llgm-:a. ifi:m.ruit<:ri~t 'fí!ID;!Imfi~ 1~- :>t1í>1ioo:- ~-~es- 'el\lt& 

muy próXimos de ·las fr-onteras de 1a región de -confinamiento y representa estados que se 

extúmd€11 -por toda la estmctm.a (estaJfus extenrlid:os)~ La ~cia de -.ta1JJ.S est.oados e.'itán 

irttiímmnente-relacienaduo-,-ro.~ ·de·ooda '"'; 'del'in1dl"Fen.1a l~e:.f{2.36) ·de 1}a T-egÍoo-.I-. Un 

.-análisis --detallado ,de la --densidad de :proba'bilidad ·de los ,estados. •asociados a los pmttos 
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Figura 4:3: Densidad de probabilidad correspondiente -a los mismos parámetros de la estructura 
:en 1a :Fígur.a 4.2, -:para :(a:) :n = 1, :(:b) :n = 2, :(e} :n = -'3, {d) .n = ·4, :subbandas. Las lineas ·v.erti-
1':nit"'5 indit::nu las intif!r.Íl.l.t~ del ~rJ :t~m.fu:mtim-_ .Nrft.¡e -~. $J.Jl~.Jn ~-:m. de. ~t.ndos 
:exten-didos -p-arn -n = ·s-y '1l = -~ 'eS :ev.itfuiliítl :fpuntus rnju~} 

mjoo permite :afirnlfli' qoo ~too estados ribeirecen :a 1a rri!ación O < iK, < l. Es r.aron.able 

suponer que estos estados extendidos estén asoCiados a una recombi.naCión entre estados 

-de -electr-ones -y -de bu ecos -que -existen fuera -de la -región -de -confi-namiento, propor-cionando 

nna :densidad <de ~ruk.w;¡fidad 'llnifmme ,a 'li!::r'I'aif~ de fu 'f:lStYiftlli'm".a .. 

-~ ron la. lnt.en.ciOO d-e .e.videnci..ar y ,estudi-ar 1as .c.ar.ac.t.eústic.as de estos estados ex­

t-errdtdos, --debemos :gr:atroa;r· 'ta-densidad . .¿re. :r~ad :par-a 'f:a funci&n -de-onda propuesta 

,en la ,ecuación ~(2.30)_ D.e $ta manera,. ·.describimos la ,denSidad -.de prohahllidad ,p!(x) 

:del sistema en funci6n de los fudroes de Sllbban:da :u y dcl wcctm- :de m1da ky = k~ Esta 

(4.1) 
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lFiE;ma -?:~;_ 4:: Dcnsida:d ,_(fu -,probabilidad ;p-ar-a 'll:rlD. ~stnretlJI:a -m1-1h -.:qm~ 1a nniS:iiJt.rt1pia G&Pacfaf ·cir 
;e>\•Jdente. Los ~axámetvos.cde ,-esta,,es;~tura-'SO:n L:1 -=- 12 :nm, L2· -=--14 :m:n, -k =-4 :mn y !la--=-- 1:50 
m.ell .. F.s evidente ,que .e:riste .una . .fu,ert.e lG.c.a.lie.acifut .de la. fJ.m,c,i.Gn. d.oosida.d ,d.e. prOO.a.bilidad en 
el (PGZ() Üe :lar,gui'a L2_. Note ca;demás, ~'lie la ~plitud ,Qe la funci()n •anza :SU máxim'(} V-alor 
cnml-do--el :ve:tm- de:-ooda-ky,- 'tt 

:En Ja Figura (4:3) -most-ramos :Ja -densidad -de probabilidad :t>!(ij para :fas -cuat-ro pr:i­

·mer.f\8 .~ubbaa&~, ~.,derlr'1 ;par.a:'iati,mii'b;b~~!lY•---= l >(F~:ur--aAt~~.-!/j; .. = 2 ~Fl§trllra-~)-, 

n = 3 (Fjgur.a 4.3c) y 1t = 4 (F_igura 4..3d). Las líneas verticales indican las interfaces 

<d-~1 t")J;':}t-enciti>l--c:fl·lniihut~ 'li-~1\-!e"'cm m Fa;@:m'i.l: •t$ __ rr; D'-- m 'fflfl'tnx ~ 't~l-J: <i;1)};tiít-cf.l: ~-w.- vi.lkJl;--es. 

para 'los -cual-es -Ja 'inten-si-dad -de ~{i) a-sume -su máxim'O ;(mímmoJ. No-te que, para una 

-darla subbanda.,. cuand-o el val-o.r del vector de onda :k.y asume :su minim-o /,,máximo) valor, 

la in-'tentii&d ;Qe, Ja-,.dentiidad :-d:epr-0'9at.iilidad,:2.truffie,_:t:iu m&~ ~(,ruiriün.(i)J -~kM:. A-dmli&J.,.. 

par.a :n = J~ observe que la :densidad :de portadores :de carga esta distribuida de forma 

:eXtendidos :en cesta -s-uhbanda) pues 1a toniru~dad -d'e color verde no -a~· en las regio­

nes J y V. Por -otro lado, pm-a n = ·s y n = 4,. -existe una fuerte manifest-ación de los 

:es'(~ '"ex'tendídms. :i:udicad~ ~QT ,el <c-dfulr Vel!.d:e y ~oj)¡t .:a i]Q ?falrgt¡~. iJ.e. !ii~. ~. t:~g;Ü;¡neh_ 

de la estructura. Note por último_1 -que_, para n = 3_1 hay evidencia que los estados 

:~Mlml ,a, e'te~-y ~li!JSc:SB il'B~Wl~~-li<2> iF"<-{!;dOO· .00 1}~.;@~· pg:t.-m<ci<:d {vea 

la -in't:ensidad •de :color -rojo -en la ·región 111 :de la 'Figura 4.:3{c)). 
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Figu-ra 4:5: Variad<5n de 'íos mmítuos ·asociados aJa ·energl'a '{vefoéi&a& a'e· grupo} d'efiido a fa 
-a.tiisotropfa espaéial :generada en la estmtura.-~ (aJ Muestra la destrncdon dei rufuimo en fa ent'.rgi'a 
-para.laopr.J.mem. sHbbanila ;(:001Gr -negt:G}, -cuándo-1:a -anisG-ttopi:a --espacial--es -mas ev-idente {.c.Glo-r 
~}- .(.h} Dest.nMribn~-~trle,U.~sat~-

4.2~.2~ Hilos cuánticos .asimétri-eos 

Diseutiremos :-aqm :e! :~amiento -de la ~-sida-a :d-e ~i:Wad' ¡(:f$:} pm-a una 

,e&t.rru:tura :que .pr,esen.ta. aniso:tr-opía ,espacial. "rr.ataremos ah~r.a ,de dos 'hilos -cuántic-os 

---aJe-qpl'Sidos ,-per-o ,de ttTfere11t-es ,~u1J.iéhos: L-os nuews· :p:a;rá;m--et:r-o:s· ,j!a;ra .IDa '($trwetura serán, 

L1 = 12 nrn, L2 = 14 nnt. El ancho -y la altura de la barrera de potencial son las mismas 

de k-e; ~~~erndM m .la .F.ig,-um. ;(1/!..::l}. ~t~.o ~ ffi.t..:e txWlitR~.n, ~~t.amoo la Fig.un1 

'(4.4 \ ,rme ~,;:,ea . ..k -1-¡¡;) ,en_ •función de la :coordenada x :o-~~ la primera 'Slílbb-.mda. n --= l. - J••- -~~ ~\ f . ~- . 
( 

· Aqui, él vect-or de {)Ild3' k = U)U2 .nm {lfuea -continua) y k = -U,l22 ·wrn {línea punteada). 

Note que 1a anisotropfa espacial en 1a estructura "hace que 1a densidad de portadores 

,d_e ·~'a '!t~:a, ·-natmaiJm-ent:e, -mayor furt;ensidad 'W ~-a. --=re:giÚn i!Íe11iü0 ·.de macym- ca;nehu. 

·T~ verii-canl.oo1 --qoo·.par-a varor-eS-·-menEJre~ ~may-OF-eli}-dei ~--4e:--oodia, -Ia-deBs14-ad 

de probabilidad es má.xima. (.mínina.). 

La-8p~ de ~.;ro l.IIDdclD ~ en. la~ ~ ~i.á basada, entre 

ntr-es -_efectos, :aq-:uellos .relacionados :a .la .densidad de po.rt.ador-.es -de :ear~- en _nlli'lStra es-



así -como e1 efeet-o de anisotTopía espadal, sean más evidentes. En ese sentido.~ disminui-

~será -dismimtida. -de ma.nera eont.imm ha.st·a. valore.s de la -orden. de pít(:ns nan-ó-metros. De 

.,esta :1na.n.er.ar 4as.l1n.eas·,negias.'d€Ja.Figura.,k4~'5a~:mueSIJra!);1i\ ;telae'iifu.l,de4ispe~ d:e ías 

dos primeras :Snbb:an:das p.ara una estructura .simétrica donde tenemos 4-1-4 nm. De este 

m~-ar<qtnei?eli11oo~-enci..."1if ~-~~::t<de:<&s:l!'l1hlreamm,'(l)&tea~.'Ee-1~·~-~$~ ~'llll 

n :.:... 1. En wte -tnbliju :queremos -argumen'tm- -que i.l:des ·mf:riimos s:er.!in:J -d:e· alguna furma, 

responsahles por la -exist·encia de plo.tea.fl;S ·e.n -el ;gráfico de la conduetancia {a. lo iar&n de 

-J:Qs.-Jiifus;) :,en funci6u 4e la-en~~ ,.QeJ~j~Q~es. pues.',en ,;ra~~xiian ,estos miilitnos. 

tJeDf'Jl Vt'Joddad de ,grupo nula, es decir JI.E{.k)j dk = fl. Estos mínimos ttmdrán IID efec­

/f¡tl) &~ante ¡en :even-itm.~ pl!bi6e8J1'JJ& <d<e. ih.<t<Gflmli'Uet-3il\l.em .. iF;n <E'~ !G'f'élli~J~ reere:ate-.s: 

·rep"Ort'an ·'tftre a 'CRUR ·m-ro ue -eb1iON li:ÍÍUÍ:mUl:) ·'eb'tá- ·m¡uciaua "UltR 'UOntrfbU'CIDti -de· 2:e2 f1i; en la 

ronrludant-1A medida :a lo iall!P de los hilos ;[nGJ .. Por lo t.ant~ :si a. estas t.."'lltlibucioues 

:adidiooam~;I~;etitad~.:degener~.'4'e,;e~in.,d:ee:t-r~{tm ~le~ 2:}.~ tam­

bién Jos e~:."'t.ados dege.ner.ados de Ja .red .recíproca K 1 {otro factor .2), podemos argumentar 

,f5riJ'1-nl"eJ.We ;qu-e restes ~'li131'00 'Se:FMt ~SJi®1n.:tBail~&. r&e_ if;a. <a~ •dre·-·'lm >es0~ (p~'tm'l$}: 

'en la ·referid-a ·oond:udancin en e'l -valur de 'Se? Jñ. A ·medida qu-e :est:os ·mfnimos dejan de 

·exi.<tt.ir., el pln:t.t'"JJ.:U f>..n la posidón "Bel Ji es destruido.. 

:B.a...~"i'ti!l: <t~;_<;i;a rinÍUL~WU, lrW'H.flH't"!.:IJíll:.e,_'Í(f~:difl.e'fér§;t-.l.·rfu fu.:mri._~.)Íi!iilpfu.,~iaf 

sobre los mínimos de las re1aé.ones de dibperSión y, por conb'et.ruenda, h'Obre una eventual 

m.a~.f.ie ~~~m-mtffli~,•~~a.,a.oo&~Fl-de~~-Llll\<'.c~~~~t'l.j~y~~­

la 'Figura {4.5-a) :corresponden :alas re:Jaci:ones :de :dispersión ·para sistemas :cuyos paráme-­

tros ~&·on ·4-1-=2 n.m. y 4-1~1 :o.rn._, respectivamente. A medida que la ·ani..qotmpia e&pacial :se 

a un ún'iw mírtimo en kili = U. De acuerdo con rmef:itros ar;grnnentoo_1 _podernos preveer, 

'I*x *'-~},. <f'J!I'l<f! lF.m. ;p!FittrJtJtf}, <tm. &a .r!r~~ff\1'~1. ~"Jiil. flm*1 'f~.r,wm ~'li': !{'lll'1'f'I >d v.&-a: ,g-(.!2. fl;¡, 

Con el-objetivo de presentar ~umentos ·c-ompletos, la Fi_gurn. {4~5b) ·nmestra loo mis-
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Figura. 4.6: Modos de energía. de los estados .coofina.dos par.a :u;o.a .estructura. en la. cual el paráme­
tro f3 = 40 me V. el ancho de los pozos~ barrera y altura del potendal fuer011 los mismos del caso 
-que :g-eneró Ja. Fig:ura.4.Jl. ·Note t.a.nihien -.que -este parámetro -de masa. .s:upiim.e J.a. pr-esenei.a.. de Jos 
,estaiáos :e-~endi-ctoo .:en· .'fa '6Sttu<tuta, y ~<m~ .'il'I'F :ctesdk:tb1iamim'tr<J :dm.r:sufu'úam.ú'a:s ._p'SX'a :eif vaf'ur" 
.de -~!!! = ,0_ 

1 

simétrica '9-4--9 nm, la presencia. de :dos -mínimos :en -]a. relación .-de :disp€'fsión para. n. = 2 

( n = l) oeonfigur.a la pr:edicción ·dé la ·existencia ·.de un platea.u :en la :eonductanci.a :en :el 

va1or de 16él]ñ {8é'l]ñ). Note que a medida que la ariisotropfa espaeia1 es más significativa 

{líneas ;rojas y verde), loo mínimos -<en la ·relacion ,de ·dispersión •para ~n :.=. 2 son :r:-edltci.dos. 

.apenas .a -uno -m :k.y = .U. &t-e :,cle.e:t;o ie'a-i!ir.á ]a ·-misma '{l~e~Mi.a. m l~ ;e~tl€~cia 

.discutida a.nter.iorme.nte.. Por ot,;ro lada, .esta .anis.ot,;ropfu especial inf,;r.oducida en el sistema 

a:,i cl ¡t1u:teau -en 1a -conductancia en cl va1or de 8e'2 jli. 

De ~ fm:m;a, ooucluimos ~~ . .al~~ la .rruiootr~ ~en la ~.n:a 

.la -Gmldoot.ancia :a .lo .largo :d:e Jos .hl1oo Be . .moomcani1 y mt:e p.odria. permitir .a la vez.,. el 

.control.del ~ftu,}o de portadores de .catga .a lo largo .de los ~hilos. 



medfrrjoo .de Ja.-.c(w(]ucitanda. J'li-]o J.:rugn'-~le-Ja -.diice-c:i.:ioo ~de los: 1ci:1:»~: .t>.:u ;n;~~tra .est.r.rretura; 

buscaremos en esta seccíón entender.~ de maneta Bistemátíca.~ los efectos que el ,parámetro 

.~ ;}ID}S}} f$~ .m ·m• ~m .iimtit.;.arla -m. &h. ~gl'IíM-ll ;(~A),_ '~A~.e t~~ ~Y~ de 

·dispersión. De '€sta -maner.a, discutir~<0n -~a sección los reswrtados -numéricos apenas 

1:mr.a d ~"O rle Wus ~tiros ·.acoplarlos y ~- Es decir~ tr.atarenms de :simular 

de eleccíones apropíadas para los valores asociados a los parámetros de masa fJ en las 

~~-r-?.gje:mJs .. il)eDfulf)l·rl~·~"'fu::l.·f.l'Am~@h':hm:mf!S'lm ~;.Ifie .!a·e.s~':1>rofu.m;ade b~ 

m,ados m.'tif!llrl.idos • .En ~lida,_ :har-emns un 'flSt'llrlio de SllS cl-ecltOS m hl. oonduebmeia. 

k :¡;r¡gur-a. {4J5} o"tíene el .mfumQ,_co~t~•,de la F.ig:w¡:a { 4L2'J,. :pel'G' con un-v~ · 

de f1 = 4{} meV :paTa todas las n~giones de la estru.ctu.Ta. Como ya habíamos comentado 

:0u~d0<:$€~,:l'l~-~a; ~.gwiW {~-l1~ v~-1init~,~, ~~~t-- :-ij&eci~(>}S-:a ia ,tfi~ria-~re 

1-as ·energías •tle oSitio •de los átomos de 'l-a 'Cé1da unitari-a y son responsables por el aumenwde1 

númerode~s-oo~-en -cllinú~ k.- R Note la~de-estadasclectrónicos 

,e,u ·Ja.~u:n~ :l,m:cem .Y ct.liiilirt,a s:ulti!Jomtla.,,~mx1<lick_1i = '@J-.q.IJJi!' ~ t'Ji&l' :~nr:iiild:thJs; f%iir~t ¡j:_fl 

Tambíén,, observe que los estados extendidos que existían en la segunda, ten..-era y cuarta 

·oomo resp.oosahle -por la ·rrou-ccíón d-e ·.aque11os Mad-os -m1xtos:l en "QU-e -estados: ronñnados 

:se recomhirum -coo. P.&t,:arlns 1ilires df'l enturrro tle b, regiún ® 'Confrn:aamf.m:tn. 

la Figura {4.6)., es mostrada en la Figura (4.7). Se trata de la mísma Fí_gura {4.3}, pero 

{J(!)tl ~na .fll·erte ;_a,:usenoia .-~e ~os.estarl:oo.-ex;ten~tiifJS·G ~ -te:r,(.)'$a Slm'Sil:itanda {F~~:r.ii\ 4.1-c}. 

P,ar ·ut:r-o lmu, -es -pusib'le mut-ar ·:que ;W{ 1l1:t Fig,urn {4.7-:c) ·~ist-e· '~m fu~ t'un~lamiento 

:en :J:a región rl-e la hJllT-era {entendido ·a través del color roJo). 'I'Gm:aaldo estas figuras 

··.como referenriia} -.es op!ili'iible.condmr·,qneJ.'mr,e-stadút:LOOen:d'iil.os.,$00cen ,:reali'dad.tiinpiiniidas: 

a medida que el valor del parámetro de mas~, .t3., se toma m~yor. Además, .t3 altera 



'Figma J1;7~ 'Intensidad ·.de la ·.densidad :de probai'bllidad·.oorrespondietrte:a fa .estrntura en l& Figw:a 
4 ;6. N ute -que ia :pri.nt-ipal.diferencia. -entre -l!b'ims :fign;raH 'b'e ·ellt.'1lentn pa¡rn n = $ y 'R. = -4 -donde 
los oolor.es a lo .l&:g.o .de la. ~ra son ~ Es clar-o que .la. Pl"esencia. del parámetro 
<iifl '~ ~ >OON: lf*':estrruJo::;.:roct.tmilidM<. 

'daTamcnt-c 1a po5ic1ón ,de los mín1mos 'C111a T-dacl0n 'de '<flSj:Jer-s10n paran = ·2. Discutir-emos 

:et.'te :efecto :detaUarlamente :en seguida. ··Para 'eb"te, :es :c~te:tfefiir.ri:r :ef·-pMám:etro 8 = 

Pr - !hn, que .r:epr-esentará la <lifer-encia entre loo .par_ámeuoo de .masa entre las .regiones 

iJ y .:TJfl. 

4~3~1~ Efectos en la conductancla relacionados a~ 

Las Figuras ( 4.8a-b) muestran la relación de dispersión, par-a valox·es posítivos del vec­

Í.Qt de onda .k.~ oo la prlme.m {~) :Sllbbanda de UD.a 'flStrAetm:a .'Simétrica !l-4-!l nm 

p.ar.a /3u -= /hu -= f3w -= !O. Lm; dif-er-entes !ffi1JWaS 1(role!r-cs}, :por m to;n,to, mnt!bimn la 

'Mariaeión del py&meb"-o lh~ ~ door1 ·1a poSilile :interacción :entre ,él (~&fffií} y cl :Snstr:ato 

en 'las regiones T y V. El incremento de L\ es claramente responsabfe por Ia destrucción 
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'-~ 
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- AP3ll 
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.. FigtFta :1± ;tr;~ Vamcron .=éfe: Ja wfcrdiid\a.d.' =de: ;gr.l.W.Po: <demdo :1llf. p~'1re't'Fo· :de: l}TJ.isotropftl rle . m~a 
1:::.= ,Q, lD.~ .20~ 3.0, 40 .meVr ;(de &niba para abajo},. .respectivamente_ (a} .Muest.ra tal efecto 
para la primera subbanda. (b) Muestra el efecto en la se~nda -su.bbanda. Los parámetros de la 
~tructm:a. sen .asumidos siendo L1 = L2 = ~9 .nm, Lo = ·-lt nm ~ Va = 1.5.0 meV. 

:del mínimo ·en la relación :de :dispersión para -n. = 1, 'Figura { 4 .&) . 'Es posrbre veññear el 

mismo -ef-ecto -en ia relación ·d-e dispe..rsión para la segunda Slibhanda,. n = ·2. La variación 

de 11 ,en este caso altera la curvatura de una I.orma más ex.óti.~a. N,ote. que para A = 10 

-mcV }curva T0ja) 1a T-daéioo & 'disper-sión pr-esenta ·un puntó 'Oc :inilcXión m ky = U. Esta 

=áiternt.ion :tendrá ·una:ctmSectr-errcia -·darn 'm :Ia cposfuim1 de b: ·pi;r:Jilfewfff5 :de· lia 'L'Ofidttetarelcia 

:del material. Nuestr:OS Lt$\lltadoo muestran !Cla-ramente q-ue es pooíble .manipular la -oon­

=ffiefetatl=é:fa =áe'f' materiair:_, a :partft: ;de.l'a 'i'rn:t'-et:UüciÓ'I'f:. -a[11r-Gpilldtt. =entr-e· 'VOS -ilUOT:Il:Os die: .:grnfuffO· y 

.aquéllos perteneCientes .ál sustrato en que fueron depooítados, .a través dél parámetro !l. 

,de :masa ·en -la 1'egion 111 -diferente :de :ceror :es -ded:rr f3u¡ -= líl' meV. Todos. :loo. ot:ros: 

:par-8.-metrQS :de1 sistem.a son 'los mismos cdcl ea:oo :de 'la Figur.a {4.8). La semejanza en el 

comportamiento de estos dos gráficos es evidente. En am:bos casos, el 'incremento de ll es 

las --d-os -primer .as ,suhoolldas . .c.~~' JOO::t;e l,a; :¡w.ese,n{'i:Q k. ±a.·1t~ ~lí~- 'flU% .timita. 

inft-..riOl'lllellte la región .donde las r.dado.n.es .de .dispersión de lo."> est.ados c~dos se 

llo~. R~ ~ '.alP'N-ac.e ~~e A >- '&. lEJl:S\lllil".gfuwr.fmrorl\e~e.n'tir~)~eJS::ct~ 



- .A=-'1.0 -~ 
- '4=$· -~ 
- .:OMQ - a=11J 
_A=.2B - &=20 

-· --11=30 --~ 
-· 

~GD4·~~~y-~~~~~~~-r~--~~~~~~~JU 

::F..®rra··~L!l Wfll'iación -dcla:v.cl'odda-cl,·& ;gr:nJ1n,ffuhid.~-:afu.:ani~ot:rQF.iíit.;gr..BP.vadit1'.n·.PJpar.ámct.r.o 
,c¡le ,masa -A-= -ibQ, n l;G, .20. .30 :meV. ~(de ;f.l¡mb~ "'"'~ .aht~;,w,}, re&l'll<t':di>v&men<te. !~\ M!llestr.a .e-l . .) ' S ·' . . ;:p· '.J--..,,:¡: a-'-... "\,~ 

.ef.oc:to pAra la pri-mera suhha.nda.. ,(h) F.f.e..ctQ sula se.g:u,nd.a. s~ El ,anc'.l;m -de Jos. ~-y 
har.rer.a :así ~omo la :alt-ura :del potenci-a;} son :los mismos ocle la F*gu::r.a {4.:8J. Las lineas :Oblicuas 
stffid'm; -~fpuateada:Sj 'mdit;tm Io:s.mi.tes de: 1tts-eh'tad'QI:r-ctilrlfu.a~.;pa;rn;. ~- < -tt -(ti.-~ -oq: .. 

-cuencia -dir-ecta -de considerar -e1 parámetro flur #-:o. :En -r-cal'idad, los resultados muestran 

--que, para un ocaso más ;gener-a~ los parámetros ,de nlaBa ./3 -en las 'ecttarioo-es (2.43-} y {2.44) 

-'afiTtmen 'Willmes ,f.fifeJJfflltm i~p 'n~~c.mden -Bíl mm(-fo;r, ~¡.tíJ,mJ y m:á'>l{l~rr r lirnr~, ~l*'~V&-

ment-e. El váler ,(ie j3 = mín(P,r, /1ui} :en la ecuación :(2.43} indica ·.qu.-e :él limite inferior de 

1a 'región :de :<.mrfumrnieutu en -el 'tJSPa(:;W E;..rk; :ea :demridu por la :Ynmor mter&rción ~en­

t-e -entr-e loo .atomos ,(icl Gxaf:enc0 y los .átomos ,(ie1 sustrato. Por ,otr-o lador oen la linea de 

lmn:temtá!N~~iill.1la~~1n ,(2-~}., P-=- •~<J'J;p¡.,.;fJ;p¡,,~,~,a-~-~ de.~oc m.-

ter-acción :existente entr-e -los átomos :del G'rnfeno y 1os: :áio_mos:d.al·~o. Estos: -cledos 

pueden ser verificados :experimentalmente. 

A parte de Jos efectos que ei parámetro de masa, (J, tiene sobre Ta conductancía dei 

mater..iatr nuestros :resultados muestran :que :tJ :puede:ser :responsabt'e también por :el control 

<:tle ·h;. ide:mi.dad >lle -~~,:de ~:g.a ::en ~.".Mm~~ P-m:a ~~· ,~ '~ ·~,a, i:íer 



x(nm) x(nm) 

FJgur.a. ~tJJJ:: J:ntensid.a.d -d~ la, .f.w:u::fóll ·.de •. &msiilini .:(fu ,prohah.ilid:a:d ,p.aa:.A, :fus .. cuatro ptii;rL&as 
.subba.ndas. ¿fa.} :n = 1, fb}.n = .2, (.e} n = .3, :y {u) :m = 4. La. 100t:ructurfll .-es oonstituída. por l()S 
_par.ámetr.os L1 = L2 = !.5 .n.m, Lb = 4 .nm Jf l./~ = ViO .~~neV~ Las líneas ver;t.ical.es indican las 
inter-faces del rmtenda;l :eonfinador. 

obst".rvado en la estructura definiremos, 

Pn(X) = "L:.o!{a:), (4.2) 
k 

•CO'fl'tl} stena:o 'ht t:tettbit:hl<ll'fe ,ptu'h~Ihíltitbtif .rnhu!i~m~ubli 1l-1'D1Jli ·tbrlfn, ¡.,"Tffib:tJ!liDI< T.T;. Note· rpre· 

estamos aquí tratando de una seríe convergente, una vez que, como ya díscutimos an-

teriro:mentJ?,., Jim,k~ {~{;(i}~ = {\ e; decix., -~ ,est;~QS ~~. ~ p~.a.n ~ 

:grandes :del ~de '(ID"da k tiene ·su densidad :de pr~albiiidad :significativam-ente menor 

;si ;es ;oompar.ada am :a-qoollas -para -valar.es :pequ:eñ:os ild -vect:or de ooda k. 

EL color rqjo de la Figura ( 4.10} muestra el máXimo de la 'intenSidad de la función 

P .. ( x.J ·como una fundón -de la ·coordenada x y los par.ámetros A para 1as ·cuatro pñmerns 
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~"ltam!a.J.I..dú ,dfJSl~·~ ;y,;;iinf~tJ;~JS,rle•JmJifuJ :4-= ,~-= ;l;Q:;!TJN.n""'~alliila.•p!;¡r 

una barrera de ancb-o L:o = 4 ·nm y de altura. U.o = 150 me V. Note ~e t'llando A = 0,, la 

intensidad. A :demás paT-a :estad<lS oon índices :de snbbanda ·impares, a 1ned'iida :que el v:ai:or 

-del parámetro A -e.s -iucremerttad-o~. ta. -den...;;¡idad de port·adorp.s -es tra,n.o;,ferida del pm;-o de 

el efecto es inverso. Lu~o es claro que el incremento del parámetro 8 tiene el mismo 
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·Capitulo 5 

Conclusiones y perspectivas 

pendi€Ilte €Il dos hilos cuánticos acoplados -y basados en ,grafeno. A partir de nuestros 

wem:rlita~~ ~®.k~ <tilil~~,e~:,cl~. ~~ ,d,,~~- • ft;&.>\ii(\}J;l\Si~ 

:de ·portad.or.es :de :cargá :en las :diferentes reg1ones :consideradas. Dentr.o :de :este -contexto, 

-esperamos ·que tales -dispositivos -sirvan romo base ·en la íabricación.·d:e futt11'a.S apli-caciones 

:e.loc:txolli:c:as-

!.}Estudiamos los efectos que la a.nisotT-opía ebpacial de la estructura tiene sobre las 

-centrar mayor :cantidad :de :cua8i--parlfcruas ·en :un :deterrnimado pozo. 

·2)Mostramos tamhi·én ·que ·esa anisotrqpía ·es responsable por -destruir los mínimos de la 

.-...Jr~ . ....::x~~ __ ¡¡,_ ";t'i:~~-..... .,.;~,~ .. ~1;_ ;r.A .. , .......... .,.,d.,.". ,,:-..-...:.: . .,.,~:P<>i:,..~~"""' .• .., )1;, •. ., ...... ~,;,;:.,_ ::~¡..,._fo·.::•. __ ,,,k't:;.-. ..,...21•.-·~ 't\:,"'"'· ·~o 
·.L·C~\!J.t;.&. ~~·-.J~~i ... -t..J~•N -~·~·~.U.~·~· ::.~.t<J.'-.\:;!l;:~.:,f,P.¡iJ:.l:..U~ •..QI. F.l).;::U!r. ~~--J~ .. 1;..u.Q ;:,~·WJ';;Jj,!.l'~ .. - ~!~.:.?. ·~,.¡. 

refleja eon la contribución de estos mínimos en la conduetancia electrónica a lo largo de 

1GS-rbi.ms. Ef-etftioo.,~Qg.UJs&erwJu ~tiiB,~·iih~·<SOOtJ.'en •-e ~~,m~w~.a..'~~ es: 

:Siinu1ada :cotl v~lores :ap;ropiadoo para :el par.Ji.Juetro fJ :e:n .cada región d!Olrde :er poteueiill 

·coníinador -se ·define -en la mu-estra. 

:cfert~e.,. ':el ,:estudio ,del ,~.cñ:o,ifu.,p.:a¡riDmilail~:enm~ wmtii~ =eR este ,tr,a-· 

bajo -es el punto de partida para el estudio de un t>ih'tema más real en que se considere 

.estudio :del :espectr.o :colectivo {plasm;ones} -de 1as :c.ua8i-pártl.c·Y:Fas .en estas :es'tnleturas de 

topalqgia reducida. 

.z.w· 



Apéndice A 

Puntos no equivalentes 

©é ;esta maneta, procu'f.atnos los pml!tes- ~de la prinwr:a c~wna 'de I3ri1louin 'donde las 

bandas, de -_r.:fm:lí"lnr.:dlm y -:wrlii?".nóa -~' io:kt,.Jtr.·e:_pt-an;_ ~tn.t~ue~fire·pACa la. r.~imtJli:t'l.óa 

donde 

{A.4} 



Con esto .se tiene 

(A.5) 

:de.donde 

(A.1) 

!C\..·t -·3~. ·-' . ~~~~ !L.. . .t. _ ..:L .J,z "'~ "'~ ¡___ • . ~ . 
'CJt:i' a ililiNn:~~ta ~~ ~8 'Baivrott~Ou~ jf;l'a¡T·a 'h'rr: - =:aJ'3a . . !'N:!'}'.,.:; 'lífOO 'mlti il\R'lS'lN.eB Va~€8 

par.a. k..}; _y ky .satisfacen la ,ec. {A.7}. P-or 1o tantG, -conclUimos -.que la primera .zona de 

Brillcmin tiene ,dos punt-os no ,equivalenies1 los ~es son: 

K -e· 4171' ·T·i). ,;"., r ~ 'O'J'·· = .. ",u., .n.. =-.-nJiu' ·· 

~stoe :smt 'l!oo Thl~a(too pwrrt;os ~e: Dir.a;e-T _J~ :stm: :d~~ '~' 'kJs: :pun~ ~de· l:a>s: 

'bandas 1f y 1f,_ se 3nterceptan. 
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Apéttdice B · 

'Ecuación de Dirac 2-D 

B .. l.. Aproximación para bajas energías 

De 1a-ecuaciou {2.2) ¡)e -observa.-que uua-ap:r:oxíinaciou parabaj&lo-e.ner.g-i-a~~ t:eálizad.a 

hadendo la .-expansi:un :del faL'iur :de at:uphmciemo jé(k)-= ·( 1 f-:e~ t--~ }eik.Ra. t en los 

.akededor:es de 'los puntos de Dir.ac K y K') .-es :decir 

{B.l} 

1leemplaza.ndo -estos _parámetros en la «uación (R .1) 

·.( .. k .. ) -('1 · ±~ -üo.a . . =~ iq.a '}· -q.-R ·f· '·- -±K - ·.' +-e ·J .-e·" -'.!:+·e'" -3 :e . 3 ' :e a • ',_-k- +q ' : {B.3} 

y usando la expansión -en seri-e de potencia de la función eiz = 1 + ix - ~ + .... ~ se tiene 

,., 
y ~oooo:sél~lBS ümines :de t»i~~~~:m.- 'tl y~~'~ ,e+ ;""i- = 



df3lil'ite· ;~1.,gtg:f1liO: +:(-?).indica :I:l'1 Jrumtw Jli~ {!b:-.'). J}e· :esta ffit"f~tm~n., ;~r l~rilítm:~~i'ái'tl'tr ~e destF"ibe 

estos puntos no eqliivalentes es 

'0 

{H.u) 

,fua i[~ 4.1:~:00$~. rde ~"te ~~ •hJ:lm<lrtf-~. 'lie §~~~'res ~~· 

·~penas 1as :energías alr-ededor :de 1oo ·puntos de D1rae K. 



Apéndice C 

Funciones de onda 

C .. l... Componente del psendo-espinor 

La ~ponent-e _'X~ d:cl pseud:O--&pimn:, ;:es '11'bi'enid'O Xirempiazattde las :l;)"'i'!lcitmes :de la 

-ecuación ;( 2.34:) en la. -ecuación difere.ncia.l 

.. .dXA + .. k ·[·E·. ·u·(· '} + a\ -z7- z-y-··xA=·· -· ·x .P/XB· . dx . . y.. . ·. . . .·.· .. 

Con esto se obtiene 

X.B{x) = 
~ ' 

'~($I1){1Jil~k,¡B-f'JJU}f:¡fr - ;g¡.¡:OOSif!UXJ 'f i2'~;~J};;'IíóCOSi!J!r,¡;'l; -$- :g:p.FSeng:p¡XJf 

í{g_Da.e~tcf>Z + .Y-t.E.3e-~) 

(C.1) 

.regiooJ, 

:'lleii&lif., 

.regiónJII{C.2) 



A'Péndice D 

-D.l. Elementos de Matriz 

l-&E+[iJ.{ji 
-:ye-"9 ''fnl2 1n13 '{J '·6' 'fJ :ff tJ 

-o ''11~22 '11~23 'fflz,¡c ''nli25 -o :6 --6 

/ i(~ iÜ .:rr iiT(~ iiTf>:.'lS- 'Tlf®- Xfl!X!. 19' 
[-. 

l.±fEHJfv} {} {} o {} o m4a fn47 ... $ 
M-= . 

f: 

<{;' -:!dl 
•' ·~_p.-G -~4-~-~ !.@. 

{) :sínq¡¡(J' --COS:([ff(J' :e-lf.6a 

:{} :{} :{} c"'J>.r' 

o o o o 

m12 -= -{k.y 'Sin (lJffJ + -qH .-ros q¡FJ), 

::tnail -= lkif·:RiruJj¡.ff +. •fJi:J'f®S''fJJJ-ti.J, 

~ !{}. !{$. 

,e_PJf¡6 't'J '0 

-c--·"'1>11 -sin·Qlvl7 - '<.''OS·QlV~ 

o -sin.g¡vá -cosg¡vd 

m36 = '(q¡v--cos:qw-ff- kycSin:q¡vq), mS& = -tt-y-cos:q¡.va-+ :q¡v .sinqwq} 

ml.ffi = {r¡wms-q¡v.()- k sin-llrVe\~ ·7:n_lf.> = -{.k.,rosq¡v.()+ ~sinq¡v.()) 
·• -Y .l. "" 

')'e 

f.}, 

l} 

:{} 

e -·p¡6 



y 



Apéttdice E 

·Programa numérico 

l'l'vftX<ttnaJ.-ntmé:d~o para '"-;.kala·b. 
ene1'í!ia ve! ,_·ectN: de onda 

~ ..., 

,------------*~.-----------
f U_:., ·tr, L~. Lr_, 

1 
Altura ·de. la ba:~T~!a, ancbum .de 

t los p·ozf~ ~; b;:u:rem ~ ..... 
O~fE {submü:tin.e. tf.le czkub 

las raíces de- una ecuación 
trascendental.} 

A contínuación se muestra el programa numérico usado en esta tesis, es ímportante 



J* "PrQgrama que _pe.tmite calcular las rafees reBles rle uma furu::ión .Real" 

1*********************************************************************** 

-:C«)M:M:01~l(PruiM/Ml:K 

COMMON/PRIMEjWE"WLl" WL2,.WLB,.WL,UO"WM" WM1~WM2,.WMB 

-~->r-{1•·n~~- ~-it.~·~C"!'I''h-ít-"""'T.'f · .v,r:!ll.t~:\ :x-v:,.:E:x . .ul7.i=· ··.un.:J:~.§J~-J:.J.t:i~.li. :¡. 

OPEN:(20.,FILE="DATOSLDAT'') !A1:qui.vo que da a saida das Rai.ces 

•OPEN(:.m,f'!LE-~DA'\fí:~.DA?lf ~~liÑ~€f-~~--.®a-:a$M-d¿¡,·.®~f.tm~(i} E'=h .. ""'f.ky 

OPEN{~~.·F1LE="'DATOS3.DAT"j 1Arqu1vo:que oda a saida :da fi.1n~o E=h.vf.ky+5U 

DPEN\(TOOl.~FILE=" DATOSswl-DAT") lARguivo -que da asaidadafun~.an E=~h_-vf_ky+50 

:(JPEN{2ú'G1,F1LE=:"DAT'O&w2JJAT"'): 

·OPEN {1;0l~. FILE=~l .. it$;t"}­

UPEN {''5ij2, FILE='502.txf} 

DPEN f:5fi.3_ FILE=·'S0.3.m:'1 
~\ ·' ··' 

' ' 
:r'tén'D'llir .l-5'Fl''r_ :f·U :E·.__.,~,,.:,¡: ·t· +'""f 
-r..;;l'T-.t:.IJ<'I: "í" U'\tt'>' - · 'JiU ·- ~- ·Xt> j' 

OPEN (505, FILE='505.ixt') 

-OPEN ;{:~, FiLE ~t!t&.it~~) 

OPEN '(:007, FiLE="·OOV.tx{') 

'OPEN \(SG8, FILE="S68:txt~) 



OPEN {510, FILE-'51H.txt') 

! IMPUTS 

WLB=-s.'{)OO ;!{tHll} 

WLl=l5 .. 000 

~-15,000' 

U0-150.0d0 !{ meV) 

WL. = \<VtS-:~c-\V.Ll +\\lt2 

VVM =4'9.d'G 1meV nmm- '1 WM =M*'{VF)**'2 

WMB=fi.DO 

W"M1=4fi.Dt} 

WM2-40.DO 

WKF-1.:600 '1Vector de Onda Final 

NPK=1000 

·-;PA~~~-{\~"F:..WKl):IDFLOAT{~""PK} 

El -=fi. 'OrlO lEnergia Inicial 

Fe = ~-~'@. ~-el'gia. F'•a:l 

NPE = TO(}O DELTAE= {EF-EI)fDFLOAT{NPE) 

Jtl~"EI 

X2=EF 

XA-cr'.v=l-~~G:-M~ ~T~li\fficira 

N=l}UO '1Numer.o :de 1ter:~s :de Vetar :de 'Onda {mices) 



JCa.Jcnio das func.ioes E b. vf__ky+UO 

GEM = ~rt:;~t(,iif .. ~\\t~~"*t.~'li)*1'2+"'~M,g;t;t'l~+U4 

·GEN = ...:sqrl{{0.539dff*Wh""Y*i .'Od3)**2+'VMB**2}+UO 

'GEpl5 =sqrt{{0.539dO*WKY* 1.tkl3}**2+WMB**2) 

W.RITE{20,, *)W.KY,GEP1 

WR>l"i'EfWJ}'")Vv~~ 1GEPa 

WRTTE{ 40,-*)WKY.,GEN 

if {WKYJt.WKF) goto ·2 

1Progr.ama General QUE FIXA 1A ENERGlA y CALCULA lOS ZEROS De 1A FUN­

CíON 'TRANSCENDENTAL 

WE=EI 

DO lE - 'l,I~;P,E 

00 u.L = Lr iNZERO 

PL(VLL) = .Udü 

DAUXX{LLL) = fi.fidü 

ENDDü 



DETOTAL{IK} = FUNC(\VK} 

-:f;ft:H~t4f1'1')"\ u.m..­,y,,. -.\!~k)'\~)-= ·,\'\1:.1:\. 

ENDDO 

.tFt( PL{Ukif .!NE.. ;l3..~~ ~ THEN 

1 '\VRITE{:500+LLL,*} PL{LLL), WE ,H5{PL(LLL)) 

GEPl = n.539dn*PL{LLL}-*Uld3 

· :G.EP'.2--= .aqttt{~{'0"~'9:&€J:t.P.;t~I.U)'*1~}'*~:2+W1\4B*_.*2J+Dll 

GEN= -.sqrt{í0..539dO*PL{.LLL)*l .. Od3)**2+W.MB**2)+UO 



!l:F;( 1W~ti:,G,EP'2A1~llit~"E~GTJl'EP:L}&~.WE;,GT;,Q'El\¿} "TH'EN' 

J W_R1TE(600+.LL4*) PL{LLL}~ WE 

"''riifle'~~1 r*) PL'{UJI))}J\t"'E)H!ii\ PL(LLL~> ,_ 

'!Cmite{2006+LLL;*) WE, H5{ PL{LLL)' ), PL{LLL) 

ENDiF 

ENOOO 

:t*******************-*********************************-******* 

1'*************************'**********•************************* 

~-"'): *'~' ~"~"'~l''t·i"""i"'í:~~;, mi1"'tC-t"t:t.f't.,'!') 
;,n¡,c¡;.~:.w ·O 'E ·.v ~'11'-\...•·:.t •J:-U.I:"f. ·x· -"..1.'.!:"1: ·•.(-V·V· n¡: 

IMPLICIT REAL*8 (A-H.O-Z) 

IF tE..LTJHldU) TREN 

.::t::f'_._: .~""*-ff't.r' .:n:1· .:A·.:fo;¡'*:t;.,.,~¡-_ 
-~~--...;~~tU' ··~W~!::Jjf~~~ ~:l:ifN!o\J¡ 

ELSE 



ENDJF 

DMM=W'b.'!.*WLjfLOdS*HVF) 

DMB=='WMB*W'Lj{:.tJJd1:-J:'*'H\TF'} 

DMl-WMl *WL/(LOd3*HVF) 

DM2=Wl>m*\\~f(ThAl43*H\'F} 

TOL =tlfiOO 

+ TOL.LT.O.OdO.OR.( -B**2+ EE**2-DM1 **2) 

+IDL.L'r.~lhcm:OR:t~*2-S**2--DM2**2}, 
~ ~-

+TOL.LT :G.od'O.ORJ(il**2-{EE-U)'**2+DMB'**2) 

+TOL_LT_fiJ}dtH GOTO .3 . ~ 

. :>t· ~n. ""~·'N'T''l .n ;t ,nc•t.'D'-t-~ :f:=-· :ti''I'*'~<"'J'J:. '"'~.;r~·"'**'""")-, y 
-~- - ~~-E\1.'-.t..'·:\ -.1..=;1~:\:~ · """~·JCJ<E,;:-tJ-:¡ ww.--~r-·.t..J'.l\iü\f:':t. ~-; :} 

Al=DSQRT( DABS{B**2-:{EE-U)**2+DMB**2)) 

Qii~DSQmn( ft~BS{~~B'**'.4-:DM1**'2J } 

Q2=DSQRT( DABS(EE**2-B**2-DM2**2) ) 

FN=(B-A)/(EE~U+DMM} 

FP=:(B+ A)f:(EE-U+DMM) 

·GN=<(B-Al)f~E.E-U-;t 9MB~ 

OP. fB+A1}f(EE-U+DMB) 



·T;I!mTA ;(2>'@dtf*WL1 +Vl~'LB}/~2Jil4'U*\WL} 

DBLTA={2 .. ftdft*"WL2+ WLB)/(2.ftdft*WL) 

:S1~~MA.....:WLIM't(2.J@d~"/L~, 
~ ~ l 

AO=Q2*{S1GMA-DELTA} 

·~Q?J:if',~sroMA...:'if'HETA) 

W.Kl=Q2*DCOS{AO)+B*DSIN(AO) 

~:lDD _;¡_:JS"'-'K""'~~~":Í ~fi~ --cr q:- -· ~\~- ~r-. t.t..Y'.r.v:t~·i!r · ~:¡:a~.c~.\~-~~ttj.: 

WK2 DSIN{.AU)*GP*FP*(EE+DM2)**2 

+(Q2**2+B**2)*DSIN{AO) 

···-{FP+GP'~'*,{EE+D1vl2i)'*'R*DSIN({.A:IJJ+ 

{.FP-GP)*(EE+DM2)*Q2*DCOS{AO) 

l.N~~ · rt-Q.'l*¡¡,..il+R~~)~~{A~}+ 

FP*{EE+DM2)*Q2*DCOS{AU}-F-P*{EE+DM2)'*B*DSIN{AU) 

WK4==-GP*:(EE+DM1)*\'VK1 

Wili~- ·li'P'*·{EE+D1\if1~*Wí~ 

WKn=WK3-WK2*EXP(-4.0dO*.AJ 

~'lG'MA~··G'N*<(FiE.-+.U~42}*W~! 

WK7-WK5+GN*{EE+DM2)*WK4-GN* 

{EE+DM1)*'\NK2*DEXP(-4JldO*A1 *SIGMA) 

'1'~-:<>,..._:e;.'*~·ttí\1"(~tl·j- .:~:.·t:Y·I·::t~~"''{'i'>nj:. 
·-::v:v~&:et-á:> ~l-N~~'l/.1.~~~ :Ubl&3~\XDU-f 

WK{}=ql *DCOS(BO)-B*DSIN(BO) 

Vv"'K1Jlffi='(B~4-Q~ **2J.*DSIN{Bfl.J. 

FUNC=FN*{EE+DM1)*(WK6*WK8-WK7 

D'SIN~-~g"'kWi'iTh:tl*WKID:+\i\1I"9'*WK'i) 

END 



:lSUBBOUTJNE OME 

SU.BROUT1NE OMEIED~O AUX_ ~UX .. NO DELTAW) ·'!,: ¡: ~ ,,.I..J. .. =i('¿ :r. 

INLPUCIT R:EJU;t:;s ~{A-lliO-Z} 

PA.RAMETER (NZER0-15) 

DlMEN.SlON Q;(4m:ttli):rED{4-ntl9):,.MTX,~ !i~:,DA1JK~ t5} 

.DO L = .l.,N:ZERD 

-1\ =F'l:·V.{'f, \ _ .:f.'r..:t'l'l­
:.Jo11~t.A::tz~;t - . .;..utj.-t:.J 

ENDDO 

.J-= <1 

00-I=lNQ ' 

W ,;~ED~:IJLWJJHi1dlíl.AND;,ED{f.:.lJ"G:T.JlJJdU 

.OR.ED(J).GT .. O..OdO.AND..ED(J-J).LT.O.OdO) 

~ 

AUX{J) = Q(J-1) ~ DELTAW*ED(I-1) j f. ED{I)-ED{I-1). ) 

~~1'·-;l'"'I:_'('F!:<;t"!l.f_:f: '0'\ '0--'A~""'*--~/:'f' :>t:J.L ~dí'r:;i~·.J:r,~~"f'f1<.'.1'lr1"lll*")· 
,U.J.;;I.l\1~ :J. '-'"(:~:\:1-.... _¡-c.. ;I;UJ.'Ii/ . ""'J;jl:'('l.-,¡¡.] T~~:li'j.ji{: """~J;A:\f\1 . ..,. 

DDM2=:{ED(J-J)-2.0DO*ED(J)+ED(J+J))/DELT.AW**2 

. -"t't:ll'.-,f -:...{;:l':'r;t:ti·'I· :P>n('l' _1, yy /'l"t'D.<r ·"1"-it'to~r+- l"l'I':'T '71"''"':"~'·11:-r_J'tr! ·11\'r:t'""*_tn:"N-ñ'JI'-t: l "X :lll<r;>rm*'I;'H7~-Klf''I')·. 
·.!>-'1<\i'l. -o\·OL'y }~-CJJ.¡f.\-.lr'kf}'/ -UJ.:a..c.t:.._'%cH' . -JW'~'Jt"'"1Hl-\l f'·1íl:Ji.l-~1i.t --~·.li.i.I'W'l.liJi,j::-c¡:c""""'-'lili~Jdc LI'Ji.ii-..L'il.t;A · .:. 

+DDM2*(AUX(J)-Q(I))+(DDM2-DDMl}*:(AUX(J)-Q(I)}**2/(2.DO*DELTAW) 

~-1\-;t:-:ry¡¡_or'·\ _ -,-;,- ~~- ;t:'lo:t:::t'l'(.)',~'t':-">t:""n"7-g-;rto:1:'f"'!,.::A.'.-U~(.n11-:;t'} 
:.l:JI..H(J.J.i~:\tl.f - ·~~~~a:d~·~·~ .UY!(~~·U:;W..t.)' 



.. .J =·l+l 

ENDIF 

.END,D'O 

RETURN 

END 

1DETER.MINAGIDN Del COEFICENTE DE TRANSMISSION Hú 

REAL~8 Ffi'!:N'C'1lON H:5fWK~ 

1MPL'lCIT REAL'*'8 '(A-H;ü..:Z} 

IF {RLTJlJldJ~) THEN 

:tr~:.:uo~'L/{lM3*'hv.fJ; 

ELSE 

.ti t1:tiJ.*VV'Lfof:t .. M3*~) :~ &t;fJ ~¡1lfm¡ff.f~~>J ffi: :am~R¡¡¡} 

ENDW 

'f''\"1\~ir nn;r~n ot(f¡· ·.'i"l.:l-9~'7r.'\ VIVhv;t= YV 1VJ. . '\'V üJ \' .Uti-.3 . n ·v l' j 

DMB-Wl\:4.B'*WLjft.nd3*H.VF) 

:uM,¡ =WM1*'Wl..j{{liad3*il\IF) 

DM2-WM2*WL/(l.Od3*HVF) 



·.;pfEfL=f;)\íiDO 

IF f{B**2-(EE-U}**2+UMM**2}+ 

1:tOlL .. lL'r'.~.~-.i02..;{--R**24c<RR7-1'*2.-l):Ml.'**a~, ·v . ~ 

+TOL.LT .'O:dO:OR.{EE**2-B**2-DM2**2)+ 

·T-QL.LT .1t-d{t0R.{H**'2-(EE-U)**2+DMB**2} 

+T'í.ilLJE'.:o:Mtt~ c(tO'f.'Q ;$ 

A1 DSQRT{ DABS{B**2-{EE-tJ1**2+D1\ffi*'*2) } 

Ql=DSQRT{ DABS(EE**2-B**2-DM1**2}} 

··QZ· ~ msQWcr« DJiB'S(Fif&-**'~**2:-DiV12'**2} ~ 

~.-:{B-A~f',{EE-l!l +·D'MMJ· 

'FP={B+ A.Jl{EE-U+DMM) 

GN=fB-.Al/{EE-U+DMB) 

<CfP.;.:.;~®:+AD:JtfEE-U+DMBJ 

·'[·'RE'f'A=·:(-aRt'W~"Lil +1~i'LR}f~2.{M~'7LJ 

DELTA={2JJdU*WL2+WLB)/{2:0dO*WL) 

:BIG.MA=WLBj(2Jl.DO*\rVL} 

.:t't¡.:i\.'A1" ,1i.:i'l!<{~.L!1'~1\-;f'1J: :'\"f:i'l><tlw:\1':(•¡< )'i:'*'lF'Ur<'T:' •t< \ 
-:-:V.\i"~V.W:~~;=:;r ~-~ ·::\:J:Jl!:J·T~lV:II~.~- ~.L~l~Jr~·~·~á. ~ ft~:J:...i~:¡· 

-.B*DBJ.N( Q_1 *THETA)-QJ *DCOS{QJ *THET.A) 

VV'1VPP-m*<{EE.+DM111*D(JOS{~l*NErA~, 

-B*DCOS{Ql*THETA)+QJ·*DSIN{Ql*THETA) 

~P1--~P'\(:EE+.D.M'il ~~110QS;(Q1'*st.C.J\!AJ 

-.B*DCOS{Q1 *SIGMA) +Ql *DSIN(Ql *SIGMA) 

\l\i~!Nit-=CP*i(EE+DM~ j}~•("-~11 *SiGMA} 



iPP=FP*<(EE+D"M'!r*DSIN{QE*DEtiTAJ' 

-'B*DSIN{Q2*DELTA)+Q2*DCOS(Q2*DELTA} 

PN=FP*'(EE+DM2J*DCOS{Q2*DELTA} 

.'ID'~·r"'l'nl:"_r _:r'lfq-*.n<E'T:'""'" 1 -i~_<'l'J'*T!EC.'fM:'fnQ'*n'E':r "1"·* \ 
--',J;)··~~!v--~{~ ~~.::..""S..r~· ~·~"':~· ~;!.4;~!f 

'\\:";)7Pit~111{EEA-DM2I}*~"''S~~MA} 

-B*DCOSfQ2~IGMA}:QZ*DSIN{QZ*SIGMA) 

WNNJ =GP*{EE+DM~)*DSJN{0.,2*SIGMA_) 

-oB'*t~SlN(:QZt~SF.GMA~+QZ'*OC!OSt:Qz~:SJ'GMA) 

..:B*DCOS{QT*SIGMA )+Ql*DSIN{Ql*SIGMA) 

RN1=GN*{EE+DM1}*DSIN(OJ*SIGMA) 

..:B*DSlN.~Ql;:t~SIGMA_~--Ql'*DCOS(l}l'*:SI"GMAj 

:n..~-~7lin_;rn-¡¡.:nD~ --~~-~ ~r·1f~1tn.p."'* 
~~lY-l!·í._D~~C ~~~:..e:·"L'X í:t""'~·· !t H'D;!t~j.:j-·\."'W~V-·l.:OV.t':lY'.f'; 

DCOS{Q1*THETA)-WMP*DSIN{Q1*THETA)J 

D~"'-:{\wJ\flP'·tW~NJ-WMN*\WNPl.} 

DEX.P{.Al *SIGMA)j{WMP*(EE+DM1)*(GN-GP)) 

-;r,¡,,j, ... 1:-"t·'l'*'~·-" "h-:¡t;¡,.,¡:\·~-trr-~'r -h'h<'\',*b~~ ·l..,. -~:_;_U..;> ~{&.:J)l.:~r~:r:.E.J:J:~Ji~).i -~·\..iT.1{~:4._y¡fJr' 1 ·S! JJ~ 

DEXP(Al*SIGMA)/(PP*WNPl-PN*WNNl} 

,u-t;_-fl¡';t'-*fD-'ll<1'"f.~:'f:l'I:T'f.~>'<';)1il''l'"!<E'!f-·"1"',1t ;'¡­
áa-<:l--'\"" -tt \:r.:l·~ ';.kh9;1Ji'''\'~ ;!J~¡j:.:/"&f 

-PP*DCOS(Q2*D.ELTA))*DEXP(A *DELTA)/PN)**2 
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