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RESUMEN 

ESPECTRO DE ENERGÍA REAL DE UN HAMILTONIANO P-PSEUDO 

HERMITIANO: CASO OSCILADOR ARMÓNICO BIDIMENSIONAL 

JORGE ARMANDO YTUSA PACHECO 

AGOST0-2013 

Asesor: Mg. Jorge Luis Godier Amburgo 

Título obtenido: Licenciado en Física 

En el presente trabajo se postula un hamiltoniano bidimensional no hermitiano, rasgo no 

característico con la mecánica cuántica convencional. 

En principio se demostrará que tal hamiltoniano posee simetría paridad, también llamada 

P-pseudo hermiticidad, seguidamente el hamiltoniano será representado en función de 

operadores matemáticos, con propiedades similares a los ya conocidos creación y aniqui­

lación a fin de calcular y examinar su espectro de energía, obteniendo finalmente solo 

valores reales y positivos, coherente con la mecánica cuántica. 

PALABRAS CLAVES: 

P -PSEUDO HERMITIANO 

HAMILTONIANOS NO HERMITIANOS 

SIMETRÍA P T 
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ABSTRACT 

REAL ENERGY SPECTRUM OF A HAMILTONIAN P-PSEUDO HERMITIAN: 

CASE TWO-DIMENSIONAL HARMONIC OSCILLATOR 

JORGE ARMANDO YTUSA PACHECO 

AUGOST-2013 

Adviser: Mg. Jorge Luis Godier Amburgo 

Title obtained: Licentiate in Physics 

In the present work posits a non-Hermitian Hamiltonian two-dimencional, uncharacteris­

tic trait with conventional quantum mechanics. 

In principie it will be shown that this Hamiltonian has parity symmetry, also called 

P-pseudo Hermitian, then the Hamiltonian is represented in terms of mathematical ope­

rators, with properties similar to known creation and annihilation in order to calculate 

and examine its energy spectrum, only finally getting real and positive values, consistent 

with quantum mechanics. 

KEYWORDS: 

P -PSEUDO HERMITICITY 

NO HERMITIAN HAMILTONIANS 

P T- SYMMETRY 
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Capítulo 1 

Introducción 

Desde principios del siglo XX la teoría de la Mecánica Cuántica ha sido la herramienta 

más solida en dar una interpretación coherente a ciertos fenómenos como la emisión de 

radiación de cuerpos en equilibrio, dado por la vibración de los electrones. 

En consecuencia surgió la necesidad de entender el comportamiento de los electrones como 

también cuantificar su espectro de energía, para tal fin el modelo matemático del oscilador 

armónico cuántico (1], (2], (3] que está regido por los principios de la Mecánica Cuántica 

resulta ser el modelo mas exacto al comportamiento de los electrones . En dicho modelo 

matemático se exige como requisito que el operador hamiltoniano sea hermitiano, de ésta 

manera se garantiza que el espectro de energía sea real y la evolución temporal sea unita­

ria (conservación de la probabilidad). Tal condición de hermiticidad limita el estudio de 

sistemas físicos que no presentan hermiticidad. 

En la última década ha despertado gran interés el estudio de hamiltonianos no hermitianos 

con espectro real, M.Bender y sus colaboradores (4], (5], (6], (7] encontraron ejemplos de 

hamiltonianos no hermitianos que poseían espectro real, dado que su hamiltonianos son 

invariante bajo transformaciones P'T reflexión espacio-tiempo. Otros estudios motivados 

por el desarrollo en la teoría de campos , así como el modelo de Lee han direccionado 

a nuevos tipos de simetría. Estos resultados dieron origen a una extensión de la norma 

aplicada a mecánica cuántica. Todo lo anterior ha hecho posible la noción de simetría (8], 

(9] P'T pueda ser generalizada por una extensión mas consistente de la norma aplicada la 

mecánica cuántica conocida como pseudo hermiticidad, En el año 2011 J. da Providen­

cia [10] investigó un hamiltoniano con simetría paridad llamado P-pseudo hermitiano, y 
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determinó un espectro real. En correspondencia a lo anterior es inherente la necesidad de 

ampliar el estudio de hamiltonianos P- pseudo hermitianos. 

Se debe mencionar que J. da Providencia hizo todos sus estudios en una dimensión y por la 

necesidad inherente en esta investigación se hace un estudio para entender los resultados 

al caso bidimensional. En el capitulo 2 presentamos el marco teórico que permite susten­

tar la presente investigación. Luego en el capitulo 3 se describe los materiales utilizados 

como también la metodología de la presente investigación. En el capitulo 4 realizamos el 

cálculo de la simetría del Hamiltoniano así como el cálculo de su espectro de energía aso­

ciada, posteriormente son analizados los resultados en el capitulo 5, finalmente efectuamos 

discusiones de los resultados obtenidos. 
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Capítulo 2 

Marco Teórico 

2.1. Oscilador armónico 

El modelo del oscilador armónico tiene gran importancia en el estudio de sistemas 

microscópicos (cuánticos) que presentan movimiento de vibración, por ejemplo, de los 

átomos en una molécula diatómica, o en el cloruro de hidrógeno. 

2.1.1. Oscilador armónico cuántico unidimensional 

Un oscilador armónico clásico consiste en el movimiento periódico, respecto de la 

posición de equilibrio, de una partícula y se caracteriza por una fuerza recuperadora que es 

proporcional al desplazamiento. Por lo tanto, este sistema tiene un potencial cuadrático, 

dado por 

(2.1) 

donde k es la constante elástica y x la elongación respecto de la posición de equilibrio. 

En este caso la energía es constante. y dada por ~kA2 , donde A, es la amplitud máxima 

de oscilación. 

En el caso del oscilador armónico cuántico, y con el propósito de conocer sus au­

tofunciones y espectro asociado, se debe solucionar la ecuación de Schrodinger. Así, el 

hamiltoniano para una partícula cuántica ·de masa m con movimiento de oscilador armó­

nico es 

(2.2) 
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donde w representa la frecuencia de oscilación definida por w 2 = -!;_.En la ecuación (2.2) se 

tiene que el primer término representa la energía cinética y el segundo la energía potencial. 

Ahora, con la finalidad de obtener las autofunciones de energía de (2.2) se debe resolver 

la siguiente ecuación de valores propios 

il'l/J(x) = E'lj;(x), (2.3) 

donde '1/J(x) es la autofunción asociada al hamiltoniano. Al sustituir (2.2) en (2.3), y 

haciendo p = -in d~, se obtiene 

(2.4) 

Como indicamos anteriormente, la solución de esta ecuación diferencial de segundo 

orden con coeficientes polinomiales permite obtener las autofunciones y valores propios 

asociados a un oscilador armónico cuántico. Con éste propósito, se hace un cambio como 

se muestra a continuación: 

x = a0~, (2.5) 

donde a0 es una constante por fijar con dimensión de longitud y ~es adimensional . De 

esta manera 

d d~ d 1 d 
dx dxd~ a0 d( 

'1/J(x) = '1/J (ao~) = '1/J(~), 

y la ecuación diferencial (2.4) toma la siguiente forma: 

(2.6) 

Para simplificar esta expresión escogemos a 0 tal que el coeficiente de e'l/J(~) sea la 

unidad; y resulta 

2 ñ 
ao=­

mw 
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Finalmente, como variable adimencional de energía tomamos 

2m 2 2E 
A = ft2 aoE = ñw. (2.8) 

Con esta selección de parámetros la ecuación (2.4) se transforma en la siguiente ecua­

ción de eigenvalores 

(2.9) 

A continuación para resolver esta ecuación diferencial con coeficientes variables, usare­

mos el método de Frobenius (método generalizado de serie de potencias). En este método 

propone una solución tipo serie, de la forma 

00 

1/J(~) =e¿ eje, 
j=O 

00 

1/J(~) = ¿ cje+i, (2.10) 
j=O 

donde se considera C0 # O. Al sustituir (2.10) en (2.9) tenemos 

00 

(C3(s + 3)(s + 2) + CIA) e+l + L ¡cj+2(s + j + 2)(s + j + 1)- cj-2 + CjA] e+j =o, 
j=2 

y al igualar cada uno de los coeficientes a cero se obtienen las siguientes relaciones: 

C0s(s- 1) =O, 

C1s(s + 1) =O, 

C2 (s + 2)(s + 1) + C0 A =O, 

C3(s + 3)(s + 2) + C1A =O, 

Ci+2(s + j + 2)(s + j + 1)- Ci-2 +CíA= O, 

donde j = 2, 3, · · ·. A la primera relación se le denomina ecuación inicial y permite 

determinar los valores posibles de s, en este caso se tiene que s =O o l. Ahora, debido al 

potencial simétrico, las funciones propias deben tener paridad definida, sin embargo, por 

la forma de la serie de potencias, el factor que aparece en la sumatoria (2.10) e, tiene 
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la misma paridad que el parámetro s, por lo que la suma debe ser par. Por esta razón, 

C1 =O, al igual que todos los otros coeficientes impares. Los coeficientes pares se obtienen 

a partir de las siguientes relaciones de recurrencia, 

-XC o 

(s + 2)(s + 1)' 

C· _ _ Ci-2 - -\Ci 
1+2

- (s+j+2)(s+j+1)' 

con j = 2, 4, 6 · · ·. Esta expresión genera una relación de recurrencia de tres términos, 

para lo cual no es posible obtener una solución cerrada de los coeficientes. De esta manera, 

es necesario transformarla. 

Otra forma posible de solución consiste primero en estudiar su comportamiento asin­

tótico, es decir, para valores grandes de lxl, y luego determinar la solución en las otras 

regiones. Así, considerando el caso asintótico, (2.9) se comporta como 

cuya solución es 

(2.11) 

donde (30 no se conoce, sin embargo, es posible determinarla, para esto de (2.11) tenemos 

d2'1j!(~) = -2(3 e-f3ot;2 + 4(32c2e-f3ot;2 de o o~ ' (2.12) 

y reemplazando (2.11) y (2.12) en (2.9) se tiene 

por lo que 4(35 = 1, o bien (30 = ±!. De aqui se tiene que sólo (30 negativo es solución, 

debido a que asegura un comportamiento finito, por lo tanto 'ljl rv e-te. 
Como el resultado anterior es sólo para el caso asintótico, entonces, para encontrar 

soluciones en otras regiones, vamos a postular que la solución completa es dada por 

(2.13) 

donde H(~) es una función desconocida. Así de (2.13), tenemos 

d'ljl(~) = _ -tecH(C) -tedH(~) 
d~ e ~ ~ +e d~ ' 
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y si reemplazamos (2.14) en (2.9), obtenemos 

(2.15) 

A continuación se muestra que la ecuación diferencial (2.15) produce relaciones de re­

currencia de dos términos el cual permite obtener soluciones cerradas. Para esto, aplicamos 

el método de Frobenius, de acuerdo con el cual H(e) es 

00 

H(~) = l:Gi~i+s, 
j=O 

con G0 =1 O. De aquí se obtiene 

(2.16) 

d2H(e) 
00 

2::: Gi(s + j)(s j 1)~j+s-2, 
de2 -

j=O 

d2H(~) 
00 

2::: Gi+2(s + j 2)(s +k+ 1)C+i. 
d~2 

-
j=-2 

(2.17) 

Así, sustituyendo (2.16) y (2.17) en (2.15) tenemos que 

O(s -1)se-2 + G¡(s + 1)se-1 + 

[t. {C;+,(s j + 2)(s + j + 1) + C; [(>.- 1)- 2(s + j)]} ~;] ¡;' O, 

y al igualar a cero (s 1)s se tiene s = O o s l. Además, del segundo término, 

G1(s + 1)ses-1, se tiene que s = -1, el caso s = O genera infinito o divergencia en el 

origen, así G1 =O y en consecuencia todos los coeficientes impares son nulos. 

De ésta manera, la regla de recurrencia de los coeficientes está dada por 
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donde j = O, 2, 4 · · · . Dado que sólo aparecen términos pares, la solución tiene paridad 

definida y puede escribirse en la forma 

00 

H(()=e2:Amem, 
·m=O 

A _ 4m + 2s + 1 - A A 
m+l- (2m+2+s)(2m+1+s) ffi) 

(2.18) 

para m = O, 1, 2, · · · . Asimismo, corno la solución debe ser finita, compararnos el compor­

tamiento de la serie obtenida con la función exponencial e0!0~2 , 

00 

eaoe = L Dmem, 
m= O 

cuyos coeficientes son Dm = ~ y por el criterio de la razón para la convergencia [13] se m. 

tiene la siguiente relación: 

Dm+l ao ao -- = -- f',J-

Dm m+1 m 

Por otro lado, (2.18) tenernos 

(2.19) 

y si compararnos ambos casos se tiene que a0 = l. Así, para valores grandes de C H f',J ee 
y de esta manera '1/J(() f',J e~e -+ oo cuando ~-+ oo. Es decir, si H(~) se comporta corno 

ee, la solución '1/J(~) diverge. Por lo tanto, para evitar esto H(~) debe ser una solución 

polinomial, es decir, para un entero N, se tiene que AN+l = AN+2 =···=O, con AN =j:. O. 

Al sustituir esta condición en la relación de recurrencia (2.18) se tiene que 

A _ 4N + 2s + 1 - A A 
N+I - (2N + 2 + s)(2N + 1 + s) N, 

con N= O, 1, ···.Por lo tanto, 

o bien, 

A= 4N + 1 + 2s, 

A= {4N + 1, 

4N+3, 

para s =O, 

para s = 1, 
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entonces 

An = 2n + 1, 

con n =O, 1, 2, o o o o Esto implica que el espectro es discreto e igualmente espaciado, dado 

por 

(2020) 

y la autofunción asociada adopta la siguiente forma, con x = a0~, 

(2.21) 

donde las funciones H n son polinomios de grado n, denominados polinomios de Hermite 

y los coeficientes Nn garantizan la normalización de las funciones propias. En general los 

coeficientes de normalización son obtenidos a partir de 

(2.22) 

Una forma asintótica puede ser obtenida para estos coeficientes mediante el uso de la 

función generadora de los polinomios de Herrnite, definida por G(~, s) = e€
2
-(s-0

2
• Así 

tenernos que 

¡+oo 2 sntm ¡+oo 2 

l-oo G(s,~)G(t,~)e-€ d~ = L n!m! l-oo e-€ Hn(~)Hm(~)d~o 
n,m 

Desarrollando la integral del lado izquierdo, se tiene que 

L:oo G(s, ~)G(t, ~)e-e d~ 

donde w = ~- (s + t) y dw = df 

¡+oo 
l-oo exp [-s2 + 2s~- t

2 + 2t~- e] d~, 
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reemplazando (2.24) en (2.25) se obtiene 

(2.26) 

Ahora, sustituyendo el lado derecho de (2.26) en (2.23), se tiene que 

e igualando los coeficientes tenemos 

n =f. m 

n=m. 

Por lo tanto, reemplazando este resultado en (2.22), se obtiene 

(2.27) 

Así las autofunciones para el caso del oscilador armónico son 

(2.28) 

2.1.2. Oscilador armónico cuántico bidimensional 

Para el caso del oscilador armónico cuántico bidimensional el potencial de una 

partícula de masa m está dado por: 

(2.29) 

donde consideramos que la frecuencia de oscilación en x e y es la misma, es decir Wx = 

Wy = w. Con el propósito de conocer sus autofunciones y espectro asociado, se debe 

solucionar la ecuación de Schrodinger. Así, el hamiltoniano para una partícula cuántica 

de masa m con movimiento de oscilador armónico es 

(2.30) 
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Con la finalidad de obtener las autofunciones de energía de (2.30) se debe resolver la 

siguiente ecuación de valores propios dado por 

il(x, y)'lj;(x, y) E'lj;(x, y), (2.31) 

donde 'lj;(x, y) es la autofunción asociada al hamiltoniano. 

Al sustituir (2.30) en (2.31) y haciendo Pw = -iñd~ y py = -iñd~ se obtiene 

Aplicando criterios utilizados en el caso unidimensional para el cálculo de la función 

de estado, se tiene 

(2.33) 

y de la ecuación (2.21) 

donde o:ij = ~w. 

Siguiendo los procedimientos para el cálculo del coeficiente de normalización para el 

caso unidimensional se extrapola para el caso bidimensional a partir de la ecuación (2.27) 

se tiene 

(2.35) 

donde la contante de normalización es definida por Nn.,,n, 

reemplazando se tiene 
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2.2. Operadores de Creación y Aniquilación 

En esta sección se muestra que la ecuación diferencial del oscilador armónico 

puede resolverse, usando un método algebráico. Para esto observamos que en la ecuación 

d:~~.;) - ~2 = (D2 - e)'I/J(~), el operador diferencial de segunda orden tiene una forma 

de diferencia de cuadrados, es decir, esto sugiere usar los siguientes operadores, de la 

factorización 

(2.36) 

(2.37) 

donde se definen a y at como operadores de aniquilación y creación de partículas, 

respectivamente [12]. 

En términos de las variables fisicas, estos operadores tienen las formas 

A rmwA • /lA 
a= Vmx+zy ~p, {2.38) 

(2.39) 

De estas expresiones es inmediato observar que los operadores á. y at no son hermitianos 

sino adjunto uno del otro. Además, dado que estos operadores son combinación de los 

operadores físicos p y x están relacionados entre sí por 

x = {;f;;(a + at), (2.40) 

A- ~(At A) p- V -;¡---2- a -a. (2.41) 

Asimismo, es posible expresar el hamiltoniano del oscilador armónico en términos de 

estos operadores, es decir 

i ........ 
+ 2nxp 

il 1 
nw 2' 

12 



finalmente se obtiene 

il = ñw(a}a + ~). 

Además, como los operadores no conmutan, se tiene que 

[a, at] = [ rmwx~ + O p rmwxA ' V 2ii "J2mwñ' V 2ii 

i r.::; A] i [A A] 
- 2ñ IJ',x - 2ñ x,p ' 

1, 

así, el hamiltoniano il se puede escribir 

aat = ata 1, 

il = ñw(aat- ~). 

2.3. Leyes de Simetrías Físicas 

(2.42) 

. p ] 
~J2mwñ ' 

(2.43) 

Es conocido que en la actualidad las leyes de simetría es uno de los pilares de la 

Física Teórica, las cuales aportan una comprensión del universo, es así como la simetría 

es uno de los conceptos protagónicos de la Física y Matemática modernas. Por ejemplo, 

los dos desarrollos teóricos brillantes del siglo XX, la Teoría de la Relatividad y la Teoría 

Cuántica, incorporan nociones de simetría en un modo fundamental e irreemplazable. 

2.3.1. Simetría Paridad P 

La paridad o inversión espacial, es el reflejo respecto del origen de las coordenadas 

de un sistema de partículas; es decir, se cumple que las tres dimensiones espaciales x, y 
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y z pasan a -x,-y y -z. El operador de paridad aplicado al campo de los observables 

cuánticos corno la posición x y momento p cambian sus signos, es decir 

P!i:P = -x, (2.44) 

PpP =-p. (2.45) 

Además, se tiene que el operador P es lineal y esta condición deja invariante la relación 

de conmutación canónica (el álgebra de Heisenberg) de la mecánica cuántica dada por: 

xfJ- fix = i!Ü, (2.46) 

donde i es el operador identidad. 

2.3.2. Simetría Inversión Temporal T 

Es la operación matemática que reemplaza la expresión del tiempo por su negativo 

en las fórmulas o ecuaciones, de modo tal que describan un evento en el cual todos los 

movimientos son revertidos. La fórmula o ecuación resultante queda sin modificaciones 

luego de esta operación se dice que es invariante bajo inversión temporal, lo cual implica 

que las mismas leyes físicas se aplican en ambas situaciones, que el segundo evento es 

indistinguible del original. 

Sin embargo, el operador inversión-temporal, representado por el símbolo T, deja x 
invariante pero cambia el signo de p como mostrarnos a continuación: 

TxT = x, (2.47) 

T[JT= -p, (2.48) 

y corno el operador de paridad P, el operador inversión temporal T deja la relación (2.46) 

invariante, este requerimiento hace que T cambie el signo del número complejo i corno se 

muestra 

TiT= -i. (2.49) 
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2.3.3. Simetría Conjugación de Carga C 

Es la operación matemática que cambia los signos de todas las cargas de una 

partícula, por ejemplo,modifica el signo de la carga eléctrica. La conjugación de carga 

implica que para cada partícula cargada existe una antipartícula con la carga opuesta. 

La antipartícula de una partícula electricamente neutra puede ser idéntica a la partícula, 

como es el caso del pión neutro, o puede ser distinta, como pasa con el anti-neutrón debido 

al número bariónico. 

2.4. Método algebraico para sistemas 7]+-pseudo hermi­

tianos 

Un Hamiltoniano no hermitiano con un potencial complejo por lo general le co­

rresponde valores propios complejos y como sistema no mantiene la conservación de la 

probabilidad. Sin embargo, un hamiltoniano no hermitiano, en particular una clase de 

cuasi-hermeticidad fue propuesta en [9] en la cual, sus valores propios son reales y es 

posible la conservación de la probabilidad. 

Recientemente, los valores propios y estados propios asociados a un hamiltoniano no 

hermitiano con cierta simetría han originado gran interés en su estudio. [4], [5], [6] 

Así, la condición autoadjunta ?]-pseudo hermitiano es verificado por [14]: 

(2.50) 

donde el operador invertible 7] es hermitiano lineal y el hamiltoniano il es diagonalizable, 

este hamiltoniano tiene un conjunto base biortonormal. El hamiltoniano con tal simetría 

se le denomina hamiltoniano ?]-pseudo hermitiano. Por lo tanto, se puede tratar con el 

sistema de pseudo hermitiano, en términos de la base biortonormal. 

A continuación se presenta un método algebraico para un sistema arbitrario 7]+-pseudo 

hermitiano sobre la condición que este sistema también sea 77+-pseudo hermitiano autoad­

junta. Lo más importante de este método es demostrar que el operador 'TJ+ define productos 

internos positivos. 

En principio, la condición que un observable A sea 77+-pseudo hermitiano debe cumplir 
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la condición i7+-pseudo hermitiano autoadjunta, dado por 

(2.51) 

donde el subíndice + define que fj+ está asociado con un producto interno definido positivo 

en el sistema pseudo hermitiano, y el superíndice + representa el fj+-pseudo hermitiano 

adjunto de un operador. El fj+ pseudo hermitiano adjunto de un estado se define por 

*{¡p(x)! - {¡p(x)lf/+, (2.52) 

con {<f>(x)l representando el estado adjunto de l<f>(x)), donde se cumple (<f>(x)l (!<f>(x)))t 

y también el producto interno en el espacio de Hilbert para un sistema con hamiltoniano 

fj+-pseudo hermitiano de la forma: 

*{¡p(x)!'I/J(x)) = {¡p(x)lf/+11/J(x)), (2.53) 

que representa el producto interno generalizado. A partir que i] fue llamado por Pauli 

la métrica indefinida en el espacio de Hilbert, en consecuencia fj+ es llamada la métrica 

positiva, ya que da lugar a una norma y probabilidad positiva, dado por: 

( 1/J( X) liJ+ 11/J( X))· (2.54) 

Se debe tener en cuenta que el operador fj+ debe ser hermitiano lineal e invertible, lo cual 

asegura no sólo una medida consistente de los observables físicos, sino también valores 

de probabilidad positivos. Además, hacemos hincapié en la coherencia de la condición 

autoadjunta y el producto interno generalizado. Es decir, la condición autoadjunta (2.51) 

lo cual garantiza que la medida de A sea real con respecto al producto interno modificado 

(2.53) y al mismo tiempo implica que A es autoadjunto con respecto a su producto 

interno modificado, es decir *(A¡p(x)IV;(x)) = *(¡p(x)!AV;(x)), lo cual muestra la exigencia 

a una norma positiva y facilita encontrar un adecuado rJ+ para un hamiltoniano TJ+-pseudo 

hermitiano. 

A continuación, se define el nuevo operador de creación el cual es diferente al de 

la mecánica cuántica hermitiana como el adjunto TJ+-pseudo hermitiano del operador 

aniquilación de la siguiente manera: 

(2.55) 
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Los nuevos operadores de creación y aniquilación son adjuntos 17+-pseudo hermitianos 

entre sí, como se muestra a continuación 

(a+)+ ~-1 ( ~-1 ~t ~ ) t ~ 
17+ 17+ a 17+ 17+, 

(a+)+ ~-1 ~ ~ ~-1 ~ - 17+ 17+a17+ 17+' 

(a*)* - a. (2.56) 

También se puede probar que a y a+ son 17+-pseudo hermitianos adjuntos el uno del 

otro con respecto al producto interno generalizado (2.53). A partir de las ecuaciones 

(2.53) y (2.55), se obtiene 

*(a<p(x)l'l/J(x)) ( <p(x) ¡at 17+ 17/J(x)), 

:t (a<p(x) l1P(x)) (<p(x)i17+ (17¡1at17+) I1P(x)), 

*(a<p(x)!'l/J(x)) (<p(x) 117+a+ 17/J(x)), 

:t (a<p(x) !1P(x)) - :t (<p(x) ia*1)!(x )) , (2.57) 

lo cual muestra que la generalización de los operadores de creación y aniquilación son 

consistentes con el producto interno. La relación a = (a+)+ permite obtener forma que 

estamos familiarizados, es decir, a = (at)t, cuando 17+ toma el operador identidad, es 

decir, cuando un sistema de 17+-pseudo hermitiano resulta ser un único hermitiano. 

Considerando las relaciones de conmutación satisfechas por los operadores de creación 

y aniquilación de la mecánica cuántica convencional, vamos a exigir que los operadores de 

creación y aniquilación recién definidos en la mecánica cuántica 17+-pseudo Hermitiana, 

cumplen con 

¡a, a+]= 1, (2.58) 

[a, a]= ¡a+, a+]= o, (2.59) 

los cuales se reducen por consiguiente las relaciones de conmutación convencional cuando 

17+ resulta la identidad. 

Finalmente, se define el operador número correspondiente a la mecánica cuántica pseu­

do hermitiana de la siguiente manera: 

(2.60) 
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el cual, corno observable físico, es, i7+-pseudo herrnitiano autoadjunto, corno se muestra 

N+ - c-lAt A A)+ TI+ a Tl+a , 

N+ - A-1 ( -1 AtA A) t A 
TI+ TI+ a TI+ a TI+, 

N+ A-lAt AA-lA - TI+ a Tl+aTI+ TI+, 

N+ A+A a a, 

N+ - N. (2.61) 

A continuación se demuestra que el operador número N es a la vez autoadjunta respecto 

al producto interno generalizado, es decir: 

'+(N<p(x)l?/l(x)) = '+(<p(x)IN?/I(x)), (2.62) 

y a partir de las ecuaciones (2.58) y (2.60), se verifica las siguientes relaciones de conmu­

tación de la mecánica cuántica pseudo herrnitiana: 

(2.63) 

[N, a]= -a. (2.64) 

Corno consecuencia de ello, se establece el método algebraico para un sistema Tl+­

pseudo herrnitiano. 

La tarea restante es deducir fórmulas útiles, tales corno el estado de n partícula y las 

propiedades de los operadores de creación y aniquilación. Por cierto, debernos mencionar 

que la anterior propuesta se reduce al caso ordinario (Herrnitiano) de la mecánica cuántica 

cuando TI+ se convierte en el operador de identidad. 

A continuación vamos a derivar el estado de n-partícula. Si lO) representa el estado 

fundamental y el operador a aniquila el estado fundamental, a¡o) = O, se calculará la 
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medida de a,n(ai)n con respecto estado fundamental y su adjunto 77+-pseudo hermitiano, 

utilizando repetidamente la ecuación, (2.58) y (2.59), como se muestra a continuación 

(2.65) 

Ahora, si In) es definida por 

(2.66) 

podemos obtener su adjunto fl+-pseudo hermitiano, usando las ecuaciones (2.52) y (2.55), 

es decir 

(2.67) 

Por lo tanto, reescribiremos la ecuación (2.65) como 

i(njn) = +(üiO). (2.68) 

Por otra parte, mediante el uso de las ecuaciones (2.58), (2.60) y (2.66) y considerando 
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nuevamente &.lO) =O se obtiene 

Ñjn) nln). (2.69) 

Así de las ecuaciones (2.68) y (2.69), obtenemos 

(2.70) 

Por consiguiente, si el estado fundamental es normalizado con respecto al producto 

interno generalizado (2.53), es decir +(OIO) = 1, el estado definido por la ecuación (2.66) 

es llamado como estado n-partícula y el operador N definido por la ecuación (2.60). A 

continuación calculamos las propiedades de los operadores de creación de aniquilación, a 

partir de la ecuación (2.66), como se muestra a continuación 

a+¡n) = Jn+ 1ln+ 1). (2.71) 

Ahora, multiplicando la ecuación (2.71) por el operador a por la izquierda y usando las 

ecuaciones (2.58), (2.60) y (2.69), tenemos 

aa+¡n) (a+ a+ 1)ln), 

aa+¡n) (N+ 1)ln), 

aa+¡n) - (n + 1)ln), (2. 72) 

y a partir de las ecuaciones (2.71) y (2.72), se obtiene &.In+ 1) = Jn + 1ln). Como 
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resultado de ello se muestra las siguientes propiedades para los operadores a+ a, respecti-

vamente, 

a+¡n) = vn + lln + 1), (2.73) 

a¡n) = .¡n In- 1), (2.74) 

lo cual muestra que a+ tiene la función de creación y a de aniquilación como se esperaba. 

Además, hacemos hincapié que la unitariedad de la evolución temporal se garantiza 

con respecto al producto interno modificado (2.53) en la mecánica cuántica 77+-pseudo 

Hermitiana . 

Teniendo en cuenta el Hamiltoniano 77+-pseudo Hermitiano autoadjunto, es decir il = 

f¡¡1fltf¡+ y la evolución temporal de un estado iniciall'l/J(O)), 1'1/J(t)) = e-i'Ñtl'l/J(O)), tenemos 

+('1/J(t)i'l/J(t)) - ('1/J( t) lfJ+ 1'1/J( t))' 

+ ('1/J( t) 1'1/J( t)) - ('1/J(O) 1 e+í'Httf¡+e-i'Htl'l/J(O))' 

+('1/J(t)i'l/J(t)) - ('1/J(O) ifJ+( f¡¡_Ie+i'Httf¡+ )e-i'Ñtl'l/J(O))' 

+('!jJ(t)i'!fJ(t)) ('1/J (O) lfJ+ ( e+i'Ñt) e-i'Ht 1'1/J( O)), 

+('1/J(t)i'l/J(t)) - ('1/J(O) ifJ+I'!fJ(O)) 

+('1/J(t)i'l/J(t)) +('1/J(O)I'l/J(O)), (2.75) 

lo cual muestra la unitariedad de la evolución temporal. 
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Capítulo 3 

Materiales· y Métodos 

3.1. Materiales 

El presente trabajo teórico no fue sometido a experimentación alguna en laboratorio 

físico. En este sentido, se ha desarrollado considerando libros especializados en el tema, 

además de artículos científicos relacionados, como es el caso de los tópicos de la Mecánica 

Cuántica. 

La presente tesis ha sido realizada íntegramente en Latex (Miktex 2.9). Además, se 

utilizó el programa Matlab 2010, coino herramienta para la obtención de gráficas. 

3.2. Métodos 

El presente trabajo de investigación, ha utilizado métodos analíticos; para el caso 

específico del método algebraico de los operadores de creación y aniquilación, el cual tiene 

relación intima con la Mecánica Cuántica 

Debido a la naturaleza teórica del presente trabajo, el método de estudio es del ti­

po deductivo-inductivo y analítico; en primer lugar fue necesario el entendimiento de la 

problemática física y de las ecuaciones que rigen su estudio. Además, se utilizó literatura 

especializada, que incluye textos y revistas científicas, las cuales proporcionaron diferen­

tes herramientas; como el caso de la pseudo hermiticidad, simetría paridad, métodos para 

solución de ecuaciones diferenciales, etc; permitiendo establecer las características mate­

máticas y físicas de las simetrías físicas. 
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Capítulo 4 

Resultados 

En esta sección presentamos los resultados de los cálculos efectuados como simetría, 

espectro de energía asociados al hamiltoniano que proponemos en la subsección siguiente 

4.1. Cálculo de Simetría del Hamiltoniano P-pseudo 

Hermitiano 

A continuación hacemos un tratamiento a un hamiltoniano no hermitiano el cual 

presenta cierta simetría, dicho hamiltoniano es representado por ila,fJ,,..,,a(x, y) y presenta 

la siguiente forma: 

'lJ ( ) {3(A2 A2) • A 6(A2 A2) • A 

rLa,{J,-y,ó x, y 2 Px + X + w:.px + 2 Py + y + vypy, (4.1) 

donde a,f3,1 y 6 >O E JR+. 

Seguidamente mostraremos que el hamiltoniano definido en ( 4.1) presenta el P-pseudo 

hermiticidad, para tal propósito, se hará actuar el operador paridad sobre el hamiltoniano, 

como se muestra a continuación 

'T)'lJ ( ) f!_(A2 + A2)- • A + ~{,;,2 + A2) r na,{J,,..,,o X, Y - 2 Px X W!.Px 
2 

V!y Y (4.2) 
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Ahora si al Hamiltoniano, dado por (4.1), tomamos su conjugada compleja, se obtiene 

(4.3) 

así,comparando (4.2) y (4.3), obtenemos la siguiente relación: 

(4.4) 

la cual verifica que el hamiltoniano ila.,f3,1 ,8(x, y) es P-pseudo hermitiano. 

4.2. Cálculo del Espectro de energía 

A continuación con el propósito de obtener el espectro de energía del hamiltoniano, 

Ha.,f3,¡,ó(x, y) vamos a trabajar separadamente, es decir 

(4.5) 

donde 

(4.6) 

y 

(4.7) 

A continuación el hamiltoniano Ha.,f3(x) se presenta de la siguiente manera 

Ha,{3(x) - ~(13; + i;2) iafix, 

f3 [ A2 2ia A . ] 2 
fla.,{3( X) 

ZO! 2 A2 O! 
- 2 Px+¡3Px ( 7i) + X + 2(3' 

f3 [(A ,0!)2 ] 2 fla,f3(x) A2 O! (4.8) - 2 Px + Z{J X + 2(3' 

De la misma manera, se hace para el hamiltoniano H1 ,6(x) 

fl1 ,ó(Y) - t:5 c2 A2) ' A 2 Py +y + qpy, 

il,,ó(x) - 6 [ A2 2i'y A 2 Py+-¡-Py (iJ? + 1?] + ;;, 

H¡,ó(Y) - ó [e .1)2 A2] 1
2 

2 Py + zJ + y + 2ó. (4.9) 
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Ahora, si definimos los nuevos operadores posición y momento de la siguiente forma: 

(4.10) 

(4.11) 

se muestra que dichos operadores verifican las relaciones de conmutación de la mecánica 

cuántica, es decir 

[x,x] = ¡±,±J =o, [Y, Y]= [Y,YJ =o, [x, Y]= ¡±,1/J =o, 

[x,l\] = [x,px+ii] = [x,px]+ [x,ii] =i, 

[Y,Py] = [1/,fty+i~] = [1/,fty]+ [1/,i~] =i, 

[x, Py] = [x,fty + i~] = [x,fJyl + [x, i~ J =o, 

[Y,Px] = [Y,fJx+i~] = [Y,fJx]+ [y,i~] =0, 

[Y, Px J = [1/,ftx + i~] = [Y,fJxl + [11, i~] =o, 

[Px,Px] = [Px+i~,fJx+i~] =[Px,Px]=i, 

A continuación vamos a redefinir el hamiltoniano ila,f3,7,8(x, y) en función de los nuevos 

operadores X, Y, Px y PY de la siguiente manera 

il ( ) (3 [(A .a)2 A2] a
2 

c5 [(A ./)2 A2] ¡
2 

a.,f3,"f,8 x, y = 2 Px + "'~ + x + 2(3 + 2 Py + "'J +y + 2c5' 

ila.,/3,7,o(x, y) (4.12) 
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Asimismo definimos los operadores Ax, Al, Ay y At, como 

~ 1 (~ ~) Ay = v0, Y + íPy , 

se muestra que cumplen las siguientes relaciones de conmutación 

[ Ax, Ax J = [ ~ ( x + íl\) , ~ ( x + iPx)] , 

[ Ax, Ax J = ~ { [ x, x J + i [ Px, x J + i [ x Px J - [ Px, Px J } , 

[Ax,Ax] = O. 

[.Ay,.At] = [~(Y +iPy), ~(Y -iPy)], 

[Ay, .A¡ J = ~ { [Y, Y J + i [ Py, Y J - i [Y, Py J + [ Py, Py J } , 

[ ~ ~t] -Ax,Ax - l. 

[Ay, Ay J = [ ~ (Y + iPy) , ~ (Y + íPy)] , 

[Ay, Ay J = ~ { [Y, Y J + i [ Py, Y J + i [Y Py J - [ Py, Py J } , 

. [.Ay,Ay] = o. 

[ Ax, Ay J = [ ~ ( x + iPx) , ~ (Y + iPy)] , 

[ Ax, Ay J = ~ { [ x, Y J + i [ Px, Y J + i [ x, Py J - [ Px, Py J } , 

[Ax,Ay] = O, 

[ Ax, At J = [ ~ ( x + iPx) , ~ (Y - iPx)] , 

[.Ax,.At] = ~{[x,YJ +i[Px,Y] -i[X,Py] + [?x,Py]}, 

[ ~ ~t] -Ax,Ay - O, 
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[ ~t At] Ax,Ax - [1(~ A) 1(A .J2 X - íPx , .J2 X íPx)] 1 

[ At At] Ax,Ax - ~ { [x,x]- i [Px,x] i [x,Px]- [Px,Px]}, 
[ At At] Ax,Ax - o, 

[ At ~t] Ax,Ay - [ ~ ( x - iPx) , ~ (Y - iPy)] , 

[ At At] Ax,Ay - ~{[x,Y] -i [Px,Y] i [x, Py]- [Px, Pu]}, 
[ At At] Ax,Ay - o, 

De esta manera, para representar el hamiltoniano (4.12), en función de los operadores 
A At A At Ax, Ax, Ay y AY, hacemos 

At A AxAx 

At A AxAx 

At A AxAx 

At A AxAx 

Del mismo modo, 

-

-

-

-

1 A A 1 A 
-(X -íP )-(X íPx), .;2 X .;2 

~ {x2 +i(XPx 

1{A2 ·[A A] 2 X +z X,Px 

~(P; +X2) 
1 

2' 

Pxx) +P;}, 

A2} px ' 

1 
2' 

- ~(P; + Y2
) 

1 

2' 
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(4.16) 

Así, reemplazando (4.15) y (4.16) en (4.12) se obtiene 

A - At A a 2 f!_ At A 12 i 
1la<,/J,¡,8(x, y) - ,BAxAx + 2,6 + 2 + 6AyAy + 26 + 2. . (4.17) 

También definimos (como el caso del oscilador armónico bidimensional) el vector de estado 

!Rn.,,n11 (x,y)) como: 

1Rn"',n11 (x,y)) = !Rn.,(x)) lllnu(y)), (4.18) 

donde los vectores de estado 1 Rn., ( x)) y j Rn
11 
(y)) son dados, a partir de sus estados bases 

!Ro(x)) y IRo(y)) de la siguiente manera {10]: 

(4.19) 

(4.20) 

donde se cumple que 

Ax !Ro(x)) =O, (4.21) 

Ay IRo(y)) = O. (4.22) 

Una vez definido el hamiltoniano en términos de los nuevos operadores determinaremos 

su espectro asociado al. vector de estado IRn,m(x, y)), es decir 

ila,{3,¡,8(x,y) j.Rn.,,n11 (x,y)) - (,BA!Ax + ~; + %) !Rn,(x)) 1Rn11 (Y)) + 

I.Rn,(x)) (8AtAy ;; + ~) iRny(y)), 

28 



iln,{J,7 ,ó(x, y) !Rn.,,ny(x, y)) - (BA!Ax IRn,(x)) ;; !Rn.,(x)) + ~ IRn,(x))) ~~(y))+ 

!Rn,(x)) (oAtAv IRnll(y)) + ;; IRnll(y)) + ~ l~(y)))' 

ila,{J,7 ,ó(x,y) JRn,,ny(x,y)) - (!3vnxA! IRn,-l(x)) + ;; IRn.,(x)) + ~ !Rn.,(x))) j~(y)) + 

JRn.,(x)) (ovn;A¡ IRny-l(Y)) + ;; !Rnll(y)) ~ IRnll(y))), 

de donde el espectro de energía es: 

donde 

(4.25) 

(4.26) 

con nx, ny = o, 1, 2, 3, .... 

A continuación presentamos el comportamiento del espectro de energía ( 4.25) como 

función de a y /3 para algunos valores de nx 
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2 

o o a. 

Figura 4.1: Representación del Espectro de Energía En, (a, f3, ) . 

En la figura 4.1 se observan planos los cuales representan el espectro real y positivo, 

de la energía. 

Por otro lado, es posible reproducir el espectro de energía obtenido por J. da Provi­

dencia, N. Bebiano y J. P. da Providencia [1], a saber 

(4.27) 

donde nx = O, 1, 2, 3, · · · . Para esto, el espectro obtenido en ( 4.25), que depende de 2 

parámetros a y f3 , puede tomar la forma de (4.27) [1] si a= v'2, es decir 
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(4.28) 

30 -",;=0 

-n.=20 

-n,=40 

-n,=60 
25 -n,=BO 

-n,=100 

20 

15 

10 

5 

Figura 4.2: Representación del Espectro de Energía En"'((3). 

En la figura 4.2 cada una de las curvas representan los espectros de energía del osci­

lador armónico para diferentes valores de nx. 

Es posible también a través de (4.25) reproducir el espectro del oscilador armónico uni­

dimensional considerando a O y con (3 = 1, es decir 

(4.29) 



A continuación graficamos el espectro de energía Eny ( ¡, ó) dado por ( 4.26) 

... ··· .... ··¡,_=-··. ···· .. 

r 
25 ...... ··· 

.... ·····r 
... ··· .. ··· ·· .. 

·· ... 
····+·· ... 

r··. 
· ... 

2 

o o 
'f 

Figura 4.3: Representación del Espectro de Energía Eny(¡,ó). 

En la figura 4.3 cada uno de los planos representan el espectro de energía real y 

positivo. 

Por otro lado, similar al caso anterior, se puede determinar el espectro de energía para 

los vectores de estado (Ln,m(x, y)l definidos como: 

(4.30) 

donde los vectores de estado (Ln, ( x) 1 y ( Lny (y) 1 son descritos a partir de los estados base 

(Lo ( x) 1 y (Lo (y) 1 definidos como: 

( Ln, (X) 1 = (Lo (X) 1 ( Ax) n,, (4.31) 
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(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

Así, tenemos 

Ahora representamos los autovectores de Rn.,,ny(x, y) y Ln,,ny(x, y) como las funciones 

estado 

y 

donde las funciones Rn., ( x) y Ln, se representan por 

(4.36) 

( 4.37) 

donde Kn:r; es la constante de normalización . 

Las funciones de estado Rn:r;(x) y Ln.,(x) se encuentran relacionados por 

(4.38) 

Siguiendo el mismo procedimiento es posible encontrar la relación entre funciones de 

estado Rn
11 
(y) y Ln

11 
(y) como 

(4.39) 
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4.3. Cálculo de la Constante de Normalización 

En esta subsección se determinará la constante de normalización Kn,,ny , conside­

rando el siguiente producto interno 

(4.40) 

en su forma integral, es decir 

¡+oo ¡+oo 
l-oo l-oo L~x,ny(x,y)Rn,,ny(x,y)dxdy = 1, 

separando las integrales, tenemos 

(4.41) 

y a continuación se calcula la integral en x, así usando ( 4.36) y ( 4.37) en ( 4.41), se obtiene 

¡+oo 
l-oo L~Jx)Rn,(x)dx = 

¡+oo K* ( a d )n ( 1 ( a )2) 1 -oo n, X - 73 - dx "'exp -2 X+ 73 X 

a d )n ( 1 ( a 2) Kn,(x + 73 - dx "'exp -2 x- 73) dx, 

¡+oo 
l-oo L~Jx)Rn,(x)dx 

(4.42) 

Seguidamente se calculará los términos de la integral ( 4.42) separadamente, haciendo 

uso del criterio inductivo. 

Caso nx = 1 

a d ( 1 a 2) (x--- -)exp --(x+ -) 
f3 dx 2 f3 

(x- ~- d~) exp ( -~(x + ~)2) = 2x exp ( -~(x + ~) 2) , (4.43) 
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donde el factor 2x representa el primer polinomio de Hermite denotado por H 1{x) [10}, 

por lo tanto la expresión ( 4.43) puede ser escrita de la siguiente forma: 

Caso nx = 2 

(x- ~- !!_)2 [exp ( _!(x+ a)2)] 
a d a d 

- (x- -)(x- -- -) x 
(3 dx 2 (3 (3 dx (3 dx 

(exp ( -~(x ~)2)] ' 

(x- ~- !!_)2 [exp ( _!(x + ~)2)] a d [ ( 1 a 2)] - (x--- -) 2xexp --(x + -) 
(3 dx 2 (3 (3 dx 2 (3 ' 

(x- ~- !!_? [exp (-~(x ~?)] 2x(x- a) exp ( -~(x + ~?) + 2x(x 
a 

- -)x 
(3 dx 2 (3 2 (3 (3 

exp ( -~(x a 2) ( 1( a 2) -g) - 2exp - 2 x+ -g) , 

(x- ~- !!_? [exp ( _!(x+ ~)2)] [2x(x a a ] - -) + 2x(x +-)- 2 x 
(3 dx 2 (3 (3 (3 

exp ( -~(x+ ~?), 

(x a-!!_? [exp ( _!(x ~?)] - (4x2
- 2) exp ( -~(x + ~?), ( 4.45) 

(3 dx 2 

el factor (4x2 - 2) representa el segundo polinomio de Hermite H 2(x), entonces la expre­

sión ( 4.45) se puede escribir como: 

a d 2 [ ( 1 a 2)] ( 1 a 2) ( x - - - -) exp --( x + -) = H 2 ( x) exp --( x -) . 
(3 dx 2 (3 2 (3 

( 4.46) 
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Caso nx = 3 

(x 
a 

_:!_)3 [exp ( _!(x ~)2)] (x 
a 

_:!_)(x- ~- _:!_? x 
(3 

-
(3 dx 2 dx (3 dx 

[exp ( -~(x+ ~f)], 

(x 
a 

_:!_ )3 [ exp ( _!(x ~)2)] a 
_:!_) [(4x2- 2) exp ( _!(x +a?)] 

(3 
- (x-

dx 2 (3 dx 2 (3 ' 

(x- ~- i_)3 [exp ( _!(x+ a)2)] - (x- ~)(4x2 
2) exp ( -~(x + ~)2) (3 dx 2 (3 (3 

d: [(4x
2 2)exp ( -~(x+ ;)2)], 

(x-a- i_)3 [exp ( _!(x + ~)2)] - (x- ~)(4x2 - 2) exp( _!(x + ~) 2) 
(3 dx 2 (3 (3 2 (3 

(4x2- 2)(x a) exp( _!(x +a?) 
(3 2 (3 

( 1 a 2 8xexp - 2(x + /3) ), 

(x 
a 

_:!_ )3 [ exp ( _!(x ~)2)] [(x- ~)(4x2 2) + (4x2 2)(x ~)- sx] x -
(3 dx 2 

x exp ( -~(x ~?), 

(x 
a d 3 [ ( 1 ~)2)] = (8x3- 12x) exp ( -~(x + ;)2), (4.47) 
(3 

-) exp --(x 
dx 2 

notamos que el factor (8x3 - 12x) representa el tercer polinomio de Hermite H 3 (x), así 

la expresión (4.47) puede ser escrita como: 

De esta manera; se obtiene una regla de formación y asumimos que para el caso de nx, se 

tiene 

(x-;- d:t., exp ( -~(x + ~)2) = Hn'"(x) exp ( -~(x + ;? ) . (4.49) 

36 



Además, como es análisis inductivo se muestra que para el caso nx = nx + 1 también es 

satisfecha ( 4.49) es decir 

a d a d n (x--- -)(x--- -) x x 
f3 dx f3 dx 

( 
1 a 2) exp - 2(x + jj) , 

( a d )n +1 ( 1 ( a)2) x---- "' exp -- x+- = 
(3 dx 2 (3 

( a d)n+1 ( 1( a) 2) x - - - - x exp -- x + - = 
f3 dx 2 f3 (x- ~)Hnx(x) exp ( -~(x + ~?) -

d~ ( Hn.,(x) exp ( -~(x + ~) 2)), 

( a d )n +1 ( 1 ( a)2) x---- x exp -- x +-
f3 dx 2 f3 - (x- ~)H nJx) exp ( -~(x + ~)2) -

( dH;;(x) + Hnx(x)(x + ~)), 

( a d )n +1 ( 1 ( a)2) x---- x exp -- x+-
/3 dx 2 f3 

- (2xHnx(x)- dH;;(x)) X 

exp (-~(x + ~)2), (4.50) 

además de la relación de recurrencia [13] se tiene 

dHnx(x) 
Hnx+I(x) = 2xHnx(x)- dx , (4.51) 

así, reemplazando (4.51) en (4.50), obtenemos 

( a d )n +1 ( 1 ( a)2) x---- x exp -- x+-
f3 dx 2 f3 

Por lo tanto (4.49) es válida para todo nx. 
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A continuación se calculará, de forma análoga al caso anterior, el siguiente término inte­

grando de (4.42), es decir la siguiente expresión: 

(4.53) 

Caso nx = 1 

(x+-- -)exp --(x- -) a d ( 1 a 2) 

f3 dx 2 f3 

(x+-- -)exp --(x- -) a d ( 1 a 2) 

f3 dx 2 f3 
(x - exp --(x- -) a) ( 1 a 2) 

f3 2 f3 

(x a ( 1 a 2) {3) exp - 2(x {3) , 

donde el factor 2x representa el primer polinomio de Hermite H 1(x), por lo tanto la 

expresión ( 4.54) puede ser escrita como: 

(x+ ~- ~)exp (-!(x- ~?) = H 1(x)exp (-!(x- ~?) (4.55) 
f3 dx 2 f3 2 f3 · 

Caso nx = 2 

a 
(x + f3 

d a d ( 1 (x+-- -)exp --(x 
dx f3 dx 2 
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( a d 2 ( 1 ( a 2) x + - - -) exp - x - -) 
/3 dx 2 /3 

a d )2 ( 1 a)2) (x --- exp --(x--
/3 dx 2 /3 

- 2x(x + ;) exp ( -~(x- ~?) + 2x(x- ;) x 

X exp (-!(x- ::)2) - 2exp (-!(x- a)2) 
2 /3 2 /3 ' 

- [2x(x+~)+2x(x- ;)-2] x 

exp (-~(x ~?), 

(4.56) 

el factor (4x2 - 2) representa el segundo polinomio de Hermite H 2(x), entonces se puede 

escribir la expresión (4.56) como: 

a d 2 ( 1 a 2) ( 1 a )2) (x+---) exp --(x--) =H2(x)exp --(x+- . 
/3 dx 2 /3 2 /3 

(4.57) 

Caso nx = 3 

a 
(x d 3 ( 1( -) exp -- x 

dx 2 /3 
( a d )( a d )2 ( 1 a)2) - x+--- x+--- exp --(x-- , 

/3 dx /3 dx 2 /3 

a 
(x /3 
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(x+ a- ~)3 exp ( -~(x ;?) - [(x ;)(4x2 2) + (4x2 - 2)(x- a) 8x] x 
(3 dx 2 (3 

exp ( -~(x- ~?), 

a ~ ) 3 exp ( _!(x ~?) (8x3
- 12x) exp ( -~(x- ~)2) , (4.58) (x + (3 -dx 2 

el factor 8~ -12x representa el tercer polinomio de Hermite H 3 (x) y la expresión (4.58) 

puede ser escrita como: 

a d 3 ( 1 a 2) ( ) ( 1 ( a )2) ( x + - - -) exp -- (x - -) = Ha x exp -- x - -
(3 dx 2 (3 2 (3 · 

(4.59) 

De esta manera, para el caso de nz se tiene 

Siguiendo la metodología anterior, mostraremos para el caso nz = nx + 1 es satisfecha por 

(4.60) 

( a d)n+l ( 1( a)2) x + - - - "' exp -- x- - -
(3 dx 2 (3 

(3 

( a d)n+l ( 1( a)2) x + - - - "' exp -- x - -
(3 dx 2 (3 

- (x + ~)Hn,(x) exp ( -~(x- ~?) 

d~ ( Hn,(x)exp ( -~(x- ~)2)), 
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( a d)n+l ( 1( a)2) x+--- x exp -- x--
{3 dx 2 {3 

( a d)n+l ( 1( a)2) x + - - - x exp -- x - -
{3 dx 2 {3 

(2xHn.,(x)- dH;;(x)) X 

x exp (- ~ (x- ;? ) , 
y de la relación de recurrencia (4.51) en (4.61) se tiene 

A continuación reemplazando las expresiones (4.49) y (4.60) en (4.42) obtenemos 

r+oo r+oo 
l-oo L~(x)Rnx(x)dx = 1Kn,J

2 l-oo Hnx(x) exp ( -~(x ~?) X 

Hnx(x)exp ( -~(x- ~)2) dx, 

exp [-~ ((x+ ~)2 + (x ~)2)] x 

Hn.,(x)Hnx(x) dx, 

(4.61) 

(4.62) 

Para resolver la integral será necesario considerar la fórmula de Rodrigues dada por 

(4.64) 
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reemplazando en (4.63), es decir 

¡+oo 
-oo L~Jx)Rn,.(x)dx = 

y por un proceso de iteración nx veces del método de integración por partes, se obtendrá 

la integral 

(4.66) 

Así, de acuerdo con el método de integración por partes, se tiene 

u= Hn,Jx), 

entonces de ( 4.66) se tiene 

donde el primer término del lado derecho es nulo, debido a que al evaluar en los límites 

resulta nulo, de esta manera se tiene 

(4.67) 
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y nuevamente integrando por partes 

dHn,(x) 
u= dx ' 

tenemos 

donde el primer término es nulo, resultando: 

(4.68) 

y continuando de esta manera la integración por partes n veces se obtiene: 

(4.69) 

Ahora, reemplazando ( 4.69) en ( 4.65) obtenemos: 
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donde usando la relación del polinomio de Hermite 

y haciendo la primera derivada 

la segunda 

la tercera 

dHn.,(x) 
dx 

2
n,-2 nx(nx- l)(nx 

1! 

2)(nx- 3)(nx- 4) n.,-5 
X + ... 

2! ' 

l)(nx _ 2)xn.,-3 _ 2n.,-2_nx_('-n_x_l...:..)..;..(n_x_-_2);_;('-n_x _-_3...:....)..:....(n_x_-'-4) xn.,-5 + 
1! 

y así derivando nx veces, obtenemos 

lo cual equivale a 

(4.71) 

De esta manera, reemplazando ( 4. 71) en ( 4. 70), obtenemos: 

44 



¡+oo 
}_

00 

L~.,(x)Rn.,(x)dx 

(4.72) 

además como 

l
+oo 

-oo exp{ -x2)dx = V2, 

entonces se tiene que 

(4.73) 

Los resultados obtenidos se extrapola para el caso y obteniéndose: 

(4.74) 

Si remplazamos los resultados de (4.73) y (4.74) en (4.41) se obtiene 

(4.75) 
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4.4. Cálculo de la Matriz del Hamiltoniano 

A continuación con el propósito de obtener la matriz Ma,fJ,"'f,5 del hamiltoniano 

Ha,f3,1,5(x, y) vamos a>escribirlo en términos de los operadores de creación y aniquilación 

definidos por 

y 1 e~ ·A) J2 x+~Px, (4.76) 

y (4.77) 

Ahora, vamos a calcular los hamiltonianos ila,/3(x) y il7 ,o(Y) en función de los operadores 

'de creación y. aniquilación, para esto multiplicando los operadores de la ecuación ( 4. 76) 

se obtiene 

1(~2 "2) AtA 1 - p + x- =a a + -. 2 X X X 2 (4.78) 

Asimismo de ,la diferencia de los operadores ( 4. 76) se obtiene 

(4.79) 

reemplazando (4.78) y (4.79) en (4.5), obtenemos 

-u - f3At A a A a At f3 
na,/3- axax + y"iax- y"iax + 2' (4.80) 

Siguiendo la misma metodología se calcula el hamiltoniano il7 ,ó, el cual toma la siguiente 

forma: 

(4.81) 

Para calcular la matríz Ma,/3,7 ,ó en la base ortonormal constituidos por los autovectores 

del oscilador armónico bidimensional l4>n.,,ny), definido como: 
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donde I<Pn,) y I<P,ny) son los eigenvectores del oscilador armónico en x e y. 

A continuación se define la matriz del hamiltoníano ila,{3,7 ,ó(x, y) como: 

{4.82) 

y a partir de ella Ma,p,7,5 se puede representar como: 

M a,{J,"f,Ó 

y como se cumple: 

y (4.84) 

donde 

e· 
1 

para n:¡; nx, 
8' = nx,nz 1 o, para nx nx, 

(4.85) 

{ 1, 
' para ny ny, 

ó 1 = 
ny,ny O, , 

para ny ny, 
(4.86) 

y para los casos n~ = nx y n~ = ny de la ecuación (4.84) se tiene 

{4.87) 

es decir es posible separar la matriz Ma,p,7 ,ó de la siguiente manera 

M -M a,{J;y,ó - a,{J (4.88) 
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donde 

A continuación se hace el calculo de la matriz Ma,f3· 

Cálculo del elemento de matriz ( 1>oi'Ra,f3l1>o) 

( 1>ol'Ha,l3l1>o) = f3 (1>ol&~&xl1>o) + ~ (1>ol&xl1>o) ~ (1>ol&ll1>o) + ~ (1>ol1>o)' 

Cálculo del elemento de matriz ( 1>oiHa,PI1>r) 

(1>oi'Ha,J3l1>1) = f3(1>ol&l&xl1>1) + ~ (1>ol&xi1>I) ~ (1>ol&li1>I) + ~ (1>oi1>I)' 

se deduce 

( 1>ol'Ha,PI1>t) = ~VI (1>ol1>o)' 

. ( 1>ol'Ha,f3l1>1) =VI~' 

Cálculo del elemento de matriz ( 1>Il'Ha,P l1>o) 

( 1>II'Ha,PI1>o) = f3 (1>Il&l&xl1>o) + ~ (1>II&xl1>o)- ~ (1>I!&ll1>o) + ~ (1>II1>o)' 

( tPli'Jia,PI1>o) =-~VI (1>II1>I), 
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Cálculo del elemento de matriz ( r/J¡I ila,f' 1 rp¡ J 

( r/J¡j'Ña,plr/Jl J = f3 (r/J¡Já~áxJ</>¡) + ~ (</>dáxJr/J¡) ~ (r/J¡IálJr/J¡) + ~ (</>¡lr/J¡)' 

( r/Jlj'Ña,P lr!J1 J = f3Vl ( r/J¡IálJr/Jo) + %' 

Cálculo del elemento de matriz ( r/J¡Iila.,{Jir/J2) 

( r/J¡jfla,{JI</>2 J = /3(r/J¡Jáláxlr/J2) + ~ (q)¡Jáxlr/J2)- ~ (r/J1Já!Jr!J2) % (4JII4J2), 

( r/J¡jfla,plr/J2 J ~ J2 (rp¡Jrp¡)' 

se deduce 

Cálculo del elemento de matriz ( r/J2l?ia,Pir/JI J 

( r/J2I1ia.,{3lr/J1) = f3 (r!J2Ja~axlr/J1) + ~ (</>2láxlr/J¡)- ~ (</>21&llr/J¡) +% (4J2Ir/J¡), 

( r/J2l1ia,{3l r~J1) = - ~ J2 ( riJ2l r~J¡) , 
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Cálculo del elemento de matriz ( c/J2I ila.,/31 cP2) 

(c/J2Jfla.,f3lc~J2) = /3(c/J21&láxlc/J2) + ~ (c/J2Iáxlc/J2) ~ (c/J2I&llc/J2) % (c/J2Ic/J2)' 

( c/J2Iila.,¡3lc/J2) = !3v'2 < c/J2Iallc/J2) %, 

( c~J2Iila.,fJic/J2) = 
5
:. 

Cálculo del elemento de matriz ( cP2lfia.,f3lcPa) 

( cP2!ila.,fJicPa) = ¡3 (c/J21&láxlc/Ja) + ~ (c/J2Iáxlc/Ja)- ~ (c/J21&llc/Ja) % (c/J2Ic/Ja), 

( c/J2Iila.,¡3lc/Ja) = ~ V3 (c/J2Ic/J2), 

se deduce 

Cálculo del elemento de matriz ( c/Jal ila.,/31 cP2) 

( c/Jalila.,fJicP2) = ¡3 (c/Jalál&xlc/J2) ~ (c/Jal&xlc/J2)- ~ (c/Jslállc/J2) % (c/JalcP2), 

( c/Jslila.,fJicP2) =-~J2+1 (c/Jalc/Ja), 

Cálculo del elemento de matriz ( c/Jalilo,fJic/Ja) 

( cP3!fla.,fJicPa) = ¡3 (c/Jal&l&xlc/Jg) + ~ (c/Jsl&xlc/Ja}- ~ (c/Jgl&llc/Jg) +% (c/Jalc/J3), 
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Cálculo del elemento de matriz ( </Jgl 'Ra,.al 4>4) 

( 4>3I'Ra,,ai<P4) = f3 (<Pal&t&xi<P4) + ~ (4>3liixi<P4)- ~ (4>3l&tl4>4) + ~ (4>314>4), 

se deduce 

De esta manera, reemplazando los elementos de matrices obtenidas, se tiene 

flg o o o v'2 
'M v'2a o o 2 v'2 

Ma,,B = o v'2a M. V3a o (4.91) -v'2 2 v'2 
o o V3a ?Jl v'4a 

-v'2 2 V2 

Es posible para el caso a = J2, se obtiene matriz calculada por J. da Providencia, N. 

Bebiano y J. P. da Providencia 

@. VI o o o 2 

-VI 'M J2 o o 2 

Map= o -J2 5,8 v'3 o (4.92) ' . 2 ... , 

o o -v'3 7,8 J4 2 
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el cual representa la matriz obtenida por J. da Providencia, N. Bebiano y J. P. da Provi­

dencia [1]. 

A continuación calcularemos la matriz M7 ,8 

Cálculo del elemento de matriz ( 4>oi'H7 ,8I4>o) 

( ct>oi'H"f,,j<Po) = 6 (c/>olaLayl</lo) + ~ (c/>olaylc/>o)- ~ (c/>olatlct>o) + ~ (c/>olc/>o), 

Cálculo del elemento de matriz ( c/>o 1 H7,5j c/>1) 

( <Pol'H7,oi<PI) = 6 (c/>olatayjc/>¡) + ~ (c/>olayjc/>¡) ~ (<Polatlct>l) + ~ (c/>olci>I), 

se deduce 

Cálculo del elemento de matriz ( 4>II'H7 ,81 c/>o) 

(ct>ll?i"f,olct>o) = ó (c/>llataylc/>o) + ~ (c/>¡jaylc/>o) ~ (<Pllatlct>o) + ~ (<fl¡lc/>o), 

Cálculo del elemento de matriz ( <P1 j '7i7 ,6j <P1) 

( <P111i7,,j4>1) = 6 (<fl¡Jataylc/>1) + ~ (cl>llay¡<fl¡) ~ (<P1Iati<P1) + ~ (<fl¡J<fl¡), 
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Cálculo del elemento de matriz ( </J1I il, ,ó 1 </J2) 

( <P11il,,ói<P2) = 8 < <Pt1a¡ayi</J2) ~ \<P1Iáyi</J2) ~ < <Pt~ati<P2) % (</Jd<P2) , 

se deduce 

Cálculo del elemento de matriz ( <P2IH7 ,ói</J1) 

(<P2Iil,,ói<P1) = 8 (<P21atayi</J1) ~ \<P2Iñyi</J1) ~ (<P21ati<P1) +% (<P2I</J1), 

Cálculo del elemento de matriz ( <P2Iil,,ó!<P2) 

( <P2Iil,,ói<P2) = 8 (</J21utáyi</J2) + ~ \<P2Iñyi</J2) ~ (<P2Iñti<P2) % \<P2I<Pú, 

-
2 
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Cálculo del elemento de matriz ( <P2jfLr.si<Ps) 

( 4>2lil~.si<Ps) = ó (cf>2!ataui<Ps) + ~ {<!J2!itui<Ps)- ~ (<P2!a~I<Ps) + ~ {<P2!<Ps), 

(<P2Jil~.si<Ps) = ~v'a(<P2I</J2), 

se deduce 

Cálculo del elemento de matriz ( <Pslil1 ,sj<P2) 

( </Jsjil¡,si<P2) ó (<Pslataui<P2) + ~ {<Pslitvi<P2)- ~ (<Pslit114>2) + ~ {<Psi<P2), 

( <Pslil~.si<P2) =-~v'2+1 (<Psi<Ps), 

Cálculo del elemento de matriz ( <Pslil1 ,si<Ps) 

( <Psiil~,ói<Ps) = ó (<Ps!atavi<Ps) + ~ {<Pslitvi<Ps)- ~ (<Pslati<Ps) + ~ (<Psi<Ps), 

( <Pslil~,ói <Ps) = 8v'3 ( <Pslati<P2) ~, 

Cálculo del elemento de matriz ( <Psjil1 ,sj<P4) 

( <Pslil"f,.si<P4) = ó (<Pala~avi<P4) + ~ {<Pslitui<Pú- ~ (<Palitii<P4) + ~ (<Psi<P4), 
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se deduce 

De esta manera, reemplazando los elementos de matrices obtenidas, se tiene 

5 v'l:y o o o 2 v'2 
- v'l:y v'2=r o o v'2 v'2 

M"(,8 = o - v'2:y 5ó il1 o (4.93) 
v'2 2 v'2 

o o _v'S:y 78 v'4:y 
v'2 2 v'2 

Finalmente se reemplaza ( 4.94) y ( 4.93) en ( 4.88)obteniendo 

v'l(a+'Y} o o o v'2 

- v'l(a+'Yl 3(.8+8¿ v'2{a:+"f} o o v'2 2 v'2 

Ma:,/3,"(,5 o v'2(a+'Y) 5(/J+ó) VS{a+'Y) o (4.94) 
v'2 2 v'2 

o o v'S(a+'Y} 7(.8+8) vf.i(a+'Y) 
v'2 2 V2 
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Capítulo 5 

Discusión 

En el presente trabajo de tesis, se hizo el estudio y análisis del espectro de energía 

del hamiltoniano 'P-pseudo hermitiano propuesto en ( 4.1), para tal fin se utilizó la he­

rramienta matemática de los operadores dados en (4.13) y (4.14), así hizo posible validar 

la hipótesis , si era posible que a partir de un hamiltoniano no hermitiano, 'P-pseudo 

hermitiano genere un espectro real y positivo. 

El espectro de energía En,n
11
(a,/3,"/,J), dado en (4.24) fue imposible graficarlo en forma 

conjunta, dado que la energía esta en función de 4 parámetros a,/3,"/ y J, razón por la 

cual la energía fue separada convenientemente en el eje cartesiano x representado por 

Enx(a,/3) y la energía en el eje y representado por Enyb,J) y así cada espectro de energía 

obtuvo una representación gráfica representados por las figuras 4.1 y 4.3. 

Otro aspecto importante del espectro energía En"' (a, f3) es el resultado obtenido para un 

valor fijo del parámetro a , con a J?, y así permitió obtener el espectro de energía 

estudiado por J. da Providencia [1]. 

El trabajo de tesis extendió el campo de estudio de los hamiltonianos, a no sólo her­

mitianos sino también a no-hermitianos con 'P-pseudo hermiticidad. También permite 

extrapolar el estudio y análisis al caso oscilador armónico tridimensional. 

Se plantea la hipótesis si un hamiltoniano no hermitiano 'P-pseudo hermitiano relativista 

genere un espectro de energía reaL 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

l. En este trabajo presentamos el uso de una nueva formulación matemática , como 

herramienta para la medición de operadores o también llamados observables, los 

cuales aun no presentando hermiticidad (transpuesta conjugada) cumplen con el 

requisito físico de generar valores propios reales. 

2. El hamiltoniano propuesto en (4.1) ha verificado la hipótesis, que un hamiltoniano 

no hermitiano con 'P-pseudo hermiticidad genera un espectro de energía real como 

se muestra en las figuras 4.1 y 4.3 

3. De los diferentes espectros obtenidos para el caso unidimensional, dado en (4.6), es 

fácil ver que (4.25) es un caso con a= V2, es decir, el resultado de J. da Providencia, 

N. Bebiano y J. P. da Providencia {1], es un caso particular de (4.25). 

4. Además, la relación (4.29) representa el sistema conocido en la Mecánica Cuántica, 

como es el de un oscilador armónico unidimensional. 
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Apéndice A 

Polinomios de Hermite 

Los polinomios de Hermite son funciones que satisfacen la siguiente ecuación dife­

rencial d~~n - 2~d~n + 2nH n = O. Estos polinomios también pueden obtenerse a partir 

de una función generadora G(~, s), dondes es un parámetro, definida como 

G(~,s) = ee-cs-.;)2 = e-s2+2s.; :f: Hn~~) sn. (A.l) 
n=O n. 

Es llamada función generadora debido a que los polinomios Hn(~) se obtienen a partir 

de los coeficientes del desarrollo en serie de Taylor en la variable s. A continuación vamos 

analizar las propiedades de las funciones Hn(~), de (A.l) tenemos 

8G = ~ dHn(~) Sn = 2 G(C ) = 2 ~ Hn(~) n+l 
{)~ ~ d~ ni S "''S ~ n! S ' 

entonces 

~ dHn(~) sn = 2 ~ Hn-1(~) n 
L..J dC 1 L..J 1 S ' .., n. n. 
n=O n=l 

e igualando las series 

dHo(~) = 0 
d~ ' 

dHn(~) 
d~ = 2nHn-1(~), 

n = 1, 2, 3, · · ·. De manera similar de (A.l) obtenemos 

aa~:,s) = 2((0- s)G((;,s) = ~ :! dH<I{(!O) s~1 , 

= 2~ ~Hnsn _ 2~ Hnsn+l' 
L..J n! L..J n! 
n=O n=O 
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de donde 

(A.2) 

con l = n - 1, k = n + 1, y 

H (C) = 2cdHo(~) 
. l.... .... df ' 

para l = 1, 2, · · · . Las propiedades anteriores permiten obtener la ecuación diferencial de 

los polinomios H n' a saber 

así, 

(A.3) 

Por lo tanto, la función G(~, s) = exp ( -s2 + 2s~) es la función generadora de los 

polinomios de Hermite. 
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Apéndice B. 

Fórmula de Rodrigues 

Dado que los polinomios son los coeficientes del desarrollo, en serie de Taylor, de la 

función G, es posible obtener una expresión explícita para ellos. Para esto desarrollamos 

a G(~, s), respecto de sen serie 

00 

G(~,s) = Lansn, 
n=O 

donde 

1 an 1 an = 1 ~ nG(~,s) , 
n. us s=O 

por lo tanto 
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denomina fórmula de Rodrigues de ·los polinomios de Hermite. Esta fórmula permite 

evaluar sucesivamente a todos los polinomios entre O y n, por ejemplo, para n = 2, se 

tiene que 

Ho(~) = 1, 

De forma similar, se pueden usar las relaciones de recurrencia para evaluar otros polino­

mios, por ejemplo, 

H2 = 2f.HI- 2Ho = 2!;.(21;.)- 2,1. 
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