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RESUMEN

ESPECTRO DE ENERGIA REAL DE UN HAMILTONIANO P-PSEUDO
HERMITIANO: CASO OSCILADOR ARMONICO BIDIMENSIONAL

JORGE ARMANDO YTUSA PACHECO

AGOSTO-2013

Asesor: Mg. Jorge Luis Godier Amburgo

Titulo obtenido: Licenciado en Fisica

En el presente trabajo se postula un hamiltoniano bidimensional no hermitiano, rasgo no
caracteristico con la mecénica cuantica convencional.

En principio se demostrara que tal hamiltoniano posee simetria paridad, también llamada
P-pseudo hermiticidad, seguidamente el hamiltoniano ser4 representado en funcién de
operadores matematicos, con propiedades similares a los ya conocidos creacién y aniqui-
laciéon a fin de calcular y examinar su espectro de energfa, obteniendo finalmente solo

valores reales y positivos, coherente con la mecanica cuéntica.
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SIMETRIA P T



ABSTRACT

REAL ENERGY SPECTRUM OF A HAMILTONIAN P-PSEUDO HERMITTAN:
CASE TWO-DIMENSIONAL HARMONIC OSCILLATOR

JORGE ARMANDO YTUSA PACHECO

AUGOST-2013

Adviser: Mg. Jorge Luis Godier Amburgo
Title obtained: Licentiate in Physics

In the present work posits a non-Hermitian Hamiltonian two-dimencional, uncharacteris-

tic trait with conventional quantum mechanics.

In principle it will be shown that this Hamiltonian has parity symmetry, also called
P-pseudo Hermitian, then the Hamiltonian is represented in terms of mathematical ope-
rators, with properties similar to known creation and annihilation in order to calculate
and examine its energy spectrum, only finally getting real and positive values, consistent

with quantum mechanics.

KEYWORDS:

P -PSEUDO HERMITICITY
NO HERMITIAN HAMILTONIANS
P T- SYMMETRY
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Capitulo 1

Introduccion

Desde principios del siglo XX la teoria de la Mecanica Cuantica ha sido la herramienta,
mas sb‘lida en dar una interpretacion coherente a ciertos fenémenos como la emisiéon de
radiacion de cuerpos en equilibrio, dado por la vibracién de los electrones.

En consecuencia surgi6 la necesidad de entender el comportamiento de los electrones como
también cuantificar su espectro de energia, para tal fin el modelo matemético del oscilador
armonico cudntico [1], [2], [3] que est4 regido por los principios de la Mecanica Cuéntica
resulta ser el modelo mas exacto al comportamiento de los electrones . En dicho modelo
matematico se exige como requisito que el operador hamiltoniano sea hermitiano, de ésta
manera se garantiza que el espectro de energfa sea real y la evolucién temporal sea unita-
ria (conservacion de la probabilidad). Tal condicion de hermiticidad limita el estudio de
sistemas fisicos que no presentan hermiticidad.

En la Gltima década ha despertado gran interés el estudio de hamiltonianos no hermitianos
con espectro real, M.Bender y sus colaboradores [4], [5], [6], [7] encontraron ejemplos de
hamiltonianos no hermitianos que poseian espectro réa,l, dado que su hamiltonianos son
invariante bajo transformaciones P7 reflexion espacio-tiempo. Otros estudios motivados
por el desarrollo en la teoria de campos , asi como el modelo de Lee han direccionado
a nuevos tipos de simetria. Estos resultados dieron origen a una extensién de la norma
aplicada a mecénica cuantica. Todo lo anterior ha hecho posible la nocién de simetria [8],
[9] PT pueda ser generalizada por una extensién mas consistente de la norma aplicada la
mecéinica cuantica conocida como pseudo hermiticidad, En el afio 2011 J. da Providen-

cia [10] investigo6 un hamiltoniano con simetria paridad llamado P-pseudo hermitiano, y



determin6 un espectro real. En correspondencia a lo anterior es inherente la necesidad de
ampliar el estudio de hamiltonianos P- pseudo hermitianos.

Se debe mencionar que J. da Providencia hizo todos sus estudios en una dimensién y por la
necesidad inherente en esta investigacién se hace un estudio para entender los resultados
al caso bidimensional. En el capitulo 2 presentamos el marco tedrico que permite susten-
tar la presente investigacion. Luego en el capitulo 3 se describe los materiales utilizados
como también la metodologia de la presente investigacién. En el capitulo 4 realizamos el
calculo de la simetria del Hamiltoniano asi como el célculo de su espectro de energia aso-
ciada, posteriormente son analizados los resultados en el capitulo 5, finalmente efectuamos

discusiones de los resultados obtenidos.



Capitulo 2

Marco Teoérico

2.1. Oscilador armoénico

El modelo del oscilador arménico tiene gran importancia en el estudio de sistemas
microscépicos (cudnticos) que presentan movimiento de vibracion, por ejemplo, de los

atomos en una molécula diatémica, o en el cloruro de hidrégeno.

2.1.1. Oscilador armoénico cuantico unidimensional

Un oscilador arménico clasico consiste en el movimiento periédico, respecto de la
posicién de equilibrio, de una particula y se caracteriza por una fuerza recuperadora que es
proporcional al desplazamiento. Por lo tanto, este sistema tiene un potencial cuadréatico,

dado por
1
V(il)) = §k$ 3 ' (21)

donde k es la constante elastica y z la elongacién respecto de la posicién de equilibrio.
En este caso la energfa es constante y dada por 1kA?, donde A, es la amplitud maxima
de oscilacion.

En el caso del oscilador arménico cuéntico, y con el propésito de conocer sus au-
tofunciones y espectro asociado, se debe solucionar la ecuacién de Schrodinger. Asi, el
hamiltoniano para una particula cuantica ‘de masa m con movimiento de oscilador armé-

nico es

. 1 ‘
= p—m + —mw?a?, (2.2)



donde w representa la frecuencia de oscilacion definida por w? = £. En la ecuacion (2.2) se
tiene que el primer término representa la energia cinética y el segundo la energia potencial.
Ahora, con la finalidad de obtener las autofunciones de energia de (2.2) se debe resolver

la siguiente ecuacién de valores propios

HY(z) = Ep(a), (23)
donde 3(z) es la autofuncién asociada al hamiltoniano. Al sustituir (2.2) en (2.3), y
‘haciendo p = —ih%, se obtiene
R d*y(x) 22
E
~ 5 . gmw e h(z) = Eyl(e),
d®yp(z) miw? 2mE
Y)Y (e = -2 y(a), (2.4

Como indicamos anteriormente, la solucién de esta ecuacion diferencial de segundo
orden con coeficientes polinomiales permite obtener las autofunciones y valores propios
asociados a un oscilador armoénico cudntico. Con éste propésito, se hace un cambio como

se muestra a continuacion:
T = a0§7 (25)

donde aq es una constante por fijar con dimensién de longitud y £ es adimensional . De

esta manera

d d¢d_ 1d

dz  dr d§ Qg df

P(z) = ¢ (a€) = ¥(8),

y la ecuaci6n diferencial (2.4) toma la siguiente forma:

d;wfgg) - (mwao) 24(8) = —Mp(£). (2.6)

Para simplificar esta expresién escogemos aq tal que el coeficiente de £29)(£) sea la

unidad; y resulta

= —. (2.7)



Finalmente, como variable adimencional de energia tomamos

2F
hw’

2m
Con esta seleccion de parametros la ecuacion (2.4) se transforma en la siguiente ecua-

cién de eigenvalores

d*y(§)
de2

— (&) = —M(&)- (2.9)

A continuacién para resolver esta ecuacion diferencial con coeficientes variables, usare-
mos el método de Frobenius (método generalizado de serie de potencias). En este método

propone una solucién tipo serie, de la forma

P& =€) C&,
i=0

P(&) =) CiE*H, (2.10)

=0

donde se considera Cy # 0. Al sustituir (2.10) en (2.9) tenemos

Cos(s —1)€2 + C1s(s + 1)1+ (Ca(s + 2)(s + 1) + Co)) £+

(Cs(s+3)(s+2) +CIN &M+ [Ciyals +i+2)(s+j+1) — Cia+ CiA £ =0,

=2

y al igualar cada uno de los coeficientes a cero se obtienen las siguientes relaciones:

Cos(s—1) =0,

Cis(s+1) =0,

Ca(s+2)(s+ 1)+ CoA =0,

Cs(s+3)(s+2)+C1A =0,

Cita(s+j+2)(s+j+1)-Cja+ CijA =0,
donde 5 = 2,3,---. A la primera relacién se le denomina ecuacién inicial y permite
determinar los valores posibles de s, en este caso se tiene que s = 0 o 1. Ahora, debido al

potencial simétrico, las funciones propias deben tener paridad definida, sin embargo, por

la forma de la serie de potencias, el factor que aparece en la sumatoria (2.10) &°, tiene

5



la misma paridad que el parametro s, por lo que la suma debe ser par. Por esta razoén,
Cy = 0, al igual que todos los otros coeficientes impares. Los coeficientes pares se obtienen

a partir de las siguientes relaciones de recurrencia,

C Mo
2T 5+ 2)(s+ 1)
Cj_g—/\Cj

(+j+2)(s+j+1)

Ciya =~

con j = 2,4,6---. Esta expresion genera una relacién de recurrencia de tres términos,
para lo cual no es posible obtener una solucién cerrada de los coeficientes. De esta manera,
es necesario transformarla.

Otra forma posible de solucién consiste primero en estudiar su comportamiento asin--
totico, es decir, para valores grandes de |z|, y luego determinar la solucién en las otras

regiones. Asi, considerando el caso asint6tico, (2.9) se comporta como

LU g+ 2wt =0,
cuya solucién es
P(E) = e L, (2.11)
donde S no se conoce, sin embargo, es posible determinarla, para esto de (2.11) tenemos
di;@g@ = —2fpe P 1 4f2g2e P8 (2.12)

y reemplazando (2.11) y (2.12) en (2.9) se tiene
e P8 48267 — € — 2By + N] ~ e M€ (453 —1] £ =0,

por lo que 482 = 1, o bien By = :l:%. De aqui se tiene que s6lo f§y negativo es solucién,
. . . _Llg2

debido a que asegura un comportamiento finito, por lo tanto 1 ~ e~3%.
Como el resultado anterior es sélo para el caso asintético, entonces, para encontrar

soluciones en otras regiones, vamos a postular que la solucién completa es dada por

(&) = H(©), (2.13)
donde H () es una funcién desconocida. Asf de (2.13), tenemos
dp(§) _  _1e _1dH(§)
dé- - e §H(§) te d§ )



—d?g) = —e ¥ H() + e3¢ H(E) - 2e-%~f“’§—————d"§§) +e 3¢ _ﬁ_&gg(g)’ (2.14)
y si reemplazamos (2.14) en (2.9), obtenemos
e3¢ [d2H ©) 2 8HQ) (@ _1ym(e) + (0 - 52)H(§)] ~o0,
dez dé
CH(E) | dH(E) _
@ " Xge tO-DHE=0 (2.15)

A continuacién se muestra que la ecuacién diferencial (2.15) produce relaciones de re-
currencia de dos términos el cual permite obtener soluciones cerradas. Para esto, aplicamos

el método de Frobenius, de acuerdo con el cual H (&) es
H() =) Ce*,
=0

con Cy # 0. De aqui se obtiene

32O _ 5051 v, (2.16)
& T
FHO _ S 0ys44)(s 45— D,
d e
gigﬁ = i Cj+2($ 'i'"j -+ 2)(3 + k -4 1)€s+j_ (217)
J=—2

Asi, sustituyendo (2.16) y (2.17) en (2.15) tenemos que

0(s — 1)s€* 2 + Ci(s + 1)s6" 1 +
D AChals+i+G+i+ D+ G -1) =2+ )| € =0,
=0
y al igualar a cero (s — 1)s se tiene s = 0 o s = 1. Ademés, del segundo término,
Ci(s + 1)s&°71, se tiene que s = —1, el caso s = 0 genera infinito o divergencia en el
origen, asf C; = 0 y en consecuencia todos los coeficientes impares son nulos.
De ésta manera, la regla de recurrencia de los coeficientes esta dada por

28 +2j—A+1 ‘
s+i+2)(s+5+1) 7"

Cj“{‘g == (



donde 7 = 0,2,4---. Dado que sblo aparecen términos pares, la solucién tiene paridad
definida y puede escribirse en la forma

HE) =€) Ang™,

-m=0
donde A,, = Com, ¥

dm+2s4+1-A
@2m+2+s)(2m+1+5s)

param =0,1,2,---. Asimismo, como la solucién debe ser finita, comparamos el compor-

. . . . . 2
tamiento de la serie obtenida con la funcién exponencial e®°¢",
o0
apé? E : 2m
e o¢ = DmE ’
m=0

m
cuyos coeficientes son D,, = %— y por el criterio de la razon para la convergencia [13] se

tiene la siguiente relacion:

Drpya _ Qo

NS —

D, m+1 m

Por otro lado, (2.18) tenemos

Am 1 dm 1
G IR (219)

y si comparamos ambos casos se tiene que ap = 1. Asi, para valores grandes de &, H ~ et
y de esta manera 9(£) ~ e2¢” — oo cuando £ — oo. Es decir, si H(£) se comporta como
€’ la solucién 1(€) diverge. Por lo tanto, para evitar esto H(£) debe ser una solucién
polinomial, es decir, para un entero N, se tiene que Ay41 = Ayy2 =--- =0, con Ay # 0.

Al sustituir esta condicién en la relacién de recurrencia (2.18) se tiene que

4N +25s+1- X

A = A
M T ON+2+)@N+1+6) 7

con N=0,1,.--. Por lo tanto,
A=4N 41+ 2s,

o bien,

4N 41, para s=0,

4N +3, para s=1,

8



entonces

An=2n+1,
conn=0,1,2,---. Esto implica que el espectro es discreto e igualmente espaciado, dado
por
1
E, = hw(n + 5), (2.20)

y la autofunciéon asociada adopta la siguiente forma, con z = agpé€,

P(€) = Npe 3 Ho(6), | (2.21)

donde las funciones H, son polinomios de grado n, denominados polinomios de Hermite
y los coeficientes [V, garantizan la normalizacién de las funciones propias. En general los

coeficientes de normalizacién son obtenidos a partir de

+o0
R

—00

N2 = / e ape™¢ H2(£)dE. (2.22)

—00
Una forma asintética puede ser obtenida para estos coeficientes mediante el uso de la
funcion generadora de los polinomios de Hermite, definida por G(€,s) = e~ Agi

tenemos que

~+00

G(s,6G(t, )¢ 'de =)

s
!

+o00
[ e~ H o(€) Him(€)dE. (2.23)

nlm!

Desarrollando la integral del lado izquierdo, se tiene que

+00 ) +oo
G(s,8)G(t,&)e ¢ dE = / exp [—s? + 2s€ — 1% + 2t€ — €2] d¢,

—00 —0o0

+o00 +oo . ,
G(s,&)G(t, &) €de = / o[ —(s+0)] 2944e,

—00 [o o}

+00 +oo
G(s,8)G(t, e €de = / e dwe?, (2.24)
donde w =& — (s +1t) y dw = d¢.
+00
/ e Ydwe®® = /me®, (2.25)



reemplazando (2.24) en (2.25) se obtiene

e oetoetas = Fy Y

0 n=0

(2.26)

nl

Ahora, sustituyendo el lado derecho de (2.26) en (2.23), se tiene que

X 9gnnyn ®© +o0 nym
vr 22 ) 3 i AGE =

n=0 m=0

e igualando los coeficientes tenemos

+o0 . 0,
/ e H (OHn()dE={ nAm

=00 Vr2'n!l, n=m.

Por lo tanto, reemplazando este resultado en (2.22), se obtiene

1
J72 ape @ H2(€)dE’

—00

N =

1
N2 = ——— . 2.2
" Vrag2rn! (2.27)

Asf las autofunciones para el caso del oscilador arménico son

¢n(£) = Nnen%ézﬂn(g)- (228)

2.1.2. Oscilador armoénico cuantico bidimensional

Para el caso del oscilador arménico cuantico bidimensional el potencial de una

particula de masa m esti dado por:
L o 9/s2 , -2
V(z,y) = 3w &+ 9, (2.29)

donde consideramos que la frecuencia de oscilacién en z e y es la misma, es decir w, =
wy, = w. Con el propésito de conocer sus autofunciones y espectro asociado, se debe
solucionar la ecuacion de Schrédinger. Asi, el hamiltoniano para una particula cuantica

de masa m con movimiento de oscilador arménico es

H(z,y) = 5 + L w?s? v b 1mwzgj2 (2.30)
’ 2m = 2 2m = 2 ' '

10



Con la finalidad de obtener las autofunciones de energia de (2.30) se debe resolver la

siguiente ecuacién de valores propios dado por

H(z, y)¥(z,y) = Ep(z,y), (2.31)

donde 1(x,y) es la autofuncién asociada al hamiltoniano.

Al sustituir (2.30) en (2.31) y haciendo p, = —ihl y p, = —é?i(f—y se obtiene

d2 d2 2,,2 2 E
(o * 3P @ ¥) — T @+ ¥R(9) =~ Tl y) (2.32)

Aplicando criterios utilizados en el caso unidimensional para el céalculo de la funcién

de estado, se tiene

Y, My (z,Y) = Yn, (fﬁ)'@bny (?J)a (2-33)

y de la ecuacién (2.21)
_{ogm)? _legu)?
";bnx(x) == Nnme “ an (04097) y '@’f)n” (y) = Nnge “ Hng(aﬂy): (234)
donde of = B, '
Siguiendo los procedimientos para el calculo del coeficiente de normalizacion para el
caso unidimensional se extrapola para el caso bidimensional a partir de la ecuacién (2.27)

se tiene

e p— R\ S R— (2.35)

e = TGt 7 M T ()

donde la contante de normalizacién es definida por Ny, .,
an,ny = NRanyJ

reemplazando se tiene

2
o %o
@y Inz+ay 'ﬂ'(nx) ! (ny)g )

Ny,

11



2.2. Operadores de Creacion y Aniquilaciéon

En esta seccién se muestra que la ecuacién diferencial del oscilador armoénico
puede resolverse, usando un método algebréico. Para esto observamos que en la ecuacién
%@- — £2 = (D? — £2)4(¢), el operador diferencial de segunda orden tiene una forma
de diferencia de cuadrados, es decir, esto sugiere usar los siguientes operadores, de la

factorizacion
ae L ey
o= (§+ ag), (2.36)
a' = 7 3 7 ) (2.37)

donde se definen 4 y a' como operadores de aniquilacién y creaciéon de particulas,
respectivamente [12].

En términos de las variables fisicas, estos operadores tienen las formas

\/M hw (2.38)
T o -

De estas expresiones es inmediato observar que los operadores & y &' no son hermitianos

Q)

sino adjunto uno del otro. Ademas, dado que estos operadores son combinacién de los

operadores fisicos § y £ estan relacionados entre si por

(a +a), (2.40)

lI

m"z"h(a‘r ~4). (2.41)

{

Asimismo, es posible expresar el hamiltoniano del oscilador arménico en términos de

estos operadores, es decir

ate = Wi? -+ i:v — ..L 1 P2,
= T TmP TR e
1 [ mw?z? i
A"'A [P B A £
= {2m T ALY
ata = E — E
T hw ’

12



finalmente se obtiene
” ata L
H = hw(d'a+ 5) _ (2.42)

Ademaés, como los operadores no conmutan, se tiene que

[4,a1] = [1/”””5:” P [Ty ;P J
’ 2k V2muwh' V 2k V2muwh]’

sall = Lipal- s
[G;,G}] - zﬁ[p:az] 2}1[33:3?]:
[@,ﬁ.f] = "';_h[i:) ﬁ]’

[a,a"] = 1,

st = ala+1,
11
sat T4
aa h'w+2’
. 1 '
H = hw(aa —5} (2.43)

2.3. Leyes de Simetrias Fisicas

Es conocido que en la actualidad las leyes de simetria es uno de los pilares de la
Fisica Teérica, las cuales aportan una comprensiéon del universo, es asi como la simetria
es uno de los conceptos protagénicos de la Fisica y Matemética modernas. Por ejemplo,
los dos desarrollos tedricos brillantes del siglo XX, la Teorfa de la Relatividad y la Teoria

Cuéntica, incorporan nociones de simetria en un modo fundamental e irreemplazable.

2.3.1. Simetria Paridad P

La paridad o inversi6n espacial, es el reflejo respecto del origen de las coordenadas

de un sistema de particulas; es decir, se cumple que las tres dimensiones espaciales z, y
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y z pasan a —z,—y y —2. El operador de paridad aplicado al campo de los observables

cuénticos como la posicién Z y momento p cambian sus signos, es decir

PP = —i, (2.44)

PpP = —p. (2.45)

Ademas, se tiene que el operador P es lineal y esta condicién deja invariante la relacién

de conmutacién canénica (el algebra de Heisenberg) de la mecénica cuéntica dada por:
Zp — p& = ihl, (2.46)

donde 1 es el operador identidad.

2.3.2. Simetria Inversién Temporal T

Es la operacién matematica que reemplaza la expresion del tiempo por su negativo
en las formulas o ecuaciones, de modo tal que describan un evento en el cual todos los
movimientos son revertidos. La férmula o ecuacion resultante queda sin modificaciones
luego de esta operacién se dice que es invariante bajo inversién temporal, lo cual implica
que las mismas leyes fisicas se aplican en ambas situaciones, que el segundo evento es
indistinguible del original.

Sin embargo, el operador inversidn-temporal, representado por el simbolo 7, deja %

invariante pero cambia el signo de p como mostramos a continuacién:

T#T = %, (2.47)

THT = —p, (2.48)

y como el operador de paridad P, el operador inversién temporal 7 deja la relacion (2.46)
invariante, este requerimiento hace que 7 cambie el signo del niimero complejo i como se

muestra

TiT = —i. (2.49)
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2.3.3. Simetria Conjugacion de Carga C

Es la operacién matemética que cambia los signos de todas las cargas de una
particula, por ejemplo,modifica el signo de la carga eléctrica. La conjugacién de carga
implica que para cada particula cargada existe una antiparticula con la carga opuesta.
La antiparticula de una particula electricamente neutra puede ser idéntica a la particula,
como es el caso del pién neutro, o puede ser distinta, como pasa con el anti-neutrén debido

al niimero bariénico.

2.4. Meétodo algebraico para sistemas 7, -pseudo hermi-
tianos

Un Hamiltoniano no hermitiano con un potencial complejo por lo general le co-
rresponde valores propios complejos y como sistema no mantiene la conservacién de la
probabilidad. Sin embargo, un hamiltoniano no hermitiano, en particular una clase de
cuasi-hermeticidad fue propuesta en [9] en la cual, sus valores propios son reales y es
posible la consérvacién de la probabilidad.

)
Recientemente, los valores propios y estados propios asociados a un hamiltoniano no

hermitiano con cierta simetria han originado gran interés en su estudio. [4], [5], [6]

Asi, la condicién autoadjunta 7-pseudo hermitiano es verificado por [14}:
H =1 "Hig, (2.50)

donde el operador invertible 7} es hermitiano lineal y el hamiltoniano H es diagonalizable,
este hamiltoniano tiene un conjunto base biortonormal. E] hamiltoniano con tal simetria
se le denomina hamiltoniano 7-pseudo hermitiano. Por lo tanto, se puede tratar con el
sistema, de pseudo hermitiano, en términos de la base biortonormal.

A continuacién se presenta un método algebraico para un sistema arbitrario 7,-pseudo
hermitiano sobre la condicién que este sistema también sea 7,-pseudo hermitiano autoad-
junta. Lo mas importante de este método es demostrar que el operador 7 define productos
internos positivos.

En principio, la condicién que un observable A sea 7j;-pseudo hermitiano debe cumplir
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la condicion 7, -pseudo hermitiano autoadjunta, dado por
A=At =77 Ay, (2.51)

donde el subindice + define que 7}, esta asociado con un producto interno definido positivo
en el sistema pseudo hermitiano, y el superindice } representa el 7, -pseudo hermitiano

adjunto de un operador. El 7}, pseudo hermitiano adjunto de un estado se define por

Hp()] = (ela)li, (2.52)

con {¢(z)| representando el estado adjunto de |¢(z)), donde se cumple {(H(z)| = (|o(z)))f
y también el producto interno en el espacio de Hilbert para un sistema con hamiltoniano

fl+-pseudo hermitiano de la forma:

Ho(@)lp(z)) = ()il (=), (2.53)

que representa el producto interno generalizado. A partir que 7 fue llamado por Pauli
la métrica indefinida en el espacio de Hilbert, en consecuencia 7, es llamada la métrica

positiva, ya que da lugar a una norma y probabilidad positiva, dado por:

(W ()| |9 (=)). (2.54)

Se debe tener en cuenta que el opera;dor\ ;. debe ser hermitiano lineal e invertible, lo cual
asegura no sélo una medida consistente de los observables fisicos, sino también valores
de probabilidad positivos. Adema4s, hacemos hincapié en la coherencia de la condicién
autoadjunta y el producto interno generalizado. Es decir, la condicién autoadjunta (2.51)
lo cual garantiza que la medida de .A sea real con respecto al producto interno modificado
(2.53) y al mismo tiempo implica que A es autoadjunto con respecto a su producto
interno modificado, es decir ¥{Ap(z)l¥(z)) = Hyp(z)|A(z)), lo cual muestra la exigencia
a una norma positiva y facilita encontrar un adecuado 7, para un hamiltoniano 7..-pseudo
hermitiano.

A continuacién, se define el nuevo operador de creaciéon el cual es diferente al de
la mecénica cuantica hermitiana como el adjunto 7,-pseudo hermitiano del operadorl

aniquilacion de la siguiente manera:

&t = frtata,. (2.55)



Los nuevos operadores de creaciéon y aniquilacién son adjuntos n,-pseudo hermitianos

entre sf, como se muestra a continuacién

N ae]l faelata AT &
@t = a7t (A7taMhe) Ay,
@hHt = A7'nraniay,

(@) = a. | (2.56)

También se puede probar que a y a' son 7.,-pseudo hermitianos adjuntos el uno del
otro con respecto al producto interno generalizado (2.53). A partir de las ecuaciones

(2.53) y (2.55), se obtiene

Hap(@)l(2) = (p(@)latnly(2),

Hap(@)(@) = (@)l (m7"aMne) [h(z)),

Hap(z)lp(z)) = (p(@)n.atly(z)), |
Hap(@)lh(z)) = Hel)laty(z)), (2.57)

lo cual muestra que la generalizacién de los operadores de creacién y aniquilacién son
consistentes con el producto interno. La relacién @ = (')} permite obtener forma que
estamos familiarizados, es decir, @ = (af)!, cuando 1, toma el operador identidad, es
decir, cuando un sistema de n,-pseudo hermitiano resulta ser un dnico hermitiano.
Considerando las relaciones de conmutacién satisfechas por los operadores de creacion
y aniquilacién de la mecénica cuintica convencional, vamos a exigir que los operadores de
creacién y aniquilacién recién definidos en la mecénica cuantica n,-pseudo Hermitiana,

cumplen con

4,04 =1, (2.58)

[a,a] = [a}, 4" = 0, (2.59)

los cuales se reducen por consiguiente las relaciones de conmutacién convencional cuando
N4+ resulta la identidad.
Finalmente, se define el operador ntimero correspondiente a la mecénica cuéntica pseu-

do hermitiana de la siguiente manera:

N = ata, (2.60)



el cual, como observable fisico, es, 7,-pseudo hermitiano autoadjunto, como se muestra

Nt
Nt
Nt

(7 "a%9a)",

A7t (nitataea) fy,
iy anany .,
ata,

N. (2.61)

A continuacion se demuestra que el operador niimero N es a la vez autoadjunta respecto

al producto interno generalizado, es decir:

HN ()l ()

HNp(@)lp(2)

HNp(2)lp(z))

HNp(@) ()

y a partir de las ecuaciones (2.58) y

= (p(z)| N4 p(z)),

(e(@)li (3714 ) (@),

Il

= (p(@)lhs N (),

= Hop()|Ny(z)), (2.62)

(2.60), se verifica las siguientes relaciones de conmu-

tacion de la mecénica cuantica pseudo hermitiana:

[N, a%] = af, (2.63)

[N,d] = —a. (2.64)

Como consecuencia de ello, se establece el método algebraico para un sistema n,-

pseudo hermitiano.

La tarea restante es deducir férmulas ttiles, tales como el estado de n particula y las

propiedades de los operadores de creacién y aniquilacién. Por cierto, debemos mencionar

que la anterior propuesta se reduce al caso ordinario (Hermitiano) de la mecénica cuéntica

cuando 7, se convierte en el operador de identidad.

A continuaci6én vamos a derivar el estado de n-particula. Si |0) representa el estado

fundamental y el operador é aniquila el estado fundamental, j0) = 0, se calculara la
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medida de a™(a*)" con respecto estado fundamental y su adjunto 7,-pseudo hermitiano,

utilizando repetidamente la ecuacion, (2.58) y (2.59), como se muestra a continuacion

Holar@h"o) = *ojanata(at) o) +*(ojam(ah) o),
Holan(@hmo) = *(ola(@")"alo) +nt(0ja™ (8" o),
Hola*@h"jo) = n*{ola""'(a")"0),

Hoja"(@h)"o) = n(n—1)¥0la"">@")" %),

Holan@h™o) = nlt(0jo). | (2.65)

Ahora, si |n) es definida por

1

7!

In) = —=(a%)"|0), (2.66)

podemos obtener su adjunto 7,-pseudo hermitiano, usando las ecuaciones (2.52) y (2.55),

es decir

Hn| = <01\/%((&*)“)*ﬁ+,

ol = Ol
Hn| = 1(01%&”. (2.67)

Por lo tanto, reescribiremos la ecuacién (2.65) como

Haj) = Hol-a"(ah)"(o)

Hnjn) = *0[0). (2.68)

Por otra parte, mediante el uso de las ecuaciones (2.58), (2.60) y (2.66) y considerando
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nuevamente @|0) = 0 se obtiene

Nln) = —Eaia(ai)"m)
\J _ 1 Ai1\24 At \n—1 1 ~t\n
Nin) = —=(@)a(@)™10) + = (@)"10)
Y _ 1 ~ty\n+la 1 ~1\n
B = <= (@)"aj0) +n—= (@10
Nn) = nln). (2.69)
Asi de las ecuaciones (2.68) y (2.69), obtenemos
Hn|Nin) = n¥(njn) = n#(0]0). (2.70)

Por consiguiente, si el estado fundamental es normalizado con respecto al producto
interno generalizado (2.53), es decir #(0|0) = 1, el estado definido por la ecuaci6n (2.66)
es llamado como estado n-particula y el operador N definido por la ecuacién (2.60). A
continuacién calculamos las propiedades de los operadores de creacién de aniquilacién, a

partir de la ecuacién (2.66), como se muestra a continuacion

—_

itln) = ﬁ(&*)"HIO),
) = @)
atln) = vn+1|n+1). (2.71)

Ahora, multiplicando la ecuacion (2.71) por el operador & por la izquierda y usando las

ecuaciones (2.58), (2.60) y (2.69), tenemos

aatln) = (ata+1)|n),

aatln) = (N +1)n),

aatln) = (n+1)|n), (2.72)
y a partir de las ecuaciones (2.71) y (2.72), se obtiene d|n + 1) = +/n+ 1|n). Como
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resultado de ello se muestra las siguientes propiedades para los operadores a* a, respecti-

vamente,
a*lny = vn+1jn+1), (2.73)
aln) = vn|n — 1), (2.74)

lo cual muestra que @* tiene la funcién de creacién y é de aniquilacién como se esperaba.
Ademiés, hacemos hincapié que la unitariedad de la evolucion temporal se garantiza
con respecto al producto interno modificado (2.53) en la mecéanica cuéntica 7;-pseudo
Hermitiana .
Teniendo en cuenta el Hamiltoniano 7,-pseudo Hermitiano autoadjunto, es decir H =

A7 H17), y la evolucion temporal de un estado inicial |1(0)), |1(t)) = e~ t|4(0)), tenemos

Hplp®) = @O)hlve),

Hu@l@) = @(0)e" ™ th ey (0)),

Hp@lp®) = (@077 et ™ ) e ™ ap(0)),

Hp@)lp() = @) (e )e M (0)),

Hp@l) = (@(0)[7:1p(0))

Hp@lp®) = Hu(0)l(0), (2.75)
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Capitulo 3

Materiales y Métodos

3.1. Materiales

El presente trabajo teérico no fue sometido a experimentacién alguna en laboratorio
fisico. En este sentido, se ha desarrollado considerando libros especializados en el tema,
ademés de articulos cientificos relacionados, como es el caso de los tépicos de la Mecénica
Cuéntica.

La presente tesis ha sido realizada integramente en Latex (Miktex 2.9). Ademaés, se

utilizé6 el programa Matlab 2010, como herramienta para la obtenciéon de graficas.

3.2. Meétodos

El presente trabajo de investigacion, ha utilizado métodos analiticos; para el caso
especifico del método algebraico de los operadores de creacién y aniquilacién, el cual tiene
relaciéon intima con la Mecénica Cuantica

Debido a la naturaleza teérica del presente trabajo, el método de estudio es del ti-
po deductivo-inductivo y analitico; en primer lugar fue necesario el entendimiento de la
problemética fisica y de las ecuaciones que rigen su estudio. Ademas, se utiliz6 literatura
especializada, que incluye textos y revistas cientificas, las cuales proporcionaron diferen-
tes herramientas; como el caso de la pseudo hermiticidad, simetrfa paridad, métodos para
solucién de ecuaciones diferenciales, etc; permitiendo establecer las caracteristicas mate-

. méticas y fisicas de las simetrias fisicas.
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Capitulo 4

Resultados

En esta seccién presentamos los resultados de los calculos efectuados como simetrfa,

espectro de energia asociados al hamiltoniano que proponemos en la subseccién siguiente

4.1. CAlculo de Simetria del Hamiltoniano P-pseudo
Hermitiano

A continuacién hacemos un tratamiento a un hamiltoniano no hermitiano el cual
presenta cierta simetria, dicho hamiltoniano es representado por Ho s, 4é(z,y) y presenta

la siguiente forma:
Y ﬂ fad S - ~ 6 A A » »
Hap,s(2,y) = 507 + &) + iope + 55 + ) + by, (4.1)
donde o, 8,7y § >0 € RT.
Seguidamente mostraremos que el hamiltoniano definido en (4.1) presenta el P-pseudo

hermiticidad, para tal propoésito, se hara actuar el operador paridad sobre el hamiltoniano,

como se muestra a continuacién

g Bio | amy s 00 o
PHopys(z,y) = p('5(1732;'1'552)“*‘%“%‘*'5(?3?1:'1'312)‘*‘27?9 3

. B, . PR s ) . . o
PH0,6,7,5(377 y) = 9 ((" a:)2 + (“‘@2) + o —ps) + 5 ((-py)z + (‘”9)2) + Z”y(-—py),

Y _ Bla | e = 8 2 .9 e
PHapas(z,y) = 50 +&) — iaps + 5 (B +9°) — 7Py (4.2)
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Ahora si al Hamiltoniano, dado por (4.1), tomamos su conjugada compleja, se obtiene

Y }6) - ~ . A é ps A TS
Hlps(@:y) = 5 +8°) — iope + (5 + 0°) — 7y,

asi,comparando (4.2) y (4.3), obtenemos la siguiente relacion:

la cual verifica que el hamiltoniano H, s, s(z, ) es P-pseudo hermitiano.

Pﬁa#ﬁ’rn&(ﬂ% y) = ﬁi,ﬁy'Yya(m’ y)’

4.2. Calculo del Espectro de energia

(4.3)

A continuacion con el proposito de obtener el espectro de energfa del hamiltoniano,

f[a,ﬂm‘;(x, y) vamos a trabajar separadamente, es decir

donde

A continuacién el hamiltoniano H, g(z) se presenta de la siguiente manera

?'za,ﬁ,%& (z, y) = ﬂa,ﬁn’«? (x) + Ha g (y),

§

Hlasle) = D% +5) + iap,

- 0,0 . . A
Hos(y) = 5By +5°) + ivby.

—g(ﬁi + &%) + o,
- 2o, i . o?
b [pﬁ + —ps + (3)2 +$2} + ==

2 B 2p’
g [(ﬁz + z‘%)g + ég} + %

para el hamiltoniano A, 5(z)

8 o o
§(p§ +9%) + ivpy,

o 207, Ve . v?
7 2 “ ! ____2 2 1
dr,. Y2 ag} v?
5[(%%5) +9| + 5
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Ahora, si definimos los nuevos operadores posicién y momento de la siguiente forma:

X=2 Y=93 (4.10)
ﬁm=pm+z%, ﬁy=ﬁy+z%, (4.11)

se muestra que dichos operadores verifican las relaciones de conmutacién de la mecanica

cuéntica, es decir

(X X]=@a)=0, [¥]=Wa=0 [X¥]=1a=0,

" A . a . [«
[Y,Py] = [y,pyﬂ— =[,0) + |9, =14,

p "B

N i o [
X,P,| = |%,p,+i=| =[P+ |Z,i=| =0,

[ y_ ) ,8_ [ y] ,8_
[y* 9.5, + 2] [‘ﬁ]+-gia— 0
) =1\y,p = =\, = =Y,

T i A ﬂ- A i ﬂ

~ A1 [. . L [ o]
[Ya xJ = 1Y, :I:+Z'B- = [yap:l:] + _yaz_ﬂ__ = 07

Aoa . a ., al . . .
[ ) m] = _p:z+"fl_8"apm+z"8“_ = [pxapm]::"'v

PN [ a ., Al .. .
[ya y]z py+7f'ﬂ":py+7fﬁ =[py,py]='¢,

S .o, ol ..
[ ) y] = -px+7’E:py+7’;§- =[pm)py] =0. |

A continuacién vamos a redefinir el hamiltoniano H,6(z,y) en funcién de los nuevos

operadores X, Y, B, y Py de la siguiente manera

1 NPT Spe B SR PPN ) 2
Hopys(2,y) = -g— {(px + 15)2 + a:?] TR [(py + z%)2 + yz] + %

? 52 L P o Y PO 2

’Ha,ﬁ,%ts(l'ay) = -'g ( §+X2) + % + 5 (Py2 + Y2) + ’2)'_5 (4-12)
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Asimismo definimos los operadores A, Af, A, y AL, como

A= (X+iB), Al \_15(5(_@-131),

V2
A, = \/_(Y-i—zP) AJL:%(}A’—Z'I:}),
se muestra que cumplen las siguientes relaciones de conmutacion
(4 A1) = [;_2_ (k+ik), 5 (x-iR)],
[A AT] = {[X X] i [P X] [)‘(,Pm] + [Pm,ﬁz] }
(4., 4] = 1.

[AE,AE: = [% (X +z']3z) % (f(+z‘f>m)] :

A = |5 (7+iR) 55 (7 -iR)]

Ay, A = %{[?,Y] viB, 7] i [V, 5]+ [B.B]}
A,AL: = 1

[And) = |25 (F4iB), 55 (7+iB)

[Ay,Ay] - % [Y Y]+z‘[15y 4 +z'[l7Py] [Py Py]}
[Ay,Ay] = 0.

Az,/iy: — [—\% X+ZP),%(Y+zPy)]

4,4, = -;—{[X V] +i[B,¥]+i[X,B) - BB}
' Ay: = 0,

A Al = —\}—.2-_ X—i—iﬁm),T(Y—zP)]

[Az,AL] — %{[x Y]—f-z’[Pm,Y]—z[X P,,]+[P Py]}
Am,/i;; =0
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AL AL = {% (;z_z-pm),%(x—_ig)},
LA = H{[x ] -i[px]-i[%R] - [B.R]},

Al ALl = 0,

(45, 4)) = [:% X_zp),%(y_@py)],
4] = H{{rr] ()i [x8] - [2n]),
[A;,fi;;] _—

De esta manera, para representar el hamiltoniano (4.12), en funcién de los operadores

Ag, AL A,y AL, hacemos
A, = (R —ib)—(X +ib),
V2 V2
At A Lfoo o op _ P H2
A 1 ~ A A ~
1 - 2 . 2
AtA, 2{){ +z[X,Px] +Pm},

PO 1,4 A 1
A, = S(PE+XY -3,

1,50 5 MU |
5(133 +X%) = ALA, + 5 (4.15)
Del mismo modo,
AtA, = _1_(? — z‘ﬁy)—-]i—(ff +1iP,),
Y V2 V2

- 1 (0 mm mm a
Ad, = S{V+iPB - B+ P2,

A4, = {?2 +i [17’, 133,} + 13;} ,

DO et

~ A 1 "2 A 1
Aldy = S(Fj+Y") -,
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1, . PR 1
5B +Y?) = ALA, + 5 (4.16)

Asi, reemplazando (4.15) y (4.16) en (4.12) se obtiene

. g
iAo B saa L8 .
Hopoya(@,y) = BALA; + = 2 LB 5 T 4] A+ 55t (4.17)

También definimos (como el caso del oscilador arménico bidimensional) el vector de estado

ER‘nx,ﬁy (3;7 ?}» como:

| Rnan, (2,9)) = |Bno (2)) | B, () (4.18)

donde los vectores de estado |Rn,(z)) y |Rn,(y)) son dados, a partir de sus estados bases
|Ro(z)) ¥ |Ro(y)) de la siguiente manera {10]:

|Rr (2)) = (A1)"™ | Ro(z)) , (4.19)
| R, (v)) = (AD)™ |Ro()), (4.20)
donde se cumple que
Az |Ry(z)) =0, (4.21)
Ay|Ro(y)) =0. (4.22)

Una vez definido el hamiltoniano en términos de los nuevos operadores determinaremos

su espectro asociado al vector de estado |R, (z,y)), es decir

Hopiys(®,9) | Brany (29)) = (Has(@) + Fos®)) (B () | By (1)
Haisys@) [Ruay(@©9)) = Hag(@) | B 2)) | Ry () + R (@) P (4) [ By (4,

Hlapers(@9) [ B (2:9)) = (ﬁALAEwL +-ﬂ-) (R (2)) | Ry () +

(R (@) (3404, + L + ){Rﬂ ),
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Flaos(@9) | R (5,1)) = (ﬂﬁiﬁxmﬂm»-f—g-;m (z)>+—‘?|RM<x D) 1 6)
IR (2)) (M‘A Ry ) + 1 | R ) + 5 m@»)

N 4 ~ az
Flaogiys(5,9) | Raomy (2,0)) = (ﬂ@ALIRﬂZ-MH—-!Rﬂ <m>>+ﬁm%<w>>) IRy (4)) +
@) (BT} | Rny-s)) + 35 1By 1) + 5 1B 4) )

Hapr6(9) |Ruen, (2,9)) = (ﬂnxiRn (:v)>+ an (@) +2 5 |Bin. (2) )IRW(@;}H
R (2) (5nleny<y>+ B (6) + 5 1R, )

Fiapins @) | Roomy (@,5)) = (5% ﬁ )smx» IR (1) +

(5«% + 55+ g) |Rn. ()} | Ra, (4))

R 2
Hoss(@) ey 0)) = (Bt 2+ 8 iny + L+ 2 R @ [ Ry 0),

28 2
o @:0) | R (@,0)) = (B0 55+ 54 m,+ ) Ranle), 429
de donde el espectro de energfa es:
2 1 72 1
Enmny(anga Y 6) E—B— + 18 ( ") ‘2—(5. +4 ( 2) s (424)
donde
1
En (0, 8) = 7 —t—B ( 5) , (4.25)
2 1
Eny ('Ya ) % +4 (ny + ':'2") ) (426)

con ng,ny, = 0,1,2,3,---.

A continuacién presentamos el comportamiento del espectro de energia (4.25) como

funcién de o y B para algunos valores de ng
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Figura 4.1: Representacion del Espectro de Energia E,_ (a, 5, ).

En la figura 4.1 se observan planos los cuales representan el espectro real y positivo,

de la energfa.

Por otro lado, es posible reproducir el espectro de energia obtenido por J. da Provi-

dencia, N. Bebiano y J. P. da Providencia [1], a saber

En,(B)==+8 (nz + —) , (4.27)

donde n, = 0,1,2,3,---. Para esto, el espectro obtenido en (4.25), que depende de 2
pardmetros o y 3 , puede tomar la forma de (4.27) [1] si @ = /2, es decir
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E,.(B) = ({)2 +5 (n + }-) ;

En,(B) = 1ip (n + %) : (4.28)

30f

E, (8)

B

101

Figura 4.2: Representacién del Espectro de Energia E,_ (5).
En la figura 4.2 cada una de las curvas representan los espectros de energia del osci-
lador armoénico para diferentes valores de n,.

Es posible también a través de (4.25) reproducir el espectro del oscilador armoénico uni-

dimensional considerando o =0y con 8 =1, es decir

E,, = %—t—l'(nx—ké) ,
Ey, = (nx + %) : (4.29)



A continuacién graficamos el espectro de energia E,, (7y,d) dado por (4.26)

Figura 4.3: Representacion del Espectro de Energia E,,(v,0).

En la figura 4.3 cada uno de los planos representan el espectro de energia real y
positivo.
Por otro lado, similar al caso anterior, se puede determinar el espectro de energfa para

los vectores de estado (L, mn(z,y)| definidos como:

<an,ny (z, y)l = (Ln, ()| <Lny (y)| ) (4.30)

donde los vectores de estado (Ly, ()| ¥ (Ln, (y)l son descritos a partir de los estados base

(Lo(z)| y (Lo(y)| definidos como:
(Lny (2)] = (Lo(2)| (As)™, (4.31)
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(Lns (2)] AL = 0, (4.32)

(Ln, ()| = (Lo(y)] (Ay)™, (4.33)

(L, ()| Al = 0. (4.34)

Asi, tenemos

a2
2p

Ahora representamos los autovectores de Rn, ., (Z,y) ¥ Ln,n,(2,y) como las funciones

~ 1 2 1
<L’“smy {$3 y)l HG,&’?JS(:{:, y) = ( + 5(?’&3; + 5) + g—g + 5(”’3} + 5)) <an,ng(3§', y)l N

estado

Rryn,(2,y) = Rn(2)Rn, (¥) y Lngn,(%,y) = Ln(x)Ln, (y)  (4.35)

donde las funciones R, (z) y L,, se representan por

a d.. 1 .,

R, (z) = K, (z+ i a;:-) exp (—é—(m - E) ) ) (4.36)
- a d.,. 1 Q.

Ins(@) = Kns(a = § = o o0 300+ 5?). (437)

donde K, es la constante de normalizacién .

Las funciones de estado R, (z) y Ln,(z) se encuentran relacionados por

Bon(-) = Ko, (-0 + 5= ) e (50 + 57)),

s a d.,. 1 oL,
Bau(-2) = Kn(-1(o+ 5 = T exp (=30 + 57,
Ry, (—2) = K, (—1)" Ly, (z). (4.38)

Siguiendo el mismo procedimiento es posible encontrar la relacién entre funciones de

estado Ry, (y) ¥ Ly, (y) como
Ry, (—y) = Kn, (=1)" L, (y)- (4.39)
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4.3. Calculo de la Constante de Normalizacion

En esta subseccién se determinaré la constante de normalizacién Ky, ,, , conside-

rando el siguiente producto interno

(Lne iy (@, 9) Rng iy (7,9)) = 1, (4.40)

en su forma integral, es decir

+oo +oo
[ B e () nty = 1,

separando las integrales, tenemos

+o00 +o0 .
[ L@k @ [ LR Wy =1, (441
y a continuacion se calcula la integral en z, asf usando (4.36) y (4.37) en (4.41), se obtiene
teo too a d., 1 Qg
[oo an(l’)an(l’)d.’K = . an(.’ﬂ - E — d_.’IZ) exp (—-2"(.’I3+ E) ) X
a d., 1 (20
an($+E—d—x) exp( 2(x ﬂ) )dx,

00 00
/_Oo L, ()R, (z)dz = lKnx[2 /_:o (x— % — a%)"’ exp (—%(x+ %)2) X

o 1 «

(x+ 5 ;—m)"’“ exp <_§($ - 5)2) dz. (4.42)

Seguidamente se calculara los términos de la integral (4.42) separadamente, haciendo

uso del criterio inductivo.

Caso n, =1

w5 gee (-5 5F) = - pew (5t 5 -

— %) exp (—%(w + ~)2) = 2zexp (—%(sv + %)2) , (4.43)



donde el factor 2z representa el primer polinomio de Hermite denotado por Hy(z) [10],

por lo tanto la expresién (4.43) puede ser escrita de la siguiente forma:

(z - % - ad;) exp <-—21-(a: + %)2) = H,(z) exp (——%(m + %)2) : (4.44)

Caso n, =2

&

-5~ o (-5e+57)] = @-§-e-5- )
oo (56 +27)].

5] - el )]

(x—— — -{iz)z :exp (-——;—(m + 3)2)} = 2z(r— %) exp (——é(a:—i— %)2) + 2z(z + g—) X

(4

exp (-——%(x—i— %)2) ~ 2exp (...%(ﬁ ﬁ)z) ,

(z - % - %)2 [exp (——;—(x + %)2)} = (42 — 2) exp (-%(m + %)2) : (4.45)

el factor (4z? — 2) representa el segundo polinomio de Hermite H(z), entonces la expre-

sién (4.45) se puede escribir como:

(87

(z — 5 —(%)2 [exp (-——%(m + 5)2)] = H,(z) exp (—%(:z: + %)2) . (4.46)
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Caso n, =3

@-5- 5 oo (56+57)] = -5-Die-5- 1y
A
@-2- Ly [xp (-36+5?)] = @-5- )| -Dewn -3+ 7).

@-5- 5 [ow (-36+ 7)| = @-Huz-2en (-ja+57) -

4 {(4:52 — %) exp (—%(w - %)ﬂ ,

Q,, o 1 Qg
(@~ S ~ D exp(—5(x + ) +

Lyzy
ﬁ))

,..\
8
!
wiR
l
&
)
e
W
]
&
/T\
™o
8
+
|
e
(3]
—
| SR——
Il

(4 = 2)(c + ) exp(--;—(z +

swexp(—5(a+ 5)),

x-2 -- %)3 {exp (_1(93 + 9‘-)2)} - [(m - %)(4:52 _ )4 (42— 2)(z 4 %) - sm] x
X exp (—%(:c—}— %)2) )

x-2— 21%)3 [exp (-——%(w + 3)2)] — (82" — 125) exp (—%(z‘ + %)2) ) (4.47)

notamos que el factor (823 — 12z) representa el tercer polinomio de Hermite H3(z), asf

la expresién (4.47) puede ser escrita como:

@-5- %)3 [exp (--;- (@ + %)QH — Hy(x) Vexp (—%(z +‘%)2> . (a4s)

De esta manera, se obtiene una regla de formacién y asumimos que para el caso de n,, se

tiene
a

(@3- ad;)nx exp'(—--%(x + %)2) ~ H,_(z) exp (—-;-(x + %)2) L (449)
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Ademas, como es anélisis inductivo se muestra que para el caso n, = n, + 1 también es

satisfecha (4.49) es decir

a_d

' 1
(z— 7 dw)”‘“”"'1 exp (—:‘2—(.'17 + %)2) = (z— 3 4z (z — B ﬂ)nm X

@- 2o -3+ 27) = @-5- D@ e (—56+57),
@- G- griew(~3e+5?) = - HH.Eer (-5t §F) -
- (Hn@ew (-30+572)).
@_ 4y Ler 22} = o= ¢ L 2p) o
(l‘ - I—B' - a;) +1 exp (—E(IE + E)z) = (l‘ ‘B)Hnm(l') exp ( 2(1‘ + ,3)2>
dan (IE) (8]
(__dz_— + Hy, (z)(z + 3)) :
(z — % E)”‘”l exp (——2—(:13 + %)2> = (2.7:an(_7;) - %;(x)) X
exp(——;‘(x + %)2> , (4.50)
ademés de la relacion de recurrencia [13] se tiene
Hoio(z) = 20H, (a) - Snel) (4.51)
asf, reemplazando (4.51) en (4.50), obtenemos
o2 Sty (1o + 92) = Ho@en (~he+27), @
T 4 exp | —5(z+ 3 = Hnnl@)exp{—5@+2) ), (4

Por lo tanto (4.49) es valida para todo ng.
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A continuacién se calculara, de forma anéloga al caso anterior, el siguiente término inte-

grando de (4.42), es decir la siguiente expresion:

(z+ % - ad;)% exp (—-;—(:v - %)2) (4.53)
Cason, =1
oAy (2 %Y o Pexn (L Ey2)
@+ 5 - e (—5-37) = @+ e (-36-57)

(z+ % - %) exp (—é(m - %)2) = (z+ %) exp (—é(z - % 2) +
e-Few (~5-52).
(z+ % - ad;) exp (-—-;-(w - %)2) = 2Texp (—%(z — %)2) . (4.54)

donde el factor 2z representa el primer polinomio de Hermite H;(z), por lo tanto la

expresién (4.54) puede ser escrita como:

(z + % - %) exp (-%(m - %)2) = H(z)exp (—%(z - %)2) : (4.55)
Caso n, = 2
a 9 1 a a d o d 1 a
(z+ 7 — ) exp (—5(95 - *B')g) = (z+ 5 G 5 o) exp (“5(3‘ - 5)2) :
d
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(z+ a_ %)2 exp (—%(m ~ %)2) = 2x(z+ %) exp (—-;—(x - %)2) + 2z(z — %) X
X exp (-—%{x - §>) ~2exp (—é(:c - f;-)) ,
(z+=— d—t—)"’ exp (—%(x - 2)2) = [233(2’2 + %) + 2z(z — %) - 2] X
eXP(“%( - E)z) ,

(z+ 2_ éf exp (v%(x - % 2) = (42% — 2)exp (—?12-(3: - %)2) , (4.56)

R

el factor (4z% — 2) representa el segundo polinomio de Hermite H(z), entonces se puede

escribir la expresion (4.56) como:

0+~ gprew (5= 57) ~Haew (<3t 57). @)

Caso n; = 3

a d 1 o a d a d 1 o
(15‘“*”3—&;)3&?(“5@“'5)2) = (33’*'5*3;)(1“'3—5)2@{?(—5(-’3*5)2),

e+ 5- e (-3e-57) = @+5- 5 @ -Dew (-5 57)],
@+ - Lyrexp (——%(w _ %)2> = @+ e’ - Dexp (%(::: + %)2) -
£ [ -mew (-3 57)]

@+ 5= ) e (——%(w - %)2) = 0+ 5~ Dexp (——;—(:r: - %)2) +
(42 — 2)(z — %) exp (—%(m - %)2) _
8z exp (—-%(m - %)2) ,
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(z+ —;- - ad;)i* exp (%@: ~ 5‘»)2) = {(3; + 3’ ~2) + (4a” = 2)(z ~ 2) - &c} x
' exp (—é(iw %)2) ,

(z+ % - %)3 exp (-—%(w - %)2) = (82° —12z)exp (—%(z - %)2) , (4.58)

el factor 82° — 12z representa el tercer polinomio de Hermite H3(z) y la expresion (4.58)

puede ser escrita como:

% dysexp (-—-;—(:c - 3)2) = Hy(z)exp (—;12-(:6 ~ %)2) . (459)

(.’L‘+ B P 3

De esta manera, para el caso de n; se tiene

(8]

(z+ -g- -~ "&%)M exp (-—;—(:v - ﬁ>2) = H,_(z) exp (-—%(m - %)2) , (4.60)

Siguiendo la metodologia anterior, mostraremos para el caso n, = n,+ 1 es satisfecha por

(4.60)

a d a d,,.
($+~Ié—a{;)($+g—a) X

«

d ., 1 2
@+ §— e (—3e- 57)

I

(z+=- _gg)nm—{-l exp («%(:c _ %)2) = (z+ % —_ (—&)an(a:) exp (—%(m - %)2) )

(24— — ad:;)"’“ exp (—%(w - %)2) = (z+ %)an(m) exp (-—%(x - %)2) -

% (an(ac) exp (-%(:c - %)2)) ,
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a

E+5- g (5E-57) = G+ PHLG e (—5a-57) -

5
(e, @e- D),

d 1 dH,,
e+ 5 - ayren(-3e-57) = (2.0 - Eel)
X exp (—-%(:c — %)2) ) (4.61)
y de la relacién de recurrencia (4.51) en (4.61) se tiene
0+ 5 - 3o (~30 - 57) = Hun@ew (~3@-57). 4

A continuacién reemplazando las expresiones (4.49) y (4.60) en (4.42) obtenemos

L @Rl [ @ e (~3e+ 57 x
Ho(@)ewp (-3~ 5 ) do,

400

L @Rl [ oo -3 (04524 - 57)]
H,(z)H,.(z) dz,

-0

oo 2 +00 Cl£2
[ @R @ = 1K [ (e - S HL (0, (@) ds,

—O0

+o0 2

Ly _(z)Ry,(2x)dz = (K, | exp(—%) [ :o exp(—2*)H,,_(z)H,, (z) dz. (4.63)

—00

Para resolver la integral sera necesario considerar la férmula de Rodrigues dada. por

H,.(x) = (1) exp(a®) T 02CL) (469
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reemplazando en (4.63), es decir

+oo +00 2
@R @ = [ 1K Fern(=5) exp(—a) H () (1)

hats o) oo

dn= 2
exp(:cz)—e-;;p;gyx—) dx

[ bR @i = 1 - S 1 [ Ha )T SR da, (a5

oo oo dzn=

¥y por un proceso de iteracion n, veces del método de intégracién por partes, se obtendra
la integral k
+o0
Hﬂz (x)

hate =]

Tz _m2
de exp(~2%) | (4.66)

dzn=

Asf, de acuerdo con el método de integracién por partes, se tiene

Ny w2
u=Hp,(z), dv = Si«de,
_dH, (z) __d™exp(—z?)
“="g 0 VT a

entonces de (4.66) se tiene

+oo d"e exp(—z? dn=—1 exp(—z?) |7
O P e G S
' /+°° dH,,_(z) d”m"lexp(—:z:2)d
—o0 dz dzne—1 o

donde el primer término del lado derecho es nulo, debido a que al evaluar en los limites

resulta nulo, de esta manera se tiene

oo N +0o ng—1
H, (z )d exp(m z )d _ (<1)" / dH,, (z)d™'exp(—z )da:, (4.67)

dz dgn=—1

-0
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y nuevamente integrando por partes

dH, (z) d™=~ exp(~x?)
= e dv= dz,
z < dgre-T
d’H,, () d"=2 exp(—2?)
du=—Fp > VT T
tenemos
Foo d" exp(—z (z) d™="2 exp(~z?
B/ PR GOk ]
-0 -0
%0 d"=? exp(—a?) I’ H p, (2)
(- 1) / dzne—2 dx? dz,
donde el primer término es nulo, resultando:
+oo d™ exp(—z? ) o [T d™?exp(—2?) d*H ()
0= e = () | T e, ue
y continuando de esta manera la integracioén por partes n veces se obtiene:
+00 dn= BXp(-—-sz) dnmmlﬂﬂz (.’13) ) +00
N H;, (2)——g —de = (~1)——7—7 exp(~2) N +
‘ e [T d=H,_ (z
(-1) x/ exp(—z? )-——a-—2;-(—2 z
-0
+00 g +00 Tig
H,,(z )i—?‘-lfi(—ﬁldx = (—1)™ exp(_xz)i-a%g@dx. (4.69)
—00 - 00

Ahora, reemplazando (4.69) en (4.65) obtenemos:
+o0 a2 9
Ln (@) Ry (z)dz = (=1)™ exp(—;;) | K" (1) x
+00 dr=
x/ Hﬂz(m) Z‘

exp(—z?). T

e ¢

+oo d”H e (x)

=0

+o0
L @R () = e~ Kl [ exp(-a?)
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donde usando la relacién del polinomio de Hermite

an (.’L') - (23})""’ _ wﬁﬂ(zm)nx—g + n:c('n:n - 1)(“;-—- 2)('"@ - 3) (2:[))"“_4 . (4.70)

y haciendo la primera derivada

dH,, (z) = Qrap gl _ 2%—2“9:("% ~1)(n, —2) g3 1
dx 1!
2n3—4nx(na: — 1)(ng — 23(”3: - 3)(nz — 4)33%-5 e
la segunda
d*H,, (2 n No— np—2Na(fe — 1)(ng — 2)(ny = 8)
d:Eg() — zxnx(nz_l)xz 2___2::2 1! "= 4+
il = Do = 0= Y0 = =5 e .
la tercera
3 — — o —
d H%(.‘L’) — 2“.3?1:1:(”3: _ 1)(”::: _ 2):2:%—3 . an—znm(”m 1)(nx 2)(”1: 3)(”::: 4):1:%-5 +

dz3 1!
—4Naz(ng — 1)(ng = 2)(ns — 3)(nz — 4)(ny — 5)(ng — 6)

Ny
2 2!

a:n“_’?_f_...’

y asi derivando n; veces, obtenemos

d=H, (z)

el e (e — 1) (e — 2)(n = 3) - B)AB) (),

lo cual equivale a

d*=H,_ (z)

= 2 (n,). .
2= = 2 (n) (4.71)

De esta manera, reemplazando (4.71) en (4.70), obtenemos:
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+o0 (12 400
/ Ly, ()R, (z)dz = exp(-"gz-) (K, | f exp(—z?)2"ngldz,

—00 —00

[t @R @ = 2o mten- ) Kl [ ep(-ta, (07

adema4s como

+oo
/ exp(—z?)dz = V2,

o0

entonces se tiene que

P00

-0

2
I3 (&) Ry (3)d = 27m exp(~ 35) | Ko V2. (4.73)
Los resultados obtenidos se extrapola para el caso y obteniéndose:

+oo a,z; 5
[ L R Wty = 2o expl(= ) | Ko VE (a7

O

Si remplazamos los resultados de (4.73) y (4.74) en (4.41) se obtiene

. ao? 2 n ’)’2 2
2% (na)! exp(=73) | K. [* V22" (my )l exp(—5) | Ky [ V2 =1,

2 exp(%r)exp()
o 2m=2m2(ng) (ny))

lKﬂ:Kﬂvl

2
[2 exp(%; + %)

= 2n$+ny+1 (nx)!(ny)! . (4.75)

1 g, Ty
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4.4, Calculo de la Matriz del Hamiltoniano

A continuacién con el propésito de obtener la matriz A, g s del hamiltoniano
Hep.4,5(,y) vamos a escribirlo en términos de los operadores de creacién y aniquilacién

definidos por

R 1, . R | PPN
. .. . I .
a; = 7"2“(97 — ipy) y Ay = %(U + iBy)- (4.77)

Ahora, vamos a calcular los hamiltonianos H, (x) y H.,s(y) en funcién de los operadores
“de creacién y aniquilaci6n, para esto multiplicando los operadores de la ecuacion (4.76)

se obtiene

1, o ats o 1

5(171. + %) = ala, + 5 (4.78)
Asimismo de ,la diferencia de los operadores (4.76) se obtiene

o ..
e = 5 (8 5. (4.79)

reemplazando (4.78) y (4.79) en (4.5), obtenemos

al + g (4.80)

Siguiendo la misma metodologfa se calcula el hamiltoniano ’}2%5, el cual toma la siguiente

forma:

5
+5. (4.81)

Para calcular la matriz M, g4 en la base ortonormal constituidos por los autovectores

del oscilador armoénico bidimensional {qz&nx,ny), definido como:

l¢nz,ny> = l@m) §¢ny>:
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donde |¢n,) ¥ |, ) 500 los eigenvectores del oscilador arménico en z e y.

A continuacién se define la matriz del hamiltoniano ?;ia,,gm,g(x, ) como:

Ma,ﬂ,q,& = <¢'n;,n; ‘ Ha,ﬁ,7,5!¢nz,ny> }

y a partir de ella M, g~ s se puede representar como:

Ma:ﬁ;‘f’é = < n; ,R;} l%asﬁa?:‘; l @nmﬂ'y > 3

Mapns = <¢n;f <¢n;ma,ﬂ,7,a[¢nw> [¢ny> ;

Ma!ﬁ;y,é = < ¢’n;

Mogrs = <¢n'y’¢’n,,> <¢,,_; iﬁa,ﬁ§¢nw> + <¢n;}¢n¢> <¢’n; l?:l%al%y> ,

y como se cumple:

Gt | One ) = 807 y Gut | Pry ) = Ot 1y
CA G

donde

?
1, para n,=n,,
6, =
g Nz /
0, para n, # ng,

14

. = 1, para n,=mn,,
7, ’n‘y - r

Y 0, para n,#n,,

y para los casos n, = n, ¥ n; = n, de la ecuaci6n (4.84) se tiene

Ma:ﬂf}'a& = <¢n-’!7 IHQ,ﬂ I ¢'n-z> + <¢’n»y lﬁ’)’,ls ‘ ¢Tby> b
es decir es posible separar la matriz M, g ,,s de la siguiente manera

Ma,ﬂmé = Map+ M’?JS?
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donde

Map = (bns Flastn. ) (489)

Mys = <¢nyl’ﬂ~f,,sl¢ny> : (4.90)

A continuacién se hace el calculo de la matriz M, s.

Célculo del elemento de matriz <¢0{’ﬂa,gl¢o>

<¢0[Haﬁ|¢o> B {olalas|do) + ¢0|ax!¢0 <<750|ClT |¢o) + = (¢01¢o>

<¢o§7{aﬂl¢0>

' wl’tb

Calculo del elemento de matriz <¢0!ﬁa,ﬁ[¢‘1>

<¢’01ch ﬁ|¢1> B <¢0|a1%l¢1> + —= ¢0'%|¢1 <¢0!GT|¢1> + {¢olé1)

(Solflasdr) = 5T (doldu)

(alflaglér) = VI,

se deduce

<¢ema,ﬁl¢2>,<¢ama,ﬁ{¢3>,<¢o[ aB ¢’4> <¢oma5 ¢5nm> 0.

Calculo del elemento de matriz <¢1|7:£a,ﬁl¢0>

<¢1['Haﬁ]¢0> B {(¢1lalas|do) + ¢1|%i¢0 <¢1 &L |¢o) + = (1)),

<¢1]?:fa,5]¢0> = "‘\%\/i (P1l¢1)
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<¢1‘?'2a,§{¢0> = —%\/I.

Cslculo del elemento de matriz <¢11?%a,ﬁ}¢1>
(01l Paplor) = B (orlatanten) + 5 (Gulaalon) — T (pulalln) + 5 (0ulon),
(0| apld) = BV (rlatido) + 2,

<¢1l3{za,ﬁ|¢1> = 3—25'

Calculo del elemento de matriz <¢1I7'1a”,9]¢2>
(01[Fasldn) = B (lakaaldn) + T (@rlaaldn) = T (nlalien) + 5 (16},

($ilasltn) = V2100

(Ailfaslgn) = Z5V2,

se deduce

<¢1l7'za,51¢3> 7<¢1|7:Za,;3{¢4> ; <¢117'?»a,6!¢5> yroe ,<¢1iﬁa,3{¢nz> =0

Céalculo del elemento de matriz <¢2[?:£a,,g]¢1>
(0alaslon) = B (dalilacton) + Tz (@laclor) - <¢zla“i¢1> + 2 gl

(alPasltn) = =75V Galon),

(¢alflas|ts) = —=V2.
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Célculo del elemento de matriz <¢2[7¥&,g[¢2>

(6aasld) = ﬁ(qsza*aml¢z>+ = (daldeld) - <¢2lafl¢z> <¢21¢2>,

B

(#alFlaslér) = BV (galatidn) + £,

<¢’2{ a§]¢2> 5'6

Célculo del elemento de matriz <¢2]§a,ﬁ[¢3>

<é2‘ﬁa,ﬂl¢3> B {($2|ala,|ds) + ¢2‘axl¢3 7 <¢2 allgs) + = (¢2l¢3)

(82l Flas|ts) = 753 (@ald2),

<¢’2}?2a,ﬁ,¢3> = —-\%\/_3—,

se deduce

<¢2lﬁa,ﬁ1¢o> , <¢21ﬁa,3’¢4> , <¢2,7:ia,3’§55> ) <¢2ma,ﬁ'¢6> yo ,<¢2]ﬁa,ﬁl¢%> =0.
Célculo del elemento de matriz <¢3{?:£a,5|¢2>
(63lPLecslin) = B solalelgn) + S5 (alalin) = T (alalien) + 5 (dale),
<¢3lﬂa,ﬁl¢2> = —% 2+ 1{dsl¢s) ,

<¢3['¢Qa,;3f¢2> = —70—5\/?:-

Calculo del elemento de matriz <¢3}ﬁa,gl¢3>

(Gl Pasls ) = B (dslataalds) + 7 (slaalds) — 5 (dola jallés) + £ (gala)
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<¢3i7:la,ﬁl¢3> = V3 (¢slal|ds) + g,

7B

(90l Faslts) = -

Cslculo del elemento de matriz <¢3[’ﬂa,ﬁ§¢4>

(0alFLasls) = B aloLaalén) + T (alaalbe) = T (Bullign) + 5 (Galda),
<¢3fﬁa,ﬁ[¢4> = %\/‘Z<¢31¢3>=

<¢3ma,ﬂ!¢4> = %\@,

se deduce

<¢3maﬁ]¢o> 7<¢3,ﬂa,ﬂl¢1> , <¢3ma,ﬁl¢5> ; <¢3ma,ﬁ}¢a> oo ;<¢3’ﬁa,ﬂi¢m> =0.

De esta manera, reemplazando los elementos de matrices obtenidas, se tiene

8
(& 4= o o 0 ..\
_¥Yla 38 V2a 0
vz oz
Mep=| 0 -2 ¥ Y= o (4.91)
0 0 _Y&a 18 i
Vi 2 v

\

)

Es posible para el caso o = v/2, se obtiene matriz calculada por J. da Providencia, N.

Bebiano y J. P. da Providencia

(e VI o o0 o ..
V1 % V2 0 o0
MQ:»B z 0 “\/ﬁ %é \/§ 0 .o H (4'92)
0 0 -3 Z vi ..
\ ' L



el cual representa la matriz obtenida por J. da Providencia, N. Bebiano y J. P. da Provi-

dencia [1].

A continuacién calcularemos la matriz M, s

Calculo del elemento de matriz <¢0|?27,5|¢>o>

<¢of7{75 ¢’0> = & {¢olalayldo) + 0501%[% 7 <¢0 alido) + = (¢'o]¢0)
<¢0]?:£'y,5!¢0> = g‘

Célculo del elemento de matriz <¢0[131'%5|¢1>

<¢o[%q« 5{¢1> = & {golalayl¢r) + —= (¢0|ay1¢1> ~ 7 <¢01aT1¢1> + (¢old1) ,

<¢0]?iey.sf¢1> = 7\/— (¢oldo) ,

<¢o|7:i7,5]¢1> = \/-i'%a

se deduce

<¢0]?'2'}*,5l¢2> , <¢0I?27,5]¢3> ) <¢am'y,5f¢4> R <¢017§f7,5]¢n3> =0.
Célculo del elemento de matriz <¢1]7:£7,5]¢0>
($1[PLusldo) = 6 (Bulalaylao) + = (Bildyldo) — — (1l Ido) +5 (o),
($lftaalon) = ~VTinld),

(##rsl00) =~V

Calculo del elemento de matriz <¢1{7'2%5;¢1>

<¢'1I 75[¢1> = 6 (prlafa,le) + —= \/— (¢rlay|o1) — \/- (drlaller) + 5 (€?51 ¢'1)

52



NIO':

(91[Fsldr) = V1 (ulaf o) +

<¢1|7‘27,al¢1> = %('5'

Calculo del elemento de matriz <¢1 [?:Ly 5{¢2>

<¢1[%*f 51¢2> = § (p1lafay|p2) + ¢’1layl¢2 7 <¢1la1|¢2> + g (P1lda) ,
(ArlPLsln) = T5v2 (i)

<¢1lﬁ¢,al¢2> = \—,/%\/i

se deduce

<¢1!7%—y,£l¢3>,<¢’1fﬁ7,al¢4>,<¢1}ﬁ7,5!¢5>,"' < 1|H 75]¢ny>= .

Calculo del elemento de matriz <¢2{’f‘f£.y,glqél>

<¢2IH¢51¢’1> = 6 {polatdy| 1) + ¢2lay[¢1 - —= <¢210f1¢1> <§é2i¢1) ,
(balPysler) = —%ﬁ (dalds),

(altralor) = — 52

Calculo del elemento de matriz <¢g!?f£ﬂ,,5i¢2>

<¢’2I'H«,5[¢2> = 8 (¢ala)a,|da) + ¢2|ay|¢2 7 (¢25a1|¢2> + {B2|b2) »

(ltrgln) = 6V (alalon) + 3,

<¢2[?27,5|¢2> = %é
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Célculo del elemento de matriz <¢2‘f1%5}¢3>

($alPaslds) = 3 (Glalnlgs) + T (galinlds) = 5 (lallds) + o (o),
(9alls) = %ﬁ (aléa)

<¢2m%5[¢3> = %\/5,

se deduce

<¢21?:ny,6!¢0> ;<¢21ﬂ1,6,¢4> ,<¢2]7:Ly,&l¢5> ; <¢2l?'21,6]¢6> o ;<¢2|7'27,6l¢n3,> = 0.

Calculo del elemento de matriz <¢3|’7Q%5{¢2>

(enl#ralon) = 5 alafinl o)+ T (nlnle) — D (Gulilien) + 5 (daldn),
<¢3 75[¢2> = ‘“—‘V2+ (pslds) ,

<¢3|7'Aly,51¢2> = ‘“—\,/)/—-2.‘/:§

Calculo del elemento de matriz <¢3[ ?%7,5§¢3>

(0ul#ald0) = & (Bl 16n) + T (linld) — = (dnlaflen) + 5 (le),

(6a{FLaldn) = 6VB {aliliga) + °.

<¢3I?:5»y,5]¢3> = -72—5

Calculo del elemento de matriz <¢53]’f{%5[¢4>

<¢3 ~,al¢’4> = § (¢slalay|ds) + ¢3layt¢4) 7% <¢>3laf ba) + = (¢3{¢’4}
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<¢3|?:Z'y,51¢’4> = %\@ (d3]d3) ,

<¢3l727,6¥¢4> = -\%V{Zz
se deduce |

(8311510 (sl sl61 ) {0al 515 ) (Sl Tysld) -, (s|Fyldn, ) = 0.

De esta manera, reemplazando los elementos de matrices obtenidas, se tiene

) Vi
(¢ & o o o0 ..)
Yy 3 B
V2 2 V2
— V2 56 V3
Mg=| 0 Y& # Y g (4.93)
0 0 Y& B Vi
a5 Ao
Finalmente se reemplaza (4.94) y (4.93) en (4.88)obteniendo
+68 Vet :
R C S R 0 0 ..\
_Viaty) 3845 VHaty) 0 0
V2 2 V2
Mapgs=| 0 - 56) Vet o . (494)
0 0 . \/3-( oty) 7{(8+6) V(o)
V2 2 V2
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Capitulo 5
Discusif)n

En el presente trabajo de tesis, se hizo el estudio y anslisis del espectro de energia
del hamiltoniano P-pseudo hermitiano propuesto en (4.1), para tal fin se utiliz6 la he-
rramienta matematica de los operadores dados en (4.13) y (4.14), asi hizo posible validar
la hipétesis , si era posible que a partir de un hamiltoniano no hermitiano, P-pseudo

hermitiano genere un espectro real y positivo.

El espectro de energia F,_, («,8,7,d), dado en (4.24) fue imposible graficarlo en forma

zThy
conjunta, dado que la energia esta en funcién de 4 parametros «,8,7 y &, razén por la
cual la energia fue separada convenientemente en el eje cartesiano z representado por
E, (o, B) y la energia en el eje y representado por E, (7, 4) y asi cada espectro de energfa

obtuvo una representacién grafica representados por las figuras 4.1 y 4.3.

Otro aspecto importante del espectro energia E,_(a, §) es el resultado obtenido para un
valor fijo del parametro o , con a = v/2, y asi permitié obtener el espectro de energia

estudiado por J. da Providencia [1].

El trabajo de tesis extendi6 el campo de estudio de los hamiltonianos, a no sélo her-
mitianos sino también a no-hermitianos con P-pseudo hermiticidad. También permite

extrapolar el estudio y andlisis al caso oscilador arménico tridimensional.

Se plantea la hipétesis si un hamiltoniano no hermitiano P-pseudo hermitiano relativista

genere un espectro de energfa real.
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Capitulo 6

Conclusiones

1. En este trabajo presentamos el uso de una nueva formulacién matemaética , como
herramienta para la medici6én de operadores o también llamados observables, los
cuales aun no presentando hermiticidad (transpuesta conjugada) cumplen con el

requisito fisico de generar valores propios reales.

2. El hamiltoniano propuesto en (4.1) ha verificado la hip6tesis, que un hamiltoniano
no hermitiano con P-pseudo hermiticidad genera un espectro de energia real como

se muestra en las figuras 4.1 y 4.3

3. De los diferentes espectros obtenidos para el caso unidimensional , dado en (4.6), es
facil ver que (4.25) es un caso con a = /2, es decir, el resultado de J. da Providencia,

N. Bebiano y J. P. da Providencia [1], es un caso particular de (4.25).

4. Ademés, la relacion (4.29) representa el sistema conocido en la Mecanica Cuéntica,

como es el de un oscilador armoénico unidimensional.
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Apéndice A
Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite son funciones que satisfacen la siguiente ecuacién dife-
rencial o — 2855 % + 2nH, = 0. Estos polinomios también pueden obtenerse a partir

de una fun(nén generadora G(, s), donde s es un parametro, definida como

G(g,s)zefz—fs-ff"=e~82+2s€-z Hai&) . (A1)

]
=0 e
Es llamada funcién generadora debido a que los polinomios H,,(§) se obtienen a partir
de los coeficientes del desarrollo en serie de Taylor en la variable s. A continuacién vamos

analizar las propiedades de las funciones H,,(£), de (A.1) tenemos

oG dH () s H, («f g
8§ Z d§ ,n! =2s G(§7 ) = 2; +1a

n=0
entonces
dHn(f) Sn =~ H,_ 1(5)

e igualando las series
dH,(§)

i O
)
n=1,2, 3,‘~ --. De manera similar de (A.1) obtenemos
209 5~ s)ci(e,o) = i KIURSS
- 2;; &i’;s - 2;0 “SM
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de donde

9G(¢, ) - i Hyp, s

0s = n
§H s" N T (4.2)
= 2}: n? 9§ A
o k§=:1 (k—1)!
conl=n—1Lk=n+1ly
dH

d§ ’
H 1 (€) = 26H, () — 2LH | 1(8),

para l = 1,2,---. Las propiedades anteriores permiten obtener la ecuacion diferencial de

los polinomios H ,,, a saber

d’H, dH, dH
dfg(g) = 2n dg(g) =9n dfl(g) (Qan(ﬁ) n+1(§)) H
d2H ,(€) dH,(§)  dHa.(§)
d€2 =2H, + 2¢ Y ¢ ’
asi,
CHAE) o dHE) | o o (A.3)

Tder d¢

Por lo tanto, la funcién G(£,s) = exp (—s® + 2s€) es la funcién generadora de los

polinomios de Hermite.
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Apéndice B
Férmula de Rodrigues

Dado que los polinomios son los coeficientes del desarrollo, en serie de Taylor, de la
funcién G, es posible obtener una expresién explicita para ellos. Para esto desarrollamos

a G(£,s), respecto de s en serie
o0
G, s) = Z ans",
n=0

donde
1o

n! gs»

G(£,s)

Qn )

8=0

por lo tanto

H,(¢) =ZG(Es) 2 8~ (s-0?

=0 s=0
| 207 (0= 8 ey
I (s—€)
Hn(g) =e sl ( Os 8(8 - §)e ) s=0’
2 o771 0 2
— g ‘(8-’5)
H,(¢)=e Hsn—1 (8(s—f)e ) ,s=0,

b
=0

H,(6) =& (5@8;2)—”6%8-—@2)

Ho(§)=¢" ( il "H)?) ,

a=er*
H _ g2 1 ndne~§2
n(E).—e (-1 3
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denomina férmula de Rodrigues de los polinomios de Hermite. Esta férmula permite

evaluar sucesivamente a todos los polinomios entre 0 y n, por ejemplo, para n = 2, se

tiene que
HD(&) = 13
H}(E) = 2€=
Hj(¢) = 46° — 2.

De forma similar, se pueden usar las relaciones de recurrencia para evaluar otros polino-

mios, por ejemplo,

H, = 26H, — 2H, = 2£(26) — 2,1.
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