
1'

5 10

}401sco

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

ESCUELA ACADEMICO PROFESIONAL DE MATEMATICA

V/�034�030~"<' 7
Yo «}401n?og

s?*~":

§.. zcsig

�030 7965 V

"ESTRUCTURA SIMPLICIAL

SOBRE_TR_ENZAS "
.x �031:s:�030 :1�034:/v'

. \~ i_ /_/

TESIS PARA OPTAR EL TiTULO DE

LICENCIADO EN MATEMATICA

DENNIS WILBERT MEDRANO ARIAS

Callao, Marzo, 2015

- PERU



Hoja de Referencia del Jurado y aprobacién

ESTRUCTURA SIMPLICIAL SOBRE TRENZAS

Autor: Dennis Medrano Arias

V Tesis presentada a coiisideracién del Cuerpo Docente de la. Facultad de Ciencias I

Naturales y Nlatemzitica de la Universidad Nacional del Callao, como parte de

los requisitos para obtener e1 Titulo Profesional de Licenciado en Matemética

Pura.

Aprobado por:

J

. ./

Mg. Roel Mario Vidal Guzman

Presidente

,Z...,..�024/
.i

Li. Wilfredo Ilendoza Quispe

Vocal

Mg. Ruth Medina Aparcana

Secretaria

9?

Lic.Jua%e 0 Bernui Barros

Suplente

Callao �024Per}401

2015

i



DEDICATORIA

A mis padres, Justina y Juana, buenas

personas que me han entregado la vida,

ellos son el impulsa que me motiva a se-

guir adelante alcanzando cada meta tra-

zada. 1

ii



AGRADECIMIENTOS

A mi asesor Mg. Ezequiel Fajardo Campos que tuvo toda la disposicién en poder

ayudarme a concluir este trabajo.

A la Facultad de Matemética que supo formar en mi una mente més abierta y

critica, caraxzteristica principal de todo matemét-ico.

A mis amigos de la Escuela de Matemética que han alcanzado las metas que estoy

alcanzando; ellos fueron mi familia en las buenas y en las malas durante toda mi

etapa universitaria

A la vida, que me ha permitido ser parte de la historia de la FCNM en la univer-

sidad Nacional del Callao.

Medrano Arias Dennis VVilbert

iii



Indice general

RESUMEN viii

ABSTRACT �031 ' ix

1. Planteamiento de la Investigacién 1

1.1. Identi}401caciéndelproblema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 1

1.2. Formulaciéndelproblema ........... . . . . . . . . . .. 1

1.3. Objetivos delaiiivestigaciéii. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

13.1. ObjetivosGenerales. . . . . . . . . . . . . . , , . . . . .. 2

1.3.2. ObjetivosEspec1�031ficos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 2

1.4. Justi}401cacién.............................'.2

1.5. Importancia.............................. 3

2. Marco Teérico 4

2.1. Espaciostopolégicos 4

Aplicaciones continuasyliomeomor}402smos. . . . . . . . . . . . . 7

2.3. Espacio productoycociente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 10

2.4. Gruposysubgrupos 14

2.5. Homomor}401smoentregrupos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 18

2.6. Secuenciasexactas 25

2.7. Homotopiadeaplicaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - 28

2.8. Grupofundameutalé1�024grupodehomotopia . . . . . . . . . . . . 29

2.9. EspaciodeCon}401guraciones.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 45

2.10.Grupodetrenza.sdeArtin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 46

2.11.Presentaciénde1grup0 trenzadeArtin . . . . . . . . . . . . . . . 52

iv



3. Variables e Hipétesis 58

3.1. Variablesdelainvestigacién . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 58

3.2. Operacionalizacién dela variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3. Hipétesis generale hipotesis especi}401cas. . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3.1. Hipétesisgeneral 59

3.3.2. Hipétesisespeci}401ca 59

4. Metodologia 60

4.1. Tipoaelainvestigacién 60

4.2. Dise}401odelainvestigacién................. . . . .. 60

- 4.3.Poblaciénymuestra.........................61

4.4. Técnicaseinstrumentos de recoleccién de�030datos. . . . . . . . . . 61

4.5. Procedimiento de recoleccién de datos. . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.6. Procesa.xnie11toestadisticoy anélisis de datos . . . . . . . . . . . . 61

5. Resultados 62

5.1. Conjuntosimplicial.......................... 62

5.2. Lan-esferasimplicialm....................... 65

5.3. Estructura Simplicial delas permutaciones . . . . . . . . . . . . . 67

5.4. Gruposimplicia1cruzado........ . . . . . . . . . . . . . .. 70

5.5. Trenzas como grupo simplicialcruzado . . . . . . . . . . . . . . . _ 71

5.6. Trenzas Puras como grupo simplicial . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6. Discusién de resultados 92

7. Conclusiones 93

8. Recomendaciones 94

Bibliografia 94

Anexos �031 95

Anexo}Matrizdeconsistencia ... . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 96

Anexo2Mapa conceptualdeltrabajo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

. v



Indice de }401guras

2.1. Circunferenciaycuadrado homeomorfos. . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2. E] Cilindro con la topologia deidenti}401cacién.. . . . . . . . . . . . 13

2.3. ElespacioCo1acci6n..............._......... 13

2.4. Homotopiarelativa.......................... 28

2.5. Caminoshomotépicos. 30

2.6. Camin0producto............................ 31

2.7. Asociatividad homotépica. . . . . ._ . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.8. Neutrohomotépica.......................... 34

2.29. Indenti}401caciénde Rcomo un resorte en R3. . . . . . . . . . . . . 37

2.10. Camino 133 de tres vueltas sobre el resorte. . . . . . . . . . . . . . 38

2.11.Proyeciénde1camino de tres vueltas W3. . . . . . . . . . . . . . . 38

2.12.Levanta111ientodecamino. .........._.......... 39

2.13.MuItip1icaci<�031)ndelevantamientos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.14,Trenza,3e11n�024hebras..........................46

2.15.'I�030renza.,6en3-hebras..........................47

2.16.Trenza.trivialden�024hebras.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 47

2.17.Diagra.1natrenza. 48

2.18.'I�030renzae1ementala.-. 48

2.19. Trenza elementalinversa. U171. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.20.Productodetrenzas. 49

2.21.Trenzainversa. 50

2.22. Producto de la trenza}402por su i11versa}401�0301.. . . . . . . . . . . . 50

2.23. Una 4-trenza generada por trenzas elementales. . . . . . . . . . . 52

2.24.Re1aciéna,-0]-=0]-0.,-.......................... 52

2.25. Relacién 0,~cr,~_Hcr,»=¢r,-+10,-a,~+1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

vi



2.26.TrenzapuraA1~,,-. 55

5.1. Las aplicaciones caras en e12-simplejo A[2]. . . . . . . . . . . . . 63

5.2. Lasaplicacionesdege11eradora,se11el 2-simplejo A[2]. . . . . . . . 64

vii



RESUMEN

Estructura Simplicial sobre trenzas

Medrano Arias Dennis
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El objetivo principal de esta. tesis es mostrar una estructura de grupo simplicial

cruzado sobre el grupo de Trenzas de Artin, y asi mismo mostrar una estructura

de grupo simpliciai sobre los grupos de trenzas puras. En este caso las trenzas

de Artin, los espacios de con}401guracionesy los 13- Conjuntos, constituyen una

herramienta importante en el presente trabajo.
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SIMPLICIAL STRUCTURE ON BRAIDS
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The principal objetive of this thesis is to show a structure of crossed simplicial

group on Art-in braid group, and thus show the same group structure on siinplicial

groups of pure braids. In this case this Artin braids, the con}401gurationsspaces and

A�024sets are an important tool in this work.
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I

Capltulo 1

. . . ,

Planteamlento de la Investlgaclon

1.1. Identi}401caciéndel problema

Uno de los problemas fundamentales en topologfa algebraica es el estudio de

los A�024Conjuntos,més generalmente de los conjuntos simpliciales; por lo que el

problema consiste en identificar y describir algunos conjuntos simpliciales, grupos

simpliciales y grupos simpliciales cruzados

1.2. Formulacién del problema

Identi}401cadoel problema formulamos las siguientes interrogantes:

Ijserpodré danestructura Simplicial a los n-simplejos (esfera Simplicial)?

I ¢�030,Sepodré dar estructura Simplicial a los grupos de permuta,ciones?

I g,Se podrei dar estructura de Grupo Simplicial cruzado a los grupos de tren-

zas?

I ;Se podrzi dar estructura de Grupo simplicial a los grupos de t-renzas puras?

1



1 .3. Objetivos de la investigacién

1.3.1. Objetivos Generales

Presentar una estructura simplicial sobre trenzas

1.3.2. Objetivos Especi}401cos

I Determinar 1a esfera Simplicial como cociente de n�024si1nplejos.

I Dar estructura simplicial a los grupos de permutaciones.

I Dar estructura de grupo simplicial cruzado a los grupos de trenzas.

I Dar estructura de Grupo simplicial a los grupos de trenzas puras.

1 .4. Justi}401cacién _

E1 presente trabajo queda plenamente justi}401cadapues en cierta. medida apertura

nuevos horizontes en continuar solucién de problemas en Geometria y Topologia

A1gebra1'ca(Espacio de Lazos, suspensiones, conos simpliciales)

2 .



1.5. Importancia

La importancia de este trabajo radica principalmente en que se introduce la esfera

simplicial y se hace una descripcién detallada para. la estructura Simplicial sobre

I los grupos de permutaciones, estructura simplicial cruzada sobre los grupos de

trenzas y estructura de grupo simplicial sobre los grupos de trenzas puras.

Estructuras que en estos }401ltimosa}401osestén siendo usadas en topologia. algebraica

como los grupos de Homotopia y Homologia de la esfera.

3



I

Capltulo 2

T �031 'Marco eorlco

Iniciamos e1 maico teérico con un breve comentario sobre espacio topolégico y

estructura de grupo. Algunas de}401niciones,propiedades y ejemplos serén de espe-

cial importancia

Luego presentamos los grupos fundamentales, en especial sobre el espacio de con-

}401guracionesque son relacionados con los grupos de trenzas de Artin

También introducimos A-conjuntos, conjunto simplicial, grupo simplicial cruzado

y presentamos la esfera simplicial.

Finalmente damos estructura de grupo simplicial cruzado a las treuzas de Artin .

y grupo simplicial a las treiizas puras.

2.1. Espacios topolégicos

2.1.1 Definicién. U11 espacio topolégico es un par (X , 8�030),donde X es un

conjunto y 8�030es una familia de partes de X veri}401candolos siguientes axiomas:

1.<I>yXesténen%; I

2. Si A1, A2 son elementos de 8�030,entonces, A1 F1 A2 es un elemento de %;

3. Si (Ai),-E1 es una familia en Sf, entonces, UA1- es un elemento de 3.

i6!

La familia 3 se diré topologia en X . Cada elemento de 9 seré llamado abierto

de X . Si A es un abierto de X , entonces, X \ A sera llamado cerrado X .

4



2.1.2 Ejemplo. Dado un conjunto X entonces la familia conformada por todos

los subconjuntos de X 6 partes de X conforman una topologia para X llamada

topologia discreta.

2.1.3 De}401nicién.Sea (X , 8�030)un espacio topolégico y E C X . Considere la

familia

S�030s|E={A}402E:AE�030Cs'}

entonces S|E veri}401calos axiornas para una topologia. en E , llamada topologia

relativa a E 6 topologia inducida de X .

2.1.4 De}401nicién.Sea (X , 8�030)un espacio topolégico y E Q X .

1. Diremos que z E E es un punto interior de E si existe un abierfo A de X tal

que x E A Q E . E1 conjunto de puntos interiores de E es llamado el interior

de E y denotado I

2. Diremos que 2: E E es un punto clausura de E si para cada abier-

to A de X tal que z E A, se tiene que A 0 E aé (P. El conjunto de puntos

clausura de E es llamado la clausura de E y denotado Cla(E).

3. Diremos que z E E es un punto frontera de E si para cada abier-

toAdeXtalquezE A, setienequeA}402E7é<I>yA}402(X\E)76(1). E1

conjunto de puntos frontera de E es llamado la frontera de E y denota-

do Fr(E-). .

2.1.5 Ejemplo. Todo espacio métrico X con métrica d es un espacio topolégico.

. E11 efecto, en la familia:

%d={A§X/ a�254A,B(a,e)§A, e>0}U{�254I>}

se veri}401canlos axiomas de topologia en X , llamada topologia usual.

Aqu1�031el conjunto B(a,e) = E X : d(x,a) < 6} es llamado bola abierta de

centro en a y radio 5

Considerando IR" como un espacio métrico, con la métrica.i11ducida por su norma, �031

esto es, d(z,y) = �024y|| , V1,y E R" se tienen:

La bola unitaria n-dimensional D" = {z 6 IR" : < 1}.

5



La bola unitaria cerrada n�024dimens'1onalD" = {I E R" : 3 1}.

La esfera n-dimensional S"�0301= {z 6 R" 2 = 1}.

Es claro que S"�030.1= Fr(D").

2.1.6 De}401nicién(Base topolégica). Sea (X . 9) un espacio topolégico. Una. fa-

milia B Q 8�030es llamada base para 3 si cada abierto en 8 es unién de miembros

de la. familia 8.

Es usual decir que 8 es base para X .

2.1.7 De}401nicién(Espacio de Hausdorff). U11 espacio topolégico (X, es de

Hausforff si para todo par de puntos distintos as, y E X existen conjuntos abiertos

Ux7Uy que contienen a I e y respectivalnente tal que U, (W Uy =1 <I>.

2.1.8 Ejemplo. Los espacios metrizables son de Hausdorff; particularmente se

tiene a R" con la topologia usual.

2.1.9 De}401nicién(Cubrimientos). Dado e1 espacio topolégico (X , S?) y S Q X

un cubrimiento del conjunto 5 es una coleccién de subconjuntos {Q}; j E J}

en X tal que S Q U Uj.

jeJ

Los cubrimientos {U,-; j E J} de X cumplen X = U U]-.

jeJ '

Si el conjunto de indices J es }401nitoe1 cubrimiento se dice }401nito.

Si los subconjuntos Uj son abiertos el cubrimiento se dice abierto.

Ademés {Uk; k E K } es un subcubrimiento de {Uj; j E J} si para cada k existe

j tal que Uk = Uj.

2.1.10 Ejemplo. La coleccién 1 �024 ; n E N �024 es un cubrimiento del

conjunto (O, 1) de R. Ademas {(11, n + 3) ; n E Z} es un cubrimiento de IR.

2.1.11 De}401nicién(Espacio compacto). Un subconjunto E de un espacio topo-

légico X se dira compacto si todo cubrimiento abierto de E posee un subcubri�024-

miento }401nito.

2.1.12 Ejemplo. El intervalo I = [0, 1] de IR es compacto. Ver J.Dugu11dji(1996)

Por otro Iado IR con su topologia usual no es compacto ya que {(n, n + 2) ; n E Z}

es uu cubrimiento abierto de R que no admite ningun subcubrimiento }401nito.

6



2.2. Aplicaciones continuas y homeomor}401smos

2.2.1 De}401nicién.Una aplicacién f : (X , 3) �024>(Y, (3') entre espacios topolégicos

se diré continua si para cada abierto V de Y, existe un abierto U de X tal que

f (U) E V. .

Una. aplicacién f : (X , (1) �024> d�031)entre espacios métricos se diré continua si 10

es co1no una aplicacién entre los espacios topolégicos (X , �0305.1)y (Y, Sw).

En adelante denotaremos (X,S) = X y f : (X,S) �024)(Y, G�031)por f : X �024->Y a

menos que sea necesario indicar la. topologia. �030

2.2.2 Teorema. Dados X , Y dos espacios topolégicos

1. f : X �024>Y es continua si y solo f�034(V)es un abierto de X para todo V

abierto de Y.

2. Una aplicacién f : (X , d) �024>(Y, d�031)entre espacios lnétricos es continua si y

solo si 1,, �024>:1: en X, entonces, f(zn) �024>f(:c) en Y.

Demostracién.

Ver J.Dugundji(1996)

2.2.3 De}401nicién(Caminos). Sea X espacio topolégico, I1, 122 E X un cmnino

en X de :51 a cc; es una funcién continua f :1 �024)X, con f(0) = 11 y f(1) = $2.

Aqui el camino se dice cerrado con punto base In si f(0) = f(1) = 29. V

2.2.4 Ejemplo (Camino constante e inverso). Sea X espacio topolégico

1. Un camino constante en I0 6 X es dado por la aplicacién

em 2 I �024> X

t I-9 {I20

2. Para cualquier camino f en X se de}401nesu camino inverso como

7(t) = f(1�024t).,Vte I

Note que = f(1) y = f(0), asi 7 es el mismo camino f, pero

recorrido en sentido inverso.

7



2.2.5 Definicién (Espacio arco-conexo). Un subconjunto E de un espacio topo-

légico X se dirzi arco-conexo si dados $1, 12 E E existe siempre uncamino en

E de 951 a I2. �030

2.2.6 Ejer}401plo.E1 espacio R" con la topologia usual es arco-conexo. La razén

es que dados dos puntos Lg 6 IR", la. aplicacién f : [0,1] �024-> R�035de}401nidapor

f (t) = ty + (1 �024t)$ es un camino de .7: a y. De aqui que los conjuntos convexos

de R" son arco-conexos. '

2.2.7 Lema (del pegado). Dados X y Y espacios topolégicos. Supongamos que

podemos escribir X = AUB donde A, B son conjuntos abiertos (respectivamente

cerrados). Dadas aplicaciones continuas f 2 A �024)Y y g : B �024>Y tales que

f I Am; = glmg entonces Ia aplicacién

ha): { f(ar) si SEGA

g(z) si 13 E B

es continua.

Demostracién.

Veamos para el caso en A y B son conjuntos abiertos en X , el caso en que sean

cerrados Ia prueba es completamente a.uz�03111oga.

SeaD C Y un conjunto abierto. Tenemos h�034(D)= h,�034(D)}402(AUB)= (h,�0301(D)}402

A) U (h�0301(D)D B) = f�0301(D)U g�0301(D),este conjunto es abierto pues f y g son

continuas. '1

2.2.8 De}401nicién.Una aplicaciéu f : X -) Y entre espacios topolégicos se diré

abierta si lleva. conjuntos abiertos en conjuntos abiertos.

Note que las aplicaciones abiertzas no necesaxiamente implican continuidad. Si X

es la recta real con la topologia usual y Y = {a, b} con la topologia discreta

entonces la aplicaxzién f = a si 1 2 0 6 f = b si x < 0 es abierta pero no es

continua pues f�0351({a})no es abierto en X .

2.2.9 De}401nicién(Homeomor}401smos).Una biyeccién continua f : X -�024>Y cuya

inversa f�0301: Y �024>X es también continua seré llamada homeomor}401smo,en este

caso se diré que los espacios X y Y son homeomorfos, Io cual seré denotado

por X 2: Y.

8



2.2.10 Proposicién. Dada f : X ~> Y una aplicacién continua.

1. Si X es compacto y Y es un espacio de Hausforff entonces f es un homeo-

mor}401smosi solo si f es biyectiva.

2. Si S Q X subespacio <:ompacto~ entonces f (S) es compacto.

3. Si S Q X subespacio conexo entonces f (S) es conexo.

Demostracién.

Ver J.Dugundji(1996)

2.2.11 Lema (Cubrimiento de Lebesgue). Sea X un espacio topolégico compac-

to, obtenido a partir de un espacio métrico con métrica d. Dado .un cubrimiiento

abierto {U3-; j E J} de X entonces existe un mimero real 6 > 0 (llamado n}401mero

de Lebesgue) de {U11 j E J} tal que todo subconjunto de diémetro menor que

6 X esté contenido en uno de los conjuntos Uj; J E J.

Demostracién.

Puesto que X es compacto podemos suponer que J es }401nito.

Para as E X , j E J de}401namos

f,-(76) = d(-RX - U,-) = inf {d(z.y)}

yEX�024Uj

Claramente fj es continua y por tanto también lg es f = TTLIICII {fj

jeJ

Puesto que X �024Uj es cerrado se tiene que f]~(z) = 0 si solo si 2: E X �024Uj.

As1�031f(z)= 0 si solo si 1 E X �024Uj para. todo j E J. Pero {U,-; j E J} es un

cubrimiento de X y por tanto f > 0 para todo z 6 X .

Puesto que X es compacto y f continua f (X ) es un subconjunto compacto de R.

Por tanto existe 6 > 0 tal que > 6 para todo 1 E X.

A}401rmamosque todo subconjunto S de diametro menor que 6 debe pertenecer a

algun Uk; 1: E J . Para verlo tomemos 1: E entonces f (:5) > 6, lo que signi}401caque

fk(z) > 6 para alg}401nla que a su vez implica que x 6 Uk. Pero e1 diéunetro de S

es menor que 6 y d(a:, X �024Uk) > 6 para. a.1g1�0311nm E S por lo que S esté. contenido

en Uk lo que demuestra el Iema. D

9 .



2.2.12 Ejemplo. Los intervalos [a, b] y [c, d] con la topologia inducida de IR son

homeornorfos segfm el homeomorfismo:

f : [(1, b] �024> [c,d]

1 »�024> f(z)�024c+d_C(2:�024a.)
_ b �024a

Este homeomor}401smointuitivamente estira é encoje cada intervalo.

2.2.13'Ejemplo. El conjunto S = {(251, . . . ,x,,+1)/ £L�030n+1= 0} con la topologia

inducida de IRH�030es homeomorfo a R�035segL'm el homeomor}401smoz ,

i : R" �024> S�031

(.'l31,...,.7In) 9% (.�031E1,...,.'lIn,0)

2.2.14 Ejemplo. La circunferencia de radio uno C = {(I, y)/ 172 + y2 = 1} y el

cuadrado C = {(ac,y)/ (1 = :t1, -13 y S_ 1) 6 (-1 3 :1: 31,1; = :l:1)} con la

topologia usual inducida de R2 son homeomorfos seg}401n:

f : C �024> C

(M!) H (1 -�035�024)~ m = ma:v{||z!| , uyn}m7 m 7

g : C �024> C

% (1%?!) »» (g}402g)§T= +y2
Estos homeomor}401smosintuitivamente doblan é conprimen la ci1�030cunferenc'1ay el

cuadrado, ver }401gura2.1

: -"�034) �024"~-.> .

Figura 2.1: Circunferencia y cuadrado homeomorfos.

2.3. Espacio producto y cociente

2.3.1 De}401nicién(Topologia producto). Sean X e Y espacios topolégicos. Se

de}401neel espacio topolégico producto X X Y con topologia:

3 = Uj >< : Uj abierto en X, abierto en Y}

, 1'61

10



Aqu1' el producto topolégico de espacios puede extenderse a una familia }401nitade

espacios topolégicos.

2.3.2 Ejemplo. Dos productos toplégicos usuales son dados por:

1. 5"�034X R = C" llamado cilindro 71,-dimensional.

2. S1 X S1 X X S] = T" llamado toro n-dimensional.

�031Vl�034�031U5C�2545

2.3.3 Ejemplo (Producto de bolas). Dadas las bolas D7�031,D9 entonces se tiene

el l1�030orneomor}401smoD?�031X D�030?s D�035+�0307dado por:

U .�024�035I|�030�024L�035�024|2<z,y>s: o < urn s M
V y + Hy I

h((�024T«31)) = _

--�0242�024�0242(x,y)51 0 < ll!/H 5 H751!

V H1/I1 + llyll

2.3.4 Proposicién. El cilindro C" es homeomorfo a R" �024-

Demostracién.

Para esto se tiene los homeomor}401smos:

f : S"�0301><lR�024> ]R"�024{0}

. (an, t) >�024) e�030z '

f�0301: IR" �024{0} �024> S"�0301><R

an
as »+ (m.,zog<nzu))

Por lo que C" = S'"�0301X R w R" �024 D

2.3.5 Proposicién. Para todo y 6 Y el subespacio X X C X X Y es homeo-

morfo a X .

Demostracién.

Para. esto se tiene el homeomor}401smo:

f : X X {y} �024> X

(I, 2/) '-> I

PorloqueX><{y}zX D

11



2.3.6 Teorema (Universal de espacio producto). Sean A, X , Y espacios topo-

légicos f : A -9 X , g : A �024)X aplicaciones entonces h : A �024>X X Y es continua

si solo si f y g son continuas.

Demostracién.

Ver J.Dugu11dji(1996)

2.3.7 De}401nicién(Topologia cociente). Sea f : X �024>Y aplicacién sobreyectiva

de un espacio topolégico X en un conjunto Y. La topologia cociente de Y respecto

de f es dada por:

�030C5�031= {U : f'1(U) abierto en X}

Note que con la topologia cociente f seré. continua.

2.3.8 Observacién. Un procedimiento para. obtener aplicaciones sobreyectivas

consiste en considerar relaciones de equivalencias. Asi�031para X un espacio to-

polégico y �031~'relacién de equivalencia en X entonces Ia proyeccién canénica

sobreyectiva f : X -�024>g proporciona a 2; la topologia cociente y se dice que ha.

sido obtenida por identi}401caciéntopolégica.

2.3.9 Teorema (Universal de espacio cociente). Sea f : X �024>Y aplicacién sobre-

yectiva tal que Y tiene la topologia cociente respecto de f entonces la aplicacién �024

g : Y �024>Z es continua si 5010 si gof es continua.

Demostracién.

Ver» J.Dug'undji(1996)

2.3.10 Ejemplo (E1 Cilindro como espacio cociente). Si e11 R2 consideramos el

cuadrado X = {(a:, y) : 0 5 at, y 5 1 } con la topologia inducida entonces se tiene

la siguiente relacién de equivalencia:

' (-ryy) ~ (I32/) <=> {(M1) = ($31./') 6 ({1=$'}={0,1}, y = y')}

entonces g m C donde C es un Cilindro. Es laborioso mas no imposible esta-

blecer este homeomor}401smo.En la }401gura2.2 presentamos intuitivamente a X con

su relacién de equivalencia, donde las }402echasindican que puntos y en que forma

estan identificados para�030formar el cilindro.

12



 ~�030X

Figura 2.2: El Cilindro con la topologia de identi}401cacién.

2.3.11 De}401nicién.Sea X un espacio topolégico y A C X . consideramos la.

_ siguiente relacién de equivalencia en X :

R = (A X A) U E X �024�024A}

Esto seria equivalente a: ' .

:z~a: si1'¢A 6 a~b sia,b�254A

. . X . ,
entonces el espac1o coc1ente �024es llamado la. colacclon de A.

Notese que aqui se esté identi}401candoel subconjunto A con un punto en el cociente

X X
como indica la }401gura2.3 En adelante denotamemos �024=

X X

[ 

Figura 2.3: El espacio Colaccién.
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2.4. Grupos y subgrupos

2.4.1 De}401nicién.Dado un conjunto G # (I) el cual tiene asociada la operacién:

gp 2 G X G �024�024> G

(a. 5) *-> «Ma, 17)

entonces e1 par (G, go) es llamado Grupo si se veri}401canlos siguientes axiomas:

1. <p(a, <p(b,c)) = <p(<p(a, b), c), para todo a, b, c en G,

. 2. Existe e E G tal que <p(a, e) = a = g7(e, a) para todo a E G. E1 elemento e

a veces denotado por 1 es llamado e1 neutro 6 identidad de G.

3. Para cada a E G, existe b E G tal que <p(a, b) = 1 = g0(b, a). El elemento (2

cs llamado cl inverso de a y suele denotarse a�0301.

En adelante denotaremos de -manera sintética (G, 4,0) = G y <p(a, b) = ab.

2.4.2 De}401nicién.El grupo G se dice que es Abeliano 6 conmutativo si ab = ba

para todo a, b E G.

2.4.3 De}401nicién.Un grupo G se dice que es }401nitosi tiene un n}401mero}401nitode

element-os. E1 orden de un grupo }401nitzoG es el mimero de elementos de G el cual '

es denotado por °(G) = Si G no es }401nitose denota °(G) = |G| = oo.

2.4.4 De}401nicién.El orden de un elemento a de un grupo }401nitoG denotado por

0(a) es el menor entero positivo k tal que ak = 1.

2.4.5 De}401nicién.U11 subconjunto no vacio H del grupo G se dice que es un

subgrupo, si con las operaciones heredadas de G también es un grupo.

Notacién H < G signi}401caraH subgrupo de G.

Aqui {1} y G se dicen subgrupos triviales de G

2.4.6 Proposicién. Dado un grupo G y (I3 79 H C G entonces

H<G ¢> zy�0301EH,\7�031x,y�254H

14



Demostraciéh.

Implicacién directa: Si H < G entonces H con la operacién de G es grupo. Por

lo que 2:y'1 6 H, V2:,y E H

Implicacién reciproca: De la hipotesis se tiene que

V2 6 H, 2716 G entonces xx�035=16 H

Va: 6 H , 16 H , x�0351E G entonces 11* =1:�03516 H

Vx,y 6 H, y�0346 H , (y�034�030)�0346 G entonces zy = z(y�0301)�034�030E H ,3.

2.4.7 De}401nicién(Subgrupo generado). Dado el grupo G considerese los sub-

conjuntos <I) 7E S C G y 3"�030= {s�0301, s E S} entonces

(S) = {s1s2...s,, : nEN, 5.-E57631-�254S�0351}

= {s§1,...,s;�030°2 s,-ES, r,-EZ, ICEN}

es un subgrupo de G llamado subgrupo generado por S y es el menor subgrupo

de G que contiene S 6 sea

(S) = m H,- : H,- subgrupo de G

. SCH,-

2.4.8 Observacién (Grupo ciclico). Dado en grupo G entonces

1. Si (S) = G se dice que S es un conjunto de generadores de G .

2. Si (S) = G y 5 es }401nitoentonces se dice que G es }401nit.a.me.ntegenerado.

3. Si a E G se tiene que (a) = {ai : 12 E Z} es un subgrupo de G llamado

subgrupo ciclico. Ademés si (a) = G se dice que G es un grupo ciclico '

generado por a..

2.4.9 Ejemplo. Z con la suma. usual es grupo ciclico in}402nitogenerado por 1.

Z={1"=1+...+1:nEZ}={n:n�254Z}=(1)

Asi mismo Z�035con la suma. usual es generado por

S={�2541,�2542,...,8n}Z6,'=(0,..., 1 ,...,0)

Iugar i
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Grupo de permutaciones

Dado un conjunto S�031y 73(5) = {f : S �024>S : f es funcién biyectiva} entonces

73(5) con la operacién composicién de funciones es un grupo, llamado grupo de

permutaciones de S .

Si S = {.1-�0301,1�0302,...,zn} entonces denotamos �031P(S)= Sn que también se dice

grupo simétrico, ademas si 0' E 3,, entonces denotamos:

:51 I2 1�035 1 2 n
0' : =

.I,'1 IE1�031? Ii" i1 i2 in _

donde ij 6 {1,2,....n} ,j = 1,...,n. Ademés es claro que |S,,| = nl.

2.4.10 Ejemplo (E1 grupo de permutaciones S3). Como ya sabemos:

S 123 123 123 123 123 123

3 123 �031 213 �030"321�031 132 �031 231 �031 312

. _ 1 2 3 . .
Es un grupo con la composlclén y e = es la ldentldad.

1 2 3

Cumpliendose ademés que [S3| = 3! = 6.

I 1 2 3 1 2 3
Ahora conslderando a = y ,8 = en S3 tenemos

2 3 1 2 1 3

2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
Q = =

2 3 1 2 3 1 3 1 2

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
Q = = = g

3 1 2 2 3 1 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
}4022= _�024= = e

2 1 3 21 3 1 2 3

~ 1 2 3 1 2 3 1 2 3
}402a= =

2 1 3 2 3 1 1 3 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3
043 = =

2 3 1 2 1 3 3 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
(125 = =

3 1 2 V 2 1 3 1 3 2

16



De estas igualdades se tiene que oz}40174 }401apor lo que S3 no es un grupo Abeliano.

Ademés S3 = ((1,3). V

Subgrupos normales y grupo cociente

2.4.11 De}401nicién.Dado el grupo G y H subgrupo si a E G se tienen:

Ha = {nu : n E H} clase lateral derecha de H en G.

aH = {an : n E H} clase lateral izquierda de H en G.

2.4.12 Observacién. Dado�030Gun grupo y H subgrupo entonces:

1. Hay una correspondencia biyectiva entre la clase laterales de H en . For

lo que si H es }401nitoentonces #(k1H) = #(Ha) = #(He) 2

2. La relacién en G dada por x ~ y <=> ary�0301E H es de equivalencia. .

Obteniendose el conjunto cociente -9 = g = {[11] 2 a E G}.

3. Ha = [a] por lo que G = U Ha

a�254G

2.4.13 Teorema (de Lagrange)..Si G es grupo }401nitoy H < G entonces [HI

divide a |G �031

Demostracién. _

De la observacién (24.12)

IGI = #<G) = Z #<Ha.-> = (r + 1)#<H) = (r + 1) [HI
1:0

Por lo que se tiene el resultado. D

2.4.14 De}401nicién.E1 nfnnero de clases Iaterales de H en G es llamado el indice

de H en G denotado por [G : H Cuando G sea }401nitese tiene [G : H] =

2.4.15 Proposicién. Sea G un grupo }401nitoentonces

1. Si (1 6 G entonces el 0(a) divide a

2. Si a E G entonces el alcl = 1.

3. Si a 6 G y a'" = 1 entonces el 0(a) divide a m.
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4. Si H, K son subgrupos de G y HK = {hit 2 h E H , k E K} entonces '

HK es subgrupo <=> HR�031= KH

, IHI IKI
A HK = T.demas| I IHQ Kl _

Demostracién.

Se tiene de la de}401nicionesrespectivas y el teorema (2.4.13) D

�030 2.4.16 De}401nicion.Se dice que el subgrupo N es subgrupo normal de G si

Na = aN. �030

N es subgrupo normal de G es denotado por N <1 G.

Notar que N <1 G <:> a�0301Na.Q N Va 6 G

' 1 2 3 1 2 3 1 2 3
2.4.17 Ejemplo. En S3 se tiene a N = , ,

1 2 3 2 3 1 3 1 2

como fmico subgrupo normal no trivial.

2.4.18 Ejemplo. Dado un grupo G entonces

Z(G)={z�254G: za=axVaeG}<1G

es subgrupo llamado el centro de G .

2.4.19 Proposicién. Si A<1G, B<1G, AHB = {e} entonces ab = ba Va 6 A, b E B

Demostracién.

Considerar aba"b�03116 G entonces (aba�034)b�034= blb E B y a(ba�0341b�0301)= aal E A.

Como A D B = {e} se tiene el resultado. �030 G D

2.5. Homomor}401smoentre grupos

2.5.1 De}401nicion.Dados G y.G�031dos grupos con sus respectivas operaciones se

dice que la aplicacién f : G �024>G�031es un homomor}401smode grupos si se cumple

la siguente condicién f (ab) = f (a)f (b).

Ademés un homomor}401smose dice que es:

I Monornor}401smosi es inycctivo.

18



- Epimor}401smosi es sobreyectivo

I Isomorfismo si es inyectivo y sobreyectivo.

Aqui se dice que G y G�031son isomorfos lo cuél es denotado por G § G�031.

Ademas si G�031= G el isomor}401smose dice Automor}401smode G, el conjunto de

automor}401smosde G con la operacién composicién es un grupo denotado por 44(0)

' _ _ 1 2 1 2
2.5.2 Ejemplo. Z; = {O, 1} con la suma y S; = , con la

1 2 2 1

. . _ 1 2 _ 1 2
composlmén son isomorfos, donde 0 Va. en y 1 Va en .

.1 2 2 1

, Por lo que Z2 E S2.

2.5.3 Observacién. Recordando que en el grupo S3 se tienen las permutaciones

2 1 2 3 . 1 2 3 1 2 3 '
e = la ldentidad, or = y /3 = satxsfaciendo las

1 2 3 2 3 1 2 1 3

relaciones: -

[Sal = 6 = (3)(2)

S3 = (oz, £3)

CK3 = e

52 = e

}401a= 0123

entonces S3 = {ozi}401j: 0 3 2' 3 2 , 0 3}�0303 1}. Ademés S3 es el fmico grupo

que satisface las relaciones dadas salvo isomor}401smo.Pues si 9 es otro grupo

satisfaciendo las relaciones:

I9 I = (3)(2)

g : (at b)

a3 = er

b2 = 6�031

ba = azb

como en el grupo 53 se tiene Q = {aibj : 0 3 i 3 2 , 0 3 j 3 1} obtenemos el

19



siguente isomor}401smo

f 2 S3 �024> G

o/51�031»�024> aibi ;0gz�030g2,03131

En general si G es un grupo que satisface las relaciones

|G I = (�034)0�035)

G = (a, b)

a" = e

b�031�035= a�031 .

ba = asb

entonces G = {a�030b7: 0§i§n�0241,0§j§m�0241}porIoqueG es e11�031mi-

co grupo que satisface las relaciones dadas salvo isomor}401smo.Ver Sze�024TsenHu

(1965)[10].

2.5.4 Proposicién. Sea f : G �024>G un automor}401smode entonces

o(a) = o(f(<1)), Va 6 G

Demostracién.

Se tiene por el absurdo suponiendo que o(f (a)) < .,(a). [3

2.5.5 Proposicién. Dados G�031y G�031dos grupos con identida/des e, e�031respectiva-

mente f : G �024+G�031un_homomor}401smoentonces f(e) = e�031y f(a�031))= (f(a))�0301

respectivamente.

Demostracién.

Se tiene directamente de, la de}401nicién. ,3

2.5.6 De}401nicién.�030Dadof 2 G �024>G�031un homomor}401smode grupos se de}401nen

Im(f) = {y 6 G�0312 f(z) :3/, 1 E G} laimagen de f

Nuc(f) ={1: E G : f(:c) 2 e�031}el micleo de f -
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' °�0309\uCIO,y4(o

\

2.5.7 Proposicién. Sea f 2 G �024)G�031un homomor}401smoentonces if 3/5U0]'[c4 �030E,

E C}402}402mvi�030
1. Nuc(f ) es un subgrupo normal de G. 1 9:

NAG '

2. Im(f) es un subgrupo de G�031.

3. f es monomor}401smosi solo si Nuc(f) = {e}.

Demostracién.

Podemos consultarz I. N Herstein (1988) [4] y Sze-Tsen Hu (1965)[10]

2.5.8 Teorema (de Cayley). Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo

de per111utaciones.

Demostracién.

Primeramente se presenta la. permutacién:

7'9 : G �024)G I

:L' >-> gx para alg}401ng E G

Luego considerando el grupo de permutaciones �031P(G)y el monomor}401smo

4p : G �024> 'P(G)

9 H 79

tenemos un isomor}401srno

1;�031;: G �024>I

- g »�024> T9

Por tanto se tiene el resultado pues Im(<p) es un subgrupo de permutaciones ,3

2.5.9 De}401nicién(Grupo cociente). Sean N <1 G y [a] clase de equivalencia. del

G
cojunto cociente N teniendo conocimiento que [a] = Na podemos establecer la.

siguiente correspondencia

_ G X G _> G

�030P' N N N
(Na, Nb) v�024> NaNb = Nab

., . G
entonces cp esta. blen de}401mday hace que N sea uu grupo con el producto de

clases Iaterales, el cual es llamado grupo cociente.

Ade1nas'recordando que el indice de N en G es el nfunero de elementos de % se

G
tiene que = [N : G]. Si G es }401nitoentonces [G] = ]N[ [N : G].

1
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_ 1 2 3 1 2 3 1 2 3
2.5.10 Ejemplo. Como N = , , <1 S3.

1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3

Entonces Er: = N, N

N 2 1 3

33
For lo que T[- = 2 y |S3| = [N] [N : S3] = (3)(2) = 6.

2.5.11 Teorema (fundamental de homomor}401smos).Dado f : G �024>G�031un epi-

. . G ,
mor}401smoentonces exlste el lsomor}401smo�024�024�024�024�024�024�024�024E G .

Nuc(f )

Demostracién.

Para. esto podemos considerar:

G
: �024�024�024> G�031

9 Nuc(f)

NuC(f)a�030'-> f (<1)

el cual es un isomor}401smo}401nicoque hace conmutar el siguiente diagrama

G �024�031»G�031

7r i /�0309
G

Nuc(f)

donde 7r : G �024->�024g�024�024: a �024�024>N (1 es la proyeccién canénica D
Nuc(f )

El teorema fundamental de homomor}401smoé(2.5.11) me permite determinar la

cantidad de homomor}401smosde G�031�024>G" ubicando la cantidad de homomor}401smos

inyectivos de % �024>G�031donde H recorre los subgrupos normales de G�030.

2.5.12 Ejemplo. Sean Z , Z". grupos con la suma y sea el epimor}401smof : Z �024>

Zm tal que f (2) = [2] entonces mZ = = Nuc(f )4 Z entonces por el teorema

fundamental de homomor}401smos(25.11) existe un isomor}401smog : (�024Z-)-�024>Zmtal
m

que el siguiente diagrama conmuta

. . Z -5 zm

7r i /�0309
Z

(m)

For lo_ que �024Z�024-'5 Zm.

(W1)
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Producto directo y suma directa

2.5.13 De}401nicién(Producto directo). Dada una familia de grupos {Gi ; 2' E A} �030

donde A es un conjunto de indices. E1 producto directo de la familia de grupos

se de}401necomo sigue:

HG,-= {f:A�024>Uci :f(1Z)eG,-,V1teA}
ieA ieA

2.5.14 Observacién. Si A es un conjunto de indices }401nitocon n elementos

entonces denotamos H G�031,~= H G,; entonces se tiene la biyeccién

ieA i=1

Tl

¢ ; HQ �024>G1><G2><...><Gn
i=1

f *-> (f(1):f(2)a-«-;f(n))

TL

En adelante HG¢ =G1 >< G2 x x G,, = {(I1,122,...,1'") : 15,- 6 G1-}

i=1

2.5.15 De}401nicién(Proyeccién natural). La aplicacién

pj I "') Gj

ieA

f H f (J )

es llamada proyeccién natural al j�024ésimofactor.

2.5.16 De}401nicién(Suma directa). Dada una familia de grupos {Gi ; i E A}

donde A es un conjunto de indices. La suma directa de la familia de grupos se

de}401necomo sigue

:6�030;= {f 6 HQ : f = 0 salvo n}401mero}401nito}

iEA EA

7! 7l

Aqui si A es un n}401mero}401nitoentonces Z G,- = Z G,- = H G-',~.

ieA {=1 i=1

2.5.17 De}401nicién(Inyeccién natural). La. aplicacién Sn se de}401ne

j : G,- �024» Ea,-

ieA

_ _ zj si j = k

-73]�031 H mi) = J($j)(k) = . ~
~ 0 s1 j yé k

es llamada inyeccién natural del j-ésimo factor.
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2.5.18 Proposicién. Sean G y G�031dos grupos entonces

GxG'={(g,g') : g�254G,gEG'}

con la operacién (g1,g'1)(g2,g;) = (g1g2,g;g;) es un grupo.

Demostracién.

�031 Se tiene de la estructura de grupo en C y G�031donde el elemento identidad es dado

por 8GxG' = (ea, 5c�031)y (.q,g�031)'1= (g�034;g�031�0341) 1:

2.5.19 Proposicién. Para G y C�031dos grupos se tienen

1. Si G y G�031son }401nitosentonces |G X G�031|= IGI ]G�031[.

2. Si G y G�031son Abelianos entonces G X G�031es Abeliano.

Demostracién.

Se tienen de la proposicién (25.18) D

2.5.20 Teorema (Caracterizacién universal para suma directa). Sea G un grupo,

A<1Gy B<G tal que AB = G , AQB ={e}e11tonces G E A X B. Aquise

dice que G es producto directo interno é suma directa de A con B siendo

denotada G = A 63 B.

Demostracién.

Basta. considerar el siguiente homomor}401smobiyectivo:

f : A x B -9 G

(a, I7) I�024) a.b

Por tanto se tiené el resultado. D

2.5.21 Corolario. Sea G un grupo, A,~ <1G 2' = 1, . . . ,n tal que

1. A]A2...An =G

2. A,-(�030IA1-={e}; A,-=A1...A,-_1A,-+1...A,,

entonces G 2 A1 X A2 >< X A". Aqui se dice que G es producto directo

interno 6 suma directa de A1, A2, . . . , An denotada G = A1 63 A2 EB . . . G} A,,.

Demostracién.
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Basta considerar el siguiente homomor}401smobiyectivo:

f : A1><A2><...A,. �024>G

' ((I1,...,(1n) 0-) a1a2...a,, �030

Por tanto se tiene el resultado. D

2.6. Secuencias exactas '

2.6.1 De}401nicién.Una sucesién }401nita6 in}401nitade homomorfismos de grupos

�024> Gn+1 Gn f"�024_>l Gn_1�024)

se dice que es exacta si Im(f,,) = Nuc(f,,-1) V n E Z . Particulannente la sucesién

exacta

1�024)G3�024f)G2i)G1-�024)1

es llamada sucesién exacta corta.

2.6.2 De}401nicién.Una sucesién }401nita6 in}401nitade homomor}401smosde grupos

�024»cm is 0,, �031"�0243'cm �024»

se dice que es semiexacta si f,1,1 o fn = Id.

2.6.3 Ejemplo. Si N <1 G y i : N �024>G es la. inclusifm entonces

1' 1r G

- 1 �024> N �024> G �024> �024�024-> 1
N

es una. sucesién exactacorta.

2.6.4 Ejemplo. Si�030f: G �024>H es un epimor}401smoy i : N �024)G es la inclusién

entonces

1�024>Nuc(f)�024i>Gi>H�024�024>1

es una sucesién exacta corta.

2.6.5 Ejemplo. Sea. h : M �024>N homomor}401smode grupos, 1�030: Nuc(/L) �024>A1 es

. . N .
la mcluslén, Im(h) <1 N , Conuc(h) =m y p : N �024>Conuc(h) la proyecclén

natural entonces

1 -9 Nuc(h) M 3) N �024p) C<muc(h) �024> 1

es una sucesién exacta corta llamada sucesién exacta del homomor}401smoh.
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2.6.6 Teorema. Dada la siguiente sucesién exacta.

A A �024�031»B -9» C�0315 D

entonces las siguientes proposiciones son equivalentes :

1. f es epimor}401smo.

2. y es homomor}401smotrivial.

3. h es monomor}401srno.

Demostracién.

Para (1©2)

Sabemos que si f es epimor}401smoentonces Im(f ) = B. Por otro Iado y es trivial

si solo si Nuc(g) = B y por exactitud Im(f) = Nuc(g).

Para (2<:»3)

Como y es homomor}401smotrivial si solo si Im(g) = {e}. Por otro Iado h es mo-

nomor}401smosi solo si Nuc(h) = {e}. Por la exactitud te11emos Im(g) = Nuc(h).

D V '

2.6.7 Corolario. Los siguiente resultados se tienen del teorema (2.6.6)

1. En una sucesién exacta

A i» B 1» 0 �024"» D �024�031°>E

C = {e} si solo si f es un epimor}401smoy k un monomor}401smo.

2. Si la sucesién

1 �024> A �024f> B �024> 1

es exacta, entonces f es isomor}401smo.

Demostracién. Ver Sze�024TsenHu (1965) [10] D
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2.6.8 Teorema (Diagrama de cazador). En el siguiente diagrama de homomor-

}401sinos

A A B -9» C �024"» D

"i �035¢7i �030i

4A�031i/>B�031i�031>C�031il>D'

las dos }401lasson secuencias exactas, Ios tres cuadrados conmutativos, oz epin1or�024

}401smoy 6 monomor}401smoentonces. Si 7 es epimor}401smotambién lo seré ,6�031y si ,3

es monomor}401smotambién los sera �030y.

Demostracién.

La conmutatividad de los tres cuadrados dice que

Bof = féor = voy = 9313 1 50h = hiv

Bastaré probar Im(}402)= g"�030(Im('y)), Nuc('y) = g(Nuc(}401)).Ver Sze-Tsen Hu

(1965)[10] ,3

2.6.9 Lema (de los cinco). Si en el siguiente diagrama de homomor}401smos

A 1+ B 1» C A D E» E

0; Bi 7¢ �030i�030L

A'i'>B'i'>c'£'>D'i'>E'

las dos }401lasson secuencias exactas, los cuatro cuadrados conmutativos y los ho-

momor}401smosoz, ,8, 6, 5 son isomor}401smosentonces el homomor}401smocentral 7

también lo es.

Demostracién.

Se tiene del teorema (2.6.8) D

2.6.10 Lema (de los cinco corto). Si en el diagrama de homomorfismos

1 �024» A A B i» C �024> 1

�034L 5 l 7 ~L

1�024>A'£'>B'l'>c'�024>1

las dos }401lasson secuencias exactas, los dos cuadrados conmutativos entonces

1. Si Oz y *7 son monomor}401srnostambién lo es ,3.

2. Si oz y 7 son epimorfismos también lo es }402.
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Por tanto ,8 es isomor}401smosi 10 son a y 'y.

Demostracién.

Se tiene del teorema (2.6.8) 13

2.7. Homotopia de aplicaciones

2.7.1 De}401nicién.Sea A un subespacio de X y sean f, g : X -�024>Y aplicaciones

continuas tales que f | A = g|,;. Diremos que f es homotépica a g relativo a A

si existe una ap1icacic'>n continua F : X X I -> Y tal que F(x, 0) = f(z), F(x, 1) =

g(z) para todo z E X y F(a, t) = f(a) = g(a) para todo a E A y para todot E I.

Denotamos f 2 g(reI A)�030

2.7.2 Ejemplo. La aplicacién r : ]R"+1 �024{0} �024)113"�034�024{0} dada por r(z) =

-�035�024:Hes homotopica a la. aplicacién identidad relativo a S". Basta considerar F :

(R"+1 �024 X I �024>R"+1�024{0}dada por F(z,t) =v(1 �024t):c + tr(z). La cual es

continua y satisface F(x, 0) = 3: = , F(a:, 1) = r(x) y F(a, t) = a, Va. 6 S�035.

I11tujtivamente f 2 g(re1 A) dice que la imagen de f se puede deformar en la

imagen de g dejando invariantes f (a) = g(a), a 6 A.Vease Ia }401gura2.4

f �034NW
\ \

[,4 \ \

:: �030�031F(�031x,t)
_ _ _ �030�030/

900

I/

Figura 2.4: Homotopia relativa.

Cuando A = <I> se dice que f es homotépica a g y escribimos f 2 g.

2.7.3 Ejemplo. Si X = R" 6 D" y f 2 X �024>Y es continua entonces f es

homotépica a la. aplicacién constante Eng) 2 X �024>Y dada por e_;(0)(a:) = f

Basta considerar F : X X I �024�024>Y dada por F(:z:, t) = f((1 �024

La cual es continua y satisface F(z, 0) = f(2:) , F(z, 1) = f(0) = elem).
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2.7.4 De}401nicién.Se dice que dos espacios X, Y son del mismo tipo de ho-

motopia si existen aplicaciones continuas f : X �024�024)Y y g : Y �024>X tales que

fog 2 idy y gof 2 idx. También se dice que f y g son equivalencias homotépicas

6 X e Y son homotépicamente equivalentes. Denotaremos X 2 Y.

2.7.5 Ejemplo. Si X e Y son espacios homeomorfos entonces X 2 Y. En este ca-

so si f : X �024>Y es un homeomor}401smoentonces f es una equivalencia homotépica

y su inversa homotépica es el homeomor}401smoinverso f '1.

2.7.6 Ejemplo. IR" 2 En efecto sean f 2 R" �024>{0} : f(a:) = 0 y

g : {0} �024)R" : g(0) = 0 entonces g°f(:c) = 0, I 6 IR". Sea H : R" X I �024>R"

dada por H (17, t) = tz, es claro que H es una homotopia entre idmn y 90f . Ademés '

fo9(0) = f(0) = 0 = �031?d{o}(0)-

2.7.7 Lema. Sean X, Y, Z espacios topolégicos. Sea A un subespacio de X y B

un subespacio de Y. Sean f, g : X �024>Y, a, }402: Y �024>Z continuas tales que

f 2 g(rel A) y a 2 ,B(rel B)

Si f(A) Q B, entonces or o f 2 B o g(rel A).

Demostracién

Ver C. Kosniowski (1980)[2]

El Iema (2.7.7) anterior nos dice que la. composiciones de funciones homotépicas

siguen siendo homotépicas.

2.7.8 De}401nicién.Un espacio topolégico X se dice contractil si es homotépi-

camente equivalente a un punto.

2.7.9 Ejemplo. E1 espacio R" es contractil. Para esto considerar f : R" �024>{O}

y g : {0} �024)R" dadas por f(z) = O , g(0) = 0 entonces fog(z)'= 0. Basta

considerar F : R" X I 7-) R" dada por F (1, t) = tz. La cuél es continua y

satisfacc f°g(0) = f(0) = O = 1Cd{o)(0). Por lo cual R" es contractil.

2.8. Grupo fundamental é 1-grupo de homotopia

2.8.1 Definicién (Caminos homotépicos). Sea A = {0, 1} Q I, y sea11 f, g : I �024>

X caminos enX tales que f|A = g|,4, esto es, f(0) = g(0) y f(1) = g(1). Entonces,
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f es homotépica a g relativo a A si existe una aplicacién continua F : I x I �024)X tal

que Fa, 0) = r<t>,F<t,1) = am para todo t e 1; F<o. s) = no) y Fa, s) = 1(1)

I para todo s E I.

Denotando F5 : I �024>X tal que F5(t) = F(t,s), intuitivamente, la nocién de

homotopia relativa entre los caminos f y g se interpreta como si el camino f

se deforma continuamente a través de los caminos F5 hasta convertirse en g. En

la }401gura2.5 tenemos que F0 = f, F1 = g y F5 es un camino que comienza en

F,(0) = f(0) = g(0) y termina en Fs(1) = f(1) = g(1) para cada s E I.

{N X
s

Ix{l} ------------------««i F�030 ___g...-.-..___�030_

I ,1:::::::::::::::;-.;;
Ms}

....._._._._._._._._: F0 f""""

Ix(0) 5 1

Figura 2.5: Caminos homotépicos.

2.8.2 Ejemplo. Todo camino f : I �024>X es homotépico a la aplicacién constant-e

�254f(Q)2 I �024>X. Basta considerar F :1 x I �024>X dada por F(t,s) = f((1�024t)s).

La cuél es continua y satisface F(t, 0) = f(s) , F(t, 1) = f(0) = em�035.

2.8.3 Ejemplo. En un espacio convexo X dos caminos f, g son homotépicos

para esto considerese la aplicacién F(s, t) = (1 -3 t)f(s) + tg(s).

2.8.4 Teorema. La relacién de homotopia relativa en el conjunto

1\Iap(I,X) = {f 2 I �024)X : f es un camino y f(0) = $1, f(1) = 1:2}

es de equivalencia.

Demostracién.

Sea A = {0, 1} (_i I entonces en el conjunto de caminos en X se tienen

1. f 2 f(rel A) hasta considerar la aplicacién F(t, s) = f(t).
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2. Si F : f 2 g(re1A) entonces g 2 f (relA) para esto podemos considerar la

aplicacién G'(t, 5) = F(t, 1 �024s).

3. Si F : f 2 g(relA) y G : g 2 h(re1A) entonces f 2 h(re1 A) basta

considerax la aplicacién

F(t,2s) si ogsg 1
H (t, 5) = _ 1 2

G(t,2s�0241)s1 5 §s_<_ 1

La cuél es continuay satisface H(t, O) = F(t, 0) = f(t) , H(t, 1) = G(t, 1) =

h(t) y si a E -[0, 1} , �030sE I entonces H(a, 5) = f(a) = g(a) = h(a).

Por tanto 2 es de equivalencia y Map(I , X ) se parte en clases [f] disjuntas. D

2.8.5 De}401nicién(Producto de caminos). Sean X espacio topolégico y dos ca-

minos f, g : I �024�024>X en X tales que f (1) = g(0), entonces, de}401nimosun nuevo

camino en X , llamado el producto de f y y como sigue :

f(2t) si 0 g t 3 l

(f * gxt) = . 1 2
g(2t�0241)s1 E}401tsl

Ver la. }401gura2.6

1, x

1 -"""----.

f e "
if ml f*g

' 0 J�031,

Figura 2.6: Camino producto.

Asi el producto de f y g es la simple concatenacién de los caminos f y g pero

recorridos con velocidad duplicada.

2.8.6 Proposicién. Dadoslos caminos f, g, h, k : I �024>X con f(0) = g(0), f(1) =

g(1) = h,(0) = 19(0) y /1(1) = k(1) son tales que f 2 g(re1{0, 1}) y h 2 k(rel{0,1})

entonces (f * h) 2 (g * k)(re1{0,
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Demostracién.

Sean F,G : I X I �024>X homotopias con F: f 2 g (re1{0,1}) y G : h 2

k (re1{O, De}401namosH : I X I �024>X dada por

H028) = F(2t,s) si 0 3 t 5 g

G(2t�0241,s)si §gtg1

Entonces H es continua y satisface H(a�030.,0)= (f * h.)(t) , H(t, 1) = (g * k)(t).

Ademés H(0,s) = F(0,s) = f(0) = 9(0) y H(1:5) = 00,5) = h(0) = k(0)- 4:;

En la proposicién (2.8.6) se tiene la buena de}401niciéndel producto:

[fHy] = if * 9]

pues es independiente de los representantes f y g escogidos en cada clase. Sin

embargo este producto tiene la desventaja que no se puede multiplicar cualquier

par de ca.1nin0s. Este problema se subsana usando caminos cerrados.

2.8.7 Proposicién. Dados los caminos f, g,h : I �024>X con f(1) = g(0), g(1) =

M0) entonces (f * g) >1: h 2 f as (g * h)(re1{0, -

' Demostracién.

Notar que

f(4t) si 0 g t 3 §

((f*g)*h)(t)= g(4t~1) si istsg ' -

.h(2t�0241)si §gts1.

f(2t) si 0 3 z 3 ;

(f*(g*h))(t)= g(4t�0242)si §sts§

h(4t�0243)si §gtg1

Definiendo F : I x I �024)X tal que

f (5%) Si 0 S t S #

F(t,s)= g(4t�024s�0241) si *�024j1gtg {-2

h (�030�035�024;E-�035)Si %2 S t S 1

Como indica la }401gura2.7 entonces F: (f >2: g) * h 2 f * (g * h)(rel{0, D
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f * ( s * h)

1 3
f E e 2 h

5

¢

0 f 1 5 1 h 1

4 2 ____> t

H�031B) ' h)

Figura 2.7: Asociatividad homotépica.

La proposicifm (2.8.7) me indica la asociatividad = [ Sin

�031 embargo notese que (f * g) * h aé f =o< (g * h) pues sus dominios son diferentes.

2.8.8 Proposicién. Da/do el camino f 2 I �024>X con f (0) = p, f (1) = q entonces

(ép * f) = f (re1{0.1}) 3�031(f * 6.1): f (F91{0.1})-

Demostracién.

Notar que

�030 0<t<l

<ep»=n<t)= P 57 I '�035
f(2t�024�0241)s1 Egtgl

Definiendo F : I X I �024)X tal que

Hm): p si 0931-;

f (2%?) si s t s 1

Como indicala }401gura2.8. Ademés F(t,0) = (e,,*f)(t) , F(t, 1) = f(t) yF(0,s) =

p , F(1,5) = Entonces (6,, =9: 2 f (rel {0,

La otra relacién es anéloga. [3

Si en la proposicién (2.8.8) f : I �024>X con f(O) = f(1) = 1) es un camino cerrado

entonces [e,,].[f] = [f] = [f].[s,,]. Lo cual indica que [ep] hace de elemento neutro.

2.8.9 Proposicién. Dado el camino f 1 I �024>X con f(0) = p, f(1) = q y f el

camino inverso entonces (f >1: 2 5,, (rel {0, 1}) y f) 5: eq (rel {0,
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5

¢  

D 1 f 1 '

SF 2 ----> t

Figura 2.8: Neutro homotépico.

Demostracién.

Notar que

A _ f(2t) si 0 3 t g 1

<1 * mt) = _ 1 2
f(2�0242t)s1 532531

De}401niendoF : I X I �024>X tal que

Fm): f(2t(l�024s)) si (11StS%

f((2�0242t)(1�024s)) si 3 3 t 5 1

86 tiene que F(t,0) = (f * f)(t) , F(t, 1) = f(0) = 6:205) Y F(0a5) = f(0) =

(f* 15(0), F(1,s)= 17(1) = (f * f)(1)-

Por tanto (6,, * f) 2 if (rel{0, La otra relacién es anéloga. [3

Si en la proposicién (2.89) f : I �024�024>X (2011 f([)) = f(1) = p es un camino cerrado

entonces [ = [ep] = [f]. Lo cual indica que [ hace de elemento inx/�030erso.

2.8.10 Teorema (Grupo fundamental). Sea X espacio toplégico y considerar

f es 1111 camino cerrado en X X

7F1(X=930) = [f] 3
con punto base f(0) = f (1) = mg

entonces, 7r1(X , 10) con la operacién [f].[g] = [f >o< g] es un grupo, llamado e1

Grupo Fundamental de X en el punto base 10 6 el 1�024grupode homotopia

de X en el punto base 20.

Demostracién.

La buena de}401niciéndel producto [f].[g] = [f =o= y] se tiene de la proposicién (2.8.6).
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La asociatividad ([ = [ se tiene de la proposicién (2.8.7).

E1 elemento neutro 1 = [6,0] se tiene de la proposicién (2.8.8).

El elemento inverso [ = [f]�0301se tiene de la proposicién (2.8.9). B

2.8.11 Teorema. Sean 1�030,y E X si hay un camino f desde z hacia y entonces

los grupos 771 (X , z) , 1r1 (X , y) son isomorfos.

Demostracién.

Considerese un g camino cerrado con punto base at entonces (f * g) >1: f es un

camino cerrado con punto base y entonces el isomor}401smoes dado por:

pf : 7r1(X,z) �024-> 1r1(X,y)

[9] H [(f*9)*f]

II]

2.8.12 Corolario. Si X es un espacio arco�024conexoentonces 7r1(X, 1�030), 1r1 (X , y)

son grupos isomorfos para todo par :0, y E X . -

Demostracién.

Se tiene directamente del teorema (2.8.11). D

En adelante si X es un espacio arco-conexo podemos denotar 7r1 (X , ac) = 7r1(X

2.8.13 Proposicién. Si (/7 : X �024>Y es una aplicacién continua entonces

<9» r 7r1(X,-*6) -> 7T1(1Cs0(r)) .

[f] *-> [<pof] '

es un homomor}401smollamado homomor}401smoinducido.

Demostracién.

Primeramente notar que goof es un camino en Y y que si f 2 g (rel {0, 1}) en X

entonces (900f ) 2 (cpog) (rel{0, 1}) en Y. For lo que go, esté bien de}401nida.

Ahora si [f], E 771 (X , z) entonces

%([f *y]) = {<»0o(f *g)]

= Woof) * (�030/�031o.9)]

= [soofl-[wag]

= sm([f])~s0a([9])

Finalizando la demostrac'1c�031>n. D
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2.8.14 Corolario. Con el homomor}401smoinducido se tienen.

1. Si 4/? : X �024>Y y 1/) : Y �024>Z son continuas entonces (wow). = (1/2.)°<p..

2. Si id : X �024>X es la aplicacién identidad entonces id, 2 rl (X , z) �024>7r1(X, 1�030)

es el homomor}401smoidentidad

3. Si cp : X �024)Y es un homeomor}401smoentonces go, : 7r1(X, :11) �024)7r1(X,

es un isomor}401smo

Demostracién.

Se tienen directamente de la proposicién (2.8.13). ,3

Recubrimientos y levantamientos

2.8.15 De}401nicién.Sea p : X �024�024>X es una aplicacién continua. Se dice que un

subconjunto abierto U C X es recubierto por p si existe un cubrimiento abierto

{Uj},-E; de X tal que p�0301(U)= U Uj unién disjunta de conjuntos abiertos en X

jeJ

, cada uno de los cuales es homeomorfo, bajo p, a U7�031para cada j E J .

2.8.16 De}401nicién.Un espacio de recubrimiento de un espacio topolégico X

es un pat (X, p) donde X es un espacio topolégico y p : X �024>X es una aplicacién

continua veri}401cando:

1. p : X �024>X es una aplicacién continua y sobreyectiva.

2. Para cada :c E X existe una vecindad abierta U de z tal que 12"�030(U) = U U,-

_jeJ

para alguna coleccién {Uj : j E J} de subconjuntos abiertos e11 X , con

U,- D Uk = (I3 , iaé k y p|U]. :Uj �024>U es un homeonior}401smo.

Para simpli}402cardiremos que p : X �024>X es un recubrimiento de X .

2.8.17 Ejemplo. La aplicacién continua p : R �024>S1 dada por p(t) = 52"�034=

(cos(27rt), sen(27rt)).es recubrimiento�030de S1 I

2.8.18 De}401nicién.Sea (X, p) un espacio de recubrimiento de X , sea f : Y �024>X

una aplicacién continua. U11 levantamiento de f es una aplicacién continua
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f:Y�024>X'talquepof=f.

_ X

V I�035
Y 7» X �030

2.8.19 Ejemplo. Sea wn : I �024>S1 tal que w,.(s) = (cos(27rns), sen(27rns)), para

cada n EZ. Note que wn es un lazo que comienza en 2:0 = (1, 0) y da vueltas

a la circunferencia S1; si n aé 0, termina en .270 = (1, 0); Si 77. = 0, L00 es la funcién

constante (1,0).

En la }401gura2.9 se ha identi}401cadoIR en R3 como una especie de resorte

.

_�024�0312 .

1

-1

___ -2

 0.

Figura. 2.9: Indenti}401caciénde R como un resorte en R3.

En esta identi}401eaciénel intervalo [0, 1] se describe como la vuelta del resorte que

comienza en 0 y termina. en 1. E1 intervalo [0, 2] se describe como las dos primeras

vueltas del resorte hacia. arriba comenzando del 0.

En general el intervalo [0,71] se describe como las n primeras vueltas del resorte

hacia arriba comenzando del O. Si n < 0, e1 intervalo [n, 0] se describe como las

-11. primeras vueltas del resorte hacia abajo comenzando del 0.

Sea 111,, : I ~+}R el camino 1Dn(s) = ns, 11ote que este camino comienza en 0

y termina en 71, por tanto su imagen es el intervalo [0,71] 0 [12, 0] segfm sea n

positivo 0 negative respectivamente, y por nuestra iderrti}401cacién117,, es el camino

que comienza. en 0 y recorte las primeras vueltas hacia arriba 0 hacia abajo

del resorte.

Asi por ejemplo 1713 comienza en 0 y da, tres vueltas hacia arriba del resorte como

en la }401gura.(2.10).
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3

2

1

0

Figura 2.10: Camino 153 de tres vueltas sobre el resorte�030

Claramente si proyectamos U73 sobre el plano XY obtendremos la. circunferencia

S1 pero recorrido 3 veces, uno por cada vuelta del resorte, esto es 1: o 1723 = �031LU3.

Como en la. }401gura(2.11).

3

_ 2

�030"3

I 1

Pl

0

pa, = W,

Figura 2.11: Proyecién del camino de tres vueltas UJ3.

En general p o 1.11,, = aun. Por tanto, hemos mostrado que 12», es un levantamiento

de 0.2,, para cada n EZ.

2.8.20 Proposicién (Levantamiento de caminos en 31). Dado el récubri1nie11to

p : R �024>S1 : p(t) = em�030de S�030entonces todo camino f : I �024>S�030,tiene un

levantamieno )7 : I AIR. Ademas dado mo ER con p(xo) 2 f (0) existe un }401nico

Ievantamiento f tal que f(0) = 2:0.

Demostracién.

Para cada 2: 6 S1 sea U, una vevindad abierta de I tal que p�0301(U,)se la unién

disjunta de subconjuntos abiertos de IR cada uno de los cuales se aplica homeo-

mor}401camentesobre Um. E1 conjunto {f'1(U,); 2: 6 S1} puede expresarse en la
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forma {(1,-, yj) F) I ; j E J} que es un recubrimiento abierto de 1. Puesto que I es

compacto existe un subrecubrimiento }401nitode la forma

tl + 51): 0252: t2 + 52): ~ - '1(t7l + Em

con t,-+6,�030> ti�034-�024el~+1pa.ra'i=1,2,...,n�0241.

Elijamos a,- E (t,»+1 + 6,-+1, ti + 5,-) de manera que 0 = an < (11 < < an = 1. .

Obviamente f ([a,-,a,v+1]) C S1, mas aun f ([a,-,a,,-+1]) esta contenido en en sub-

conjunto abierto S; de S�0311 tal que p�0301(Si)es la unién disjunta de subconjuntos

abiertos de IR cada uno aplicado por p homeomor}401camentesobre Si.

Ahora de}401niremoslevantamientos fk inductivamente sobre [0, ak] , lc = 0, 1, . . . , n

de manera que 11(0) = mg.

Para lc = 0 trivialmente f_g(0) = 1:0.

Supongamos que hemos de}401nidof_, : [0, a,] �024>]Rde manera (mica.

Recordemos que f ([a,,a,+1]) C S, y p�034(S.)es unién disjunta de {WJ-; j E J}

donde p|W]. : W1 -9 S�031,es un homeomor}401smopara cada. j E J . Ahora bien existe

un }401nicomiembro W de {Wj; j E J} tal que f,(a,) E W; vease Ia. }401gura(2.12).

Cualquier extensién f,_,.1 debe aplicar en el arconexo [a.,, a,+1] en W. Puesto que

\

F é�035§, .

J 1" '

i�024�024o�024�0241�024-4�024->

0 3: am 1

Figura 2.12: Levantalniémo de camino.

la restriccién p|w 2 VV �024>S, es un homeomor}401smohay una {mica aplicacién
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p 2 [a,,a.,+1] �024>W tal que pop = f|[,,,:,l,+1] de}401nimos

_ si 0 5 s 3 a,

fr+1(s) = _

9(8) 81 0'1�030S s S am

Continua pues f_,(a,) = p(a,) y }401nicapor construccién.

Por tanto mediante induccién se tiene f. [3

2.8.21 Proposicién (Levantamiento de Homotopia en S1). Toda aplicacién F :

I X I �024>S�030tiene un 1evantamientoF : I X I �024>1R.Ademas dado 10 ER con

p(:::0) = F(0, 0) existe una {mica elevacién F tal que F(0, 0) = :50.

Demostracién�030;

Como I X I es compacto podemos encontrar

0=a0<a.1<...<a,.=1, 0=b0<b1<...<b,,=1

tales que F(R,g,-) C S1 donde Rm es el rectangulo

Rig�031= {(3:3) 5 I X 14 Eli S 75 S Gi+1, .71�030S S S bj+1}

La elevacién F se de}401neinductivamente sobre los rectangulos

I R0,0)R0,17- - -:R0,m:R1,07R1,l:-' -

Luego proceder de manera similar a la proposicién(2.8.20). D

Las proposiciones (2.8.20), (2.8.21) se puede11 expresar como sigue:

2.8.22 Teorema (Levantamiento de Homotopia). Sea (X, p) un espacio de re~

cubrimiento del espacio topolégico X, _sea. F 2 Y X I -9 X una homotopia.

Sea E : Y �024>X tal que F,(y) = F(y, t), para todo y E Y, para cadat E I.

Si F0 posee un levantamiento F0 2 Y �024>X�031,entonces, existe una {mica homotopia

F : Y X 1 �024>X tal que F, es un Ievantamiento de F}, para cada t E I.

Demostracién.

Se tiene como en la proposicién (2.8.21). ,3

V 2.8.23 Corolario (Levantamiento de camino). Sea (X, 1:) un espacio de recubri-

miento de X , sea f : I �024�024>X un camino que comienza en 1'0 E X . Entonces, para
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cada 2:0 6 p�0301(z0)existe un }401nicocamino f : I �024>X que comienza. en 9729 y es un

levantamiento de f.

Demostracién.

Considere Y un conjunto unitario, digamos Y = {yo} y de}401namosF 2 {yo} X I �024>

X como F (yo, 5) = f Entonces F es una homotopia que parte de F |{yo}x{0}.

Sea F, : Y �024>S1 tal que F5(y0) = f(s), en particular, Fg(y0) = 10. En este caso

P10 2 {yo} �024>X tal que F�030o(yg)= :20 es un levantamiellto de F0, ya que 130 F0 = P0,

entonces por la teorema de levantamiento de homotopia (2.822) en (X',p), se

sigue que existe una {mica homotopia F : {yo} X I �024>IRtal que F, levanta F5 para

cada. s E I. De}401namosf : I �024;X como = F�0305(yo)para todo s E I, asi 1? es

un levantamiento de f, pues

(P 0 f)(S) = 17(Fs(yo)) = (P 0 I7�030s)(yo)= Fs(yo) = f(8)

' CI

2.8.24 Corolario. Si (X,p) un espacio de recubrimiento I0 6 X y Eco E X tal

que p(zo) = $0. Entonces, el homomor}401smoinducido p, 2 7r1(X', :20) �024->7T1(X,.'Z3g)

es un monomor}401smo. _

Demostracién.

Se tiene del corolario levantamiento de camino (28.23). ,3

2.8.25 Teorema. Si (.3-(,p) un espacio de recubrimiento con .3? arco-conexo.

Si :Eo,i1 E X entonces, existe un camino f en X de p(ig) en p(i1) tal que

u,-p,,7r1()�024{,.1":o)= p.7r1()�024(, _

Demostracién.

Sea g un camino en X de in a El el camino g determina un isomor}401smoug de

7r1(X. 5:0) a. 7r1(X, E1), por lo que ug7r1(X, 2'50) = 7r1(X', E1). Aplicando el homot-

}401smop,, se obtiene p,u.g7r](X', E0) = p,7r1(X', E1).

Pero p,.ug = upgp* por lo que el camino f = pg satisface lo requerido. C]

Si en el teorema. (2.825) p(fo) = p(z�030:1)= 130 el camino f determina un elemento

[f] de 1r1(X, 10) y por tanto

Iu7r1(X=i1) =[f]�0241(1M1(X,fo))[f]
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e11 otras palabras los subgrupos p,,7r1()_(, 50) y p.1r1(X', E51) 5011 subgrupos conju-

gados de 7r1(X, $0). el siguiente teorcma dé mas informacién

2.8.26 Teorema. Si (X,p) un espacio de recubrimiento con X arco�024conexo.

Si 150 6 X , entonces la coleccién {p*7r1()_(,:ig); E0 6 p�0301(z0)}es una clase de

conjugacién en 7r(X, $0).

Demostracién.

Ya se tiene que dos grupos cualquiera de la coleccién son conjugadas. Supon�024

gamos que H es un subgrupo de 7r1 (X, zg) conjugado de uno de los subgrupos

p,7r1(X,:E0). Entonces H = [f]_1 (p,,7r1(X,i0)) [f] para algiln [f] E 7r1(X,x0).

Si f es un levantarniento de f con origen en io tenemos que

P.7f1(X»f_(1)) = �030ltfP:7F1(X;io)= H

For lo que H pertenece a la coleccién. D

4 Grupo fundamental del circulo 81

Sea f un lazo en S1 que comienza y termina en :50. Por levantamiento de camino,

proposicién (2.8.20) existe un fmico levantamiento f que comienza en 0.

Ya que p�034(f(1))=p�034(2:0)=Z, tenemos

f(1) E p�034(;0(f(1)))= Z

A1 entero (1) 10 llamaremos e1 grado de f , que denotaremos grad(f

E1 siguiente Iema nos dice que dos lazos equivalentes tienen el mismo grado.

2.8.27 Lema (Monodrornia). Sean f,g caminos equivalentes en el circulo S1

que comienza en 10. Si f_, 37 son sus respectivos Ievantamientos de caminos con

f(0) = 57(0)» entonces, f(1) = §(1)~

Demostracién.

Sea F 2 I XI �024>S1 tal que f ~ g rel {0, 1} entonces por la proposicién (2.821) de

levantamiento de homotopia en 5'1 existe un }401nicolevantamiento F : I X I �024>1Rde

F con F�030(0,0)= = §(0). Como F(t,0) = f(t) y F(t, 1) = g(t) se sigue que

F"(t, 0) = f'(t) y F(t, 1) = §(t).

Ademés tenemos que F'(1, 5) es un camino desde a §(1), pues f(1) = g(1) =

F(1,s), pero F�030(1,s)E p�0301(1)dondep: R �024-)S1 : p(t) = em�030,Iuego F�030(l,s)es

constante, por lo tanto F�030(1,s)= = §(1). D
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2.8.28 Ejemplo (Grupo fundamental de S1). Recordemos que para cada. n EZ se

tiene de}401nidala siguiente aplicacién

112,, : I �024> S1

s -�024> (cos 271'ns, sen 27ms)

que es el lazo que comienza en :50 da vueltas a la circunferencia S1 y termina

en .110. Esto nos permite de}401nirla aplicacién

#7 I (Z: +) -> (N51). -)

n H [w,.]

Recordemos también que dado un lazo f en S1, el grado de f es un n}401meroentero.

Esto nos permite de}401nirla aplicacién

zp : (7r1(S1), �024> (Z, +)

[f] '-> 97�030ad(f)

Note que ¢ esté bien de}401nida.por el Iema (2.827) monodromia.

Los pasos a seguir para la prueba serén dos:

I Mostrar que <p es un homomor}401smodc grupos.

I Mostrarque las aplicaciones (,0 y 1;: son mutuamente inversas y por tanto

son ambas biyecciones. �031

Note que de la combinacién de ambos pasos se concluye que cp es un isomor}401smo .

entre los grupos (Z, +) y (7r1(S1), que es lo que queremos probar.

De la }401gura(2.13)es claro que u�030J,,,+n~ u'1m >x< 117,,

y por el1ema(2.7.7)p o 1D,,,+,, ~ 1) o (171,, * 13,.) as1�031w,,,_+,,~ wm * wn

de donde

[wm+n] : [mm * wn] = [win] ' [wn]

asi

so(m+n) = Mm)-s0(n)
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W3 {

�030Th-4

�030T4�030I:

Figura 2.13: Multiplicacién de levantamientos. �031

lo que muestra que go es un homomor}401smode grupos. Calculemos ahora 112 0 cp

(11) 0 90) (W) = w (�030P(11))

= 1/) ([wn])

= grad(w,.)

= 171,1

. = 72,, Vn E Z

asi w 0 cp = idz. Calculemos ahora (p o 1!)

(<9 0 iw) ([f]) = s0(1JJ([f]))

= <2 (gmd(f))

= [wgrad(f)]

Queremosgue (4,0 cm 1/1) = [f], Iuego bastaré mostrar que [f] = [iugmdm], lo

que equivale a mostrar que f ~ wgmdm

Sea m el grado de f, entonces

m = g1'ad(f)= 17(1)

donde f es el }401nicolevantamiento de f que comienza en 0 y termina e11 f-

Note que f_ 2 I �024>R existe por la propiedad de levantamiento de caminos. Ahora

117,, 2 I �024�024>R es también un camino que comienza en 0 y termina en m = f

Como R es un espacio convexo, por el ejemplo (2.8.3) f N 13," de donde por Iema
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(2.7.7) 170 f~ 100 mm

Asi f ~ wm como queriamos. Por tanto

7f] E Z

2.9. Espacio�030de Configuraciones

2.9.1 De}401nicién.Da/do un espacio topolégico M el espacio de con}401gurado-

nes ordenadas de cardinalidad n 2 1 esté dado por:

Conf(M,n) = {(z1,...,1n) E M" / xi aércj ; Vi aéj}

que es un subespacio de M" = .M X . . . X Al.

E1 grupo simétrico de n-Ietras Sn 2;tc_t11)iE:ssobre Conf (M, n) por la izquierda per-

mutando coordenadas, esto es:

U-(I1, - - -1557!) = (xa(1):�030--1$a(n))

C M '
entonces el espacio de érbitas ,es llamado espacio de con}401gura-

7!

ciones no ordenadas del espacio M con la topologia cociente.

2.9.2 Ejemplo. Conf(M, 2) = {(z,y) E M2 / z aé y} = Al X Al �024A esté dado

por el complemento de la diagonal.

2.9.3-Ejemplo. Conf(]R",2) = E R�035X R" / x aé y} 2 S"�0301la equiva-

lencia homotépica esté. dada por:

1',:S"�0301�024>C'0nf(R�034,2); = (z, -2)

1�030: C0nf(R", 2) �024)S"�0301; 7�030(z,y)= :y�024

H1 �024yll
roi=idyior:id

2.9.4 Ejemplo. Conf(S�035,2) 2 {(z,y) E S�035X S" / .7: # y} 2 S" la equivalencia

homotépica esté dada por:

pz I C0nf(3", 2) �024>S" ; pz(I.y) = 33

i 2 S" �024>Con.f(S'", 2) ; = (x, -1)

p,oi=idyz'op,':id
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2.10. Grupo de trenzas de Artin

2.10.1 De}401nicién.Un arco en el espacio Euclidiano R3 es dado por una apli-

cacién continua: A : [0, 1] �024>R3 homeomorfa sobre su imagen.

Consideremos en R3 los planos P : z = 1 , Q : z = 0 elijamos n puntos

distintos pl, . . . ,p,, E P y ql, . . . , q,, las correspondientes projtecciones ortogonales

en Q. Sea ademés Sn el grupo de permutaciones.

2.10.2 De}401nicién.Una trenza [3 en n-hebras es un sistema de arcos A1, . . . , An dis-

juntos en R3 tales que:

1. Existe 0 6 Sn de modo que .4. conecta. el punto pi con el punto q,(,»).

2. Cada arco .A,~ intersecta a cualquier plano paralelo entre P y Q en un solo

punto.

En general si una trenza }402en n�024heb1'astiene conectada sus hebras de la siguiente

manera pl en q,-,, [72 en ql-2,..., 17,, en qin entonces podemos asignarle a }402Ia siguiente

permutacién:

1 2 . . . n
0' :

2'1 1'2 . . . in

denominada. permutacién de la trenza 5 como indica la }401gura2.14

. 4

: --)

�030v,
u

Figura 2.14: Trenza ,6 en 11-hebras.

A la trenza }402en 3�024hebrasde la. }401gura2.15 podemos asignarle la permutacién:

1 2 3
0' :

. 3 2 1
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i A

1:

E p
. \ H")

1!!�031�030
1.

In

Figura 2.15: Trenza [3 en 3-hebras.

Por otro Iado conectando pl en ql, P2 en q2,..., 17,, en q,, sin ningtin cruce obtenemos

una trenza especial denominada trenza trivial, ver la }401gura2.16, con permutacién

Ia identidad:

1 2 . . . n
1 =

1 2 . . . n

2?

III!�031�030-V--§. V�030

K

Figura 2.16: Trenza. trivial de n�024hebra.s.

Ahora vamos a representar las trenzas gré}401camenteusando proyecciones sobre un

plano alas que llamaremos diagramas trenza. E11 efecto, si proyectamos ortogo-

nalmente la trenza B en n-hebras de la }401gura2.14 sobre un plano en R3 contenien-

do los puntos p1, pg, . . . ,p,,,q1, qg, . . . ,q,, tal como indica la }401gura2.17 podemos

asumir que la trenza }402consiste 5610 de arcos poligonales, los cruces de las hebras

ocurren en diferentes niveles y los cruces de las hebras sobre o debajo pueden ser

identi}401cadasplenamente.
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..T. .':LP T E.

" q," q,�031..'I1:5;£2"«Z. q."�030

Figura 2.17: Diagrama trenza.

Para 1 3 7'. 3n �0241, denotemos por a,- la trenza en n�024hebrasen la que la i�024ésima

hebra cruza por encima sélo una vez a la (H-1)-ésima hebra. y no hay cruces en

todas las otras hebras, como se aprecia. en la }401gura2.18

"'1'":-1- a . s+i':+'2"n -'

Figura 2.18: Tlrenze elemental a,-.

esta trenza. se denomina. trenza elemental y su permutacién es dada por:

1 2 1-1 11 i+1i+2 n __
0 = = (z, 2 + 1)

1 2 i�0241i+1i i+2 71

La trenza dada en la }401gura.2.19 es denotada por 0,71.

"1-"I-1: i . ii-5.-i4-2�034VI m

Figura 2.19: Trenza elemental inversa U171.
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2.10.3 Definicién. Dos trenzas B1 = {A1,...,.An} , }401g= {B1,...,Bn} en 11-

hebras, con la misma permutacién :1 E S" son equivalentes, /31 ~ 52 si los co-

rrespondientes sistemas de arcos tiene la misma clase de homotopia. 0 sea existe

una coleccién de aplicaciones continuas F,~ : [0, 1] X [0,1] �024>R3 tal que para

ca.dai= 1,...,n se tiene:

Fi(t-,0) = A1-(t) » Fe(t» 1) = l3i(t)

Fi(0a 5) =1» , F¢(1,S) = qua)

Ademés para cada 5 E [0, 1] la coleccién {F1 (t, .9), F2(t, 5)., . . . , F,,(t, debe ser

una trenza en 11-hebras con permutacién 0. A}401rmamosclaramente que la relacién

~ es de equivalencia. .

El conjunto de las clases de trenzas en 11-hebras se denota. por B,. y es un grupo con

la operacién de yuxtaposicién y rescalamiento, esto es, si ,3}, }401gson dos trenzas en

n�024hebras,el producto denotado por }402l}401gconsiste en colocar la trenza 62 debajo

\ de la trenza [31 como se puede ver en la. }401gura2.20

K Y
' :: -9" Bali;

I32 I 3 2
__Z1-- .- 21-. i

Figura 2.20: Producto de trenzas.

En general no es cierto que ,[7�0311.}4022= [32./31. Es fécil de probar con la ayuda de los

diagramas trenza que el producto es asociativo, el elemento neutro es dado por

la trenza trivial en n�024hebras,La trenza inversa en n-hebras 5�035de la trenza. B en

n-hebras se de}401necomo la imagen de }402en el espejo respecto al plano horizontal

entre el plano superior y el plano inferior como se aprecia acontinuacién en la

}401gura2.21
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B B-I V\J

Figura 2.21: 'Drenza inversa.

El producto }402}401�035es la trenza trivial, a.s1�031mismo lo es 5�0301.}402tal como se aprecia

en la siguiente }401gura:2.22

N3"  J SW3 <9

Figura 2.22: Producto de la trenza ,3 por su inversa [3�034.

E1 grupo Bn es denominado el grupo trenza de Artin en razén de que E. Artin

introdujo estos grupos explicitamente en 1925.Ver Artin

Finalmente a}401rmamosquerexiste un-epimorfismo natural del grupo de trenzas

B" sobre el grupo de permutaciones Sn, esto es:

p : B" �024> S"

' 0'1�030�024) +

donde el nficleo Ker(p) es un subgrupo normal de B".

2.10.4 De}401nicién.P" = Ker(p) es el grupo trenza pura, los elementos de P"

son t-renzas en B�034cuya pérmutacién es trivial.

Esta de}401niciénpermite a}401rmarla existencia. de una sucesién exacta. corta de

- grupos:

1�024>Pn�024�030>B,,�024�035>sn�024;1(2.1)
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B
Donde i es la inclusién. Por lo que f" �030i�031S".

71

Topolégicamente el grupo B�035fue interpretado por R. Fox y L. Neuwirth como

C . R2, .
el grupo fundamental del espacio de con}401guracionesno ordenado .

El grupo simétrico act}401ade manera propia y discontinua sobre Con.f (R2, 11.). 7

La aplicacién canénica:

C R2,
Conf(]R2,n)1> %7�024Ll

es }401naaplicacién cubrimiento con }401bra5,, de la cual se puede recuperar Ia suce-

sién exacta (2.1) al aplicar grupo fundamental.

Sea co = (q1, (12, . . . ,qn) punto2base de Conf(R2,n),e1egimos aég = p(q1, (I2, . . . , qn)

C IR , .
como punto base de ,con ellos formulamos el

7�030 .

2.10.5 Teorema (R. Fox �024L. Neuwirth). Para n 2 1 se tienen:

1. P�035E 7r1(Conf(R2, 71), co). '

C R�031,2. Bug.�034(@1150)
Sn

Demostracién. Ver J . A. Berrick (2006)[6]

2.10.6 Observacién. Cualquier trenza }402en n�024hebraspuede ser escrito como un

producto de trenzas elementales en n�024hebrasoi y sus inversos 0171 ; 1 3 1'3 71 �0241.

Esto quieredecir que las trenzas elementales 01, 02, . . . , r7,,,_1 generan al grupo Bu.

Particularmente en la }401gura2.23 se tiene una trenza en 4-hebras generada por

trenzas elementales 0 sea [3 = 0301�030102-103" 102.

Si ]z' �024j | > 1 ; 1 3 1', j 3 n �0241 el par consistente de 1�030y i+ 1 hebras no inter}401ere

"con el par consistente de j y j + 1 hebras, por lo que se cumplen las siguientes

relaciones:

1. U1-(r,»=¢7,-01-para|1l�024j[> 1; 131I,j3n�0241.

Tal como se aprecia en la siguiente }401gura2.24

2. at-<7,-+10,» = 0.41:7,-an-+1 ; 1 3 i 3 n �0242.

Tal como se aprecia también en la siguiente }401gura2.25
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1 Z 3 4
Lfj,

_. /61
1 2 3 4

Figura 2.23: Una 4�024trenzagenerada por trenzas elementales.

I _i__ioL_ 1 __j+_1_ _I _I0£_"]"jb1_

i id 1 M I Io]. J ju

Figura 2.24: Relacién aiaj = 0]-02».

i in ioz I lei n+2

i in in I In 1+2

I Figura 2.25: Relacién 0,-¢7,>+1a,v = U,-+10,-0,-+1.

2.11. Presentacién del grupo trenza de Artin

2.11.1 Teorema. E1 grupo de trenzas Bn admite una presentacién seg}401nlos

generadores 01, 02,. . . , a,,-1 con relaciones:

1. Jiajiajai para [i�024j|>1; 1$1l,j§n�024�0241.

2- ¢TiUi+1<Tz' = <7z'+1C�031¢47i+1;1S i E 71 �0242

Para la demostracién del teorema (2.11.1) consideremos:

Paso 1
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Primero de}401namosun grupo 3,, con generadores 61, 62, . . . , 6,14 y relaciones:

1. 5,6]-=6,-&,»para]i�024j|> 1; 1g1I,jgn�0241.

2- 5i5z'+151= ¢7z'+15i5z'+1 �030y 3- S i S T1 - 2

El grupo 3,, esté dado de la siguiente manera:

Sea F,,-1 el grupo libre generado por las letras 61, 62, . . . , 5'n,1

Sea N la clausura normal de los elementos:

5z'61'+15'i(5'i+15i¢-7i+1)A1 E 15 73 S T1 �024�0302

5'1'6�030J�030(6'j6',�031)A1para -jl > 1; 15 i,j g n -1.

Elijamos un punto base (ql-,.. . ,q,,) E Conf(D2,n); �0241 < ql < < q,, <le11

e1 intervalo (-1, 1) Q D2.

De}401namosahora un homomor}401smo:

<5 : F,,_1 �024» 13,.

6,- �024> 0'1

para 1 3 i g n �0241. Obteniéndose entonces el diagrama conmutativo:

F,,_1 i> 3,,

i "�031/�030

B" =

en que ¢(&,-) = a,- , ¢ es homomor}401smo.Cualquier trenza en D2 puede escribirse

como producto de los :73�035entonces ¢ 2 3,, �024)B�035es sobre. Con estas considera-

ciones ahora probaremos que q}401es un isomor}401smo.

Paso 2

Sea 16,. la clausura normal de 6,? en 13'" ; 1 3 2' 3 n �024�0241. Como ¢(6;") = :73 E P.,

tenemos <,5(6f) Q P" y un diagrama conmutativo de sucesiones exactas cortas:

1 �024> 15,, �024> 3,, -9 & �024> 1
Pr:

45 Jr d> �030L 43 �030L (2.2)

1�024>P,,�024>B,,�024>§3§Sn�024>1

P1.

6 : E5 �024>S" es sobre.
_ Pn ..

E1 tiene a lo mas n! elementos 0 sea 5 n!.
P�035 P"
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- B
Luego ¢> : F" �024>5'" es un isomor}401smo.

1" �024 .

Aim més, del diagrama conrnutativo (2.2) 45 2 P" �024�024>P�034es un epimor}401smo,en-

tonces gb : 3,; �024�024>Bn es un isomor}401smosi solo si ¢ : 13,1 �024�024>P�035es un isomor}401smo.

Ahora bien, probaremos que q}4012 P7,, �024>P�035en efecto, es isomor_}401smo.

. . , . N Bn .
E1 argumento anterlor prueba que el grupo slmetrlco 5,, = F admlte una pre-

TL

sentacién con generadores z,- = (i, i + 1) ; 1 3 i 3 n �0241 y relaciones:

I 2,-zj = Zjzi para �024j|> 1.

' 2z�030+1Z¢Zi+1= 21214121�034

I 2? = 1

Paso 3

Consideramos

mm = 6,-_1r'IJ-_2...<�0307,~+1c'7l-261-',:1...&;}26;}1e 15,.

para 1 3 72 3 j .

2.11.2 Lema. El grupo J5�035es generado por ac,-J ; 1 3 i,j 3 n. -

Demostracién. /Ver L.M. Cerin (2013)[9]

Recordemos que ¢ : 3,, �024>B�035esté. dada por ¢»(E,-) = 17,- si A�035= ¢(:r:,-,3-) entonces:

Am = 0]--10]--2 . . ,a1-+1a§¢7i"+]1 . . .aj�030_]2aj�030_11

Donde A,-J se muestra en la }401gura2.26

Sea f : E.,; �024�024>3,, el homomor}401smo,f (5,-) = Fri ; 1 3 z�0313 n - 2 por restriccién

a 13,._1 obtenemos el homomorfismo:

�030 f I Fn_1 '�024)P"

Con f(:c,-J) = .rl-,_.,- para 1 3 i,j 3 n -1. .

Demostracién. (del teorema(2.11.1))
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i 1+1 j-1 J �030

I I L/If /1

Figura 2.26: Trenza pura Am-.

Veamos por induccién que:

:1),, : 13,, �024> P�035 /

rm" �024*¢n(1z'.,j) = Aw�030

es un isomor}401smo. '

Para n = 1 es verdadero.

Supongamos que el resultado es verdadero para n �0241 ; n > 1

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Pn�0241

f ¢

U,, �024> 13,, �024"> . % (2.3)

«M i I 431. J�031 6'. L

7r1(D2 �024Q,,-1) �024>7r1(Conf(D2, E) 7r1(C'0'nf(D2, n �0241))

donde Qn�0241�030:{41, - - - 1 q'n�024�0241}y px(E-12---76-11) = (51: > - �030a611,-1)es la�031proyecciér-L

La }401ltima}401laes la sucesién exacta corta en llomotépia asociada al haz de Fadel-

Neuwirth y el hecho que 7rt(Conf(D2,n) = 0 ; t _>_ 2.

El homomor}401smo: «

P" = 7r1(C0nf(D2,n)) �024>P,,_1 = 7r1(C0nf(D2,n -1))

puede ser descrito como la. eliminacién de la 1'11tin1a hebra de la trenza en P�035.

En particular p,,(At-yn) = 1.

Como Un es generado por Aw ; 1 S i 3 n �0241 se tiene:

¢n(Un) Q K5T(p~ 3 Pn _> Pn�0241)
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De esta manera el diagrama es conmutativo.

La composicién:

P.o¢�031nof= ¢n�02413Pn�0241-7 Pn�0241 _

es isomor}401smopor hipéteisis de induccién.

13,, es generado por_x,-�030J-;13 i,]' 3 n �0241 y z1-�031,,;13 i 3 n�0241.

E1 grupo cociente 5;: es generado por q($i,j) ; 1 3 7', < j 3 n �0241.

La composiciénz _

q°f:13,,_1 �024)Pn_1�024>%:

es epimor}401smo.

Por la conmutatividad del diagrama (2.3) q_$,,(qof ) = p,o¢>,,°f es isomorfismo, el

hbmomor}401smo(1-2,, es epimor}401smoy qof es monomor}401smo.Luego qof es isomor-

}401smoy de este modo J)" es isomor}401smo.

El homomor}401smo:

¢n| 1U�035�024>7r1(Conf(D2 �024Qn_1))

es epimor}401smopuesto que d>n(:c,-1") = Am y 1r1(Conf (D2 �024Q,,_1)) es un grupo

libre de rango n �0241 generado por Am ; 1 3 2' 3 n �0241

Para ver que q5n[ es monomor}401smo.Consideremos Fn_1 el grupo libre generado

por las letras y1,. . . ,y,,_1 y sea:

6 : F,,_1 -> Un

e1 homomor}401smode grupos con 0(y,-) = I�035;; 1 3 i 3 n �0241.

Como U,, es generado por :5,-_,, ; 1 3 2' 3 n �0241, 0 es epimor}401smo.

La composicién:

¢,,[6 : F,,_1 �024>7r1(Con.f(D2 �024Q,._1))

es un isomor}401smqpuesto que ¢,,|0(y,-) = Am que manda generadores Iibres en

generadores Iibres. De este modo 0 es monomor}401smo.1A1ego 6 es isomor}401smo.

De aqui se concluye que ¢nI es isomor}401smo.Aplicando el Iema del quinto en el

diagrama (2.3) se tiene el isomor}401smo:¢,, 2 P �024�024>P�035 D

Presentacién del grupo de trenzas puras de Artin

2.11.3 Lema. En el grupo P�035tenemos las siguiente identidades:
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1. Ar,5Ai:jA;_;=Aj�031j; r<s<i<jc'Ji<r<s<j

2. An,-A,-,,-A,",.�030= A{,j1A,"J?A,4,,<A,,,-A,-1,» ; r < i < j

3. Ai,s_4,-_,-A,-",3 = A21-A,-J-Aw ; i < s < j

4. ArYs.Ai,j/4;: = (A;;A;;A51jAr'j)Ai:j(A;;A;;Ar,jA5J) ; r <1:< s < j

Ver L.M. Cerin �030(2013)[9]
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I

Capltulo 3

. . , .

Varlables e Hlpotesls

3.1. Variables de la investigacién

I Variable independiente: Conjuntos y Grupos

I Variable Dependiente: Conjunto Simplicial X 2 {Xn}"Z0

3.2. Operacionalizacién de la variable

De}401niciénconceptual De}401niciénOperacional Indicadore:

Secuencias que 11~Grup0 �024Lasecuenc

tienen asociadas simplicial de trenzas

Secuencia operaciones cara: cruzado de Artin

de conjuntos cli : G" �024>Gn_1 n-Grupo es grupo

0 grupos operaciones simplicial simplicial

Q: {G,,}"Z0 degeneradoras n�024Bo1'de cruzado

si : G" �024>Gn+1 simplicial �024Lasecuenc

�030 satisfaciendo de trenzas

identidades Puras es

simpliciales grupo

simplicial.
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3.3. Hipétesis general e hipotesis especi}401cas

3.3.1. Hipétesis general

La secuencia de trenzas de Artin B = {Bn+1}n20 se presenta como un conjunto

simplicial con operadores di 2 B,,+1 �024>B" que elimina la (i+1)�024hebra;5.; :

�030 BM; �024>B7,�035que duplica la (i+1)�024hebra.

3.3.2. Hipétesis especi}401ca.

Las hipétesis especificas son:

1. A partir del n�024s'1mplejoA[n] se construye el conjunto simplicial S" llamado

esfera simplicial.

2. La secuencia de trenza de Artin B = {B,L+1}nZ0 se constituye en grupo

simplicial cruzada.

3. La. secuencia de Trenza pura P = {P,,+1}n20 se constituye en grupo simpli-

cial.
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Capltulo 4

I

Metodologla

4.1. Tipo de la investigacién

La investigacién es de tipo cient1�030}401co-teérica y la metodologia a emplear sera el

enfoque inductivo(inducir de}401niciones,teoremas, corolarios , etc).

Asi como también el enfoque debe ser deductive, lo que permitiré realizar la

investigacién sobre las A- estructuras, esfera Simplicial y trenza Simplicial.

4.2. Dise}401ode la investigacién

E1 dise}401odel proyecto de tesis se dié inicio con el estudio de los espacios topo16gi�024

cos, aplicaciones continuas, grupo de permutacidnes. Seguidamente se i11troduje�024

ron los espacios de con}401guraciones,grupos de homotopia. y los grupos de trenzas

de Artin. Luego se estudiarén los conjuntos simpliciales. Finalmente se dieron

forma a la esfera simplicial, a los grupos de trenzas de Artin como un grupo

simplicial cruzaxio, a los grupos de trenzas puras como grupo simplicial siguiendo

una descripcién geométrica detallada.

Este dise}401ohace posible veri}401carde manera precisa las identidades simplicial

sobre la esfera y las trenzas
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4.3. Poblacién y muestra

En este trabajo podemos considerar que nuestra poblacién esté constituida por

los conjuntos simpliciales constituyendose la muestra en las secuencias de trenzas

de Artin y trenzas puras.

4.4. Técnicas e instrumentos de recoleccién de da-

tos

Para la realizacién de este trabajo de tesis se revisc�031)bibliografia. especializada y

recopilacién de informacién obtenida via internet relacionada a1 tema de interés.

4.5. Procedimiento de recoleccién de datos

Por ser el presente trabajo totalmente abstracto, no se usé procedimientos de

recoleccién de datos mas que la revisién de bibliografia (libros, pégina web, pa-

pers,etc)

4.6. Procesamiento estadistico y anélisis de datos

Ningim dato estadistico.
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Capltulo 5 _

Resultados

5.1. Conjunto simplicial

�030 5.1.1 De}401nicién.Un A-conjunto es una sucesién X = {X,,}nZ0 de conjuntos

con aplicaciones caras�030di : X" �024>Xn_1 ; 0 3 i 3 n tal que didj = (1,-d,<+1, j 3 1'.

5.1.2 Ejemplo. Un A-conjunto es el 11-simplejo = {A[n]k},c20 donde

A[7�030L]k={(i0,...,1Ik)/ 03130 3 3ik3n}

dj 2 �024)A[7'L]k_1�030,dj(�031i0,. . . , = (10,. . . ,Z'j_],2�030]-+17..., ik)

didjao,...,�031ij,...,ii,...,7;k)= d1'(l'g,...,Z'_7'_],1-J'+1,..., ,...,ik)

�030 lugarde(i.-_ 1)

= (im---7ij�0241,ij+1,--~,iiaii+2,--wile)

= dj('i0,...,7:j,...,ij,ii+2,...,ik)

= d]'di+1(i0,. .. ,ij,. . .,�030L-1',. .. ,ik�030-)

5.1.3 De}401nicién.Un conjunto simplicial es un A-conjunto X = {X,,}"Z0 con

aplicaciones degeneradoras s,- 2 X" -�024>Xn.,.1 ; 0 3 i 3 n tal que:

1. djd,�030= di_1dj

2. 5]�030-9i= 31415;�031; J Si

S1'._1dj Si <i

3. d,-s.-= 1,, sij=i,z'+l

S,'dj_] Si .

Las tres identidades son Ilamadas identidades simpliciales.
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Aqui un elemento z E X,, se dice no degenerado si 1: aé s,~(y) , Vy E X,,_1.

5.1.4 Ejemplo. E1 n-simplejo A[n] = {A[n]k},c20 es un conjunto simplicial

donde A['n.];. ={(z'0,...,ik) / 0 gig 3 Sik }401n}

Con aplicaciones caras:

dj : A[n]k ~> A[n]k-1; dj(i[), . . . ,ik) = (i0,...,1lJ-_1,i]-+1,...,ik)

eliminando la j�024esimacomponente.

En la }401gura8 se representan las caras para A[2].

A[2]o=( 0 ; 1 : 2 }

d, d d d,

V d, 11�034d; n d,

A[2]1=((9-0);( .1);(0.2): . ); .); . I)

W/% " �030\ / /�030 \ \
A[2]2=((°» - H: '11): 0-):0-�0301)?(°.1.)§(. .)i11.1l;1.):�031.> )3 2, .))

V \�030/�0316/W \\ �030\\'\";'|I'\�034�030
/ éy \/\\�030/}401l�030«M \|�030\

/V\/�030\�030'\M�031\¢�030\\I�034
A(2la=( tn.-mo) : m.n.u.n : (o.n.o.2): w.a.1.1): (o.o.1.2): (0.0.20.1.1): («.1. .2): (o.2.z) : u-.2.2.2) : (1.1.«.n : (1.1,1.2) : (1.1.z.2) : 11.1.2.2) : (2.2.2.2);

Donde: (in: '�030�024Vd;= '�024�030>d;= *�031d;= -*�031

Figura 5.1: Las aplicaciones caras en el 2-simplejo A[2].

Aplicaciones degenaradorasz b

sj : A[n]k �024>A[n,]k+1; sJ�024(i0,...,ik)= (2�030g,...,ij,ij,...,ik).

duplicando la j�024esimacomponente.

En la }401gura5.2 se representan las degenaraciones para A[2].

Nocar en la }401gura5.2 que 0 = (0, 1, 2) es no degenarado en A[2].

Ademés todo elemento (in, . . . ,ik) 6 A[n]k se escribe como combinacién de las

funciones dj, sl en (in : (O, 1, . . . ,n) E

Para (i0, �030. . ,z'k) aé an , k 3 n se tiene:

(i[),...,'L-)5):5[1...Slpdj]...djqUn; ll >12 >>l,,,j1 <j2 < <jq
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A[2]o=(0;1; 2}

/ s\\

A[2].={(0.0):(0.1);(0.2 :(1;1):(1.2):(2.Z )

50 SI :1 Sn 5:1 31 Sn 1 Sn 1

A[ M . ); 1. );< . . 1:�030

A[Z];-«( (0,0,0,D) ; (0.U,0,1) ; (0,0,0,2); (0,0,1,\) ; (|'l.}402,1.1);(D,0,2,2); (|'l,1.1.1]; (0,1,1,2); (}402,1,1,2); (0,2,2,2) ; (1,1.1,1} ; (1.1.1,2); (1,1,2,2) ; (1.2,Z.2) ; (2,2,Z,Z))

Donde: S.,=�024> S1= �024-> S;= -�024>

Figura 5.2: Las aplicaciones degeneradoras en el 2�024simplejoA[2].

5.1.5 De}402nicién.Dados X = {X,,}n20 , Y �024-{Y,,}n30 conjuntos simpliciales

una aplicacién simplicial f : X �024)Y es una sucesién de aplicaciones fn : Xn �024)

Y,, ; n 2 0 tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

sf�030 d,X

X.n.{_1 ('�024 X" �024') X,,_1

Jfn-+1 Lfn �030Lfw-»�0241

5}�031 dy

Yn+1 <�031-Yn ~'+ )/n�0241

0 sea frwldzx : a fn+15;X : '5z¥.fn-

Si cada X�034es un subconjunto de Y" tal que las inclusiones X,, Q Y" forman una

aplicacién simplicial. Diremos que X es un subconjunto simplicial de Y.

Un conjunto simplicial X es isomorfo a un conjunto simplicial Y, denotado por

X �031=�030Y, si existe una aplicacién simplicial biyectiva f : X �024>Y.

5.1.6 Ejemplo. Sea f 2 X �024�024>Y una aplicacién simplicial.

Im(f) = Im(f" : X" �024>Y,,)"20

es un subconjunto simplicial de Y.

5.1.7 De}401nicién.Sea X un conjunto simplicial y A 2 {An}n20 con An Q X". Un

subconjunto simplicial de X generado por A se de}401ne:

(A) = m {A Q Y Q X / Y es subconjunto simplicial de X}
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0 sea (A) consiste de elementos en X que pueden ser escritos como composicién

iterada de dj, 5,» de elementos en A.

5.2. La n-esfera simplicial

5.2.1 Ejemplo. La n�024esferasimplicial 8" se de}401ne:

AW
8" =

3(A["])

Donde 6(A[n]) es el subconjunto simplicial de A[n] generado por A[n]k

�030 5,�031:= {=k} ; k < n

S; ={*,[(ig,...,ik)] Siks}402,{�031i0,...,'i;c}={0,1,...,TL},

. A[2]
En partlculax para 52 = �024-se tfene :

a<A[21> �030�034

_ A'[2],�254={(0,...,0,2,...,2)/0g¢gk+1}

el cual tiene k + 2 elementos. Ver }401gura:8

Ademés 6(A[2])k = {(0, . . . ,0), (2, . . . , 2)} por lo que:

$,§={*,[(0(,...,0,2,...,2)]/19$/c} »

el cual tiene k +1 elementos y * = [(0, . . . , 0)] = [(2, . . . , '

De la }401gura5.2 se tiene que:

53 = {*},

S1�030= {s0>o=, :7} ,

S21 = {Sgilg 310, 500} ,

S31 = {sg*, 32510, 32300, 51300} V

En general SL1 = {s§+1=r,a:0,...,xk} ; ac,» = sk....§]-...,soa.

d,- :S,1+1 = {*,xo,...,zk} �024>8,: = {*,z0,...,2:k_1}

d1~Sg+1>|< = s(§>x<

35* sij=1l=06i=j+1=k+1

d,-.�031tj=d,'5k...§j...S00'=ggj 5jj<i

37241 S1 j 2i
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Similarmentez

s,- : 5,: = {*,z,,, . ..,zk_1} �024>8;�034= {*,z0, ...,a:k}

A�030 acj si j <2�031

Siilj = 81819-1 . . . SJ�030. . . 300�031=

.'Ej+1 Si _>_ 'i

5.2.2 Proposicién. Sea X = {X,,}nZ0 un conjunto simplicial y sea. :5 E X�035en-

tonces existe una. aplicacién simplicial fr : A[n] �024>X tal que f,(a,,) = :::.

Demostracién.

En A[n]k se tiene que (ig, . . . ,1Ik) = s;�030...s,p.d,-1...sjqo,,; la 3 n

De}401niendo(f,,)k : A[n]k �024>Xk de manera que (f,),.(crn) = x se tiene:

(f1)k:(i07"' #71:) = (f:c)Ic(-911-~v5l,,dj1---djq(¢7n)) ; 17 S 71

= 511 ...s;pd,-1. ..d]~q(f,),,(a,,)

= 811 . . .S1pdj1 . . . djqi

Para k < n podemos usar otra forma de componer caras y degeneraciones en on.

Ver }401guras8 y 5.2 10 cual de}401necompletamente Ia. aplicacién simplicial fx. .3

Sea = {0, 1, . . . ,n} el conjunto de los enteros con n 2 0.

5,,�034= {17: -9 / 0 es biyectiva} con la composicién de funciones es un

�030 grupo denominado grupo simétrico. Este grupo act}401apor la derecha sobre el

conjunto esto es:

[n] X S,,+1 �024�024> ; (La) �024>zla = cr'1(i)

De}401namosIas aplicaciones:

_ . _ j �030sij < 11

d�030:[n�024l]�024>[n]pord�031(j)=�030 I _ .

_] + 1 s1 j 3 z

Esta de}401niciénse puede ver como la matriz:

0 1 i�0241 i i+1n�024l

0 1'... i�02411+1 i+2 n

y se veti}401caclidj = dj�030�035di; is j.

De}401namoslas aplicaciones: V

. . _ j si j 3 i
s�030:[n+1]�024)[n]pors�030(])=_ . �030 .

] �0241 51 J > z
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Esta de}401niciénse puede ver como la matriz: �030

0 i�02411' i+1 i-1-2 n+1

O 'i�0241ii i+1 n

y se veri}401casjs�030= sisj�034; 1' 3 j.

dis�034si j < 11

Ademés: Sidj = 1 si j .�024_13,1 + 1

dj�0301s�030si j > i+ 1

5.3. Estructura Simplicial de las permutaciones

S = {S,.+1} donde Sn.�034es e} (n + 1)- grupo de permutaciones.

Para de}401nirlas caras y degeneraciones considerese: 0�031E S,,+1

11.0 = a"1(7',)

[k] = {0,1,.....,k}

Asi: d,» : Sn�034�024>S" es dado por el diagrama conmutativo : «

[n �0241] di-;

id{.0 in

in �02411 5 [n1

Es decir que d,-. a(k) = si.U.di�030�034(k)

s,v : S,,+1 �024�024>SM; es dado por s,-(:7�034(iv))=1�031,3,-(a�034�030(i)+ 1) = i + 1; y el dia-

grama conmutativo :

[11 +1] [n]

�030L85�031.0 �030La

[72 + 1] [n]

Es decir se cumple lo siguiente:

s"_1crsi"(k); si k aé 0'�0241(i),cr�034(2')+1

�031 520(19): 1' Si is = (7;1(i)

z'+1 sik=a�0301(z')+1
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d"�031:[n�0241]�024)[n]

O 1 k k+1 11-1

0 1k+1k+2 n

y se veri}401cadjd�030= d�030�034dj; j _<_ i.

3'�034:�024�024>[n�0241]

0 1 .. . k k + 1 . .. n

0 1 . . . k k . . . n �0241

y se veri}401casis�030= s�0341s7; j < i.

Para la identidad djdi(T = d,~_1dJ-0 ; j < 71 considerese los diagramas conmuta.tivos

[n �02411 [n] E�030;-[n +1]

_ i'd_,zi;a J�031d,a�031 iv

[11. �0241] L} [n] 15 [n + 1]

(z'�024)d-a -,

[n�0241]d�024;>J L) [n+1]

J'd(,-_1)d_.,'a id�030-,�030U �030La

[n�024�0241] [n] L) [n+1]

Para la identidad sjs,-zr = s,~+1s,-0 ; j _<_V7C considerese los diagramas conmutativos

[n+1] [n�0241]

* �030Ls,-s,a �030L-8.50�031 �030La

[n+1] 1�035»[n] .5; [n�0241]

' [n +1] *"i�0303�031°[n] 1'3 [n �0241} �030

VLs(,-�034)3,-0' �030Ls,-a la

[n+1] [n] L�031;[n�0241] �031

Anzilogamente se tiene la siguiente identidad

8-,'_1dj; Si < i

d,-s.~= 1sij=i,i+1

S1'dj_1 Si > 'i + 1
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di 2 Sn.�034:�030)Sn

dz-. a(k) = s�030.a.d'7"(k); id = a�0301(i)

En particular:

d,�0301 S3 �024-)S2

0 2 0 1

a = 1 0 , 0'1 = 1 2

2 1 2 0

Se tienen:

1100(0) = .s°m11(o) = s°a(0) = 50(2) = 1 0 1 1
~ => 1100' =

1100(1) = s°ad1(1)= s°a(2) = s°(1)= 0 1 0

d1cr(0) = s�030ad2(0)= s1a(0) = 31(2) = 1 0 1

1 2 1 1 :> dla =
d1a(1)=sad (1)=sa(1)=s(0)=0 1 O

1120(0) = s2(rd°(0) -2 520(1) = 52(0) = O 0 0

2 o 2 2 :> dz�035=d2a(1)=sod (1)=sa(2)=s(1)=1 1 1

-51 1 Sn+1 �024*Sn+2

s�031_1as"�031(k);si la aé 04(7)) , a�0301(i)+1

si0(k) = �031 i si k = a"�030(2')

z'+1 sik=o"](i)+1

En particular :

Si 2 S2 �024-)S3

0 1 0
a = , a�0301= 1

1 0 1 0

Se tienen:

300(0) = s°_las"-1(°)(0) = s°�030lc7s1(0)= soAla(0) = s°'1(0) = 2

300(1) = 0 �030

soa(2) = 1
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En forma de representacién matricial tenemos:

0 2

S00 = 1 0

2 1

_ 510(0) = 1 >

810(1) = 2 '

510(2) = s1�0241as"_1(1)(2)= s1_'as°(2) = 51-10(1) = s�030�0241(0)=0

En forma de represelnaxrién matricial tenemos:

0 1

S10 = 1 2

2 0

1 5.4. Grupo simplicial cruzado A

5.4.1 De}401nicién.Un grupo simplicial cruzado es un conjunto simp1icia1G =

{G,,}">0 donde cada G" es un grupo, junto con un homomor}401smode grupos.

/1':Gn�030)Sn+1;g_>/1(9):/1'9

para cada n tal que: '

1. /1. es una aplicacién simplicial y

2~ M99�031)= di(9)dz'.;1g(9') 9 0 S i S 71

s¢(9y') = si(9)Si.u,(y�031); 0 S i S W

5.4.2 De}401nicién.Un grupo simplicial es un conjunto simplicial X = {X,,}nZ0

donde cada X�035es un grupo y las funciones d,-, s,- son homomor}401smosde grupos.

5.4.3 Observacién. S = {8,,}n2o donde: S" = S,,+1es es un grupo simplicial

cruzado donde p, : 3,,�034-> S',,+1 ; g �024>;L(g) = #19 representa la aplicacién

identidad.

Mas aim Cualquier grupo simplicial es un grupo silnplicial cruzado considerando

el homomor}401smou : G,, �024>S,�034como la aplicacién trivial. Un grupo simplicial

cruzado no necesariamente es un grupo simplicial puesto que no necesariamente

las operaciones d,-, s,- son homomor}401smosde grupos.
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5.4.4 De}401nicién.Sean H = {Hn}nZ0 y G = {Gn}nZo grupos simpliciales

cruzados. U11 mor}401smof : H -�024>G es una coleccién de homomor}401smode grupos

fn 2 H�035�024�024>Gn tal que f = {fn} es una aplicacié-n simplicial y M., = pgf .

Si cada f,, es una aplicacién inclusién entonces H se dice que es un subgrupo

simplicial cruzado de G.

5.5. Trenzas como grupo simplicial cruzado

B = {B,,}n20 donde 8,, = B,,+1 es un grupo de trenzas de Artin en n+1-hebras,

es un grupo sin1plicia.1 cruzado.

En efecto:

Si 01, . . . ,0�035son los generadores para Bn+1 sujeto las relaciones: V

aiaj = 03-0.; para �024j| 3 2 ,

tnaum = rn+1tnrn-+1 para Cadai

Las aplicaciones cara dk : B,,+1 �024)B" son dadas por:

0)-] Si -13 + 1 <

dlc(¢'7i)= 1 si k:+1=i,i+1

0,�030 Si k + 1 > i + 1

que eliminan la k+ 1�024hebra.Las aplicaciones degeneradoras 5;; : B.,�034�024>B,,+2 son

dadas por:

O�0311'+1 Si 16 + 1 < i

O�031,-+1U;si k+1=i �031

s;;(cr1-) = .

. 0105+} S1

0; Si k + 1 > i + 1

que duplican la (k + l)�024hebra.

Y el homomor}401smosimplicial asociado: '

It 3 Bn+] �024* Sn+1

a,- �024> (Li + 1)

Por otro lado

�030P= {�031P,,}nZ0donde 73" = P,,+1 es un grupo de trenzas pura en (11 + 1)�024hebra.s,
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es un grupo simplicial.

En efecto:

Si Am ; 1 3 1' < j S n + 1 son los generadores para P,,+1

Las aplicaciones cara dj, : Pu�034-�024>P�034son dadas por:

A5_1Yj_1 Si [(3 + 1 <

1 si k + 1 = 2�031,j

dk(Ai,j) =

Ai,j_1 Si

Aid�030 Si [C + 1 >

Las aplicaciones degeneradoras sk : H,�034�024>Pn+2 son dadas por:

A,�030+1yj+1 S1 [6 + 1 < iv

Ai,j+1Ai+1:j+1 Si )9 + 1 =

5k(Ai,j) = Ai�031j+1 si i< I; + 1 < j (5.2)

A,'_jA5,j+1 Si .15 +1 =

Airj Si Ii + 1 > -
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B = {B,,}n2o es�030un grupo simplicial cruzado donde se tiene:

Las aplicaciones cara :

dk : B"+1 -9 B�035la cual elimina Ia (k + 1)�024hebra

Las degeneraciones :

Sk : B,,+1 �024>B�035;la cual duplica la (k + 1)�024hebra

En los siguientes gré}401cosse muestra como actua las caras y degeneraciones sobre

los generadores de trenzas.

Para k + 1 < i

1 k + 1 12 11 + 1 n + 1

1 k+1 1 i+1 n+1

Se tienen :

1 k + 1 2' �0241 2' n A

dk

1 k + 1 4'i~v�024~1 1' n

1 k+1 k+2 i+1 i+2 n+2

sk 

1 k+1 k+2 i+1 'i+2 n+2
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Parak+1=i

. 1 k+1=i i+1 i+2 n+1

 :

1 k+1=1'. 1+1 2+2 n+1

Setienen:

1 i=k i+1 i+2 n

1 i=k i+1 z'+2 n

1 k+1=i i+l i+2 i+3 n+2

 

1k+1=i 1+1 i+2 i+3 n+2

Pa.ra.k+1=z'+1

1 i k+1=i+1 i+2 n+1

: 
1 1�030 k+1=i+1i+2 n+1
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Setienen:

1 i i+1 n

 

1 i 'i+1 n.

l i i+1 i+2 i+3 n+2

 

1 z�030 i+1 2�030+2 73+3 n+2

Para/c+1>z'+1

1 i i-E-1 k-I-1 n+1

 
1 Z�030 i+1 k+1 n+1

Setienen:

1 77 i-f-1 n

�030 
1 Z�030 'i+1 n
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1 i z'+ 1 k +1 I: + 2 n + 2

 

1 1- z'+1 k+1 lc+2 n+2

Por tanto:

0)-} Si [6 + 1 <

dun-= 1 sik+1=2',i+1

ai si k + 1 > 2' +1

05+} Si ,6 + 1 <

0','+10',' Si

Ska] =

O'1'0','+1 S1

oi si 1: + 1 > 2' +1

Identldades slmphclales en B = {Bn+1}nZ0

drdk0',�030= dk_1d,«0�031.,'7 T < k

Veamos:

dIc<7.' = 01:1 drai = l7i�0241

drdkoi = 0i�0242 dIc�0241dr0z'5 01,2

1 r+1=k k +1 1' i+1

1 r+1=k k +1 1' 1+ 1

76



f11c<7i = 011-1 dr0i = <7i�0241

drdlcai = ¢7i�0242 die-1dr0i = 01:2

T +1 k k + 1 i i+ 1

r +1 I: I: + 1 1' i+1 A

d}c(T,' =1 d,-0] �024=O'1'_1

d,-dk0',' = 1 dk_.1d,«0�0311'= 1

' 1 1�030+1 'i= /6 + 1 i+1

. 1 1' + 1 i: k + 1 73+ 1

dkt}402=1 d,0'1'?�024�0301

d,-dkdi = 1 d;c_1d,.0'i = 1

1 1�030+1 = k i-1-1

1 1�035+1 = k i+ 1
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dk0�030i= 0�031; (1,0; =1

d,»dk0',' = 1 dk_1d,-0',�030�030=1

' 1 i i+1=r+1 k

1 i z'+1=r+1 k

dk(71'= 1 d,a,- = 01-1

drdkdi = 1 dk_1dT0',�030= 1

1 r +�0301 i= k i+1

1 1' +1 1' = k 1' + 1

(11:03 = 0�030; Ci,-0',�030= 1

drdkdi = 1 dk_1d,.(7,' = 1

1 i= 7' i+1= k

1 i: 7' 2+1: 1::
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dkai = oi drai = <7,-

drd1c<7i = <T¢�0242 dlc�0241drUi= (B-2

1 i i+ 1 7�030+ 1 = k

1 i i+ 1 T + 1 = Ii:

dk<Ti = <7~; dr0z' = C�031z'�0241

drdkfh = 01-2 dIc�024ldr�0307i= (H-2

1 7�030+ 1 i 17+ 1 k

1 1�030+ 1 i i+ 1 /C

' dkaa�030= (H-1 drlh = 0:�030

�031 drdkai = (H-2 dk�0241dr<7¢= 0z'�0242

_ 1 �030i i+ 1 T + 1 k + 1

1 i 1+1 1�030+ 1 k + 1
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srsm = 5k+15r0'i , T S k

Veamos:

SkUi = UH-1 Sr0�031i= �2547i+1

SrSktT¢ = Ui+2 3k+1Sr0¢ = Ui+2

1 'r = k k + 2 11 i+ 1

1 r = k k + 2 i i+ 1

51:01�030= Ui+1 Sr<7i = 01'-+1

3rSIc0e = 0i+2 Sk+13rU'L' = U1-+2

r +1 k+1 k + 2 i i+ 1

r + 1 k+1 k + 2 1�030 i+ 1

-91:0; = 0z'�254'i+1 3r¢Ti = ¢7iUi+1

. �030 3r5k0¢ = Ui0i+1Ui+2 8k+1Sr�2547i= aiUi+1Ui+2

1 7' = k 77+ 1

1 7�030= k i+1
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5k0'i = 0.'+1l7¢ 5701' = UH-1

Srskai = <7i+2<7i+1 3Ic+1Sr0i = Ui+20'i+1

1 T +1 i= .1: +1 z'+1

1 r +1 i= k +1 i+1

Sr5k¢7i = 5k+1Srai

1 i z'+ 1 = 7�034+1 k + 1

1 i 2'+1= 7�030+1 k +1

Srskai = 3k+1-3r¢7i

1 T +1 1': k i+1

1 1�030+1 i= 1: i+ 1
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5rSk0e = 3k+13r(7i

1 i 7�030= I; 1: +1

1 i 7�030= /c k + 1

5r3k<7z' = $Ic+131-Ui

1 i {+1 7" = k

1 1' 12+ 1 r = k

Sr-91c<Ti = 3k+13r�0307i

1 r + 1 1�030 i + 1 k +1

1 r + 1 2' i+ 1 k +1

82



5r3k0i = 3Ic+13r0i �030

1 1' i+1 r+1 k+1

1 7; 2'+1 1�035+1 k+1

s;c_1d, sir<k

dr3k= 1,1 Si�031I':.1E,k+1

Skd,--1 Si �031I'>k+1

Veamos:

Parar<k

1 7+1 k+1 2' i+1 > n+1

�024 

1 r+1 k+1 i 1+1 n+1

1 r+1 k+1 k+2 i+1 z'+2 n+2

 

1 r+1 k+1 k+2 2'+1 i+2 n+2
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1 7" k i �0241 i n

 :

1 1�030 k 'i�024�0241 2' n

Entonces: drskai = ai = s;c_1d,a,-

Otros ordenamientos se obtienen analogamente.

Para 7" = k, k + 1 triviahnente d,sk = 1,;

Para 7* > k + 1 .

V 1 k k + 1 i i+1 r�0241 7' 77. + 1

 

1 k k + 1 2' 1+ 1 7*�0241 r n + 1 1

1 k k+1 k+2 i+1' i+2 r 7�030+1n+2

 

1 k k+1 k+2 i+l 'i+2 1�030 7�030+1n+2

1 k k + 1 1' 11+ 1 r�0241 7�030 TL

( 

1 k k + 1 i i+1 r�0241 1�030 n
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Entonces: drskai = 17,-�034= skd,_1a,~

Otros ordonamientos se obtienen analogamente.

Finalmente consideremos u 2 B,,+1 �024�024�024>Sn�034

£T,;F--)(i,i+1)=T «

Es claro que /1 es sobreyectiva y el K67/}. = P,,.,,1, por lo que del diagrama

I�030

Bn+1 �024*Sn+1 �030

i �034/�030

37.11

P11-f-1

Se tiene 2

B
. Sn+1 g }401fj�030

Asi ,u : B,L+1 �024-)g}401con diagramas conmutativos:

B "' B B �030�030Bn+1 :> n n+1 j) n+2

U�030 l" U�030 U�030

Bail �030is�031B But! 52' Bni2

Pr-+1 E�030: Pn+1 Pn+2

Ademés: '

dk (0,'0'j) = dk0'¢dk_ 703'

Sk(0¢0'j) = ska;-sk�0301-Uj

Veamos la. primera igualdad para un ordenamiento de i < j

i i + 1 ' �030+1

_ 010]�031
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Recuerdese:

a,--1 si k + 1 < 1'

dk(7i= 1 sik+l=i,i+1 >

V 0.; si k + 1 > i + 1

Entonces:

0,--10]-11 si k + 1 <1

a,--1 sik+1=i,i+1

dlc(�0307i�0307j)= :7,-<7,--1 si i+1'< k + 1 <j

an sik+1=j,j+1

UiUJ�030 sik+1>j+1

Notese:

.16 Si k + 1 3 1'.

k.T=T_1(k)= k+1 sik+1=i+1

k�0241sik+1=i+2

1:: si k + 1 > i + 2

Entonces:

Para k +1 <1" 2 d;HaJ- = dkaj = U,--1

=> dk<r,-dk_,a,- = 0,--10]-_1

Para k +1 =1" 2 dk_,aj = dkaj 2 a,~_1

k+1=i+1 2 d;�035a,-=dk+1aJ- =0,-_1

2 dkd,-d;,�030,.aj= 1.0]--1 = 0']--1

Para. k +1 =i+ 2 2 dk_,a,- = dk_1a,- = :7,-_1

2 dkU,'dk_,-O'j = 1.<7j_1 = <7,--1

Para k+1=j,j+1 2 d;c.,aj=dka,;=1

2 dkaidk_faj = an ~ 1 = 0,-

Para k+1=j+1 2 dk_Taj:dk0j':Uj

=> dkaidk. 101 = 0217;
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5.6. Trenzas Puras como grupo simplicial

P = {P,,+1}nZ0 es un grupo simplicial; donde Ias aplicaciones caras y degenera-

ciones actuan de la siguiente manera:

caras dk : P,,+1 �024>P" eliminan la (k+ 1) - hebra. ; Degeneraciones sn : P,,.,.1 �024>

Pn+2 duplica la (is: + 1)�024hebra.

Caras y Degeneraciones sobre los generadores

Para k + 1 < i .

1 1c+1 1 1:+1 j�0241 j n+1

�031______,

Aij R
T

1 k+1 1" 1+1 j�024�0241j n+1

Se tienen:

1 1-1 11 j�0242j�024l n

dkAi,j = A2�031-l,j�0241 R

$

1 21-1 i j�0242j�0241 n

1 k+1 /�254+�0302i+1 i+2 ' '+l n+2

,,__ _:_/

$kAi,.j = Ai+1,j+1 K

L

1 k+1 k+2 1+1 1+2 j 1+1 n+2
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Para k + 1 =2�030

. I i=k+1 i+1 j�0241 ' n+1

_____ ___,

Aw�031 K b

T

1 i=k+1 1',-1-1 j�0241 n+1

Se tienen:

1 1' /�030-2j�0241 , n

 :

1 i j�0242 j-1 n

1 i=k+1 i.+1 2�030+2 j j+1 n+2

l/_g,

3IcAz:j
\ .
.3

1 1':k+1 1+1 i+2 j+1 11.4-2

Que�024esequivalente

1 i=k-+1 i+1 i+2 j j+1 n+2

�030 �030Ij __,_,z

Q\

SIcAm�030= Ai,j+1Ai+u+1 E V

. /Z _

/

T
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Para1l<k+1<j

1 2' 5+1 k+1 1-1 j n+1

�031,__,I

Am"
T

1 1 i+1 k+1 j�0241 j n+1

Setienen:

1 1' 1+1 �030-2j�0241 n

__,______/

dk/L32�030= A1',:'�0241 K
.3

1 1' i+1 j�0242j�0241 n

1 1' 1+1 k+1 k+2 j j+1 n+2

�031
_,_____/

3kAi,j = A1i,j+1

\$

1 1 1+1 k+1 k+2 j 1+1 n+2

Parak+1=j

1 1�030 1+1 �030-1j=k+1 n+1

I __�031_,_?__/

A:',j K

T

1 1�030 1+1 j�0241j=k+1n+1
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Setienen:

1 1' i+1 '�0241 n

 

1 i 1l+1 j�0241 n

1 1', i+1 j-1 j=lc+1 j+1 n+2

(/
T

V 3kAi,j = Ai,jA1',j+1

..'.r�024/�030//

kxx

Pa.rak+1>j

1 i 1+1 �030-1J" }c+1 n+1

- {T2

A23; K

T

1 i i+1 j�0241 j k+1 n+1

Setienen

1 V 2�030 i+1 21 J�030 n

l/_,

dkAi�031j=Ai�030j L
T

1 i i+1 j�0241 j n *
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1 1' i+1 j�024] i I: + 1 1: + 2 n + 1

___f :2

5kAz',j = Am�030 K
T

�030 1 1' 1+ 1 j�0241 j k + 1 k + 2 n + 1

Por tanto:

Ai_1�031j_]Si [(7 + 1 <

I si lc + 1 = 1', j

d'='4m�031= . .
Ai:j_1 s1i<k+1<]

A521�030 Si [(7 + 1 >

A1�030+1Yj+1 Si /17 +1 < i

Ai,j+1A{+1�030j+1Si k + 1 =

5kAi,j = A1�030,J41 Si i< k + 1 <

Ai_jAi!j+1 Si ,57 + 1 =

A5, J�030 Si k1 + 1 >

Las identidades sin1pliciales son inducidas de B = {B,,+1}"Z0

Los principales resultados del presente trabajo son:

I Construccién de la n�024esferasimplicial obtenida como cociente médulo su

borde.

I Construccién de una. estructura simplicial constituida por grupos de per-

mutaciones.

I A partir de los grupos de trenzas de Artin se veri}401canal detalle todas

las identidades simpliciales para la conformacién de un grupo simplicial

cruzado.

I Los grupos de trenzas puras como subgrupos de grupos de trenzas de Artin

se constituyen en un grupo simplicial.
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Capitulo 6

Discusién de resultados

Considerando que este trabajo no tiene resultados experimentales obtenidas en,

Iaboratorio no es posible realizar una. discusién en ese sentido ; sin embargo po-

demos realizar una discusién respecto de otros trabajos.

En [3] se presenta los complejos simpliciales las cuales tienen asociadas nodos y

caras con una representacién poligonal, que para nuestro estudio resulta un ejem- »

plo especial de A�024conjuntodonde se tienen agregadas las degeneraciones.

Trabajar los conjuntos simpliciales con estructura de grupo se constituye en una

herramienta més efectiva para. las muchas areas entre ellas la topologia algebrai-

ca.

En[9] se da forma al conjunto de generadoras de trenzas y trenzas puras. En el

presente trabajo se hace la presentacién de la n-esfera simplicial se dé una des-

cripcién detallada de las caras y degeneracién en varias dimensiones.

La presentacién de las trenzas como grupo simplicial cruzado y las trenzas puras

como grupo simplicial son presentadas de manera explicita veri}401candotodas las

identidades simpliciales.
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Capltulo 7

Concluslones

u La presentacién de las A �024estructurase constituyen en una. herramienta

decisiva para. la construccién de conjuntos simpliciales.

I Los cocientes de n- simplejos médulo borde de simplejos permite Ia cons-

truccién de la esfera simplicial. �031

I Los grupos de permutaciones tienen asociada un conjunto simplicial mode-

lo para la construccién de otro conjunto simplicial como grupo simplicial

cruzado.

I Los grupos de trenzas de Artin tienen asociada. una estructura de grupo

éimplicial cruzado Ia cual es Veri}401cadaen detalle.

I Los grupos de trenzas puras tienen asociada una estructura de grupo sim-

plicial Veri}401cadaen detalle.

I El presente trabajo permite tener una. nueva herramienta para areas como

V topologia algebraica y diferencial. .
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Capltulo 8

Recomendaclones

1. E1 trabajo de tesis presenta la. construccién detallada de los n�024sin1plejosy

la esfera simplicial, se recomienda ver [9] y [10] para la construccién simpli-

cial del espacio de Lazos, espacio caminos, conos suspensién; Asi como la

Homotopfa de estos conjuntos simpliciales.

2. En la. construccién detallada de grupo sirnplicial cruzado para los grupos de

Trenzas de Artin y de grupo simplicial para los grupos de trenzas puras se

recomienda ver [7] y [6]~para la construccién simplicial de trenzas Brunianas

y su realacién con la homotopia de la esfera S2

3. Seg}401nla recomendacién anterior el presente trabajo resalta de gran utilidad

para estudiantes de Ciencias e Ingenieria, sobre todo en topologia y geometia

diferencial.
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Anexos

Anexo 1: Matriz de consistencia

POBLACION
Identi}402cacibn Objetivos Hipétesis Determinacién del En este trabajo

del problema Generales Genera] Universo podemos considera:

Uno de los problemas E1 presente La secuencia de Nuestro Universo seré que nuestra poblacién

fundamentales en trabajo de tesis �031I\'enzasde Artin la teoria de trenzas esta constituida

topologfa algebrajca tiene como objetivo B = {B,.+1)"2}402 y A-mu-ucturas. por los conjunto:

es el estudio de 105 general presentar se presenta como Técnicas simpliciales

A-conjuntos,mas A-estructuras. Asi un conjunto Descriptivas constituyendose

generalmente de los como también Simplicial con La metodologia a la muestra en las

conjuntos simpliciales; conjuntos y operadores emplear sera el secuencias de

por lo que el problema grupos simpliciales ct, : B,.+1 �024>B" enfoque inductivo �031I\-enzasde Artin

consiste en identi}401car Objetivos que elimina la (inducir de}401niciones y trenzas puras.

y describir algunos Espect}402cos (H1)-hebra y ,teorema5,

conjuntos simpliciales 1) Determinar la s,- : B,.+1 �024>B,.L+2 corolarios, etc)

,grupos simpliciales esfera Simplicial que duplica la Asi como también

y grupos simpliciales como cociente (i+1)»hebra. el enfoque debe

cruzados de msimplejos Hipbtesis ser deductivo

Formulacidn del 2) Dar estructura Especi}401ca �030 (Deducir la.

problema �030I Simplicial a los 1.-A partir del n- demostracifm de

1) LS5: podra. dar grupos de simplejo A[n] sa los teoremas

estructura simplicial permutaciones construye el corolarios, etc)

a los grupos de 3) Dar estructura conjunto simplicial Lo que permitiré

permutaciones y? �030 de grupo simplicial S" llamado realizar Ia

Lrenzas puras cruzado a los esfera simplicial investigacién

2),�030,Sepodré dar grupos de trenzas y 2)La. secuencia de sobre las A-

estructura de grupo estructura de trensas de Artin estruct.uras,esfera

Simplicial cruzado a grupo simplicial se constituye en simplicial y

los grupos de Lrenza a los grupos de en Grupo simplicial Trenza Simplicial

trenzas puras cruzado
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Anexo 2 : Mapa conceptual del trabajo

. A-estructuras

Permutacién C0niUn�031t°
Simplicial Simplicial

Grupo SimplicialIG'"f:%:;'('1F")"°�030a'

Grupo Simplicial Gmpo Simplicial

de Trenzas Puras *Cruzado1:la=Trenzas<
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