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RESUMEN

�034UNMETOD0 NUMERICO PARA OBTENER MATRICES NO NEGATIVAS

Y NO NEGATIVAS SIMETRICAS BASADO EN UNA MEJORA DE LAS

CONDICIONES DE SULEIMANOVA�035

EDWIN ANTERO FLORES MONTOYA

Callao, Febrero, 2016

PERU

En este trabajo presentamos un método numérico, para resolver dos tipos de

problemas inversos de valores propios reales, uno para matrices no negativas

RNIEP y otro para matrices no negativas simétricas SNIEP. Primero construimos

una matriz 2 X 2 no negativa y también una matriz no negativa simétrica. Para ello

discutiremos las condiciones para que dos valores propios sean el espectro de dicha

matriz, discusién que re}402ejamosen dos lemas. Luego construimos una matriz de

orden n X 71, para esta construccién usamos el teorema de Nazari y Sherafat, y otros

resultados, en cada paso buscamos matrices con los valores propios deseados y una

estructura deseada, y luego los combinamos para resolver los RNIEP 0 SNIEP, esta

construccién lo presentamos en nuestro método numérico y luego damos algunos

ejemplos numéricos. Posteriormente se discutiré como la construccién 2 X 2 puede

ser aplicado a problemas inversos de valor propio para matrices estocésticas.

Palabras claves:

I Problema inverso de Valores propios

I Matrices no negativas y no negativas simétricas

I Método �030numérico.



ABSTRACT

"A NUMERICAL METHOD FOR PARENTS NONEGATIVE AND

NONEGATIVE SYMMETRIC BASED ON IMPROVED CONDITIONS

SULEIMANOVA"

EDWIN ANTERO FLORES MONTOYA

Callao, February, 2016

PERU

We present a numerical method to solve two types of inverse problems of real

eigenvalues, one for nonnegative matrices RNIEP and one for symmetric matrices

SNIEP nonnegative. First we construct a nonnegative 2 X 2 matrix and a symmetric

nonnegative matrix. To do this we will discuss the conditions for two eigenvalues

are the spectrum of said matrix, discussion we re}402ecton two slogans. Then we built

a matrix of order n X n, for this construction we use the theorem Nazari and

Sherafat, and other results, every step we look matrices with desired eigenvalues

and a desired structure, and then combine them to solve RNIEP or SNIEP, this

construction we present our numerical method then give some numerical examples.

It will be discussed later as the construction 2 X 2 can be applied to inverse

eigenvalue problems for stochastic matrices. I

Key words: I

' Inverse eigenvalue problem

I Matrices nonnegative and nonnegative symmetrical

' Numerical method '
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I. PLANTEAMIENTO DE LA

INVESTIGACION

1.1 Identi}401caciéndel problema

En lo que sigue NIEP denotaré el problema inverso de valores propios siempre que

la lista 0 = {/11...,/1�035}sean n n}402meroscomplejos. Si 6 = {A1...,l,,} son 11 n}401meros

reales, e1 NIEP se divide en dos subproblemas; RNIEP para matrices no negativas

y SNIEP para matrices no negativas simétricas. Para ello nos preguntaremost

g,Seré posible resolver RNIEP y SNIEP?

La respuesta es a}401rmativay se obtiene a partir del siguiente resultado dado por

Suleimanovaz Si c = {11, . . . , An} conjunto de 11 n}401merosreales, 11+/12+/13+

...+A,, 2 Oyli < Oparai = 2,...,n.

Entonces existe una matriz no negativa de orden n X 11 con el espectro cs. (1.1)

Finalmente se debe tener en cuenta que las condiciones de Suleimanova consideran

solo un valor propio positivo y los restantes negativos, por eso la necesidad de

busca: otras condiciones para tal objetivo.

1.2 Formulacién del problema

Lo que pretendemos analizar y responder son las siguientes interrogantes:

1) g,Podrem0s mejorar la condicién su}401ciente(1.1)?

2) g,Existiré un método numérico que me permita construir la matriz

garantizada por Suleimanova?
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3) g,Seré posible aplicar este resultado a otro tipo de matrices con tal

condicién?

1.3 Objetivos de la investigacién

1.3.1 Objetivos generales

Esta tesis tiene como objetivo general construir un método numérico para obtener

matrices no negativas y no negativas simétricas basado en una mejora de las

condiciones de Suleimanova. Es decir encontrar una matriz no negativa y no

negativa simétrica de valores propios {/11,...,/1�035}dispuestos en el siguiente orden

11 2 _>_ Ar 2 02 /1,�034_>_ 2 in talesque)t1+/1,4,1 + +/in 2 0.

1.3.2 Objetivo Especifico

Como objetivos especi}401costenemos los siguientes:

1. Familiarizarse con las matrices no negativas y sus respectivas

propiedades.

2. Obtener las condiciones para que {lhlz} valores propios formen el

espectro de una matriz no negativa de orden 2 X 2.

3. Presentar un método numérico para la construccién de matrices no

negativas y no negativas simétricas de orden n X n.

1.4 Justificacién

Los métodos numéricos son técnicas mediante las cuales es posible fonnular

problemas de tal forma que puedan resolverse usando operaciones aritméticas. Hoy

en dia, las computadoras y los métodos numéricos son una alternativa para célculos

tan complicados y tediosos. E1 presente trabajo se justi}401caya que nosotros
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desarrollarnos un algoritmo en Matlab, por ello, los estudiantes facilmente lo

podrian usar para posteriores trabajos. E1 hecho de trabajar con matrices cuadradas

no negativas se justi}401catambién puesto que los sistemas lineales A - x = b pueden

no tener solucién {mica a menos que las entradas de la matriz A sean n}401merosreales.

1.5 lmportancia

Los modelos lineales son frecuentes en economia, sistemas de comunicacién,

sistemas de ingenieria, etc. Bien como aproximaciones simpli}401cadoras0 bien como

resultado de la naturaleza del problema. Por ello y, situados en este enfoque lineal

las matrices juegan un papel fundamental. Hay ciertos tipos de matrices que

presentan propiedades especiales interesantes con aplicaciones tanto iniciales como

}401nalesen los sistemas antes mencionados. En una primera aproximacién podemos

decir que esta clase de propiedades se re}401erena la relacién entre la estructura de la

matriz y el maximo modulo de los Valores propios de dicha matriz es decir su radio

espectral. Por ejemplo si nos basamos en economia,�031la no negatividad de las

variables econémicas es casi intrinseca puesto que suelen presentarse cantidades y

precios, por ello la importancia de trabajar con matrices no negativas y la

importancia de esta investigacién. Los primeros estudios para resolver RNIEP se

inicia con Suleimanova y posteriormente por otros matematicos en diferentes

lugares, y el SNIEP fue propuesto por Fiedler como un problemas de optimizacién

con restricciones y resuelto por Orsi y otros mateméticos usando diferentes

métodos, pero hasta la fecha ambos problemas se mantiene sin solucién para

11 2 S; siendo hoy un campo activo de investigacién. Esta investigacién es

importante porque, presenta un método numérico répido para resolver RNIEP y
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SNIEP dc orden n X n. Ademés es importante también porque presenta una forma

répida de resolver problemas inversos para matrices estocésticas con valores

propios reales.
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11. MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes del estudio 5

E1 problema inverso no negativo de Valores propios NIEP es el problema que

consiste en encontrar una matriz no negativa de orden n X n con espectro

6 = {l1...,2.n} bajo ciertas condiciones sobre los /1]-. E1 NIEP hasta la actualidad

sigue abierto. E1 problema anterior sélo se ha resuelto para 11 = 3 por Loewy

London ([27], 1978) y para 11 = 4 por Meehan ([1], 1998) y Torre-Mayo ([14],

2007). E1 caso n = 5 ha sido resuelto para las matrices de traza cero en ([15], 1999).

Otros resultados, sobre todo en términos de condiciones su}401cientespara que el

problema tenga una solucién (en el caso de una lista compleja 6), se han obtenido,

en orden cronolégico, en [24] - [29]. .

Dos subproblemas principales de1NIEP y que son de gran interés son el problema

inverso no negativo de valores propios reales RNIEP, en la que 6 es una lista de

mimeros reales, y el problema inverso no negativo simétrico de valores propios

reales SNIEP, debemos indicar que, ambos problemas se mantiene sin solucién para

11 2 5.

Las primeras condiciones su}401cientespara la existencia de una matriz no negativa

con un espectro real dado RNIEP se obtuvieron por Suleimanova ([3], 1949) y

Perfect ([31], [35]; 1953 y 1955). También se han obtenido otras condiciones

su}401cientes,en orden cronolégico en [33] - [34], (ver también [3], [31], y sus

referencias para un estudio exhaustive). Ademés del RNIEP, también discutimos

un problema relacionado, llamado el problema inverse no negativo simétrico con
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valor propio SNIEP, propuesto por Fiedler [4]�030Luego més tarde Orsi [17] utiliza

Ias ideas de proyeccién alternas para dar solucién al SNIEP. En Iugar de obtener un

resultado aproximado, trataremos de construir una matriz simétrica no negativa

basado en una secuencia de matrices de orden 2 X 2 como un bloque dc

construccién. Esta construccién se basa en los libros [22], [23] y [24].

2.2 Preliminares

2.2.1 Valores y vectores propios de una Matriz

Definicién II.l . Diremos que una matriz A E M,,(lR) es no negativa si todas sus

entradas son no negativas.

Definicién II.2. Sea V un espacio vectorial sobre M y T E L (V). Diremos que

un escalar 2. es un valor propio (0 autovalor) dc T si existe un vector 12 no nulo en

V tal que Tv = Av. En tal caso, diremos que el vector 1: es un vector propio

(0 autovector) asociado al valor propio ,1.

De}401niciénIL3. Los valores propios de una matrizA E M" son los valores A E IR

que anulan el siguiente polinomio de grado n

' pA (A) = IA �024Al | que llamaxemos polinomio caracteristico.

Observaci_6n II.1

E1 conjunto de vectores asociados al valor propio /1 es un subespacio vectorial de V

que llamaremos subespacio propio asociado a /1:

E(/1) := Ker (T �024AI).
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Observacién 11.2

Un mismo vector no puede ser vector propio asociado a dos valores propios

diferentes.

2.2.2 El NIEP

Problema II.1 Sea 6 = {A1,... , ln}E (C. Encuentre una matriz no

negativa de orden n X n can valores propios 0 (si existe tal matriz).

Es fécil ver que la solucién de1NIEP puede no ser }401nico,una vez que exista, ya que

no se dan los nlimeros n con respecto alas 112 variables desconocidas, es decir una

matriz de orden n X n.

Més en general, sea c = {11, ...,/1,,} un conjunto de valores propios de una matriz A

de orden n X n y sea el k�024ésimomomento sk de 6 de}401nidopor

5k 2 2:1/1i" = traza (Ak), k = 1,2, (1)

De (1) se desprende que si cs es un conjunto de valores propios de una matriz A no

negativa, entonces los momentos de la matriz no negativa son siempre no negativos.

Es decir

sk 2 O,k = 1,2, (2)

Basado en la nocién dada en (1), la siguiente condicién necesaria proporciona la

condicién necesaria més amplia en la solvencia de un problema inverso no negativo

de valores propios y se puede demostrar mediante la simple aplicacién de la

desigualdad de HO1der [1]. �031

Tgorema II.l. Supongamos cs = {11, .'..,}.n} un conjunto de valores propios de

una matriz no negativa de orden n X n. Entonces las desigualdades

12



3}," S n�031"�0301skm (3)

Se satisfacen para todo k, m = 1, 2, . . ..

Las desigualdades (2) y (3) son condiciones necesarias y su}401cientespara que

(5 = {A1, ...,ln} con 11 S 3 sea un conjunto de Valores propios de alguna matriz no

negativa. Sin embargo, para 71 _>_ 4, (2) y (3) no son su}401cientes,y el problema sigue

abierto. Si 6 se restringe a los mimeros reales, es decir, e1NIEP con valores propios

reales RNIEP, entonces las condiciones (2) y (3) siguen siendo necesarias y

su}401cientepara resolver RNIEP con 11 = 4 esta discusién fue hecha por R. Loewy,

D. London ver [1]. De hecho, el RNIEP esté todavia abieno para 11 2 S.

Efectivamente, hay varias condiciones necesarias 0 su}401cientespara que una lista 6

sean los valores propios de una matriz no negativa; Sin embargo, en general, las

condiciones necesarias son inusualmente demasiado generales y las condiciones

su}401cientesson demasiado especi}401cascon las pruebas no constructivas

[2, Seccién 6]. Una condicién su}401cienteque es constructiva para una lista

{11, ...,/In} do n n}401merosreales, que es el espectro de una matriz no negativa fue

dada por Suleimanova ver [3].

Seguidamente de}402nimosuna matriz estocéstica.

2.2.3 Matrices estocésticas

Definicién II.4. Una matriz real A=[ai,~] de orden n X 11 se llama estocéstica si

todas sus entradas son no negativas y la suma de todas sus }401lases igual a 1.

Teorema IL2. Una matriz no negativa A es estocéstica si y solo si tiene e1 valor

propio 1 con vector propio (por la derecha) dado por e = [1,1,1 ,1]T.

. , 13



Ademés, el radio espectral de una matriz estocaistica es 1.

Su prueba lo puede encontrar en [39, Teorema 1, p. 547]. I .

Ahora construiremos la matriz no negativa de orden 2 x 2 con los valores propios

{11,l2}-

2.3 Construccién de matrices no negativas de orden

2 x 2

Tenga en cuenta que para la existencia de una matriz no negativa

_ a b . .
A �024[C d], con valores prop1os {/11,12}, es clerto que

a+d=/11+A220 (4a)

ad �024be = 11/12 (4b)

Siendo b y c no negativos, se deduce de (4a) y (4b) que

bc = a(/11 + 2.2 �024a) �0241112

= _ (a _/11+2/12 )2 + (/11'43~2)2 2 0 (5)

esto implica que 11 2 a 2 12.

Si 12 < 0, entonces la entrada a se Iimita mas aim a/11 + 12 Z a 2 0.

De lo hecho anteriormente:

Las entradas de matrices no negativas con el conjunto dc valores propios {/11,12}

puede ser completamente caracterizado por el siguiente lema.

A 14



Lema II.l. {A112} son los valores propios de una matriz no negativa de orden

_ a b , , , . . . .
2 x 2 A - [C d], s1 y solo s1 (4)y1as slgmentes condmones,

Alzaz/12, si).220

A1+l22a20, si}.2<0 (6)

son satisfechas.

Prueba.

Se sigue de (4) y (5) que S610 tenemos que demostrar que si (4) y (6) se cumplen,

entonces A es una matriz no negativa con el espectro deseado {A1 J2}.

Supongamos que (6) se cumple. Entonces (4a) implica que

/'l12dZlz,sil220

11+}; 2d20,si/12 <0,

y por lo tanto A es una matriz no negativa. I

Observacién II.3

Del lema anterior es fécil Ver que la matriz

A 0 .
[02 A1], $11220

A: [0 �024/11/12] ./1 <0 (7)
1 /11 + /12 ' 5�0302 �030

Es una matriz no negativa con valores propios {A112}.

15



Del mismo modo, podemos llegar a diferentes tipos de matrices no negativas

baséndonos en las condiciones dadas en el lema anterior.

Ahora nos preguntamos:

(;Este lema se podré aplicar para construir matrices simétrica no negativa de orden

2 X 2?

La respuesta es proporcionada por el siguiente resultado.

Lema IL2. {/11,12} son los valores propios de una matriz simétrica no negativa

de orden 2 X 2 A = [Z Z], si y sélo s1�031(4) y las siguientes condiciones,

/112112/12, si/1220

l1+}.22a20,si}.2 <0 (8)

son satisfechas.

En particular, la entrada b se denota por

b = § 2 0.

Omitimos la prueba aqui, ya que es tan similar a la discusién del lema anterior I

De aqui, se puede observar que la matriz

P: 21- .12 2 0

A: [ 0 �030/T2/11],si/12<0. (9)
�030/T211/11 + /12

Es una matriz simétrica no negativa con valores propios {/11,/12}.

' 16



Estos lemas servirén de base para la construccién de la matriz de orden n X 11 con

valores propios deseados.

2.4 Teorema de Suleimanova

Antes de enunciar el teorema daremos algunas de}401nicionesy resultados previos.

De}401niciénII.5. Al conjunto de todos los valores propios Xi de una matriz

A 6 Mn se le denomina espectro de A.

Definicién IL6. E1 radio espectral de una matriz A E Mn se de}401necomo

p(A) = max ll,-|.

De}401niciénII.7. Llamaremos a 1: vector propio unitario correspondiente al valor

propio A, si llvll = 1.

2.4.1 Teorema de Perrén-Frobenius

Teorema II.3. (Perr6n�024Frobenius).Sea A = [aij], una matriz no nula de

orden n X n y supongamos que a,-1- 2 0 paxa cada i, j entonces A tiene un valor

propio real y positivo mayor que el valor absoluto de todos los demés y tal que tiene

un vector propio asociado con todas sus componentes no negativas.

Prueba:

Consideremos el conjunto,

CA = {t E IR, existe 0 i x Z 0 tal que Ax > tx}.

1°. Veamos que CA contiene algfm nlimero positivo

Sea x = (1.1, ,1), entonces y = Ax Veri}401caque y > 0. Por tanto, tomando

17



�034£"=min,-{y(z')} > 0, tenemos que Ax = y > sx, luego 2 6 CA como las

aplicaciones x -> A, x -> tx son lineales en IR", en la de}401niciénde CA podemos

suponer que Zf�030=1x(i)= 1.

2°. Probemos ahora que CA es cerrado

Dada una sucesién {cm} de elementos de CA convergiendo a t queremos ver que

t 6 CA.

Para cada m existe xm 2 0 tal que ZIL1 xm (i) = 1 y Axmt 2 tmxm.

Pasando a una subsuccsién podemos suponer que {x,,,}�024>x.

Como x,,, Z 0 y 2:21 xm (i) = 1, obtenemos que x 2 0 y ):}'=1 x(L') = 1.

Puesto que Axm 2 tmxm,tomando11�031miteobtenemos que Ax > tx,1uego t E CA.

3°. Veamos ahora que CA esté acotado

Sea 15 6 CA y x el vector asociado con ELI x(i) = 1

Sumando las coordenadas tenemos que

71. 7!. 7t 11 '

t = Zcrxm s 2(Ax)<t> = $2 a.»,-x 0»
i=1 i=1 i=1 j=1

71. 11 72 71

. =Zx(j)Za,-,=ZZa,-,-:=M

j=1 i=1 j=1 i=1

Luego CA esta acotado por M.

Como CA es cerrado y acotado, tiene méximo que denotamos por /10.

4°. Veamos que lo es el valor propio que buscamos

Puesto q}401eA0 6 CA, existe 0 at x Z 0 Veri}401candoAx > /lax.

Veamos que Ax = lax

18



siAx at 10x, entonces 0 < (A(Ax �024Aox))(j) para cada j, y llamando y = Ax,

esto nos dice que (Ay) (j) > /10y(j) para cada j .

Entonces existe E > 0 tal que Ay > (/10 + £)y luego (/10+ 2) 6 CA, pero esto es

imposible, ya que 10 = maxC,1. I

Y como sabemos cualquier vector propio asociado a lo tiene todas sus componentes

positivas.

Si 0 at x es un vector propio asociado a lo tenemos que Ax = Aox y como Ax > 0

por tanto x > 0.

5°. Probaremos que lo es mayor que el valor absoluto del resto de los valores

propios

Sea 2. otro valor propio de A e y un vector propio asociado a 1. Si denotamos

lyl == (lyil.-wlynl), se veri}401caque

A(ly|) Z IAYI = I/lyl = I/1| lyl, luego W 6 CA y,p0rtaI1t0, Ill 5 /10�030

De hecho, vamos a probar que 2. at A0, entonces M} < /10.

Por ser A no negativa, para 6 > O su}401cientementepeque}401o,la matriz

A5 = A �02451,, también es no negativa.

Es claro que 1 - 6 y lo �0246 son valores propios de A5 y que /10 - 5 = maxCA _ 5,".

Por tanto, utilizando lo que ya hemos demostrado obtenemos que

|l�0246|SA�024A0 (*)

5°.1. Probaremos que la desigualdad anterior no se veri}401casi

|).[ = M0] y por tanto |l| at MOI.

En tal caso, usando las propiedades de valor absoluto obtenemos que _

M�0245|2 llll �0245|= H/1o!�0245I=/1-lo

19



Portanto,tend:1'amos que |,1 - (SW = i|}.| �0246| = /1 �024/10.

Y como /1 E IR, y ademés 10 > 0 tenemos que 1 < 0 y en este caso

I A - 6| = -2. + 6 = /10 + 5 > /1010 que contradice la desigualdad (*).

Por lo tanto 20 es mayor que el Valor absoluto del resto de los valores propios. I

Observacién II.4

Del teorema anterior al radio espectral de una matriz se le llamaré valor propio

Perrén y a su vector correspondiente, vector propio Perrén.

Teorema II.4. Supongamos {/1,,}L'=1 y {Bk};"=1 son valores propios de una matriz

no negativa A de orden n X n y una matriz no negativa B de orden m X m,

respectivamente, y con /11 2 B1. entonces para alg}401nZ. Z 0, {2.1 + Q, [31 �024

{*,l2,...,/1", [i�0312,...,B,,,}son los valores propios de una matriz de orden

(n+m) x (n+m).

Prueba: Ver [4]

2.4.2 Teorema de Suleimanova

Teorema II.5. (SULEIMANOVA). Supongamos O�030= {/11, ...,/1,,} C IR, 11 + 12

+ 13 + + in Z 0 y A,- < 0 para 1' = 2, . . . , n. Entonces existe una matriz no negativa

de orden n X n con el espectro cs.

Prueba:

Procederemos por induccién paxa n.

Case 1: n = 1

Entonces el teorema es claro (M1 = 1R<�031.+).

Caso 2: n = 2
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�030QLi�0307 �034i5.2

La matriz que satisface las condiciones es �030

[ 0 ,/�024-12/11] (10)

,/�024/12/11 /11 + 12

Case 3: n 2 2 y asumir que el resultado es verdadero para todo 1,;

E1 sistema /1'1 = /11+).2, /1�031;= 23, X3 = ).4,..., l�031n_1=An

Claramente satisface la suposicién.

Por la hipétcsis inductiva, {11, 2'2, , l�031n_1}son valores propios de una matriz no

negativa simétrica de orden (n �0241) X (n �0241). Dado (0) valor propio de orden

1 X 1 y aplicando cl (Teorema II.4) con {. = |/12]. Tenemos que {11, ...,).n} son

valores propios de una matriz no negativa simétxica de orden n X n. I

Ahora construircmos la matriz no negativa n x n teniendo como base la matriz 2 x 2

construida en la seccién (seccién 2.4).

2.5 Construccién de la matriz no negativa de orden

Tl X Tl

En esta seccién derivamos una condicién su}401cientepara que el conjunto de 11

mimeros reales /1,-, sea un posible conjunto de valores propios de una matriz no

negativa de orden n X n y después obtener un método numérico para la

construccién dc tal matriz.

Para empezar, vamos a presentar un resultado muy I.'1til para combinar la

informacién de dos matrices no negativas.

Teorema IL6. (NAZARI- SHERAFAT) Supongamos {/1,,}}§:1 y {}402,,};�035:1son

valores propios de una matriz no negativa A de orden n X n y una matriz no
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negativa B de orden m X m, respectivamente, con 11 Z I /1,, | y B1 2 | }401k|para

todo k > 1. Sea 17 e1 Vector propio unitario correspondiente al valor propio BL Si la

matriz A es de la forma

A1 a

A�024[ht 31], (11)

donde A1 es una matriz de orden (n �0241) X (n - 1), y a, b son dos vectores en

lR"�0301,entonces el conjunto de valores propios de la matriz

c = [A1 �030"�031t] (12)
vb�031B

65 {l1c}icl=1U {Bk}icn=2-

Prueba:

Sea 1: cl vector unitario correspondiente al valor propio Perrén B1. Ahora

encontramos una matriz V1 de orden n x (n �0241) de manera que Y1 = (17 V1) sea una

matriz unitaria. Por lo tanto Bl/1 = ([3112 BV1) y entonces tenemos

L; t rBV 31 O O

_ 1212 v 0
B1�024Y1tBY1= 1 t t 1 =: B

.31�030/117 V1 3 V1 -

O

donde B = VJBV1 son de orden (m �0241)x(m �0241). Por la relacién anterior

obtenemos que los elementos {B,¢}}¢"=2 son los valores propios de 9.

Por e1 teorema de descomposicién de Schur, existe una matriz unitaria V2 de orden

(m �0241) x (m �0241) de manera que Vz�030§V2= 73, donde T3 es una matriz triangular

superior y los elementos de su diagonal principal son los valores propios E.
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Ahora de}401nimos

1 0 0

_ 0
Y2_[5 V2 1:

0

como V2 es una matriz unitaria entonces Y2 es una matriz unitaria, tenemos que

YJB11/2 = Y2�030<Y1�030BY1)Y2= (Y1Y2)�030B(Y1Y2>= WHY (si Y = (M2))

Y = me = (1; V11/2) = (12 T), Y�031=(;�031}401)(si V1V2 = T).

Y es una matriz unitaria de orden m x m y el orden de la matriz T es m x (m �0241).

De las relaciones anteriores tenemos

YY�030= W�030+ TT�031= Im ,

t =1:�030vv�030T=[1 0]

Y Y [T�03012WT] 0 Im-1 ' 0'1)

t = 1J�031Bvv�030BT= [/31 9] =

Y BY [W312 War] 0 T3 T3�030 (22)

Es claro que T3 es una matriz triangular superior y los elementos de su diagonal

principal son los {Bk}$=1. Por el teorema dc descomposicién de Schur, existe una

matriz unitaria X tal que X�030AX= TA, donde TA es una matriz triangular superior y

los elementos de su diagonal principal son los {/1,,]}§=1. Las matrices X ' y X se

pueden dividir de la siguiente manera:

X = yX�030= (Vt K�031),donde V y K son de orden (n�0241)xny 1x(n�0241)

respectivamente. Siendo X una matriz unitaria, entonces es fécil veri}401carque;
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M25: ;;:J=V:: 21
X�030X=VV�030+KK�030=In.

Por las relaciones (2.3) y X�030AX= TA, tenemos,

X�031AX= TA = V�030A1V+ K�031bTK+ V�030aK+ K�031B1K. (2.4)

Consideremos dos matrices Z y Zt y una matriz no negativa C de orden

(m + n �0241) x (m + n �0241) de la siguiente forma:

:

z=L,: 21.2%�030";:"lc=[.7;,: �034:1
Usando las relaciones (2.1) y (2.3), es facil demostrar que Z es una matriz

unitaria. Ahora por las relaciones (2.1) �024(2.4), podemos calcular Z�030CZde la

siguiente manera:

Z,CZ=[V�030A1V+ K�030bTV+ V�031av�030vK+ K�030v�030BsKV�031av�031T+ K�030v�030BT]

T�030vV+ TBVK T�030BT

T

= la�030721%
Donde TC es una matriz triangular superior y los elementos de su diagonal principal

esta dado por {l,,}}¢�030=�0301U{[i�031k}21=2.Por la relacién anterior C y Tc son similares. Por

tanto C resuelve el problema y completa la demostracion. I

Ademés este resultado también puede obtenerse a partir de:

Teorema II.7. Supongamos que {/1k}Z=1 y {Bk}f("=1 son valores propios de una

matriz no negativa A de orden n X n y una matriz no negativa B de orden m X m,

respectivamente, con 11 2 I Ak| y 31 2 [Bk I para todo k > 1. Si A tiene una

entrada diagonal c, entonces la lista (11 + méx.{[?1 �024C}, /12,...,l,,,B2,...,,Bm)
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es un conjunto de valores propios de una matriz no negativa de orden

(n+m�0241)X(n+m-1).

Prueba: Ver [23, Teorema 11].

E1 resultado del (Teorema II.6) también puede extenderse a matrices simétricas no

negativas y se ha discutido en [24, Teorema 8].

Corolario II.1. Supongamos {l,,,}}§=1 y {,Bk}},"=1 son valores propios de una

matriz simétrica no negativa A de orden n X n y una matriz simétrica no negativa

B de orden m X m, respectivamente, con 11 Z I Ak I y B1 2 I Bk I para todo k > 1.

Sea 12 e1 Vector propio unitario correspondiente al valor propio BL Si la matriz A es

de la forma

A1 a
A = [ (13

at B1 )

donde A1 es una matriz de drden (n �0241) X (n �0241), y a es un vector en lR3."�0301,

entonces e1 conjunto de valores propios de la matriz

A av�031
C = [ 1 1 14

vat B ( )

35 {/1k]$=1U {5k};T=z-

Con base en el (Teorema II.6 0 Corolario II.1), presentamos nuestras ideas para el

calculo de una matriz no negativa o matriz simétrica no negativa, respectivamente,

seguido por nuestro método numérico.
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Nuestra estrategia es bastante sencilla, pero que ofrece una forma efectiva para

resolver un RNIEP o SNIEP.

Aqui, tomamos la construccién de una matriz simétrica no negativa como un

ejemplo. Supongamos primero que el conjunto de Valores propios {/11,�034,/1,1} estén

dispuestos en el siguiente orden

3.1 2 2 1, Z 0 Z 1,.�035_>_ 2 in y satisfacen la condicién

,11+,1,+1+... +/1,120. (15)

Tenga en cuenta que la condicién (15) es més débil que el resultado de Suleimanova

dada en el (Teorema II.5).

Para probar la existencia de una matriz no negativa de orden n x n con Valores

propios {L-}f'=1, se trataré a la iteracién en términos de matrices de orden 2 X 2 paso

a paso.

0 Comenzaremos con una matriz A de orden 2 X 2 de la siguiente manera.

Caso 1: Supongamos 12 Z 0 y elegir sin pérdida de generalidad una matriz de

orden 2 X 2

_ /12 0�034[011]
Caso 2: Supongamos 12 < 0 y elegir sin pérdida de generalidad una matriz de orden

2 X 2

A �024[ O V -1211] (17)
./�024).2/1111 + 12
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0 Ahora con otro valor propio 13 con base en la matriz A, obtener la matriz

C1 en (14) al aumentar adecuadamente una nueva matriz B1 de orden 2 X 2

con valores propios {A3, A(2, 2)}, del (Lema II.2). Una vez més, se

requieren dos casos a considerar.

Caso 1: Supongamos 2.3 2 0 y elegir sin pérdida de generalidad una matriz de

orden 2 x 2

_ is 0

31�030[0 A<2.2)]" (18)

Observacién II.5

Aqui, A(i,j) representa la entrada (i, j) de A.

Caso 2: Supongamos 13 < 0 y elegir sin pérdida de generalidad una matriz de orden

2 x 2

B _[ 0 ,/-23 A(2,2)] (19)

�030,/-23 A(2,2) /13 + A(2,2)

Tenga en cuenta que este aumento es posible porque por la construccién

A(2,2) 2|/13 |.

Se deduce del (Corolario II. 1) que la matriz

A(1,1) A(1,2)1J1�031
C = [ J 20

1 v1A(1,2)�030 31 ( )

Tiene un conjunto de valores propios {l1,A2,/13}, donde �030U1es el vector propio

unitario correspondiente al valor propio Perrén de la matriz B1.
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- A1 obtener Ia matriz C1 en (20), vamos a reemplazar las entradas de la matriz

original con los de la nueva matriz C1, es decir, rede}401nirA = C1 y continuar

aumentando otra matriz B2 dc orden 2 X 2 con valores propios {14,

A(3, 3)]. Por el (Corolario II.1), la entrada A(3, 3) en la esquina inferior

derecha de la nueva matriz A se requiere que sea valor propio Perrén de la

posterior matriz B2 de orden 2 X 2.

Luego por la condicién (15),

A(3,3) + 2,, 2 0, si 14 < 0, es decir, A(3, 3) 2 |).4| y A(3, 3) = /11 2 A.,, si 14 Z 0.

Se deduce del (Lema 11.2), que existe una matriz B2 no negativa con valores propios

{A4, A(3, 3)}.

Por lo tanto otra nueva matriz C2 puede ser de}401nidapor

A 22,122 A 1:2,3 �030C2:[ (1 >t c ivz (21)
v2A(1: 2,3) B2

Donde 172 es el vector propio unitario correspondiente al valor propio Perrén

A(3, 3) de la matriz B2 y A(i: j,k) representa un vector columna de}401nidopor:

A(i:j, k) = [A(i,k),...,A(j: k)] �030.

A continuacién, rede}401niremosla matriz A por A = C2 con valores propios

{/11, /12J»a,/14}-

Una vez més, por la condicién (15), la entrada A(4, 4) en la esquina inferior derecha

de A, le puede servir como el valor propio Perrén de una matriz no negativa B3 con

Valores propios {A5 , A(4, 4)}.
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0 Continuamos e1 proceso anterior para la siguiente categoria, y, }401nalmente,

obtener de forma constructiva la solucién de una matriz no negativa A de

orden n X 71 con valores propios {/11,/12,/13,...,/1"}.

El proceso recursivo anteriormente dado para obtener una matriz no negativa con

el espectro deseado {l1,l2,l3,. . .,l,,}.

Lo demostraremos a continuacién en expresiones Matlab pero antes daremos un

ejemplo para tres valores propios.

Ejemplo II.l. Este ejemplo lo deducimos de la construccién dada anteriormente.

Dados Ios valores propios [2,%,�0241},Podriamos seleccionar la matriz inicial A

1 0
como A = [2 J, y dos tipos de matriz B como sigue

0 2

B=[0 «/E] 6 B=[o 2]_

\/§ 1 1 1

Esto implica que la matriz C que se obtiene a partir de la combinacién de las

matrices A y B son:

3 o 0 1 0 0
2 I _ _ 2

C = 0 0 \/7 ° C - o 0 2

0 x/E 1 0 1 1

Con valores propios {2,%, -1}.

Una matriz es simétrica no negativa y la otra es solo una matriz no negativa.

Ahora presentamos el método numérico al cual llamamos algoritmo 1.
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2.6 Método numérico para resolver el RNIEP/SNIEP

Algoritmol: E1 RNIEP/SNIEP: [A] = RNIEP/SNIEP(A)

Given A = diag ().1,...,).n), donde /11 Z 12 2 /13 2 2 An ,

return una matriz simétrica no negativa A de orden n X n donde el espectro es A.

°/o considere una matriz inicial de orden 2 X 2

if /12 2 0 then

2.2 0 �030

A �034[0 11]�031

else

-1 AA (_ [ 0 J 2 1];

./�024/1211/11 + 12

end if

% caso contrario continuar

fori = 3 ...n do

if /1,�0302 0 then

A,�030 0 .

B �034[0 A(i�0241,i�0241)]�031

else

0 ,/�024/11-A(i�0241,i�0241)

3 �030- . . . , ;
,/-1,-A(1�0241,1 �0241) A(1�0241,1�0241) +1;

end if

% Calcular el vector propio Perrén de B.

[17] = vector propio Perrén (B)

% Aplicar el teorema II.6 / Corolario II.1
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TEMP<- A(1: i �0242,i �0241) *1)�031;

A �030_[A(1: i �0242,1�030�0242) TEMP]

TEMPT B

end for I

E1 cual al ser programado en MATLAB seria de la siguiente manera:

clc,

N:input('ingrese la cantidad de valores propios:');

disp('1ectura de valores propios de mayor a menor�030);

SV:0;

for i=1:N

K(i)=input('ingrese valor propio:');

it(K(i)< 0)

Sv = Sv + K(i);

end

end

if(K(l) + Sv < 0)

disp(�030valorespropios ingresados no cumplen la condicién 15�030);

else

if (N==2)

if (K(2)>=0)

A2=[K(2) 0;0 K(l)]

end

if(K(2)<0)

A2=[0 ((-1)*K(2)*K(1))"0.5;((-1)*K(2)*K(]))"0.5 K(1)+K(2)]

L1=((-1)*K(2)*K(1))"0.5;

end

end

if (N==3)

if((K(2)>=0) & (K(3)>=0))
B1=[K(3) 0;0 K(1)]

V3=[0;0]

A3=[K(2) 0 0;0 K(3) 0;0 0 K(1)]

end

if ((K(2)>=0) & (K(3)<0))

B1=[0 ((-1)*K(3)*K(1))"0.5;((-1)*K(3)*K(l))�0300.5K(1)+K(3)]

V3=[(-1)*K(3)/((-1)*K(3)*(K(1)+(-1)*K(3)))�0300-5;(K(1))�0350~5/(K(1)+(-1)*K(3))�0300»5]
L2=((-1)�034K(3)*K(l))"0.5;

A3=[K(2) 0 0;0 0 L2;0 L2 K(1)+K(3)]

end

if (('K(2)< 0) & (K(3)< 0))

B1=[0 ((-1)*K(3)*(K(1)+K(2)))�0300A5;((-1)*K(3)*(K(l)+K(2)))�0340-5K(1)+K(2)+K(3)]
Y1=K(1)+K(2)+K(3);

L3=((-1)*K(3)*(K(1)+K(2)))�0300.5;

)1/3351 ())*§(3>/(<-1)*I<<3)*<1<(1)+I<<2)+<-1)*K<3)»Ao.s; <K<2>+I<(1>m.s/(K<1)+K(2>+(-
1 K 3 A .

X1=(-1)�035K(3)/((-1)*K(3)*(K(1)+K(2)+(-1)*K(3)))�0340~5;
X2=(K(2)+K(1))A0.5/(K(1)+K(2)+(-1)*K(3))"<).5;

A3=[0 L1*X1L1+X2;L]*X10 L3;Ll+X2 L3 Y1]

/ end

end

if(N==4)
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if ((K(2)>=0) & (K(3)>=0) & (K(4)>=0))
B2=[K(4) 0;0 K(1)]

V4=[0;0]

A4=[K(2) 0 0 0;0 K(3) O 0;0 0 K(4) 0;0 0 0 K(1)]

end

1'f((K(2)>=0)& (K(3)>=0) & (K(4)< 0))

B2-=[0 ((-1)*K(4)"K(1))�0300-5;((-1)*K(4)"K(1))�0300-5(K(1)+K(4))]
L4=((-1)*K(4)*K(1))A0.5;

V4=[(-1)*K(4)/((-1)*K(4)*(K(1)+(-1)�030K(4)))�031V>.5;(K(l))�0300-5/(K(1)+(-1)*K(4))�0340»5]
A4=[K(2) 0 0 0;0 K(3) O 0;0 O 0 L4;0 0 L4 K(1)+K(4)]

end

if((K(2)>=0) & (K(3)< 0) & (K(4)< 0))

B2=[0 ((-1)"K(4)*(K(1)+K(3)))�0350.5;((-1)*K(4)*(K(1)+K(3)))�0340-5K(1)+K(3)+K(4)]

L5=((-1)*K(4)*(K(1)+K(3)))"0-5;

V4=[(-1)*K(4)/((-1)*K(4)*(K(1)+K(3)+(-1)*K(4)))�0300-5;(K(3)+K(1))�0300-5/(K(1)+K(3)+(-

1)*K(4))�0340~5]

X3=(-1)*K(4)/((-1)*K(4)�030(K(1)+K(3)+(-1)*K(4)))�0300-5;
X4=(K(3)+K(1))N).5/(K(1)+K(3)+(-1)*K(4))"0.5;

A4=[K(2) 0 0 0;0 0 L2*X3 L2*X4;0 L2*X3 O L5;0 L2*X4 L5 K(1)+K(3)+K(4)]

end

if((K(2)< 0) & (K(3)< 0) & (K(4)<0))

B2=[0 ((-1)*K(4)*(K(3)+K(2)+K( 1)))�0300-5;((-1)*K(4)*(K(3)+K(2)+K(1)))"0-5
K(1)+K(2)+K(3)+K(4)]

L6=((-1)*K(4)*(K(3)+K(2)+K(1)))"0.5;

V4=[(-l)*K(4)/((-1)�031K(4)*(K(1)+K(2)+K(3)+(-1)*K(4)))�0300.5;
(K(1)+K(2)+K(3))A0.5/(K(1)+K(2)+K(3)+(�024l)�030K(4))"O.5]

X5=(-1)*K(4)/((-1)*K(4)"(K(1)+K(2)+K(3)+(-1)*K(4)))"0.5;

X6=(K(l)+K(2)+K(3))�0340.5/(K(1)+K(2)+K(3)+(-l)*K(4))"0.5;

A4=[0 L1*X1L1*X2*XS L1*X2*X6;L1*X1 0 L3*X5 L3*X6; Ll "�030X2*X5L3"�030X50 L6;

L1"X2*X6 L3*X6 L6 K(l)+K(2)+K(3)+I((4)]

end

end

if (N=--5)

�034((K(2)>=0)& (K(3)>=0) & (K(4)>=0) & (K(5)>=0))

B3=[K(5) 0;0 K(1)]

V5=[0;0]

A5=[K(2) 0 0 0 0;0 K(3) 0 0 0;0 O K(4) 0 O;0 0 0 K(5) 0;0 0 0 0 K(1)]

end

if((K(2)>:0) & (K(3)>=0) & (K(4)>=0) & (K(5)<0))

B3=[0 ((-1)*K(5)*K(1))�0300-5;((-1)*K(5)�034K(1))"0-5K(1)+K(5)]

P1=((-1)�034K(5)*K(1))"O.5;

V5=[(-1)*K(5)/((-1)*K(5)*(K(1)+(-1)*K(5)))�0300»5;(K(1))�0340-5/(K(1)+(-1)�030K(5))�0300-5]

A5=[K(2) 0 0 0 0;0 K(3) 0 O 0;0 0 K(4) 0 0;0 0 0 O Pl;0 0 0 P1 K(5)+K(l)]

end

if((K(2)>=0) & (K(3)>=0) & (K(4)<0) & (K(5)<0))

B3=[0 ((-1)*K(5)�030(K(1)+K(4)))�0310-5;((-1)*K(5)*(K(1)+K(4)))�0300-5K(1)+K(4)+K(5)]

L7=((-1)*K(5)*(K(1)+K(4)))"0.5;

V5=[(-1)*K(5)/((-1)*K(5)*(K(1)+K(4)+(-1)*K(5)))�0300-5;
(K(1)+K(4))"0.5/(K(1)+K(4)+(.1)�034K(5))�0340,S]

X7=(-1)*K(5)/((-1)*K(5)*(K(1)+K(4)+(-1)*K(5)))�0300.5;
X8=(K(l)+K(4))A0.5/(K(1)+K(4)+(-l)�030K(5))�0350.5;

A5=[K(2) 0 0 0 0;() K(3) 0 0 0;O 0 0 L4*X7 L4*X8; 0 0 L4*X7 O L7;0 0 L4*X8 L7

K(l )+K(4)+K(5)]

end

if((K(2)>=0) & (K(3)<0) & (K(4)<0) & (K(5)<0))
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B3=[0 ((-1)*K(5)*(K(1)+K(3)+K(4)))�0340�0305;((-1)*K(5)*(K(1)+K(3)+K(4)))�0300�0305

K(1)+K(3)+K(4)+K(5)]
L8=((-1)*K(5)*(K( 1 )+-K(3)+K(4)))A(>.S;

V5=[(-1)�030K(5)/((-1)�030K(5)"(K(1)+K(3)+K(4)+(-1)*K(5)))�0350»5;
(K(l)+K(3)+K(4))"0.5/(K(1)+K(3)+K(4)+(-1)*K(5))"0.5]

X9=(-1)'K(5)/((-1)�030K(5)*(K(1)+K(3)+K(4)+(-1)*K(5)))�0340-5;
Xl0=(K(1)+K(3)+K(4))"O.5/(K(1)+K(3)+K(4)+(-1)*K(5))"0.5;

A5=[K(2) 0 0 0 0;0 O L2�034X3L2*X4*X9 L2*X4*X10; 0 L2*X3 O L5�034X9L5�030Xl0;

0 L2�034X4�030X9L5*X9 0 L8;0 L2*X4*X10 L5"�030X10L8 K(1)+K(3)+K(4)+K(5)]

end

if((K(2)<0) & (K(3)<0) & (K(4)<0) & (K(5)<0))
B3=[0 ((-1)*K(5)*(K(I)+K(2)+K(3)+K(4)))"O.5;

((- 1)*K(5)*(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)))�0300-5K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)]

L9=((-1)"K(5)*(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)))A0.5;

V5:[(-1)"K(5)/((-l)*K(5)*(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+(-1)*K(5)))�0340.5;
(K(1)+K(2)+]((3)+K(4))"0.5/(K(1)+K(2)+I((3)+K(4)+(-1)*K(5))"0.5]

X1 1%-1)*K(5)/((-1)*K(5)*(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+(-1)*K(5)))�0300»5;

X12=(K(1)+I((2)+K(3)+K(4))"O.5/(K(l)+K(2)+K(3)+K(4)+(-1)*K(5))"0.5;

A5=[0 I.1*X1Ll*X2*X5 L]*X2*X6*Xll L1�030X2*X6*X12;L1*X10 L3�034X5L3*X6�034Xll

L3 *X6*X12;

L1*X2*X5 L3*X5 0 L6*X11L6*X12;L1�030X2*X6*X11L3*X6*XllL6*Xl1 0

L1*X2"X6*X12 L3*X6*X12 L6"XI2 L9 K(l)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)]

end

end

if (N==6)

if ((K(2)>=0) & (K(3)>=0) & (K(4)>=0) & (K(S)>=0) & (K(6)>=0))

B4=[K(6) 0;O K(l)]

V6=[0;O]

A6=[K(2) 0 0 0 0 O;0 K(3) 0 0 0 0;0 O K(4) 0 0 0;0 0 0 K(5) 0 O;0 0 0 0 K(6) 0;0 0 0 0 0 K(l)]

end

if<<K<2)>=0) & <I<(3>>=0) & <I<<4)>=o) & (K(s).>=o) & (K<6)<o»
B4=[0 ((-1)*K(6)*K(1))"0.5;((-1)*K(6)*K(l))"0�0305K(1)+K(6)]

L10=((-1)*K(6)*]((1))"0.5;

v6=[(-1)*1<<6)/<<-1)*K(6)*(K<1>+(-I>*K(6>)w>.5;(K<1>)N>.s/<K<1)+(-1)*K(6»N>.s1
A6=[K(2) 0 0 0 0 0;0 K(3) 0 0 0 0;0 O K(4)0 O 0;0 O 0 K(5) O 0;0 0 0 0 0 Ll0;0 0 0 0 L10

K(1)+K(6)]
end

if((K(2)>=0) & (K(3)>=0) & (K(4)>=0) & (K(5)<0) & (K(6)<0))

B4=[0 ((-1)*K(6)�034(K(1)+K(5)))�0300-5;((-1)*K(6)'(K(1)+K(5)))�0340-5K(1)+K(5)+K(6)]

L1 1=((-1)'K(5)*(K(1)+K(5)))�0300.5;

V5=[(-1)*K(6)/((-1)*K(6)*(K(1)+K(5)+(-1)�030K(6)))�0300�0305;(K(5)+K(1))�0340»5/(K(1)+K(5)+(-

1)*K(6))"O.5]

X13=(-1)*K(6)/((-1)*K(6)*(K(1)+K(5)+(-1)*K(6)))�0340-5;
X14=(K(5)+K(l))�035O.5/(K(l)+K(5)+(-l)*K(6))"0.5;

A6=[K(2) 0 0 0 0 0;0 K(3) 0 0 0 0;0 0 K(4) 0 0 0;0 0 0 0 P1*Xl3 P1*X]4;

0 0 0 P1*Xl3 0 L11;0 0 0Pl*X14 Ll] K(1)+K(5)+K(6)]

end

if ((K(2)>=0) & (K(3)>=0) & (K(4)<0) & (K(5)<0) & (K(6)<0))

B4=[0 ((-1)*K(6)*(K(1)+K(4)+K(5)))"0~5;((-1)*K(6)*(K(1)+K(4)+K(5)))�0340-5
K(l)+K(4)+K(5)+K(6)]

L12=((-1)*K(6)*(K(1)+]((4)+]((5)))"0.5;

V6=[(-1)*K(6)/((-1)*K(6)*(K(1)+K(4)+K(5)+(-1)*K(6)))�0300-5;

(K(1)+K(4)+K(5))�0340-5/(K(1)+K(4)+K(5)+(-1)�030K(6))�0300-5]
X15=(-1)*K(6)/((-1)*K(6)*(K(1)+K(4)+K(5)+(-1)*K(6)))"0.5;

X16=(K(] )+]((4)+K(5))�0350.5/(K(1)+K(4)+K(5)+(-1)*K(6))"0.5;
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A6=[K(2) 0 0 0 0 0;0 K(3) 0 O 0 O;0 0 O L4*X7 L4*X8*X15 L4*X8*X16;0 0 L4*X7 0 L7*X15

L7*X16;

0 o L4*X8*Xl5 L7*X15 0 L12;0 0 L4*X8*X16 L7*X16 L12 K(l)+K(4)+K(5)+K(6)]

end

if((K(2)>=0) & (K(3)<0) & (K(4)<0) & (K(5)<0)& (K(6)<0))�024

B4=[0 ((-1)�034K(6)"(K(1)+K(3)*K(4)+K(5)))�0340-5;((-1)�030K(6)*(K(1)+K(3)+K(4)+K(5)))�0300-5

K(1)+K(3)+K(4)+K(5)+K(6)]

�030 L13=((-1)�034K(6)*(K(1)+K(3)+K(4)+K(5)))�0300-5;

V6=[(-1)*K(6)/((-1)"K(6)*(K(1)+K(3)+K(4)+K(5)+(-1)*K(6)))�0300-5;
(K(l)+K(3)+K(4)+K(5))"0.5/(K(1)+K(3)+K(4)+K(5)+(-1)*K(6))N).5]

X17=(-1)*K(6)/((-1)*K(6)*(K(1)+K(3)+K(4)+K(5)+(-1)�030K(6)))�0340.5;
X18=(K(1)+K(3)+K(4)+K(5))"0.S/(K(1)+K(3)+K(4)+K(5)+(-1)*K(6))"0.5;

A6=[K(2) 0 0 0 0 0;0 0 L2*X3 L2*X4*X9 L2*X4*Xl()*X17 L2*X4*Xl0*Xl8;0 L2*X3 0

L5*X9 L5*X]0*X17 L5*XlO*X18;0 L2*X4*X9 L5*X9 0 L8*X17 L8*X18;

0 L2*X4*X10�034X17L5*Xl0"X17 L8*X18 0 L13;

0 L2*X4*Xl0*X18 L5*X10*X18 L8*X18 L13 K(1)+K(3)+K(4)+K(5)+K(6)]

end

if ((K(2)<0) & (K(3)<0) & (K(4)<0) & (K(5)<0) & (K(6)<0))

134:[0 ((-1)"K(6)�031(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)))�0340~5;

((-1)*K(5)*(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)))�0300»5K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)+K(6)]

Ll4=((-1)"K(6)*(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)))"0~5;

V6=[(-1)*K(6)/((-1)*K(6)�030(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)+(-1)*K(6)))�0300.5;
(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5))"0�0305/(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)+(-1)�030K(6))A0.5]

X19=(-1)*K(6)/((-1)*K(6)*(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)+(«1)*K(6)))�0350.5;

X20=(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5))�0350.S/(K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)+(-l)*K(6))"O.5;

A6=[0 L1*Xl L1*X2*X5 L1*X2*X6*X11 L1*X2*X6*X12*X19 L1 *X2*X6*X12*X20;

L1*X10 L3�034X5Ll*X6*X11Ll*X6�030Xl2*X19Ll*X6*X12*X20;Ll *X2*X5 L3�034X50

L6*Xl1 L6�034X]2�030X]9L6*Xl2*X20;L1�030X2"X6*Xl1L3*X6*Xll L6*X110 L9*Xl9 L9*X20;

L1*X2*X6�034X]2�034X19Ll*X6*X12Xl9 L6�031X12"Xl9L9*Xl9 0 L14;L1*X2*X6*X12*X20

Ll �034X6*X12*X20L6�030X12*X20L9*X20 L14 K(1)+K(2)+K(3)+K(4)+K(5)+K(6)]

end

end

end I

Tenga en cuenta que en nuestro algoritmo, desglosamos la construccién de la matriz

A deseada a una secuencia de submatrices dc orden 2 X 2 y luego combinamos estas

submatrices, para dar una solucién no negativa al problema original.

Basado en el procedimiento constructive, se tiene la siguiente condicién su}401ciente

para la construccién de una matriz no negativa de orden n x n.

Teorema H.8. Sea 11 Z 22 Z...Z in mimeros reales y sea 1�030el mayor n}401mero

con Ar 2 0. Si Ia condicién 21+ l,+1+. .. + An 2 0 (22)
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Se satisface, entonces existe una matriz no negativa de orden n X 71 con

0 = {/I1,...,l,,} como su espectro.

Prueba: _

Su prueba se puede observar directamente de la discusién hecha en la (seccién 2.5).

De hecho, la matriz no negativa también puede ser elegida para ser una matriz

simétrica. Tenga en cuenta que la condicién su}401cienteen el (Teorema II.8) no

requiere la negatividad del restante n �0241 Valor propio, y es un poco meis débil que

la dada por Suleimanova. Esta condicién simpli}401cadatambién se muestra en [25]

para los casos n = 2 y 3 desde el punto de vista geométrico.

2.7 Experimentos Numéricos

En esta seccién, demostraremos mediante ejemplos numéricos como e1A1goritmo1

puede ser aplicado a la construccién de la solucién de RNIEP 0 SNIEP y a matrices

estocésticas asociadas con un espectro en panicular.

Ejemplo II.2. Para ilustrar la viabilidad de nuestro enfoque, Veamos problemas

de tama}401orelativamente grande, siendo un conjunto de valores propios de tama}401o

més grande que 5.

Para demostrar la robustez de nuestro enfoque, los datos de prueba se generaran a

panir de una distribucién uniforme en el intervalo [�024�02410,0],es decir G = {21.3323,

5.0851, 3.0635, -5.1077, -7.9483, -8.1763}. Se puede ver fécilmente que este

conjunto de Valores propios satisface la condicién (22). Reportamos a continuacién

la matriz de valores propios (S.
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Matriz 2.1

5.0851 0 o o 0 0

0 3.0635 0 0 0 0

_.- 0 0 0 5.9856 6.0286 6.0653

I 0 0 5.9856 0 3.0054 s.o542

E o 0 6.0286 8.0054 0 8.2261 ;

4 o 0 6.0653 3.0542 8.2261 0.1000

Observamos que el algoritmo original considera una matriz no negativa simétrica

como el objetivo. Como es de esperar, el resultado de la salida puede ser una matriz

no negativa en general, con el mismo espectro.

Este resultado puede obtenerse actualizando el algoritmo 1 al cambiar la matriz B

por:

0 �024A(i�0241,i�0241) At] ,
B = . . , 21- 0 23

[1 A(z�0241,L�0241)+).,-5�030*< ()

Ejemplo II.3. En este ejemplo, daremos el resultado de Suleimanova para poner

a prueba nuestro enfoque. Para empezar, generamos al azar un conjunto de valores

propios negativos, por ejemplo {-5,4701, -2,9632, �0247,4469,-1,8896} desde la

distribucién uniforme en el intervalo [-10, 0]. Podriamos seleccionar sin pérdida de

generalidad un valor propio positivo 17.8698 por lo que la condicién de

Suleimanova esté satisfecha. Usamos este espectro, y luego mediante la aplicacién

del Algoritmol obtenemos la matriz no negativa:
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Matriz 2.2

0 2.2982 2.9032 3.1562 3.1773

3 2.2982 0 3.7431 4.0693 40966

«i 2.9032 3.7431 0 5.9468 5-9355

�030 3.1562 4.0693 5.9468 0 7.4967

3.1773 4.0966 5.9866 7.4967 0.1000

Ejemplo II.4. En este ejemplo, se expone la aplicacién de nuestro enfoque para

construir una matriz estocéstica con un espectro prescrito. Este es el llamado

problema inverso de Valores propios estocéstico. Tenga en cuenta que el problema

inverso de valores propios para matrices no negativas es précticamente equivalente

a la de matrices estocésticas.

Por ejemplo, si {/11,).2,).3,...,ln} con 21 = maxmsnllil es el conjunto de valores

propios de una matriz no negativa de orden n X n, entonces se sabe que

{1, £3, ...,:11�024"}es el espectro de una matriz estoczistica }401lade orden n X n.
1 1

Ver [26] [Lema 5.3.2].

Nuestro enfoque es primero para construir la matriz no negativa con el espectro

dado y Iuego transformar la matriz no negativa a una matriz estocéstica basada en

el siguiente teorema que lo puede encontrar en [27].

Teorema II.9. Supongamos que A es una matriz no negativa con un maximo

valor propio positivo a(A) y un vector propio positivo x = [x,] tal que
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A x = a(A) x. Sea D = [(1,1-] matriz diagonal con entradas diagonales de}401nidaspor

�031 d,-i = x,-. Entonces $3 D�0301ADes una matriz estocastica.

E1 ejemplo experimentado aqui se ha tomado de [16]. E5 encontrar una matriz

estocéstica con valores propios (presuntamente generados aleatoriamente) {1.0000,

-0.2608, 0.5046, 0.6438, -0.4483 }. Para facilitar nuestra ilustracién, asumir que los

valores propios han sido dispuestos en el orden decreciente de tal manera que

/11 = 1,0000, 12 = 0,6438, 13 = 0,5046, /1,, = -0.2608 y /15 = -0.4483.

Tenga en cuenta que con el }401nde aplicar el (Teorema 11.9), la matriz no negativa

construida debe tener un vector propio positivo correspondiente a un valor propio

positivo maximo. Para este propésito, tenemos que a}401narel Algoritmol, mientras

incluimos valores propios positivos en una matriz.

Este ajuste es una simple aplicacién del (Lema II.1) calculando

NEG = A4 + 15, elegir el valor inicial de A como A = [:1 Z],

donde: a = ).2+'1�030�024+2AE, d = ALP y b = c = 1/ad �024/11/12 , y seleccionando la

matriz B = E

donde: e = 13+ d = y g = f = ,/eh �024/13A(2,2).

Es cierto que por el (Lema II.1), tenemos muchas opciones diferentes para la

seleccién de matrices A y B.
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Nuestra metodologia utilizada aqui es construir una matriz irreducible no negativa

en el extremo. Esto lo deducimos del teorema de Perrén-Frobenius [28] que para

esta matriz no negativa, hay un valor propio positivo asociado con un vector propio

que puede ser elegido para ser una posible entrada positiva.

De ello se deduce que un ejemplo de una matriz estocéstica con el espectro dado es

Matriz 2.3

if-0.7893 0.0219 0.0456 0.0638 0.0794 _

J 0.1454 0.541 0.0758 0.106 0.1318

0.1454 0.0364 0 0.3447 0.4535

1 0.1454 0.0364 0.2608 0 0.5574

__0.1454 0.0364 0.2608 0.4483 0.1091

En [16], este ejemplo se Iimita ademés a una matriz estocéstica estructurada con el

espectro dado por los ceros de la siguiente matriz:

Matriz 2.4

[ 1 1 0 0 1 �031

5 1 1 1 o 0

1 1 1 1 1 0

. o o 1 1 1

_ 1 o o 1 1

Nuestro algoritmo en su forma actual no puede resolver este problema directamente

a pesar de que podria ser capaz de seleccionar una secuencia de matrices

paniculares de modo que la matriz no negativa obtenida tenga la estructura

correspondiente 0 similar a la matriz 2.4.
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Sin embargo, a diferencia de los métodos propuestos en [16,17], nuestra

metodologia se calcula simplemente combinando una secuencia de matrices de

orden 2 X 2, es decir, el resultado calculado puede preservar el espectro deseado

con alta precisién.
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7

3.1 Variables de la investigacién

{J.,-}?=1, donde los A son valores propios reales.

3.2 Operacionalizacién de variables

Variable Definicién Definicién Dimensiones lndicadores

conceptual operacional

or = {}{i}?=1 C0nj11m0 de Conjunto dc 0 Vacio �024Los /1,�030son valores propios:

valores propios nlflmeros reales o Un una matriz no negativa 0 no

reales�030 Espectro Punto negativa simétrica

Espectro de ordenado de . Finite _Si Al 2 2 AT 2 O 2

una matriz. una matriz Ar�034_>_�035.2 An

cuadrada. _si /11 + Ar�035+ + /In 2

3.3 Hipétesis general e hipétesis especi}401ca

Hipétesis general

Dado 0 = {}.1...,}.,,} un conjunto de 71 n}401merosreales tal que /11 2 2 /1, 2 0 Z

A,�0342 ...Z in los cuales satisfacen la condicién 11 + /1,�034+ + /1" Z 0

obtendremos una matriz no negativa 0 no negativa simétrica con espectro cs.
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Hipétesis especi}401ca

Basado en cl método de induccién matemética, construiremos un algoritmo

numérico y con éste obtenemos una matriz no negativa de orden n x n.
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IV METODOLOGiA.

4.1 Tipo de investigacién A

La investigacién es de tipo cienti}401co- teérica y la metodologia que se usé es de

tipo inductivo-deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada

demostracién.

4.2 Disefio de la investigacién

E1 presente proyecto de tesis esté dirigido primero a construir una matriz de orden

2 x 2 no negativa o no negativa simétrica. Para ello discutiremos las condiciones

para que dos valores propios sean el espectro de tal matriz; discusién que se reflejaré

en dos lemas. Luego construiremos una matriz de orden n X n. Para esta

construccién usaremos el teorema de Nazari y Sherafat, y otros resultados, en cada

paso buscaremos matrices con los valores propios deseados y una estructura

deseada, y juntos combinarlos para resolver los RNIEP 0 SNIEP.

Se darén ademas algunos ejemplos numéricos, posteriormente se discutirei cémo la

construccién de una matriz de orden 2 X 2 seré aplicada a resolver problemas

inversos de valores propios para matrices estocésticas.

4.3 Poblacién y muestra

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudiar, sin

embargo, nuestro estudio se encuentra imnerso dentro del espacio vectorial de

matrices cuadradas. I
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4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccién de datos

Para realizar este trabajo de tesis se revisé bibliogra}401aespecializada y se recopilé

infonnacién via intemet relacionéndola al tema de interés.

4.5 Procedimiento de recoleccjén de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesité procedimientos de

recoleccién de datos mas que la revisién de bibliogra}401a(libros, pziginas web, paper,

etc.)

4.6 Procesamiento estadistico y anélisis de datos

Ninguno.
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V. RESULTADOS

1. 3,, =2;; /li'�030= traza (A�031�030),k = 1,2, De aqui si 0 es un conjunto de valores�031

propios de una matriz no negativa, entonces los momentos son no negativos.

2. SegL'm el teorema de (Perrén �024�024Frobenius) el radio espectral tiene asociado

un vector propio no negativo.

3. Seglin el teorema dc Suleimanova, con un conjunto /L de n}401merosreales

solo uno positivo obtenemos una matriz no negativa.

4. Del (corolario 11.1), si se tiene dos conjuntos de valores propios {l,,}},�030,1y

{B,(}?=1 para dos matrices no negativas simétricas con /11 y 31 como sus

valores Perron;

/ Si 17 e1 vector propio unitario correspondiente al valor propio B1.

\/ Si la matriz A es de la forma A = 5:] donde A1 es una matriz dc

orden (n �0241) X (n �0241), y a es un vector en lR"'1.

Entonces el conjunto de valores propios de la matriz C = Lil�030:agt] esta

dado POI {lk}7¢'=1U {Bk}L"=2~

5. Obtendremos una matriz de orden n X n no negativa siempre que la suma

de su radio espectral y sus valores propios no positivos sea no negativa, esto

gracias al (teorema 11.8).

6. Del (teorema 11.9), si al Vector Perrén lo de}401nimoscomo los valores de una

matriz diagonal obtendremos una matriz estocéstica de la forma

$D�0301AD.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacién de hipétesis con los resultados

1. E1 hecho de tener un maximo valor Iiropio es muy importante puesto que

gracias a este resultado se puede demostrar el teorema de (Nazari y Sherafat)

ademas es la base para la hipétesis del (corolaxio II. 1) en los cuales se basé

este trabajo.

2. Si bien es cierto, con el (Algoritmol) podemos encontrar matrices

simétricas no negativas con su espectro prescrito la pregunta seria g,C6mo

hacer para hallar matrices no negativas si no tenemos tales premisas?

3. Basado en el método de induccién, se pudo construir una matriz no negativa

dc orden n X n y luego obtuvimos un algoritmo numérico la pregunta seria

Lsera posible obtener otro algoritmo numérico usando otro método?

6.2 Contrastacién de resultados con otros estudios

similares

1. Gracias al teorema de Suleimanova podemos encontrar matrices no

negativas simétricas sin embargo las condiciones son muy generales, en

cambio en este trabajo las condiciones son mas especi}401cas.

2. Con una peque}401amodi}401caciénen el (Algoritmol) también se podria

obtener otro tipo de matrices algo que con otros métodos no es posible.
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VII. CONCLUSIONES

1. La determinacién de las condiciones necesarias y su}401cientespara la

solucion de problemas inversos con valores propios para matrices no

negativas 0 matrices no negativas simétrica es muy di}401cily las condiciones

para matrices de mayor tama}401osiguen siendo desconocidos.

2. E1 principal objetivo de este trabajo fue presentar un procedimiento

numérico para resolver el RNIEP o SNIEP.

3. La base de nuestro algoritmo es el empleo de Nazari-Sherafat resultado [22].

En cada paso, buscamos una secuencia de matrices de orden 2 x 2 con los

valores propios deseados y una estructura deseada, tal como la simetria y

juntos combinarlos para resolver un RNIEP o SNIEP. Ademas, se propone,

sobre la base de nuestro procedimiento, una condicién su}401cientepara

resolver el mas débil RNIEP y una condicién para la solucion de SNIEP.

4. De los problemas de valores propios inversos estructurados existentes, este

trabajo describe un procedimiento numérico para matrices simétricas y

matrices no negativas estocasticas. Sin embargo, este procedimiento podria

servir como una posible herramienta computacional para problemas

inversos de valores propios que involucran muchos otros tipos de matrices

no negativas estructuradas como Toeplitz, Hankel, y otros. La aplicacion de

nuestra estrategia de conquista para problemas inversos de valores propios

estructurados es un tema digno de mayor investigacién.
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VIII. RECOMENDACIONES

1. Dentro de un proyecto tan ambicioso como lo fue éste, siempre se desea

que haya una mejora continua del mismo, por lo tanto se recomienda a

futuros estudiantes que tengan interés en el trabajo, en la linea de

investigacién y en la teoria de los RNIEP 0 SNIEP.

2. Los libros més completos para la construccién de las matrices de �031

orden n X n son [22], [23] y [24], por lo cual es recomendable su Iectura

para el mejor entendimiento del trabajo.

3. Para més informacién sobre otros problemas inversos, ver los trabajos [2,

16, 18,19, 20] y el libro [21].
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de consistencia

ux= {).,...,}.n} n n}402merosobj°�034V°G°"°�035�030l Hipétesis Tipo de investigacién Por ser

1es,ncs preguntaremos: E5�034tesis tie�034°°m° °bj°tiV° general La investigacion es de tipo nuestro

:ré posible que tal lista de gen}402al°°�034s�034'�034irU" mé�030°d°Dado 6 1 cienti}401co�024te6rica "abajo

meros reales sean los �034�035méri°°Pam obwnermamces �034°(/11...,A,,} un Método nemmeme

ores propios de una negativa y "° negmivas conjunto de n La metodologiaausar es detipo abmacm�031no

lIl'iZ no negativa o no simétricas basado e�034la mejora dc n}401merosreales inductivo-deductive tratando de existe

gativa simétrica de orden 135 °°"di°i°"e5 dc Suleimanova�030tal que /1, 2 Ser 10 més exhaustivo posible en poblacién

< H? Es decir encontrar una matriz no 2 if _>_ 0 2 cada demosuacit-m. Clue Estudiar,

respuesta es a}401rmativa;y negativa y no negativa simétrica Ar�0342 Z An Dise}401o sin

dada por Suleimanova: Si °°�034Vamres propios U�034""�0311"}los cuales Primero C0n51fUi|'�254m<>SUna embargo�031

= {/1,,...,}.,,} son 11 dispuestos en 51 siguiente orden satjsfacen 13 matriz 2 X 2 no negativa y no nuestro

meros reales, '11 2 2 '1' Z 02 1"�0342"�030Z condicién /1, + negativa simétrica. Para ello esmdiu Se

+114-,{3+�030__+,{,_3 0 y 1n'3�030°511+ }~r+1 �031* +1-n ,1r+1+ +;_n discutiremos las condiciones encuentra

< 0 para i= 2,...,n. 30' 20 para que dos valores propios mmerso

_[()n(;gs exisge una mam; 0bj°�030iV°5°5Pe¢'T'C°5 obtendremos sean el espectro de tal matriz denm? del

negativa n X n con el Como objetivos especi}401cosuna matriz no discusién que 55 Te}402ejam9" �030105espam?

pew-0 5_ (3) t°�034em°51°55ig�034i°�034�03055:negativa 0 no lemas. Luego construiremos vem_mal de

Wmuhcién del problema 1) Familiarizarse con las matrices negativa una matriz dc Orden " X "A Pm m8|l'lCES

, que pmendemos "0 n°g31iV3S Y 5�030-15T¢5P9°1iVa5 simémca con esta ccnstruccién usaremos el cuadmdas�031

alizar y responder son las pr°pi°dade5' espectro <5. 190T9m3 d9 Nalafi Y Shefafat Y

guiemesimenmgamesi 2) Obtener las condiciones para Hipmesis otros resultados! en cada paso

¢;Podremos mejorar la que d°5 Val°'°5 p'°Pi°5 5�035"51 e§pe¢jf.¢,, buscaremos matrices con los

�030ndiciénsu}401cieme0)? espectro de una matriz no negativa Basado en el Vamms propios deseados y una

é}401xistiraun mézodo de °"de�0342 X 2' método dc estructura deseada, y juntos

lmémo que me permita 3) Presentar un método numérico induccién, combinarlos Para resolve, los

ynmuir la mamz para la construccién de matrices consmmemos RNIEP 0 SNIEP

Lramizada por �035°�034°g3�030i""5Y M �0345g�030�030"�030�031�030*5�034,1 algo.-gm�034,Posteriormente se discutiré

ileimanova? simétricas dc °'d°�034"""- numérico y con como la construccién 2 X 2

(;Seré posible aplicar este éste obtenemos PU°d¢ 59' 3P�034°3d°3 Pmblemas

sultado a otro tipo de una man-iz no inversos de valor propio para

an-ices con tal condicién? negativa de matrices estocésticas.

orden n X n.
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

Teorema de Nazari y Lema II.1 Lema H-2.

Sherafat \.\>_ /�030

\�030\\._ /

Construccién de matrices de

Corolario II.1 �034den2 X 2

.\ ///(

\�034\.\.-_\. .-/"M

Construccién dc matrices de orden

n X n

Lema II.l. {/11,12} son los valores propios de una matriz no negativa de orden

_ a b . , , . . . .
2 X 2 A �024[C d], s1 y solo s1 (4) y las s1gu1entes cond1c1ones,

112612/12, si/1220 y 3.1+/122L120, siA2<O

Son satisfechas.

Lema II.2. {lull} son los valores propios de una matriz simétrica no negativa

_ a b . . , . . . .
de orden 2 X 2 A �024[b d], s1 y solo s1 (4) y las s1gu1entes cond1c1ones,

11212222, si/1220 y /11+/1226120, silz<O

Son satisfechas.

Corolario II.1. Supongamos [A,(}}401=1y {}401�031,,}L"=1son valores propios de una

matriz simétrica no negativa A de orden n X n y una matriz simétrica no negativa

B de orden m X m, respectivamente, con /11 Z I lk I y /31 Z I Bk I para todo k > 1.
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Sea 1: el vector propio unitario correspondiente al valor propio BL Si la matriz A es

de la fonna

A1 a

A �024[at 131]�030

donde A, es una matriz de orden (n �0241) X (n �0241), y 0: es un vector en IR"�0341,

entonces el conjunto de valores propios de la matriz

t .C = [Alt av ]

va B

95 {/1k}7cl=1U {}401k};cn.-.-2'
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