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Resumen

M �034SOBRELA METRICA DE UNA ESTRELLA POLITROPICA�035

JOSE DOMINGO ARBANIL VELA

SEPTIEMBRE - 2016

Asesor: Dr. Jorge Abel Espichén Carrillo

Tftulo obtenido: Licenciado en Fisica

En el presente trabajo se estudia el equilibrio hidrostatico de estrellas con carga eléctri-

ca para tres tipos diferentes de simetria: esférica, plana e hiperbélica, en un espacio-tiempo

d-dimensional. Inicialmente se revisa brevemente los conceptos fundamentales de la. Relativi-

dad General y se presenta las ecuaciones principales a ser usadas. En seguida se demuestra

' el teorema de Birkhoff en una forma generalizada, incluyendo carga eléctrica y constante cos-

molégica, para las simetrfas esférica, plana e hiperbélica, en un espacio-tiempo de d�024dimensiones.

Con este estudio se obtiene la forma general de la métrica en la regién del espacio-tiempo que

no es ocupada por materia eléctricamente pargada. A partir de esto, la ecuacién de Tolman-

Oppenheimer�024Volkofl(TOV) para un }402uidoperfecto cargado es analizada para dos ecuaciones

de estado politrépicas diferentes. En ambos casos, la ecuacién TOV es solucionada numeri-

camente mediante el método de Runge�024Kuttade cuarto orden, considerando espacio-tiempos

cuadri�024y penta�024dimensiona1es.

Palabras Claves: Relatividad General; Dimensiones extras; Teorema de Birkhoff;

Estabilidad estelar.
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Abstract

�034ABOUTTHE METRIC OF A POLYTROPIC STAR�035

JOSE DOMINGO ARBANIL VELA

SEPTEMBER - 2016

Adviser: Dr. Jorge Abel Espichén Carrillo

Titule obtained: Licenciado en Fisica

We study the hydrostatic equilibrium of charged stars for three different kind of symmetries,

namely, spherical, planar and hyperbolic symmetries in d-dimensional spacetirnes. Firstly We

brie}402yreview the basic concepts and equations used in the development of the work, such

as, the Einstein�024Maxwellequations, the energy�024momentumtensor for a charged perfect }402uid

and the conservation equations. Then we generalize the Birkho}402theorem to d�024dimensiona1

spacetimes with spherical, planar, and hyperbolic symmetries, including electric charge and

cosmological constant. This }401rststudy is important because with this we obtain the general

form of the exterior metric. The equation of stellar equilibrium, which is also known as the

Tolman�024Oppenheimer�024Volko}402(TOV) equation, for a charged perfect }402uidin d-dimensional

spacetimes with the symmetries mentioned above, is found. The TOV equation is then analyzed

for two different equations of state of polytropic type. In both of the cases, the TOV equation

is numerically solved by means of a fourth�024orderRunge�024Kuttamethod, for four�024and }401ve-

dimensional spacetimes.

Keywords: General Relativity; Extra dimensions; Birkhoff Theorem; Stellar sta-

bility; Gravitational collapse.
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t 1 1Capl�031u 0  

ntro ucciénI (1

La Teoria General de la Relatividad tuvo inicio con la forrnulacién de las ecuaciones fun-

damentales del carnpo gravitacional, hecha por A. Einstein en 1915. Una caracteristica de esta

teorfa es que el carnpo gravitacional es descrito en términos de la geornetria del espacio�024tiempo,

la cual, a su vez, esté. determinada por la masa de acuerdo a un principio simple: La masa y/0

energfa da origen a la curvatum del espacz'o�024tiempo,y la curvatum determina la distribucidn de

masa y/0 energia. Se puede decir que las ecuaciones de campo de Einstein describen COII10 el

espacio�024tiemp0se curva por la rnateria y de rnanera reciproca, Como la materia es in}402uenciada

por la curvatura del espacio-tiempo, 0 digamos, como la curvatura da lugar a la gravedad. La

aplicacién de los principios y fundamentos de la Teoria General de la Relatividad [1] permite

estudiar en cosmologfa y en astroffsica los fenémenos que envuelven cuerpos masivos, en los

cuales la fuerza gravitacional domina a las fuerzas nucleares, por ser de corto alcance, y domina.

a la fuerza electrornagnética, porque se acepta que grandes distribuciones de masa son electri-

carnente neutras. De esta rnanera, la teoria de la gravitacién perrnite describir correctarnente el

comportamiento dinamico tanto del universo Como de objetos localizados, por ejemplo estrellas

y galaxias, siendo posible estudiar tarnbién las condiciones en las cuales los sistemas dinarnicos

son reducidos a sistemas aproxirnadarnente estaticos.

En general, para poder estudiar el cornportamiento dinamico de cuerpos en la relatividad

general es necesario el conocirniento a priori, donde Se encuentra el cuerpo, del espaci0�024tiemp0.

Esto quiere decir que, al principio, el elernento de linea 0 métrica del espacio�024tiempodebe ser

conocida. Una de las métricas mas conocidas en la gravitacién es la métrica de Schwarzschild,

la cual es una solucién exacta de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, que describe

el campo gravitacional externo a un cuerpo estatico con simetria esférica (ver [1�0244]).Respecto a

esta. solucién, en 1923, G. D. Birkhoff [5] rnostré que cualquier solucién esféricamente simétrica

de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio debe ser estatica y asintéticamente plana,

signi}401candoque la solucién exterior debe ser dada por la métrica de Schwarzschild (ver Ref. [4]).

Este teorema fue generalizado posteriormente para problemas con simetrfa esférica en un vacio

electromagnético [6], y para otras simetrias como es mostrado en [7]. Esto indica que dada una
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distribucién de masa�024energ1�031aque compone un cuerpo, la métrica en su vecindad exterior es

bien de}401nida.Por otro lado, la geometria (la curvatura) del espacio�024tiempointerior a1 objeto

en estudio es determinada por la distribucién de masa�024energ1�031aen esa region, siendo la métrica

solucién de las ecuaciones de campo acopladas a la rnateria a través de su tensor de energ1�031a-

momento. Asimismo, para cuerpos eléctricamente cargados, las ecuaciones de la gravitacion

son acopladas a1 campo electromagnético construyendo un sistema de ecuaciones usualmente

denominado de ecuaciones de Einstein-Maxwell.

Por otra parte, los primeros estudios teéricos acerca de estrellas cargadas se remontan

al a}401o1924 [8, 9], y, hasta mediados del a}401o2000, son encontrados pocos trabajos publicados

sobre el tema. Esto se debe al hecho que las estrellas y otros objetos astrofisicos tienen carga

eléctrica global nula. Pero, desde el punto de vista teérico y en el ambito de las interacciones

fundamentaies, el tema merecié atencién permanente. Ademas, de la literatura, se sabe que la

teorfa de la gravitacién y del electromagnetismo de Maxwell tienen soluciones de equilibrio que

admiten carga eiéctrica, y muchos modelos de estrellas cargadas con simetria esférica ya fueron

anaiizados en diferentes grados de profundidad. En particular, Ios estudios de soluciones estati�024

cas de }402uidoscargados en que la fuerza gravitacional es balanceada por la fuerza repuisiva de

origen eléctrica, debido a que la densidad de masa del }402uidoes igual a la densidad de carga (en

unidades apropiadas), fueron prirneramente realizados por Majumdar [10] y Papapetrou [11],

asi como en [12�02420].Tales soluciones tienen propiedades ffsicas que las vuelven irnportantes

en el contexto de las teorias de uni}401caciéncomo supergravedad y teoria de cuerdas. Ademas,

las soluciones tipo estrellas cargadas son particularmente interesantes porque ponen aprueba

resultados clasicos Como el iimite de Buchdahl [21] y la hoop conjecture [22~24], y tienen limites

extremes que corresponden a casi agujeros negros [25, 26]. Por lo tanto, es de nuestro interés

investigar con mas detalles las soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell de esa natu-

raleza, bien COITIO sus generalizaciones para espacios de dimensiones mayores, como fue hecho

en [26�02429],con diferentes topologias (ver, [30]), con una ecuacién de estado politrépica [19], asi�031

Como también para teorias de gravedad con dilatén, por ejemplo [31].

La estructura de esta tesis sera conforme sigue. Se propone inicialrnente (en el Capitulo

2) una revision de las ecuaciones bésicas a ser usadas en este trabajo, las ecuaciones de Einstein-

Maxwell, el tensor de energ1�031a�024momentode un }402uidocargado, y la ecuacién de conservacién,

donde se describe cada elemento de estas ecuaciones. También, se hace una revision de las so-

luciones estaticas de las ecuaciones de Einstein�024Maxwe1lpara un espacio-tiempo d-dimensional

con simetria esférica, plana e hiperbélica [26, 29], con un estudio detallado de los casos impor-

tantes como en el teorema de Birkho}402para un espacio-tiempo d�024dimensionaly con las simetrias

ya mencionadas. En este Capitulo también se presenta un formalismo que nos permite estudiar

e1 efecto de la carga eléctrica en la estructura de una estrella estatica. Incluyendo el campo

eléctrico en ei tensor de energia-momento y resolviendo las ecuaciones de campo de Einstein

para la métrica de Reissner�024Nordstromde Sitter en un espacio-tiempo de d-dimensiones con las

3
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simetrias: esférica plana e hiperbélica, obtenemos las ecuaciones necesarias para describir tales

estrellas.

En el Capitulo 3 se menciona el lenguaje de programacién usado, asi�031como también, el

programa usado para hacer las }401guras.

En el Capitulo 4, a partir de la ecuacién de continuidad de la masa y de la ecuacién de

equilibrio hidrostatico de To1man�024Oppenheimer-Volkoif(TOV) [32, 33], se calcula e1 radio, la

masa total y la carga eléctrica total de la estrella en funcién de la densidad central. En este

estudio se considera que la densidad de masa y la densidad de carga estan relacionadas por

la siguiente expresién pa = a p, donde 0: es una constante, como fue considerado en [19]. El

enfoque principal de este capftulo es el desenvolvimiento de programas para el calculo numérico

que permite obtener una métrica, para dos casos particulates de ecuaciones de estado, tal

como fue estudiado en [19, 20]. La primera ecuacién de estado es dada por p = mp5/3, forma -

considerada en [19], y la segunda ecuacién de estado es p = (1 �0240z)wp5/3, donde Lu es una

constante.

Ademas, debemos indicar que en el presente trabajo sera considerado, a menos que se

diga 10 contrario, un sistema de unidades en el cual la velocidad de la Iuz es igual a la unidad,

c = 1. Las unidades de las cantidades electromagnéticas siguen la convencién del sistema CGS-

Gaussiano de unidades. La convencién de los signos para la métrica y para los fndices tensoriales

griegos y latinos son los mismos utilizados en el libro clasico Introducing E7}nste7In�031sRelativity

de Ray D�031invern0(1998)
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Capftulo 2

Fundamentos Teéricos

2.1. Ecuaciones de Einstein-Maxwell en d-Dimensiones

Las ecuaciones de Einstein-Maxwell en d-dimensiones son necesarias para el estudio que

vamos a realizar. A través de las soluciones generalizadas, obtenidas a partir de estas ecuaciones,

es posible describir correctamente los sistemas eléctricamente cargados, dinamicos y estaticos.

Ademés, permite entender como las dimensiones extras in}402uyenen la estructura de los objetos

tipo estrellas, como se estudio, por ejemplo, en [26,28,29].

En este capftulo, los temas estan distribuidos de la siguiente manera. En la seccién 2.2 se

escribe las ecuaciones de Einstein considerando el término cosmologico en d-dimensiones, donde

se describe cada uno de los elementos de estas ecuaciones. En la seccion 2.3 se presentan las

ecuaciones de Maxwell y su formulacion covariante, que sera fundamental en el desenvolvimiento

del presente trabajo. Después, en la seccion 2.4, se describen los tensores de energfa-momento

que seran usados y en la seccién 2.5 se determinan las ecuaciones de conservacién de energ1�031a�024

momento para un }402uidoperfecto cargado.

2,2. Ecuaciones del Campo de Einstein

De acuerdo con la formulacion de la Relatividad General, los espacios d-dimensionales

son variedades pseudo�024riemannianascon las caracteristicas usuales impuestas a los espacios�024

tiempos cuadri-dimensionales. A51�031,un evento en un espacio-tiempo d�024dimensionalpuede ser

representado por un conjunto de coordenadas :5�034,con el 1�031ndicegriego u variando de 0 a (d �0241),

donde 0 corresponde a la coordenada tipo tiempo, y las otras (d �024�0241) son las coordenadas

tipo espacio. Las propiedades locales del espacio-tiempo son determinadas por su geometrfa,

siendo ésta caracterizada por el tensor métrico, gw, que indica e1 intervalo entre dos eventos

vecinos en el espacio-tiempo (ds2 = g,L,,da:"d:c"). De la misma manera, como para. espacios

cuadri-dimensionales, la métrica es obtenida resolviendo las ecuaciones de Campo gravitacional

5



en d�024dimensiones,las cuales son una generalizacién directa de las ecuaciones de Einstein para

- espacios�024tiemposcuadri�024dimensionales,y Se escriben en la forrna [26]

1 (1 ~�0242
V Rpu _ 59,,�034/R�030Agpu : }402Sd�0242GdTpV7

donde las cantidades que aparecen en el lado izquierdo representan, respectivamente, el ten-

sor de Ricci RM, el tensor métrico gw, el escalar de Ricci R y la constante cosmolégica

d-dimensional A, mientras que en el lado derecho tenemos la constante Gd, que en cuatro

dimensiones corresponde a la constante gravitacional, la constante S'd_2, representa el area

de la esfera unitaria en la seccion espacial (d �0241)-dimensional del espacio�024tiempo,dada por

Sd_2 = 27r(�030l�0301)/2/I�030((d�0241)/2),y donde I�030es la funcion gamma, as1' el factor (d�0242)GdSd_2/(d�0243)

corresponde al término 877G en cuatro dimensiones; y TW, representa el tensor de energ1�031a-

momento d�024dimensional.Las expresiones explicitas de los tensores de curvature pueden ser

encontradas en los libros ya citados, no seran dados aquf.

2.3. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell en un espacio-tiempo d�024dimensionalson un grupo de (1-

ecuaciones que describen el comportamiento de los Campos eléctricos y Inagnéticos, asl�031como

también sus interacciones con la materia. Tales ecuaciones expresan, respectivamente, como

las cargas producen Campos eléctricos, la presencia experimental de cargas eléctricas, como

corrientes eléctricas producen Campos magnéticos, y variaciones cle Campo magnético producen

Campos eléctricos.

2.3.1. Forma Covariante de las ecuaciones de Maxwell

En la relatividad general, las ecuaciones de Maxwell son descritas en la notacién tensorial

y adoptan la misma forma en cualquier sistema de coordenadas. En esta formulacién el tensor

antisimétrico de segundo orden del Campo electromagnético, algunas veces llamado tensor de

Maxwell, es [26]

FW = V,/1,1 �024VMAV, (2,2)

donde A}, representa el potencial de gauge y V�034,la derivada covariante.

En esta notacién, las ecuaciones de Maxwell se dividen en dos tipos: las ecuaciones no

homogéneas y las homogéneas. Las prirneras pueden ser reducidas a

V,,F�030�034�031= S,1-2J", (2.3)
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mientras que las homogéneas, se escriben como

V}401F;w+ VI/F}401u+ VMFW : 02 (Z4)

donde J�034,en la ecuacion (2.3), es el vector de corriente eléctrica, dado por

JP�030: peU"�030, (2.5)

y pg, U�034son, respectivamente, la densidad de carga y la. Velocidad de los portadores de carga

en un espacio de d-dimensiones.

2.4. Tensor de energia-momento

E1 tensor de energfa-momento es la cantidad tensorial en la. }401sica.que describe Ia densidad _

y el }401ujode energfa y momento en el espacio�024tiempo,siendo la fuente del Campo gravitacional

en las ecuaciones de Campo de la. relatividad general.

2.4.1. Tensor de energia-momento de un }402uidoperfecto

En la relatividad, un }402uidoperfecto es un medio continuo que puede ser completamente

caracterizado por la cuadri-velocidad, y por la densidad de energia. y presion isotrépica. A

diferencia de los }402uidosreales, los }402uidosperfectos no tienen fuerzas de cisallamiento, viscosidad,

o conduccién de calor. E1 tensor de energfa-momento de un }402uidoperfecto en un espacio-tiempo

d�024dimensiona1es de}401nidode forma anéloga al caso cuadri-dimensional y puede ser escrito en la

forma

T�031�034�031= (p + p)U"U�035�024199"�035, (2.6)

donde U�035: dx�035/dr(T siendo un parémetro a.f1�031n)es la velocidad d-dimensional normalizada.

de forma tal que

U�034U�035= 1, (2.7)

,0 representa la densidad de energfa, y 1) es la presién en d-dimensiones (ver también [1�0244]).

2.4.2. Tensor energia-momento para el Campo electromagnético

El tensor de energfa-momento para el campo electromagnético debe ser considerado

cuando la materia a ser descrita es eléctricamente cargada. La forma tensorial del mismo en la
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version para espacio-tiempo d-dimensional es

1/ 1 1/ 1 1/ (1/3
TH : j(FM7F7 + -9�035Fa5F )7Sd_2 4

siendo e1 tensor F�031�034�031de}401nidoen (2.2).

2.4.3. Tensor energia-momento para un }402uidoperfecto cargado

E1 tensor de energ1�031a.-mementoque Se considera en el presente trabajo es la suma de las

contribuciones del }402uidoperfecto y del campo electromagnético, es decir

W M V W 1 #7 V 1 W ct/5'T =(p+p)U U �024p9+§;(F F7 +19 Fa}402F), (2-9)

donde, como mencionamos anteriormente, el }402uidono presenta tensiones de cisallamiento, vis-

cosidad, conduccion de calor, u otra forma de disipacién de energfa, pero es eléctricarnente

cargado.

2.5. Identidades de Bianchi

2.5.1. Identidades de Bianchi y ecuacién de conservacién

Es posible mostrar la ecuacién de conservacién del tensor de energfa-momento a partir

de la identidad de Bianchi. Para mostrar esto, iniciamos considerando la referida identidad, es

decir,

VARamw + V-»RatI»\p + V}402azm: 0: (110)

donde R,,;3,,,\ es el tensor de curvature. A continuacion, mediante la contraccién de (2.10) con

g�034"g3�035,obtenemos

VAR �0242V#R"A = 0, (2.11)

y como VAR = g�035/\V#R,entonces

pw 1 ml 1! V VVI�031:R �0245g R �024Ag�0342 VI1(G# �024Aw )= vm�034= 0, (2.12)

siendo A una constante, ademés usarnos la de}401niciondel tensor de Einstein G*�034�031= R�030�034�031�024$9/~�035�031R.
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De esta rnanera, reemplazando la ecuacion (2.1) en (2.12), se obtiene

WT�035: 0, (2-13)

expresion que indica que el tensor de energ1�031a�024momentoes una cantidad conservada.

2.5.2. Conservacién de energ1�031a�024moment0de un }402uidoperfecto car-

gado V

A continuacion, se determinan las condiciones para que el tensor de energ1�031a�024momento

(2.9) sea una cantidad conservada. Para esto, primero substituimos (2.9) en la ecuacion (2.13),

de donde se encuentra

[U�034Vu,0+(I1+p)VuU"1 U" + (19+p)U"VuU" + (U"U" - 9�030�035�031)V..z>+
1 7/ V 1 V+§2 ((v,,FW)F7 + F�0351(VMF7)+ Zg�034[(v,.F,,3)F°�0305+ Fag (v,.F°*5)]) = 0, (2.14)

y en seguida, considerando (2.3) y (2.4), la ecuacion anterior se reduce a la forma

[U�034V,,p+ (p + p)v,,U�034]U�035+ (p + p)U*�030\7,.U�035+ (U�035U"�024g�031�034�031)V,.p = �024J7F,,". (2.15)

Luego, proyectando la ecuacion (2.15) paralela y perpendicular a U, (vea, por ejemplo,

la referencia. [3]), se encuentran las expresiones

U"Vup + (13 + p)VuU�035= 0, (2-16)
(1) + p)U"V,LU" + (U"U�035�024g�031�034�031)Vpp = �024J�034F#", (2.17)

las cuales representan las ecuaciones de conservacion de energfa y momento para un }402uido

perfecto cargado. Se puede demostrar que, en el limite Newtoniano, la. ecuacion (2.16) se reduce

a la ecuacion de continuidad, en tanto que (2.17) corresponde a la ecuacion de Euler.

2.6. Teorema generalizado de Birkhoff y ecuacién de T01-

man-Oppenheimer-Volko}402�035

En 1923 G. D. Birkhoff mostro que cualquier solucion esféricamente simétrica de las

ecuaciones del campo de Einstein en el vacfo deben ser estacionaria y asintoticamente plana.

Esto signi}401caque la solucion exterior debe ser dada por la rnétrica de Schwarzschild [1�0245].E1

teorema de Birkhoff es importante en el estudio de cualquier proceso de colapso gravitacio-

nal [35�02437].Este teorerna fue generalizado posteriormente para problemas con simetria esférica
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en un vacfo electromagnético [6] y, mas tarde, para otros tipos de simetria La generalizacién

del teorema de Birkhoff para el caso de sistemas cargados permite el estudio de cuerpos e1éctri�024

camente cargados [13]. De esta manera, e1 teorema de Birkho}401y sus generalizaciones son muy

irnportantes para el estudio de estructuras y estabilidad de estrellas. Ademas, desde el punto de

vista de algunas teorias alternativas de la gravitacién, como de universos�024brana,y de teorfas de

uni}401cacién,como teoria de cuerdas, resulta interesante el hecho que las dimensiones extras in-

}402uyenen la estructura de las estrellas en comparacién con las soluciones analfticas y numéricas

conseguidas en cuatro dimensiones [13,14,19,37]. Una de las caracterfsticas mas importantes e

interesantes en el estudio de estrellas es referido a su estabilidad estelar. Los primeros trabajos

realizados a1 respecto, conocidos hoy como (TOV), fueron desarrollados por Tolman [32], y

simultaneamente por Oppenheimer y Volkoff [33], en el a}401o1939, en ellos se muestra sobre que

condiciones, estrellas con simetrfa esférica, son estables 0 inestables. A}401osmas tarde, el estudio

incluyé la estab}402idadde estrellas con carga eléctrica. Del punto de vista teérico este tipo de

estrellas es interesante, debido a que se muestra como la carga eléctrica afecta en la estructura

de la estrella estatica. Uno de los primeros trabajos analfticos de estabilidad estelar de estrellas

cargadas fue realizado por Bekenstein en 1971 [12], en la cual, considerando la carga eléctrica,

se obtiene la ecuacién de To1mar1-Oppenheimer�024Vo1k0ffmodi}401cada.Asimismo, en el a}401o2000,

Harko [29] hizo un estudio analitico de la estabilidad estelar para un }402uidoanisotrépico car-

gado en un espacio-tiempo de d�024dimensiones,con constante cosmolégica. Ademas, el estudio

de estabilidad estelar en dimensiones mayores es interesante desde la perspectiva de la teorfa

de las cuerdas, debido a que los resultados indican que las dimensiones extras in}402uyenen la

estabilidad de una estrella, ver [28]. La ecuacién de To1man�024Oppenheimer-Volkoffademas de

usarse para el estudio de estabilidad estelar, también es tomada en cuenta para determinar los

coe}401cientesmétricos de una métrica que describe la estrella. De esta manera, en este capitulo

las ecuaciones de Einstein�024Maxwe11presentadas, seran importantes para mostrar primero e1 tee-

rema de Birkhoff en una forma generalizada, donde se considera la presencia de carga eléctrica

y la constante cosmolégica para diferentes geometrias en un espacio�024tiempode d�024dimensiones.

Ademas, también es de interés en este capftulo encontrar la ecuacién de TOV generalizada para

d�024dimensiones,con carga eléctrica y constante cosmolégica.

2.7. Métrica Particular

En nuestro estudio se considera una métrica que describa una solucién de equiljbrio 0 de

colapso de un }402uidosin rotacién, para un sistema de coordenadas coméviles, y con las simetrfas

deseadas, de la siguiente forma

ds2 = W(7", t)dt2 �024U(7", t)dr2 �024V(r, t)d62 �024�024V(7", t)f(«9)2dE,'}_3, (2.18)
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donde t y 7' son coordenadas tipo�024tiempoy espacio, respectivamente. Las funciones W, U y V

dependen de las variables conforme indicado y d2f;_3 es la métrica en la hipersuper}401ciepara t y

'r = constante. El fndjce b indica el tipo de geometrfa en esta hipersuper}401ciey esta relacionado

con la funcion f (6) por la siguiente relaciénz

1 1 d2f(9)�024-T= constante E �024b. (2.19)M) «£62 ,
Los posibles valores del indice b relacionadas con las formas de la funcion f (0) [30] por

ejemploz Si f (6) = sen 0, entonces b = 1 y la simetrfa es esférica; si f (0) = senh6, entonces

b = -1, la simetria es hiperbolica y la topologfa de interés es toroidal; y si f (6) = constante, o

f (0) 2 6, entonces b = 0, la simetria es plana y la topologfa puede ser la de un plano, de un

cilindro 0 de un toro. Ademas, la diferencial dEZ_3 para b = 1, b = -1, y b = 0 vienen dadas,

respectivamente, por [38]:

d�0244
d::},_3 : def + . . . + H sen2 6,~d6§_3,

1'21

d�0244
d2;_{., = def + . . . + H sen? 0,da§_3, (2.20)

�030i=1

dE3_3 = def + . . . + d0g_3,

y el tensor métrico correspondiente es

gl-W : [W(T7t)7 �024U(T2t): �024V(T:t)? �024V(T: �024V(Ta - - -7

�024V(T, . . . g2(6d_10) . . . g2(6d_4)�030-I,

donde las funciones g(6,~), para 1' que varia de 1 a (d �0244), asumen diferentes formas para el caso

de valores distintos de b. Sin embargo, para b = 1 y b = -1, las funciones g(0,~) tienen la misma

forma, y son dadas por 909,-) = sen (9,, en tanto que para b = 0, se tiene g(6,-) = 1.

Para continuar vamos a escribir las cantidades relativas al }402uidocargado en términos de

la métrica (2.18), a saber, la velocidad d�024dimensi0naly el potencial de gauge, respectivamente

U,, = \/W 6;, (2.22)

A,, = ¢(r, t) 6:, + 100", t) 6;, (2.23)

donde q5(r, t) es el potencial eléctrico y w(r, t) la componente radial del potencial magnético,

que puede ser anulado haciendo uso de la libertad de gauge de las ecuaciones de Maxwell [1,2].

Ademés, debemos indicar que debido a la simetrfa del espacio�024tiempola existencia de Campos

magnéticos no es posible, los cuales corresponden a las componentes puramente espaciales del
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tensor de Maxwell FW. Por lo tanto, el tensor de Maxwell puede ser representado por la matriz

0 1 - -- 0

-1 0 --- 0
Fl�034,: E(r> t) . . _ . 3

donde E(7", t) = �024�024%%%.Asimismo, considerando las ecuaciones de Maxwell no homogéneas

(2.3) obteniendo las siguientes dos ecuaciones:

gt (x/UWVd-2E(r,t)) = 0, (2.24)

g (x/_Uwvd-2E(r,t)) = Sd_2pe\/UVd�0242, (2.25)

cuyas expresiones pueden ser reduzidas, si de}401nimos

q = V UWVd�0302E(r,t). (2.26)

Es inmediato observar, de (224), que q es una funcién que depende de la posicién, q = q('r).

De esta manera (2.25), puede ser escrita como

q'(7") = Sd_2pe\/UVd�0342, (2.27)

la cual indica que q(r) es efectivamente la carga eléctrica contenida en el interior de una distri-

bucién de materia.

A continuacién, considerando los resultados anteriores, asi�031como la métrica dada por

(2.18), obtenernos las componentes no nulas del tensor de Einstein (2.1), es decir:

G0 2 (d �0242)(d �0243)?) + (d �0242)U�031V�031+ (d �0242)UV + (cl �0242)(d - 3)V2
0 2V 4U2V 4UVW 8WV2
(d �0242)V�035(d �0242)(d �024-5)V�0312 d �0242

*�024'�0302w�034�024_sU�030v�0302�024�034�030A = m5HGdT3* (2-28>
G1 : _ (d �0242)x�030/W+ (d �0242)(d �0245)1'/2 + (d �0242)(d �0243)b _ (d �0242)V�031W�031_

1 �0354VW2 SWV2 2V 4VWU
(d�0242)V(d�0242)(d�0243)V�0312_ d�0242 1

+ 2VW _�024gv72�030�024�034A �024d�030:35HGdTv <2-29>
G2 : (d �0246)(d �0243)v2 + ((1 - 3)(d �0244)}; _ (d �0246)(d �0243)V�0312_ (d ~ 3):�030/W

2 __ 81/2w . . 2v 8UV2 41/W2
+(d �0243)v + (d �0243)UV _ (d �0243)V�035_ (d �0243)V'W�031_ UW + W�035

2WV 4UWV 2UV 4VUW 4UW2 4UW2

U2 U�031W�031U W�035(d �0243)U�031V�031d �0242
_4WU2 + 4WU2 + 2UW ' 2UW + T/UT�031�031A : d_�024_3S�030�035G"T;�031(230)
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1'/V�031 VW�031UV�031V�031d �0242
lzj j �024�024�024-�024:=�024�024- T1 2.31G0 4UV2 + 4UVW +4U2V 2VU d�0243Sd2G�030�0310�031 ( )

G3 = G3, (232)

G3 = G3, (233)

03:} : G3, (2.34) -

donde el superfndice �031y el punto sobre las funciones indican las derivadas parciales en relacién

a 7�030y t, respectivamente. En este caso, las componentes relevantes del tensor energia.-momento

son

0 = �024�024":�024 2 35TO p + 2Sd_2Vd_2: ( �030 D

(12
T11 = �030P+ , (2-36)

qz
T; Z �030P�024 , (2-37)

T01 = 0, (2.38)

T; = T3, (2.39)

T: : T3, (2.40)

Tjjf : T§, (2.41)

siendo que, debido a la sirrretrfa, las componentes no mostradas son idénticamente nulas.

Ademés, debemos indicar que para el caso de espacio-tiempos cuadri-dimensionales corres-

pondientes a (2.28)-(2.31) y (2.35)�024(2.38)pueden ser encontradas en la referencia [12].

Si usamos ahora la componente G8 de las ecuaciones de Einstein�024MaxWell,se encuentra

que

(d�0243) W% + V2V9%*�030_ v'2V�034�024E-�034"_ 2AV�034+�031+ q2Gd I:
2 4W 4U (d �0241)(d �0242) (d _ 3)2v£�030~;�024§

E / I
: §4:2G_d_r}402�031_2_V_+ (2.42)

2 (d �0243)VT

y de la componente Gi

(d- 3) W? + WV? _ WV? _ 2/xv? + (120,, �030Z _
2 4W 4U (d�0241)(d�0242)(4- 3)V-2-�030
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2

A partir de las dos ecuaciones anteriores, (2.42) y (2.43), se de}401nela funcién de masa

para un espacio-tiempo d�024dimensiona1,m(7", t), como

(d �0243) .,_.g V2V�030i§�0245V�0312V£"§"5 2/xv? (fad
,t =�024:�024bV +j�024�024j�024�024�024�024�024�024�024+�024�024�024�024_�024.2.44

m(r ) 2 2 4W 4U (d �0241)(d �0242) (d _ 3)V"�02423 ( )

Esta ecuacién se reduce a la encontrada en [12] para el caso d = 4 y A = 0, y de esta manera,

m(r, t) puede ser interpretada como la masa total contenjda en el interior de la super}401ciede

radio 7", en el instante de tiernpo t. I

Una vez de}401nidala masa total, a través de (2.44), de (242) y (2.43) encontramos que:

- S V%*�030V' 'm�031: £�030�031___+ ___q�030L1__?, (2.45)
2 (d �0243)1/T

_ 'm = .�024§i3p�024V~�024. (2.46)
2

Asimismo, las ecuaciones de conservacién, (2.13), son dadas por:

. Up Up at ~ 2>Vp (d �0242>Vp 4
p+§I7+W+�024-31/?'+�024�0242V::0�031(247)

W, 299, /
�024-�024�024�024-�024�024�0242 = 2.48(29 + /1) W Sd_2Vd_2 + p 0, ( )

siendo nulas todas las demas componentes. Debemos mencionar, que las ecuaciones (2.45)-

(2.48), para (1 = 4, son equivalentes a las obtenidas en la referencia [13], si hacemos las substi-

tuciones: W �024>a2, U �024�024>b2, V �024>R2 y despreciamos la constante cosmolégica.

2.8. Prueba del Teorema Generalizado de Birkhoff

Para generalizar e1 teorema de Birkhoff, primero se reduce el ntimero de funciones métri�024

cas en el elemento de lfnea (2.18). Para esto, se pasa a1 llamado calibre de Schwarzschild, a

través de un cambio de coordenadas radial 7" y temporal 7: para nuevas coordenadas \/V y T [1],

de tal forma que

' 1 3x/V 1 3\/17
dT=�0242* �024�024�024�024d�024�024 2.4e [U 87" t+W8tdr], (9)
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donde e2" es un factor integrante. De este cambio de coordenadas, se tiene que

ax/V 2 ax/V 2 '1 2Wdt2 �024Udr5 = U'1 �024~ W�0301�024�024 e'4><UWdT5 �024(dx/I7) . (2.50)
81" 8t

Claramente, la ecuacién anterior es vélida para puntos donde

2 2

2 1 W17 1 3x/V
= �024�024�024�024�024�024�024�024�024. 2.51(W) U(8r) W(8t)7é0 <>

De estavmanera, el elemento de linea (2.18) puede ser escrito como

(152 = W(R, T)dT2 �024U(R, T)dR2 �024R2 [c195 + f(0)5 d§3f,_3] , (2.52)

donde se hizo \/V �024+R, T) �024>W(R, T) y T) �024>U(R, T). En lo que continua,

sin perdida de generalidad, renombramos las coordenadas T �024+t y R �024)7".

Para generalizar el teorema de Birkhoff, las siguientes hipétesis son consideradas:

1. E1 espacio-tiempo en la regién llena de materia eléctricamente cargada es descrita por

una métrica de la forma (2.52), es decir, con simetria esférica, plana o hiperbélica.

2. La regién de interés es el exterior, fuera de la distribucién de materia, es decir, en el vacfo,

pero con Campo electrostatico y con constante cosmolégica.

De la segunda hjpétesis, se tiene que la densidad de energfa, la presién y la densidad de

carga son nulas, es decir, p = 0, p = 0 y pa = 0. Ademas, si V = T2, de la ecuacién (2.31) se

tiene

2 U :. 0, (2.53)

siendo de esta manera, U independiente del tiempo, y asi las ecuaciones (2.28), (2.29) y (2.30)

resultan, respectivamente

(d �0242)(d �0243)!) (d �0242)U�031('r)(d �0242)(d �0243) _ d �0242 q2('r')Gd

�024�024m«T�024"+TrFJ3W_�0242�024w73?T�034�030A�030ET37 (254)
(d �0242)(d �0243)b (d ~ 2)(d ~ 3) (d �0242)W�031(r,t) _ d �0242 q2(r)Gd

�030}4012�034�034+�0352z;(W�030+§vvv3vzH+A"'d�030.�034§= (255)
(d�0243)W�031(r,t)+ W�035(r,t) _ W�0312(7",t)_ U�031(7")W�031(7",t)+ (d �0243)(d�0244)_

2rW(r, t)U(r) 2W(r, t)U(r) 4W2(7", t)U(r) 4W(r,t)U2(r) 2Ur2

(d �0243)(d �0244)b (d �0243)U�031(7") _ d �0242 q2('r)Gd

�031�0243:2*�034�0302}401]2�024(,T+A';z�034_�0243�031 (255)
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donde la dependencia de cada funcién en las respectivas variables esta indicada de forma explici-

ta para dejar claro cuales son las funciones que a1�0311ndependen del tiempo.

A continuacién, comparando las ecuaciones (2.54) y (2.55) se encuentra que U�031/U 2

�024W�031/W, Ia cual es satisfecha si y solamente si las funciones U y W estan relacionadas por

W(r, t) = A(t)/U (7'), donde A es una funcién azrbitraria del tiempo. As1�031,considerando esta

relacién en el elemento de lfnea (2.52), y de}401niendoel término x/A(t) dt como df, la ecuacién

(2.55) resulta idéntica a 1a (2.54), y el sistema resultante es el siguiente

(d �0242)(d �0243)b (d �0242)(d �0243)F(r) (d �0242)F�031(r)_ d �0242 q2(*r)Gd

�034�034'2;~2�031�024+�024�03527~2?�034+�0242�0307»"�024+A*'a�030.�0343�031 (2-57>
(d �0243)F�031(7*)F�035(r)(d �0243)(d �0244)b (d ~ 3)(d �0244)F(r) _ d �0242 q2(7")G'd

7' + 2 _ 27'? + 273 + A _ d �0243 2'r2(d�0302)�031(2'58)

donde

F(7') E 1/U(7�030). (2.59)

De forma analoga, recordando que esta}401xosen la regién del vacfo electromagnético en

el cual ,0 = 0, p : 0 y pa = 0, se obtiene que la ecuacién (2.47) es identicamente nula, y la

ecuacién (2.48) se transforma en

Zqq�031
 �0240.

Es inmediato observar que la funcién q(r) es de hecho una constante, la cual corresponde a

la carga eléctrica total Q (constante) de la distribucién de materia. Por lo �030canto,se puede

integrar la ecuacién (2.57) se obtiene la funcién F(r) (ver la Tabla 2.1). Por otro lado, también

se puede mostrar que la ecuacién (2.58) es obtenida a partir de las ecuaciones (2.57) y (2.60), 10

cual permite resolver el sistema por completo. Ahora, haciendo un analisis para las diferentes

geometrfas, es decir, integrando la ecuacién (2.57) y teniendo en cuenta los diferentes valores

de b, Se tiene una funcién F diferente para cada f (0) posible en un espacio de d�024dimensi0nes,

conforrne es mostrado en el Tabla 2.1. En esta tabla, en todos los casos, is es una constante que

esta relacionada con la masa del cuerpo vista por un observador en el in}401nite(masa ADM), y

asf la métrica queda de la forma

as? = F('r')dt2 �024F('r)�0301dr2~ 'r2 (dt92 + f(6)2dEf}_3) . (2.61)

De esta manera, es probado el siguiente teorema, que es una versién generalizada del teorema

de Birkhoff:
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III f (6) I
2A7�030 Q Gd kGd

= �024�024�024T�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024~�024�0241 * 0

2A7�030 Q Gd /�254GdF�031=�0241�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024-1 ~h6

2/\'F Q Gd kGd
F :: --�024�024�024�024�024�024�024�024eT�024�024-�024-�024�024�024�024�024�024�024�030 0I (7') d _ 1 d __ 2 + d _ 3 2r2(d_3) d _ 3 rd_3 constante,

Tabla 2.1: Relacién entre el tensor métrico y la simetrfa del espacio-tiempo.

Teorema 1 El espacio-tiempo en la regidn exterior a cualquier distribucidn de materia elécml

camente cargada, con simetria esférica, plana o hiperbdlica, y con constante cosmoldgica, en un

espacio de d-dimensiones, es estdtica y tiene la métrica de una de las formas mostradas en la

Tabla 2.1 y en la ecuacién (2.61).

Ademés, observe que en el elemento de lfnea (2.61) fue rede}401nidola coordenada del tiempo

E �024>t. Considerando este teorema, se puede estudiar el colapso 0 la expansién gravitacional

de cualquier distribucién de materia cargada que preserve la simetrfa del espacio-tiempo d-

dimensional.

2.9. Ecuacién de TOV modi}401cadaen d-dimensiones

Para encontrar la ecuacién de Tolman�024Oppenheimer-Volkoff(TOV) en d-dimensiones, es

importante considerar una métrica 0 elemento de linea estatico mas general posible, que tenga

las simetrias deseadas. De esta manera, si

ds2 = G(7")dt2 �024H(r)dr2 �024-r2 (d62 + f(0)2dE,'j,_3) , (2.62)

donde G y H son funciones que dependen solamente de la coordenada radial 7", f(l9) es la funcién

de}401nidaen la Tabla 2.1 y dEg_3 de}401nidoen la ecuacién (2.20), entonces las componentes no

nulas de la ecuacién Einstein-Maxwell (2.28), (2.29) y (2.30), son dadas por

(d�0242)(d�0243)b(d�0242)H�031(r)(d�0242)(d�024�0243)_ d�024�0242 q2(r)

"�024W*�034+Tsr2(;)�034�034"""27mé�035�030A�024G"d�024�024_3SH"+52W = (2-63)
((1 �0242)(d �0243)b (d �0242)(d �0243) (d �0242)G�031(r) d �0242 q2(r)�024�024¥j�024�024�024j�024�024= �0244-? 2.42'r2 + 2H('r)'r2 �030L2rG('r)H(7') + A Gdd �0243 S�0342�03521-2<d-2) �031(6 )

(d �0243)G�031(r)_ (d �0243)(d �0244)b _ (d �0243)H�031(r)* G�0312('r') _ H�031(r)G"('r)+

2rH(r)G(r) 273 2rH2(r) 4H (7")G2(r) 4H2(r)G A

G�035(?") (d - 3)(d - 4) _ d - 2 q2(r)
§ '1�034WW �030FA�024-Gddf3 Sd�0242p+W35 - (2-65)
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Por otro lado, la ecuacién de conservacién (2.48) se transforma en

G" 2 ' 2 �031
�024= �024La (2.66)G S.1_2r �030�030)(p+p) p+p

y el coe}401cientemétrico H (r) es

2Gdm Gdq2 2Ar2
H �0301=b�024�024j-�024�024�024é:�024j-�024�024,2.67(T) (d �0243)rd�0243J�034(d �0243)2r2(d�0303)(d �0241)(d �0242) ( 9

donde q y m son la carga y la masa que dependen de la coordenada radial 7'. Ahora, substitu-

yendo (2.67) en (2.63), so obtiene

, _ ,. 2 ea�031In�031�024Sd_2lNd 2 +}401g1 (2-68)

la cual representa la ecuacién de continuidad (conservacién) de la masa en un espacio-tiempo

de d-dimensiones. La ecuacion (2.68) también puede ser encontrada a partir de la ecuacién

(2.45), si se considera que V(r, t) = 7'2. Finalmente, substituyendo la ecuacién (2.66) en (2.64),

se encuentra que

[Sd_2pr _ q2 + m _ 2A7�030

(d - 3) (d �0243)r2d�0305rd�030?Gd(d �0241)(d �0242) qq�031
"=�024'+ G +i�024,2.69
p (P p) '1 b _ 2Gdm + Gdqz _ 2Ar2 Sd_27"2(d�0302)( )

(d �0243)rd�0303(d �0243)27*2<d�0303)(d �0241)(d �0242)

corresponde a la ecuacion de To1man�024Oppenheimer�024Vo1koff(TOV) modi}401cadapara el equilibrio

hidrostatico de un }402uidoeléctricamente cargado en d-dimensiones y con constante cosmologica.

Este resultado concuerda con los resultados de la literatura, para una simetrfa esférica b = 1,

con A = 0 y en un espacio�024tiempode d = 4 dimensiones [12,13].

Examinando la ecuacién (2.69), se observa que el primer término del lado derecho de

la igualdad es debido a la fuerza gravitacional con una presién y densidad de masa efectiva,

mientras que el Segundo término es consecuencia de la fuerza de Coulomb. Asimismo, en la

tentativa de determinar si existen soluciones de equilibrio hidrostatico, se necesita un sistema

de ecuaciones completo, ademés de condiciones iniciales sobre las cuales se discutira posterior-

mente. Esta claro que las ecuaciones (2.68) y (2.69) son insu}401cientespues forman un sistema de

dos ecuaciones para cinco variables, m('r), p('r), q('r), pe('r) y p('r'). Para completar e1 sistema,

ademas de una ecuacién de estado que sera luego de}401nido,consideramos la ecuacién (2.27),

para la carga eléctrica, y la reescrimos substituyendo las funciones V y U, respectivamente, por
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T2 y 1/H De esta manera, con la ecuacién (2.27) dada por

qz : Sd_2perd�0242[6 _ 2Gdm + G192 _ 2/V2 J4/2 , (2.70)

(d �0243)rd"3 (d �0243)2r2(d�0303)(d �0241)(d �0242)

se tiene el siguiente sistema de ecuaciones: (2.68), (2.69) y (2.70). Las otras dos ecuaciones

restantes no provienen de las ecuaciones de Campo y seran obtenidas indirectamente. Estas dos

ecuaciones son, en general, dadas a partir de un modelo fundamental para la materia, en este

caso, para el }402uido.Lo mas com}401nes tener una ecuacién de estado, que relaciona la presién

con la densidad de masa�024energ1�031adel }402uido.Ademas, para un }402uidoeléctricamente cargado, se

necesita de una relacién que de}401nala densidad de carga eléctrica pg (ver el Capitulo 4). Estas

forman un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas las cuales son resueltas en forma

simultanea. I

Por otro lado, las condiciones de contorno adoptadas en el centro de la estrella, donde

1" = 0, son m(r) : 0, q(r) = 0, p(r) = pa, p(7") 2 pa, pe(r) 2 pee (lo que produce H(r) = b = 1),

y el radio de la estrella 7" = R5 es encontrado cuando p(Rs) = 0. Los valores iniciales necesarios

en la ecuacién de TOV modi}401cada,ecuacién (2.69), son la presién pc, la densidad de masa

pa y la densidad de carga pee, ya que la masa m, la carga q y el coe}401cientemétrico H son

dependientes de estos parametros.
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I

Cap1tulo 3

0 I

Materlales y metodos

3.1. Materiales

Este trabajo no esta sujeto a experimento de laboratorio. Se ha desarrollado sobre la

base de artfculos, textos y experiencias propias en ecuaciones diferenciales, relatividad general

y su aplicacién en el estudio de estrellas en espacio�024tiempocuadri�024dimensiona1y dimensiones

extras.

Ademas también se ha usado material de tipo técnico en el dise}401oe impresién del texto

de la tesis. Toda la informacién ha sido procesada en una computadora personal, usando el

programa de texto Latex2e, mediante el cual se han editado todo el formalismo Matematico

y la redaccién de la presente tesis. Asimismo, usamos para obtener los resultados numéricos

FORTRAN 90 y para gra}401carlas }401gurasOriginPr0 8. -

3.2. Métodos

Luego de obtener la informacién necesaria para la investigacién, se han usado fundamen-

talmente, los Inétodos inductive, deductivo y analitico. También, las ecuaciones que re}402ejanlas

leyes o principios ffsicos de la relatividad general y su aplicacién en el estudio de estrellas, asf

como también las herramientas matematicas avanzadas referidas por el analisis y los criterios

sobre las soluciones de ecuaciones diferenciales; de igual modo los conocimientos 0 resultados

contenidos en las referencias bibliogra}401casdel presente trabajo.
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4.1. Soluciones de equilibrio y coe}401cientesmétricos para

estrellas cargadas

Cuando se analizan soluciones de equilibrio para estrellas, siempre es importante discutir

sobre el limite de Buchdahl [21], el cual establece que la razén entre e1 radio B y la masa M

de una estrella esférica debe satisfacer la desigualdad }401> 3, caso contrario el equilibrio hi-

drostatico no puede ser sostenido. Esta desigualdad fue establecida considerando que la estrella

esférica es constituida por un }402uidoperfecto, sin la presencia de cualquier otro tipo de Campo.

Asf como el lfmite de Buchdahl, otra cuestién interesante relacionada a soluciones tipo estrellas

es la hoop conjecture [22], la cual establece que un horizonte de eventos se forma cuando, y

solamente cuando, un objeto de masa M alcanza una etapa de compacti}401caciéntal que puede

ser rodeado por un aro circular de circunferencia C S, 47rM, a lo largo de cualquier direccién

alrededor del objeto. Conforme ya estudiado por Bonnor, esta forma de la hoop conjecture pue�024'

de ser violada por estrellas eléctricamente cargadas, sin embargo, una versidn de la conjetura

reformulada por Bonnor siempre es preservada [23, 24]. En esta versién, Ia longitud de la circum-

ferencia del aro debe ser C 5 27rM. Ademas, como la ecuacién de To1man-Oppenheimer-Volko}402�031

es usada para el estudio del equilibrio hidrostatico, también es considerada para determinar

la métrica de una estrella politrépica de forma numérica (ver [19, 20]) y asl�031poder analisar la

evolucién de los coe}401cientesmétricos en funcién de la coordenada radial (radio de la estrella).

En este capftulo se estudia los efectos de la carga eléctrica en estrellas estaticas com-

pactas frfas, asumiendo que la distribucién de la carga es proporcional a la densidad de masa.

Para esto, se considera el efecto de la carga eléctrica en el tensor de energfa-memento, el cual

altera la ecuacién relativista de equilibrio hidrostatico de Tolman�024Oppenheirner-Volkoff[32,33]

en un espacio-tiempo d�024dimensiona1con constante cosmolégica. Para facilitar la resolucién del

problema, se usa la hipétesis de los autores de la referencia [19] con relacién a la distribucién

de carga en el interior de la estrella. La distribucién de carga tendra simetrfa esférica y sera
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directarnente proporcional a la densidad de masa, de la forma pa = ozp, com or constante. Tal

suposicion es razonable en el sentido que una cantidad mayor de materia puede contener una

cantidad mayor de carga. Como el objetivo principal de este trabajo es obtener la métrica

(2.62), es necesario resolver la ecuacion diferencial (2.66), asi�031como las ecuaciones diferenciales

acopladas (2.67), (2.68), (2.69) y (2.70). Sin embargo, debido a la complejidad para solucio-

narlas analiticarnente, es de nuestro interés desenvolver programas numéricos para solucionar

la ecuacion de equilibrio hidrostatico, asr�031como obtener una métrica de forma numérica, consi-

derando una estrella formada por una ecuacion de estado (}402uidopolitropico). También es de

interés discutir el lirnite de Buchdahl [21] y la hoop conjecture en la version original [22] y la

generalizada [23, 24]. Se utiliza, en particular, ecuaciones de estado politropicas de dos tipos.

La primera siguiendo [19], p = wp5/3, y la segunda de la forma p = (1 �024oz) wpr�031/3,con oz y w

constantes. El analisis numérico de la ecuacion TOV en ambos casos sera realizada por medio

del método de Rungge�024Kuttade cuarto orden.

Nurnericamente se veri}401caque la ecuacion de TOV permite soluciones de equilibrio

solamente para los casos con b > 0 (ver Apéndice C para un analisis al respecto). Asi�031,en este

capitulo, las ecuaciones (2.68), (2.69), (2.70) serén resueltas para un linico caso, para b = 1,

que corresponde a la simetrfa esférica. Adicionalmente, se considera d = 4 dimensiones y A = 0

(ver el Apéndice A para soluciones numéricas en d = 5).

A seguir se analiza soluciones de equilibrio para estrellas compuestas por }402uidoscargados

con dos ecuaciones de estado politropicas diferentes. Por sirnplicidad, y por comparacion con los

trabajos conocidos en la literatura, se considera espacio�024tiemposcuadri�024dimensionales(d = 4).

Para un breve estudio en d : 5, ver el Apéndice A.

4.2. Estrellas cargadas: Ecuacién de estado politrépica

4.2.1. Ecuacién de estado relacién densidad de carga/densidad de

masa

En esta seccion estudiamos los efectos de la carga eléctrica en la estructura de estrellas

frfas y cargadas, considerando que, de acuerdo con [19], la densidad de carga es proporcional a

la densidad de masa-energfa:

pa = fp, (4.1)

en el cual f es la fraccién de carga. Para }401nesde calculo, es mas conveniente introducir una

nueva constante a, por ejemplo, reescribiendo la relacion entre densidad de carga y densidad
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de masa en la forma

pa = on/G pa

donde, en el sistema CGS�024Gaussian0,a es una constante adimensional, que esta relacionada

con la fraccién de carga f por

f
a : -T

x/Z3

Escoger esta distribucién de carga es razonable, porque una mayor densidad de masa

sera necesaria para balancear las fuerzas gravitacionales con las fuerzas repulsivas eléctricas.

En los calculos numéricos de esta seccién se usan unjdades tales que la densidad de
. ., . . ., 1 2

masa p es dada en [MeV/fm3] y la fracclon de carga f tlene d1mens1on de 16-}; [fm3/MeV] / .

Asl�031,la densidad de carga pg tiene las dimensiones 311; [MeV/fm3]1/2. En estas unidades, Ia

ecuacién (4.3) resulta

a = 8,69211 x 102 f, (4.4)

de donde para cada valor de f , se tiene un correspondiente valor para la constante 04.

La ecuacién de estado politrépica que sera considerada en este estudio es dada por:

p = wpl�034/�035, (4-5)

donde n es el fndice politrépico. Los valores relativistas permitidos para n se encuentran entre

1,5 y 3, sin embargo, en el presente trabajo sera considerado el valor del fndice politrépico

n = 1,5. La presién tiene unidades de [MeV/fm3], mientras que las unidades de la constante w

son [fm3/MeV]2/3. Adicionalmente, se considera el valor para to de 1,47518 X 10'3, y los valores

para la densidad central en el SI estan entre 10-�034kg/m3_<_ pa 3 102°kg/m3. Estos valores son

escogidos por ser Compatibles con estrellas de neutrones y para posibilitar la comparacién con

trabajos anteriores. A partir de la ecuacién de estado (4.5) y de los valores para la densidad

central especi}401cados,se puede analizar el sistema para diferentes valores de la fraccién de carga

f, relacionada con oz a través de la ecuacién (4.4), y de esta manera estudiar la naturaleza y

comportamiento del sistema con diferentes contenidos de carga eléctrica.

4.2.2. Relacién masa-carga y otras relaciones

En la Figura 4.1 se presenta la gra}401cade la masa como funcién de diferentes densidades

centrales pc. Las estrellas con densidad muy alta y masa peque}401ason inestables porque £1 < 0

(ver [39]).
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Figura 4.1: La masa de la estrella como funcién de la densidad central para diferentes valores de
fraccién de carga (a), con la ecuacién de estado politropica p = wp5/3.

En la Figura 4.1 se puede apreciar que los efectos de la carga para cu = 0,1 en la estruc-

tura de la estrella son peque}401os,y la estructura es comparable con las estrellas que no tienen

carga. Cuando el valor de oz crece hasta un valor critico (ver Apéndice B, ecuacién (B.4)), los

efectos en la estructura de la estrella también son signi}401cativos.Se observa que el cambio en la

estructura no es lineal con el aumento de la cantidad de carga. Para veri}401caresto, se considera

e1 incremento de 300% de la constante oz, de 0,1 a 0,4. En este caso, la masa maxima aumenta

en aproximadamente 17 %. Sin embargo, para un incremento en (1 de apenas 75 %, de (1 = 0,4

para a = 0,7, el incremento en la masa maxima es de 57 %. Finalmente, la variacién de ck : 0,7

a o: = 0,9; representa un aumento de menos del 30 %, corresponde al cambio de masa méxima

en casi 126 (70.

En la Figura 4.2 se presenta la gra}401cade la masa como funcién del radio de la estrella para

los diferentes valores de densidad central y de la fraccién de carga eléctrica. Como era esperado,

debido al aumento de la presién y la fuerza repulsiva por el crecimiento de la constante oz, las

estrellas cargadas tienen radios y masas mayores en comparacion con estrellas sin carga. Para

valores pequefios de oz, los incrementos en el radio y masa son peque}401os,como se aprecia. E1

mayor valor de la constante (1 permitido es 0,9999. Este caso extreme no es mostrado, porque

el radio y la masa permitida son, respectivamente, 5631,13 km y 2,12 X 1033Mo (MG masa del

sol), lo que no permitiria mostrar la curva para a = 0,1 en la misma }401gura.

En la Tabla 4.1 se muestran los valores maximos permitidos para la masa, juntamente

con los correspondientes valores del radio, densidad central y carga eléctrica, para diferentes

valores de oz. Los valores de cu mostrados en esta Tabla son los rnismos usados en las }401gurasde
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Figura 4.2: Masa como funcion del radio de la estrella para diferentes valores de 01, con la ecuacién de

estado p = wp5/3.

ln f( [fm3/MeV]1 2) M,,,,,,,(Mo) R(km) pc(kg/m3) x 1018 62(0) x 1020 |
| 0,000115043 1,43240 11,8293 2,8002? 0,0945210 |
| 0,000460172 1,6"/652 13,0477 2,3501?�031 0,430624 |
I 0,000805301 2,63172 17,6386 1,35988 1,11207 |

W 0,00103539 5,95335 34,4223 0,369998 3,02530 |

l 0,9999 0,00115035 2,12 X 1033 5631,13 0,000014 1824,88 |

Tabla 4.1: Valores maximos de masa permitidos para diferentes valores de a, con la ecuacion de estado
p = wps/3_

esta seccion. Claramente se observa el aumento no lineal de la masa y de la carga maxima en

funcién del aumento de 04.

En la Figura 4.3 se rnuestra la presion como funcion de la distancia a partir del centro

de la estrella para un fmico valor de densidad central igual a 1018kg/m3 y diferentes valores de

oz. Como se puede apreciar, la presion disminuye con el aumento del radio y alcanza el valor

mfnimo, idealmente zero, en un valor de la coordenada radial r = R que es identi}401cadocomo el

radio de la estrella. En esta }401gurase observa que la presion central es la misma para diferentes

valores de a y las curvas tienen comportamientos similares. También se observa que mientras

el valor de la constante a aumenta, el valor del radio maximo también aumenta.

También, se determiné en unidades geométricas la razon entre la carga eléctrica y la

masa maxima para los diferentes valores de oz utilizados en el analisis de la presente seccién.

Los resultados son presentados en la Tabla 4.2, donde se tiene los valores de Mm�035,R y Q en la

super}401ciede la estrella, donde la presion p('r) es peque}401a(idealmente igual a cero). Los valores
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Figura 4.3: Dependencia de la presién en el interior de una estrella para la densidad central igual a

1018199/m3 y diferentes valores de a, con la ecuacién de estado p = wp5/3.

. I3
| 2115,84 11829,3 81,5652 0,0385498 5,59083

| 2476,43 13047,7 371,600 0,150055 5,26875
| 3887,39 17638,6 959,641 0246860 4,53739
6 8793,86 344222 2610,63 0296870 3,91436

' I 0,9999 1574830 5631130 1574740 0,999943 3,57571

Tabla 4.2: Masas maximas y las cargas correspondientes, en unidades geométricas, y la razén car-

ga/masa para cada valor de fraccién de densidad de carga 07, con la ecuacién de estado p = cups/3.
Mm�035es el maximo valor de masa, medida en la super}401ciede la estrella. Q es la carga eléctrica total
de la estrella correspondiente en cada caso.

de 0: en esta Tabla son los mismos que fueron usados en los gré}401cosde esta seccién, asr�031como

los correspondientes radios, densidades centrales y cantidades de carga. Observe que, en todos

los casos, la carga eléctrica es menor que la masa. La Iiltima columna de esta Tabla contiene la

razén entre el radio de la estrella y la masa maxima correspondiente, los cuales se encuentran

sobre el lfmite de Buchdahl [21].

4.2.3. Carga y Campo en la estrella

En esta subseccién se estudia los efectos de la carga en el interior de la estrella. En la

Figura 4.4 se presenta el comportamiento de la carga total Q de la estrella en la super}401ciecomo

funcién del radio.

Observamos, de la ecuacién (2.70), que la cantidad de carga aumenta con el incremento
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Figura 4.4: Carga total versus el radio de la estrella para diferentes valores de oz, con la ecuacién de
estado p = wp5/3.

de oz. Sin embargo, existe una contribucién adicional, Ia cual es debida a, los valores méximos

del coe}401cientemétrico gw. Asf, se tiene que la materia. y la caxga estén interrelacionadas, pero

una no es proporcional a la otra, como se puede esperar de un anélisis newtoniano.
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Figura 4.5: Variacién de la carga con la masa de las estrellas para diferentes 04, con la. ecuacién de

estado p = wp5/3.
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Figura, 4.6: Dependencia del campo eléctrico en el interior de la estrella para los mayores valores de
la masa y para diferentes Oz, con la ecuacién de estado p = wp5/3.

Los gra}401cosQ X M, para diferentes valores de a, estan representados en la Figura 4.5.

Recuerde que se supuso que la densidad de carga y masa son directamente proporcionales (4.2).

Por eso, se espera que la carga, que es la integral de volumen de la densidad de carga, y la

masa, que es la integral de volumen de la densidad de masa, sean proporcionales.

Para cada curva, a medida que la densidad central aumenta, carga y masa crecen hasta

llegar a un punto de retorno en el cual cada curva entra en una zona de lnestabilidad. La cantidad

Q es la carga total de la estrella, integrada hasta la super}401cie,donde la presion p(r) es peque}401a

(idealmente, igual a cero). De este modo, en la super}401ciede la estrella, la fuerza de Coulomb

es balanceada por la fuerza gravitacional. Por lo tanto, la relacién entre las distribuciones de

carga y de masa pa = ap se traduce en la forma Q = 01M, para el caso extremo (Ver Tabla

4.2), asf como también para el caso de estrellas de polvo cargadas, con 17 = 0, conforme fue

estudiado por Majumdar y Papapetrou [10, 11] y Bonnor [40�02444],entre otros (Vea [26, 45] para

d-dimensiones). '

La dependencia del campo eléctrico en funcion del radio dentro de una estrella es mos-

trado en la Figura 4.6. Para los mayores valores de la masa y para diferentes valores de 0:, se

aprecia que el mayor valor del Campo eléctrico se encuentra en oz = 0,�031?y la disminucion del

Campo eléctrico para valores de a mayores es atribuido a la formacion de estrellas estables para

densidades bajas.

4.2.4. Obtencién de los coe}401cientesmétricos

En la Figura 4.7 se presenta el comportamiento del coe}401cientemétrico gt 2 G('r) en

funcién de la coordenada radial (distancia a partir del centro de la estrella), para los mayores
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valores de la masa y para cada valor de a, dados en la, Tabla 4.1. La funcién G(r) es obtenida

integrando (2.66) conjuntamente con las ecuaciones diferenciales acopladas (2.68), (2.69) y

(2.70). Se observa que cada curva mostrada en el gra}401co,parte de un punto inicial diferente,

esto se debe a que cada valor inicial es escogido de tal manera que el valor de gtt = G/(R), en
. . 2la super}401ciede la estrella, sea igual a 1 �024�024�0242�024_f{�024+ %, donde M , Q y R son, Ia masa, la carga y

el radio en la super}401ciede la estrella, respectivamente.
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Figura 4.7: El coe}401cientemétrico gt, = G(r) con la coordenada radial, para los mayores valores de

masa y diferentes valores de oz, con la ecuacién de estado p = 02,05/3.

La Figura 4.8 muestra las curvas para el coe}401cientemétrico g,, = H(r) como funcién

del radio. La. forma de la curva de gr, = H en funcién de 7' es semejante en todos los casos.
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Figure. 4.8: Dependencia de la métrica g.,, = H (�030I�031)con la coordenada radial, para los mayores valores
de masa y diferentes valores de 01, con la ecuacién de estado p = wpf�031/3. .
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De esta manera, en base a las Figuras 4.7 y 4.8, se puede determinar los coe}401cientesgt;

y g,., en funcién de 1" (coordenada radial), para los mayores valores de masa encontrados. De

esta forma es determinada la métrica (2.62) en forma numérica, para la ecuacién politrépica

de estado p = wp5/3.

4.3. Estrellas cargadas: Ecuacién de estado politrépica

dependiente de la carga

4.3.1. Ecuacién de estado y relacién densidad de carga/densidad de

masa

Los estudios realizados recientemente en los trabajos que consideran }402uidoscargados en

equilibrio hidrostatico indican que la densidad de carga eléctrica desempe}401ael papel de gra-

diente de presién [26, 45]. Lo que sucede es que la densidad de carga eléctrica actlia con signo

opuesto a la densidad de masa, favoreciendo al gradiente de presién, en el sentido de compensar

la atraccién gravitacional. Asf, es razonable proponer que la ecuacién de estado efectiva de un

}402uidocargado sea de la forma p = p(p, pe). Una forma simple para que tal relacién mantenga la

formapolitrépica de la ecuacién de estado es p = wp1+1/" �024,6p:+1/�035,donde )6 es un parametro

dimensional no negative, pues se espera que un aurnento en la densidad de carga implique una

disminucién en la presién. En ese sentido, se pretende a}401nen esta seccién investigar los efectos

de la carga eléctrica en la estructura de estrellas frias y cargadas, considerando una relacién

entre pg y p de la forma (4.2) como fue hecho en la seccién 4.2, pero, con una ecuacién de estado

politrépica escrita de modo tal que considere explfcitamente la presencia de carga eléctrica, es

decir,

p : (1 �024a)wp�030+1/", (4.6)

donde Oz y los valores numéricos de n y La son los mismos que fueron usados en la seccién 4.2.

Asi�031,con la ecuacién de estado (4.6) y los valores considerados para la densidad central, que se

encuentran entre 1016lcg/m3 3 pa 3 102°kg/m3, el sistema puede ser analizado para diferentes

valores de oz, que esta relacionada con la fraccién de carga f , seglin la ecuacién (4.4). Con

esto se puede estudiar la naturaleza y el comportamiento del sistema. Se considera los mismos

valores de la seccién 4.2 para poder ver como la estructura de la estrella cambia con el aumento

de oz con la nueva ecuacién de estado (4.6), y poder comparar los resultados con los obtenidos

en la seccién 4.2.
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4.3.2. Relacion masa-carga y otras relaciones

Los valores de la masa de cada estrella en funcion de diferentes densidades centrales son

mostradas en la Figura 4.9, donde se aprecia que las estrellas con densidad muy signi}401cativay

poca masa son inestables. Esto puede ser comprobado veri}401candoque %% < 0 [39].

1.4
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Figura 4.9: Masa de la estrella como funcién de la densidad central para diferentes valores de oz, con
la ecuacién de estado p = (1 �024a)wp5/3.

Observe que para a = 0,1 los efectos de la carga son peque}401os,y la masa de la estrella es

practicamente la misma del caso de estrellas que no tienen carga. Con el incremento de a 2 0,1

hasta 01 = 0,4, la estructura cambia, disminuyendo la masa méxima en 13,65 %. Cuando la

fraccion de carga varia de oz = 0,4 hasta oz = 0,7; la masa rnéxima disminuye en 6,66%. Para

el intervalo de a = 0,7 hasta oz = 0,9, la masa maxima decrece en apenas 0,75 %, mientras que

de oz :- 0,9 hasta a = 0,9999, Ia masa maxima crece en 18,63 %. Por lo tanto, observamos que

el cambio en la estructura siempre es de forma no lineal con la variacion de oz, como se muestra

en la Figura 4.9.

La Figura 4.10 muestra la relacion rriasarradio. Se observa que la masa y el radio decrecen

para valores de oz entre 0 < Cl 5, 0,956164, mientras que para los valores O,956164 < a S,

0,99999, la masa y el radio de la estrella aumentan. Esto es debido al hecho que la fuerza

repulsiva comienza a ser considerable cuando la carga aumenta, aunque la presion disminuya
con el incremento de la fraccion de carga. E1 mayor valor de la masa para el caso extreme

(1 = 0,99999 no es mostrado en la Figura 4.10, debido al hecho de que la masa es muy grande

(3,35320M®) y el radio peque}401o(11,8741km) y no permitiria visualizar las otras curvas. La

densidad central correspondiente para esta masa y radio es pa = 9,54993 X 1O17kg/m3, como se

puede comprobar en la Tabla 4.3, que muestra los valores maximos permitidos de la masa para

diferentes valores de oz.
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Figura 4.10: Masa de la estrella como funcién de] radio para diferentes valores de a, con la ecuacién

de estado p = (1 �024oz)wp5/3.

La Tabla 4.3 muestra los valores maximos de la masa (en la super}401ciede la estrella)

Mm�035,as1�031como los valores del radio R y de la carga eléctrica Q correspondientes. Los valores

de 0: mostrados en la Tabla son los mismos que fueron usados en los gra}401cosde esta seccién, as1�031

como las fracciones de densidad de carga f y densidades de masa centrales correspondientes.

| f( [fm3/MeV]1 2) M,,m(MG) R(km) /)C(kg/m3) x 1018 62(0) X 1019 |
] 0,000115043 1,32358 10,9596 3,2501?) 0,872760 [

[ 0,000460172 1,14295 8,85120 5,14044 2,93904 ]
| 0,000805301 1,06682 7,14620 8,29087 4,50831 |
[m 0,00103539 1,05880 6,16350 11,7978 5,38116 ]

| 0,9999 000115035 1,25604 5,59450 13,5988 6,79863 |
| 0,99999 0,00115035 3,35320 11,8741 0,954993 18,1509 |

Tabla 4.3: Valores maximos permitidos de la masa para diferentes valores de 04, con la ecuacién de_
estado p = (1 �024a)wp5/3.

Se determiné, también, para esta nueva ecuacién de estado, en unidades geométricas, la

razén entre la carga eléctrica y la masa maxima para los diferentes valores de oz utilizados en

el anélisis de la presente seccién. Los resultados estan dados en la Tabla 4.4, donde se tiene

los valores de Mm�035,H y Q en la super}401ciede la estrella. La Iiltima columna de la Tabla, que

contiene la razén R/Mm�035,indica que, para. cualquier valor de a, no es violado el lfmite de

Buchdahl [21], tanto como hoop conjecture en la forma original [22]. Note también que, la hoop

conjecture en la versién reformulada por Bonnor [23, 24] no es violada.
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1111
| 1955,10 10959,6 75,3132 0,0385214 5,60565 I '

| 1688,28 8851,20 253,619 0,150223 5,24273 I

| 1575,83 7146,20 389,036 0,246877 4,53488 |
W 1563,98 6163,50 464,357 0,296907 3,94091 I

| 0,9999 1855,33 5594,50 586,675 0,316211 3,0153? |
| 0,99999 4953,10 11874,1 1566,23 0,316212 2,39731 |

Tabla 4.4: Masas mziximas y cargas correspondientes, en unidades geométricas, y la razon carga/masa

para cada valor de fraccion de densidad de carga 0:, con la ecuacion de estado p = (1 �024oz)wp5/3. Mm,�035
es la maxima masa, medida en la super}401ciede la estrella y Q es la carga eléctrica total de la estrella

correspondiente en cada caso.
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Figura 4.11: Variacion de la presion radial en el interior de la estrella, para una densidad central igual

a 1018/99/m3 y diferentes valores de Oz, con la ecuacién de estado p = (1 �024a)wp5/3.

En la Figura 4.11 se muestra la presién como funcién de la distancia a partir del centro

de la estrella, para un 1�0311nicovalor de densidad central igual a 1018199/m3 y diferentes valores de

cu. Como se puede observar, la presion disminuye con el aumento del radio, la presion alcanza el

valor mfnimo, idealmente cero, en el radio méximo de la estrella. En esta }401gurase observa que,

a pesar que los gra}401cosson para el mismo valor de densidad central, las curvas no tienen como

punto inicial el mismo valor de presion central como ocurre en el caso de la Figura 4.3. Esto

se debe a la ecuacion de estado (4.6), de la cual resulta que mientras el valor de a aurnenta, el

valor de la presion central disrninuye.

4.3.3. Carga y Campo en la estrella

En esta subseccion se estudia los efectos de la carga eléctrica en el interior de la estrella.

En la Figura 4.12 se presenta la gra}401cade la carga total en funcion del radio maximo de la

33



estrella para diferentes valores de a. Como se puede observar la cantidad de carga crece con el

aumento de la constante oz.
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Figura 4.12: Variacio�031nde la carga. en funcién del radio de la estrella con algunos valores diferentes de
a, para la ecuacién de estado p = (1 �024oz)wp5/3.
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Figura 4.13: Variacién de la carga con la masa para diferentes valores de Oz, para la ecuacién de estado

:9 = (1 - 0t)wp5/3-

La Figura 4.13 muestra las curvas de la masa versus la carga total de la estrella para

diferentes valores de (1. Como se observa, para diferentes valores de la densidad central, la carga

y la masa varfan en la misma direccién. Esto se debe al hecho de que la densidad de carga y la

densidad de energfa (masa) son proporcionales (ver ecuacién (4.2)). La inclinacién de las curvas

es diferente para cada valor de la constante (1. Estas curvas muestran una zona de inestabilidad
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en la regién donde para un valor de la razén 3% existen dos valores para la carga, la cual no

sera estudiada en este trabajo. La cantidad de carga Q es la carga total, integrada hasta la

super}401ciede la estrella, donde la presién es nula, 0 muy peque}401a.

4.3.4. Obtencién de los coe}401cientesmétricos

La Figura 4.14 representa la relacién entre el coe}401cientemétrico git = G(r) y la coor-

denada radial, para los mayores valores de la masa y cada valor de a, dados en la Tabla 4.3.

La Fig. 4.14 es diferente de la Fig. 4.7 debido a que se esta usando una ecuacién de estado

diferente. Observe también que con el aumento de 01 el valor maximo de la coordenada radial

disminuye, esto se debe a que solamente la. fuerza repulsiva compensa la fuerza gravitacional,

ya que la presién disminuye con el aumento de oz. �030
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Figura 4.14: Coe}401cientemétrico gt; = G'('r) con la coordenada radial, para los mayores valores de masa

y diferentes valores de a, con la ecuacién de estado p = (1 �024oz)wp5/3.

En la Figura 4.15 se presenta la gra}401cadel coe}401cientemétrico gr, = H (r) como funcién

del radio para los valores mayores de la masa y diferentes or (ver Tabla 4.3), como se aprecia el

comportamiento de las curvas son semejantes.

Asl�031también, conociendo los valores de gtt y g" en funcién de 7" (coordenada radial),

se determina la métrica (2.62) de forma numérica, para la ecuacién politrépica de estado p = .

(1 �024a)wp5/3.

4.4. Estrellas cargadas en d > 4

También se estudié el comportamiento de las soluciones de equilibrio de estrellas car-

gadas para espacio�024tiemposcon dimensiones mayores. En el caso de espacio�024tiempopenta-
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Figura 4.15: Variacién de la métrica gr, con. la coordenada radial, para los mayores valores de la masa

y diferentes valores de cu, con la ecuacién de estado p = (1 �024�024a)wp5/3.

dimensional, e1 comportamiento de los gra}401cosson similares a los correspondientes del caso

cuadri�024dimensiona1presentados en este capitulo. Un ejemplo de esto es presentado en el Apéndi-

ce A, donde se estudia la estabilidad de estrellas cargadas para (1 = 5 dimensiones. Este estudio

es realizado con la misma ecuacién de estado utilizada en la seccién 4.2. La principal diferencia

entre los gra}401cosde estas dos dimensiones diferentes es que la cantidad de masa, radio, y los

valores maximos de 9�034y g,, aumentan en funcién del nlimero de dimensiones extras. La relacién

de la masa y del radio de una estrella en funcién del mimero de dimensiones extras puede ser

encontrada de forma explicita para estrellas en gravitacién newtoniana [28]. En relatividad la

relacién parece no ser tan simple al punto de encontrarse una férmula analftica.

Para un espaci0�024tiempohexa-dimensional (d = 6), se encuentra solamente estrellas car-

gadas inestables, no fue posible hacer un anélisis detallado debido a problemas numéricos. Este

resultado de estrellas inestables era esperado, pues esta de acuerdo con lo que fue obtenido

en [28], para estrellas newtonianas sin carga eléctrica en espacios multidimensionales. No fue

posible hacer un estudio detallado de las soluciones de equilibrio de estrellas cargadas para

(1 2 6, pero se espera (seglin Chavanis, [28]) que, por lo menos para valores de carga no extre-

mos, los resultados encontrados para cualquier dimensién sean semejantes a los pocos resultados

obtenidos para (1 = 6.
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Capitulo 5

0 I

Concluslon

E1 objetivo principal de este trabajo fue obtener una métrica generada por una estre-

lla, cuya composicién es un }402uidopolitrépico. Con este propésito, estudiamos las soluciones

estaticas a las ecuaciones de Einstein�024Maxwe1l.Luego, se rnostré e1 teorema de Birkho}401en una

forma generalizada, en un vacfo electrostatico y con constante cosmolégica, para diferentes tipos

de simetria en espacios�024t1'ernposcon un mimero arbitrario de dimensiones. En seguida Se obtuvo

la ecuacién de TOV modi}401cadapor la presencia de carga eléctrica, de la constante cosmolégica,

en d-dimensiones. Esta ecuacién también es conocida como la ecuacién de estabilidad estelar,

pues a través de ella se puede saber que tipo de estrellas cargadas son estables y que tipo de

estrellas cargadas colapsan. .

La ecuacién de TOV modi}401cadafue usada para obtener estrellas eléctricamente cargadas

en espacios cuadri- y penta�024dimensi0nales,as)�031como también para obtener una métrica de forma

numérica (vea el Capitulo 4 y el Apéndice A, respectivamente). Las diferencias que se perciben

entre los gra}401cosde la seccién 4.2 (d = 4) y los del Apéndice A (d = 5), para la misma

ecuacién de estado, suceden basicamente porque el valor de la constante Gd es diferente para

las dos dimensiones estudiadas. E1 analisis de la ecuacién de TOV modi}401cadafue hecha por

medio del método de Rungge�024Kuttade cuarto orden, para el cual fue utilizado el lenguaje de

programacién FORTRAN. E1 programa fue probado con los resultados presentados en [19], la

comparacién muestra que el programa y el método empleado son consistentes, como se puede

ver en la subseccién 4.2, para cuatro dimensiones y sin constante cosrnolégica. Esta rutina y

método empleados fueron utilizados para probar dos ecuaciones de estado diferentes: p = wp5/3

y p : (1 �0240z)wp5/3, siempre con la relacién entre densidad de masa y de carga de la forma

pg : ax/GT4 p, para diferentes valores de 0: mayores que cero. N0 fue posible encontrar resultados

para a = 1, porque en este caso el programa encuentra valores indeterminados para algunos

parametros. Lo mas préximo a lo que se pudo llegar de la unidad fue a = 0,99999.

Como perspectivas futuras, se pretende estudiar el comportamiento de una partfcula con 0

sin carga, dentro de una estrella formada por un }402uidopolitrépico y cuya métrica sea (2.62).
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�031O

Apendlce A

0 I

Estrellas cargadas: Ecuaclon de estado
0 ; 0

polltroplca para d = 5

A.1. Ecuacién politrépica de estado y relacién densidad

de carga/densidad de masa

En este apéndice se estudia los efectos de la carga eléctrica en la estructura de una

distribucién esférica de un }402uidocargado con la ecuacién politrépica. de estado en espacio-

tiempos de dimensiones mayores, d > 4, en el cual se considera que la densidad de carga es

proporcional a la densidad de energia (masa), tal como fue asumido en la ecuacién (4.2). E1

espacio-tiempo que serei considerado es de cinco dimensiones, y conforme fue anteriormente

mencionado, asumimos que la relacién lineal entre la. densidad de masa p5 y la densidad de

carga p65, esté dada por la siguiente relacién

pas = f5P5, A (A-1)

donde f5 es la fraccién de densidad de carga para un espacio�024tiempode cinco dimensiones.

Como en el Capftulo 4, para }401nesde célculo numérico, la relacién entre la densidad de carga y

la densidad de masa es escrita de la siguiente forma

P55 = 015V G595, (A-2)

con G5 anélogo a. la constante gravitacional de Newton y a5 es una constante sin dimensiones. En

el célculo numérico, se usa unidades tales que la densidad de energfa p5 es dada en [MeV/pm4],

la constante 0x5 es adimensional, la constante G5 es dada. en fr; [pm4/MeV]1/2, y la densidad de

carga p55 en % [MeV/pm4]1/2. De esta manera, se tiene que la constante de fraccién de carga
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f5 esta relacionada con 0:5 seglin

ozg. = -10; : 2,7524? X 102 f5. (A.3)
\/G5

La distribucién de carga escogida es razonable, porque una mayor densidad de masa es necesaria

para balancear las fuerzas gravitacionales con las fuerzas eléctricas.

La ecuacién politrépica de estado es escrita en la forma

P5 = W50;-H/na (A-4)

siendo que el valor del fndice politrépico considerado es n = 1,5. Para }401nesde calculo, la presién

tiene unidades de [MeV/pm4], mientras que las unidades de la constante w5 son [pm4/MeV]2/3

y se considera el valor para (.05 = 6,59282 X 10�0303.

Los valores para la densidad central considerados en el Sistema Internacional de Unidades

(SI) se encuentran entre 1018199/m4 3 p65 3 1022199/m4. Con la ecuacién de estado (AA),

y valores para la densidad central, se puede analizar para. diferentes casos de 045 y estudiar

la naturaleza y comportamiento del sistema. La densidad central p65 esta relacionada con la

densidad central en cuatro dimensiones pa seglin

Pc0 2 �024, A.50 5 lc ( )

donde lc es la longitud de la cuerda. El valor considerado para la longitud de la cuerda para

el espacio-tiempo de cinco dimensiones es lc = 1c'rrL. La relacién (A.5) puede serencontrada

en [47].

A.2. Relacién masa�024cargay otras relaciones

En la Figura A.l se muestra la masa total de la estrella en funcién de la densidad central

,0,;5, para diferentes valores de 055. Observe que las estrellas con densidad muy alta y masa

peque}401ason inestables, el cual puede ser comprobado con la relacién éici < 0. La masa de

las estrellas encontradas en el espacio tiempo penta�024dimer1sionaI(d = 5) son mayores en 107

ordenes de grandeza, en comparacién con las encontradas anteriormente para un espacio�024tiempo

cuadri-dimensional (d = 4), para la misma ecuacién de estado (ver Figura 4.1). El aumento de

la cantidad se debe a la contribucién de la dimensién extra en cantidades fundamentales, tales

como la presién y la densidad central, y la constante G5 en comparacién con sus equivalentes

cuadri-dimensionalesz p65 = ,0c4/lc, G5 = G4 la, etc.

Comoése puede apreciar, los efectos de la carga para (15 = 0,1 en la estructura de la

estrella son peque}401os,y es comparable con las estrellas que no tienen carga. Cuando el valor
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Figura A.l: Dependencia de la masa con la densidad central para diferentes valores de 015, como es

indicado.
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Figura A.2: Dependencia de la masa con el radio de la estrella para los valores 015 indicados en la
}401gura.

de 015 crece haste. un valor critico, ver ecuacién (B.4), los efectos en la estructura de la estrella

también crecen. Con el incremento de la constante 015 de 0,1 hasta 0,4 la estructura cambia,

incrementando la. masa en aproximadamente 29 %, de 01 = 0,4 hasta a 2 0,6, el incremento en
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la masa es de 52 %, y de 0: = 0,6 hasta a = 0,7 carnbia aproximadamente en 42 %. Observe que

en la Figura A.1, el cambio de la estructura no es de forma lineal.

En la Figura A.2 se presenta e1 comportamiento de la masa como funcion del radio de la

estrella, para diferentes valores de a5. Debido al aurnento de la fuerza repulsiva con el aurnento

de la constante a5, las estrellas cargadas tienen un radio y una masa mayor, como era esperado.

Observe que la cantidad de masa aumenta en 107 ordenes de grandeza en comparacion con los

gra}401coscorrespondientes a las estrellas en cuatro dimensiones (ver Figura 4.2). El mayor valor

de la constante (15 perrnitido es 0,97, siendo este caso extremo no mostrado en Figura A.2 porque

el valor do radio y de la masa correspondientes son rnuy altos 108,04/cm y 288,87 X 106M@.

La densidad central correspondiente para este radio y masa es p65 = 3 X 1018k:g/m4, como es

mostrado en la Tabla A.l. En esta tabla se muestra todos los valores permitidos para la masa,

asl�031como los diferentes valores de a5, conjuntamente con los correspondientes valores del radio,

densidad central y cantidad de carga.

I
I
I
I
I
I

Tabla A.l: Valores méximos de masa permitidos para diferentes valores de a5, con la ecuacion de

estado en la forma (A.4), p5 = w5p§/3.

A.3. Carga y campo en la estrella

En esta subseccion se estudia los efectos de la carga en el interior de la estrella. En la

Figura A.3 Se rnuestra. el comportamiento de la carga total de la estrella Q en la super}401ciecomo

funcion del radio, se observa que la cantidad de carga aumenta en 107 ordenes de grandeza en

comparacion con los valores para estrellas en el espacio�024tiempocuadri-dimensional. Se puede

ver de la ecuacién (2.70) que la cantidad de carga aumentara con el incremento de 015, sin

embargo esta no es la Iinica contribucion. Ademas de la contribucion de 045 también se tiene la

contribucion de los mayores valores del coe}401cientemétrico gr, (ver Figura A.7).

En el gra}401coM X Q de la Figura A.4 se muestra el comportamiento de la masa versus

la carga total de las estrellas. Recuerde que hacemos que la densidad de carga y masa Sean

directamente proporcionales (A2). Por eso, se espera que la carga, que es la integral del volumen

de la densidad de carga, y la masa, que es la integral del volumen de la densidad de masa, varian

en el mismo sentido.
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Figura A.4: Relacién carga/masa para diferentes valores de la fraccién de densidad de a5, con la
., 5

ecuaclon de estado p5 = w5p5/3.

La naturaleza de las curvas muestran como la carga varia con la masa. Para cada curva,

a medida que la densidad central aumenta, la carga y masa aumentan hasta llegar a un punto

de retorno en el cual cada curva entra en una zona. de inestabilidad. La cantidad de carga. Q
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Figura A.5: Variacién del campo eléctrico con la coordenada radial para diferentes valores de a5, con

la. ecuacién de estado p5 = w5pg/3.

es la carga total de la estrella, integrada hasta la super}401cie,donde la presién p('r) es peque}401a,

idealmente igual a cero. Asi�031,en la super}401ciede la estrella, la fuerza de Coulomb es balanceada

por la fuerza gravitacional.

En la Figura A.5 el campo eléctrico es gra}401cadoen funcién de la coordenada radial, para

grandes valores de la masa, y diferentes valores de 015. Se observa los valores del campo eléctrico

de esta }401gurason menores en 1014 ordenes de grandeza. Esto se debe a la contribucién de las

dimensiones extras que debilitan el campo eléctrico.

Como Se puede observar en las }401guraspresentadas, el comportamiento general de los

gra}401cosno cambia en comparacién com del espacio�024tiempode cuatro dimensiones de la seccién

4.2. Este resultado era esperado, porque esta de acuerdo con lo que fue obtenido en la Ref. [28]

para estrellas sin carga eléctrica en gravitacién newtoniana en espacios multidimensionales.

A.3.1. Obtencién de los coe}401cientesmétricos

En la Figura A.6 se gra}401cael coe}401cientemétrico git = G(r) como funcién del radio

(distancia a partir del centro de la estrella), para grandes valores de la masa y diferentes

valores de a5, dados en la Tabla A.1. Note que el comportamiento de las gra}401cases semejante

al que se presenta en la Figura (4.7) para (1 2 4.

La Figura A.7 contiene las curvas para el coe}401cientemétrico grr : H (r) como funcién

del radio, para grandes valores de la masa y cada valor de 0:5, Como se puede apreciar en la

Tabla A.l. Note que la curva del coe}401cientemétrico 9" = H (r) es semejante en todos los casos.
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Figura A.6: Coe}401cientemétrico gt; = G(r) con la coordenada radial, para los mayores valores de masa
. ., 5 3

y dlferentes valores de a5, con la ecuaclon de estado p5 = w5p5/ .
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Figura A.7: Variacién de la métrica. gr, con la coordenada radial, para grandes valores de la masa, y

diferentes valores de 025, con la ecuacién de estado en la forma p5 = 625;):/3.

Asi también, conociendo los valores de gt; y g" en funcién de 7�030(coordenada radial), se

determina la métrica (2.62), para d = 5, de forma numérica, para la ecuacién politrépica de
5/3estado p5 = w5p5 .
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Apend lce B

I 9 0 I

Valor crlt1C0 para la fracclon de carga

En un espacio tiempo cuadri-dimensional, la existencia de un valor crftico para la razén

entre las densidades de energfa y la carga eléctrica on/5 = 8; es razonable, desde que se obtener

un valor lfmite para la cantidad de carga que una distribucién de materia dada puede tener.

Como fue visto, este valor critico parece depender de varies factores, tales como, la densidad

central, la forma de la ecuacién de estado, entre otros. Asi, no se sabe si este valor obtenido

numéricamente es ffsico, aunque no se puede solucionar la ecuacién de TOV para valores de

oz mayores a un cierto valor, que, conforme fue dicho, depende fuertemente de la forma de la

ecuacién de estado escogida. En el Apéndice anterior, se nota la misma situacién en relacién al

espacio-tiempo penta�024dimensiona1.

Para determinar si existe un valor crftico también en d-dimensiones, se asume el caso

hipotético de una estrella donde la cantidad de masa M y de carga Q se encuentren en equilibrio,

con la repulsién electrostatica debido a la carga eléctrica balanceando la fuerza gravitacional

atractiva. Para un volumen peque}401oen la super}401ciede la estrella con una cantidad de masa m

y una cantidad de carga de carga q, se tiene

Qq=GqMm, (B.1)

donde Gd es el analogo a la constante gravitacional y 5e considera unidades tales que c = 1.

Escribiendo la relacién anterior para las densidades de masa y carga se tiene

pi = Gdpz.

Por lo tanto, para estrellas reales, esta ecuacién cambia debido a la presio�031n,como consecuencia

que el gradiente de la presién contribuye de manera efectiva para el equilibrio de la estrella, lo

que disminuye la cantidad de carga en la estrella. Entonces, la ecuacién (B.2) sera substituida
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por la desigualdad

p: < Gdp2, (B.3)

0, escribiendo pa = adx/CTdp, resulta (vea la. Ref. [15] para el anélisis en d = 4)

oz}; < 1, (13.4)

indicando que los valores crfticos de 05,1 deben ser :}:1, identicamente a lo que ocurre para el

espacio�024tiempocuadri�024dimensional.
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Apendlce C

; 0 0 0 ;

Anallsls de la ecuaclon de TOV

A través del analisis de la ecuacién de Tolman�024Oppenheimer-Volkoffen d-dimensiones

se puede decir para que valores de b (ecuacién (2.19)) esta ecuacién puede tener soluciones

}401sicamenterelevantes. Se sabe que, dada la condicién que la presién central es positiva p(r �024)

0) = pc > 0, el gradiente radial de la presién debe ser negative en un cierto intervalo de la

coordenada radial, incluyendo el origen, para que existan soluciones que satisfagan también la

condicién p(r) = 0, para algiin valor finito no nulo de 7�030= R. Para investigar e1 cornportamiento

de p�031(r)se considera, entonces, la ecuacién (2.69)

Sd_2Gd p7�030 Gd ([2 Gdm 2/\�031l" qq�0311'=_. H,» __._____.: _______ ___._.,c,1�035(P H�031)(�031)[ (d �0243) (d e 3)'r'2d�0305+ 'r'�034�030""2(d �0241)(d �0242) + Sd_2'r-2(d�0242)( )

donde se de}401nié

2G'd m Gd q2 2Ar2 *1
H~ b�024-�024�024�024�024�024j�024:�024�024�024-�024�024�024�024, C.2

(I) [ (d �0243)'rd�0343+ (d �0243)2'r'2(d�0303)(d �0241)(d �0242) ( )

y se estudia como p�031(7') varia a rnedida que r se aproxima de cero, que representaria, al principio,
d ,.

e1 centre de la estrella. Es decir, estamos interesados en el lfmite 113% Las condiciones
�031I"�024}

de contorno en 7' = 0 para poder resolver ((3.1) ya fueron descritas en la seccién 2.9. Ellas

son, m(7" = 0) = 0, q(r = 0) = 0, p(7�035== 0) = pg, p(r = 0) = pa, y pe(r = 0) = pee.

Observe que, cuando se substituye las condiciones de contorno para 7" = 0, se encuentran

valores indeterminados para algunos términos, como en Ed-(_T�0242).Entonces, ademés de substituir
. 7'

los valores centrales aproximados de cada grandeza, para evitar indeterminaciones, se aplica la

regla de L�031Hospita1a cada término. Asi�031,en primera aproximacién, la ecuacién (C.1) cambia a

dp S'd_2 Gd per GdB(7') 2A7" C (r)
�0242�024p+ H7" [�024:�024�024�024�024+GA7"~�024�024j�024�024�024�024�024�024+�024�024�024,C.3
dr (C pc) (d�0243) d () ((1-3) (d�0241)(d�0242)5.14 (
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donde los coe}401cientésA(r), B (T) e C'(r) son los valores aproximados, para peque}401osvalores de

7", de las funciones dadas por

. / .A = In (r) CA(r) �024�024(d_ 2W3, < >
2q('r)<1�031('r')

. B = �024�024�024�024�024.�024�024�024.(T) (2d �0245)r2d-6�031 (C 5)
qr¢rcm 2 a (C.6)

Substituyendo las ecuaciones (2.68) y (2.70) en los coe}401cientesA('r), B('r) y C�031('r),se
, . . . , , . (T)t 1 d t 1; t t �024q�024�024encuen ra que aun as 1n e ermmacmnes es an presen es en ermmos como Td_4M y

7:¥�024�024Para levantar estas indeterminaciones se aplica nuevamente la regla de L�031Hospita1

a cada coe}401ciente.Observe que, en las derivadas de estos coe}401cientes,se encuentra nuevamente

Ia derivada H�031(r), la cual, en primera aproximacién, es dada por H�031(r) 2 Con esto, los

coe}401cientes((3.4), (C5), y (06), para ordenes bajas son: '

Sd�0242pc7' 2Sg~2p2 73A 7- 2 �024�024Z+ , C.7)
. ( ) (d�0242)(d�0242)(d�0243)[(2d�0247)H~b] (

453-202 V3
B 7") ~_« jjeff-�024�024, (C.8)

( (2d �0245)[(2d �0247)H �024b]

232 p2 7�034ca ~_. (0.9)) [(2d �0243)H �024b]

Observe que, a. pesar de la potencia 7'3, e1 segundo término de la funcién A(r) no es consi-

derado despreciable, debido al hecho que no se conoce como la funcién H (7') contribuye en este

término. -

En esta etapa vale la pena observar nuevamente la forma aproximada de la ecuacién de

TOV. Substituyendo los coe}401cientes(C.7)~(C.9) en la ecuacién (C.3), se obtiene

dp Sd_2 pcrH(r) Sd_2pcrH(r) 2AH(r)r
�024= �024 C C G �024�024j�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024dr (P H�031)d[ (d�0243)�030L ((1-2) 'G,,,(d�0241)(d�0242)

2S¢§�0242pZc7�0303H(7.) + 2811-2/):c7' �030

(d �0243)(d �0242)(2d �0245)[(2d �0247)H(r) �024b] [(2d �0243)H(r) �024b] ' '

Asimismo, es necesario hacer un analisis detallado acerca del comportamiento de la

funcién H(r) en 7* �024>0. Para esto, se usa la funcién H (7') de}401nidoen la ecuacién (C2), y para

evitar indeterminaciones, se aplica la regla de L�031H0spita1a cada término, con 10 cual se tiene
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que A

20,1 A1(r) Gd B1(7~) 2Ar2 -1
H = b �024�024�024j�024�024�024�024�024�024�024�024, C.11W [ <d�0243>*<d�0243>2 <d�0241><d�0242> �030>

donde

, mm ;A1(r) = 11-13% , (C.12)

_ , <I(7�034)f1'(7')

Una vez mas, para encontrar las formas de los coe}401cientesA1 (1') e B1('r), se emplean las

ecuaciones (2.68) y (2.70), que al ser substituidas en ((3.12) y ((3.13), producen expresiones que

alin tienen indeterminaciones, a través de términos de la forma Procediendo de
741-5 3 /H

manera anéloga al caso anterior, de los coe}401cientesA(r), etc., se encuentra

5d�0242Pc7�0342 253-2/7Zc7"4A ('r) 2' �024�024j+ �024-j�024�024�024�024�024-,(014)
1 (d �0243) (d �0243)2[(2d �0249)H �0245]

253-202 74B ~ 2 �024�024�024�024�024je°j. (3.151�034) (d�0243)[(2d�0249)H�024b] ( )

Ahora bien, considerando los coe}401cientesA1(r) y B1(r), la ecuacién (C.11) es dada por

2 _c2 2GS2 24 2A2 �0301Hm: b_ _ __%L: _ (Q15)
(61 - 3)2 (d - 3)2[(2d - 9)H(7�030)�0245] (d - 1)(d - 2)

E1 resultado de este analisis hasta el presente momento es que todas las aproximaciones

dependen de la forma de la funcio'n H la cual solamente puede ser estimada una vez que se

establece el valor de la constante b. Por esa razén, a continuacién hacemos el analisis para cada

valor de 1).

C.1. Anzilisis para (3 = 1 y b = -1

Para analizar la ecuacién (C.16), se asume que H (7') tienen la siguiente forma

2G,1Sd_2pC7�0342 2M -1
H 2 b �024T-�024�024�024�024�024�024-�024�024�024�024�024 C.17<r> [ (d_3)2 (d_1)(d_2)+f(T) , < >

donde f (r) es una funcién que sera determinada. Esta expresién ciertamente tiene sentido en

el caso f (7') 2 0, es decir, cuando la ecuacién (C.17) se reduce a la situacién de carga eléctrica

nula. También, puede ser obtenjdo, haciendo q(7") : 0 en la funcién (C2).
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Para determinar f (r) se substituye la ecuacién (C.17) en (0165) y, por simplicidad, se

considera solamente la contribucién de los términos hasta las potencias iguales a r4. E1 resultado

aproximado es

1
f('r) 2 �0242�024b�024[�024(b2 �024bcr2 �024I974 �024a) 2%: \/(b2 �024bcrz �024kr4 �024(1)2 + 4 (b2l~c7"4 �024bkcr6)] , (C.18)

o bien T

bk 4 k 6 .a �024:T5�024i3_�0311;+0(r8>,aaél,
f(r) : [M2 ((3.19)

�024T+bkr4+(�031)(7�0346),a=1,

donde, en la ecuacién (C.l8), se considera el signo positivo de la rafz cuadrada, pues para k = 0

la funcién f (7') se debe anular, correspondiendo al caso sin carga eléctrica. Los coe}401cientesu, c

y 1: son dados, respectivamente, por

a = '(2d �0249), (0.20)
2Sd_2pcG,1 2A

= �024�024�024�024�024~�024�024�024�024�024 C.21C <d~3>2 �030�035<d�0241><d�0242>�031 �030�031
k = �024�024�024�024i. C.22

(d �0243)3 ( )

Observando la ecuacién (C.20), tenemos que a = 1 es un caso especial y corresponde a un

espacio�024tiempopenta�024dimensional(d = 5). Entonces, substituyendo las aproximaciones (C.19)

en la ecuacién ((3.17), se tiene que

bk 4 k 6 �034 %
[b�024cr2+1�024_L0;�024�0241%a-+O(r8)], ayél,

H('r) = k 2 _1 ((3.23)

[b�024c'r2 �024 +bk7*4+ O('r'6)] , a = 1,

O

bk: 4 k 6
b+c'/"2 �024T_La+1�024c_L+O(1'8),(L75 1,

H(r) = k T2 �034 (C.24)

b+c'r2+T �024bk'r4+(9('r6),(1,: 1,

donde se considera que b2 = 1. �030

Ahora bien, con el conocimiento de una forma para la funcién H (r) (ecuacién ((3.24)) y
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considerando los coe}401cientes(C.20)�024(C.22),se encuentra que la ecuacién (C.10), es

Svrpgc A
27rbp:c'r �02427TbG(pc + pa) (zpc + pc _'é �024 T + 0 (73) > d = 4)

dp 7r2bp2 7" 7r2b 3136 A 3
�024= �024-43�024�024�024 C �024C �024�024�024 , = , C.2dr 3 3 G'5(p +pc) 2 +p 27r2G5 r+O(r) d 5 ( 5)

Sd_2b pzc 7' Sd_2b (cl �0242 2A )
�024�024�024�035�024�024�024�024�024�024�024G'+c �024�024+c�024�024�024�024�024�0247�030+(�031)7�0303,d>5,l (d�0242) d-2 �030�031�031(�031�031°'0) d�0243p°p (d�0241)Gd ( )

con, nuevamente, b2 = 1.

Las ecuaciones (C .25) en general, considera que la contribucién de la cantidad de energia

(masa) central pa es mayor que la cantidad de carga central pee (en unidades geométricas). Como

el valor de la constante cosmolégica en el espacio-tiempo cuadri�024dimensiona1A es peque}401oen

comparacién con la densidad y presién central, esta también es despreciada. As1�031,se tiene que
d

de acuerdo con las ecuaciones ((3.25) la condicién E�030;< 0 es satisfecha solamente si b : 1. Con

esto, se concluye que solamente para distribuciones de materia con simetria esférica la ecuacién

de equilibrio hidrostatico podra ser solucionada cuando en el origen p(r = 0) = p., > 0, y con

p(r = R5) = 0 en la super}401cie.Para el caso de simetria hjperbdlica (b = -1), se encuentra que

el gradiente de la presién es positivo, lo que quiere decir que la presién aumenta inde}401nidamente

con la coordenada radial.

. C.2. Anélisis para 1) = 0

Considerando el valor b = O, que corresponde a la simetrfa plana, la ecuacién ((3.10) se

transforma en

d S _ C H S _ H 2A H l_P 1. _(,,c+,,c)Gd _d_2_I?.7�034_<7">+_up2:_<�031"_>__7�030�035<7�034>__
dr (d �0243) (d �0242) G'd(d �0241)(d �0242)

 + , (Q26)
(d �0243)(d �0242)(2d �0245)(2d �0247) (2d �0243)H(r)

y la funcién (C.16) queda como

2G,1S'd_2pc 2A F [1 2GdS§_2p2 r2 J
H(r):�024[�024�024�024�024+�024�024�024�024�024�024~+�024�024�024�024�024'i�035~�024.0.27

(d �0243)? (d �0241)(d �0242) T2 (2d �0249)(d �0243)? ( )

De acuerdo con las aproximaciones ya realizadas, y usando la aproximacién (C27) para

H (7'), Se tiene que la funcién H�0301(7�030)puede ser expandida en serie de MacLaurin alrededor de
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7* = 0, obteniéndose

__ 2GdSd_2pc 2A 2GdS2_ p2 7'6
1:�024�024�024�024�024�024�024�024�024�0242�024�024j"3�024L�024O8. C.28H�035) [(d�0243)2+(d�0241)(d�0242)7" (2d�0249)(d�0243)2J" (T) ( )

Ademés; substituyendo (C27) y (C28) en la ecuacién ((3.26), se obtiene

dp GdSd_2(pc + pC)(d �0241)(d �0243)3 d ~ 2 2A 1 8
�024�024z-�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024-�024�024C c�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024 O .C.29dr 2GdSd�024�0242pc(d�0241)(d �0242) + 4A(d �0243)? d �0243�035+ " sd_2Gd(d �0241) r �030L(T )( )

Del cual se observa que tiene una singularidad para valores de 1" préximos a cero. Esto quiere

decir que para b = O, correspondiente a la simetria plana, no hay solucién a la. ecuacién de

(TOV) pues dp('r)/dr asume valores positivos arbitrariamente grandes en la regién central de

' la estrella.
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Apénd1ce D

Céd1gos

Los programas que se presentan a continuacién, fueron usados para estudiar la estabilidad

estelar y para. encontrar los coe}401cientesmétricos para un espacio cuadri�024dimensional.

1. Para e1 estudio de estabilidad estelar el programa utilizado es

Program TOV_<:on_carga__genera1

integer w parameter(w: 9000000)

rea1>s<8 epsil,epsi,theta1,radio,presi0n,densidad,v,Pi,u,u1,v1,theta

real*8 c,Gra,h,Omega,ho,a1pha,gamma,gamma1

rea1*8 gammaa,gammab,gammac,gammad,va,vb,Vc,vd,thetaa,thetab,thetax:,thetad

rea1*8 ua,ub,uc,ud,n,a,h1

integer i

external dvdepsi,dthetadepsi,dudepsi,dga.mmadepsi

open(1,}4011e=�031densidadvsmasa.dat�031,status=�031unknown�031)

open(2,}4011e:�031radiovsmasa.dat�031,status=�031unknown�031)

open(3,}401le:�031radiovsca.rga.dat�031,status:�031unknown�031)

open(4,}4011e=�031masavscarga.dat�031,status=�031unknown�031)

print*, �035Ingrese el de mteracciones a ser hechas�035

read(*, *)m

Pi: 3,14159d0

c: 2,99793d0 * 1E + 8

Gra= 6,67428d0 >s< 1E �02411

Omega: 1,47518d0 * 1E �0243

a1pha.=Va10r a ser mudado

I1: 1,5d0

h1= 9,0d0 * 1E + 11

ho: (1,0d0 >s< 1E �0244)

radio: (1,0d0 * 1E �0244)
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do j = 1, 101
densidad: (1,040 * 1E + 13 + (j �0241) * hl)/(1,78266d0 * 1E + 12)
presi0n=Omega* (deI1sida.d**((n+1,0d0) /n))

epsi=radio*sqrt(4,0d0>:<Pi*densidad)*(1.15058d0*'1E-3)

h=ho*sqrt(4,0d0>I<Pi*densidad) *(1,15058d0 * 1E �0243)

theta: 1,0d0

v= 0,0d0
u= 0,0d0

gamma: 0,0d0

a=Ornega* (densida.d>:<* (1,0/n))

Do 2' = 1, m

theta.a=h*dthetadepsi(epsi,theta,u,v,a1pha,a,n,gamma)

thetab:h*dthetadepsi(epsi+h/2,0d0,theta+thetaa/2,0d0,u,v,alpha.,a.,n,gamma)

thetac=h*dthetadepsi(epsi+h/2,0d0,theta+thetab/2,0d0,u,v,a1pha,a,n,gamma)

thetad=h*dthetadepsi(epsi+h,theta+thetac,u,v,alpha,a,n,gamma)

theta1=theta- (thetaa+2,0d0 >v<thetab+2,0d0*thetac+thetad) /6,0d0

va=h>:<dvdepsi(epsi,theta,a1pha,n,u,V)

vb=h>I<dvdepsi(epsi�024l�024h/2,0d0,theta,a.lpha,n,u,v+va/2,0d0)

vc=h=»=dvdepsi(epsi+h/2,0d0,theta,a1pha,n,u,v+vb/2,0d0)

vd=h*dvdepsi(epsi+h,theta,a,1pha,r1,u,v+vc)

v1=v+ (va+2,0d0>I<Vb+2,0d0>1<vc+vd)/6,0d0

ua=h>:<dudepsi(epsi,theta,u,n,a1pha,v)

ub=h>c<dudepsi(epsi+h/2,0dO,theta,u+ua/2,0d0,n,a1pha,v)

uc=h*dudepsi(epsi+h/2,0d0,theta,u+ub/2,0d0,n,alpha,v)

ud=h>kdudepsi(epsi+h,theta,u+uc,n,alpha,v)

u1 =u+(ua+2,0d0>n<ub+2,0d0*uc+ud)/6,0d0

gammaa=h>I=dgamma,depsi(epsi,theta,gamma,u,n)

gammab=h*dgamma,depsi(epsi+h/2,0d0,theta,gamma+gammaa/2,0d0,u,n)

gammaczh*dgammadepsi(epsi+h/2,0d0,theta,gamma+ga.mmab/2,0d0,u,n)

gammadzh>)<dga.mmadepsi(epsi+h,theta,gamma+gammac,u,n) E

gamma1=gamma+(gammaa+2,0d0*gammab+2,0d0*gammac+ga.mmad) /6,0d0

epsi1=epsi+h I

if(thetal < 0,0d0)then

write(1, *)l0g10((1,0d0 * 1E + 13+(j�0241)>2<h1)*1E+ 3),v1/(sqrt(4,0d0>kPi*densidad)>s<(1,15058d0 >2:

1E �0243)*1,47713d0)
write(2, *)epsi1/(sqrt(4,0d0*Pi*densidad)>1:(1,15058d0 * 1E �0243)),v1/ (sqrt(4,0d0>z<Pi>«<densida,d)>x<

(1,15058d0 * 1E �0243)*1,47713d0)
write(3, *)epsi1/(sqrt(4,0d0*Pi*densidad)* (1 , 15058d0 * 1E �0243)),u1*epsi1 *epsi1 * 3,66458 * 1E +
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19/(sqrt(4,0d0>kPi>:<densidad)>k(1,15058d0 >1: 1E �0243))

vvrite(4, *)v1/(sqrt(4,0d0>»<Pi>a<densidad)*(1,15058d0*1E�0243)>I<1,47713d0),u1>I<epsi1>:<epsi1*3,66458*

1E + 19/(sqrt(4,0d0*Pi>»<densidad)>I<(1,15058d0 >|< 1E �024-3))

goto 11

else

continue

end if

epsi=epsi1

v=v1

theta:-thetal.

u=:u1 _

garnmazgammal '

end do

11 end do

end program

real function dVdepsi(epsi,theta,alpha,n,u,v)

real*8 epsi,theta,alpha,n,u,v

dvdepsi=(epsi**2,0)>»=(theta**(1,0*n))*(1,0d0+a1pha*u*epsi/sqrt(1,0d0�0242,0d0=:<v/epsi+((u*epsi)**

2:0)»
end

real function dthetadepsi(epsi,theta,u,v,alpha,a,n,gamma)

rea1=v=8 epsi,theta,u,v,a1pha,a,n,gamrna.

dthetadepsiz (a*theta+1,0d0)*(v/ ((n+1,0d0)*a* (epsi>«<>I=2,0))+(theta**(1,0d0+n))* epsi/(n+1,0d0)�024

(u>I<*2,0)>I<epsi/((n+1,0d0)*a))/(1,0d0-2,0d0*v/epsi+((u*epsi)*>o<2,0)) �024alpha*u*eXp(ga.mma,/2,0d0)/

((n+1,0d0)>o<a)

end '

real function dudepsi(epsi,theta,u,n,a1pha,v)

rea1*8 epsi,theta,u,n,alpha,v

dudepsiz �0242,0d0*u/epsi+alpha*(theta>:<*(1,0>v<n))/sqrt(1,0d0�0242,0d0*v/epsi+((u*epsi)* * 2,0))

end

real function dgammadepsi(epsi,theta,gamma,u,n)

rea1>I<8 epsi,theta,gamrna,u,n

dgamrnadepsiz(epsi>1=exp(gamma))*(2,0d0*(theta**(1,0>a<n))+u**2,0)�024(exp(gamma)-1,0d0)/epsi

end.

2. Para encontrar los coe}401cientesmétricos el programa utilizado es

Program TOV__con_ca.rga

integer W parameter(w= 9000000)
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real*8 epsi1,epsi,thet;a1,radio,presion,densida.d,v,Pi,u,u1,v1,theta

rea1*8 c,Gra,h,Omega,ho,a1pha, gamma,gammal _

rea.l*8 gammaa,gammab,gammac,gammad,va,vb,vc,vd,thet.aa.,thetab,�030chetac,thetad

rea1*8 ua,ub,uc,ud,n,a,h1

integer 1

external dvdepsi,dthetadepsi,dudepsi,dgammadepsi,dxidepsi

open(1,}4011e=�031radiovsgtt.dat�031,status=�031unknown�031)

open(2,}401le=�031radiovsgrr.dat�031,status=�031unknown�031)

print*, �035Ingrese el de intemcciones a ser hechas�035 V

read(*,*)m

Pi=3.14159d0

c='2.99793d0*1E+8

Gra=6.67428d0* 1E-11

Omega:1.47518d0*1E�0243

alpha=Valor a ser mudado

I1: 1 .5d0

densidad: (1 .0d0*1E+15)/(1 .78266d0* 1E+ 12)

' presion=Omega* (densidad**((n+1.0)/n))

ho=(1.0d0*1E-4)

epsi=radio*sqrt (4.0d0*Pi*der1sidad)* (1 . 15058d0* 1E�0243)

h=ho*sqrt(4.0d0*Pi*deI1sidad)*(1.15O58d0* 1E-3)

V theta:1.0d0

v=0.0d0

u=0.0d0

gamma:-0.0d0

x=Valor a ser mudado condicionalmente

a=Omega* (densidad**(1.0/n))

Do i=1,m

thetaa=h*dthetadepsi(epsi,theta,u,v,a1pha,a,n,gamrr13.)

thetab=h*dthetadepsi(epsi+h/2,0d0,theta+thetaa/2,0d0,u,V,alpha,a,r1,gamma)

thetaczh>I<dthetadepsi(epsi+h/2,0d0,theta.+thetab/2,0d0,u,v,a1pha,a,n,gamma)

thetad=h*dthetadepsi(epsi+h,theta+thetac,u,v,a1pha,a,n,gamma)

thetal=theta�024(thetaa+2,0d0*thetab+2,0d0>t<thetac+thetad)/6,0d0

va=h*dvdepsi(epsi,theta,a1pha,r1,u,V)

vb=h*dVdepsi(epsi+h/2,0d0,theta,a1pha,r1,u,V+va./2,0d0)

vc=h*dvdepsi(epsi+h/2,0d0,theta,a1pha,n,u,v+vb/2,0610)

Vd=h*dvdepsi(epsi+h,theta,alpha,n,u,v+Vc)

V1=v+(va+2,0d0*vb+2,0d0*vc+Vd) /6,0d0
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ua=h*dudepsi(epsi,theta,u,n,alpha,v)

ub:h>s<dudepsi(epsi+h/2,0d0,theta,u+ua/2,0d0,n,a.1pha,V)

uc:h>I<dudepsi(epsi+h/2,0d0,theta,u+ub/2,0d0,n,a.1pha,v)

ud=h*dudepsi(epsi+h,theta,u+uc,n,a1pha.,v)

ul =u+(ua+2,0d0*ub+2,0d0*uc+ud)/6,0d0

gammaazh*dgammadepsi(epsi,theta,garnma,u,n)

gammab=h*dgammadepsi(epsi+h/2,0dO,theta,gamma+gammaa/2,0d0,u,n)

gammac=h>»<dgammadeps'1(eps'1+h/2 ,0d0,theta,gan1ma+ga.mmab/2 ,0d0,u,n)

gammad=h*dgammadepsi(epsi+h,theta,gamma+gammac,u,n) .

gammal=gaInma+(gammaa+2,0d0*ga,mmab+2,0d0*gammac+gammad)/6,0d0

xa=h*dxdepsi(epsi,theta,v,u,a,gamma)

xb=h*dxdepsi(epsi+h/2,0,theta,V,u,a,gamma)

, xc:h*dxdepsi(epsi+h/2,0,theta,v,u,a,gamma)

xd:h*dxdepsi(epsi+h,theta,v,u,a, gamma)

X1=X+(xa+2,0d0>kXb+2,0d0*Xc+Xd)/6,0d0

epsi1=epsi+h '

if (thetal < 0,0d0) then

write(1,*)epsi1/(v1+((u1*epsi1*epsi1)**2.0)/(2.0d0*epsi1)),exp(x1)

Write(2,*)epsi1/(v1+((u1*epsi1*epsi1)**2.0)/(2.0d0*epsi1)),exp(gamma1)

else '

continue

endif V

epsi=epsi1

v=V1

thetazthetal

u=u1

garnrnazgammal

�030x=x1

end do

end program

real function dvdepsi(epsi,theta,a1pha,n,u,v)

real*8 epsi,theta,a1pha,n,u,v

dvdepsi=(epsi**2,0)*(theta** (1,0*n))>1:(1,0d0+alpha*u*epsi/sqrt(1,0d0-2,0d0>s<v/epsi+((u*epsi)*>:<

2»0)))
end

real function dthetadepsi(epsi,theta,u,v,alpha,a,n,gamma)

rea1*8 epsi,theta,u,v,a1pha,a.,n,gamma

dthetadepsi=(a=o<theta+1,0dO)*(v/((n+1,0d0)*a*(epsi**2,0))+(theta**(1,0d0+n))* epsi/ (n+1,0d0)�024
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(u**2,0)*epsi/((n+1,0d0)*a))/(1,0d0�0242,0d0>I<v/epsi+((u>n<epsi)**2,0))�024a1pha*u*exp(gamma/2,0d0)/

((n+1,0d0)*a)

end

real function dudepsi(epsi,theta,u,n,alpha,v)

rea1*8 epsi,theta,u,n,alpha,v

dudepsi= �0242,0d0*u/epsi+a,lpha*(theta**(1,0*n))/sqrt(1,0d0 �0242,0d0>s<v/epsi+((u*epsi)>:< * 2,0))

end

real function dgammadepsi(epsi,theta,gamIna,u,n)

rea1*8 epsi,theta,gamma,u,n '

dgammadepsi=(epsi>»<exp(gamina))*(2,0d0*(theta**(1,0*n))+u**2,0)-(exp(gamma)�0241,0d0)/epsi

end

real function dxdepsi(epsi,theta,v,u,a.,gaInma)

rea1*8 epsi,theta,v,u,a.,gamma

dxdepsiz 2,0d0*(a.*(theta=s< >z< (5,0/2,0))>:<epsi+v/(epsi* * 2,0)-(ll>k =s< 2,0)*epsi)*exp(garnma)

end »
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