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RESUIVIEN

soLUCI(�031)NLOCAL PARA UNA CLASE DE ECUACION DE
KLEIN�024GORDONTIPO KIRCHHOFF-CARRIER

MICHAEL TOQUE HUAMAN

Mayo�0242015

Asesor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega

Titulo Obtenidoz Licenciado en Matemaitica

En el presente trabajo estudiamos la existencia local y la unicidad de la solucién

débil para el siguiente sistema.

u"-M,<JIvuF)Au+M,<J|z4�031>u=f en Q=Q>'<]0,T[
Q Q

(1) u=0 sobre 2=a§2x]0,I{

u(0)=u,, , u,',(0)=u, en (2

donde Q denota un abierto acotado dc R�035,n 21 , bien regular con frontera

6Q=F . Para cada n}401meroreal }401joy para un T20 arbitrario, Q denota cl

cilindro Q: Qx}0,T[ con }401ontcmlateral Z =rx]o,1{ . Las funciones

M, y M2 son de clase C�030[0,<=0[tal que M,(s)>0 y M2(s)>0; V/s20, Y sea

�024Aes el operador Laplaciano de}401nidopor la tema {H3(Q),L�031(Q) ; ((, ))} .

Palabras Claves:

- Ecuacién de onda

- Método de Faedo-Galerking

- Existencia de soluciones

- Unicidad de la solucién
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ABSTRACT

LOCAL SOLUTION FOR A CLASS KLEIN-GORDON '

EQUATION KIRCHHOFF-CARRIER TYPE

NIICHAEL TOQUE HUAMAN

May-2016

Adviser: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega

Title obtained: Licenciated in Mathematic

In this paper we study the local existence and uniqueness of the weak solution to

the following system

u"-Mz<l!VuF>Au+M2<lIz4�031>u=f en Q=0><]0JI
Q Q

(1) u=0 sobre E=6Qx]0,T[

u(0)=u,, , u,',(0)=u, en Q

where 0 denotes an open bounded of R", n 21 . well regularly and border

69 = I�030. For each }401xedreal number and an arbitrary T _>_ 0 . Q denotes the

cylinderQ= Qx]0,T[ with lateral border 2 =Fx]0,T[ . M, and M2 are class

C�030[0,o0[functions such that M,(s)> 0 and M,(s)> 0; Vs 2 0 . And the

Laplacian operator �024Ais de}401nedby the triple {H5(Q),L2(Q);((,))} .

Key words:

- Wave. equation

- Method Faedo - Galerking

- Existence ofsolutions

- Uniqueness of the solution
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PLANTEAIVIIENTO DE LA INVESTIGACION V

1.1. Identificacién del Problema

La ecuacion de Klein-Gordon esté asociada a mo de los mas importantes modelos

matematieos en la teoria cuéntica dc campos, que se presenta en la }401sica

relativista y se utiliza para describir los fenémenos de ondas dispersivas en

general ademés también aparecen en la optica no lineal y la }401sicadel plasma.

La ecuacién de Klein-Gordon esténdar generalizada esté dado por

6�031
aTu(x,t)�024aAu(x,t)+bu(x,t)=f(x,t) en Q=Q><]0,T[

(3) u(x,t)=0 _ sobre I�030x]0,T[

6
u(x,0) = u(-,(x) ; 51-u(x,0) = u,(x) en (2

Donde QCR", 7721; 0<T<°° ; a,.b > 0 constantes, 6§2=F denota la }401ontera

y f(x, t) una funcion dada que }401sicamenterepresenta el termino }401xentede la

ecuacion (a). Esta ecuacion juega un papel importante en la f1'sica�024mateméticay ha

atraido mucho la atencion en el estudio de la }401sicade la materia condensada y el

solitén en un plasma en colisiones de recurrenciade los estados iniciales, enel

examen de las soluciones de onda no lineales tales como los compactones y

soluciones periédicas mediante el uso del método numérico de la tangente

hjperbolica.

Motivados por lo anterior planteamos la siguiente ecuacién que es un modelo

donde generaliza (a)
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u"�024M,(j|vuI�031)m«+M,<II:4�031)u=fen Q=s2x]o,7{
Q Q

(1) 11:0 sobre 2=ar2x]0,21

u(0)=�034o2 �034}§(0)=�0341a 611 Q

aqui la ecuacién (1) es denominada del tipo Kirchhoff-Carrier, debido a que

ambos autores han investigado (l) los casos M, y M2' respectivamente por

M. A. .Nakao [1.5] y c. F. Carrier (41. El objetivo de este trabajo es demostrar la
existencia de la solucién local débil para la ecuacién (1). Donde para cada

�030 n}401meroreal }401jo,T20 arbitrario, Q denota el cilindro Q=Qx]O,T[ con

frontera lateral Z =Fx]0,7I , siendo Q un abierto acotado en R", tal que

7: 21; 0 < T < oo , con fmntera 652:1" suave. Pam cada mimero real }401jo,T20

arbitrario, Q denota el cilindro Q=Qx]0, con }401onteralateral Z =l"x]0,7l.

Se utilizara:

1- H:,(Q) un espacio de Hilbert separable real, cuyo producto intemo es

representado por (( , ))H3(m y la norma _lLmm

2- L2 un espacio de Hilbert Separable real, cuyo producto intemo es

representado por (( , )) y la norma

3- H:,(Q) �030-1L2(Q) denso y numerable.

4- Identi}401candoL�030((2) con su dual [L2((2)] 2.1}(Q) ), obteniéndose:

113(9) L» L2<s2)s[L2(n)]=> [H:.(s2)]'

5- A es un operador Laplaciano de}401nidopor la tema {H3 (Q),L2 (Q);((,))}

. 8



6- u : [0, T] �024;H; (O) nH�031(Q)la funcién incognita.

7- 110 y 14,, son los datos iniciales dados.

8- Las funciones M,,M2 :[0,oo[ �024>[0, oo[ ; son de clase C�030

1.2 Formulacién del Problema

Buscaremos respuesta a través de nuestra Investigacion a la siguiente -

interrogante:

g,Existiré. solucion del problema (1) y esta seré 1�0311nica?

1.3. Objetivos de la Investigacién

1.3.1. Objetivos Generales
En este trabajo de tesis tiene como objetivo general dar una demostracién

detallada de la existencia y unicidad de la solucién local débil del problema (1)

cuya ecuacion es un modelo de tipo hiperbolico no lineal.

1.3.2. Objetivos Especificos

Hallar la solucion de la ecuacién abstracta de Klein Gordon tipo Kirchhoff-

Carrier, via la descomposicién espectral del operador Laplaciano usando el

método de Faedo�024Galerkinque nos data una secuencia de soluciones

aproximadas, para luego obtener la convergencia de una solucion. Esto seria

demostrado con las estimativas a priori. La unicidad sera demostrada utilizando la

desigualdad de Gronwall.

1.4. Justificacién

Las pequefias vibraciones transversales de la cuerda y de la cual deriva la

ecuacion de Klein Gordon se requeria demostrar detalladamente la existencia y

unicidad de la solucion de la ecuacién de Klein Gordon modi}401cadatipo

9



Kirchhoff-Carrier. Modi}401cacionesque son diferentes a los ya vistos en trabajos

similares.

El trabajo en lo que corresponde al desarrollo de las ecuaciones en derivadas

parciales de evolucién de segundo orden es importante por lo cual en este trabajo

demostraremos la existencia de una solucién local de una ecuacion de Klein

Gordon modi}401cadatipo Kirchhoff-Carrier que expresara de forma generalizada

un modelo de fenémeno fisico, quimico, biologico o cuantico real.

1.5. lmportancia

El presente proyecto de tesis es importante, porque permite ilustrar la aplicacion

de diversa metodologia matemética como:

0 El método de Faedo - Galerkin dirigido a mostrar la existencia de las

. soluciones locales del problema (1). Este método consiste en aproximarse a la

solucién del problema (1) mediante soluciones de sistemas proyectados en

dimension }401nita;resultando soluciones del tipo um (I) =i gm (;)w, ,. donde
i=1

las g,-,,, , i =1,2,.........,m , pueden ser determinadas (de manera (mica) por la

teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias este sistema admite solucién en

un intervalo [0, tm) (E1 Teorema de Caratheodory por ejemplo).

0 Estimativas a priori para la sucesion, el cual de las tres estimativas la mas

importante es la segLmda estimativa donde utilizamos la desigualdad de

Growall generalizada el cual nos indica que existe un To fijo el cual

demuestra la existencia local en un intervalo [0,7;], V73 < T .

10



2.1 Preliminares

En este capitulo presentamos algunos conceptos y resultados bésicos que serén «

utilizados poste}401ormenteen los capitulos siguientes sus demostraciones serén

omitidas por que se ttatan dc resultados ya conocidos. Solo se citaran las

referencias donde serén encontrados oon sus respectivas demostraciones.

2.1.1 Notaciones

o = a, +a2 +............+a,, para:

a = (a,,a2,.......,an) e N" , n e N

D�034u=i�024,u e Q<;:]R"; a =(a,,a2,.....,a,,),a,. e N
ax,"'............6x,',"

0 Si uz}402glk"�024-HRes diferenciable, cl gradients dc u seré denotado por

Vu y de}401nidocomo un vector dc R" dado por:

[au au Bu) Vu= �024�024,�024�024,....,�024
5*. ax: 575.,

0 El Laplaciano de una }401mciénu esté de}401nidocomo:

" 6224
A =V.V = -�024u u ax?

0 Sean u y v eL2(Q) , entonces cl producto interno entre u y v esté

de}401nidapor: .

(u, v) = Lu(x)v(x)dx

Y las normas de u all} y u eH(',(Q) estén dados respectivamente por:

_ _ 2 dx % I
"u"1}(n') " �030�034('75)i ]

11
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_ _ " A an . I _ " Bu 2 2
Hun) �034�030�034V""mm" In'§'(x)r�034T�030J

2.1.2 Algnnos resultados de Algebra Linea!

Definicién II.l. Sean V,,V2,........,V,, los vectores de un espacio vectorial V

de}401nidocon producto interno tal que si (v}402vj)= 0 siempre que .1�030at j, entonces

{v,,v2,........,v,,} es un conjunto ortogonal de vectores.

Teorema II.l. si {v,,v2,........,v,,}es un conjunto ortogonal de vectores no

nulos en un espacio Vdefinido con producto interno, entonces V,,V2,--------,V,, son

linealmente independientes.

Demostracién: Ver A. Sheldon [25]

De}401niciénII.2. Un conjunto ortonormal dc vectores, es un conjunto ortogonal

de vectores unitarios. Un conjunto {v,,v2,........,v,,} es ortonoxmal si y solo si

("v'="1) 2 5:�030

Dado cualquier conjunto ortogonal de vectores no nulos {v,,v2,........,v,,} es

posible formar un conjunto ortonormal de}401nido'

u, = �024�024vi ; V1 =»l,2,3....,n
 M

Demostraciénz Ver A. Sheldon [25]

Teorema" 11.2. Sea�031{v,,v2,........,v,,} una base ortonormal de un espacio

vectorial V de}401nidocon un producto interno si v = Za,.b,. entonces "a, = (v,.,v)
i=]

Demostracién: Ver A. Sheldon [25]
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Corolario ILI Sea {v,,v2,........,v,,}una base ononormal para Im espacio V

con producto interno si 1: =Z a,.v,. y v = entonces:
i=1 'I'=l

(u, V) = Zqb,
i=l

Demostracién: Ver A. Sheldon [25}

Corolario IL2 (Identidad dc Perseval) Si {v,,v2,........,vn} es una base

ortonotmal de un espacio vectorial V con producto intemo y si v=Za,.v,.
i=l

entonces

(W) =Hv||2 =§a?

Demostracién: Ver A. Sheldon [25]

2.1.3 Aplicaciones Lineales
Sean E y F espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo IK (es decir los

espacios son reales o cnmplejos).

De}401niciénIL3 Una aplicacién f : E �024>F se dice que es lineal si

(a) f es aditiva

f(x+y)=f(x)+f(y); Vx,ye E

(h) f es homogénea

f(/1x)=,1f(x)+; V/1 escalar, VxeE

Consecuentemente la aplicacién f : E �024>F es lineal si y solo si

f(lx+}401y)=/1f(x)+}402f(y);Vx,ye 151

Paratodo 2. , }402escalaresy Vx,yeE

13



Definicién 11.4 Si E y F son espacios vectoriales normados sobre IK cuerpo y

T : E �024>F es una aplicacién lineal, dinemos que T es continua en un vector

14, EE vsi dado 8>0, existe §>0 tal que

"Tu�024Tuo}402<8, siempre que |lu�024u0�034<5

Diremos que Tes continua en E, si T es continua en cada punto de E.

V Defmicién II.5 Sea Tuna aplicacién lineal de}401nidasobre E. Diremos que Tes

acotada en E, si existe una constante positiva C tal que.

IITWH SCIMI NW6 E

Teorema IL3 Si T : E -9 F es una aplicacién lineal. Son equivalentes

(a) T es continua en E.

(b) T es continua en un punto de E:

(c) T es acotada en E:

Demostracién: Ver P. H. Rivera [20]

Teorema I[.4 Si T : E �024>F es una aplicacion linealvy continua, entonces

urn = supc vi 0} = S°P{!|TulHlull=1}= supmu e E =1: M s 1}
Demostraciénz Ver P. H. Rivera [20]

2.1.4 Espacios L�035((2)

En este trabajo las integrales de funciones medibles de}401nidassobre la region

abiena Q son realizadas en el sentido de Lebesgue.

El espacio euclidiano de dimension n es el conjunto IR �035formado por todas las 11-

uplas ordenadas x = (x,,x2,........,x,,) donde x, e lR,�030v�031i=1,2,......,n

De}401niciénH.6. Sea p e R con 1 5 p < co y (2 c; R" medible, denotaremos

con L�031((2) al conjunto de todas las }401mcionesmedibles u z!) �024)R tal queIu(x)|p

es integrable en el sentido de Lebesgue es decir:

14



. LP(Q)={u:Q�024�024>R/uesmedible yL!u(x)["dx<oo}

Con las opemciones usuales dc suma de funciones y producto de un n}401mcroreal

por una funcién £�035(Q)se toma un ]R�024espaciovectorial y la aplicacion �034P

de}401nidapor

_'_
uunp = [L)!u(tb)[P dt] P ;u e £�035�031(Q)

es una seminomza en 1.�031(Q)

Observacién II.l Se dice que u=v casi siempre (c.s) en ((2) si y solo si

3M Q Q talque u(x)=v(x) VxeQ\M ymed(M)=0

Para obtener una notma se de}401neuna relacién de equivalencia en L�031(Q)

mediante

u.=.v si y solo si u=v (c.s) en :2

Denotamos por L�031(Q) a] espacio cociente

L�035(Q)=£(_9�024)-={[u]:ue 3(0)}

El cual es un espacio dc Banach con la norma .

L
"aun = U;l|u(x)|P dx] �035;u e L�035(Q)

Cuando p = 2 , L2 (Q) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u, v) = Inu(x)v(x)dx ; u,v e L2 (Q)

Su norma inducido seré denotado por

2 �030_
||u"2 = UQ}u(x)| dt] 2; u e L�031(Q)

A si p:-oo y Qg}R" medible denotaremos con E�035(9) al conjunto de todas las

}401mcionesmedibles de}401nidasen 9 esencialmente acotadas en Q es decir

L"°(Q) = {uz}402�024>R /u esmedibley 3C>0 tal que |u(x)|sCc.senQ}

Definicién II.7. De}401nimosel supremo esencial como

15



�030 sup ess]u(x)| = inf {C > 0 ;|u(x)] s C c.s en 9}
560

Con las operaciones usuales de suma de }401mcionesy produato de un mimero real

para una funci6n.L�030�035((2) se toma 1111 R espacio vectotial y

�034un!�035= sup ess]u(x)[ ; u e L�030(Q) �030
xe}402

de}401neuna norma.

Demostracién. Ver A. Medeiros & M. Milla Miranda [14]

Proposicién 'II.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz para funciones L2 ((2))

Sean u :9 �024+R y v :9 �024>R dos funciones cuadrado integrables entonces:

kw)! S Ilullllvll  
Demostracién. Ver H. Brezis [3]

Proposicién II.2 (Desigualdad de Young)

Sea a.>_0 , b.>_0 y 1<p, q<oo con ~1�024+'�024l-=lentoncmab S�024�024l�024a�035+lb"
» P 9�031 P 9

Demostracién. Ver L. A. Medeiros y E. A. de Mello [13]

Proposicién IL3 (Desigualdad de Hiilder)

Sean ueL�035(Q)y veL"(Q) con lspsoo y i+l=l (q=1sip=oo
P 9

Y

q :00 st�031p=1). Entonces we L�030(£2)y L! Iuvfdx S �034u||L,.(muv�034L,(m.

Demostracién. Ver L.A. Medeiros y E.A de Mello [13].

I Definicién 11.8. Sean V,W dos espacios dc Banach con V c: W como

subespacio vectorial (ambos con norma probablemente diferentes), Diremos que

V esté inmerso continuamente en W y denotaremos por V '�024>Wsi y solo si

3C>Otalque "W<C" "V;VueV » _

Teorema II.5. (Desigualdad de Poincaré)

Sea (2 un abierto acotado de IR". Entonces existe una constante C que depende.

de 0 tal que:

16



}402u�034L,(Q) s C}402Vu�034L,(0) para todo u s 115(9)

La constante C es Ilamada la constante dc Poincaré para (2

Demostracién. Ver L.A. Medeiros y EA de Mello [13]. A

Observacién 11.2 La desigualdad dc Poincaré es también valida cuando

Q c R" es un abierto limitado apenas en una direccién. H

Asi tenemos la siguiente cadena de inyecciones continuas y densas ~

0(9) °>Hé(£2) 9 mm 2 (L�031(n))'=>H�034(s2)�030+D'<m
Donde D (Q) representa e_1 espacio de las distribuciones sobre (2 y D�031(Q)

representa su. espacio . '

Observacién 11.3 -

1..- La desigualdad dc Poincaré también es validasi u e H �030(Q) y el trazo dc u

sobre I�030=69 seanulan sobre alguna parte de F . (ver. H. Brezis [4]).

2.- La desigualdad de. Poincarécontinua valida en WOW (:2) Q

Proposicién II.4 Sea (2 g R" ahierto y acotado con 1: p 3 oo , entonces:

' ma) �030->L"(Q)y Hu}402ps ||u|L (med(Q))[%�030%)

Demostracién. Ver R. A. Adams [1]. .

Proposicién II.5' Sea Qg R" labierto y acotado is p goo entonces:

mo) �030-)L�030l.o¢.-(£2)

Demostracién. Ver R. A. Adams [1]. . _

Teorema IL6.�030(Teorema dc Représéntacién de Riesz para L�031(9)) .

Sean 1<p<oo, ¢e(L�035_(Q))'y %+pL'=1 ., Entonces existe una {mica

u EL�031;(9) tal que:

<¢,v >= Lu(x)v(x)dx ;Vve 3(9) y uu}402m)= �034¢'u(m)),

Demostracién. Ver R. A. Adams [1].

Teorema II.7 (Teoi-ema' de .represeataci6n.de Rieszpara L'((2))
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El valor de la distribucién r en ¢ se mpresente también por (T,¢) (dualidad

entre D'(Q) Y D(§2))

Sea (2 g R�035un conjunto abierto y u eL'm(Q) de}401nimosla aplicacién

I; :D(Q) �024)R

4» H (T.,¢)= j,,u<x)¢<x>dx e

A}401rmaciénI; e D'(Q)

- En efecto

a) 1; esté bien de}401nida,pues si K =sup(¢), entonces

�034Qu(x)g;(x)dxl = UK u(x)¢(x)dx] s [K |u(x)¢(x)]dx s I£13{x]¢(x)�035K|u(x)].1x < 00

b) 1; es lineal y continua en D(Q)

(i) La linealidad es justi}401cadapor la linealidad de la integral.

(ii) Vcamos la continuidad de 1; .

Sea ((0k)K�254Nc_:D(Q), tal que ¢,, -9 ¢ en D(Q). Luego existe un

compacto K }401jode 52 tal que sup(q2,�030)g:K, para todo keN y qz,

converge para (0 uniformemente en K, esto es equivalente a decir

que I§13g<|¢k(x)�024¢(x)|-90 cuando k �024>an en R-

Para demostrar la continuidad de 7; debemos mostrar que

<I;,¢,�030)�024�024>(T;,¢)cuando k �024>oo en R

' Prueba

KT;1�031¢Ic)�024(Y;�031¢)!=KIr'49¢�031k�024¢)|=|�030[u<x)(¢;-¢)(x>asc|

Iu(x>(¢,, -¢)<x)<zx| s JK|u<x)1l(¢,.(x)�024¢(x))ldx
K

s rg3{xl(¢k(x) �024¢»(x>)[JK|u(x)Hx �024>0

Por lo tanto (1;,¢,,)-�024>(7;,¢)cuando k �024->oo en IR , entonces 1;

es continua. I
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De}401nicién[L11 Una distribucién sobre (2 es un funcional lineal de}401nidaen

D(Q) y continua en relacién a la nocién de convergencia de}401nidaen D(Q) . El

conjunto de todas las distribuciones sobre Q es denotado por D'(Q):

D'(Q) = {T: D(Q) �024+R I T es lineal y continua}

El conjunto D�031(£2)es un espacio vectorial sobre IK.

Si T e D'(Q) y ¢ e D(Q) denotaremos por <T,¢> al valor T aplicado al

elemento ¢ .

Asi�031mismo si T e D'(Q) entonces D"T e D'(Q) para todo aeN" con esta

de}401niciénse tiene si 14 e C"(Q) entonces Dal; -�024-TD,�035;�030Vlct]Sk,donde D " u

indica la derivada clésica de u.

Lema lI.2 (Du Bois Reymond) Sea 11 eL,'M (Q) tal que I u(x)¢(x)dx=0

pa1atodo¢ e D�031(Q)entonces u(x) = 0 c.s en 9

Demostracién. Ver P. H. Rivera [20]

2.1.7 Espacios de Sobolev
Los principales resultados de esta seccién podran ser vistas en las referencias L.

A. Adams [1], H. Brezis [3],'S. Kesavan [8], L.A. Medeiros y E.A de Mello [13],

LA. Medeiros & M. Milla Miranda [14] y P. H. Rivera [20].

De}401niciénII.l2. Sean m e N y ls p 3 co denotamos por �030W�035""(Q) al

conjunto de todas las funciones a de L�035(Q) tal que para todo

la] 5 m, Dau e L�035(Q), siendo D �034u la derivada disuibucional de u

El conjunto W"'�031�031�031((2) es llamado el espacio de Sobolev de orden m relativo al

espacio L�035(Q) .

W'"�035�031(Q)={ u eL�035;D°'u eL�035(Q),[a1 Sm}

2.1.8 Norma en W"�030�035(Q)
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Para cada u e W�030''�031�031'((2) y sea la expresién

_'. L

I I �024230° Ii�035�035�0242! |(D�034)< >i�035«b«�0351< «Oiulm,P~ Hg. ulna) _ Ms�035D�030 u x �031 �030P

uuznm, =,;1ID"uIIm,; p=°°
de}401neuna norma sobre W ""�031(Q) .

Observacién II.8.

L1. (W"�035�031(S2),P) esunespacio de Banach.

2. Cuando p = 2', el espacio de Sobolev W ""2 (5)) se conviene en un espacio de

Hilbert con producto intemo denotado por:

("»V)=H2(D�035u, D"v )L,(,,) u,v e W'"�035(Q)
asm

3. Se denota a W ""2 (Q) también como H �034((2)donde:

En H"'(Q) = {u e L�031(Q)/D"u e L2(Q);Va.|a{ s m} en el sentido distribucional

D'(Q)

Luego:

111(9) = {u 6 13(9) / Du e 132(9); en D'(§2)}

�031112(9) = {u (5 13(9) / D"u e L2(Q),|a| s 2; en 17(9)}

-La forma bilineal

é _ " 6u(x) 6v(x) __ _ __((u, v)) - -ax�024i?idx_ [QVuVv _ (Vu, Vv)L1(m _ (Vu, V»)

de}401neun producto intemo en H(1,(Q) e induce una norma y la denotamos por

"u":I;(o) = ((15u» = (Vu�031Vu)1}(n) = (Vu�031V�034):'"Vu||:,(m : "V"�0342

En el espacio H�031(',(Q)nH2(Q) de}401namosIa forma bilineal

( .)A = H:,(Q)nH�031(:z)xH:,(Q)nH�031(Q)�024>lR

mediante
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(u,V)�030=LAuAv =(Au,Av)L2m) =(Au,Av)

que resulta ser un producto interno y la norma inducida cs:

nun: =(A"�031A�034)L2(n;=<Au,Au>=uAunj,m �024-�024uAu1r
Corolario H3 (defivacién de un producto) Sean f, g e W�035((2) ; Q c R

con 1 s p s oo entonces fg e W""(Q) y

(fg)"= 12 + fg�031
Ademés se veri}401cala integracién por panes

If f'gdx = f(b)g(b) - f(a)g(a) -1: fg�031dx; v am: e E2
Demostracién; Ver H. Brezis [3]

2.-1.9 Espacios W{,""(Q) y W"�031�035(Q)

De}401niciénII.13 La clausura del espacio vectorial D(Q) con la norma de

WM ((2) se designa por W,,�035"�035(:2) es decir W,�035((2) = D(_Q) �034M

1. Cuando p = 2 Se tiene H,;"(Q) = HE) �034-

Si m=1 se tiene

H;(Q) = 5(_Q�030)V�034para (2 en las condiciones dada se prueba que:

H;(Q) = {u e H'(Q)/uL_=m = 0}

H;(§2)n H2(§2) = {u e H2(Q)/ulr = 0}

si (2 = R" :> 115(9) = 1')(T2)�034~=H�030(§2)

2. Si W,,""�035(Q)= W'�030*�031�031((2) entonces la medida dc R" \ Q es nula.

3. También se tiene que W,,"�031*�031(]R") = W ""�035(R") .

Observacién 11.9 La cerradura del espacio C: ((2) con�030relacién a la norma

W14�031(9) que tiene trazo nulo, esto es

W0""(Q)'={we W"�035(Q); w(x)= 0 , x 6 6(9)}
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donde 6(9) denota la fmntera de (2 dc manera similar cuando

nq,2�024P(s2)={weW�030-P(s2); w(x) =0 ,D"w(x)=0, xe6(Q), [a[ =1}

Asi para m=3 setiene

W,,*P(Q)={we W3=P(s2) ; w(x)= 0 ,D�034w(x)=0, x 5 6(9), [a] = 2}

En general tendremos

Wu"'*�035(Q)= {weW3"�031(Q); w(x) = 0 ,D"w(x) =0, xe6(§2), |a| = m�0241}�031

Luego si p = 2 , entonces W""2(Q) es represcntado H - (Q) donde es un espacio

de Hilbert con producto interno

(u,v),,,_2 = Z InD"u(x)D�030v(x)dx
H9"

con norma

Ilu1I:,2= ZI,,ID°u<x>l�031dx  gags...

Anélogamente el espacio W{,"}402(Q)es denotado como H3" (£2)

Definicién II.l4 See Is p < oo y q >1 tal que

i+l=L

P 9

Representamos a W�035"""((2) al dual topolégico dc VK,""p (Q) .

El dual topolégico dc H3" (9) se representa como H '"' ((2).

2.1.10 Inmersiones de Sobolev

Teorema E8 ('1'eorema de Sobolev) Sean m 21 y is p < oo . Entonces:

(i) Si 1-3 > o entonces W""�035(Q)=-+ ma); -1-: 1-3 ,
P 7' 9 P '1

V (ii) Si %�024�024:'�031�031-=0 entonces W�035"�035(Q)came); q 6 [p,o0�031)

(iii) Si %�024£3. < 0 entonces W"'"(Q) '�024>L�035(:2)
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Siendo todas las inmexsiones contin}401as.

Demostracién: Ver R. A. Adams [1]

2.1.11 Espacios L�035(0,T;V) v

Sea 0<T<oo y Vun espacio de Banach, una funcién u:]0,T[�024>Ves Ilamada

medible en ]0,T[, si la funcién real t�024)(f,u(t)>V,xV es medible Lebesgue en

]0,T[ para todo f e V�031donde V�031es el dual topolégico de V y ( . )V.xV denotal

la dualidad entre V�031y V en este caso decimos que u es una funcién medible en el

sentido dc Bochner.

Una funcién u :10, T[ �024)V,es Ilamada integrable en el sentido de Bochner en .

]0,T[ , si u es medible en ]0,T[ y la ftmcién real t�024�024)"u(t)�034Ves integrable a

Lebesgue en ]0,T[.

En este caso la integral cle esta }401mciénes un vector tal que Lru(t)dt e V y esta

caracterizado por la siguiente propiedad '

Si ls p < co denotaremos poreL�035(0,T;V) al espacio veetorial de las (elases de)

funciones vectoriales u:]0,T[ �024>V medibles y tales que t �024�024>||u~(t)||: es

integrable seg}401nLebesgue en ]0,T[ . Este. espacio vectorial es. un espacio de

Banach con la norma y

1

IMIW, =(J§4Iu<r>II: av)�030
Si p = 2 y V es un espacio de Hilbert, entonces I.�031(0, T;V) también es un espacio

de Hilbert con productointemo

(u,v),_,(0_m =i (u(t),v(t))dt
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Si pzaorepresentaremos por L�030°(0,T;V),elespacio vectorial de las funciones

vectoriales u :]0, V que son medibles y tal que el supremo esencial de

{ "u(t)HV ;t e es }401nito.L�035(0,T;V) es un espacio de Banach con la norma

�034u}402L�034�031(0,T,V)= S';g)oeJ�030;'s�034"0)�034VI

Proposicién IL7 Sean X, Y dos espacios de Banach si la inmersién�030X'�024->Yes

continua. Entonces si 1Sp<qSoo la inmersién L�035(0,T;X)'�024>L"(0,T;Y) es

también continua. _ '

�030DemostraciénzVerv Eberhard Zeidler [6]

Proposicién IL8. Sea V un espacio de Banach. E1 espacio dual de L�031(0,T;V)

1
es isomorfo al espacio L"(0,T;V�031), donde �024�024+-1-21; lSp < q S00

P 9

Demostraciénz Ver Eberhard Zeidler [6]

2.1.12 Distribuciones Vectoriales.

Sea V un espacio de Banach. Se denomina distribucién vectorial sobre ]0,T[con

valores en V , a toda aplicacion lineal y continuasobre D(0, T) ,. continua en el

A sentido de la convergencia de}401nidaen D(0, T). Dada una distribucién T su valor

en A¢) se representa por (T,-qr).

A1 espacio de las distxibuciones vectoriaies sobre ]0,T[ , lo denotaremos "por

D�031(0,T;V)y sea u e L�035(0,T;V);ls psoo de}401nimos

T. =D(o,T) a V I(1:.,¢)= I:u(t)e>(t)dt (g)
Donde se puede veri}401carque 7; es lineal y continua en D(0, T)

Lema II.3. Sea V un espacio de Banach si u e L�030(o,T;V)y u(;)¢(¢)d; = 0

para todo ¢ en D(0,T) entonces u(t) = 0 casi siempre en ]0,T{

..Demostmci6n. Ver Eberhard Zeidler [6] ,_
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Definicién ]I.l5. 11; esté univocamente determinada por u .

En efecto.

Supongamos que T es de}401nidacome en (g) por dos funciones u,veL�035-(0.T; V)

entonces

(:r,¢)= IoTu(t)q2(t)dt y (T,¢)= j:v(:)¢(:)d: paratodo ¢ en D(0,T)

Entonces .

j:(u(:)-v(:))¢(:)d:=o paratodo ¢J en z>(o,r)

Luego pore! lema 11.3 se concluye -que u(t) = v(t) casi siempre en ]0,T[

Por tanto las distribuciones I; de}401nidaspor funciones ueL�035(0,T; V); Isp soc A

son univocamente de}401nidas.Por esta razén se identi}401ca1: con la flistribucién I; .

Luego LP (0,T;V)<;D'(0,T;V) _

De}401niciénII.16.b Se dice que una sucesién de distribuciones sobre

q]0,T[ con valores en V, converge para la distribucién T en D�031(0,T;V),cuando

(1;,¢) converge para (T,¢) �030enV para todo�031¢ en D'(0,�030T;V)

2.1.13 Derivacién en D�031(0,T;V)

Dada una distribucién vectorial u de}401nimossu derivada en el sentido de las

distribuciones vectorialesdenotado por u�0310' if como

_ > <%�031ti,¢>=;<u,-id?) Vqv e D((), T)

"En general la derivada de orden n se de}401necomo �030

<%;l£,¢> = (�0241)"(u, V42 6 D(0,T)

En particular todo elemento" u e L�035(0,T;V) posee derivada de todos los érdenes

I en el sentido de las distribnciones vectoriales sobre ]0,T[
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Sea Vnn espacio de Banach. Representatemos con C([0,T];V) . El espacio de�031

las funciones que son continuas [0,T] en V _

Sean V y H .dos espacios de Hilbert; real oonysus respectivas estructuras de

Hilbert (�030I/,(," }402y)y (H,(.,.)H ,}402}402u)se supone que V ¢->H con inmersién

compacta y continua denso en H, con Vdenso en H (I7! L�031= H) . Denotemos (9)

con simbolo dc inmersién.

Por dualidad, si' identi}401camosH con�030su dual H ' , gracias al teorema de

representacién dc Riez obtcnemos V g H E H ' g V�031donde cada espacio es

denso en el siguiente y las inmersiones son continuas.

Lema IL4. (Temam). SeaX un espacio dc Banach con X�031scan it y g dos

funciones pertenecientes a L�030(0, T; X ) . Entonces son equivalentes

1. u es csigualalaprimitiva dc g es-decir 35 e X tal que

u(t).= 5 + g(s)ds, c.s : e [0,7]

2. Para todo go e D(0,T) se tiene

L,'u(s>¢'(s)ds = J°'g(s)«p(s)ds
3. pamtodo 1; e X�031

d;,«(mu<r>)m =(n,g<r>),.,,
en el sentido distribucional sobre ]0,T[ H

Si u satisfacc 1.._Y 2.�031Entonces en particular u es igual casi siempre (c.s) a una

}401mciéncontinua desde [0,T] enX

Demostracién. Ver R. Temam [22]

Lema II-.5. Sean V,H y V�031espacios dc Hilbert cada espacio �030incluidoy denso

(V�030->H�030�024>V'); V�031dual de V. Si ueL�031(0,T;V)y u'eL�031(0,T;V')entonces

u e C([_0, T];H) y tenemos la siguiente igualdad
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5,-IIu<r>IIi, = 2(u'(t)�031u(t))V'xV
En el- sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0,T[ I

Demostracién. Ver R. Temam [22]

2.1.14 Convergencia en L�035(0,T;V)

Sea V un espacio de un espacio dc Banach y (uk),,eN una sucesion en V . _

Decimos que (u,,),,eN converge fuerte en V si 3u�254Vtal que �034uk�024u"V-5 0

cuando" k �024>00 en tal caso denotaremos por ilk �024>u

Decimos que (:4, ),E,,, converge débil en V , si existe u e Vtal que

(f»uk)m -> (f»")w; Vf 6 V�031
en este caso denotaremos por 11,, �024>ll

Proposicién II.9 Sea (u,,),,EN una sucesién en que converge débil hacia

11 en V entonces

Hulk 5 liminflluklly
Demostracién. Ver H. Brezis [3]

Proposicién 11.10 sea(u,,),EN una sucesién en L�035(0,T;V)�024y ure L�035(0,T;V)~

' se dice que converge débilmente a u e L�031(0,T;-V) si:

(f�031uTt).LP(o,T;V)xz.P(o,:r;V') _> �031u)'LP(o,T;V)x1}�031(o,T;V')

VfeL"(O,T;V'), donde �0241�024+-1-=1
P (I

esto signi}401caque _

j:(/,u,),_,, dt �024> (f,u)m,,dt; Vf e L"(0,T;V�031)

Demostracién. Ver H. Brezis [3]

Observacién II.l0�030 _ .

En el caso V = H,',(Q) entonces .V'= H�034(Q)
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(G,v)�035mMm= (G,v); VG emu), Vv e 113(9)

113(9) 9 13(9) 2 (L�030((2))'= mg) => H"(Q)

Luego

j°�031%(w(:),u,V(:))dz�024»jo'(w(:),u(:))d:

donde (uh )keN Q y W E

sea V un espacio de Banach, siendo V�031su dual de la norma

f , = sup f,un Ily M |< >I
Diremos que-» una sucesién (uk ),e,, de V�031converge débil est:-ella �030au en V�031y

denotamos pot a, -�0243-�024>1: Si y solo si (upw) �024>(u,w)paratodo we I�031

asi u,�030�024'->uen L°°(0,T;V) siysolo si -

("Ir �031w>L"(o,r;V')xI.�030(o_r;v)_') (u�031w)1:*(o,r;v')xL'(o,1;V)

Vw E I.'(0, T;V) es decir

L�031(w( : ),u,_( : ))W dt �024>for (w( x ),u( : ))mdz- ; Vw e L'(0,T;V ) _

Observacién -11.1 1

si V = L�031(Q)y u, -�024�030�024>11 en 13(o,T;(L=(Q) )') signi}401caque

-(upw) . -> (U, W) . ;VW 6 L2(0,T;L2 (9))
L"�031(o,r;(L�030<o)))xL�030(o,r;L�030(n» I-"(0.T:(L'(}402)))xL�030(o,r;L�031(n»

es decir

_[�031(uw) d:�024+j�031(uw) dt'VweL'(0 T°L�031(Q))
0 �030N�031(1}(n))'x1}(n,) 0 �031(z}(a))'xL�031(m�031 �031�031

por tanto u, �024:�024>:1 en 12° (0,T;L"'(Q)) si y solo si (u,,w)d: �024»j°'(u,w)d:

vwe-13(o,T;L�031(s2))

Un resultado muy importante es�031respecto a dos espacios L�031(0,T; H) , que

permiten identi}401car(L"(0,T;H))' z LP�031-(0,T;H'). Pam el caso en que p=1 se
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identi}401ca(L�030(0_,T;H))'z L�030�035(0,T;H�031).Analicemos ahora el caso en que

p=1 y H~=L2(Q) A

Para esto se de}401ne:

F I L�035(0,T;L2 (9)) -> (13 (�030LT;(L2 (9))')'
u �024>F(u)

donde :

F(u):L�030(0_,T;(L2(Q))�031)�024> R

(5 �024>< F(u), 5 >= §(z),u(r) >(,,_,m,x,_, and:

F es lineal contin}401ayn biyectiva de este modo-habremos identi}401cado:

13° (QT; L2 (9)) z (17 (0; T;(L2 (Q))')'.

donde sus elementos de L�034°(0,T;L�031(Q))pueden ser vistos como elementos del

dual de L�030(0,T; (L2 (Q))') . Entonces cuando decimos que:

um �024'�024>u en L"�031(0-.T;L�031(Q))

Tenemos:

<�030"m�031§>"�031< u�0315 ><L�030<o;r;<L�031(m)')'»<L�031(o;r:(L�031(nm�031Vg '5 L�030(0�031T;(I�0312(QW)

lo que signi}401catambién que:

L?�0314 §(:),u,, (r) >u_,mW2m) dt �024+If <§(t),u(t)>(Lz(m),xL,(m dt

V5 6 I«2(0-T;(i2(9))')

"Prop0sic'i6n II.ll. Sea V 1111 espacio dc Banach. Si Ia inmersién X �030-9)�031es

continua. Entonoes V ls p s q _<. 00 la inmersién L�035(0, T;X) �030->L"v(0,T;Y) es

también continua.

Demostracién. Ver Eberhard Zeidler [6] �030 .

Pr-oposicién 11.212. Sean X -e Y dos espacios de Banach tal que X �030�024>Ycon

inmersién continua y sea

W(0,T) ='{u e L"(0_,T; X) y u'e.L�035(0,1';Y)}.

entonces W(0,T) estéinmerso continuamentec ([0,T ]; Y)

Demostracién. Ver J.L. Lions [9]
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Teorema IL10 (Aubin-Lions)

Sean Bo , B, y B tres espacios dc Banach tales que B0 y B,�031son espacios

re}402exivosademés Bo �030-9B con inmexsién compacta y B�034�030->B �030->B, con

inmersiones continuas.

Sea W(0.T).= {u e .L�035(0,T;Bo).;u�031eL".(0,T;B,)} , donde. o < T-< co ; 1 < p,q <. co

con la norma de}401nidapor: �034u}402u,= ||u}]L,(o_�035°)+||u1|;,(0_, Bl)

Entonccs W es un espacio dc Banach y W�031->L�031(0,T; B)

Demostracién. Ver J. L. Lions4[9]» '

2.1.15 Consecuencias de la Designaldad dc Poincaré
1.-La norma de Sobolev en H3, ((2) es equivalente a la norma del gradiente

en L2(Q'). Donde existe C > 0 tal que �034u||H,(mS Cuullmm para toda

u e H:,�030(Q).

2.- La norma dc Sobolev �034.nH2(mes equivalcntc a la�030norma del Laplaciano en

I.�031(Q).

Para funciones en 113(9), esto es existe C > 0 tal que �034un�0352(9) 5 C"Au"L,(m

para todo u eH§(Q) . De esto se sigue que si u e H§(Q).entonces se tiene que

g�030.e H(�030,(Q)donde se da la desigualdad dc Poincaré.
xi

-2.1.16 Topologias Débil y Débil estrclla
Un espacio métrico es completo si toda sucesién dc Cauchy es convergente en

ese espacio. Un espacio vectorial normado complete, con su méttica inducida por

»la norma es un espacio de Banach. Un espacio vectorial -normado V se denomina

un espacio de Hilbert dc V, si Ves un espacio de Banach con la norma inducida

del producto intemo.
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Un espacio E es separable si existe un sub-conjunto D g E , tal que D es denso

numetable en E.

Sea E un espacio de Banach y sea f e E", siendo E�031ei dual topolégico de E y

designamos �030por7} IE �024�024>}Rxmaaplicacién dadapor Tf(x) =< f,x > .

La topologia débil O�030(E,E�031)sobre E es una topologia menos }401naen E que hace»

continua a todas las aplicaciones (TI ) ,6E. . Dada una sucesién (16,, ),,�254,.,en E,

la notacién de convergencia débil en general esta indicada como:

- x,, �024>x débil o'(E,E')

.0 simplemente x" �024)xdébil en-E

Proposicién II.l3. Sea (xn ),,e N una sucesién de E entonces:

(i) x,, �024>x débil en a(E,E') siysolo si

< f,x,, >�024><f,x>,Vfe E�031

(ii) x,, �024->x fuerte en E entonces x" �024>x débil en E

_ Demostracién. H. Brezis [4]

Proposicién II.l4. Sea E un espacio de Banach y sea una sucesién dc

E' entonces se tiene:

(1) f,,�024-1-)f ena(E�031,E)siysolosi <fn,x>�024><f,x>,VxeE§

(ii) fa __, f fuerte en E�031entonces fn ._._) f para o-(E', E ").

fa ._._, f débil en o'(E',E") entonces fl _'_; Vf para o'(E',E);

(iii) Si f_ __:_, f para o'(E',E), entonces eslimitada y

MI 5 Lim in11Lf..lle
(iv) Si para a(E',E),y si 1,, �024>xfuerte enEentonces

<f,,,xn >-)<f,x>

Demostracién. Ver H. Brezis [3] _

Proposicién II.l5 Sea um �024'�024>uen L�034°(0,T;L2(Q)), entonces um -�024�024'�024>u
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en L2(0,.T;L2(Q)).
Demostracién. Ver H. Brezis [3]

Teorema 11.11 (Aloglu-Bourbarki)

Sea E 1111 espacio normado separable y sea {xk} una sucesién acotada en E�031

[entonces existe una subsucesién {xk} dc {xm} y x 61?�031tal que:

xk �024-'�024>xenE�031
Demostracién. Ver H. Brezis [3]

Teorema 11.12 (Teorema de Banach-Steinhaus)

SeanX e Y dos espacios de Banach y (T,.),E, una familia de operadores lineales

y continuos de Xen Y. Si se cumplez

para todo x«eX existe M, >0 tal que �034T,.x�035sM,, Vie], entonces existe

M>0 tal que H1; ||s-M, Vie}.

Demostraciénz Ver I-I. Brezis [3]

2.1.17 -Desigualdades Impdrtantes

Lema IL6. (Desigualdad de Gronwall)

Sea q) :S[0,T] �024)R y (o(t) 2 0,Vt e[0,T] . Supongamos que existen constantes

K, ,K2 .>_0 tal que

T

¢(z) s K, + K,j0 ¢(s)ds ; v: e [0, T]

Entonces

¢(t) 5 K1 ex" ; VI 6 [0,T]

Demostracién: Ver S. S. Dragomir [21]

Lema »II.7 (Desigualdad generalizada dc Gronwall) Sean ¢:[0,oo[.�024;[0,oo[

continua, g : ]0,o0[ �024->]0,00{ continua y no vdecreciente y sea C una constante

Apositiva. Si
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I

(0(t)SC+J.og(¢(s))ds; OS t <oo

Entonces

¢(t)SG"(7;)<oo; OS t SI:

Para cualquier n}401mero}401joI < G(00) ,donde

r 1
G (r) := �024�024�024�024-ds, para r2C

[C g (s)
Ademés, si G(oo) == 00, entonces

(00) S G" (t) para todo t .>_ 0

Demostracién. Ver S. S. Dragomir [21]

2.1.18 Resultados de la teoria Espectral
.A continuacién seguimos con la demostracién de la teoria espectral, que es

esencial para la obtencién del problema aproximado. Que consiste en proyectar el

problema (1) en dimensién }401nita.

Sean V y H dos espacios de Hilbert completes, cuyos productos �030intemosy

normas serén denotados por ( . ), ,R ."V y ( .),, ,}402H respectivamente,

supongamos que:

1) V es denso en H; _

2) V 9H con imnersién compacta;

3) Estzi de}401nidauna forma sesquilineal y continua a(u,v) en V x V;

4) Existen ao y a en R, con a>0,talque:

a(u,v) es hermitiana; Re[a(v,v)+a,,(v,�030v)]2a�034v|, Vv e V;

. 5) A es denotado como el operador de}401nidopor la tema (V , H ,a(u, v)).

M Teorema �034.13(Teorema Espectral) Con las hipétesis anteriores

obtcnemos que:

}402) A es auto-adjunto y existe un sistema ortonormal y completo (145),-EN

los W, forman una coleccién numerable de H constituida por los

vectores propios de A.
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(ii) Si son los valeres propios o autovalores de A correspondientes�030

a la sucesién (WY),-Gm entonces:

0 < 2., _<. 2.2 S 1., S S ,1," s y .1, -9 co cuando m �024->no

(iii) E1 dominio de.A esta dado por:

D(A) = {:4 e H;Zlf [(u,w,)[�031< co}.
i=.l

(iv) Au = 2 /1,. (u, w,§)w,. .
i=l

Demostraciénz Ver M Milla Miranda [16]

Pam obtener la solucién del problema aproximado, el cual seré utilizado en el

capitulo siguiente para resolver el problema en cuestién, necesitaremos dos

resultados a

2.1.19 Condiciones de Caratheodory (Prolongamiento de Soluciones)

Sea 0 un subconjunto abierto de R�035cuyos. elementos son denotados por

(t,x) 5 (lg Rx]R" y sea f: Q �024>R" tmafuncién;

Consideremos el problema de valor inicial:

x'(I) =f(I,x(I)) .
.............(t)

3700) = x0

Se dice que f : $2 �024>R" satisface las condiciones de Caratheodory sobre Q si:

(i) f(t,):) esmedible en t paraecada x }401jo;

(ii) f(t, x) es continua en 2: paxacasitodo t }401jo

(iii) Para cada compacto K g Q , existe una }401mciénreal m K (1) integrable tal

que A

�030f(t:x)l1g"SmK(t)s _V(�030a-75)GK

Teorema II.15 (Teorema de Caratheodory)
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Sea f : (2 �024->R" �030satisfaciendolas condiciones de Caratheodory sobre Q .

Entonces existe una solucién de (i) en x(t) sobre alg}401nintervalo it-to [$5 ,

(3 > 0)

Demostracién: Ver L.A Medeiros & P.H. Rivera [15]

Lema 11.8. Sea Q=[0,T)xB con T>0 y B={xeIR";|x|sb},b >0. Sea

f I Q--HR" que cumple con las condiciones de Caratheodory sobre Q .

Supongamos que x(t) es una solucién de (1) tal que Ix�030,I s b�031en cualquier

intervalo I , donde x(t). esté de}401nida,se tendré ]x(t)] S M, Vt e I,M

independiente dc I y M <b entonces x posee un prolongamiento en [0,T].

Demostraciénz Ver .L.A Medeiros & P.H. Rivera [15]

2.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

2.2.1. Teorema de existencia y unicidad

Sea 9 g R" , donde Q es un conjunto abierto acotado y con }401onterabien regular

P y T > 0 . En Q = 9 x (0,T) consideramos el siguiente sistema:

u"-M,mV»41�031>Au+M2<1]:4|�031)«»=fen Q=nx]o,oc{
u=0 sobre E=6(2x]0,oC{ (2_1)

u(0)=u,,, u;<o>=u, en 9 e

Donde las funciones M,,M,,f,u,, y u,.

Sea 0 5 t S 7;, , I}, > 0 y que veri}401canlas siguientes hipétesis

[Ha "0 e H.�030.(n)nH�031(:2):u. e Hm) ;f e L�031(0,T;H3(�2542));f�031e L�031(o,T;If(s2»

[H2] La funci(�031mM,,M2:[0,oo[ �024)[0,oo[ ; M,,M2 son de clase C�031tal que:

(i) M,(s)2m0 >0; s20

(ii) M2(s)2 m, > o ;s 2 0
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am am = I: M.<r)dr , Mas) = J:Mmdr

Denotemos y relacionemos el producto interno en H}, ((2) y L2 (Q)

respectivamente por:

- ((u ,v)) = (Vu ,Vv) = L�024§i:�024'(x)-;%(x)dx = [Q Vu(x)Vv(x)dx

}402u":-5(9)="Vull.zL�031(n)= llV�034ll2= ,LlVu(x)I2 dx

0 (u,v) = Lu(x)v(x)dx

}402"}402iz(g,= lull�031= I,,lu(x)l' 4*
El método de Faedo-Galerkin seré. utilizado para demostrar la existencia de la

solucién local del "problema de Cauchy, asociado al sistema (1). La tmicidad de la

solucién se demostrara utilizéndose la técnica dc contradiccién con auxilio de la

desigualdad de Gronwall.

Pam alcanzar estos objetivos, dividiremos este trabajocn txesetapas:

i) Estudiar la existencia dc soluciones locales a través del. método de

Faedo-Galerkin

ii) Obtener estimativas a priori y prolongamiento de la solucién (solucién

global)

iii) Mostrar la unicidad de la solucién.

2.2.2 Formulacién Variacional

Multiplicando por una }401mciénsu}401cientcmenteregular v e V a la ecuacién (1) e

integrado sobre Q se tiene

. ,, . 2 . 2 __[9 u vdxdt �024jg Ml_(]|Vu�034_)Auvdxdt +jQM2(||u1| )uvdxdt - [Q fvdxdt

Luego sea v(x,t) = 6l(t�030)w(x)donde 9 E D(0,T); we H(',(Q); Vt e (0,.T) luego

T . T L 2 T 2[0 Lu amxdtgjo L1M_,(]|Vu" )Au9wdxdt +]0 LM2("u}402)u9wdxdt

T

= [D [Q f}401wdxdt
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Luego utilizandoel teorema de Fubbini y la integracién por partes y la formula de

Green se tiene

T , T 2 T 2

-jg (Luudx)0�031dt+jo M,(]{vu1] xjnVuVwdx)0dt +[0 M,q]u][ XLuwdx)0dt

T

= [0 ([9 }401vdx)9dz

en términos de la notacién disttibucional tenemos

�024(u',w)9'dt+ M,(||vu|f)(vu,vw)odz + M2(]|uH2)(u,w)0dt : (f,w)6dt

también

�024((u',w),0') +(M,q]Vu|]�031)(vu,Vw),9) +{M2(Hu"2)(u, w),0) = (gr,w),0)

Iuego por la propiedad de la derivada distribucional

d , 2 2 AE-(u,w),6 +<Mq|Vu|I )(Vu,Vw),6)+(M2(uu}402)(u,w),o)=((f,w),0)

I Es decir

d , %Em ,w)+M, q[vu||�031)(Vu,vw)+M2(]lu�0342)(u,w)=(f, w) ; Vw e H:,(s2)

en el sentido distribucional.

Por lo tanto el anterior anélisis motiva la siguiente de}401nicién.

De}401niciénII.17

Sean u,,,1l,,fJV, y I}402zveri}401candolas hipétesis dadas en Y De}401nimos

la �030soluciéndébil del problema (1) a la }401mciénue L�035(0, To ; H3(0) n H2(9)) que

sa}401sface:

61 .0 �024�030�024i�024t�024(u,v)+ M,(}402Vu}4022)(Vu,Vv) + M2 (Ha}401z)(u,v) = (f(t), v), Vv e H;((2)

en el sentido de las distribuciones sobre [0, 71,]

o u(0) = uo ,u'(0) = u,

Teorema lI.l6 (Existencia Local)

Asumiendo las hipétcsis [H_] y [H 2 ] , entonces existe 7:, <T y una (mica

}401mciénu que es solucién de (1) ta] que:

40



1) u E L"�031(0,-7;,;H:,(Q)m'H2(Q))

2) u�031E L°°(0.7I.;H.'.(Q)) .

3) u"eL�030°<o,T..;L�031<s2)) (2 2)

4) 3�030-�031;(u'(r>,v>+M.<IIVu(r)u�031xvu<r),vv)+M,(IIu(z)n�031xu<r).v)=mt),v)
Vv e Hf, ((2) en el sentido D�031(0,7},)

5) um) = u.. ,u'«» = u.
Demostracién: Que se veré en adelante.

2.2.3 Soluciones Aproximadas (Soluci6n Local)

El Teorema Espectral serviré para proyectar el problema en estudio a espacios dc

dimensién finita, obteniendo» un problema mas simple que tendré solucién

garantizada por el teonema de-Caratheodory.

El teorema espectral para operadores auto-adjuntos garantiza la existencia de un

sistema ortonormal (Wj )1-E,�035de L�031(Q) constituidas por las auto-funciones del

operador �024A, que son soluciones del problema de Dirichlet: '

'�024Aw].=/ljwj (2.4)

wilt = 0

donde (/1,- ),-e,,,', son los correspondientes autovalones de �024A,siendo,

0<2, _<_A2 S/1, y �024->00cuando j �024>oo

también se sigue que:

Wj . 1
�024-�024 es �030unsrstema ortonormal y completo de H0(Q)

es un sistema ortonormal y complcto dc Hg, (Q) 0H2((2).

Zj jelN

para cada In denotamos por V," = [w., ,w2,......., wm] al espacio generado por las m

primeras auto}401mcionesdel sistema (Wj)jeN, queremos encontrar una funcién um

tal que:

14.. 1(0J..)�024-�024>VJ...C V = 113(9)�034112(9)
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I �024�024-�024>um(t) =igm (t)w,.
i=l

donde las funciones g,,,, son ftmcioncs reales de}401nidasen algfm intervalo [0, tm)

y que satisfaoe cl siguiente problema aproximado:

(u;;(t), wj)+1M(]]Vum(t)[|2)(Vu_,(t),Vu3)+M2(}402u(t)][2)(u,,,(t).1g,)=(f,wj)vw, er;

u,,,(0) = uw, �024)u06 113(9) r\H2(Q) cuando m �024-)oo (25)

% �034,'.,(t)=";...-W: �254H3(Q)cuando m->00

para .1 S j S m .

A Probamemos que este sistema tiene solucién sobre [0, Tm] , ver Teorema II.14

En efecto para cada ténnino tenemos:

- (u;r:(t)5Wj)=(}401gj�031;;(t)1"i3Wj)=}401g.-';.(r)<w,., w,) = g;;. (t) (2.6)
i-=1 i=l

- M1<||Vu,.<r)|F)(-Au.,(r),w,>= M. A.g.f,.<r)](�024A<ig�024m<:>w,),w..>
i=l 1�030--I

= M�03027grin(t)][}401gi1n(t)(._A�030�035i�031w,)1 = M; &g.3,.(r))[§"') g.�024,,,<rMw..w,)1
i=i i=1 i=.l :'=l

=M; [i3sg.i(?))/1,g,«...(t) (2-7)
i=1

° M2 (}Iu.,. (1)112)(u,.. (I).W,-) =M2 gf, (1)) (is,-,,, (t)w.~,w,�024)
i=I i=1

° (f(t)aW,~) ; 15 I S "1 (23)

de (2.6), (2.7) y (2.8) se tiene:

g}; (I)+M. (II_Vu,.. (t)[l2)1;g1,. (I) + M2 (Hum (t)II2)g,~,,, (1) = (f(1), W,-) (2-9)

como um, y am e V," , tal que um, �024�024>no converge en V y um -9 u, converge-

fuerte en H:,(Q). Como jemr es una base de V y de H(1,(Q), entonces se

puede escxibir:
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v uo(x) = Z0.-W.-(X), 14: (x) = Z4.-W.-(x)
i=1 i=l

y por lo tanto es fécil deducir que

�034om(x) = Zcew.-(X): u1..(x) = Z61.-W.-(x)
i=l i=l

también concluimos �030que:

gjm(t)=cj y g;,,,(t)=d,- (2.10)
de (2.9) y (2.10) tenemos:

8}; (I) +M(}402Vu..(1)II2)/1,-8,-,..(F) + Mzdfum (f)I]2)g,-... (1) = (f(1), W)

%g,..(r)=c, (2.11)
g_;�030m(t) = dj

j =1,2,......, m

ahora en forma matricial se tiene:

glm )

gm (1)Y = _ »
(0 gI.. (I)

gl""" (t) 2mxl

Vluegoz
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. g1.�035m g.'...(t)

. g. -0)} g.'....(t)

W�0317 g?:;7m  -M.<}402Vu(t)ll�031)1.g...<t>�024LM2dlu(t)iI�031)s-m<�030>+Cf<�030)>s�030�0350

gr'n�031m 2m'xI2Inxl �030Ml)u2 (I)�024M2(Hu(t)H2 + wm ) 2"�031-�031-�030I

' g{...(t) 0 0

,' .3 (3
, �030g,,.,.,(f) ' +

Y �034�031= o �030�034-<M.<I!Vu,.<z)II�031)2, +Mz<l|u..<r>}402�031»gm<'> % W)�031W» >

<3 % M. 4M.<1lVu,.(t>l12)/1,, +M2q�030"m'(�031)"2»gm<t> 2,.�034A *1�031�034�035�034�031m�031M
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V 0 0

<3 ' 0
= B =�030 ,

A �030�024(M.<1iVu.(t)li�031)2.+M2<}401u,.(t)n�031))g,.(z)W�035W"

%  -(M,d|Vu,.<r)I1�031>2,.+M2(llu..<r)}402�031»g;,.,,.(r)2",, A (,(,',,,,,m) M

tal que:

Y'(t)=[0 1:! -Y+A+B=F(t,Y)

O 0 2Inx21n

Y'(t)=CY+A+B=F(t,Y)

' -donde:

, _ . . 0 I
0 = matnznula mxm , 1 = matnz tdentldad m xm y C 2-[0 0]

2mx2m

también se tiene:

glm

(0)Y 0 = g'''�031" = Y
( ) g1',..(0) °

g"�035"'Zmxl

asi tenemos el siguiente sistema de Cauchy:
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Y�031= F(t,Y)

(2.12)

Y(0) = Yo

ahora (2.12) satisface Ias condiciones del teonema dc Camthcodory entonces si

F :D �024>R2�035tal que Dg RXRM�035

Donde D=[0,T]xB, T }401nito>0,G={Ye]R2"',}402�030YE.<_b},b>0, X, EG

Probemos que:

a) F(t, Y) es medible en 1 para cada Y}401jo.

Si }401jamosY tenemos que A, B y C no dependen dc t .En general F(t,Y) no

depende de t entonces F es medible en t E ]0, T[

b) F(t,Y) es continua en Ypara cada t }401jo.

I) Si 1 es}401jado,entonces el vector A es continua en Y

en efecto: como u,,,(t) = §:g,~,,,(t)W, depende solo de los g,.,,,(t) para todo
i=l

i=1,2...,m

entonces existe (§,',�030,),,E1,,,una sucesién dc (§,,,) tal que (,§f,)keN �024)(§2,)cuando

k -1 oo

siendo gm =(g,m,.......gm); = (gfm,........,g,fm)y gt: =(g3,_,........,g3m)

se sigueiambién: �024�024>g2ncuando k �024�024)ooVi = 1,2....,m

luego: u,';(t) = Zg,.�031f,,(t)�024>uf, (t) = Zgfn cuando k �024>oo
i=1 i=1

por otro lado se tiene:

' �035Vu:lr�030:(t)"2.=(Vu;(t)>VuIfa(t))=(}401Vg;(t)"G=}401Vg;(t)�034¢)=(ig;(t)V�034G�031}401g;(t)Vwi)
i=1 �030i=-*1 i=1 i=1

()2gf;cr)JZw,�024,Zg!;(r>JZw,)= Z<g;>�031(t)m�024>Z(g:>�031<r)2av,= llvuzmllz ;
i=1 i=1 i=1 if-I

k �024->oo

luego "Vu,f,(t)}4022-9 "Va: (t)"Z gcuando k �024>oo
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l|u:,<z){i�031=(u:(t)9u::(t))=(£g;(t)�030%3}401g;(t)�035§)=(£g::(t)"§9£g:;(t)wi)

(Z:g£.(t)w»:g,�0312(t)n2)=:(g£)�031(t)m�024>:(gZ)�031(r)w.-=lIu.�030:(r>|]�031;
k �024aco

luego �034u:(t)�0342-> "u,';(t)"z gcuando k -) 00

Y como M1 y M2 son continuas entonces:

M,(]|_vu;(:)[f) +M,(}401u;(:)|f)�024> M,(]}vuf;(:)]f) +M,([[u3,(z)|[�031) ;cuando k �024>oo

0

A
<M.<||vu;(r)}402�030)2,gf..<r>+M2<11u:.<r>il�031)g:;,(r)�034�031

(Mlq�030Vu£(t)�0342)1mg:m(t)+M2q�030uIIfI(I)!�0302)glf!m(t)M

0

5
" (M,(!IVu.�030;(r)|F)2.g.°,.<r)+M2<11u;�031.(r>|f))g?..<r>

%(M.<|lvu:(z>|fM..g;,.(r)+M2(1lu;�031.<r>n*)>g:...(r>M

cuando k �024>oo

iuego A es continua en Y
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II) B. es continua Y

en efecto (f(1)3?) *�030>(f(1)95?) ; k�024>°°; Vi =L2.----m

luego B cs continua en Y

c) Para cada compacto K en D existe una }401mciénreal integrable 1K(f) tal�030que:

}402F(t-,Y)}402s1�030(t) v(:,1r) eK

Entonces ac, y CB I |;vu,,,(x)|[�031sq ; |]u;,(:)[|�031s C,

Y como M;yM; son continuas entonces existen constantcs K1 y K) tal que

(0 M.<1lVu..(r)n�031>sK.:0�030)M,dIu...(r>n�031)sK2 %

(ii) =�031g,m(t)|2+�030[g2m(t)[2+..-.....+}gm(t)}2 +]g{,,(t)�030[2+lg;,,_(t)�0302+.....+!g,',m(t)l2

(iii) 1 =max{AJ.; lsjsm}

como Y e G deducimos que:

' ]g,.,,_(t)|Sb; Vi=1,........,m
(IV)

]gi'm~(t)[ S b; Vi: l,........,m

luego dc (i),(ii),(iii) y (iv)

HIM, sZHM,<11Vu,,<r)|m +M2<1lu,..a>|F)>g,,(r)|
�034�030 M (2.13)

S(K1 Z|z7!+K2)Igim(t)l) 5 (K13�030+K2)mb
i=1

0 I
= 2.14

luego de (2.13), (2.14) y (2.15)

}402F(t,Y)l[ = Y + A + B}4025 + +

~||F(t,Y)|| s mb+ K,,i-mb+K,m = mk(t) (2.15)

Siendo IK. (t) una. funcién real integrable pues K,,K2 y b son }401mciones

A integrables Vt 2 0 entonces concluimos que (2.12) satisface las condiciones de

48



Caratheodory. Asi tenemos que existe Y una solucién de}401nidaen [(),T,,,[ ,

0 < 1,�035< T y por lo tanto ll,,, es solucién del problema aproximado en el intervalo

[0,Tm[ . Para extender esta solucién al intervalo [0, T] se tomé las siguientes

estimativas.

2.2.4 Estimativasa priori

�030 Primera Estimativa.- Multiplicando a (2.5) por g;-,,,(t_)y sumando-de j =1

hastaj = in se ticne:

(u;.'(r),§"j g;..(:)w,) + M1qlVu;n(t)l'2)(Vum(t)>V}401g;..<r>w,.>

+M2(1|u..(r)1|�031)<u..<:),gg;,,(r>w,>=<f<r>,§g;m<r)w,) (2.16)

(14,: (F), 14,�031,(1)) + M1 (HV1l,., (t)"2)(V11,. (1),V14; (1))+M2(uu,,,(1)}4022)(u,.. (1), u,',, (1))

= (f(t),u,'..(t))

(u"(t) u" (t))+M ([[vu (z)[1�031)li[]vumg�031+M (nu (:)1|�031)1i1�024||u(t)||�031In �031In I In 2 dt m , 2 m 2 m

= (f(1), u,', (1))

§%l|u.'.,(r)|1�031+M.<IlVu..<r)[|�031>§�024§1!Vu.,<r>a�031+M2 <Hu..<r)|t�031)§~(�030-,�031;(1u,,.<t>|1�031

Sllf<0ll|lu£.(t>ll

3,-::u;<r>u2 +M.<11vu,.<i>n2>§nvu..<:>u2 +Mz<Hu..(0Ilz)%}402".n(')l|Zs 2flf<t>IllIu;<r>l|
}401lluzmu�031+Ml(1lVuIn(t)"2)5t_}402Vum(t)�0342+M2(}402um(t)�0342)%�034um(t)"2s nmll�031+nu;,<t>|| 2

de (H2)�024(iii)con respecto a 11?, y 112 2 se deduce:

d , d - d ~ ,alIu..(t>ll2 *3�034:<lIVum<t>|l2>*;§"�0312<llam<r>ll2>=lIf<r>|!�031+ilu..(t>||2 <2.17>
Integrando (2.17) de 0 a t se tiene: V
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uu;(:)r +1s�0304,q;vu,,,(z)1;�031)+1x�0304,q1u,,(z)g�031)=jgqman�031dI'+_£[[u;,(t)[] 2a:

|ju,;(o)[[�031+112,g}401Vu_,(o)[]�031)+M,q}um(o)||�031)

por hipétesis sabemos que

M,(s)2m0 >0 entonces 1L�0304,(r)=j0�030M,(r)drZ}401mo= smo

entonces }402Vum(t)}4022mo 3 A�0304,q]vu,,(:)[F)

M2(s)2m, >0 entonces I(l2(a)=£1M2(r)& 2 Km, = am,

entonces o < ||u,,,(:)]|�031m, s 1\'4,q[u,,,(:)H�031)

||u;,,(:)]|�031+m,, ||vu,�035(:)||�031+ m, ||u,,,(:)|f s []f(:)}401�031dt + ||u;,(:)1| 2dt +

|]u;,(o)|]�031+ 1L�0304,(|vu,,,(o)[[�031+ A?12([]u,,,(o)|]�031)

numn�031+ mo IIvu...<z>u�030+ m. Ilumll�030s Iglifmlf dr+ I;IIu;.<r>tI 2dr
+ mo �034V24�035,(t)"2 dt + m, }402u,"(t)"2 dt

+"u,',_(0)]|2 +13, [|vu,,(o)u�031+ 1C42(uu,,,(o)|}2)

s C + |[u;, (1)1; 2.1: + (mo |]Vum.(t)||2 +m, }402um(t)|[2)dt+

. |}u;, (0)1? +112, ("Vum (o)|[�031)+ M2(�034u,_(0)"2). (2.18)

Por hipétesis [H1] sobre f y los datos iniciales sabemos que:

(i)u£.(0)=u1,. �024>u.=u'(o) en Ham) L» Lam

=>||umII -+l|u.|l=llu»..I|Scn  (2.19)
(ii) um (0) = no," �024>uo en (H},(Q)nH�031(Q))«�024>me) es decir

u0,,, �024>u,,en 13(9) y Vuom �024>Vuo en 1}(Q)

�034Vu0m"�024>�034Vuo�030"<=nL�031(9)=>l|�0307vo..llSc2 mo)
Llluomll ->}402uo}402en 1é�031<9>=>|luo..llSca

Ademés como [4, y [4, son continuas en C(0,oo) entonces pot (220)

1f4,([|Vu_,,,,,}4012) sq, 1f4,(|}u,,,,,|;�031)Scs (2.21)
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ahom de (2.18), (2.19), (2.20) y (2.21), y teniendo en cuenta que Co depende C, ,

c,, y cs tenemos dc (2.20)

}402u,;(:)g�031+m., §vu,,(:)[]�031+m, ||u,,,(:)}401�031sq, +

j;(u..;,(:;n=+ m,,}402Vu,,(t)"2+.m, H11�035mu�031)4: (2.22)

Luego aplicando el Lema dc Gronwall deducimos que existe una constante c,

independiente de 771 EN tal que

[[u;,(:)||�031+.n10}402Vum(t)�0342+m, |[u,,,(¢)||�031s C,

Luego

|]u;,(z)|[�031s C, ; }401u,,,(t)|;�030s = C, ; {1vu,,,(:)[]�031s 5': = C3 v: 2 0 (2.23)

esto implica que: �030

(u;.> estaaoomdoenL°°<o,1;;L2<:2))

(um) estawotadomL�035(0,1;;H3(Q)) (2.24)

(um) estaa00tad0enL°"(0,To;L�031(Q))

Segunda Estimativa: Multiplicamos a (2.5) por AJ.g;.,,,(t) y sumando de

j = 1 hasta j = m obtenemos

(u;:<t),ji]»1,g;,,,<r>w,.)+M;<1lVu,,(t)1IZx-Am),g/1,g;,,,(r)w,>

+M2(llum'(t)|[2)(um(t)!}4022jg;m(t)wj)=(.f(t)?:Z'jg;m(t)wj) (2.25)

(u,',:(r),-Agg;,,(r)w,.)+M,<nVu,,.<r)11�031>(-Aum(:>,�024A:g;,,<t)w,)

+M2<1|u,.<r)|I�031><u..(r),�024Aj;g;».(r)w,>=cf(r),-A:g;,.(r)w,>

<u:;(t),�024Au;,<r»+M,q|vu,,,(z)I|�031x-Au,,.(t),�024Au;.(r))

+M,<1|u,,<r>|F xu...<r), �024Au;<r))=<f(:>,-Au,',.<r»

(Vu;:<r>,Vu;.(r»+M.c}402vu..(r)||�031)(Aum(r),Au;.(r)) L
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+M2(}401u.(t)lf)(Vu.(t),Vu;(t))=(Vf(t),VuZ.(t))(2.26)

-;%|[Vu;(t)[[2 +M, (gvu,mu�031)%%]|Au,,,(of

+M2<nu2<r)|F>§%aVu.,,<r)a�031=(v1(o,vu:,.<z»

éz,�030-�031,�024}402|Vu:..(r)n�031+ M. @vu.,.<r)n�031>|}Au,,<r>a�031+M,qu,,<:>mvu..<:>n�0311= (V.f(t),Vu.',.(t))

+M;dlVu..<:>l|�031xvum,vu; <r»1|Au.,. mu�031

 +M;<{|um<r)||�031)(u,.(:),u;.m)uvu,,<:)||�030(2.27)

y sea

I.%=M:<nVu., <r)l|�031xVu,..<z),vu;(r))t1Au.,.<r)1|�031 (2 28)

I2 =M;(Hum<z>n�031>(u,.(z>,u:,<r>)|1vu.n<r>1|�031 '
CIIICOIICCS

1, s �030M;(|1vu,,mu�031)h]vu,,_ (nu}401vu;(t)}402}402Aum(:)]|�031

SM,"/C�024�0312|{vu;,(z)[|]]Au,,(r)}401�030 (2.29)

12 s |M;(lIu..<r>}|�031)|||u,,<x)m1u;(r)||1|Vu,.mil�031s|M; (Hum mu�031>1 |lu,.. (r)1||]u;. (on C.�030�034Aummu�031

$M;\/CZ�030/E:C,�030|]Au,,,(t)"2 (2.30)

donde V

M; = max{|M;(r)|; o s r 3 C3} y M; = max {|M;(a)[; 0 s a s C,}

Luego haciendo

C4 = \/E2,

C5 = A'1;\/E2-\[(_::C1�030

Y de (2.29), (2.30) en (2.27) se tiene

§I1IVu:,.<r>1I�031+Aar.<1!Vun.<r>n1)||Au,,(t)l|�031+M2(}402um(t)}4022)}402Vum(t)�030r}S2(Vf(t),VuI..(t)) +

_ +c_, uvu; (:)|||1Au,,, mu�031+C, �034Aum(t)|]2 (2.31)

%[||vu;,<z>H�031+M,q1vu..(r>|1�035)||Au,.<r)|I�031+M2(}lum(t)'!2)l!Vum(t)|'|2 1 s 2HVf(t)llllVu;.(t)||+

+ C, ||vu,',(:)m|Au,,,(r)][�031+ C5 |[Au,,,(z)[|�031
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gt-uwu;<:>n�031+Ml(�034Vum(t)�0342)�035Aum(t)H2+Mz(}402%.(t)}402�031)}402Vu..(t)l]z]S}402Vf(1)}4022+||vu:,(r)I|�031
A +c,,gvu;(:)|1[]Au,,,(z)[1�031+c,|]Au,,(:)||�031

%[]|vu;,(:)}401�031+M, (}402Vu__(r)}401�031)}401Au,,,(:)|1�031+M2(}402um(t)H2)}402Vum(t)}4022]s |§Vf(:)]f +||vu,;(t)||�031

+C4 }[vu;,(:)|]�031|]Au,,(z)}402�031+ C, �034Aum(t)[|2

s uvfmjl�031+ C6 [.[|vu;,(r);f�031+"Aum(I)}4022+({]vu;,(:)}402�031+"Aum(t)}4022)1 (2.32)

Donde C6 =maX{C4,C5}, e Integrando (2.32) de 0 a t tenemos

"Vu,',,(t)�0342+ M,(}402Vum(z)|[�031)|]Au,,(:){|�031+ M2(||u,, (t)"2)}402Vu,,,(t)|rs |[Vf(:)|[�031d:

+6o.£D'V�034;(:)|f+uAu,,,(z)[;�031+(|[vu;,(r)||�031+|]Au,,,(:)||�031)2 ]dt

+M.<|tVu..co)|F>||Au.,(o)||�031+M,<Ilum<o)||�031)||Vu.,.(o)1|2(2.33)

Con los mismos argumentos presentados en la primera estimativa sobre las

hipétesis dadas y utilizadas adecuadamente para cada término de la desigualdad

(2.33) tenemos. V

||Vu,'"(t)"2 +m° [[Au,,,(t)"2 s c, +C6£[}402Vu;(t)||2+[|Au,,,(t)"2 +(||vu;(:)|r +}402Aum(t)�0342)2]dt
luego

||vu,;(:)|]�031+m0 }402Au,,_-(t)||2s C, +

C6I§["�030>~;(r)|F+ mo I|Au.,<z)||�031+(||Vu.'..(o||�031+ mo "Aum(t)�0342)2 ]dz

Sea ¢(:) = uvu,;(:v)|f + mo [|Au,,,(t_)1|�031entonces se tiene

¢(:) 5 C, +c6[¢(:)~+(¢(z))�031}u (2.34)

Por c1~Lema 11.7 se tiene para g(s) = s +-s�031; s = g: , donde G(r) :-�024-Ir
Cs S + S

Entonces _

G(°°)::I<:§:1S}7SI;�254;:"§-'»'3>%+£':ci
Se tiene que ¢(t) es continua en [0,7[,] por consiguiente existe 1m n}401meroTo < T

y una constante C3 tal que ¢(t)s C3 paxa todo m y para todo t e[0,T[,] luego se

tiene.
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]{vu_;(:)[F +m,, [|Au_(t)}40225 c,, (2.35)
Por lo tanto

(u,'n) esm acotada en L�035(0,1},;H,',(Q)) (236)

(um) esta acotado en L�034°(o,1;,;H;(s2)n112(9))

Tercera Estimativa: como um(t)=ig,.m(t)w,. e V", donde V�034es un espacio

de dimensién }401nitay gm (1) son funciones realés de}401nidasen algfm intervalo

[0, rm) para todo i .= 1,2,..,m podemos derivar el problema aproximado (2.5) con

respecto a t y se tiene

(u;(r),w,)+%[M.(|lVu..(z)||�031)]<vu,,<z),vw,)+M.<J|Vu.,(t>n�031><Vu:,(r),vw,)

+;�030,�031;[M,q'u(t)H2)](um <r>.w,>+M,<1|u<r)|F (u;,(t)-w,-)=(f'(t),�030w,) (2.37)

Multiplicando (2.37) por 2 g;,,, (t) y sumando de j = 1 hasta j = m obtenemos:

(u::<:>,ig;,.(z>w,>+§[M,<l|Vu..(r)||�031)](vu...(r),Vig;,(r>w,)+

M.<IlVu..<:)|fxVu.:.(r),vgg;.,.<r>w,> +-f;�031;[M2<nu(:)|1�031)](u.,<r).:;g;m(t)wj)

+M2(!lu<r)u�031<u;(r>,§;g;m(t)w,)=u*(t),§"jg;..(r)w,)(2.38)
i=1 i=l

2(u:(:>,u;(r))+2%[M,(!IVu,.(r)u�031)]<~Au..(:),u:.0»

+2M1 (1|Vu.. <t)u�031)<�024Au;.(t).u.:�031.an +2%[M2(ilu(r)1F>](u,.<r),u;(r))

+2M2<uu(:)u�031<u;(:),u.;o» = 2(f'(t),u;(t)) (2.39) %

f,�031;lIu:,<r)u�031+ 2§;[M.dIVu.,<z)||�031)]<�024Au,<:).u;<z))+M.(uvu..<r)|1�031)%uvu:.,<t)l|�031

+2%[M2<i1u<t)[|�031)](u...<t),u;.(:))

+M2<1|u<r)32)%llu;.<r)||%�031=%2</'<o,u;(r» (2.40)
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;,";Ilu:,(t)§�030+M.<i|vu..(r)I]�031);,";nVu;(r)a�035+M,<||u(t)}402�031§;Ilu;(r)u�031s 2nf'(r)mIu:.<t)u

+2}%[M,@Vu"(t)}4022)](�024Aum(t),u;',(t))l

+2B7[M2(}402u,,(t)}402z)](um(t),u;(t))|(2.41)<

Luego trabajando por separado tenemos

(a)[§;[M. (l|Vu.(t)|1�031)]<-Amt),u;(r»1 =

|M.'<|1vu.,(r)||�031xvu;.<r).vu,<:»(-Au,,(r),u;(r>)] 

s |M:<||vu,.<r)l1*)hIv2u;(r)l|||vu,,<r)n�0311<�024Au,,,m,u;<:>>|

S l.A!l'(�034Vum(t)"2)�0341Vu;I(t)n}402vum(t)�0352BIA�035-v-(t)"2+ IIu:.<r>II�031]  

s M;\}401c3�024E;�024:�024+{]u;(:)u�031]sC,+c,,,[|u;,(:)||�031 (2.42)

De forma anéloga

(b) lg:-[M2(nu, mu�031)] (u,. (1), u;(r»| s 2[M,<1{u,, (0112xu;(0, um (t»(u,,. (0, 24; (ml

s |M,(I1u.. mu�031>(u.'.(t), u., (:))|[l|u.. <01!�031+ |lu:.(t)||�031]

 s fMz(ll"m(�030)|12>111";Wll}402um(')||[|f�034m(�030)|l2+uumr]
s Mg�030/ZT\[cZ[c,+ ||u,;(:)[[�031]s c,, + CH ||u;;(:)||�031(2.43)

También de la desigualdad dc Youmg

(c) 2I|f'(t)l||iu;(t)usIlfmu�031+llu;.(r)n�031 (2.44)
Luego dc (2.43) y (2.44) en (2.42)

§t�024[]]u;,(r)j[�031+112, (][V'u,,mu�031)+ 1f4,(|{u(t)[]�031]s C3 +]}f'(:)]]�031+ C" |[u;,(t)[|�031(2.45)

Integrando de 0 a z y utilizando las hipétesis dadas

n..,;mgr mo }pv2u,,,(z)u�031+ m, "u(t)}4022s on + j;|[;'(;)u�031dt +c,5 §;n..;(:)||�031dt
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}|u;(o)}401�031+19, q|vu,,,(o)}401�031)+[1, (gum (o)|f)

K0 [uu;,(:)1]�031+[{vu,,,(:){[�031+[|u(:)|[�031]s C", + fl/"(:){|�031dt +C,,{}u;(z)|f dt

|]u;,(o)]|�031+H,(}402Vum(0)�0352)+}Q2(}402um(0)"2)(2.46)

Donde K9 =min{1,m.,,m,} luego dividiendo (2.46) emu: K0 y de la hipétesis

sobre 1' se tiene

|[u;',(r)[f +}402Vu_,(t)}4022+ ]}u(:)[["" s C" + C�034,|[u;(r)1|�030dt + c,, nu; (o)||�031 (2.47)

para :=o y multiplicando al P.A por gj,,,(0) luego sumando desde 1-=1 hasta

) = m

(u;:<o>,Zg:,,,<o)w,>+M.(tIvu,,<o)u�031)(vu,<o),g;m<o)w,>

�030+M2(]Iu,., (0)H2)(u,,, (1),':::g,'«,,. (0)W,~) = CH0)�031:8}, (0)W,«.) (2-43)

<u:;(o),u;:(o»%+(M. <11vu,(o)IFxvu,,(o),vu:(o))
+M2<uu,.(o>n�031xu,.<o),u:;(o>)=(f(0),u;i(0)) (2.49)

IIu;:<0>if s lM.dIVu..<0>II�031>lIIVu..<0>11IlVu.:<0>II+lM2<IIu..<0>u�031>lIIu.. <0>IIIIu;:<0>II

+}402f(0)llllu$<0)ll

lIu;:<0>u s |M.<IIVu.,<o>iI2>|I1Vun.<0>II+|Mz<1Iu.<0>n�031>lIIum<0>II+nf<0>II
]]u;,;(o)|[ s C20�030/L:+ Cm/Z+}402f(0)]] (2.50)

donde Cm =.max{A4(s); 0.<.s.SC3} ; C2, =max{M2(a); osasg}

luego se tiene

{]u;;(o)}402�0315 C2, (2.51)

Por lo tanto de (2.47) y (251)

}402u;(:)|1�031s C23 + c,, }402u;(:)}402�031dt (2.52)

Por el Lema dc Gronwall, se deduce:
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}402u;(:)}401�031s C2, (2.53)

Luego

(u;') esta acotada en L2(0, 1;, L2(Q)) (2.54)

Luego se tiene dc (2.24) , (2.36) y (2.54);

(um) esta acotado en L"�031(0,1;; H:,(s2) n 112(9))

(u,',,) esta acotado en L�035(0, 7;; H3(9)) (2.55)

(u;;) esta acotado en L2(0,T;,,L�031((2))

De �030lasestimativas enconiradas nos pcnnite pasar al limits en el problema

aproximado (2.5), obteniendo una solucion u de (1)

2.2.5 Convergencia de las soluciones aproximadas
_ de (2.55) tenemos:

(um) estaaootado enL°°(o,1;,;H;(Q)nH�031(o))9 L°°(o,1;,;H:,(Q))

(u,',,)esta aootado en L�034°(0,7;,;H;(Q)nL2(Q)) (2.56)

(u,',',) esta acotada en L°°(o,I;,,L*(n))

entonces existe una subsuccsién de (um) que se denota de la misma forma y una

funcion u tal que:

14.. �024'>u'en 13�035(0a73SH3(!2)) 9 17°(0,T;13(51))

um �024�024�024'�024�024>uen 12�035(0,1:,;H,�030,(Q))

(2-57)

21,�031;�024'-�024>u"en 13°(0,1;,;L2((2))

"(l/..LV) �024*(14.LV)en D�031(0,7;)para cada V�254H3(Q)

Se identi}401caa E°(0,7,;;H:,(Q))como un sub espacio de (L1 (0, 7;;H(�031,(Q)))'de este

factor se sabe que 11;, �024>ll'converge débil »* en l§°(0,Y(',;H(',(Q)) entonces se tiene;

(u,',.,w)�024>(u',w),vweIJ(0,T;H:,(Q)) (2.58)
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jo�031(u;m,v>emdr�024>jo�031(um,v)omd: (2.59)

If <Vu,.(z),vw(z»dr �024>f(vu<:),vw(:>)dr vw e L�030<o,T; H;(s2»

[0�031cu:..(r>,w(r)>dz�024>f(u(r),w(r»dz vw e L�030<o,r;L�031(s2»(2.60)

en particular: W) = V90) 9 �254D(0,T); V6193(9)

j0�031<u;.(r),ve<r)>dt�024>§o�031<u'<:),vem>dr (2.61)

luego se concluye que:

(rI..,(tLv)�024>(u'(t),v)en D(0,1),VveH3(Q) (2.62)
entonces:

§;(u;(r),v)�024+§;(u'(:),v)en Ham vveH;<<2) (2.63)
lo que implica:

j;g+u;(r),v)6(t)dr = -[j(u:,<:),v)6'<:)dz �024~>-j(j<u'(:>,v)a'(r)a2

= [;f;�024(u'<r),v)6<:)¢ (2.64)
49eD(0,'1;,), VveH(',(S2)

2.2.6- Convergencia de» M1 y de M2

Convergencia de M, : Por las inmersiones

(H3(s2>nH2(s2))9 115(9) «�024»13(0)
y como la sucesién (um) es acotada en el espacio de Banach tal que�030

.1;/(0,1') = {u -e L2-([oJ;,];H;((2)n 112(9)); u�031e L2([0J,�030,]: L�031(s2))}

luego por el teorema II.10 dc Aubin�024Lions -

W�030->L2(0,Y},:H(',(Q))

Es decir existe una subsucesién (uni )keN de la sucesién (u,,,),,,EN tal que
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11., �024>uen I3(0,72.;H3(!2))

lo que implica

Hum�030(:)�024u(:)f]:,(0J;Hm)= KHVumk (z) �024Vu.(t)H2dt .�024"'«2.°':�024�024>o (2.65)

Por otro lado se tiene

}402}402vum(t)]f ~|[vu(:)1[�031Pt s �034Van(z)�024vu(:)[]:mdt �024M�024+o(2.66)

Luego dc (2.65) y (2.66)

�034Vzg}401}402z.+;1v.4r 6.5 en [6101 (2.67)

ahora como M, e C�030([0,+oo[)se tiene

M.(7I)�024M1(<//)= M{(0)01 -41!)

donde. a e[q,.yz]: a =(1�024}402)7]+,3://;.,6 e[0,1]

|M.(r1)-M.(v/)1 =|M.�031((1)1177-I//I

tomando ,, = �034Vumkmjf y 6, = �034van�035:t e[0,1[,] entonces

�030M,(|[vu,,,} »(:)]|�031)�024M,q|Vu(r)|]�031)|3 C1 "Vum (:)[|2 ~-||Vu(t)[|2|

s C] �034Vumk(:)|[�024[|vu(:)|[ �034Va�035(:)||+ "Vu(t)" [

s C| �034Van.(:)]| �024}402Vu(t)H|

Luego se tiene:

�030M,("Vumk (of) -M2(}402_Vu(t)]]2)1 s C. }402Vumk_(t)"-HVu(t)M (2.68)

dc aqui integrando de 0 a T se tiene:

J:'M, (�034Van(:)]f ) �024M, (]|Vu(t)H2)ld: s c �034Vumk(on �024'|]Vu(:)|]dt �024>o (2.69)

de (2.69) tenemos

M,(}402Vumk(off) �024>M,([[vu (1)32 ) c.s en [010] (2.70)

también tenemos que um -)u en L�031(o,T;H3(s2))-si y S010 si
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um �024>u->0en�030L2(0,T;H3(O))�031Y como L2(0;T;H3(Q)) 9 L'(0,T;H3(Q));

entonces um�030�0249u-90 en L�030(0,T;H:,(Q))luego

for "Vum (I) �024Vu(t)u2 dt = C (1) �024y(:)}401:,(md: �024>0' (2.71)

Convergencia de término no �031

j:[M,(�034vu,,�030(an: )(vu.,,�030(r),Vw) �024M,(§vu(:)H)(vu(:),Vw)]q:(t)dt =

for (M,(1IVumi (:)[[�031)(vu,,,§(t),Vw) �024M,(}402Vu(t)]l)(Vum*(z),Vw)

+M,(1]vu(z)[[)(Vu(z),Vw) �024M,([[Vu(:)[[)(Vu(:),vw))¢(r)dt (2.72)

s (�034Vumk(n}402z)(Vumk (r), Vw)-M,(�034Vu(t)")(Vu,nk(1),W)�030|¢(:)|dt

+ I:lM.(llVu(t)|l)(Vu.,.,(t),Vw)-M:(JlVu(t)]l)(Vu(t),Vw)|]¢(t)|dt

s LT!Ml(}402Vumk(t)�0342)-M,(][Vu(t)[f)�034Vumk(t)||Vw�034¢(t)|dt

+ I0T�030M,(}402Vu(t)�034)"Vum�030(t)�024Vu(t)�034w�035¢(t)[d1

s C�034M,(}402vamk(1)112) �024M,([|vu(z)u)Idz +CJ:lVumk (t) �024Vu(z)[a'z�024�024>0 (2.73)-

Luego

Ml'(|IVum(t)ll2)(Vum (av) �024>M,(|Ivu<r>|1�031xvu (rm en) L�031(o,I;.;H;(s2»(2.74)

Convergencia de M2 : Pam la convergencia de este término no lineal solo se

considera H(},(Q) �030->13(9) Iuegose tiene que:

M2(|lu,,(r>IF)<u,.. (av) �024>M2(}402"(t)n2xu (av) en L�031(o,1:.;1f<s2>> (2,7s)
Asi de todas �030lasconvexgencias anteriores y considerando a Ia subsucesién (um)

como solucién del problema» aproximado (2.5) y tendiendo m�024�024)o0obtenemos

(u";v)+M,(1[Vuu2)(Vu,Vv)+Mi(}402u�0342)(u,v)= (f,v), v e V (2.76)

en -cl sentido dislribucional.

Por lo tanto para la solucién de la ecuacién (1) se dcmuestra lo siguiente
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2: e lI'°(0, T;H3(Q)nH�031(Q))

u�031e1f°(0,T;H;(Q)) (2.77)

11' eL°(0,T;L2 '

2.2.7 Veri}401caciénde los datos iniciales
El objetivo de esta seccién es mostrar que para una ftmcién dada en (2.11)

satisfaoe lascondiciones iniciales dado en (2.5) esto es;

'u(0) : an y 7�030'(0)= "1

Luego de (2.77) y de.la Proposicién 11.12 para p = 00 ,. X = Y = H(',(Q) y sea.

W.<o,1;,) = {u e L°(o,2:;;H.:(sz)nH�031(s2));u�031e L�030°(o,I;.;H;<s2»}

entonces:

ueC(0,1;;II3(£2)) (2.79)

de forma anéloga haciendo v = u ' ; p=00; X=H;(Q) y Y=L�031(Q)y sea

W,(o,T.,> = {v e L�034°<o,I:.;H.'.(:2));v' e L°°(o,1:, ;L�031<s2»}

entonces:

u�031eC(0,1'(',;L2(Q)) (2.80)

de esta forma tiene sentido veri}401car14(0) 32 u'(0)

Verificacién de 14(0) 2 de (2.58) se tiene:

145.. �024�024'->14' 311 I3°(0.7L;H$(Q))

es decir

(.u,',_,w) �024-)(u,',,,w). Vw eL1(0,L',;L2(Q))

tomando w=v0 con veH:,(Q) �030-9122(9) y 06 L'(0,7},) se tiene:

(u;,(t),v)9(:)d: �024> (u'(t),v)9(t)dt vs .5 L�030(0,T) (2.81) '
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en particular cl resultado-anterior es vélido para todo 0 e C(0, 1;) pues .

c(o,7;,) «�024>L'(o,T,,). También setiene um �024�024'�024�024)uen B°(0,T;H3(§2))

es decir

(um,w) �024�024-)(um,w)Vwel3(0,L',;L2(Q))

T Entonces haciendo w=v¢ con 17 6 H5, (Q) 9.132(9) ¢ eC�030(0,7},)luego se

tiene

%j0�031(u,,,(t),v)1J(t)dt �024> (u(t),v){0(t)dt V¢ e�030L'(0,1';,) (2.32)

En particular el resultado es para tbdo g: e C (0, To) pues C(0,7;,) '�024>E(0,1:,)

luego haciendo ¢ = 49' con 0 e C�030(0,7;,)se tiene

J'0T'(u,'n(t),v)9(t)dt -9 LT(u'(t),v)l9(t)a't

r T
I0(um(r>,v)�254(r)ava [,(u(r),v)0(t)a'r

para todo v e H(',(Q) <�024>L2(Q)y paxa todo 49eC�030(0,1};)ta1que 0(0):! y

6( T ) = 0 : sumando ambas ecuaciones se tiene

, d %Jo�031(um (t),v)9(t)dt + LT(um(t), v)9'(t)dt = EH24," (t),v)em] = �024(u,,,(0),v) (2.83) ~

por otro lado

T , M r , T dL (u <1» v~p(t)dt+.L (aw<r>w=I., ;[(um,v)9<t>]=�024(u<0>.v) (2.84)
I por lo tanto de (2.83) y ( 2.84) se tiene

(u,_,(0), v) -�024>(u(0),v) (2.85)

para cada V�254H:,~(Q)encl sentido dc D'(0.T) més aun como um (0) = uom �024>uo

fuerte en H:,(Q). y por lo tanto en L�031(9) se tiene que

(u,,,(0),v)�024>(uo,v)' (2.35)

Tpaxa cada veH:,(Q) en el sen}401dodc D?(0J�030)y por la unicidad de limite se.

_ concluye que
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u(0) = uo A ' (2 .87)

para evaluar u�031en t=0 se utiliza cl resultado dc u; -9 u" débil *

15�035-(0. T : L2�034?D

es decir I

(u;,w) �024->(u'((}), W) Vw EL�030(0,1;;L2(Q)) (2.88)

entonces con el mismo procedimiento hecho anteriormente tomamosw = 12¢ con

v e H,§(Q) y go e .L�030(0,1;,)sc tiene que

j0�031(u;,(z),v)p(r)dz�024> j:(u'(:),v)¢(z)dz. v¢ e L'(0,Y;,) (2.89)

.611 particular para ¢ e C�030(0,'1},)'�024>L�030.(0,I;,)sc concluye que

(u;,(:),v)¢(:)d: �024> (u"(t),v);o(t)dt

f(u:.(r),v)¢>'(r)dr �024> j:(u'(r),v)w'(r)dr
para todo vs" H;(Q) y para todo q)eC'(O,7[,) �030talque ¢(0) =1 y�030ga(T) = 0

sumando ambas ecuaciones sc tiene

�030�031n ' ° I I ° d I IIf (u,,,(r),v)¢<r)dr+J0�031(u.,(:),v)¢»<t)cIt=Jo�031E[(u,,.<z),v)so(t)]=�024(u,,<o),v)<2.9o>

por otro lado se tiene que:

° II ° I I ° d I I[07 (u (s), v)¢>(t)dt + for (u (1), v)¢ (t)dt = EH2: (z), v)¢(t)] =�024(u(0), v)

(2.91)
de (2.90) *-y (2.81) y de la com"/ergencia dada anteriormente se tiene

(u,',,(0),v) -> (u'(0),v) (2.92)

para cada vel-4(9) , més .a1m como u,'__(O) =u,',,, �024>2:,�031fuerte en H,§(Q) y por lo

tanto en 13(9) se tiene que:

(u,',, (0), V) �024>(u,(0), v)

pata cada V EH:,(Q)y por la unicidad de limite se concluye que: '

u'(0) =u, (2.93)
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ahora dc (2.76), (2.87) y (2.93) concluimos que la funcién u es solucién del)

problema (1) y con las condiciones de frontera, esta satisfaoe la solucién de la

ecuacién

V 2.2.8 Unicidad de la Solucién
Supongamos que existen u y v dos soluciones dc (2.1) y que satisfacen las

condiciones del Teorema (11.15). Sea w(x,t) = u(x,t) �024v(x,t) la solucién de:

2 w" �024M, mVu�0342)Au + M, (!|Vv|l2)Av+.M2 )u �024M2 )v = 0

w(()) = 0 (2.94)

w'(0) = 0

Por Otra parte tenemos

M, (]]vu|[�031)Au�024M, (||Vv1]�031)Av= M, (}|vu[|�031)Aw+[M, q]vu|]�031)�024M, (]|vv||�031)]Av (2.95)

M2 ("u�0342)u �024M2 (�034VH2)v = M2 (}402uu2)w+ [M2 (}402uuz)�024M2 (}402v}402z)]v (2.96)

Luego dc (2.87) , (2.88) en (2.86) tenemos:

w" - M,(]|Vuj|�031)Aw + M2 ("u}4022)w= [M,(uvu][�031) �024M, (]|vv|f )]Av

�024[M2(1|u|l�031)-M2<||v||�031)1v(2.97)
ahora mul}401plicamosa (2.97) por w�031sc obtiene

d;;nI«/1|�031+M.<nVuII�031>IIV«4I�0311+M2<iI«4I�031>M�0351= 2w.dIVun�031>�024M.<Hv:4I�031>1<Av»«0
�0242IM2<IIuII�031>~M2<1!Vu4I�031>1<Av,w/>+2M.'<11vuII�031xVu,Vuvnvudl�031�0242M;<1IulI�031><u,uv IMF
S211%<llVu!l�031>-M2<IIVv>I|�031I||AvI!l|u�031||+ZIM2d|Vu|l�031>-M2<l!Vv>l|�031lIIMIIIWII+

+2IMG|Vl4l�031)I||V'4|l|Vu1||Ml2+2IMd|14l2)lI|14|Ilu'|||M|2(2.98)
también sabemos que M, (s) y M2 (r) son continuas entonces existe 0- y 77 entre

[s,.,s2} y [r2 ,.r2]�030respectivamentctal que A

M.(S2)-M.(S.M) = M{(0)(Sz -51)
v (2.99)

M2(r2)�024M2(r.)=M;(rz)(r2 -'1)
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dc (2.99) en (2.93) del segundo. miembro se tiene:

2IM.(|IVv}4012)�024M.(l!Vv)lI�031)|IlAvIl}402w'Ii+2IM.'(}402Vu}4022)I}402V"llliw}402llwilz+

2|M2(M�031>-M2<I1v)Il�031)]l!vlltlw'll+2|u;a:u1r >|uu%uu«1mwn�031s

2%|M{(6)i|llVt4F -llV�0304|ZI}402Av{!flWllV+2lM'dlV'4l2)lllV'4|HV-1l2+

2lM;(n)!]l|u}4022-IMF!l!"ll}402W}402+2lW1l'4l2>I|l'4lllv4l2 (2.100)

=2|M{(0)ll<1lV'41+|lV\1l)(1lVl4l-!|V*%I>lllA�0301|M+2]M4lV'4l2)IllVvlIl|W}4022+  

2l1%(z7)l|<lHl +lH|XM%l*1l)lIl~1lll�034�031}402+2P%dl14l2>ll|v4l|!w}4022(2.101)

S ZIMIHIIVHII +llVvl|ll|V"}402HA\4l|lw'l|+ 2lM.'l|lVu!lHVW|l2+

+2|M;l||lul|+lMl|llw1||M|l|w'|l+2|Mélllu|lIM|2 =cJ|V�030~i|||�034�031||+

+2c:;l|Vw||�031+6.1 |lw|lllW�031ll+2c,IIWII2 <2-102)

sfgauvwxuz+uw11�031>+2cbnvwu2+%au»4r+nw'us+2c.M�031
=<%-c4)l|w�0311|�031+(i2"+2cb>llV"1l2+<-�030§+2c,)M�031

s c,(][w'[[1 +uvw|f +M�031)'(2.103)

 para c4 =%max{°�024"?2�035�0249-"�024;32�030L+2c»9§+2c.,>  

ahora integrafxdo (2.98) de 0 a : y utilizando las hipétcsis sobre M, y M, se

tiene:

J;§;uIw'<s>1r +M1<iIVu<s>|l�031>liAw<s>l}�031+M2<1|u(s>ll�031>IIw<s>|I2Ids
s C4L:("1vI/"2 + "Mgr +M)4: (2.104)

Luego se tiene: ~

IIw<r>IF +»«o!tA»<r>iI�035+»a Itwmll�035s«a+c4£<1MI�030+M�031+1I»<r>IF>dr (2105)
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.. 2 I 2 2[]w'(t)|]2 +§Aw(t)[] +|]»(t)[[�031Sc6L(}401w'�034+}402Au}402z+}402u(t)}402)4? (2.106)

aplicando el lema de Gronwall tenemos:

¢(r) = [|w'(z)|]�031+||Aw(:)}402�030+}402w(:)]|�031,K = 0 y ,B(s) =1

¢(:) =uw'(r)}402�031+[|Aw(:)}402�031+}401w(:)|]�031s 0xeI«�035�034""= 0 (2.107)

esto implica:

nw'(t)|]�031+.||Aw(:)|]�031+||w(z)|]�031= 0 (2.108)

y "w(t)|| = 0 2. w(t) = 0, Vt e[0,T]

u(t)=v(t) vz e[0,T] (2.109)

Lo que prueba la unicidad de la solucién

2.2.9 Algunas Graficas para laecuacién (WOLFRAM MATHEMATIC 10)

MODELODE LAS OSCILACIONES DE UNA PARTICULA (Ecuacién de

Klein�024Gordon)en 2-D y 3-D

En esta aplicacién presento los resultados de las oscilaciones de una paxticula

segfm la mecénica relativista. El modelo que describe las oscilaciones de Klein-

- Gordon es el siguiente sistema

�031 . 52u(x,t)u (x,t)�024n1,,�024a)c2�024�024+nt,u(x,t)=f(x,t)(x,t) eQ=]�024L,L[x] 0,t[

u(�024L,t)=u(L,t)=0; Vt _>_O

_u(x,0) = u0(x); u'(x,0) = 24, (x) x eQ: ]�024L,L[.

Para datos iniciales especi}401cosuo(x) y u,(x) (seg}401nlas hipétesis) de (1) para

(V,) tenemos los siguientes resultados para los siguientes datos
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en Q: ]�0241,1[y para datos especi}401cossobre f ,m0 y m, tenemos los siguientes

resultados para (V1).

Sean m, =1; ml =1 ,uo(x)=cosx; u,(x)=x , u(�024�0241,t)=u(1,t) = 0, f(x, y) = 0 y

para t = 20.5 ,

_ A Fig. N° 2.1

1.0
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Sean mo =1; m, =1 ,u0(x)=O; u1(x)=x , u(�0241,t)=u(1,t)=O , f(x,y)= 0 y para

t=9.65,

Fig. N° 2.4
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Sean mo =1;m1=1,u0(x)=cosx; u,(x)=coshx , u(�024l,t)= u(1,t) = 0 , f(x,y) = 0

y para t=9.65,

Figura N° 2.5
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V T Fig. N° 2.6
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Figura N° 2.8
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* A VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Variables de la Investigacién

3 Debido al tipo y dise}401ode la Investigacién: No hay manipulacién de variables,

estas se observan y se describen tal como se presentan en su ambiente natural. Su

metodologia es fundamentalmente descriptiva, aunque puede valerse de algunos

elementos cuantitativos y cualitativos.

3.2. Operacionalizacién de las variables

Debido a lo anterior no existe operacionalizacién de las variables

3.3. Hipétesis general e hipétesis especificas

Hipétesis general

Existe una solucién local para la ecuacién (1)

ll 2u�024MAIVz4I�031>Au+M2dIuIJ>u=f en Q=n><]0»w{
u=0 sobre 2=6Qx]0,oo[

u<0>=u., , u.;<o)=u, en 9

I donde Q es un conjunto acotado en R"; f es una funcién dada. M y M, son

}401mcionesde clase C�030tal que:

M1:[O,o0[�024)[0,°0[con 1W,(S)2In, >0.

M2 Z[0,00[ con A42(S)2}402�031l1>0_

y ademas esta solucién es 1�0311nica.
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Hipétesis especifica

Existe um solucién del problema aproximado (2.5) la cual se encuentra en el

intervalo [O,7:,,) donde O< 7;, S73 luego con el Teorema de Caratheodbry

extenderemos la solucién de [0,Y,',,[ a [0,Y5[ donde 0< 7; ST , que es

consecuencia de las estimativas a priori que realizaremos, con la cual obtenemos

la convergencia de las soluciones aproximadas hacia la solucién débil de (1) .

Para obtener estos resultados usare herramientas del anélisis Funcional, la Teoria

Espectral y el Método de Faedo-Galerkin.
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CAPiTULO IV

METODOLOGIA

4.1. Tipo de investigacién

Este proyecto es de tipo cienti}401coteérico, trabajaremos sobre el espacio de las

Distribuciones y espacios de Sobolev. Este proyecto de tesis amplia el desarrollo

de la investigacién en nuestra Facultad que aborda el desarrollo detallado y

didéctico de una clase de ecuaciones de or1da no lineales degeneradas asociadas a

la ecuacién tipo Kirchhoff-Carrier, cuyo aporte particular esta aplicado a la

mecanica cuéntica relativista asi como también a otras ramas de la ciencia

referidas a nuestro proyecto. Por lo que seguira permitiendo cl avance de esta

linea de investigacién en la Facultad.

4.2 Dise}401ode la investigacién

E1 presente proyecto de tesis es de dise}401ono experimental-descriptivo y esta

dirigido a mostrar la existencia de las soluciones locales del problema (1). Para

esto aplicamos el método de Faedo - Galerkin que consiste en aproximarse a la

solucién del problema (1) mediante soluciones de sistemas proyectados en

dimensién }401nita;resultando soluciones del tipo um = 2 gm (t)w,., donde las gm ,
i=1

i=1,2,..,m , pueden ser determinadas (de manera L�0311nica)por la teoria de

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias este sistema admite solucién en un intervalo

[O,t,,,) (El Teorema de Caratheodory). Luego gracias a las hipétesis sobre las

funciones M, y M 2 y las condiciones iniciales debemos obtener una secuencia de

soluciones aproximadas, para luego obtener la convergencia de una solucién. Esto

seria demostrado con las estimativas a priori. La unicidad sera demostrada

utilizando la desigualdad de Gronwall. '
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4.3 Poblacién y muestra

Tenemos como poblacion alas ecuaciones en derivadas Parciales y muestra alas

Ecuaciones en Derivadas Parciales de 2do orden del tipo Hiperbélico.

4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Con la Formulacién Variacional de Problemas coleccionamos los datos

. establecidos para nuestro problema (1) usando la técnica deductiva, mediante la

solucion de ecuaciones en derivadas parciales.

4.5 Procedimientos de recoleccion de datos

No hubo procedimiento alglmo solo el acceso a diferentes bibliotecas de

universidades y las péginas web que eran accesibles para adquirir dichos '

materiales.

4.6 Procesamiento estadistico y anélisis de datos

La presente investigacion no requiere plan de anélisis estadisticos de datos.
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RESULTADOS

En este trabajo se estudié el siguiente sistema:

u"�024M,(||Vu||�031)Au+ M,(||u||�031)u= f en Q = Ox ]o,oo[

(1) u=0 sobre 2=6Qx]0,oo[

u(0) = u,, , u,', (0) = u, en 0

Con las hipétesis [H,] ; [H2] respecto a f , M 1 ,M 2 y para datos iniciales

14, y u, en espacios de Hilbert se llegé al siguiente resultado:

1) Demostré la existencialocal de soluciones débiles del problema (1), empleando

el método de Faedo-Galerkin, lo cual consistié en aproximar el problema a

espacios de dimensién }401njta,luego use tres estimativas correspondientes con su

respectivo pasaje al limite en el cual demostré solo la existencia local, también

veri}401quesus condiciones iniciales y por ultimo por confradiccién demostré la

unicidad del cual conclui el trabajo de tesis, demostrando asi el TeoremaII.15 de

existencia y unicidad del problema (1).

2) Presente también algunos gré}401cosdesarrollados con el programa WOLFRAM

MATHEMATIC 10 que nos permiten ver el comportamiento del problema (1)

con datos iniciales especi}401cos.
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DISCUSION DE RESULTADOS

1) Con el método empleado se llegé a cumplir con la hipétesis que era demostrar

que existe una solucion local del problema (1) ademas que esta es (mica.

2) La diferencia de mi tesis con otras tesis que son similares como el de mi

compa}401eroAdolfo Dante Perez Mendoza es que en este caso doy uso de la

Desigualdad de Gronwall y la Desigualdad de Gronwall generalizada.

3) Cabe recalcar que para hacer cumplir la hipétesis hemos usado importantes

resultados del analisis funcional.

4) El resultado logrado de existencia de una solucién local del problema (1) nos

deja con la incognita gsera posible encontrar una solucion global?

5) El método empleado en este trabajo puede dar una idea para el estudio de

modelos similares como el que se presenta a continuacion (oz) .

2
2/-11/.I,(]|D�030*:4|[m)D�034u+1\42q|zz||:,(m)u+u7 =f en Q=§2x]0,oo[

(oz) u=0 sobre >3=6Qx]0,oo[

u(O)=u0; u'(0)=u, en Q

Para M1, M2,f y datos iniciales dados en la hipotesis ( 1), tal que 7 at ztl. Donde

D�034denota e1 operador derivada fraccional de orden as con respecto a la variable

x,ta1que 0: e (1,2] -

El modelo (a) representa el estudio de los solitones en plasma y las colisiones

en recurrencia de su estado inicial, asi como el analisis de las ondas no lineales.

78



Un caso particular dc (oz) se puede utilizar métodos numéricos especi}401cospara

analizar y hallar soluciones exactas siendo asi la siguiente ecuacién

u�035(x,t)-aD"u(x,t)+bu(x,t)+cu�031(x,t)=f(x,t)xe(0,L),t>0

w(0,t)=u(Lt)=0 '
u(0)=uo(x); u�031(0)=u.(x) xe(0,1)

Para, a < 0; b, c y y son constantes de los cuales y at :t1
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 CAPiTULO VII

CONCLUSIONES

Las conclusiones importantes de este trabajo son los siguientes:

1) Demostré la existencia local y la unicidad de soluciones del sistema.
. 2 2
u"�024M,(||vu||)Au+M2(][u|| )u =f en Q=Qx]0,oo[

u=0 sobre 2=6Q><]0,oo[

u(0)=u,, , u,',(0)=u, en (2

2) Se demuestra que para datos iniciales M0 , u, especi}401cosen espacios de Sobolev

e hipotesis dadas en el problema llego a plantear el teorema principal el cual

utilice 3 estimativas utilizando la desigualdad de Gronwall en la primera y tercera

estimativa y la desigualdad de Gronwall generalizada en la segunda estimativa

para asi, llegar acotar las soluciones aproximadas y luego abordo sus respectivas

convergencias logrando asi acotar la solucién de (1), veri}401comis condiciones

iniciales y luego concluyo con la demostracion de la unicidad por medio del lema .

de Gronwall y demuestro la existencia local de (1).

3) Este resultado concuerda con situaciones experimentales en lo que respecta a

nuestra investigacion analitica y demuestra su valor, explicando los resultados

obtenidos.

4) Una particularidad de la ecuacion (1) es la ecuacion de Seno-Gordon debido a

que la parte no lineal es proporcional a "senu" del cual se desprenden varias

interpretaciones }401sicasy biolégicas tales son los casos de la existencia de

solitones épticos aplicados }401ltimamentealas telecomunicaciones y al movimiento

b ondulatorio en la locomocién de las serpientes Thamnophis melanogaster y

Thamnophis eques mayor referencia se podré, encontrar respectivamente en [26] y

[27] V
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CAPiTULO VIII

RECOMENDACIONES

1) Dentro de la rama del analisis funcional y especi}401camentesobre este proyecto

de investigacion se deja un material importante sobre las ecuaciones dc ondas no

lineales, por el cual esta aplicacién es un resultado importante para diversas ramas

de la Ingeniera y la Fisica; ademas también nos servira para lograr un modelo

matemético computacional que nos dé resultados de manera rapida y optima.

2) Los libros, revistas , papers, tesis referidas hacia este trabajo no solo son una

ayuda muy importante sino también despierta motivacion e interés para el futuro

desarrollo de la investigacion sobre el tema

3) Seria recomendable investigar si se pudiese llegar al resultado con otro tipo de

métodos (ejemplo por teoria de semi-grupos).

4) De lo dicho en la discusion del resultado, sobre si se podn'a encontrar una

solucion global, recomiendo Ver la tesis del sefior Victor Hilario Tarazona

V Miranda en la biblioteca de la Facultad de Ciencias Naturales y Mateméticas de la

Universidad Nacional Mayor de San Marcos.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de Consistencia

TITULO: Solucién local para una clase de ecuacién dc Klein-Gordon tipo
Kirchhoff-Carrier

VARAlBLES- .
PROBLEMA OBJETIVO HIPOTESIS METODOLOGIA POBLACION

DETERMINACION VARIABLESDE LA TIPO DE INVESTIGACION
OBJETIVO Tenemos comoDEL PROBLEMA GENERAL INVESTIGACION _ poblmén a las

'3" W�030�030�035"�0343°�034W5Dsbidoaltivov §Z�031§u}401�035cZ°¥.5.?.§�0302o,i?ab§§Zref£�0303,Zecuaciones en
D°m°S�030m�030�030a�034mecomo obleuvo d1Se}401°.del.a sobre el espacio de las dcmfadas
existencia 3�031�034nicjdadgeneral qdar una InV°suga°�030.6n:N°hay Distribuciones Y espacios de Pamales y
de 18 S°1"°i<'m �030°°a1d°�031�034°S""°�030°�030?d°�030.�034�034a�034�034"�034�034�030.�030*P�034�030�034°�034""�034° Sobolev. Abordando cl m�034°3�030F*�030�034'35
débil Para �034"3de. -la existencia ~.y Vanablegwtasse desarrollo detalladoydidéctico E°�034.a°'°n°sen
ecuacién dc Klein�030umcldald -de la soluclon obseryanyse dc una clase dc ecuaciones de DenyadasGordon modi}401cada10081 d°bl1d¢1P}�0310b1�254m3descnben talcomo se onda no lineales degenemdas Parcnales dc gdo
�034I�035Ki�031°hh°ff�030(1) cuya common 65-1!" prcsénmnensu asociadas a la ecuacién tipo °r.den d.el �034Po
Carrier. "?°d°1°_ dc�031�034P0amb1entenatural.Su Kirchhoff-_Canier cu 0 8 one Hnperbéhco.

h1perbc�031>l1conol1neal. mctodobgia as particular esté gpliczdol; la

fundamentalmente . l . -

°BJET!V° desc}401v}401vmawqueZ�030s?°ci".if§m§1�034§?e§°§o&i�030.§�030?Z,Lsa�0302
FORMULACION ESPECIFICO puede valerse dc . . .de la cxencna refendas a nuestro
DEL PROBLEMA . , algunos elementos

Hallar la solucnon de la cuamimivos proyecto.
Buscaremos ecuacién abstracta dc cuauta}401vosy
respuesta a través de Klein Gordon tipo �030 DISENO DE LA
nuestra Investigacién, Kirchhoff-Carrier, via la HIPOTESIS INVESTIGACION
a la siguiente descomposiclén GENERAL El .

interrogante: espectral del operador ., P�031°f°�030°�0301�030°1"°Y°°�030°"".�030°s�030S°5
L 1 - d l La solucnon local del de dxseno no expenmental-

ap ammo �034San0 6 �030t1) 't descri tivo esté diri 'do amétodo dc Faedo�024 5�034cma ( exlse y P 1 y . . 3; I
1,Existirz'1 solucién del Galerkin que nos daré ademés 65 ilnica. :,(1�031:§:1eSaexiitjgga e d:

bl 1 �030 '"'°. .e".�034�030§)y 5' �034S�035�034"3. s°°�034°�034°�030�034"° ESPECIFICO problema (1). Para estoseraumca. soluclones �030 �030 1. 1 é 0d d F ed
aproximadas, para luego E31505 11,, 50100169 ap�030°(2;:l'°skfnmt° C. a O
obtener la convergcncia del problema ' . 6' q�030l�031ecgnsléte def:
de una solucién. Esto aproximado (2 5)1a aproximarse a a so "won. 6

. ' problema (1) medlante
56113 d°m°5�034'3d°0°�034cual se encuentra en - ~
las estima}401vasa priori. . soluciones de slsteqms

.. , 1 Intervalo T d n dim ns1'n8 [0, m) proyecta os e e 0La umcldad sera }401m L . 1
demostrada utilizando donde mag, luego , m�030, �034egogmclas a. as

~ hxpétesxs sobre las funcxones
1*�030 dmgualdad de con el Teorema dc - «G,onwa11_ Caratheodory M yA/12 y las condlcxones

extenderemos la iniciales debemos obtener una
solucién [DTP [Q71 secuerlcia de soluciones

�031"' �030�031aprox1madas, para luego
d°�034d°0< 7,�030,$7�030que �030*5obtener la convcrgencia de una
consecuencia de las solucién. Esto seria

es}401ma}401vasa prion�031demostrada con las cstimativas
que fcalizafemos, con 3 priori. La unicidad seré

la cual obtenemos 1a demostrada utilizando la
oonvergencia dc las desigualdad de Gronwall.

soluciones
aproximadas.
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo A

Existenciay

�030 Unicidad

Hipétcsis H, y H;

as


