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1. RESUMEN

Iniciamos este trabajo con la revisién de los espacios de con}401guraciones,las fi-

braciones sobre con}401guraciones,A-estructuras simpliciales, los grupos de trenzas

poniendo mayor énfasis en los subgrupos de trenzas Brunnianas, obteniendose co-

mo resultado: �034Relacionesentre grupos de trenzas y grupos de homotopia clésica

de la esfera S2�035especi}401camente: 4

I Los grupos de homotopia de la esfera S2 en dimensiones mayores se encuen-

tran en el centre de grupos cociente de trenzas puras. V

- Relacién isomor}401caentre los grupos de homotopia de la esfera S2 y el co-

ciente de trenzas Brunnianas médulo trenzas borde.

I Relacién isomor}401caentre e1 Centro del grupo cociente de trenzas puras mé-

dulo trenzas borde y el producto de la homotopia clésica de la esfera 5'2

con Z.

El resultado de la presente investigacién permite comprender nuevas conexiones

entre los grupos de trenzas y los grupos de homotopia en dimensiones mayores de \

la esfera S2.

W
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2. INTRODUCCION

Sobre una super}401ciemétrica M e1 espacio de con}401guracionesordenadas de cardi-

nalidad n 2 1 es dada por: �031

0onf(M,n) = F(M,n) = {<a:1, . . .a.-.1) <�024:M" / z.- aé ac,-; we 3'}
M

y el espacio de con}401guracionesno ordenadas es dado por:
�030IL

Un A-conjunto es una coleccién de conjuntos X = {X,,}nZ0 con aplicaciones

ca.rasd,::X,,~�024>X,,,_1;0$i§nta1quedjd¢=d;dj+1,igj

U11 conjunto simplicial 26 = {X,,}n20 es un A-conjunto con aplicaciones caras d,- 2

Xn �024>X,,_1 ; 0 3 12 3 n y aplicaciones degeneradoras sj 2 Xn �024+Xn+1 ; 0 g j 3 n.

Donde las caras d,- y las degeneraciones s,- satisfacen las identidades simplicialesz

1- djdi = dz'dj+1; '55 J�031!

2- sisj = ~9j+13z' ; '5 S J ,

8.�031i~1di73 < j V

3. d¢-s_,,-=. 1d ¢=j,j+.1.

Sjd,'...1 i > + 1

E1 grupo de trenzas Bn es generado por los 01, U2, . . . , a,,_1 sujetos alas relaciones:

1. 0,-a,�030=a,-0,-pa.ra}i-j|22,O$z',j$n-1.

2. 0','O','+10',' 0',;+10','0�031,'+1para = 1, . . . ,n *�030 .

El grupov de trenza�031pura Pn se de}401necomo el m�0311c1eode la aplicacién cociente

Bn 9 3,, con un conjunto de generadores dados por: . _ .

�031 Ai,j == 0�031j_10'_,'._2. . . 0�031,'.,.10'?0"$-__,_11.1 . O';__120�030j._}1 I

h .

W para 1 3 i < j g 11. E1 teorema R. Fox - L. Neuwirth (3.35) establece que: '

7r1(C0nf(1R2,n))§ Pn , 7r: �030éBn
n
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M
De}401nimos:1r1 = B,,(M) el grupo de trenzas en n-hebras sobre M

n . .
y 7r1 (Conf(M, = P,,(M) el grupo de trenzas puras en n�024hebrassobre M.

Brunn es el subg-rupo normal de Pn generado por los conmutadores iterados:

< [[[A1,2> Ai2,3]aAi3,4]1 ' ' �0307 A-in-1,71] 1 S it S ta 2 S t S in-' "' 1

Los grupos cocientesi y �024-E-7-son presentados }401nitamente.
Brunn Brunn b

A partir de un A�024grupoQ = {G,,}néo con aplicaciones cam dj : G�035�024�024>G',,,_1 los
Z N

conjuntos de homotopia de Moore son de}401nidospor 1r,,(Q) =  donde�0301os
7L

complejos, los ciclos y los bordes de Moore [17] estém dados por:
n .

N,,g = }402Ker(d,- : 0,, �024>G,,-1)
j=1

Zn(Ng) = Ker(do : Nng -�024+N,,_1Q)

Bn(NQ) = Im(do I Nn+1G -> Nng)

Ai - �0302 S ' < ' S A
Construido e1 automor}401smo0(A,;,,-) = J S1 2 J n se tiene

A;3Ao,jA1J Si 1 = S 7?.

el grupo cuasi simplicial }401brantede trenzas puras IP�031= {Pn}nZ0 obteniéndose:

1r,,(S2) E�0317r,,,(]P�031)

Brun I'10(Brun )2 f_\__, n n

�034(S) "�030 B,,N]P�031
P

7r,,(1P�031)esta en Z

P
gWn(Sa) XZ

Los subgrupos de trenzas Brunnianas resultan una herramienta importante pues

ofrecen una interesante combinacién entre la geometria y el algebra teniendo apli-

cacién en diferentes areas de la fisica, ciencias de la computacién, biologia molec-

�030/u1a.r y otros. -

Los estudiantes de ciencias e ingenierias son los que se veran favorecidos con los

resultados relatives at trenzas Brunnianas y grupos de homotopia aqui vistos.
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3. MARCO TEORICO

Los espacios de con}401guraciénfueron introducidos mateméticamente por E. Fadell

y L. Neuwirth (1962) [8] y vienen siendo estudiados en varias éreas de la mateméti-

ca y fisica. '

La teoria de trenzas inicialmente fué introducida por Artin (1947) [1] posterior-

mente los grupos de trenzas fueron generalizados a espacios topolégicos arbitrarios

Fade11_ (1962) Estos grupos fueron }401nitamentepresentados inicialmente Fre-

dorowicz (1991) [7] y Garcia (2011) [11].

La teoria. de homotopia y por ende los grupos fundamentales es introducida por

Hurewiez (1935) desde esa fecha. hasta la actualidad e1 querer calcular los grupos

de homotopia de las eferas ha dado origen a otras teorias [17].

La teoria de homotopia simplicial fué primero estudiada por J . C. Moore (1954).

E1 clésico teorema de Moore establece que 7r,.(]g]) § H,.(Ng) donde [9] es la

relizaxzién geométrica del grupo simplicial 9 y N9 es el complejo de cadenas de

Moore de 9. Milnor (1972) probé que todo espacio de lazos es homotépicamente

aquivalente a la realizacién geométrica de un grupo simplicial [12]. Teéricamente

hablando los grupos de homotopia de cualquier espacio puede ser determinado

como la homologia de los complejos de cadenas de Moore. 9

Fué probado en Fadell (1962) [8] que la construccién del grupo libre de Milnor

para el circulo F[S1] se representa como un grupo simplicial de trenzas puras de

Artin.

Los métodos en este trabajo para construir A-grupos modelo parte de la con-

struccién de la teoria de grupos. Los grupos de homotopia simplicial a �030cravesde

las trenzas puras y trenzas Brunnianas dan conexién con la teoria de homotopia

clésica ligada a otras areas. - .
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3.1. Espacio de Con}401guraciones

3.1 De}401nicién.Sean X, Y espacios topolégicos, f, g : X �024�024>Y dos aplicaciones

continuas. Diremos que f es homotépica a g, si existe una aplicacién continua

F : X X I �024�024>Y tal que F(x,O) = f(:c), F(a:,1) = g(:c) para todo .7: E X. '

La aplicacién F se denomina una homotopia entre f y g y se denota F : f 2 g.

3.2 De}401nicién.Sea. A un subconjunto de X, f, g : X �024>Y aplicaciones continuas;

Diremos que f es homotépico a g relativo a A si existe una aplicacién continua

F : XXI �024->Y tal que F(:c,0) = f(:1:), F(:::, 1) = g(z), cc 6 X; F(a,t) = f(a) para

a E A, t E I. La aplicacién F se denomina una homotopia entre f y g relative. a

A y se denota por F : f 2 g re1A.

3.3 Proposicién. La relacién 2 re1A es una relacién de equivalencia en el con-

junto de las aplicaciones continues de X en Y.

Demostracién.

Refiexividad: f 2 f re1A para cualquier f : X �024->Y aplicacién continua.

Basta de}401nirla aplicacién continua:

F : X X I -9 Y

(amt) -> f(-'13)

Simetria: Si F : f 2 g re1A entonces existe una homotopia F de f y g relative a.

A. Definamos una funcién continua: 2

G�031: X X I �024�024>Y

(mat) _�031F(x11~t)

G es una. homotopia entre g y f relativo a A, G�0312 g 2 f re1A.

Transitividad: Sean f 2 g re1A, g 2 h re1A.

W V De}401namosuna funciénz

H 2 X x I �024�024> Y

1
F(.'1:,2t) Si O_§tS-

(x,t) �024+H(:c, t) = 1 2
G(:1:,2t�0241)si§§tg1

. 6 _



. . . . 1
H es contmua, puesto que es contmua en [0, y E, 1] y F, G co1nc1den en t =

H es una homotopia entre f y h relativo a A, H : f :2 h re1A ' D '

E1 conjunto de aplicaciones continuas del espacio topolégico X en el espacio

topolégico Y, Map(X, Y), es particionado en clases de equivalencia por la relacién

de homotopia relativa a A. Estas clases de equivalencia se denominan clases de

homotopia relativas a A y denotaremos [X, Y]A a1 conjunto de todas las clases de

homotopia relativas a A.

Si A = (0 entonces [X , Y]A es denotado por [X, Y].

Sea X un espacio topolégico y A un subespacio de X, al par (X, A) se denomina.

una pareja de espacios topolégicos. En particular cuando A es el punto 1130 E X, a.

la pareja (X, (1:0) se denomina espacio punteado y al punto 11:0 punto base de X.

3.4 De}401nicién.Un espacio topolégico X es un co-H-espacio si es un espacio

punteado provisto de una funcién continua:

u : X �024>X V X

llamada co-multiplicacién, tal que si e : X �024>X es la aplicacién constante

c(:z:) = :30, Vgc E X entonces es una co-identidad homotépica esto es, las

aplicaciones:

X 1+ X v X �034�0343f:°�031X

X L X v X �034�031t"�031.�031£"X

son homotépicas a la identidad idx.

Un co-H-espacio X es homotépicamente co-asociativo si las composiciones:

(idxvl/)ou , (1/Vz'dX)o1/:X-�024>XVX�030VX

son homotépicas, esto es:

X/J (idXVI/)o1/:(1/V7ldx)o1/

Sea X un co-H-espacio, una funcién continua 0 : X �024>X es llamada co-inverso

homotépico si las composiciones:

Xi»XvX�034�034i�030+�031�035�031X

7



X 1» X v X �034�031}402�031»"�031X

son ambas homotépicas a la costante c 2 X �024�024>X. I

3.5 Dé}401hicidn.Un co-H�024grupoes un co-H-espacio homotépicamente co-asociativo

con el co-inverso homotépico.

3.6 Ejemplo. -La n-esfera unitaria S�035es un co-H-grupo.

En [11] se prueba e1 teorema siguiente:

3.7 Teorema. Si X es un co-H-grupo entonces [X, Y] es un grupo, para cualquier

espacio punteado Y. �030

3.8 Corolario. [S�035,Y]para 71, 2 1 es un grupo. .

3.9 De}401nicién.Sea X un espacio con punto base. E172,-ésimo grupo de homotopia

de X, 7r,,(X), esté. de}401nidopor

7rn(X) = [S",X]; n 2 0

Cuando n = 0, 7ro(X) es el conjunto de componentes conexas por caminos de X,

el cual en en general no es grupo.

Cuando n = 1, 7r1(X) se denomina grupo fundamental de X.

Sea 51:0 un punto base de X e1 espacio de lazos en X basado en :00, denotado

por QX, es de}401nidbpor: �030

QX =�031{a6 [0,1] �024�024->X / a es cont1'nua,a(0) = a(1) = $0}

Ademas se tiene: S2"X = Q(Q�035�0301X)para n _>_ 1.

Una aplicacién continua f : X �024�024>Y induce un homomor}401smode grupos:

M f* 3 "Tn(X) = [SnvX] _�031[Sway] = 7rn(Y)

[A] -> [f 0 A]

En [4] se tiene e1 siguiente resultado: _

1r,,(X) E�0311r,,,-1(QX) �031=�030.-�031E 7ro(Q�035'X)

8



3.10 De}401nicién.Una aplicacién continua f : X �024�024>Y del espacio topolégico X en

el espacio topolégico Y es un equivalencia homotépica si existe una aplicaxzién

continua g 2 Y �024�024>X, tal que fog 2 idy y gof 2' idx.

Dos espacios topolégicos X e Y son homotépicamente equivalentes, X 2' Y, si

existe una equivalencia homotépica entre ellos.

3.11 Ejemplo. Si a R2 1e quitamos los puntos {q1, . . . ,qm} entonces es homotépi-

cp a un bouquet de 1-esferas V 5'1 en otras palabras:
m _ .

R2 �024{q1.--qm} = V51
m

3.12 De}401nicién.Dado un espacio topolégico M e1 espacio de con}401guraciones

ordenadas de cardinalidad n 2 1 esta dado por:

C'onf(M,n) = {(:c1,...,:z:,,,) E M�035/ 1:; 76 as,-; iaéj}

que es un subespacio de M�035M x x M.

TL-�034D8688

El grupo simétrico de n�0241etrasSn act}401asobre Conf(M, n) por la izquierda per-

mutando coordenadas, esto es: 1

o.(:v1, . . . ,a7,,) = (x,,(1), . . . ,:c.,(,,))

entonces el espacio de érbitas , es llamado espacio de con}401gura-
TL

ciones no ordenadas del espacio M con la topologia cociente. '

3.13 Ejemplo. C'0nf(M,2) = E M2 / :1: aéy} = M X M �024A esta dado

por el complemento de la diagonal.

3.14 Ejemplo. Conf (]R", 2) : {(sc,y) E IR�035x R�035/ a: # y} 2 S""1 la equivalen-

cia homotépica esté. dada por:

W i : S"�0351�024>Conf(1R�035,2); = (z, -2)
_. 55 ' 21/7* : C'onf(]R�035,2)�024>S�0351; r(a:,y)= �024-�024�024�024*

Ila? - 3/ll
3.15 Ejemplo. C�0310nf(S�035,2) = {(a:,y) E S�035x S" / :1; aé y} 2:: S�035la equivalencia

homotépica esta dada por:

9



pa: 3 C0nf(Sna2) -") Sn ; p:c($7y) = 73

7} : S�035�024�024>Conf(S"', 2) ; = (:13, �024�024:I:)la inclusién que resulta ser:

u Una equivalencia homotépica. ' ..

I Compatible con la accién del grupo simétrico S2 1�030-1-3-, es decir e1 siguiente

diagrama es conmutativo: 1 - - �024

S�0355» Conf(S'�035,2)

�030 l A i (1 2)

S" 3-> Conf(S"�030,2)

Aqui A : S�035�024>8'" es el mapeo antipodaly (1 2) : C'onf(S'�035,2) �024>C0nf(S",2)

es la transposicién (1 2)(:1:,y) = (y, 1
C�031 S�0352

Por tanto, e1 espacio de érbitas -27�024y�024;,(�024�024�024#)-es del mismo tipo de homotopia
2

que el espacio proyectivo real -12- w RP".
2

3.16 Ejemplo. E1 espacio Conf (S�035,3) es homotépicamente equivalente a1 espacio

homogéneo , para el efecto consideramos la funcién continua:
SO(n �0241) �030

300% + 1) ~+ Conf(3"�031.3) ; oz �024>(0t(+1), a(+1), a(00))

Donde: SO(n) son matrices ortogonales en IR con determinants uno y -1, + 1, oo

son tres puntos distintos de S". A1 escoger estos puntos en un mismo espacio de

dimensién dos ésta funcién induce una funcién del espacio cociente:

S0(n + 1) �024-> C'onf(.S"�030,3)

\ /�0302
S0(n + 1)

SO(n �024-1)

La cual es una equivalencia homotépica. Finalmente para el caso n = 3 obtenemos

la siguiente equivalencia IRP3 % SO(3) 2 Conf(52, 3).

MM 3.17 Pfoposicién. Sea q 6 Conf(<CP1,3) , Q 6 CP1 entonces se tienen los

homeomor}401smos: .

A C'onf(<CP1,n) X PGL2(<C) m C'onf(<CP1 �024Q,n) x C0'nf(<CP1,3) A

C'onf(<CP1, n) X. PGL2((C) m C'onf(<CP1, n + 3)

10



Demostracién.

Para el primer homeomor}401smodebemos tomar en cuenta que la accién diagonal ~

libre de las matrices lineales PGL2(<C) sobre Conf (CP1, 3) determina una biyec-

cién 45 de PGL2(<C) en Conf (<CP1,3). Por lo que el homeomor}401smosolicitado

consiste en 1,, x qb. V -

Para el segundo horpeomor}401smobasta llevar (r, oz) 6 Conf(<CP1�024Q,n) ><PGL2(<C)

en: aq V on�030E Conf(<CP1, n + 3).

Por otro lado del ejemp1o(3.16): Conf(S2,3) 2 SO(3) z IRP3 2 PGL2(<C) con-

siderando: (CP1 3 S2 w R2 U oo entonces se tiene; A

C�0310nf(S2,n+3) �031»¥Conf(IR2 ~ {0, 1} ,n) x C'onf(S2,3)

2 Conf(IR"" �024{o, 1} ,n) x RP3

. . D

Ahora bién sea M un espacio topolégico y M" = M x . . . x M.

La proyeccién de coordenadas: nwms

pi I Mn -�024+ M11-1

($1, . . . ,:c,,) �024+ (:1:1,...,av,-_1,.'::,-+1,.. . ,:1:,.,)

induce una aplicacién entre espacios de con}401guracién:

p.,; : Conf(M,n) �024+Conf(M,n�0241)

Estos pi resultan ser haces }401bradossi M es una variedad conexa por caminos de

diemnsién 2 2. Esto sera probado mas adelante. �030

3.18 De}401nicién.Un haz es una terna (E, p, B) donde E�031,B son espacios topo16gi-

cos y p : E �024>B una aplicacién continua. A1 espacio B se le denomina espacio

base, al espacio E espacio total y a la aplicacién p la proyeccién del haz. Para

cada b 6 B a1 subespacio p�0301(b)se denomina la }401bradel haz sobre b.

3.19 Ejemplo. (B x F, 11', B) donde 7r : B X F �024+B es la proyeccién eh e1 primef

factor, consiste en un haz denominado haz trivial

11



3.20 De}401nicién.Una aplicacién p : E �024+B es un haz localmente trivial si cada

b 6 B tiene una vecindad U de b en B tal que pIp�0241(U): p"1(U) �024�024>B es un

haz trivial, esto es, existe un homeomor}401smoU X p�0341(b)�024�024>p�0341(U)tal que hace

conmutativo a.l triénguloz

U x 12-10») �024»p-1(0)
1r \ /Pu I

' U

donde pg = p|p�0241(U): p�0301(U)�024�024>U y 7r es la proyeccién al primer factor.

3.21 De}401nicién.�030Unaaplicacién p : E �024>B es un haz }401bradosi es un haz

localmente trivial, con }401braconstante, esto es, existe un espacio F tal que F m

p�0301(b)para cualquier b E B.

3.22 Proposicién. Sean p : E �024->B un haz }401brado,g : I" x {0} �024�024>E apli-

cacién continua y g : I" x I �024>B una homotopia entonces existe el levantamiento

homotépico 5 : I" x I �024-->E tal que 5�030(x,0)= g(:z:) y p5�030= G .

Demostracién.

En efecto consideremos e1 siguiente diagrama conmutativo

I�035X {0} 9-; E

1 1?
' I�034x }�024�024>GB -

G�031(a;,0)= pg(:I:), as E I". Veamos primero la existencia.

E�030: I�035x I -�024+E tal que C~¥(a:,0) = g(x) y p5�030= G, en efecto, para. cada punto

b E G'(I" x I) C B, como p es un haz }401brado,existe U1, una vecindad abierta

de b en B tal que (pub : U1, x F �024�024>p�0341(U;,)es un homeomor}401smo.La familia

6;�031 {U,,}beG(pix1) es un cubrimiento abierto de G(I"' x I Como G(I" x I) es compacto

existe un n}401mero}401nitode vecindades abiertas, digamos U;,1,Ub2, . . . , Ubk que cubre

a. G(I" X I), 0 sea
' Is:

G(I"' x I) -_- Uvbi,
i=1

12



luego
k

» 1 V I"-x I = U G"1(U,,,.).
i=1

Como I" X I es un espacio métrico compacto, existe un n}401mero6 > 0, llama-

do n}401merode Lebesgue de la cubierta {G�0301(Ubi)},tal que todo subconjunto de

diémetro menor que 6 esté. contenido en G�0301(U1,i)para algfm i, 1 3 2' 3 k. Pode-

rnos subdividir I" en cubos peque}401osC e I en intervalos Ij = [t,«,t,-+1], O 3 j 3 m,

cada producto C�031X [t,-,t,-+1] es aplicado por G�031en U5�030.para algxin i, 1 3 72 3 k.

Sea 0' e1 menor cubo ordenado por C1, C2, . . . ,C't. De}401namosun orden en {C�031,:x I,-}

por

01 X Io,C2 X I0,...,Ct X [0,01 X I1,C2 X I1,...,Ct X I1,..., V

...,C1 x Im,C'2 x Im,...,Ct x 1",.

Si G(C,- >< Ij) Q Uam para algfm 1 3 kg 3 Is: entonces e1 problema de 1evan-

tamiento puede ser resuelto construyendo H lcix 11. con propiedades deseadas por

induccién.

En efecto en el primer caso del diagrama conmutativo

01 X Io'�024g|�024C;P~1(Uakm)Q E
/7 .

,] F}402clxto 117 1?

01 X 11 EEC: Una�035,Q B

el levantamiento Hclx 10 existe puesto que ' V

P :p.-l(Uak]�031o)�024"�031Uakm

es el haz trivial. '

Supongamos ahora que H |gi,x 1�031,son construidos para todo 07;! x Cjl procediendo

desde C; X I,-. Entonces existe un subcomplejo A de BC�031;tal que la aplicacién H

W es de}401nidaen Ci x Ij y A x Ij dado que .

p�0241(U�030ak�030-J)-�024_)Uak}402j
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es un haz trivial entonces existe una solucién H |(;'ix]�031.a1 problema de levantamiento

de homotopia

(Ci >< 1;�030)U (A X I3�030)**P'1(Ua:.,.,,,) S E

1 EHO�030-XI;7 1? 11�031

0.; X Ij :�024�024�024�024�024�024�024=�024>-Uaki�031jS B

Esto }401ltimo}401nalizala induccién y permite la prueba de la proposicion. D

3.23 Proposicién. Sea p : E �024�024�024>B un haz }401bradocon }401bre.F entonces Qp :

QE �024+QB es un haz }401bradocon }401braQF.

Demostracién.

Para esto si a 6 QB basado en b E B con U vecindad de b se tiene e1 homeomor-

}401smoU X p�0301(b)�024->p�0301(U)obteniéndose e1 homeomor}401smoQU x (Qp)�0311(b)�024+

(9P)�035(9U)- V 1::

As1�031mismo Q" : Q�035E�024�024�024>S2"B es un haz }401bradocon fibra Q"�030Fpara n 2 1.

3.24 De}401nicién.Un homeomor}401smof : (X, A) �024�024>(Y, B) de pareja de espacios

es un homeomor}401smog 2 X �024->Y tal que g(A) = B

3.2. Fibracién de Fadell-Neuwirth V

3.25 De}401nicién.Un par haz localmente trivial con espacio base B consiste de I

un espacio total, una pareja de espacios (E, E�031)y una proyeccién p : (E, E�031)�024>B

tal que para cada punto b E B existe una vecindad U de b en B, tal que:

4�030 p|(p�0301(U),p'1(U)r�030IE�031)5 (F-107):19�0241(U) V7 E�031)�024�0313

es un par haz trivial, es decir, existo un homeomor}401smo}401braa }401bra:

s0= (U >< P�034(b),U>< (P�0301(b)0 E')) �024>(P�035�030(U),p�034(U)0 E�031)

W que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

(U ><;0�035�030(b),U>< (P�030�030(b)015'» -4 (P�034(U),p�034(U)}402E�031),

11' \ /PU -

. U '
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La pareja. de espacios (p�0301(b),p�0301(b)D E�031)se llama par }401brasobre b E B. _

Un par -haz }401bradoes un par haz localmente trivial con par }401braconstante,

esto es, una pareja de espacios (F, F�031)tal que (F, F�031)m (p�0301(b),p�0301(b)H E�031)para

cualquier b E B.

Un par haz }401bradop : (E, E�031)~.-> B da la siguiente informacién:

I La proyeccién p 2 E -�024+B es un haz }401brado.

In La restriccién ply : E�031~+ B es un haz }401brado.

3.26 De}401nicién.Un espacio topolégico de Hausdorff M se dice que es una var-

iedad topolégica de dimensién n si para cada punto de M existe una vecindad

abierta homeomorfa a un subconjunto abierto de R�035.

3.27 Teorema. Sea M una variedad k-dimensional sin frontera. Entonces la.

proyeccién de coordenadas:

P : '_) (Mn_1aC0nf(Man "' �031

(£E1,...,£l7n) �024> ($1,...,1lI¢_1,(l7¢+1,...,£?}n)

es un par haz localmente trivial para 1 3 1} _<_ n.

Demostracién. -

Ver Berrick-Cohen D

3.28 Corolario. Sea M una variedad conexa por caminos sin frontera con dim(M) 2

2, entonces la proyeccién de coordenadas:

p 2 C'0nf(M,n) �024>Conf(M,n �024�0241)

($1,---Mn) �024*($1,-~,$i�024�0241,1Bi+1,---}402in) K

es un haz }401bradopara 1 3 2' 3 17,.

Si dz'm(M) = 1 entonces M = R 6 S�030.

3.29 Corolario. Sea M una variedad conexa por caminos sin frontera con dz'm(M) 2

W 2, si 1 5 i1 < 2'2 < . . . < ik 3 n entones la proyeccién de coordenadas:

p : Conf(M,n) �024>C'onf(M,k)

($11�030t' 73771) �024)($�030i17xi27~ - - amik)

es un haz }401brado.
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3.30 Teorema. Sea 19 2 E �024>B un haz }401bradocon }401braF entonces existe una

sucesién exacta larga de grupos de homotopia de la forma:

...7rn(F) 1:» 7r,,(E) is 7r,,(B) 3*» 7r,,_1(F) �024»7r,,_1(E) �024+7r,,_1(B) �024-».._

. .. �024�024>7ro(F) �024>7ro(E) �024+1ro(B) _

donde 12 : F -�024+E es la inclusién.

Demostracién.

Veamos primero la de}401niciénde 6. : 1rn+1 (B) �024-+7r,,,(F) para n 2 0. En efecto,

es conocido . I �030

I\I n rv n rv QnF«,,+1<B> = 7n(9 B) y «,.(F3 = mm F) = 7
el conjunto de las componentes conexas por caminos de S2�035F,ahora bien estas

identi}401cacionesnos permite de}401nir6.. de 7r1((2�035B)en 7ro(f2"�031F).A

Sea. [01] E 7r1(Q�035B),a 2 I -�024>Q�035Bes un lazo en §2"B, a(O) = a(1) = bo.

Por la proposicién 3.23 se tiene S2�035p: Q�035E�024�024>Q"B es un haz }401brado,existe

un levantamiento 6 : I �024�024�024>(FE con Ev'(0) = eo y §2�035p&= 0:. En particular

Q�035p5(1)= a(1) = bo. Luego 62(1) 6 (Q"p)�0341(bo)= Q"F.

De}401niremos

3n+1 I 7l�0311(QnB)= 7|'n+1(B) �034�034"7Fn.(F3 = 7Fo(9nF)

[0] I�034-* [5(1)]

A}401rmamosque 8,,�034esta bien definida, en efecto, sea a�031: I �024>Q"B otro lazo

basado en bo tal que 0/ 2 arel{bo}, existe una homotopia H : I X I �024>Q"'B tal

que H(s,0) = a(s), H(s, 1) = o/(s),H(O,t) = bo = H(1,t) para s,t 6 I.

Sean 6 y 5�031los levantamientos de oz y a�031con 89(0) = eo = 517(0) respectivamente.

Consideremos e1 siguiente diagrama

OxIU(Ix8I)�024�024�030%§2"E

1 /�030H�031/ 19%
I X I-T�031Q"�031B

donde g esta de}401nidapor g(0, t) = eo, g(s,0) = 5(3), g(s, 1) = c:�031(s).
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Luego

H(0»t) = be = 9�035P(�254o)= 9"'P9(0,t)

H (8, 0) = 0(3) = 9"�031:D5(8)= 9"P9(8,0) .

H(6, 1) = 0/(S) = 9"�031p5�031(S)= 9�035P9(3»1)

Como Q�035pes una }401bracién,existe una aplicacién continua II : I X I -�024~>Q�035Etal

que I?(0, t) = g(0,t), ms, 0) = g(s, 0), ms, 1) = g(s, 1), mpfr .�024.H.

Como Q�035pI-I(1,t)= H(1,t) = bo tenemos un camino A 1 t »�024-+I-I(1,t) e Q"F con

>\(o) = 1�030i(1,o)= am, luego

[5(1)] = [5�031(1)]

en 1ro(Q�035F)y por tanto 6,,�034esta bien de}401nida. I

Ahora veamos que 6,,�034: 7r,,+1 (B) -�024+1r,,(F) es un homeomor}401smode grupos para

cada n 2 1, en efecto, sean [a], E 7r,,+1(B) = 7r,,(Q�035(B)),a,,B : I �024�024>Q"'B .

lazos con a(O) = 3(0) = 01(1) = ,6(1). Como Q"p : {PE �024�024>Q"_B es una }401bracién

de Serre existen levantamientos 6, E : I -�024+(WE con 5(0) = = eo tales qué &

Q�035p5= 0:, }402np}401= }402.Consideremos un camino "7 en S2�035EX Q�035Ede}401nidopor

W : I �024+ fZ"E x §2�035E�031

t *--> 7 = (5(t),3(t))

Luego I

(W10 >< Q"P)7(t) = (9�035P5(t),9"p§(t))

= (a(t),}402(t))

por tanto 7 es un levantamiento del lazo (a, }402): I �024+(�030NB>< S'2"B pues

WEN mp x mp ; me: x cm: �024�024>m3 >< mg

es un haz }401bradocon }401bra§I�035Fx S2"F. '

Asimismo tenemos la aplicacién de 7r1(Q�035B)X 7r1(Q"B) E 7r1(Q�035B>< S218) en
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7ro(Q�035FX SPF) Q }401o(Q�035F)X 7ro(Q�034F)de}401nidacomo

. ([0], L31) *-> <'73'1.�031i'i�031([0t],L31) = [�031r'(1)]

= [(5(1),}402(1))]

= ([5(1)]. [}401(1)])

= (an+1[a]2 an+1

Y como f2�035B= Map,_(S", B), entonces la co�024mu1tip1icaciénde'S" induce una

' multiplicacién en Q"B, esto es, [L : S2"B X S2�035B�024-�024�024->Q"B.

Tenemos asi e1 siguiente diagrama. conmutativo

3313:�031;
7r,,+1(B X B) = 1r1(Q�035BX S2"�030B)�024>7ro(Q"Fx (PF)

�034*1 6 1/5*

1r,,+1(B) = «1(m«B) �024�024�024�024�024"-"2--_»m,(mF)

En que

~ <'9n+1([0t] M1) = 3n+1/MIG], [}401])

= M*3Z3?1�031([a],DBD

= u*(<9n+1[a], 6n+1[:8D

= 3n+1([a])3n+1(L3])

La sucesién dada por

77n(F) 7rn(E) 2;�03177n(B)

es exacta.

En efecto, como p : E �024�024>B es una }401braciénentonces por la proposicién 3.23

Qnp : Q"E �024-�024�024>Q�035B

W resulta ser una }401bracién.

Sea a: 6 {WE tal que Q"p.; es trivial en 7ro(QB). Entonces existe un camino A en

B, comenzando en Q"p(ac) y terminando en el punto base. Sea X un levantamiento

del camino /\ comenzando en 2:. Entonces X(1) 6 {PF puesto que

. 0�03519(X(1))= /\(1) = *,

18



luego que

~ %'~([X(1)D = [$1-

Por otro lado decimos que la sucesién '

- «,,+1<E) 34> «,.+1<B) «,,<F>

es exacta, en efecto, sea [A] E 7r1(S2"'B) y X i I -�024+(WE un levantamiento de A '

con X(O) .= 4:. Supongamos ademés que .

' 5n+1([/\]) = WU]

es trivial en 7ro((2�035F).Entonces existe un camino

pa : I -�024+S2�035F

con u(0) = X(1) y p(1) = 4:. De}401namos

% L X = 3\�030* ,,

como el producto de caminos en f2"E. Entonces se tiene que:

3(0) = Km) = =»= y 3(1) = M1) = =«.

Luego 3: es un lazo en (WE ciertamente.

Ahora se tiene:

pm = p.<[X1»= M)
- = [9"p(33)] * [9"p(u)] '

= W * [9"p(u)]

K = [A]

@ puesto que Q"p(u) es el lazo constante en Q�035Bdado que [1 es un camino en f2"F.

Luego [A] E Im(p.,). �030

Veamos asimismq que la sucesién _

«,.+1<B> «,,<F> -*4 «,.<E)
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es exacta, en efecto, sea 1: 6 (NF un punto }401jotal que es trivial en 1ro(E).

Entonces existe un camino /\ en (WE del punto base * a In. De alh�031que �024

X = 9"�030):o A

es un lazo en S'2�035'B.Como e1 camino A es un levantamiento de X, por de}401niciénde

3,,,+1 se tiene ~

- �024�024 3n+1(W) = [/\(1)] = [90]

de este modo E Im(0,,+1). D

3.3. Trenzas Brunnianas

3.31 De}401nicién.Un arco en el espacio Euclidiano R3 es dado por una aplicacién

continua: A : [0, 1] �024>R3 homeomorfa sobre su imagen.

Consideremos en IR3 los planos P z z = 1 , Q : z = 0 elijamos k puntos

distintos p1,. . . ,p,, E P y ql, . . . ,q,, las correspondientes proyecciones ortogonales

en Q. Sea ademés Sn el grupo de permutaciones.

3.32 De}401nicién.Una trenza [3 en n-hebras es un sistema de arcos A1, . . . ,A.,, dis-

juntos en R3 tales que:

1. Existe 0 6 Sn de modo que .4%: conecta el punto pi con el punto q,,(,-).

2. Cada arco 44¢ intersecta a cualquier plano paralelo entre P y Q en un solo

punto.

En general si una trenza }402en n-hebras tiene conectada sus hebras de la siguiente

manera pl en q,-1, pg en q,-2,..., 19,, en q,-n entonces podemos asignarle a }402Ia siguiente

/\/ permutacién:

W 1 2 . .. n
0' : u u 0

$1 . . . Zn

denominada permutacién de la trenza }402como indica la }401gura1
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4�030
�031:

: -->

V I
�034I

Figura 1: Trenza ,6 en n�024hebra.s.

3.33 Definicién. Dos trenzas ,61 = {A1, . . . ,.An} 7 ,32 = {31, . . . , 23�035}en 77.-

hebras, con la misma permutacién 0 E S',,, son equivalentes, ,B1 ~ ,6; si los

correspondientes sistemas de arcos tiene la misma clase de homotopia. 0 sea

existe una coleccion de aplicaciones continuas F,- : [0, 1] X [0, 1] �024�024�024>1R3 tal que para

cadai = 1,...,n se tiene:

F,(t, 0) = A¢(t) , Fi(t, 1) = B,«(t)

-F"i(07 s) = Pi , Fxla 3) = qo('i)

Ademés para cada s 6 [0,1] 12. coleccién {F1(t,s),F2(t,s), . . . , F,,(t,s)} debe ser

una trenza en n-hebras con permutacién 0. A}401rmamosclaramente que la relacién

~ es de equivalencia.

E1 conjunto de las clases de trenzas en n-hebras se denota por B�035y es un grupo con

la operacién de yuxtaposicién y rescalamiento, esto es, si H1, }401gson dos trenzas en

n-hebras, e1 producto denotado por }4021.,62consiste en colocar la. trenza B2 debajo

de la trenza }402lcomo se puede ver en la }401gura2

En general no es cierto que ,01.}401g= ,62.,61. Es fécil de probar con la ayuda de los
n

diagramas trenza que el producto es asociativo, e1 elemento neutro es dado por

la trenza trivial en n-hebras, La trenza inverse. en n-hebras }401�0341de la trenza }402en

n-hebras se de}401necomo la imagen de B en el espejo respecto a.1 plano horizontal

entre e1 plano superior y el plano inferior como se aprecia en la }401gure.3
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Z2[I E2: -- -- "- '' B113:1/ 2 >  
B2 8 § .
__ 21-- -- --1--

Figura 2: Producto de trenzas.

}402 B-1

Figura 3: Trenza inversa.

E1 producto ,6.,6�0301es la trenza trivial, asi mismo lo es }402�0301.}402tal como se aprecia

en la siguiente }401gura:4 v

V 1 J
g ] 9

W Figura 4: Producto de la trenza }402por su inversa ,_6�0301.

2 E1 grupo B,, es denominado el grupo trenza de Artin en razén de que E. Artin .
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introdujo estos grupos explicitamente en 1925 �030

Finalmente a}401rmamosque existe un epimor}401smohatural del grupo de trenzas B�034

sobre el grupo de permutaciones Sn, esto es: �030

p : B,, -�024> Sn

0'; �024> + 1)

donde el n}401cleoKer(p) es un subgrupo normal de B,,.

3.34 De}401nicién.P�035= Ker(p) es el grupo trenza pura, los elementos de Pn

son trenzas en Bn cuya permutacién es trivial.

Esta de}401niciénpermite a}401rmarla existencia de una sucesién exacta corta de

grupos:

1�024+P,,,�024">B,,,�024�031ss,,�024»1(3.1)

. . ., Bn
Donde 1. es la lncluszon. Por lo que F E 3,,

1'1

Topolégicamente el grupo Ba fue interpretado por R. Fox y L. Neuwirth como el '
, C R2

grupo fundamental del espacio de con}401guracmnesno ordenado
75

E1 grupo simétrico act}401ade manera propia y discontinua sobre Conf(R2,n).

La aplicacién canénica:

C�031 R200nf(R2, n) 1�031,__°_'iJ%.�03132

es una aplicacién cubrimiento con }401braSn de la cual se puede recuperar la succ-

sién exacta (3.1) al aplicar grupo fundamental.

Sea co _�024_(q1, q2, . . . ,q,g pun�031g§2basede C'onf(1R2, n),e1egimos a 50 = p(q1, qg, . . . , qn)

como punto base de ,con ellos formulamos el
' 9%

W 3.35 Teorema (R. Fox - L. Neuwirth). Para n 2 1 se tienen:

1. P�035Q 71-1 (C'onf(1R2,n),c0).

R2 .
2_ B�035g }4011( �031E0)_

TL
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Demostracién. Ver Berrick-Cohen [3

3.36 Observacién. Cualquier trenza ,6 en n-hebras puede ser escrito como un �030

producto dewtrenzas elementales. en n-hebras cr,- y sus inversos 0,71 ; 1 3 2' 3 n�024.1...

Esto quiere decir que las trenzas elementales 0'1, 02, . . . , a,,_1 generan al grupo Bn.

Particularmente en la }401gura5 se tiene una trenza en 4-hebras generada por trenzas

elementales 0 sea }402= 030;�03110;lo�030;102.

1 2 3 4

1 2 3 4

Figura 5: Una 4-trenza generada por trenzas elementales.

Si �024�024j| > 1 ; 1 3 z',j 3 n �0241 e1 par consistente de 11 y z'+ 1 hebras no inter}401ere

con el par consistente de j »y j + 1 hebras, por lo que se cumplen las siguientes

relaciones:

1.0,-0,-=0,-0¢para|i�024j[>l;1S1J,j£n�0241. A

Tal como se aprecia en la siguiente }401gura6

_I__i+L_ j "j-4-3.- V _i _i+}�034-j�034j+1_

W i i+1 J 1+1 i in 3 1+1

Figura 6: Relacién 0,-aj = 0,-0;.
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2- 0iUi+1ai = 0i+10Wz'+1 ; 1 S i S n �024-2-

Tal como se aprecia también en la siguiente figura 7

I�031H] I42 1 H1 �030H2

5.; 3;; �030

Figura 72 Relacién (Ti0',*+10�031,'= 0'5+10'¢(T¢+1.

3.37 Teorema. E1 grupo de trenzas Bn admite una presentacién seg}401nlos

» generadores 01,02, . . . ,a,,_1 con relaciones: .

1.�0300z-0,-=0]-ct,-parAa|z'�024j[>1;1gi,j$n�024�0241. 3

2- 0z'0zf+10z' = 0'i+1U'iU2'+1 § 1 S 2' S n �0242 3

Ver Berrick-Cohen [4] D

3.38 Lema. Pa,ra1§k:§n�0241,0$i<jSnsetiene:

' Ai,j si ls;-é7}�0241,z',j�0241,j

Ai.k+l 33 j = 79

UkAi�031jak_1: A;,g+1Ai,IcAi,Ic+1 s? j = k + 1 , z�030< k

Ak,k+1 S1j=k7+1,i=�031�254

A5+1�031j

A,:_�0301_1�031jA;w'Ak+1,jSi i = [C + 1

Demostracién.

M Ver Berr'1ck�024Cohen D

K 3.39 Lema. En el grupo Pn tenemos las siguiente identidades:

1. A,,3A7;,jA7_.;s1=A¢�031j7'<S<2.<A_].é�031&-<T<S<j
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2. Ar,iA;,jA,:z-1 = A;:J-1A;:�0307!A¢,jAr,jAg�031j; 7�030< < ' ~

3. A,�030,3A¢�030,'A;f-:_,;l= A;;A¢�031jA3,j; < S <

4. A,-,3A.,;�031jx4;.:�030,%=.(.;4;:;_71A,:.7¥A3,jAr�030j)A¢�031j(A:;'A;:J1-A,-,jA,,j) ; 7' < < 8 <

Ver Berrick-Cohen [4] V D

3.40 Teorema. E1 grupo Pn admite una presentacién con generadores dada por

Am» y la relacién entre los generadores dada por (1),(2),(3) y (4) del lema (3.39).

Vease la }401gura8

Ver Berrick-Cohen [4] D

i i+1 j-1 1'

I �030L/ig ,1

Figura 8: Tfenza pura A,-,1-.

En el teorema (3.35) hemos probado:
2 ,

Pn 2 771 ) Bn g 771

De acuerdo a estos isomor}401smospodemos hablar de trenzas de 71, hebras sobre el

plano R2 6 (C 6 D2.

Para un espacio topolégico M en general tenemos la siguiente de}401nicién.

3.41 De}401nicién.Si M es un espacio de Hausdorf. E1 grupo de trenza pura y

el grupo de trenza sobre M, son los grupos fundamentales de los espacios de

W con}401guracionesde M .

' P,,(M) = 1n (Conf(M, n))

B,»(M) = 771 (___0°nf;M712>)
n
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Cuando M = R2 el grupo B,,(1R2) es el grupo de trenzas de Artin B�035y P,,(IR2)

es el grupo trenza pura de Artin Pn.

Un elemento en Bn(M) es llamado una trenza en n-hebras sobre M. 4

Cualquier trenza sobre M es descrita como una clase de homotopia de caminos

. COnf(M, 7%)en el espaclo �024�024�024�024-�024�024-�024�024�024�024�024.
Sn

3.42 De}401nicién.Una trenza en n-habras sobre M es llamada trenza Brunnian -

si se convierte en una trenza trivial cuando cualquiera de sus hebras se retira.

E1 grupo de trenza Brunnian en n-hebras sobre M es denotado por B7'un,,,(M

Si M = R2, B7�034un,,(]R2)se denote. simplemente por Brunn.

---�031.--2 .-.3

 H

1 2 3

Figura 9: Una. trenza Brunnian en 3-hebras

Sea d,- : B,, -�024+B,,_1 la funcién que a cada trenza en n-hebras 1e hace corresponder

una trenza en (n �024�0241)-hebras retirando la i-ésima hebra para 1 3 2�0303 n.

Considerando, la restriccién de d,- a P�035,d¢|pn = d,- : P,, -> P,,_1. Obtenemos �030

n

Brunn = H Ker(d,- 2 P�035�024�024>P,,_1)
i=1

M 3.4. Conjunto simplicial

/S 3.43 De}401nicién.Un A-conjunto es una sucesién X = {X,,}n>0 de conjuntos

con aplicaciones caras d,- : X" �024�024>X,,_1 ; 0 3 2' 3 n tal que didj = djdi+]_, j 3 i.
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3.44 Ejemplo. Un A-conjunto es el n-simplejo A[n] = {A[n]k}kZ0 donde

S ;

A[n]k = �030I�031; [C > n

dj 1A[TL]k �024>A[n]k_1 ; d_,'(io, . . . gik) = (�03010,. . . ,�031i,'_1,�031iJ-+1,. . . ,ik)

d¢dj(io,...,ij,...,ig,...,�031ik)= d,'(Z'o,...,7;j_1,2-j+1,..., 7:; ,...,ik)

lugarde (12,-- 1 )

= (�031io,...,ij_1,�031l:J�030+1,...,�031l:5,i;+2,...,?;k)'

= dj('I:0,. . . ,�031ij,...,�031i§,�031ii+2,... ,�031I;}¢)

= djd,�030+1(iQ,.. . ,ij, . . . ,�031l.,',. . .,Z-1,)

3.45 De}401nicién.Un conjunto simplicial X = {X,,,}n20 es un A-conjunto con

aplicaciones degeneradoras 31- : X�035�024+X,,+1 ; 0 3 i 3 n tal que:

1. = di..1dj ; <1

2- 313:�030= 3z'+15j 3 1 Si �031

.S'.,;_1dj Si < i

3.d,-s.«= 1,, sij=z',z'+1

3¢'dj..1 Si > 1

Las tres identidades son llamadas identidades simpliciales.

Aqui un elemento :1: E X�035se dice no degenerado si cc 75 s,~(y) , Vy E X,,_1. _

3.46 Ejemplo. E1 n-simplejo A[n] = k}k20 es un conjunto simplicial

donde A[n]k ={(z'o,...,7Jk) / 0 3120 3 3'4); 371,}

Con aplicaciones caras:

dj 2 -�024>A[7l]k_.1 ; dj(�031I;o,. . . ,ik) = (i0, . . . ,ij_1,ij+1, . . . fig) .

eliminando la j-esima componente.

En la }401gura10 se representan las caras para A[1].

W Aplicaciones degenaradoras: '

Sj 2 �024>A[n]k+1; SJ-(io, . . . ,ik) = ('50, . . . ,ij,7;J-, . . . ,ik).

duplicando la j-esima componente. �030

En la figura 11 se representan las degenaraciones para A[1].
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A[11.,={ 0 . I }

do d.

A[1],={(o,o),o =(o,1),(1,1)}

do d2 d1 do d2

d, �030�0302 d1 a; do d,

A[1],={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,1),(1,1,l)}

do d3 d2 (11 do do d,

d. d�031 41
(1 d2 d3 (1 do d3 d1 d3 (1; dz

A[1],={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,l,l),(0,1,l,1),(l,1,l,1)}

Figura 10: Las aplicaciones caras en el 1-simplejo A[1].

A[l]0 = 0:

So & '

An], = {(0, 0), cs =(o,1),(1,1) }

Au], .�024.{(o,o, 0), (o,o, 1), (o,1,1), (1,1,1)}

A[1]3 = {(0, 0, 0, 0), (0. 0, 0.1). (0. 0.1.1).(0. 1. 1. 1). (1. L1.1)}

Figura 11: Las aplicaciones degeneradoras en el 1-simplejo A[1].

W Notar en la }401gura11 que 0 = (0, 1) es no degenamdo en A[1].

Ademés todo elemento (io,. . . ,ik) 6 A[n]k se escribe como combinacién de las

funciones dj, .9; en 0,, = (0,1,.. .,n) E A[n],,,.
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Para (z�031o,A.. . ,z'k) 75 on , k 3 n se tiene:

(�031io,...,ik)=S11...8¢pd_7-1...djq0'n', ll > lg > > lp, j1 <j2< <jq

3.47 De}401nicién.Dados X = {Xn}n20 , Y = {Y,,}n2o conjuntos simpliciales

una aplicacién simplicial f : X �024�024>Y es una sucesién de aplicaciones fn : X,, �024�024>

Y�034; n 2 0 tal que el siguiente diagrams. es conmutativo:

3X

Xn+1 "L Xn '1�030)Xn�0241

ifn+1 lfn lfn�0241 _

s?�031 d?�031
Yn+1 �034LYn �030L�031Yn-1

0 Sea fn�0241d2X= 9 fn+15zX = 33/.f7r

Si cada Xn es un subconjunto de' Y�034tal que las inclusiones Xn Q Yn forman una

aplicacién simplicial. Diremos que X es un subconjunto simplicial de Y.

Un conjunto simplicial X es isomorfo a un conjunto simplicial Y, denotado por

X E�031Y, si existe una aplicacién simplicial biyectiva f : X �024�024»Y.

3.48 Ejemplo.�031Sea. f : X �024>Y una aplicacién simplicial.

' Im(f) = Im(.fn 5 Xn "�031Yn)n3o

es un subconjunto simplicial de Y. T V

3.49 De}401nicién.Sea X un conjunto simplicial y A = {A,,}n20 con An C_Z Xn. Un

subconjunto simplicial de X genezfado por A se de}401ne:

(A) = n {A Q Y Q X / Y es subconjunto simplicial de X}

0 sea (A) consiste de elementos en X que pueden ser escritos como composicién

iterada de d,-, s,- de elementos en A.

3.50 Ejemplo. La n-esfera simplicial 8�035se de}401ne:

8,, = Aw
W a<A[n1)

Donde 6(A[n]) es el subconjunto simplicial de A[n] generado por A[n]k

8;? = {ax} ; k < n
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Sig�031:{*,[('io,...,�031ik)]/ 0 gig S Sik $71.,{7I0,...,ik}={O,1,...,n},

A 1
En particular para 51 = �024�024�024�024a(se tienen:

A[1],,= {(0,...,0,1,...,1) / ogig k+1}
i�024veces

el cual tiene k + 2 elementos. Ver }401gura:10

Ademés 8(A[1])k = {(0, . . . ,0), (1, . . . , 1)} por lo que:

8,1: {*,[(0,...,0,1,...,1)] / 1 gig kt}
z7-veces

el cual tiene k + 1 elementos y * = [(0, . . . ,0)] = [(1, . . . ,

De la }401gura11 se tiene que:

86 = {*}a

811 = {30*:0}v

8% = {s§>I<,s1o�030,soc}, -

S3? = {s?,*, 32310, 32300, 31300} �031

En general S,§+1 = {s'3+1*,a:0,...,:z:k} ; 93,- = sk...§,-...,soa.

- d,:S,§+1={*,a:o,...,xk}�024+S,§={*,:co,...,xk-1}

dis'(§"'1* = s�0315*

4 s{,=* sij=i=0éz'=j+1=k+1

d,;$j=d,'8k...§j...So0'= xj Si j<i ,

1l7j._1 Si Z i

Similarmentez V

' s,-:8,§=={*,:co,...,xk_1}�024->S,§+1={>:<,a;o,...,:ck}

A 117]�030 Si <
8111?,�031= 8iSk_1 . . . Sj . . . 800' �030-=-'

M .�031L�030j+1Si Zi

X 3.51 Proposicién. Sea X = {X,,}n20 un conjunto simplicial y sea 2: E X,, en-

tonces existe una aplicacién simplicial fa, : A[n] �024>X tal que f,,(a,,) = a:.
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Demostracién.

En A[n]k se tiene que (io, . . . ,z�030k)= s;,...s;p.d,-1...s,-(10,, ; k g n

De}401niendo(f,)k : A[n]k �024>Xk de manera que (f,,),,,(o'n) = :10 se tiene:

(f3)k(7:o, . . . fig) = (fa,)k(S11 . . . Szpdjl . . . djq (0,0) ; k f 71.

1 S11 . . . . . . (fg;)n(a-n)

= 811 . . . Sgpdjl . . . djq}402t

Para k < n podemos usar otra forma de componer caras y degeneraciones en an.

Ver figuras 10 y 11 10 cual de}401necompletamente la aplicacién simplicial f, D

Sea = {O, 1, . . . ,n} e1 conjunto de los enteros con n 2 0.

Sn�034= {cr: �024-> / 0 es biyectiva} con la composicién de funciones es un

grupo denominado grupo simétrico. Este grupo act}401apor la derecha sobre el

conjunto esto es:

 A [n] x 3n+1 �024>[n] ; (aye) ~ in �024-=ow)

De}401namoslas aplicaciones: ' 1

. . _ Si < 2'cv=[n�02411-»[n1pord'(J)= , ,_ ,
3 + 1 s1 3 2 z

Esta de}401niciénse puede ver como la matn�031z:

0 1 i�0241 2' "i-4-1 72-1

0 1 71-1 i+1 i+2 n

y se veri}401cadid�031= dj+1d�030; 2' 5 j.

De}401namoslas aplicaciones:

. . ' S�030' _<_ 2'sz=[n+11�024>[n1pors�030<j>=�031"
�030 j - 1 Si j > 1}

Esta de}401niciénse puede ver como la matriz:

J O 73�024�024171 i+1 z'+2 n+1

Mr�031 0 2'-412' 2' 7l+'1 n

y se veri}401casjsi = s�030s3"�0301; 2' 3 j. �031
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3.52 Ejemplo. S = {S,,}n20 donde: 8,, = S,,+1es un conjunto simplicial.

Con aplicaciones Cara: .. M .

d,- : Sn�034�024>S, determinadas por el diagrama conmutativo:

dale

[n - 1] -> [n]
la.-(a) la

[n - 1] 3- ["1 '
Para cualquier 0 6 Sn�034es decir dz-(0) = s�030.a.d""

Aplicaciones degeneradoras: �030

si : Sn�034�024>S',,+2 determinadas por _ V

3,-(cr)(or"1(z')) = 2' , 3,-(a)(a�0301(z')+ 1) = 13+ 1 (3.2)

y el diagrama conmutativo:

[n + 11 [n]
ism) la

[n + 11 �034�031i�031�024"�030in]
(s*')�034�030.a.(s°�034�034>)(a'>si 2�030aé 0-10), 040:) + 1

Esto es s,-(o')(j) = 2�030 si 3' = a�0241(«g)

z'+1 sij=a-1(z�030)+1

Las ecuaciones (3.2) se tienen de los diagramas conmutativos, junto con la identi-

dad simplicial slso = .9030 para el caso n = O y la expresién para dks,» ; k: 75 i,1I+ 1

para el caso n 2 1. M

3.53 De}401nicién.Un grupo simplicial es un conjunto simplicial X = {X,,}nZo

donde cada X", es un grupo y las funciones dz-, 8]�030son homomor}401smosde grupos.

3.54 De}401nicién.Un grupo simplicial cruzado es un conjunto simplicial G =

{G,,}n20 donde cada Gn es un gmpo, junto con un homomor}401smode grupos.

1�035 u:Gn-+Sn+1;9�024>;u(9)=ug

para cada n tal que: �030
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1. ,u es una aplicacién simplicial y

2- d¢(99�031)= d¢(9)dw_.,(g�031); 0 S i S n
8499�031)= 81- (9)82-.,;,, (9') ; 0 S c�030S n '

3.55 Observacién. Cualquier grupo simplicial es un grupo simplicial cruzado

considerando e1 homomor}401smo,u : G�035�024�024>S,,,+1 como la aplicacién trivial. Un

grupo simplicial cruzado no necesariamente es un grupo simplicial puesto que no

necesariamente las operaciones d,-, s,- son homomor}401smosde grupos. .

�031 3.56 Definicién. Sean H = {Hn}nZo y G = {G,,,}n20 grupos simpliciales cruza-

dos. Un mor}401smof : H �024>G�031es una coleccién de homomorfismo de grupos

fn 2 Hn -�024+Gn tal que f = {fn} es una aplicacién simplicial y my = MGf .

Si cada fn es una aplicacién inclusién entonces H se dice que es un subgrupo

simplicial cruzado de G.

3.57 Ejemplo. B = {B.,,}nZ0 donde B", = B,,+1 es un grupo de trenzas de Artin

A en n+1-hebras, es un grupo simplicial cruzado.

En efecto:

Si 01, . . . ,0�035son los generadores para Bn+1 sujeto las relaciones:

_ 0,-of = 030,- para I2�030�024j] 2 2

H 0,-0,-+1a.; = a.;+1cr,~0z-+1 para cada 71

Las aplicaciones Cara dk : B,,+1 �024>B�035son dadas por:

�031 0,-_1 si k + 1 < z�031

dk(0'z�030)=1 si k+1=z',z'+1

a.- si k + 1 > 2' + 1

-que eliminan la is + 1-hebra.

Las aplicaciones degeneradoras sk : Bn+1 �024�024~>Bn+2 son dadas por:

My or,-+1 si k: + 1 < i

0'¢+10-5 Si ,(3+ 1 =7:

3k(<'»�030)= . .
0,-0,-+1 s1 Ic+1 =z+1

o,- si is + 1 > z'+ 1
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que duplicanla (k: + 1)-hebra. .

Y e1 homomor}401smosimplicial asociado:

M I Bn+1-- �024�031Sn-H

cr,- �024+ (i,7l + 1)

3.58 Ejemplo. �031P= {'P,,}nZ0 donde P�035= P,,+1 es un grupo de trenzas pura en

(71 + 1)-hebras, es un grupo simplicial.

En efecto:

Si A,-J ; 1 3 z�031< j 3 n + 1 son los generadores para P,,+1

Las aplicaciones Cara dk 2 R,�034�024>P�035son dadas por:

A.,;..1,j_1 S1 ,6 + 1 <

. 1 si k + 1 = 2', j
dk(A,-,,-) = _ (3.3)

Ai,j_1 S1i<k+1<j 3

Am�030 Si ,3 + 1 >

Las aplicaciones degeneradoras sh : P,,+1 �024>Pn+2 son dadas por:

A,t+1,j+1 Si k + 1 <

A¢,j+1Ai+1.2'+1 Si k + 1 = '5

3k(Ai,j) = A,;,j+1 Si < [C + 1 <

A5,]-A,;J'+1 Si k+1=j

Aj�031j si is + 1 > 3' �031

3.59 Observacién. En adelante trabajaremos con:

1. La trenza Ao,,- para 1 3 j 3 n de}401nida:

A04�030= (AM+1AJ�030.J'+2- - - AJ'.n)�0241(A1,J�030- - - Az�030�0241a')'1
= (Uj . . . 0'.,,__.20':_10'.,,,..2 . . . 0'j)~1(0'_7'_1 . . . 0�03020'¥0'2. . . 0'j_1)_1

Ver la }401gura12

WV 2. E1 homomor}401smode grupos:

X : B", �024�024>B�035

oi �024>0,71
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1 j-1 1 1+1 n

 

Figura 12: La trenza pura A04.

5 f ' X03)�030 -

Figura 13: Reflejo en el espejo de la trenza ,8.

que manda cada generador estandar o,- en su inverso 0171. En la }401gura13

X(,B) es el re}402ejoen el espejo de la trenza ,8.

3.60 Proposicién. E1 homomor}401smode grupos X : B" �024+B,, induce un apli-

cacién simplicial X : B �024->B

Demostracién.

_ Sean d,~ : Bn �024>B,,-1 la aplicacién cara, .3,» : B,, �024+B,,+1 la aplicacién degeneradora

y p : B�035�024�024>Sn E�031%3 la aplicacién canénica cociente. ' '
n

Probemos q1__1e lel siguiente diagrama conmuta:

M Bn+l :1 3n if�031Bn�0241 A
Xlu .Xl .

-Bn-1-1 .-Bn Bn�0241.

Basta ver las igualdades 3,-X = .963; , d,-X = «Yd; en los generadores 0'; de Bn. .3
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3.61 Lema. Existe un automomor}401smo0 : P", �024�024>P�035tal que:

A-,~ ' si 2_<_z'<j'S�031n
o(Ai�031-7-)= :11 . . .

. A1,]-Ao,j441,j S1 1=�031&,<]S�031I'l,

Demostracién. _

Sea Conf((C,n) = {(z1,...,z,,) E C" / Z5 aé 2,-, iaéj} el espacio de con}401gura-

ciones sobre el plano complejo. » - » V�024

De}401gamosla aplicacién: qb : Co_7_zf (C, n) �024+Conf (C, n)

1 1 1
.. . = 0 �024~�024-�024�024�024�024�024.. . �024-�024-�024¢((z11Z�030271zn)) ( y22__21123_z17 1zn__2l)

Esta aplicacién corresponde a la. aplicacién re}402exiénen (C alrededor del circulo

centrado en 21 con cero en la primera coordenada. '

Veamos que 9!) es una equivalencia homotépica. Segun el corolario (3.28) del capi-

tulo I la proyeccién coordenada: -

�030�035"7r:C0nf(C,n)-�024><C;(z1,...,z,,)�024>z1 '

es un haz }401bradoy como (C es contractible se tiene que la inclusiénz

z':C�031onf(<C�024{0},n �0241) ¢�024>C'0nf(C,n); (z2,...;z,,,) -> (0,z2,...,zn)

es una equivalencia homotépica. .

Como ¢(C'onf(C,n)) = Conf(C �024�024{O} ,n -�0241) entonces ¢z' como autoaplicacién

de Conf(C �024{O} ,n �0241) es un homeomor}401smo.Por lo que ¢ es una equivalencia

homotépica e induce el isomor}401smode grupos de homotopia:

¢,. ; p,, e. «1 (Conf(<C, n)) 5+ P,, = 1r1(Conf(C,n))

donde el punto base (ql, (12, . . . ,q,,) 6 Conf (C, n) es elegido de la siguiente man-

n/ era q1 = 0 y los puntos q2', . . . , qn ordenados de acuerdo a las manecillas del reloj

}401g�030comenzando en el primer cuad_rante del circulo unitario.

Usando la correspondencia entre trenzas y caminos en el espacio de con}401gurar

ciones Conf (<C,n) las trenzas Am corresponden al lazoz . .. . ..

/\(t) = (/\1(t), /\2(t), . . . , A,,(t))
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donde }\,(t) = q,, ; s aé j es el camino constante, de esta manera corresponde a. la

Iinea recta y la j-ésima componente x\,- (t) corresponde al gra}401code la figura 14

J
% J�034�030 L V\ _

AU ;i>1

Figura 14: Hebras correspondientes al camino /\j (t).

La correspondiente trenza del lazo [0,1] 3-3 Conf(C, n) 3+ Conf(C, n)

= (0: q29 ' - 'u1qj-13 ) qj+la ' ' - aqn) _

es el re}402ejoal espejo X(A,-,,-) de Am ; i > 2 de la }401gura14 tomando inversion

de /\,-(t) con respecto al circulo unitario. - '

Para el caso i = 1 la trenza correspondiente de ¢A(t) esté. dada en la }401gura15

1 j 1 j
�034rr---'. 112, H M I I

¢~(Au) = �031|I�031
| n .

._L1__-_ --LL----

Figura 15: Trenza correspondiente del lazo ¢A(t). '

Q( X - - ' 1
�030 ASi= ¢»=(Ai.j) = (A1) z.>

X(A1J)X(A0.j)X(A1J) 7» = 1

Finalmente se tiene el automor}401smo:0 = X¢,. D
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3.62 Observacién. Sea. 77 == {P,,_,.1}nZ0 el grupo simplicial donde P,,.,_1 es grupo

de trenzas puras en 17. + 1-hebras, con aplicaciones cara d,- : P,,+1 �024>Pn y aplica,-

ciones degeneracién s,- 2 P,,+1 -�024+P,,+2.

En [3] se establece la existencia de un homomor}401smode grupos:

3 : P Pn-
�035'4 1 (3.5)

�030 Am�030�024*Az'�0241.j-1
paraca»dany1_<_z'<j$n.

3.63 Lema. E1 homomor}401smo6 : Pn �024>P,,_1 satisface:

1. 6(Ao,,-)=1;

2. d¢6=6d,-+1;1gz'gn�0242

3. =

4. X,,_;6 = 6/15,, donde 26,, : P�035�024�024>P,, es el re}402ejoen el espejo.

5. 68,�031= 8.5.18; 1

6. 8 = do0

Demostracién.

1. Por de}401niciénse tiene 6(A,»,,-) = A,--1�031,--1entonces:

3(A1.j) = A0,)�030-1= (Aj�0241,z'---Aj�0241,n�0241)"1(A1,j�0241---Aj�0242,j�0241)"1

3(Ao.:'�0241)= <9 ((Aa�030�0241.2'- - -A:�030�0241,n�0241)'1(A1,a�030�0241---A:'�0241,:'�024-1)�035)

' = (Aj�0241,:'A:�030�0241,a'+1- - -Aa'�0241.n�0241)"1(Ao,jA1a'---A:'�0242,:�030�0241)'1

= (Aj�0241,a'- - - A:'�0241.n�0241)�0301(A1,a'�0241- - - A:'~2,a'-1)"1A5§�0241
= 1

2. Considerando las aplicaciones dk y 6 en los generadores A,-J: V

/�030/ A¢_1,j_.1 Si k < �030I;<

1 si k = 2, j
% dk(Az'.j) =

A,;,j_1 Si < [C <

Aid�030 Si ,9 >
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TBDGIIIOS =7 6d,«+1(A,-,,-) ; 1 _<_ S Tl �024

3. Usando Ias de}401}401iéib}401esipéraBuy dk tenemos 86(A,- = 0do(A,:,,-) V

4. Los diagramas de las trenzas Xn_16(AiJ) y son dadas como sigue:

Xn-16(Ai-,j) =»/Yn_1(.A5_-14-1) = A;___11�031j_1.ver figura: 16

1 i-1 i j-2 j-1 k S i ' �030A

Figura 16: La trenza A,.�034_�0311,J._1E 6X,,(A,-,,-).

5. Para k 2 1 y 1 S i <3�030tenemos:

H = A5,j S1 ,9 + 1 < 7;

3(Am'+1Az*+1.a'+1) = Ai�0241,J'Ai.J'Si k + 1 =i
a3k(Ai,j) = 6(A¢jJ'+1)= A,;_1�031j Si < k + 1 <

<9(Am'Ai,j+1) = As�030-1,2�030-1/is�030-1,2�030Si '6 + 1 = J

3(Az�030,j)5-�030A¢�0241.z�030~11 Si *3 + 1 > 1

Parak21y2$'£<jtenémbs: I V I

H Aid " Si

Ag_1J'/lid�030 Si

\ 5Sk�02413(Az',j)= 3k�0241(Ai�0241,j�0241)= Ai_1d- si 7} < k + 1 < j

A,;_1,j-1A.,;__1,j S1 k7 + 1 =

W i A5_1,j_1 S1 167 + 1 >

Luego 8sk(A,-,,-) = sk_18(A,:,,-) para 2 3 13 < j.

Para. 71 = 1 < j tenemos:
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A04�031 si1<k+1<j

33k(Az�030,:')= A04�031-1Ao,:�031Si 79 + 1 = J
Ao,j_1 Si [3 +1 >

Como sk_1(Ao_,--1) es la trenza dada duplicando la k-esima hebra de la trenza

A0,j_1 13811611108 Sk_.1(Ao,j_.1) = 8sk(A1,,-). _

Luego sk_1(A1,,-) = s;¢_1(Ao,,--1) = 6sk(A1,,-) para 1 _<_ 13 < j g n.

6. Del Iema (3.61) se tiéne: 3 = (109. D

De acuerdo a las igualdadesu (1)(2)(3) del lema (3.63) el grupo simplicial tiene 3

una aplicacién cara adicional 6 que puede ser considerada como una nueva 0�024ca.ra,V

la igua1dad(5) del lema (3.63) establece la relacién entre la. nueva cero Cara y las

aplicaciones degeneracién existente en �031P.De esta informacién podemos construir

una nueva sucesién de grupos de trenza pura ]P�031= {P,,}nZ0 donde P1 = P0 =

{1} con operaciones:

d? = 1 si 11 > 0
t

6 si 2�030= O

s? = sZ°_1 ; 73 > 0

Notar que no se tiene de}401nidasg. Esto sugiere la. siguiente de}401nicién.V

3.64 De}401nicién.Un A-grupo Q = {G,.}n2o es un grupo casi simplicial si

existe un homomor}401smos,- : Gn �024>GM; ; 1 3 73 S n que veri}401ca.las identidades

simpliciales excepto para el caso donde 30 se involucre en las identidades.

3.65 De}401nicién.Sean 9 = {G.n}n20 y 9�031= {G'n}n>o grupos casi simpliciales.

Un mor}401smode grupos casi simplicales es un A-homomor}401smo:

.f={fn}nZ0:g_�031g,§3'ifn=.fn+13z'§ 7:21: n_>.0

/V Como consecuencia del lema (3.63) y la proposicién (3.60) tenemos el siguiente

�030K resultado: 6 - » - V
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3.66 Proposicién. La sucesién de grupos trenzas puras IP�031= {P,,}n>0 donde P1 =

P0 = {1} es -un casi grupo simplicial con las aplicaciones ca.ra.: .. . .

d7�031.�030 �030�030> 0di = d? = 1 1 s1 2

3 Si 2' ; 0

y aplicaciones degeneracién: s,- = = sil ; i 2 1.

Aim més e1 homomor}401smore}402ejoen el espejo X sobre las trenzas induce un mor-

}401smode grupos casi simpliciales X : IP�031�024+I? , do = d10n : P�035�024�024>P,,_1.

A continuacién presentamos: caminos y lazos de Moore.

1. Sea Q = {Gn}nZ0 unlgrupe casi simplicial con homomor}401smosd,- : Gn �024>

Gn_1 ; 0 S 71 3 n y s,- : G�035�024+G,,+1 ; 0 3 2' 3 n Consideremos:

n_>_0

donde (1-3g)�035= {:6 E G,,+1 / d{,�030+1(:L*)= 1} es subgrupo de G,,+1.

De}401namoslas aplicaciones:

3 (13g)n ""�031(13g)n�0241

as �024>df(z)=dj(x) , 0:3�030sn

sf�031: (Pay a (Pg)n+1
1: �024�024>sf3(:c)=s,-(a:),1gi§n

139 es un grupo casi simplicial llamado caminos de Moore de 9.

La composicién de homomor}401smosz �030

V pn 5 £2�031Gn+1 dc:-*1 Gn

donde in es la inclusién, dado que d,vd,,+1 = dndj ; 0 S j 3 n se induce un

{V homomor}401smo:

p={pn}nZo313g�034"g I
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2. Consideremos: �031

Qg = {(Qg)"}n2o

donde (8:29),. = {11: E G,,+1 / a�0313�034+1(a:)= 1 , d,,+1(x) = 1}.

De}401namoslas aplicaciones:

ct? = <s�0302g>,..�024-+ <s�0352g>.,-1
w ~ d?<x)=d;(w),0sjsn A

s? = (529),; �024> <s"29>n+1
as �024> s?(x)=s¢(x),1gign

Q9 es un grupo casi simplicial llamado lazos de Moore de G.

3. Ahora consideremos el grupo casi simplicial IP�031= {P,.}n2o entonces las caras

iteradas dg�034: P,.+1 �024�024>P0 = 1 es aplicacién trivial y la }401ltimaaplicacién

cara d,,+1 2 P,,+1 �024+P�035esta dada eliminando la }401ltimahebra.

E1 lazo de Moore de IP�031esté. dada por el grupo (S~21P�031)n= Ker(d,,+1) libremente

generado por A,-,,,+1 ; 1 _<_ i 3 n

De las ecuaciones (3.3), (3.4) y del homomor}401smo(3.5) tenemos:

A¢_1,,, si 1:: <2�031

dk(Ai,n+1) = 1 si k = z�031

{Am si i<k<n+1

A,-+1,n+2 si 1 3 k < 2'

3k(A2�030,n+1)=A1�030,n+2A~i+1,n+2Si 76? =�031i

. {A,-M.; si 7Z<k<n+1 .

3.67 De}401nicién.Un complejo de cadenas de grupos es dado por una co1ec�024

cién G�031= {Gn}n�254,(_-_Zde grupos y homomor}401smos8,, : Gn �024�024>G,,_1 tal que la

secuencia:

G: �024�024>Gn+1 6331 G�0359'-�030>Gn_.1 �024�024>

W es semiexacta 0 sea 8,,,6,,+1 = 0 , Vn E Z. De esta igualdad se deduce qu_e

Im(8,,+1) C Kera�035.Generalmente la imagen de 8,,�034se denota. por B,,G y el

nfxcleq de 0,, por Z,1'G.
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3.68 De}401nicién.La n-esima homologia de G es el conjunto cociente:

H" G = �024-�024-( ) B,.(G)
La n-ésima homologia no necesariamente es un grupo a menos que B,,(G) sea

subgrupo normal de Zn(G).

Sea 9 = {G,,}nZo e1A�024grupocon homomor}401smoscara d,- : G�035�024>G,,_1 ; 0 5 i 3 n

de}401namos: n

Nng = Q Ker(d,- : 0,, �024»G,,_,)
i=1

Nng es subgrupo de G�035.

3.69 Lema. Considerando el homomor}401smosdo : Gn �024+G.n_1 del A-grupo Q =

{G,,}nZ0 se tiene do(N,,g) Q N,,_1Q.

Demostracién.

Si a: 6 do(N,,Q) entonces existe y 6 Nng tal que 3: = do(y) , y E Ker(d,~) ; 12 =

1, . . . ,n lo que es lo mismo di(y) = 1 para todo 2' = 1,...,n.

Veamos que :1: E N,,_1Q

d¢($) = di(d0(y))

= £11-do(?/)

= dodi+1(?J)

= do(1)
= 1

U .

3.70 Lema. La coleccién N9 = {N,,Q, do}n20 es un complejo de cadenas llamado

Complejo de Moore.

Demostracién.

Veamos la condicién dodo = 1. En efecto, sea .1: E Nn+1g entonces dodo(x) ;

EV dod1(a:) = 1 pues d1 = 1. D

A los elementos de .B,,(NQ) = Im(do : N,,+1Q �024�024>Nng) se les llama borde de

Moore.
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A los elementos de Z,,(NQ) = Ker(do : Nng �024�024>N,,_1g) se los llama ciclo de

Moore. «

3.71 De}401nicién.La n-ésima homotopia de 9 denotada 713,9 es de}401nidacomo la

n-ésima homologia del complejo de Moore NG .

Z (N9),. 9 = H", Ng = "�024-«<) <%> Bn(Ng)
3.72 Proposicién. B,,(NQ) es un subgrupo normal de Im(do : G,,+1 -�024+G�035).En

particular 7r,,(Q) es grupo cuando Z,,(Ng) esta contenido en Im(do : G,,,+1 �024�024>G�035).

Demostracién. _ _

Sea :1: E B,.(NQ) y w E Im(do)

Veamos que el conmutador [93,19] 6 B,,,(NQ), en efecto, as = do(y) para a1g1�0311n_

y E N,,+1g, cl,-(y) = 1 , w = dmiz para algfm 2?) E G�031n+1.

Para j 2 1 tenemos

dj[y,u7] = dj(y)"dj(?D)'1dj(y)dj(tD)

= dj('u7)"dj('u7)
= 1

entonces do[y, 117] = do(y)�0311d0(1I))�0341do(y)do('u7)= 2:�0301w�0341a:w= [.1:,'w]

Por tanto e1 conmutador [32, w] E B,,(NQ) como se queria. D

3.73 De}401nicién.Sea X un A-conjunto. Los elementos mo, . . . , 11:,-_1,:z:.~+1, . . . , :13�035E

X,,_1 son llamados caras combinadas respecto a 1} si djsck = dkzj-+1 para k g j

yparak,j+1;éi. I

3.74 De}401nicién.Un A-conjunto X es fibrante si satisface la siguiente condicién

de extensién en homotopia para cada 2': Sean $0, . . . ,a:,:_1, x,~+1, . . . ,x,, E X,,-1 el-

ementos que son caras combinadas respecto de 2' entonces existe un elemento w E

X,, tal que d,-w = :z:,~ paraj 75 2�030.

Q 3.75 De}401nicién.Un A�024grupofibrante es un A-grupo el cual es }401brantecomo �030

un A-conjunto. -

3.76 Proposicién. Sea Q = {G,,}n2o un A-grupo }401branteentonces
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1. B,,Ng es subgrupo normal de ZnNQ para cada n.

2- (}402Ker(dj3 Gn+1 _�031 = BnNg; S 7: S 71+ 1

iaéi

3. 7r,,,g es grupo Abeliano para 72 2 1. 1

Demostracién. '

1. Si 170 E Z,,Ng y si :31 = 1:2 = ...'= 3:�035= 1 entonces xo,...,a:,, son caras

combinadas con respecto a n + 1. Como 9 es }401branteexiste y 6 G',,+1 tal

que do(y) == 3:.) , d,~(y) = 1 ; 0 < j < n + 1 por proposicién (3.72) B,,N(_} es

subgrupo normal de Z,,Ng para cada n.

2. Fijar i > 0. Sea 21) E d.- Ker(d,- : G,,,_,.1 �024�024>G,,)> ; w = d;(:c) para alg}401n

m e }402Ker(d,-),d,-(ac) = 1 ; j 75 z�031.
';E-i .

Si 51:3 = IL�030,IEk= 1 para ls: aé O,i + 1 entonces a:o,...,:c,:,:c,-+2,...,:t:,,+2 son

caras combinadas respecto a i + 1. Como 9 es }401branteexiste z E GM2 tal

que do(z) =xo = 2: y dkz = 1 para /9 aé 0,7l+1.

y = d;+1(Z) entonces =�030d,§do(2)7-�030dodi+1(Z) = donde:

d djd5+1(2) = di+1dj+1(Z) 7:�0301 ; Si _<_ 1

5 = . . .
djd,-+1(z) = d,-d,~(z) = 1 ; s1 0 < _] _<_ z

De este modo y E N,,+1Q y w E B,,NQ. Esto prueba

d,. Q] Ker(d,- : G,H.1 �024+an)? g B,,NQ
.¢z.

Para el otro contenido:

BnNg = do Cf] Ke'r(d,- ; G,,+1 �024+G,,)) g d,- (Q Ker(d,- ; G�031,,+1�024»G,,,))
�030#0 J'7é'i

7X/\/ 3. Para probar que �024 es grupo Abeliano.

Basta probar [Z,,NQ, Z,,NQ] Q B,,NQ, en efecto

Sean zo,z1 E Z,,NQ con n 2 1.. Si :50 = zo,a:2 = 1,...,a:,,+1 = 1 son caras
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. combinadas respecto a 1. Como 9 es }401branteexiste we 6 G,,+1 tal que

do(wo) = Z0 , dk(wo) = 1 ; k > 1-

Similarmente si $0 = 21, $2 = 1, . . . , 13,,�034= 1 son caras combinadas respecto

a 1. Como 9 es }401branteexiste wl E G,,+1 tal que do(w1) = z; , d1(w1) =

1 , d,~('w1) = 1 ; j > 2. Ahora:

dJ'[w0/W1] = dj(wE1wI1wow1)

= da'(wo)�0301d:'(w1)�0311dj('wo)dj(w1)

= d:�030(wo)�0301dj(wo)
= 1

do[�031wo,�031w1]= do(�031l1)6'1'w1_1'll)ow1)

= do(?Uo)'1do(w1)'1do(71/o)do(w1)

= 2;121"12021

= [zo,z1]

Esto prueba que [Z.,,NQ, Z,,Ng] Q B,,Ng. D

Sea 9 = {G,,}n20 un A-grupo, consideremos los caminos de Moore, 139 de 9 y

los lazos de Moore, }401gde 9.

3.77 Proposicién. Sea Q un A-grupo entonces:

1. 7r,,(§2Q) = 1r,,+1(g) <=> d,,+1 Ke7'(d,- : G�031,,+1�024+G�035)?= B,,Ng ; n 2 O
#1

2. Si 9 es }401branteentonces I39 , }401gson }401brantes.

Ademés 7r,,(§2g) = 1r,,+1(g). .

Demostracién. .

Primeramente como p : fzg �024�024>g es un A-homomor}401smose tiene el siguiente

diagrama conmutativo de secuengias exactas:

1 "" (Qg)n+1 11:1 Gn+2 dz? Gn+1

M W N:
�030W 1 _> (§zg)n £2 a,,+1 �030�030"_t�030on (3.6)

W M 14:�030
1 �034�031(Qg)n�0241is: Gn E3�031Gyn-1
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1. (=>)

Supongamos 1r,,(§2g) = 7r,,+1(Q).

Veamos d,,+1 Ker(d,- : G,,+1 �024�024>Gn)) = BnNQ ;�031n2 0
'9én+1

En efecto, sea :3 E Gn+1 tal que d,,+1(a7) G d.n+1 < H Ker(d,- : G�031n+1-9 G,,))
j;én+1

Donde d,~(:I:) = 1; jaé n+ 1.

Ahora como:

n�030K6T(dj I (QQ)n '�024>(QQ),,._1)

7rn(S~2g) ___ osjsn

do ( n KeT(dj : (}401g)n+1�034"�031
15jsn+1

n Ke'r(d,- : G,,+1 -> Ga)
_ O5J'Sn+1

do ( n K�2547�030(djI Gn+2 �024>Gn+1)) '
1gjgn+2 ~

= 7rn+1(g)

Considerando el diagrama (3.6) existe z E GM2 tal que

do(z) ='x, dk(z) = 1; k; 7é0,n+2'

Sea y = d,,+2(z) entonces d,,+1(a:) = dn+1do(z) = dod,.+2(z) = do(y)

Donde: dj (y) = d,-d,,+2(z) = d,,+2d,-+1(z) = 1 para 71. + 2 _<_ j

d,-(y) = d,-d,,,+2(z) = d.,,+1d,-(z) = 1 para 0 < j S n + 1 V

entonces .

y 6 N,,+1g => d,,+1 = do(y) E BnNg

Por lo que: d,,+1 Ker(d,- : G',,+1 �024+G�035)?Q B,,NQ
';én+1

B,,Ng = do Ke7�030(d,-: G,,+1 -�024+Gn)) Q d,,+1 ( }402Ker(d,- : GM; �024�024>G,,)).
';éo j;én+1 _

n/ <<=>
Supongamos »

d,,+1 Ker(d,- :Gn+1 �024+G,,)) = B,,NQ; n 2 0
�030¢n+l
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Veamos 1r,,(QQ) =~7r,,+1(g), en efecto, .
~ ZnNQQ

,, Q = �024-�024-;-7r ( 9) Bnmzg
= Ker(dg ; N,,,s�0352g�024+N,,_1f2g)

Im(do : N,,+1QQ �024>Nn}402g)

}402Ker(dj ; (s"2g),,, �024>(s�0352g),,-1)
_ osjsn

do ( n z<er<a,- : (Qg)n+1""(Qg)n))
_ 15jSn+1

Por la hipotesis dada y el diagrama (3.6) se tiene:

}402Ker(dj ; G,,+1 �024+an) n Ker(d,,+1 :G',,+1 �024»an)
_ osjsn

do < H K37'(dj 3 Gn+2 "�030*Gn+1) 0 K37'(dn+2 1 Gn+2 �024*Gn+1)>
1SjSn+1

}402Ker(d,~ IGn+1 �024+0,.) �030
__ 0sjSn+1

do ( }402K�03037'(dj3 G-n+2 �024>Gn+1)>
1gjgn+2

= Ke7�030(do: N,,+1g �024>Nng)

I'm(do 3 Nn+2g -'* Nn+1g)

= Zn+1Ng

Bn+1Ng

= 7rn+1(g) .

2. Sean $0, . . . ,:v¢-1, :z,~+1, . . . ,:I:,,, E (I3Q),,_1 caras combinadas respecto a 12.

C0I1Sid�254fa1'dn+11I7o = 11/0, - - ~ ,dn+1-"3z�030�0241= 1!/z'�0241,dn+15I3:t+1-'= 3/¢+1,--~ ,dn+1$n = ya

Como p : }401g�024+9 es un A-aplicacién entonces ..

djylc =-�030djdn+1$k = dndj}402vk= dndIe53j+1 = dkdn+197j+1 = dk?/j+1

Por lo que dn+1x0, . . . ,d,,+1:c,-_1,d,,+1a;,-+1,. . . ,d,,+1x,, son caras combinadas re-

specto de i. Q .

W Si 9 es }401branteexiste 12 E G�035tal que djv = dn+1a:,- ; j 75 2'.

Luego 12,150, . . . ,:z:,«_1,x,»+1, . . . ,:c,, son caras combinadas respecto de 13.

Asi mismo para cada w E G" tal que d,-b = p(x,-) = d,,+1:1:,- se tenga que .
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12,170,...,:c¢_1,:c¢+1,...,z,, son caras combinadas respecto de 7}. Por lo que ex-

iste z E G',,+1 y z E (PQ)n tal que d,-+12 = as, ; j 75 13 entonces p 2 }401g-�024+9 es

sobre.

Ahora considerar A�031°[n]el subconjunto simplicial de A[n] generado por todos los

d,-0,. ; jg-éz'dondecr,,=(0,1,...,n)eA[n],, I

Consideréndose la aplicacién simplicial f 2 A�035�024>139 entonces los elemen-

tos f (doan), f(d1a,,), . . . , f(d,-_1or.,,), f(d¢+1a.,,), . . . , f(d,,o,,) son caras combinadas

' y existe w 6 G�035tal que d,-w = f(djon) ; j aé 72 entonces la apli}401aciénrepresentante

fw : A[n] �024�024>9 extiende f. .

Por otro lado pf : Ah �024>9 es aplicacién simplicial y f,,,|A;¢[n] = p o f obtenien-

dose el diagrama conmutativo:

M [n] A Pg %

l L�035

A[n] (f1 g

La aplicacién representante fmj : A[n] �024>Pg es una extensién de f.

Si $0,... ,a:¢_1,fv,~+1,... ,:z:,, son caras combinadas respecto de '1. Sea w = �030fxjen-

tonces d,-w ='d,-(fmJ.(a,,)) = fxJ.(d,-a,,) = 93,- ; j 95 73 �030

Asi mismo Q9 es }401branteconsiderando e1 siguiente diagrama:

Mn] 1; J }401g

1 1%
Am] I: g

. La }401ltimaa}401rmaciénse tiene del item 1 y proposicién (3.76) item 2. D

3.5. Construccién de Milnor

Dado un conjunto S, denotemos por F (5') el grupo libre generado por S. Cualquier

elemento en F(.S') es dado por palabras(producto formal en los generadores dados

Ky por S) A

- mi�03017$�031. . .22" �030
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para 72 2 0 , 6,; = :§:1 y 2:; E 3, con relacién de equivalencia dada por:

- a:§�030:c§�031. . .x?_"1�031}401vf�030$f�034x§ff1�030. . .a:f;* ~ 14,-'i�030m§�031 .. . 93;"

es decir la. relacién de equivalencia es obténida a:,~:c,.�0311= 1 , :z:,T1x,- = 1.

Sea S un conjunto con punto base *, denotemos por F[S] «el grupo libre generado

por S sujeto a la relacién * 7 1. La relacién entre F(S) y F[S], es que es un _ _

grupo cociente de F(S) y como grupo F[S'] = F(S �024 "

3.78 Definicién. Un gr}401posiniplicial libre G = {Gn}n2o es un gfupo simpli-

cial tal que cada Gn es un grupo libre. «-

3.79 De}401nicién.Un conjunto simplicial X = {X,,}n20 se denomina reducido si

X0 = *- .

3.80 De}401nicién(Construccién de Para un conjunto simplicial reducido

X = {X,,}n20. Sea GX = {(G'X),,}nZo el grupo simplicial de}401nidopor: -

1. (GX),, es el grupo cociente de F(X,,+1) sujeto a la relacién so(:z:) = 1 para

cualquier :1: E X�035.Como grupo (GX)n es el grupo libre generado por X,,.,.1 �024-

{3o(Xn)} 6 (GX)n = F (Xn+1 - {30(Xn)}) = F[Xn+i]- '

2. En GX se tienen:

Las aplicaciones cara

(d (z))(d (:z:))"1 si z'= 0
dz�034= <GX)..+1 �024+(GX)n ; d?X<x> = �030° . .

d,-+1 s1 2 > 0

Las aplicaciones degeneradoras

s,¢GX : (GX),, �024+(GX),,+1 ; s?X(a:) = s,-+1(:z:) para x 6 X,,+1

3.81 Lema. Sea X = {X,,}n2o un conjunto simplicial reducido, entonces GX =

{(GX),,}n20 es un grupo simplicial.

Demostracién. �030

Por de}401nicién(GX),, es el grupo cociente de F(Xn+1) sujeto a la relacién son: =

1 ; :1: E X,, . Es necesario probar que las aplicaciones Cara dfx y las funciones .
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degeneracién sf�034son honiomorfismos bien de}401nidospara 0 3 2' 3 n.

Notar que doso(:c) = as , d1so(:c) = 8odo(IlI) = as entonces:

' dGX(s ct) �030(d1(3o$))(do(5o$))"1 = 1 Si i= 0 X
o 0 .2

t d,�030+1(8o.�031L�030)= Sod,'(IL') Si i > 0

5?X(8o$) = Sz'+1(8o$) = 308493) 3 0 S i S 71

Las identidades simpliciales también se veri}401can. [3

E1 n-simplejo geométrico estandart A�035se de}401ne:

�030 n

A" = {(t0,t1,...,tn) / t,: 2 0, Zn = 1}
'i=0

De}401namoslas aplicaciones: *

di : A"�0301-�024>A�035:

di(to,...,tn_.1) = (to,.. .,t,'__1,0,t,j,.. .,tn_]_); 0 S S TI.

3�030: A�035�034�024->A" :

Si(to, . . . ,tn+1) = (to, . . . ,t¢_1,t»i + t,;+1,tz'+2 . . . ,tn+1); 0 S S Tl

3.82 De}401nicién.Sea X = {X,,}n2O un conjunto simplicial. La realizacién ge-

ométrica de X es de}401nidapor:

00

A�035x X
W = H �024�031,:"�035

�030 71.20

Donde ~ es generado por:

(2, did?) ~ (d�030z,a:)para cualquier 1: E X�035, z E A"�0301

(z, six) ~ (s�030z,:v)para cualquier av E X�035, z E A�035�034

Notar que [X I es un CW-complejo como sigue:

Considerar Sk,,(X) e1 subconjunto simplicial de X generado por Xj ; j 3 n . -

obteniéndose asi la }401ltraciénz

�030Y
S'ko(X) Q S'k1(X) Q Q Sk,,(X) Q
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donde X = U Skn (X ) y para 7:, 2 1 se tiene los diagramas sucesivos:
7%

H 6A[n] �035"i�031»�034�030"�030Sk,,_1(X)
:z:eX,. no degenarado

l l

H - Am] 11!: sk,,(x)
:c6X,, no degenarado

que induces los diagramas sucesivos:

[1 l<9A[n]l �035"�030�024'3�034�030""|Skn�0241(X)l
a:eX,.no degenarado

l l ,

H IA[n]| �035�024"i�034'lSkn(X)I
:1:�254X.-modegenarado

Por lo que |X | es obtenida agregando celda por celda. '

3.83 Proposicién. 2 A" , |S�035|% S�035.

Demostracién.
00

N�030A
Definir ¢ : A�035�024->H �024-X�024�024�024[7l]5; :1; �024�024>[:L',a,,] aplicacién continua.

kzo
Ahora como la relacién de equivalencia ~ se genera conectando algunos elementos

en N�030x A[n]k y A�031°�0301x A[n]k-1 para cada ls: se tiene que si 3: aé y entonces [.r, an] aé

[31, an] por lo que <13 es inyectiva. I

Por otro lado para cada [a:, z] 6 |A[n]| con 2 combinacién de di, s,- en on se tiene

que existe :1: tal que ¢(z) = [(15, z].

E1 otro homeomor}401smose tiene anélogamente pues S�031?y 3�035son cocientes de A[n] y

A" respectivamente. D

3.84 De}401nicién.Sea f : X �024�024>Y aplicacién simplicial.

La realizacién geométrica de f se de}401ne|f | 2 [X] �024+|Y| tal que:

|f|(z, 11:) = (2, ; as E X" , z E A�035la cual es continua.

XJ En [5] se prueba e1 teorema siguiente

3.85 Teorema Para un conjunto simplicial reducido X se tiene la equiv-

alencia homotépica, |G�031X|'2 DIX .
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3.86 Observacién. Sea X un conjunto simplicial y si 11:0 6 X0 entonces existe

una {mica aplicacién simplicial fwo : A[0] �024�024>X tal que:

X I'm((fzo)n) = Im((fivo)n 3 A[0]n "�031Xn)n2o

es subconjunto simplicial de X con un solo punto (fmo),,(0, 0, . . . , 0) = 3;(a:o) en ca-

(n+1)�024veces

' da dimensién. Donde para una sucesién de enteros no negatives I = (711, . . . ,71k) de

longitud k = l(I). Denotaremos: d1 = d,-,d,:2 . . . d,-k , s1 = 3,-1s,�0312...s;,c.

3.87 De}401nicién.Un punto base * de un conjunto simplicial X es dado por una

sucesién de elementos: {(fxo),.,(0, 0, . . . ,0)} correspondiente a xo 6 X0.

. (n+1)�024-veces "20

A un conjunto simplicial con punto base dado se denomina conjunto simplicial

punteado. _ I

3.88 De}401nicién(Homotopia de conjuntos simpliciales). Sea X un conjunto �030

simplicial punteado }401brante.La homotopia 1r,,(X) se de}401nepor:

7r,,(X) = [8, X]

donde [8", X] es el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones simpliciales

de 8�035en X. Aqui f, g 2 X �024+Y son homotépicas si existe F : X X I �024�024>Y tal que

Flxxo = f , FIXXI :9 ademés I= A[1] y0= (0,...,0), 1 = (1,�030...,1).Si A es

un subconjunto simplicial también se tiene la homotopia relativa.

Como conjuntos se tiene 1r,,(X) = 7r,,(|X .

X 3.89 De}401nicién.Sea X = {X,,}nZ0 un conjunto simplicial punteado }401brante.

Un elemento 1: 6 X�035es llamado esférico si = * para todo 0 5 2' 3 n.

Ahora nétese lo siguiente: dado un elemento esférico en a: 6 X,,, entonces la apli- A

cacién representante fm 2 A[n] �024�024>X se factoriza a travéz del conjunto simplicial
A . . . . .

cociente 8" = Reciprocamente cada aphcamén s1mp11c1a1 f : 8" �024�024>X da

W un elemento esférico f (on) E X,,, donde an es el elemento no degenerado en 8;�030. V

Con 10 cuél se tiene una correspondencia uno a uno entre elementos esféricos en
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X�035y aplicaciones simpliciales S�035�024+X.

Asi el grupo de homotopia 1r,,(X) es el conjunto cociente de los elementos esféricos

en Xn sujeto a la relacién generada por :1; ~ :13�031si existe w E X,,+1 tal que

dow = :1: , d1w = as�031y djw = * ; j > 1. La estructura producto en 1rn(X) es dada

por [as] + [:c�031]= [dlw], donde w es alg}401nelemento en X,,+1 con la propiedad que

dow=a:�031, d2w=.1:yd,-w=>s< ; j>2.

Ademés la aplicacién

I - I I 7rn(X) -+ 7rn(|X|)

[3,X] -+ {ISL IXH

Es una correspondencia uno a uno y preserva estructura producto.

Asi tenemos 7r,,(X) 2�0311r,,(|X Ver V

3.90 Lema. Sea X un conjunto simplicial punteado }401brantey sea at E Xn+1 con

d,-(11:) = x,- para 0 _<_ 2' S n + 1 tal que los 3:; son esféricos. Sea 212 E X,,+1 con

d,-w=:1:,v,dqw=* , dq+1w=zparaq#z',z'+1 ya1g1�0311n0gq_<_n�024-lentonces

en 1r,,(X) se tiene:

' [W1] �035[-'17q+1] + [3] = O

Demostracién.

Veri}401quemosque los elementos 22,- = sq+1:c,- ; i 3 q�0241,vq = sqccq, vq+2 = :1: , vq+2 =

'w y vi = sq+2$,--1 ; i Z q +4 son caras combinadas con respecto a q + 1. Note que
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cada 2:; es esférico. Obteniéndose:

si osz'sq�0241,0sa}402sq
si 0Si$q�0241,j>q+2

Si z'=q,0_<_J'Sq-1* .

si z'=q,j>q+1

si z'Zq+4,j§q+1

' d:'v='= sii2q+4,J'><1+3

23,- si O§i$q�024�0241,j==q+1,q+2

in; Si i=q,J'=q,q+1

rcj si i=q+2

djw si 'i=q+3

nm-; si i2q+4,;i=q+2,q+3

Como dz-w=ccz-paraq7é1},i+1ydqw=*se tienela tabla:

vo vq_1 vq vq+2=:c vq+3='w v,,+4 v,,+2

* * * �024�024 1:0 1:0 =¢< *

* D * �024�024 $'q_1 1IIq._1 * *

* * D �024�024 xq * * *

* . . . * D * . . . *

$0 £L'q...1 (B4 --°-- C] .�031I7q+2 .�031Bq+3 1L'.n+1

$0 1Eq_1 * -�024 11744.2 U .'L�030q+3 :l,'n+1

* * * -�024�024 .�031L'q+3 .�031Bq+3I D *

* o-- * * '�024�024_ * ... ...

* * * �034*-�03113n+1 $n+1 * * [3

Asiexisteu�254X,,+2ta.1qued;u=v¢paraz'7éq+1.

56



Ahora:

dqd.«u=dqv,-==n= si 2'<q

dqdqu = dqvq = :24 si 2' = q

di(dq+1u) = dq+1dq+2u = dq+1vq+2 = :c,,+1 si 2' = q + 1

dq+1dq+3u = dq+1"q+3 -�031�024'dq+1�031w= 2 Si i = �030I+ 2

dq+1d,;+1'U« = dq+]_'U,'+1 = * Si > q + 2 -

De lo cual se tiene [xq] - [1l7q+1] + [2] = O. D

3.91 Teorema (Teorema de adicién homotépica). Sea X un conjunto sim-

plicial punteado }401brante.Seay; E Xn elemento esférico para 0 3 2 3 n + 1 con

72 2 2 entonces en 7r,,(X) se tiene la ecuacién:

[yo] �024[$111+ [:12] - - - - + (~1)�035�034[yn+1] = 0

sf solo s1�031existe y 6 Xn.,.1 tal que d,»(y) = y,~ para 0 3 2 3 n + 1. �030

Demostracién.

Notar que si 72 = 1 el teorema de adicién homotépica se tiene por de}401niciéndel

producto en el grupo fundamental.

Veamos la implicacién reciproca:

Sea y E X,,+1 tal que dz-y = y,~ es esférico para 0 3 2' 3 12 + 1.

Para cada 0 3 q 3 12 �024�0241, como los elementos esféricos son caras combinadas pues

sus caras son todas triviales, existe wq tal que:

=2: si 0 3 2 3 q

: . .

3;; s1 2 2 q + 2

Sea zq ¢ dq+1wq- Aplicando e1 lema (3.90) a y, 2110 para q = 0 tenemos:

[Z10] �030[3/1] + [30] = 0

/\/ Para q > 0, note que cl,-wq = d,-wq_1 ; j % q,q + 1, dqwq = * , dq+1wq =

W zq , dqwq_1 = zq-1 y dq+1wq = yq+1, por el lema (3.90)

[Zq-1] - [yq+1] + [zq] = 0

57



para 1 3 q 5 n �024�0241. Obteniéndose las ecuaciones:

[yo] - [.1/1] + [zo] = 0

�024[«?o]+ [3/2] - [Z1] = 0

[Z1] - [ya] + [22] = 0

(-1)�034[zn�0242]+ (-1)�035[?/n]+ (-1)"�031�034[zn�0241]= 0

Asi: I n .

(~1)�035�034{zn-1]+ Z:(�0341)i[?/2']= 0
i=0

* si j < n �0241

>1: si = n �0241
Luego d,-'1_12,,_1 = _ _

d,,wn_1 = 2,,-1 s1 _] = n

yn+1 Si = 77' + 1

n+1 I

obtenemos �024[zn_1]+ [3/n+1] = 0. Asi §:(�024�0241)�035[y,-]= 0.
i=0

Para la implicacién directa:

Sea 31,- E X�035elementos esféricos para 0 3 2' 3 n + 1 tal que:

[yo] �024[211] + [3/2] - - - - + (�0241)"�034[3/n+1] = 0 '

Como y1,...,y,,+1 son caras combinadas con respecto a 0, existe w E X,,+1 tal

que diw = y,- ; 73 aé 0. Notar que dow es esférico pues didow = do'd;+1w = =a=. De los

pasos previos tenemos:
n+1

Z(-1)�031[dew]= 0
i=0 '

Y asi [dew] = [yo]-
Sea f : 6A[n+1] �024+X la aplicacién simpicialtalque f |doA[,,] = fdow , f [d1A[,,] = fyo

yf|d,-A[n]=5*....;.~i>.1 _ _

}401g/\) Veri}401quemosque la realizacién geométrica | f | : |6A[n + 1]] = 3A�031�030�034�024>[X] b

puede ser extendida a una aplicacién continua g : |A[n + 1]| = A�035*�0351�024�024>[X Sea

17*;IxA[n]�035�030�024"�024»°"1xs�031*=Ix(�024%]>£X"
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donde F es una homotopia punteada entre fdow y fyo esto es F |ox5n = fdow

Fhxsn = fyo 3�031F11». = 6... Considerar: - ~ .

N�034= {(t0st1:---atn+2) e R�034/ ti 2 0, Zn = 1}
' �030=9 .

n+1

I xxx�035:{(s,t1,t2,...,t,,...2) eR�035+'~�031/t.»2 0, Zn: 1, 0g 3 g 1}
i=0

Observe que.12_a,s_. dos primgras carasv de A�035�030�035son los subespacios V

d°A" = {(0,t1,t2, . . . ,t,,+2) e 1R"+2}n A"+1

d1An = {(to, 0,t2, . . . ,tn,+2) E JR�035-+2}}402AWH

De}401nela aplicacién continua

0 : I X A�035 �024> A""�035

(.S',t1,t2, . . . ,tn+2) *-> (3t1, -�030$)t1,t2, . . . ,tn+2) V

Entonces 9 es sobre y 4

% " »0�0301(d°A")g (0 x A") u (1 x d°A"-1)

¢9~1(diA") = (1 x A�035)u (1 x d°A�034")

0�0301(diA�035)= I x cP'1A"�0341para 2' 2 2

Por lo que se de}401neuna funcién > V i

�031 9 I N�034�024* IX! .

90�030-* |5"|(9"($))

Veri}401quemosque g esta bien de}401nidacon g|3An+x = | f

Caso I Si :13 E 13�035�034�0243A"+1.

Entonces la preimagen de 9 tiene exactamente un punto y g(:::) esta bién de}401nida.

(J CasoIISim�254d�030A";2�03122.

/E Entonces 0�0351(:c)E I X BA�035.Luego Mam,

9(w) = * = |f|($)
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Caso III Si a: e d°A�035.

Considerar lay ecuacién:

0(s,t'1,t;,, . . . ,t;+2) = (st�0311,'(1 ~ s)t�0311,t;,. . . , t;,+2) = at = (0,t1,t2, . . . ,t,,+2) '

Si t,- > 0 para cada 1 5 i 3 71+ 2 entonces s = O y t; = 15,-. En este caso,

I = l}401'K09t17t27- - ' 2tn+2) = =

Si uno de los ti es cero, entonces 6�0301(:c)E I x BA". En este caso

l13'|(9'1(=r)) = * = lf|($)

Caso IV Si :1; E d1A�034.y

Considerar la ecuacién: --

0(s,t(,,t�0311,. . . ,t;,+1) = (34,, (1 �024s)t(,,t�0311,...,t;,+1) = :0 =.�024(t0,0,t2, . . . ,t,,+2)

Si t,- > 0 para cadai aé 1 entonces s = 1 y t; = t,- para 0 3 z�0305 n+ 1. En este caso,

9(5):) = l}401'l(17t07t2>' ' ' 9tn+1) = |fyo'(x) =

Si uno de los t,- es cero, entonces 0�034(x)E I x BA�035.En este caso

l17�031l(9�0311($))=* = |fl($)

Por tanto g esta bien de}401nida.

Mostremos que g es continua, sea A un conjunto cerrado de IX Entonces |I:"|�0301(A)

es cerrado en I x A�035.Como I x A" es de Hausforff y compacto, |I7�030|�0311(A)es

compacto y asi g�0301(A)= 0(|I:�031|�0311(A))es compacto. Se sigue que g�0301(A)es cerrado

y por tanto y es continua. » - *

Ahora en forma simplicial la aplicacién f : 6A[n + 1] �024�024>X puede ser extendida

I (\/ a una aplicacién simplicial f�031: A[n + 1] �024->X. Sea z = f�031(a,,+1), donde a,,+1 es

elemento no degenerado en A[n + 1]. Entonces doz = dow , dlz = yo y d,-z =

>9: ; j 2 2. Sea 220 = z ,1); = w y vi = s1d¢_1'w = sly,--1 ; 2' 2 3. Estos elementos
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son caras combinadas seg}401nla. tabla

�030120 = z�030221 = w 113 = s1d2�030wS1d3�031l.Us1d4w �03031d,.,+1'w

I D dow -�024 =1: * * . . . *

dow g -- :4/2 ya :14 -.- 2/n+1 _

ya 91 El .742 :93 3/4 -- - yn+1

* g2 �024�024 [3 ae * . . . =1:

* y3 ~�024 * D ax .. . * . _

* . y4 �024�024-' * * D . . . * J

* 3/n+1 -- * * * . . . �030 D

Asi existe u tal que d,-u = 22,- ; 7} aé 2. Ahora _

'-- d1�031Uo=yo Si

d¢(d2u) = d1'u1 = y2 si 1} = q

d2v¢+1 = dfslyi = M S1 i 2 2 I

Con lo que finaliza la demostracién. D

Para un ciclo de Moore as 6 Z,,NIP�031,denota la clase de homotopia representando

a :1: en 7rn(IP).

3.92 De}401nicién.Sea X = {X,,}nZo un conjunto simplicial punteado: .

1. E1 cono.reducido de X se de}401neCX = {(C'X),,�024}n:0donde:

" (0X)n={(:v,q)/a:EXn-q; Osqsn}

�030 con (ac, q) identi}401cadosa =u<. -'

' (arq-1)para'O$z'<q
di 2 (C'X),, �024>(CX),,_1 ; d,-(x,q) = �031 _

. (dz'~q93,q) Para <1 5 1 S 7?

(:c,q+ 1) para 0 3 2' < q
32' = (CX)n �024>(C'X)n+1 ; sz-(W1) =

,\/ (3z'�024q$,4) para a s z�0305 n
Donde para :1: 6 X0 se considera d1(1:,1) = *.

Identi}401candoa: con (:23, 0) se tiene que X es un subconjunto simplicial de CX
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2. La suspensién reducida de X, XX de}401nidapor: EX =A

Consideremos la construccién de Kan sobre la suspensién reducida de X

02X = {(G2X)n}n,2o

donde (GEX),, es el grupo libre generado por:

�030 . (2X)n+1n �024 EX ,, = F �024�024�024�024�024�024(220 +1 {so« > )} o <G2X>., [s0((ZX)n)
De la de}401niciénde suspensién reducida (a:,0) = * en EX , V11: 6 X,,~q y so(:1:,q) =

(a:,q + 1) para q > 0 entonces

)n+1
~�024-�024-= ,1 E Xns0((2X)n) {(37 ) / 56 }

con (*, 1) como punto base.

(ZX)n+1 JGZJX ,, = F �024�024�024�024�024�030�031 [30((EX)n)
= F[{(w. 1) / 96 E X«»}]

I = F[X.n]

De la construccién de Kan:

dG2X($ 1) _ d1(:z:, 1)(d0(x,1))�0341= (do:z,1)(:1:,0)�0301= (dox, 1) si z'= 0

z �031 di+1(x9 = Si > 0

s?2X(:c, 1) = 3,-+1(:z:, 1) = (3,-2:, 1) para j 2 O

GEX denotado por F[X] es llamado construccién de Milnor para el conjunto V

simplicial punteado X. Entonces

1. E1 grupo F[X],, = (G2X).,, = F[Xn] es el grupo libre generado por Xn sujeto

a la simple relacién que el punto base es igual a uno.

(Estrictamente hablando e1 punto base de Xn es 33* = 1 donde X0 =

W
2. Las aplicaciones cara:

Cl,�0302 �024>F[X)n_1
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son homomor}401smosde grupos inducidos por di : X�035�024�024>X,,_1 ; 0 S 2' 3 n.

Las aplicaciones degeneradoras: ._ . . .. .

5i 5 F[X]n "" F[X]n+1

son homomor}401smosde grupos inducidos por s.~ 2 Xn �024�024>X,,+1 ; O 3 2' S n. _

3.93 Teorema. Si X es conjunto simplicial punteado entonces |F[X 2 S2E|X |.

Demdstracién.

Seg}401nla. realizacién geométrica |ZX | z XIX

Por el teorema (3.85)

|F[X]| = IGEXI 2 Q|Z�030X]2 QEIXI

E]

3.94 Ejemplo. Si 8" es la. n-esfera simplicial entonces:

|F[S�035][9.» 9218"] = 95�035�034 V

Particularmente se tiene |F[S1]| 2 (282

3.95 Corolario. Si 8�035es la n-esfera simplicial entonces:

7rq(lF[5"]|) = «q+1<s"+�030> 
Demostracién.

Del teorema (3.93) se tiene

I I 7Tq('F[Sn�034)= 7�031q(Q2lSn|)= '�035¢z(QSn+1)= "rq+1(Sn+1)

CI

Sea 81 = {S,1,}nZ0 la 1-esfera simplicial donde explicitamente 3; es dado por:

56 = {*}

Sil = {s0*a 0}

F 8% = {s('*;*, 300, 310}

83} = {s3*, 32510, 32300, 31300}

S,{+1 = {s{,�030+1*,:I:o,...,:1:,,}; :I:,- = s,,.. ..§,-...,soa " S
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Las aplicaciones Cara:

d; : 8,1,�034= {s3+1*,:z:o, . . . ,x,,} -4 8,1, = {s3*,:z:o, . . . ,x,,_1}

d,-s{,�031+1*= 53* -

33* si j-�024A-�0241L=Oéi=j+1==n+1

d,-:cj=d,»s,,...§,-...soa= 9;]. sij<z�030

IL�030j_]_Si

Aplicaciones degeneracién:

s,- : 8,1, = {s{,�030*,:1:o,. . . ,x,,_1} ~+ 8,1,�034= {s3+1*,:z:o, . . . ,.1:,,}

A :z:,- si 3' < 2'
8,;1I3_7'--3,'8n..1...$_7'...3o0'= . _

1:,-+1 s1 j 2 z

De acuerdo a |F[81]| 2 932 la construccién de Milnor F[S1] es un modelo de

grupo simplicial para (232.

Como una secuencia de grupos F[S1],, es el grupo libre de rango n generado

p01�030(I20, 931, . . . ,IL�030,,,..1.

Usando transformacién de Tietze se puede cambiar la base de F[S1],, y por tanto

reformular las caras d,- de una manera canénica.

Si yo = Ilioillfl, . . ., yn_1 = £l7n_1£L',:1 , yn 7: 12,-, en F[v31]n+1

Claramente {yo,y1, . . . ,yn} es un conjunto de generadores libres para F[81],,+1

condky,-ysky,~para0Sk$n+1,0gjgndadasporz _

1/:41 si k < j + 1

die!/j = dk(1�0317j$;331)= 1 Si 16 = 3' + 1 (3-7)

yj Si is > j + 1

Similarmentez '

y,-+1 si 1:: < j + 1

Sky; = 3ljyj+1 Si 79 = J + 1 (3-3) '

yj Si k > + 1 �031

Donde y_1 = (yoyl . . .y,,_1)�0301y en esta férmula ac,,+1 = 1.

Bajo el sistema de generadores de los yj las caras d,- ; 11 > 0 son aplicaciones
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proyeccién en el sentido que d,- lleva y,~_1 en 1 y los otros generadores en gener-

adores de F[S1],, reteniendo el orden. La primera cara do dj}401erede las otras en

el sentido que do lleva yo en el producto de elementos (yoyl . . . y,,_1)�0301y los otros

generadores yj a 3/J-_1 para F[S1],,,.

Por otro lado sea l3�030,,+1e1 cociente del grupo libre F(zo,z1,...,z,,) sujeto a la

relacién singular 20.21 . . . 2,, = 1.

Sea 23- la imagen de zj en }401',,+1.Cuando usemos los generadores 2,- escribiremos

I:�030,,,+1= }401�031(;2o,21, . . . , 2n) claramente se tiene:

15,,�03422 F($o,z�0341,...,2,,)

es un grupo libre de rango n.

Inmediatamente F = {I37,,+1}n>o es un grupo simplicial. Con caras:

23,- si j < Ic

dkéj == 1 si j = k

2?,~_1 si j > is

Degeneraciones:

29,- si j < k:

skéj = 2,~2,.+1 si j = Is %

2,-+1 si j > k

Ahora considerando los homomor}401smosde grupos gbn : I3�030n+1-�024+F[S1],, dados por

¢n(2o) = ((yoy1~--yn_1)�0311)y ¢n(2j) = 3/J--1 ; 1 S j S 72 se tiene: �030

1?�0312* F[S1]

gm   u
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4. MATERIALES Y METODOS

Materiales:

Este trabajo no esta sujeto a experimento de laboratorio, sin embargo se ha desar-

rollado sobre la base de textos, papers, articulos, software especializado y experi-

encias propias en algebra y topologia algebraica adecuandolos a nuestras necesi-

dades.

También se ha usado material de tipo técnico en el disefio e impresion de los

informes trimestrales y }401nal.Toda la informacién ha sido procesada en una com-

putadora personal usando una distribucién Latex para Windows XP y un visor

Adobe Acrobat para pdf, en concordancia con las directivas vigentes, mediante el

cual se han editado todo el formulismo matematico y elaborado los esquemas y

dibujos relacionados a los diversos temas desarrollados.

Métodos:

Luego de realizar la recoleccion de datos necesarios para la investigacién. Los

métodos usados en la discusién de este trabajo son clasi}401cadosen:

1. Inductivo

2. Deductivo

3. Inductivo�024Deductivo

Elmétodo deductivo es conciso y logico que permite desarrollar la teoria de con-

}401guraciones,homotopia simplicial y trenzas Brunnianas en forma concreta. y or-

denada.

E1 método inductivo-deductivo ha hecho posible mostrar el desarrollo del formulis-

�024 mo que describe los conceptos, asi�031como también e1 analisis de las soluciones para

A/ los ejemplos presentados.

{ - En conclusion estos métodos han permitido que el trabajo tenga contenido y may-

or claridad.
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5. RESULTADOS

5.1. Grupos de homotopia 1r,,(S2) en el centro de grupos

cociente de trenzas puras

5.1 Proposicién. Los homomor}401smos:

F[8�030]n�024+(s"?1P)n ; yi �024»A2'+1,n+1 , 0 s 1 s n �0241

inducen un isomor}401smode grupos casi simplicial F[81] '-�030�031�024=Q1?�031

Demostracién.

Primeramente la Cara iterada dg�034: PM; �024+P0 = 1 es la aplicacién trivial. La

}401ltimacara dn+1 : PM; �024�024>Pn es dada eliminando la }401ltimacuerda.

Asi el grupo (§2IP�031),,= Ker(d,,+1) es libremente generado por A,-,,,,+1 ; 1 3 z�030_<_ 72,.

De las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5) tenemos: .

�030 A¢_1,n Si kl <�031i

dkAi,n+1 = 1 si k =2�031

A5,�035 Sii<]�254<7l+1

A¢+1,n+2 si 1 3 k < i

5kAi,n+1 = Ai,n+2Ai+1,n+2 Si '9 = 73

A5,n+2 Sii<k<'n+1

Comparado con las ecuaciones (3.7), (3.8) el homomor}401smo:

F[S1]n-�034�0313 3/i�034)Ai+1,n+15 Sn"1

Induce un isomor}401smode casi grupos simpliciales. D

5.2 Corolario.�030Sea 1?�031el grupo casi simplicial entonces:

7rn(1P�031)E 1r,,(S2)

Demostracién.

%W 7Tn(P) T�0307rn-1(5)?) 9: 77n�0241(F[S1])

�024�034=�0317rn�0241(|F[5�030]l)
g �030ll�031,-,,..1(QS2)

g 7rn(S2)
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5.3 Lema. Sea :15�035: P�035�024+P�035el automor}401smodado por ¢,,(a:) = on_1a:a;l1 '

entonces en IP�031se tiene:

¢n_1d,; Si < Tl �0241

dz�030¢n=dn Si

d,,_1 si 71 = n

Demostracién.

' Para1$z'<j$nsetiene:

¢n(/ha) = 0n�0241Az'.z'�254�031;31
= a,,,._1a,--10,--2 . . . o',~+1a§0,-�030+11. . .0j�030_12aj�035_11c7;_1_1

~ 145,1�030

= Am si1§7}<j=n�0241

An-1,nAi,n_1A,_,-:1,�035Si 1 S < = TL

En particular tenemos:

¢n(Ao,j) = an-IAOJ/�030Z31'
= CTn_..1(0'jO'j+1 . . . 0',-,..2O',?___10'n._2 . . . 0'j)_�0311(0'j_.1. . . 0�03120'§0�0311. . . 03-1)-�0241O',;11

Ao,j Si < n �030�0241 ' _

An-l,nAO,n-1Aq:l1,n Si :71�030

Para k > 0, usando la estructura simplicial cruzada B se tiene:

dk¢n(/W) = dIe(0n�0241A«;a�030<�031Z31)

= dk0n�0241dk.a,._1A¢,jdk.(a,._1A;,j)0;l1

= dk0'n-1dIc.a,...1 Az',jd1c.a,,-10;f1 '

XV 0n�0242dkAi,j0r:2= ¢n�024-1(dkAz',j)Si '9 < 7�030* 1 _

= d,~,,A,',j Si [E7 = 71. �024-1

dn_.1A,;,_,* Si k = 71
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Pam is = 0 tenemos:

¢n�024-1do(Ai,j)= ¢n�0241(A-i-1,j�0241)

A,:_1,,--1 si1gi�0241<j�024�0241<n�024�0242

A,--1,,,_1 silgi-1<j�0241=n�0242

_ A,,_2,,,_1A,»,,z_2A;i2,n_1 si 1 _<_ 1- 1 < j - 1 = n �0241

- A04 siO=2'�0241<j-1<n�0242
A0,n�0241 ' si0=z�031�0241<j�0241=n�0242

�031 A,,_2,,,_1A.,,,,_2A;12,,,_1 si 0 = 2�030�0241 < j - 1 = n �0241

A,--1�031,--1 si15z'<j�0241<n�0241'

= A,-_1,,,-1 si z'S2'<j=n-1

A,1_2,,,-1A,«,,,_._.A,j12,,,_1 si 1 g 1' < j = n

. = do¢n(Az�031,j)

E]

5.4 Proposicié}401.El A-grupo IF�031es }401brante.

Demostracibn.

Sean 11:0, . . . ,:1:,-_1,:c,'+1, . . . ,:z:,, elementos de P,,_1 caras combinadas respecto de 2'.

Como P0 = P1 = 1 podemos suponer que n �024-1 2 2.

Caso I: 11 < 77,

La }401ltimaaplicacién degeneracién s,,_1 : P,,_1 �024�024>P,, esta de}401nida.

S1�031y,- = a:,~(d,-s,,_1x,,)�0341; O 3 j _<_ n , j 751' entonces:

Los elementos yo, . . . ,y,-_1,y,«+1, . . . ,y,,_1 son caras combinadas respecto de 2'.

yn = :vn(dnsn..1xn)"�031

�031 = :v,,a:;1

= 1

,\/ dn�0241yj= dn�0241(f0j(djSn�024-1-�031l»�030n)�0241)

/[ = dn�024~1-�031Bj(dn�0241dj$n-�024193n)'1

= dn�0241$a'(djdn3n~1$n)�0311 .

= dn�0241$j(dj$n)�0311
= 1
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puesto que a:,- ; j 3 n - 1 , j aé 2' son caras combinadas entonces A

yo, . . . , y,--1, y,»+1, . . . ,y,,_1 son caras combinadas respecto 12 en (Q]I�031)n~2= F [S1],,_2. V

Como F[S1] admite una estructura de grupo simplicial, es fibrante.

Existe w E (Q1P�031)n�0241= Ke'r(d,, : P�035�024�024>Pn_1) tal que:

V d,-(w)=yjpara0§jSn-�0241,j7éz'.

d,,(ws,,-1a:,,) = a:,,

. d,-(ws,,_1a:,,) = d,-wd,-s,,_1:z:,,

= 3ljdj3n�024193n

= a3,-(d,-sn_1a:,1)�0301d,-s,,_1:m

= 92,- pa,ra0§j$n�0241conj7éz'

Caso II: i = n «

Si :30, :32, . . . ,a:,,..1 E Pn_1 son caras combinadas respecto de 17,. Podemos suponer

que n 2 4 puesto que P0 = P1 = 1 y P2 = (f2]P�031)1= F[81]1 y F[S1] es }401brante.

Vea.mos yo = gbn_1(:1:o),y1 = d>n_1(x1), . . . , yn_2 = ¢,,_1(w,,_2),y,, = :z:,§_1 son caras

combinadas respecto de 72 �0241.

Para0_<_j<iSn�024�0242

d}402li= da'¢n�0241($z')
= ¢,,_2dj(a:,-) ; por lema (5.3) _

= ¢,,_2d¢_1(:c,-) ; por ser acj caras combinadas

= d;_1¢,,_1(:I:,») ; por lema (5.3)

= dz�030�0241Z/j

A}401nmaspara0$j$n�0242

djyn = dj($n~1) '
= d-n�0242(37j) '
= dn�0241¢n-�0241($j)

7% _ = dn�0241?/J�030

5 Luego yo, y1,. . . ,yn_2, 3;�035son caras combinadas respecto de 72 �0241.

Del caso I, existe un elemento w E P�035; cl,-w = y,« para j aé n �0241.
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Consideremos e1 elemento <15; 1('w) E Pn.

Para0§j §n�0242setiene:

¢>n-1d,~¢;�031w= d,-¢n¢;�030w
= djw .

. = yj

= ¢n�0241-�03113j

De este modo d,-¢;1w = :3,-.

Como dud)�035= d,,_1 tenemos dn = dn_1¢;1 entonces:

xn-1 = yn = dnw : dn�024l¢_1w

Esto completa la demostracién de la proposicién. �030 E,

El siguiente corolario se tiene de las proposiciones (3.76) y (5.4)

5.5 Corolario. 1r,,(1P�031)es un grupo abeliano para 17, Z 1. V

5.6 Proposicién (Teorema de extensién central). Para cada n, 7rn(1P�031)esté,

contenido en el centre de P"
BnNIP'

Demostracién.
Z,,N]P�031

POI�030de}401nicién7l'n(IP) = .

Es su}401cienteprobar [93, AM] 6 B,,N1P�031para cualquier :1) E Z,,NIP�031; 1 3 2�031< j _<_ n.

Como d,-cc = 1 ; 0 3 j 3 n. Entonces los elementos:

$0 = 17:31 =19"'9xi�0241= 19ri=$7xi+2 = 12-«-:xn+1 = 1

son caras combinada respecto de i+1.

Como IP es un A-grupo }401branteexiste un elemento y E P,,,+1 tal que d,-y = a:,- ; j 79

i+1, esdecir d,~y=1 paraj7éz',i+1yd,-y==x.

Si 212 = [y, A,-+1041] entonces:

V djw = dim!» Ai+1,j-e-1])

�031 = [d131, djA2�030+1.J'+1]

[17 djAz�030+1.1'+1]= 1 Si .7 75 3}�031;+ 1

= [12, A.,;�031j] Si =

[dz'+1?/2 di+1Ai+1,j+1] = [dz'+1?J» 1] S5 j = i + 1
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Luego por la proposicién (3.76) se tiene [37, AM] 6 B,,,N1P�031. ' D

Ahora considerando un grupo G�031,denotemos por Gab la abelianizacién de G esto

es G�034= Tomando la abelianizacién del complejo de cadenas de Moore -

(NIF�031,do) tenémos la siguiente aplicacién del teorema de extensién central.

5.7 Teorema. Existe una descomposicién:

H,,((N1P�031)�034�035)g 7r,,(S2) ea An

para cada n donde An es de torsién libre.

Demostracién. .

Por la proposicién (5.6) existe una extensién central:

Z,,N1P�031 N P �030

Ems �034*3% 3* B"-1�035�035= d°<N~�034�035>
Como Bn_1NIP es un subgrupo del grupo libre Ker(d,,-1 : P,,_1 �024->P,,_2) resulta. .

que B,,_1N]P�031es un grupo libre, luego existe un homomor}401smo:

N I?�031 -' .
8 2 Bn_1NP �024?BTZLN-T13; ; dos = 2d3n_1N1p

Existe una descomposicién producto:

N P Z,,NIP

P sto Z�035NPsté 11 e1 entro de Nnpue que Bnmp e e c BnNP.

Existe una descomposicién:

n]P �034"(51%) * Ms?) as <B1-1NIP>abL
Ahora del diagrams. conmutativo del complejo de cadenas de grupos:

N ... �024+ N,,+1]P�03119» N,,,]P�031 3% N,,_11P�0315%

1 9 1 <1 1 4 1
�024» (N,,+1IP)�034�0351°» (N,,1P�031)�034"�0301% (N,,_1IP�031)�034�035-�030E

Tenemos: q(B,,NIP) = Im (dof (N,,+1]P�031)�034�035�024>(N,,]P�031)�034b).
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De este modo la composicién:

¢1 ab YI«]P)ab
Nnlp �024-) �024-) -Im: (Nn+1]P)ab _-) (NnP)ab)

. , . N,,1P �034"
se factonza a traves del grupo coc1ente �024B�024�024j\�0247Ede N,,IP�031.

'71

Nn]P ab I

Por otro lado sea p : N,,IP�031-�024+ I-3-]-V? e1 homomor}401smococ1ente.

Entonces p se factoriza a través de la abelianizacién: V

q : N,,1P> �024»(N,,1P�031)°�035

Como la composicién:

N P �034�035N,,+1IP 5% N,,]P�0313» (-E�024;:�0311�030W>

. . . ., . Nnlv �034�035. ,
es trmal, la aphcacmn coc1ente p 2 Na]? -�024+ �024�024�024�024�024se factorlza a traves de

BnNIP�031

 (Nn]P)ab
Im (do = (Nn+11P°)�034"-> (NnIP)�034�035)

' (N,,1P�031)�034�035 N,,IP° °�035
Luego ""�030:'_"�024'T'�024*"'Tg "�024"�03117" (do I (Nn+11P�031)�034�024�031(Nn1P�031)�034) BnN1?�031

Ker (do : (N,,]P�031)�034"�024>(N,,_11P�031)�034")
p d}401"�031n N�035ab =__._.___._.___.___._

01' e I11C1OIl H ) Im (do : (Nn+1]P)ab __�031(NnP)ab)

La composicién:

ab
ms�035)2 H,,(NIP�031)2'» H,.((NIP�031)�034")«_> (%) 1» 1r,,(S2)

TL

I NWIP ab rv 2 V b �030'donde q : -B�024Z~V$ = 7r,,(S ) x (Bn_1N,,]P�031)�034�024>7rn(S2) es la proyeccmn.
Tl

Existe una descomposiciénz

*\/ Hn((N1P)�034"�031)§7rn(S2)®An
donde An es isomorfo a un subgrupo del grupo abeliano libre B,,_1N]P�031. D
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5.2. Relacién entre grupos de trenzas Brunnianas y grupos

de homotopia de la esfera S2

Accién de conjugacién de trenzas sobre IF�031

Sea: X�035:�030P,,�024�024>Pn : X,,,c(}402)= ak}402aglla accién de conjugacién de ck sobre P,,,.

Sea 0 : Pn �024->P,, e1 automorfismo de}401nidoen el lema (3.61).

5.8 Proposicién. Las siguientes propiedades se tienen en 1P:

1. dozlfak = X,k_1do para k 2 2.

2. dozlgl = 0019

3. Si Bu act}401asobre {1, 2, . . . ,n} a travez de su cociente en el grupo simétrico

Sn. Entonces d�030fX,k= Xdia_1,,kdE:,k para 19,2�0302 1.

Demostracién.

1. Tenemos d0Ai�031j= A,~_1,,--1 para 1 3 11 < j.

Xak_1dO(AiJ) = <71.-,�024-1Ae�0241,j�02410';:_11Para 1 S i < J 7 k 2 2 M

A¢_1�031j_1 Si [C 7e - 1,i,j �024

Ai~1,k Si = k

.4,�030-__11,k.A,;_1,k_.1/1,'_1,kSi = [C + 1 , < k

V Ak_1,],,

Ai,j_1 Si

A;§_1Ak-1,j_1Ak,j_1 Si = k + 1

d0�030x°�031k(A�031iaj)= do0kAz�031,a�0300§1

d0Ai,j Si k7é7;_�030197;:j_]-aj

doAz',Ic+1 Si J = 76 .

W __ doA,;,§+1A¢-,kA¢,,,+1 si j ==k+1 , z'< k

do/1k,k+1 si j=k+1, z�031=k

d0A;+1�031j Si

doA,:_+1_1,jAk,jAk+1,j Si 1: = [C + 1
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Luego d0XUk (AM) = Xt7k�0241d0(A¢'.J')

2. Paraj>z'22:

9do(Am�031)= 9(Ai�0241,j�0241)

_ Ai_1,j_1 Si 3 S <

A1�024;__1A0,j_1A1,j._1Si '5 = 2 <

doXa1(A4,j) = do0'1Az',2'0f1

doA,-J Si 1752'-1,i,j-�0241,j

doA.,-,2 si j = 1
. _ doA;:21A.,',1Ai,2 Si = 2 , < 1

doA1,2 . Sij=2,7}=1

d0Ai+1,j

�030 Si = 2

- ._ A¢_1�031j-1 Si 3 S <

AI,}-1Ao,HA1,,--1 si 2' = 2 < J

Luego dQXg1(Ai�031j)= 9do(A¢,j) ; 2 _<_ '5 <

Para 2' = 1 tenemos:

A ¢_ ' ' 2
do/1"a1(A1,:�030)= 1,] 1 ST >

. Am s1 3 = 2

Por otro lado para 3' > 2 se tiene: (

9do(/11,1�030)= 0(A0.J�031�0241) %
= 9((Aj�0241,jAj-1,j+1- - - A:'�0241.n)�0301(A1,;'�0241A2,j�0241~ - -A:'�0242,j~1)"�031)

= 9((Aj�0241,1- - -Aj�0241,n)�0311(A2,a'-1- - -Aa'�0242,j�0241)"1)9(A1,j�0241)�0311

= (A:'�0241.:'- - -A:�030�0241.n)�0341(A2,2�030�0241- - ~ Aa"�0242.j�0241)�0351(A1.j�0241)�0301AcI}_1A1,j�0241
71/ = A1,j-1) _
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En Pn tenemos:

A -40,1-4o,2Ao,3 - - - 140,77. = do(A1,2A1,3- - - A1,n+1)

= do(A6,i)
= dodo(A;%)
= dod1(AI,§)
= 1

Luego:

0do(A1,2) = 0(Ao,1)

= 6(Ao,2Ao,3 . . . Ao,,,)�0301

= (A1,2A1,3 . . .A1,,,)�0301

�030 ? 140,1

= do-�031C'a,(A1,2) �030

De esta manera queda probado(2)

3. Usaremos la estructura de grupo simplicial cruzado de B para. calcular las

aplicaciones Cara cl? ; i > 0 sobre cbnjugaciones. Sea ,8�030e1ementoen P,,

entonces

d3) (�034MOE1) = d§3�0241(0Icr30�030E1)

= d£3-1(0k)d?i�0241).a,c(50I:1)

= dz$�0241(C�031k)d5�0241).ok(:3)dg�0241).(okp)(0I:1) I

= d?�0241(0'k)d?z'�0241).ok(,3)d5�0241).a,,((71?)

Donde Bn act}401asobre {O, 1, . . . ,n �0241} a travez de su cociente en el grupo

simétrico Sn.

De 1 = d£3�0241(0k0I:1)= d?�0241(Uk)d3�0241).ak(�0307I:1)

tenemos dg_1)_ak(a,j1) = df_1(ak)�0301. I

(/ Luego:

[ d?XUk(}402)= d;"(owa;�030)
= dzB�0241(¢7k)d?e�0241).a,c(m(d£1(�0307k))_1

= d?�0241(0k)d]E).ak(I8)(d?�0241(Uk))_1

= Xd?_1(ak)dEak(}402)
CI
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5.9 Proposicién. La accién de 0 sobre Pn satisface las siguientes identidades:

1. 0X,,l0 = X,,19X,,.

2. 926',�030= Xa}402para 2' > 1.

Demostracién.

Como en la. proposicién (5.8) 9(Ao,,-) = AM para j 2 2.

1. Veamos X,,0X,,,(A,-,,~) = 02(,,,0(A,-,,-) ; 1 3 2 <j 3 n.

Como los A,-J ; 2 > 2 son }401josbajo X01 y 0.

A Bastaré probar para 2 = 1 y 2' = 2; en efecto,

Cuando 2' = 2 se tiene X,,1(A2,J-) = AiJ1.A1,,-A2,,- por ellema (3.38): V

X<r10Xo1(A2.J') = Xa19(A§§A14A2,j)

= _Xa19(A2',})9(A1,j)9(A2,j)

= Xa1(A§,§AI,,1-Ao,1A1,jA2.j)

= A§}A1',§Ao,jA1,jA2.j
puesto que A0,,-,A1,,-, A2_,- son }401jadosbajo 26,,

Por otro lado: _

0X<710(A2,J') = 0X01 (A11) 2

= 9(A2',,1-A1,a'A2.7')
= Ag-";3A~1:_g5Ao,jA1,jA2,j

Luego: 0/Y¢710(A2,j) = Xd10Xd1(A2:j)

De la misma forma se prueba:

0�031Y010(A1».�030i)= X010X01(A1,j)

W 2. Para2' 2 2:

Como e1 subgrupo (Aw / 2 3 s < t 3 n) es invariante bajo la accién de X,�030

y 0(As,t) = A�035para 2 3 5 < t 3 n tenemos:

Xai0(A3�031t)= 0X0"-(As�031t)2 3 3 < t S TI
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Paras: 1,t7$i,z'+1 cont> 1:

Xa;0(A1,t) = Xcn(A1�024,%Ao,tA1,t)

= A1�024,%Ao,tA1,t

= 0X,�030.(A1,t) '

Para 3 =1, t=z'se tiene:

A9-95¢,-(A1,t) = 0Xa;(A1,i) = 0(A1,i+1)

= Af,3+1Ao,i+1A1,z'+1 4

Xa¢0(A1,t) = Xa;(A;,:A0,tA1,t) = A1�024;+1Ao,¢+1A1,i+1

Paras=0,t=z'+1cont>1: _

9Xa.-(Ao,zf+1) = 0(A3,:+1Ao,z'Ao,z�030+1)

= A;-,%+1A1,iA1,z'+1

Xa.-9(Ao,z�030+1)= Xa.~(A1,i+1) = +1A1,iA1,z�030+1

I-419803 OX0.-(A0,z'+1) = Xa;0(A0,i+1)�030

Como:

A0,i+1 = (A4i+1,i+2Ai+1,z'+3 - - - A-2'.+1,n)-1(A1,i+1A2,1'+1 - - - Ai-1,i+1)�0241

A1,¢+1 = A3,}+1(Ai+1,i+2Ai+1,z'+3 - - -Ai+1,n)_1(A2,i+lA3,z'+1 « - - A1�030-1,z�030+l)_1

Para .9 = 1, t = 2' + 1 con t > 1 tenemos:

. Xe.-9(A1,z'+1) = 0x05 (A1,z'+1)

D

De las proposiciones (5.8) y (5.9) tenemos:

5.10 Corolario. Existe una representacién:

. : <I>:B,,+1�024�024>Aut(P,,): <I>(a,-)={ 0 Si 1:1 I
X,,�030._1si i> 1

3/ Aun mas de la proposicién existe el siguiente diagrama conmutativo:

Pn+1 £3�031Pn+1

�030 �030*31 H5
P�035*3?) 13,,

para cada B E Bn+1.
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Ahora considerar la }401braciénde Fadell-Neuwirth: V

(C �024Q,,_1) �024>Conf(<C, n) 31*» Conf(<C,n �0241) ,

Donde p1(.1v1,...,x,,,) = (932, . . . ,x,,) y Qn_1 es punto base de C'onf(<C, n �024�0241) con-

sistiendo de (n-1) puntos distintos elegidos y }401jadosen C.

Como d1 : P�035�024->P,,_1 es inducido por:

pl, :P,, = 7r1(C0nf(C,7i),*) �024�024>P,,_1 = 7r1(C'o'nf(<C,n �0241), *)

donde e1 punto base =u< = (q1, . . . ,qn) de Conf(C, n) es elegido y }401jadocon q,- ER or-

denado por (11 < < qn, Ker(d1) es el grupo libre de rango n �0241 generado .

por Au para 2 gj 3 n.

Sea B,.,_1 el subgrupo de B,,, generado por oi ; 2 S 2' 3 n �0241 por el lema (3.38) la

accién de conjugacién de B,,_1 sobre Ke'r(d1) seré:

A1,j Si

X0k(A1aj) = 0IcA1,a�030(<7k)"1= A1,k+1 Si J" = k (5-1)

A;,1c+1A1,kA1�031k+1Si = k +

Sea Fn el grupo libre de rango n con generadores libres 51:1, . . . ,a:,,.

La representacién de Artin de Bn es dado por el homoinor}401smo:

xj si j 96 k, Is: + 1

Q 2 B�035�024>A�031U,t(Fn)Z ¢(0'k)(.�031)3j)= ;z;k+1 si = k

a:;i1:vk:1:k+1 si j = k + 1

De la ecuacién (5.1) tenemos la siguiente proposicién:

5.11 Proposicién. La accién conjugacién de B,,_1 sobre el Ker(d1) con los gen-

radores libres {Am-}2SjSn es la representacién de Artin de I§,,-1 E Bn_1. �030

En 1a de}401nicién(3.42) se dan los grupos de trenzas Brunnianas Brun,,(M) para

/\/ un espacio topolégico de Hausdorf M.
I) .

5.12 Proposicién. Sea 3 es una trenza Brunniana de n-hebras sobre S2. Sin 2 3

entonces ,6 es una trenza pura.
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Demostracién.

Si ,6 .es.una trenza Brunniana de n-hebras sobre S2 entonces [3 es un ciclo de

0onf(S�031,n) , . _Moore en 7r; �024�024�0243,�024--�024y as ,u([3) es un c1c1o de Moore en 8 �024{Sn+1}n>0.
n - .

Realizando algunos célculos se tienen ZINS = S2 y Z,,_1NS = 1 para 72. 2 3 por

lo que se tiene el resultado. D

Ahora considerando e1 subgrupo de trenzas Brunnian Brunn de Bn dado por:

�030 71.

~ Brunn = }402Ker(d§" : 19,, �024+P,,_,)
i=1 .

Si I7',,_1 denota e1 subgrupo Ker(d1) de Bn con generadores libres AM ; 2 3 j 3 n.

Entonces Brunn es un subgrupo de 13�030n_1.Variando n, F,,_2 es considerado como

el subgrupo de 1721-1 generado por AM ; 2 5 j _<_ n �0241. Entonces Brun,,..1 es

considerado como el subgrupo de F,,_1 de la siguiente forma canénica:

Brun,,-1 <1 1~:�030,,_2<1 I7�030,,_1

Bru'n,.,,_1 es subgrupo de I7',,_2 el cual es subgrulpo de I7�030,,_1.Luego Brun,,_1 es

subgrupo de F�030,,-1. �030

Considerando las aplicaciones cara d,- = d? : Pn �024>P,,_1 ; 2 3 i 3 n tenemos:

A1 J�030 Si < �030I;

di(A1,j) = 1 si j =7}

A1,j_1 Si >

E1 homomor}401smode grupos d,'| ,:«n_1 : F�030,,_1�024�024>I7�030,,_2puede describirse:

A13 A13 . . . A1,¢_1 A1,; A1,,�030+1. . . A1,�035,

l l l l l i (5-2)

A1,2 141,3 - - - A1,i-1 1 141,2�030 - - - A1,n�0241

' 5.13 De}401nicién.Sea G un grupo y sea 5' un subconjunto de G. Un subgrupo H de G

W se denomina generado 'normalmente por S si H es la clausura normal de .5�031,

es decir, cualquier elemento y sus conjugados en H son productos de elementos

en S�031.
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5.14 Lema. Sea S un conjunto de generadores para Brun.,,_1. Si n 2 3 en-

tonces Brunn es el subgrupo de F�030,,_1y normalmente generado por los conmuta-

dores [a:,A1,n] ; II? E S.

Demostracién.

Para n = 3 se tiene la a}401rmaciénpuesto que BTUTL3 es el subgrupo conmutador

de F�030;el cual es normalmente generado por [A1,2,A1,3].

Supongamos que n > 3.

Sea C�031e1 subgrupo de 13�030,,_1que es normalmente generado por [:z:,A1,,.] ; .7: E S�031.Para

cada an E S Q Brun,,,_1 tenemos = 1 ; 2 3 2' 3 n �024-1 entonces:

cl,-[ac,A1,,,,] = [dz-(:v),d,-(A1,,,)] = [1,d,-(A1,,,)] = 1 ; z E S , 2 3 2�030S n - 1.

Como d,,(A1,,,) = 1 tenemos V

dn[$,A1,n] = [dz-(~�031v),dz'(A1,n)]= [dn(w),1] = 1 ; 1: 6 3

Como Brunn es un subgrupo normal de I7',,_1 , C�031<_Z Brunn.

Para probar que 0 = Brunn bastaré. probar que la composicién:

- F _
Brunn <-+ Fn_1 �024+�024'�030-�024l

C

es trivial. A

En efecto sea 21) 6 Brunn. Como F,,_1 es el producto libre de F�031,,_2por el sub-

grupo Z(A1,,,) de F',,_1 generado por A1,�035y w admite una (mica descomposicién:

w = A'1fnw1A'f,,w2 . . .A'1jnwt

tal que: �030 .

1.w,-eF,,_,;1gjgt _ _

2. l,~�254Z;1_<_j§t

3.w,»;é1;1_<_j$t�0241

;/ 4.1,-#0; 2gj_<_t �031
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Para cada 2 3 i 3 n �0241 en F,,,_2 tenemos:

1 = d;?(w)
= di(A�0311fnw1A�0311f,,w2.. . Alljnwt)

= �030' ' Al1t,nd5 (wt)

Entonces del homomor}401smo(5.2) d,-(A14-) E F-�030,,_3; j 3 n �024-1.

Entonces d,~(Fn_2) Q I7�030n_3,luego di(w,-) 6 I7�031,,_3; 1 3 j 3 t

Como I_7�030,,_2= I7�030n_3>o<_Z(A1,,,_1)es el producto libre tenemos:

dz'(w.7')=1§ 2sz'sn�0241,lsjst

Es decir w,- E Brun,,_1 ; 1 3 j 3 t y A'1",�030L�035"+"'+"= 1

Estoes l1+l2+...+lt=0

Aplicando la }401ltimafuncién cara d.,, a w del homomor}401smo(5.2) tenemos d,, (w,-) =

w,- para cada j y d,,(A1,,,) = 1

Entonces tenemos la ecuacién �031LU1�031l1)2. . .112; = 1. '

Para a,_b E I7�030,,_1,escribamos a E b si la imégenes de a y b en el grupo co-

. Fn-1 .
c1ente �024C�024son las m1smas.

De la de}401niciénde 0 , [a:,A1,,,] = 1 ; cc 6 S. Luego

V a:A1,,, E Amsz: ; x E S -

Como S genera Brun,,_1 tenemos 'uA1,,,, = A1,,;v para cualquier palabra. v 6

Brunn_1

Luego: '

U} = A�0311fnw1A�0311fnw2. . . Alfmwt

E A'f�031,�030f'2+"'+l�030w1w2. . .wt

= wlwg . . . wt 1

= 1

De este modo w E C entonces C C_I Brunn

V Por tanto C = Brunn prueba e1 lema. D

5.15 Lema. Para cada n se tiene que BnNIP° es subgrupo normal de B�035.
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Demostracién.

Sea a: E B,.N1P veamos que akxcrgl E B,,N1P

En efecto, existe y E N,,+1]P�031tal que do(y) = ac.

Podemos considerar ok+1ya,;_:1 6 PM; para cada 1 3 Is: 3 n - 1.

Por la proposicién (5.8) se tiene d,'(ak.,.1ya,:i1) = 1 ; 'i > 0 con

do(<nc+1y0;+11) = do«Ya.+.(y)

= X0kd0(y)

= Xakx

= akxogl .

Asi akxogl E B,,N]P�031para cada 1 3 k 3 n -1. . '

Por tanto B,,NIP�031es subgrupo normal de Bn. �030 D

5.16 Lema. Para cada n se tiene que Z,,NIP�031es subgrupo normal de Bn.

Demostracién.

Sea 2: E Z,,NIF�031veamos que akmagl E Z,,NlP�031para k 2 1.

En efecto de la definicién Nn]P�031= Brunn grupo de trenzas Brunnian en n-hebras,

es un subgrupo normal de B�035.

X,�035= okacagl E Brunn = N,,IP�031; k: 2 1

Por la proposicién (5.8) �031

. .. . X =1 'k>1doxak = �0307k�0241d0($) Sf�030

6dg(:v) = 6(1) = 1 s1bk = 1

Luego 05220;�030= X,,k(:c) 6 Z,,NIP�031; Is: 2 1. D

Sea d�035: B�035�024->B,,+1 (5.3)

e1 homomor}401smode}401nidopor d°(o,-) = 0,-+1 ; i 3 1.

Para trenzas puras tenemos

3/U»? . doAi,j = Ai+1.j+1;1_<.75<.7S7% Y -

djdo = idpn Si = 0, 1

dodj_1 Si 2 2
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Ker(d,,+1 : P,,_,.1 �024>P�035)es el n}401cleode la }401ltimaCara de IP�031,grupo libre con los

generadores libres A1,,,+1, A2,,,+1, . . . ,A,,,,,,,+1. . .

5.17 De}401nicién.Un corchete ordenado de peso n 2 1 en un grupo G�031es una

aplicacién:

b" : G�035�024->G

de}401nidainductivamente como sigue:

bl = z'd(identidad)

b2(91,92) = C(91y92)

Aqui usamos c(g1, g2) para denotar e1 conmutador glgzgflggl

Supongamos de}401nido

b'°:G'°�024�024>G;1$k<n, 7223

y la aplicacién b�035: G" �024>G es la composicién b�034= b2 o (bk X b�035�035'°).

% Gk x an-�031°"'°�031$>""�030G x G 5 G

donde bk y b""'° son corchetes ordenado de peso k y n �024Is: respectivamente para

1 _<_ k < n.

Para n = 3 las posibles descomposiciones de 3 en sumandos de dos son 3 =

1 + 2 , 3 = 2 + 1

G3=G2><G1 "2�024�031-S�034axc: 3�035»G

b3(91.92,9s) = b2 0 (b2 X b�030)(91,92,93)
= b�035(b2(91,g2),b�030(9s))

�030 = b2(c(91,92),9s)
= c(c(919g2)>93)

G3=G1xG2 '°�030�024*+"�035axe Bic

b3(91:92,93) = b2 0 (b1 X b2)(91,92,ge.)
= b2(b�030(91),b2(92,9a))

/ = b2(91»0(92a93))

= c(91,c(92,93))
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Sea G un grupo y sea 8 un subconjunto de G denotemos (S) e1 subgrupo normal

generado por S y sea R1, R2, . . . ,R,, un conjunto de subgrupos normales de G.

Para n _>_ 2 denotamos [R1,R2, . . . ,R,,,] el subgrupo de G generado por todos _

posibles conmutadores ordenados b�030(:1:1,:1:2,. . . ,:c,,) tal que cada scj pertenece Va

alg}401nR4 y hay al menos un xj en cada R,-.

De}401namoslos subconjuntos '1; de P�035de la siguiente manera:

75 = {A12}

7;, = 4{[[[A1,2,A¢2,3],A;3,4],...,Ain_,,,,] / 1 g it gt, t=2,3,...,n�0241} -

Tenemos d}':[[[A1,2,Ai2,3],A,:&4], . . . ,A,-n_1,,,] = 1 ; Is: _>_ 1 por lo que 7; es un sub-

conjunto de Brunn. 1

5.18 Teorema. Para cada n 2 2, Brunn es el subgrupo de P,,, normalmente

generado por Tn. I

Demostracién.

Sea Dn un subgrupo de Pn normalmente generado por 7;. Veamos por induccién

en 11 que Dn = Brunn, en efecto, como Tn C Brunn y Brunn es un subgrupo

normal de P,,, D" C_i Brunn. �030

Para n = 2, 3 es claro.

Supongamos que tenemos la igualdad para n �0241, D,,_1 = Brun,,_1 ; n 2 4.

Si :39 denota la conjugacién y:I:y�0301para a;,y en un grupo G.

Para a:, y E Pn escribiremos cc 5 y si las imagenes de a: e y en -51�035coinciden.

Si S = {o/3 / }402G Pn_1 , a E �031ZI,_1}de la hipétesis de induccién Brun,,_1 es gen-

erado por .5�031.Por e1 lema (5.14) Brunn es subgrupo de F',,_1 generado norma1- .

mente por [x,A1,,,] para as E S y de este modo e1 subgrupo Brunn es generado

por [a:,A1,,,]�034�031para cc 6 S, w E F�030,._1.

Para probar que Dn = Brunn, es su}401cienteprobar que [:c,A;,,,] E 1 ; cc 6 S.

"M
5
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Ahora para cualquier oz 6 72,4 y cualquier B E Pn_1 tenemos:

[a}4011A1,n]= [:6a:8_1a A-1,n]

= (}401a/6")�034AI,3.(}402a}402�034)A1,n
= /3C¥�0241.3_1A1_,71u3C¥5_1A1,n

= }402a�034}402"AI}.}402a£>"�030A1,..}402B�034
= }401[aa;6�0241A1,n}401]}402_1

= [0�030vAf,:n.1]}401

Por el lema (3.38) e1 subespacio G = (A1,,L,A2,,,, . . . ,A,,_1,,,) de Pn es generado

por A,-,,, es invariante bajo la accién de conjugacién 0102 . . . 0,,_2 es decir, w"" E G

para 112 E G , 1 3 1i 3 12-2. Entonces G es invariante bajo la accién de conjugacién

de B,,..1 y de este modo G es invariante bajo la accién de conjugacién del subgrupo

Pn_1 de B,,_1. Por tanto:

}402�0241

A1,�035E G = <A1,naA2,n1- - - 7 An�0241,n)

Para cada 1 3 j 3 n �024�0241, tenemos [(1, Am] 3:�0301 pues por de}401nicién[a, Am] G 7;,

Luego ozA,-,,, 5 A,-ma

de este modo aw = wa para cualquier w�030E (A1,,,,A2,n, . . . , An_1,,,)

entonces aAf,: �030="A?�031:01 6 [a, Afg] E 1

 [a�035,A1,n]= [a. Am
=_= 1�035

= 1

para cada a5 6 S 10 cual -completa la induccién. D

- - -Pn B}402 .
5.19 Corolarlo. Para n 2 2103 grupos coclentes �024�024y -�024�024�024son }401mtamente

Brunn Brunn
presentados.

B
Para la presentacién del grupo los generadores son dados por 01, . . . , 0,,-1

TL

de}401niendorelaciones }402= 1 para }402E 7;.

. B3 . .,
1/ 5.20 Corolano. E1 grupo �024B�024rl-672-t1ene una presentamon con generadores 0102

3
relacionando 010-201 = 020102 y (0f102)3 = 1
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Demostracién.

Por e1 teorema (5.18), Brung es el subgrupo normal de P3 generado por [A13, A23]

y [A1_2, A23]. Como:

[A1,2:/11.31"�030= [A1.2,A�0301�0313a]

= [A1,2, 142,3]

Brung es el subgrupo normal de B3 generado por el elemento [A1,2, A23]

[/11,3» A23] = (<71_102)3

De aqui se sigue Corolario. D

5.21 Lema. Si e1 conjunto .5�031genera. Brunn ; n 2 2 entonces B7�030unn.,.1es el

subgrupo normal de: (A1,,,+1,A2,,,+1, ,A,,,,,+1) generado por [d°:z:,A1,,,+1] para

2: E S. _

Demostracién.

Como d°(P,,) es subgrupo de Pn+1 generado por A§�031j; 2 5 z�031< j S, n+ 1 entonces

KeT(dn+1 5 Pn+1 -�031Pu) n = (A2,n+1» - - - 2 An,n+1)-

Como d,-d° = dod,--1 ; j 2 2 tenemos «

n+1

d°(Brun,,) = d°(P,,) 0 n Ke1'(d,- : P,,,+1 �024�024>P�035)

1:2 n+1

= (A2,,,+1, . . . , A,,,,,.,1) n f] Ker(di ; P,,+1 �024»13,.)
i=2

Luego d°(S) es conjunto de generadores para:

n+1

(A2,,,+1,...,A,,,,,+1) n }402Ker(d,- : PM; �024+P,,)
_ i=2 V

Usando el mismo razonamiento que en la prueba del lema (5.14) se concluye. D

5.22 Corolario. Sea S un conjunto de generadores de Brunn entonces BnN1P es

3/ el subgrupo normal de (A1,,,,A2,,,, . . . ,An_1,.,,) generado por

[a:,Ao,,,] ; :1: E S
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Demostracién.

Por el lema (5.21) Brun,.,+1 es el subgrupo de (A1,,,+1, A2,,,+1, . . . ,A,,,,,+1) generado

por

[doxv A1,n+1]w

para :17 E S y w E (A1_,,+1,A2,,,+1,...,A,,,,,+1). Asi B,,,NIP�031= dK(B7�030un.,,+1)es el

subgrupo de (A1,,,,A2,,,, . . . , An_1,,,) generado por

[$1 A0,n]w

para :3 E S y w E (A1,,,,,A2,,,, . . . ,A,,_1,,,) pues

do 3 <A1,n+17 A-2,n+1a - - - aAn,n+1) "" (Alma A2,m - - - aA»n�024l,n)

es sobre. Obteniéndose la a}401rmacién.

5.23 Corolario. BnNIP�031es subgrupo conmutador [BrunmKer(d§)] en P,,.

Demostracién.

Claramente [Brunm Ker(d�0303)]Q BnN1P�031.

Como Brunn y el Ker(dg ) son subgrupos normales en P,,, el subgrupo conmutador

[Brunm Ker(d�030§es también normal en Pn. '

Luego�030B,,N_IP�031Q [Brunm Ker(d§)]. D

5.24 Proposicién. E1 grupo B,,N1P�031es el subgrupo normal de Pn generado por

los conmutadores iterados

[[A1.?>A'i2,3]vAi3,4v ' ' - :Ain�0241,mA0,in] '

pa.ra1§it$ty2St$n. �031

Demostracién.

Por e1 teorema (5.18) Brunn es el subgrupo normal de Pn generado por 7;. Asi

Brunn es generado por a5 para a E '1; y }402E P,, Por el corolario (5.22) B,,NIP�031es

V e1 subgrupo normal de (A1,,,,A2,,,, . . . ,A,,,_1,,,) generado por

[a}401aA0,n] V
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Por el lema. (3.38) e1 subgrupo

(/10,1, -40,2, - - - 7AO,n)

es invariante bajo Ia accién de conjugacién de 0.; para cada 1 3 .2�0303 n �024�0241 la V

a}401rmaciénse sigue como en la prueba del teorema (5.18).

5 25 Cor lario Los ru os cocientes P" �024B1�024son }401nitamt s nta. o . g p BnNPyBnNP enepree

dos para cada n.

5.26 Lema. E1 grupo Z,.,NIP�031= Brunn }4020(B'runn) V

Demostracién.

1. Sea :3 E Z,,N1P�031Q Brunn A

Del lerila (3.61) e1 automor}401smo0 : P" �024�024�024>Pn es dado por:

A, si2gz'<jgn
9(Az',5) = :1 _ �031 _

A1,jA0�031jA1�031jS1 ]. Z Z < J S n

sea y = 9�0301(a:)por la proposicién (5.8) dgX,1 = Odo.

En la correspondencia (5.3) esta de}401nidod° entonces dad�030)= id y asi:

V % 9 = 0dod° = doX,,d°

Para k 2 2 se tiene: \

dk}402= dkd0X,,d°

= d0dk+1Xa1do

= d0Xdfa1d(k+1)a1do

= dOXU1dk+1do

= d0Xa1d0dk

= Odk

W Luego, para k 2 2 se tiene dk0'1 = 0�0351d;c

dk0�0351(:z:)= dk(y) = 0�0311dk(x)= 1
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Ahora:

do0 = dodoX,,,d°

= dod1X,1d�034

= doxdg,1d,,,d°

= doz'dd2d°

= dod°d1
=�024_ d1 -

Luego d10�0301= do , d10�0351(ac): d1(y) = do(a:) = 1.

Tenemos y 6 Brunn con 0(y) = an 0 sea 9: E 0(Brun,,). Luego

cc 6 Brunn }4029(Brun,,) .

* Esto prueba que Z,,NIP�031C Brunn F1 0(Brun,,).

2. Para e1 reciproco, sea :1: E Brunn 0 0(Brun,.), entonces :1: E Brunn,

:1: = 6�031(y)para alg}401ny E Brunn '

Luego d,-(cc) = 1 ; j 2 1 y do(a:) = do(0(y)) = d1 = 1 entonces :1: 6 ZnN]P�031.

Lo cual prueba Brunn D 0(Brun,,) C Z,,N1P�031. D

5.27 De}401nicién.Sea G un grupo y H un subgrupo de G.

\/(H,G) = {av E G / 23�034E H para alg}401nq E Z}

denota e1 conjunto de raices de H en G. 1

Denotemos por: Z (G) el centro de un grupo G y

Tor,,(G) = {II} 6 G / p�031:v= 0 para algun r}

la componente p-torsién de un grupo abeliano G para un primo p.

x / (B,.,NIP, Pn) _ ,, Pn
Bump es el conjunto de elementos de tors1on en Bum?

5.28 Teorema. Para 7:, Z 4

1. Tenemos �030/(B,,N]P�031,P�035)= Brun,,}4020(Brun,,)con un isomor}401smode grupos:

W ,/(B,,N1P, 13,.) B 2
B,,N]P�031 �030"�034(S)
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2. Existe un isomor}401smosde grupos:

A P�035 N 2 '
-�0247T,,(S) XZ

Demostracién.

1. Tenemos los subgrupos normales de P�035

A B,,N]P�031<1 Z,,NIP�031<1 Pu

,, ZHNIP Pn
y tamblen EW 4 .

�035 "Q ., Z,,NIP�031 ,
De acuerdo a la propos1c1on (5.1) 1r,,(.S") = my es un grupo }401mto.

Tenemos: V n

Z NIP�031 3/(B NIP�031,P,,.,
�030En-W_C_  �024)O V (BnNP,Pn)

T}; n

Si :1: E \/(BnNIP, Pn) con an�030?6 B,,N]P�031para alg}401nq EZ.

Entonces d,-(mg) = (d,-3:)�034== 1 para cada 0 3 j 3 n.

Como P,,,_1 es de torsién libre, djzv = 1 para cada 0 3 j 3 n. .

V Luego :1: 6 Z,,N]P�031.Tenemos Z,,N]P�031= y/(B,,N]P�031,Pn). Luego

W (S2) g Z,,N]P�031= \/(B,,N]P�031,Pn)

�035 B,,NIP�031 BHNIP�031

Por e1 lema (5.26) �030/(B,,N]P�031,P�035)= Brunn }402l9(Brun,,).

2. Sea A la imagen de Z(Pn)= Z eh I

. ., ' » Z'nNIP
De la propos1c1on (5.6) y el teorema (5.7) A 0 = 1 y

P�035 __ Z,,NIP�031 E 2

. Z(w>�030BnN1P>*"�034"�034(S)"ZW
Cl
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6. DISCUSION

Considerando que el presente trabajo no tiene resultados experimentales, obtenidos

en gabinete 6 laboratorio no es posible realizar una discusién en ese sentido. Sin

embargo podemos realizar una discusién respecto de otros trabajos. 7

Los espacios de con}401guraciones,A-grupos y los conjuntos simpliciales bienen sien-

do estudiados para 10 cual podemos consultar [17], [7] y [12].

Los grupos de trenzas y trénzas Brunninas sobre super}401ciesson }401nitamentepre-

sentados para tal podemos consultar [7] y [11]. La conexién entre trenzas y con-

}401guracionesfué estudiada por Wu en 1994 y publicado en

En el presente trabajo establecemos: �034relacionesentre grupos de trenzas y gru-

pos de homotopia clésica de la esfera S2�035especi}401camente:

I Relacién isomor}401caentre los grupos de homotopia de la esfera S2 y el co-

ciente de trenzas Brunnianas modulo trenzas borde.

I Relacién isomor}401caentre e1 Centro del grupo cociente de trenzas puras mé-

dulo trenzas borde y el producto de la homotopia clésica de la esfera 32

con Z.

Estas relaciones permitiran identi}401carla thomotopfa clasica de la esfera S2, tépico

de mucha utilidad en FisicarMatematica e ingenieria. �030
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8. APENDICE

E1 siguiente diagrams. indica los caminos seguidos para obtener los resultados.

;i;f:+*.:a:x:.a'a'fti;-..'rsn.... 1 'f:Sii;1ri§;éli;#;ia1.§e.$.:

�030§ _.&_é l�0302*T!'.i?'l�031r:o�030r.r

* de}401en

Figura 17: Diagrama de interdependencia de datos.

ANEXOS

No se }401resentananexos debido a que los cuadros, tablas y }401gurasen el trabajo

son de mi autoria.
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