
�034_�030_W,,....�024-~-v'*' �035�035 .

n I ~' N�030~J3T\GN�030.\0�034 . .
.aacWR�034°°°�030.,mm w 1. SE? am�030wzecgbg "

~ .zm3 ; % V �03429 '**�030�034/ g, 29 A}401g2013
_ ---~ I HORR:

c\ENT\F\ . . W}402m-=E�030�035'�034"w~w5

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

INSTITUTO DE INVESTIGACION �030  %

Existencia Global de Soluciones Periédicas

% para Sistemas Hiperbélic0�024Parabc�031)lic0

Dionicio Orlando Moreno Vega

Resolucién Rectoral N° 802�0242012�024R, .

_ (01�02409�024201221131-08-2013)



I

Indlce general

Resumen 1

1. Introduccién I 2

2. Marco Teérico 4
2.1. FuncionesdePrueba 4

2.2. Espacio de las Distribuciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.3. Propiedades Generales de las Distribuciones Periédicas. . . . . 6
2.4. EspaciosdeSobo1evH�030('J1�030)....................9 .
2.5. EspaciosLP(0,T;V) 12
2.6. Distribuciones Vectoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.7. Convergenciaen L1�031(0,T;V). . . . . . . . . . . . . . . . . .. 15
2.8. Teoremade1PuntoFijo . .. 17
2.9.Resultadoslmportantes......................17 .

3. Existencia y Unicidad de Soluciones 28

3.1. Teorema de ExistenciayUnicidad. . . . . . . . . . . . . . . . 28 >
V 3.2. Demostracién del Teorema 3.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2.1. Primer Paso: Estimativaapriori. . . . . . . . . . . 30

3.2.2. Segundo Paso: Exjstencia Local . . . . . . . . . . . . . 37 '
3.2.3. Tercer Paso: Existencia Global. . . . . . . . . . . . . . 63 -
3.2.4. Cuarto Paso:Unicidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4. Existencia de Soluciones. 66
4.1. TeoremadeExistencia 66

4.2. Demostracién del Teorema. 4.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.2.1. Primer Paso: Problema. Aproximado . . . . . . . . . . 66
4.2.2. Segundo Paso: Estimativas de . . . . . . . . . . . 67

- 4.2.3.Pasa.jea.1Limite......................72 �030

5. Aplicaciones para sistema de Key}401tz-Kranzer 77

II V



Materiales y Métodos 84 I

Resultados 85

Discusién 86

Bibliografia 87

Apéndice 89

III



Resu men

Existencia Global de Soluciones Periédicas para Sistemas
Hiperb61ico�024Parabé1ico

Dionicio Orlando Moreno Vega

En este trabajo estudiamos la existencia y unicidad de soluciones débiles para
un sistema hiperb6lico�024pa.rab6licosde la forma

ut + = (B(u)u,,.)$, 9: E IR, t > 0 (1)

u(:r, 0) = u0(.2:), m 6 IR _ (2)

donde u : R X ]R+ �024�024>R" es una funcién desconocida, B : ]R" �024>R�035�031�030"y
f : IR�035�024>IR" son funciones suaves dadas

Los resultados de existencia de soluciones periédicas del problema, se ob-
tienen usando e1 método de Faedo Galerkin y el teorema del punto }401jode

Schauder.
Estos resultados pueden ser aplicados a sistemas mas generales siempre que
admitan un dominio compacto invariante. Aqui, desarrollamos el caso de un
sistema particular 2 x 2, el sistema de Key}401tz�024Kranzer.

Palabras claves: Sistema de ecuaciones diferenciales parciales, solu-
ciones locales, teorema del punto }401jode Schauder, funciones de entropfa,
soluciones globales.
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I

Capltulo 1

9 I .

Introducclon

En la actualidad los modelos matematicos relacionados con procesos de-
pendientes del tiempo son intensamente estudiados. Las ecuaciones de evolu-
cién representan situaciones fisicas tales Como: oscilaciones de la cuerda, di-
fusion de gases, vibraciones de membrana, etc. Asi es como se implementan
diversos métodos para obtener soluciones de los modelos propuestos.
Este trabajo esta basado en un articulo de Florence Hubert, [3] sobre proble-
mas hiperbc�031>licos-parabélicos no lineales con aplicaciones en la dinamica de
los gases. Especf}401camenteestudiamos el siguiente problema

11.; + f(u), = e(B(u)u,)_., en R x (0,oo), (1.1)

con dato inicial

u(x,0) = uo(ac) en IR x {t = 0}, (1.2)

donde u(:r,t) E R" es desconocido, el }402ujof : R�035�024>R" y la matriz de
viscosidad B : R" �024+RM�035son funciones suaves dadas, 5 es una constante
positiva. Restringiremos nuestro estudio para dato inicial periédico. Haciendo
un cambio de variable necesitamos solamente estudiar el sistema (1.1) para
5 = 1.

El caso n = 1 es estudiado por Ladyzenskaya, Solonikov y Ura�031lcevaen
[13].

Si 12, > 1 para matriz de viscosidad no lineal, siempre que el dato inicial es
�034peque}401o�035,la exjstencia global fue estudiado por varios autores, por ejemplo
Kawashima [Tesis de Doctorado] para dato inicial préximo a una constante
en L2(1R) o Hagstrom �024Lorenz [12] para el caso periédico.

Este trabajo generaliza estos resultados para matriz de viscosidad B no
lineal con dato inicial periédico grande. Con ciertas suposiciones de crecimien-

_ to de f y B, y con condiciones de entropia para el sistema. En el capitulo 3
mostrarernos la. existencia y unicidad de soluciones débiles del sistema (1.1)-
(1.2) con hipétesis mas restritivas.
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Para determinar la existencia de soluciones primero aplicamos el teorema
de punto }401jode Schauder para. encontrar una solucién local. Las estimativas
obtenidas nos permiten extender la solucién para, todo t > 0. La unicidad es
hecha siguiendo e1 método usual.

En el capftulo 4 mostramos con suposiciones mas generales la existencia
global de soluciones débiles del sistema (1.1)�024(1.2).

Aproximamos e1 problema de valor inicial por una sucesion de problemas
y mostramos que las soluciones del sistema aproximado converge a. la solu-

cién del problema inicial.

En el capitulo 5 mostramos que el sistema

ut + (q5(7�030)u)$= (p('r)u,,.)$ en R X (0, 00), (1.3)

con dato inicial
u(a3,0) = u0(a:) en R x {t = O}, (1.4)

admjte una solucién global en el espacio L°°(0, oo; L2('J1�030))}402L2((), 00; H1(']I�030))T
para matriz de viscosidad B(u) = p(r)I2, donde p : R �024->R es una funcién
positiva, y '11�030denota el toro de dimension 1.
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I

Capltulo 2

I 0 7

Marco Teorlco

2.1. Funciones de Prueba

Sea ]a,b[§ R un intervalo abierto. Denotaremos por E(]a,b[) 0 C°°(a, b)
al conjunto de las funciones in}401nitamentediferenciables sobre ]a, b[, 8 (]a, b[)
es un espacio de Fréchet con la topologia. de convergencia uniforme de fun-
ciones, junto con todas sus derivadas, sobre subconjuntos compactos de ]a, b[.
Sea u :]a, b[-�024�024>R una funcién esca.la.r. E1 soporte de u es el cerrado en ]a, b[
del conjunto {a3 �254]a,b[: aé 0}, y es denotado por supp(u).

Observacién 1. El soporte de u es el menor conjunto cerrado fuera del cual
u = 0 en el siguiente sentido:

i) supp(u) es cerrado en ]a, b[ y u = 0 en ]a, b[�024supp(u).

ii) Se W es un conjunto cerrado de ]a,b[ y u = 0 en ]a,b[�024Wentonces
supp(u) C W.

Por C5�035(a, b) denotaremos al espacio vectorial de todas las funciones con so-
porte compacto en ]a, b[ que poseen derivradas continuas de todos los érdenes
en ]a, b[.
Decimos que una sucesién (<,ak)keN de elementos de C5�035(a, b) converge para
cp E C'8°(a, b) si, y sélo si,

i) Existe un compacto }401joK de ]a, b[ tal que todos los soportes de los gok, k 6
N estan contenidos en K.

ii) La sucesién (<p;c)k�254Nconverge para (,0 uniformemente en K , juntamente
con todas las derivadas de todas los érdenes.
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El espacio vectorial C5�031°(a,b) con esta nocién de convergencia se denota por
.@(a, b) y se denomina el espacio de las funciones de prueba en ]a, b[.

Observacién 2.

i) La convergencia en 9(a, b) sera denotado por (pk �024>go.

ii) el operador }401n;: 9(a, b) �024�024>9(a, b) es continuo.

2.2. Espacio de las Distribuciones

Se denomina distribucién sobre ]a, b[, a toda forma lineal T sobre 9(a, b)
continua en el sentido de la convergencia de}401nidaen 9(a, b). Esto es; una

distribucién, es una aplicacién

T : 9(a, b) -2» IR

so '-> T (90)

tal que

T(0z1<p1+oz2go2) = O{1T(�254,01)+O(2T((p2); (11,042 E R, V (P1, (P2 6 9((1,,

ii) T es continua, esto es, si (<pk)keN Q 9(a, b) converge para cp en 901, b).
Entonces (T(<pk))k�254Nconverge para T(<p) en IR.

Consideremos el espacio de todas las distribuciones sobre ]a,b[. En este es-
pacio una sucesion (Tk)k�254Nconverge para T y denotarernos por Tk �024>T si,
y solo Si, la sucesion (Tk(§0))kgN converge para T(<p) en IR; para todo (,0 en
9(a, b).
El espacio de las distribuciones sobre ]a, b[, con esta nocién de convergencia,
sera denotado por @�031(a,b). E] valor de la distribucién T en 90 se denotazra tam-
biém por (T, (p) (dualidad entre 9�031(a,b) y 9(a, b))
Diremos que una distribucién se anula en un abierto }402si para todo 45 G
.@(a, b) ta.l que supp¢ C }402tenemos que T(cp) = 0. Denotaremos por 90 e1
mayor abierto donde la distribucion T se anula. E1 conjunto cerrado ]a, b[�024�024Q0
es llamado soporte de la distribucién, y es denotado por supp(T); concluimos
que si existe un cerrado F tal que T se anula en ]a, b[�024F,entonces

supp(T) C F.

V Teorema 1. Sea .F E 9�031(a, b) una distribucién con soporte compacto en-
tonces F se extiende de modo 71n2'co a una funcional lineal continua sobre

5



8(]a,b[); y si G es una funcional lineal continua sobre 8(]a,b[) entonces
G ] 901 b) es una distribucién con soporte compacto; esto es,

&�031�031(]a,b[)�031=�035{T E .@�031(a,b) : T65 una distribucién con soporte compacto}.

Demostracién. Veja E]

Derivada Distribucional
Sea T E 9�031(a,(2); se denomina. derivada de orden m de T a la distribucién

d�024L:;Tde}401nidapor

(�034mT >�024<�0241>m<T3 >- (v e 2<a b»dxm :90 _ 1 1 (P 7 '

Se sigue que, cada distribucién T sobre ]a,b[ posee derivadas de todos los
érdenes. Se Observa tambiém, que la derivacién en sentido de las distribu-

ciones es una operacién continua en 9�031(a,b).

Traslacién de las Distribuciones. i
Sea (,0 E 9(]R), h E R. La traslacién 7�030h(pde (,0 por h es de}401nidopor T},_(p(1') =
go(a: �024h). De}401niremosentonces la traslacién 'rhT de una distribucién T por

h, por la férmula

TnT(s0) = T(Kw)-
Observacién 3. Si f E Ll1Oc(R), entonces Thf = g <:> 'r;,(Tf) = Tg donde Tf
y Tg son respectivamente distribuciones de}401nidaspor f y g.

2.3. Propiedades Generales de las Distribu-

�030 ciones Periédicas.

En lo que sigue, periédica, signi}401cauna funcién periédica de periodo 1.

De}401nicién1. Decimos que una dz'stm'bucz'o�031nF es pem'0�031dz'ca{de periodo 1)
32' 7',\F = F, para todo A E Z.

Denotaremos por 9�031('1I�030)al conjunto de las distribuciones periédicas, y es un
subconjunto de 9�031Sea

9('I[�030)= 9�031(']I')}402£(]R).

Un elemento de 9�035('I[�030)es una funcién periédica inde}401nidamentediferencia-
ble. La. convergencia en el espacio W(T) es de}401nidacomo sigue: una sucesién
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(0,,),,�254Nes dicha convergente en .9�035(']I�030)para una funcion limite 0; si cada

6,, E .@(']I�030)y si para cada entero no negativo k la sucesion (69)) converge ,
a 00�034)uniformemente; luego se sigue que a funcién limite 0 E .9�031('lI�030)y, por

tanto, .93('JI�030)es cerrado con esta convergencia.

Transformacién Periédica de una Distribucién con soporte com-

pacto.

De}401nicién2. Sea cp E 9(lR). De}401nimos

1I)<p = ZTA¢. ' (2.1)
A62

Se observa que, sobre cualquier intervalo acotado existe solo un n}401mero}401nito
de términos no nulos en esta suma; teniendo en vista que go tiene soporte
acotado. Asi podemos derivar término a término para obtener

(U7<P)('°�031(:v)= Z<mo>""(x), (2.2)
AEZ

por �030canto�031LDg0es una funcion periodica de clase C'°° llamada transforma-
cién periédica de la funcién go. Ademas, si ((p,,),,E-N converge en .@(]R) para (p
y si relacionamos cada. 90,, con una 0,, en 9(T) por (2.1), entonces (0,,),,�254N
converge en ?(']I') para (9.
Sea ahora T una distribucion con soporte compacto, de}401nimos

(u7T,<P) = (T, 10$), (so 6 9(R)),

la forma lineal 'u7T, de}401nidasobre @(R) es llamada transformacion periédica
de la distribucién T.

Proposicién 1.

. La aplicacidn lineal u") envia continuamente 9(R) en 8(R) y 6"(]R) en
@�031(1R).

2'2�030)Pam todo T E 8�031(1R),la distribucién 171T es penodica. Ademds,

zZ2(T,\T) = 'r,\(zDT) = u7T; (A E Z),

Pam todo F E 9'('I[') y todo 1b 6 9(]R), tenemos V

�030I/WF)= F(U7¢)-

Para todo f E .@(']I�030)y todo T E 8�031(R),tenemos

U7(fT) = f (WT)-

7



Demostracién. Veja _ El

Particién Periédica de la unidad en 9(R).
Llamamos particién periédica en 901%) de la unidad a una funcién 0 E 9(]R)
de modo que

«I20 = 1. (2.3)

A}401rmamosque existe una particién periédica en 901%) de la unjdad. E11
efecto, sea. 1/; una funcién positiva sobre IR, no nula sobre 21, onde I =]0, 1[ y

perteneciendo a 9 Poniendo 0 =% Como 1721/2 es periédica estrictamente
w

positivo, 0 es un elemento de 9(R); por otro lado, COII10 13¢ es periédica
tenemos de la proposicién anterior (iii) que

~ 1 ~

1111/)

Sobre cualquier intervalo acotado el mimero de términos no nulos sobre el lado

izquierdo de (2.3) es }401nitoporque 0 tiene soporte acotado. Consecuentemente,
podemos diferenciar término a término para obtener

<zv6>"�034�031<:v>= 2(n<p)"�034�031($)= 0 as = 1,2,3, . . .>.
AGZ

Observamos que si f E 9�035('lI�030)y 0 es una particién de la unidad, entonces
6f esta en @(IR). Ademas, si la sucesién (f,,),,EN Q .@('I[�030)converge en ,9°�035('JI�030)
para f, entonces la sucesién (c9f,,),,�254Nconverge en QOR) para 6f .

Lema 1 (Lema de sobreyectividad).

' Toda funcién periédica de clase C°° es la tmnsformacién periédica de una
funcién de clase C°° con soporte compacto.

Toda distribucién periédica es una transfomnacidn periédica de una dis-

tribucidn de soporte compacto.

Demostmcién. Veja D

Dualidad entre ,@('II') y 9�031
Denotaremos por ,@�031(']I�030)al conjunto de las formas lineales continuas sobre
901�030);el valor de L E .@�031('1I�030)en el punto f E 35('JI�030)seré, denotado por

<L7

Teorema 2 (Teorema de Dualidad). Los espacios vectoriales topolégicos
.@�031('JI�030)y 9�031(']I')son isomorfos (algebmicamente y topolégicamente).

8



Demostmcicfn. Veja El /

Expresién de Dualidad entre 9�031(T)y

Proposicién 2. Identi}401cando9�031('1l�030)con 9�031('.l1�030),entonces la dualidad entre
9�031('JI�030)y W(T), se expresa por

(F, f>'J1�030= (T:f>; (F 6 9'01�030),f 6 9('J1�030)),

donde T es una distribucidn con soporte compacto cuya transformacién per2�0300�031di-
ca es igual 0, F.

Demostmcién. Veja El

Observacién 4.

i) Para toda distribucién periédica F podemos considerar siempre como una
transformacién periédica de una cierta distribucién COI1 soporte com-
pacto, por el lema de sobreyectividad es preferible escribir

WIT; f>11�030= (T. f)-

ii) Si F es una funcién periédica localmente integrable, entonces podemos
considerar T = 11F (I =]0,1[); consecuentemente,

<F7.f>T = / F<m)/(mm.
I

2.4. Espacios de Sobolev H5(']I')

Denotaremos por L2(']1�030)a1 conjunto (clases) de funciones de}401nidassobre
R (de periodo 1) Iocalmente cuadrado integrable sobre R,

L2(']I�030)= ,@(T) n Lf0c(]R). �031

Unimos L2('lI�030)de la topologia inducida por la de Lfoc(]R); esta. topologia es
equivalente a una, otra de}401nidapor el siguiente producto escalar

(my = / f(w)g(:v)dw (1 =10, 10.
I

Proposicién 3. Unido de la estructum p7�030e�024hz'lbertz'ana,el espacio L2(']I') es
complete.

Demostmcién. Vea C]

9



De}401nicién3. Sea 5 E R. P07" H�035('l1�030)denotamos el espacio de todas las
funciones f E L2('II�030)con la siguiente propiedad

:§�024oo

- Z (1 + m2)"|a,,,[2 < oo,
m=�024oo

para los coe}401cvlentcsdc Fourier am de f. El espacio H�031('lI�030)es llamada un
espacio de Sobolev.
En el caso s = 0, obtcncmos an espacio de Hilbert que es isométricamcnte

isomorfo a L2

Teorema 3. H�031('1I�030)es un espacio de Hilbert con el producto escalar de}401nido
por

(fag)-9 = Z +m2)s am bma

m:-�024oo

para f, g E H�031('I[�030)con coe}401cientcsde Fourier am _y bm, respectivamente.
Note que la norma sobre H3 (T) es dado por

O0

1
lllfllls ={ Z (1 +m2)�031|am|2}2-

m=�024oo

Demostracién. Vea [10]. El

De}401nicién4. Sea X e Y dos espaciosnde Banach. El operador T : D(T) Q
X �024>Y es llamada compacto Si, 3; solo 32',

T es continua;

T New conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos.

De}401nicién5. Sean X e Y dos espacios de Banach sobre R can X Q Y, y
el opemdor de inmersion

' Z X -�024> Y

n r-+ = u.

2') La inmersion X Q Y es llamada continua, denotado por X <-�024+Y st, y
solo 37}, j es continua, esto es,

3 const||uHX; (para todo u E X). (2.4)

10



La inmersién X Q Y es llamada compacto, denotado por X =>*�024->Y si,
3; solo 52', j es compacto, esto es, (2.4) es verdadero, y cada suceszon
(un) acotada en X posee una subsucesién (un/) el cual es convergente
-en Y.

Proposicién 4. Sean X, Y, Z tres espacios de Banach sobre K. Entonces, 32'

la imersidn X Q Y y Y Q Z son continuas, X Q Z tambiém lo es.

S2�031ademas, una de las imersiones X Q Y 0 Y Q Z es compacta, entonces
X Q Z tambiém es compacta.

Demostracién. Vea El

Teorema 4. Sea 3,1�0306 R, 3 2 r. Entonces H�030(']I�030)es denso en H�031('l1')con
inmersién continua H�031(']I�030)'�024>H�031(']I');y si .9 2 7" 2 0 la z'mers2'o�031nes compacta
-con

lllflllr S Hlfllls; (V f 6 Hs(T))-

Demostracién. Vea [2], [10]. El

. _ djf 0
Teorema 5. Sea m E N, entonces f E H�035�030('II�030)sz, y solo sz, = f7 E

as
L2('I[�030), j = 0, 1, ...,m; donde la derivada es tomada en el sentido de las
distribuciones (@�031('J1')).Ademds, HI f |||m y

||fl|3n = Z l|.f(�035|l§,
j=0

son equivalentes, esto es, existen m, cm > O 3; c1�034> 0 tal que

cmlllfllli. _<_HfH1?n S Cinlllfllli; (V f 6 H"�030(T))-

Demostracién. Vea C]

1
Teorema 6. S2�031.9 > 5, entonces H�031(1l�030)<�024->C(']I') y

mfllloo S llamllel S Clllfllls; (V f E H�031(T)),

donde am es el coe}401cientede Fourier de f.

Demostracion. Vea El

De}401nicién6. Por _(H�031(']1�030_))�031denotamos el espacio dual de H�031('I[�030),que es,
por de}401niciénel espacio de funcionales lineales sobre H3(']I�030).
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Proposicién 5. (H5('J1�030))�031es isomorfo isometricamente a H�0305('1I')para todo
s E R la dualidad es implementada por el par

<f,g>s = 2 am an ; (f e Hair), 9 e Hm),
Ic=�024oo

can am, bm cae}401cientesde Fourier de f y g respectivamente.

Demostmcién. Vea [2]. El

Consideraremos funciones vectoriales n-dimensionales de variable real con
componentes en L2(']I�030)0 H�031Usaremos las notaciones:

L2('JI�031)= (L2(']I�030))"= {v = (111, . . . ,'un); 12,- E L2('JI'),1§z'£ n},

H�031(']I�030)= (H�031(']I�030))�035�031= {'1} = ('01, . . . ,'v,,); v,- E Hs(T), 1 3 i 3 n},

D(T) = (9�035(T))"= {9 = (01, ~ ~ - >011); 0i 6 3�031�031(T),1S 1' S H},
y asumiremos que estos espacios productos son equipados con la norma usu-

al, 0 con una norma equivalente (excepto 9�035(']I�030),lo cual no es un espacio
normado).

l|v||2 = (Z ||vi||§)%; para v 6 L2(T)«
�031 1l=1 -

||v|lH5(1r>=(Z||v¢|l§)%; para 0 6 H�030(T)«
i=1

El producto escalar y la norma son denotados por (~, y - Hp sobre L1�031('Jl�030)
0 L1�031

2.5. Espacios L1�031(0,T; V)

V Sean 0 < T < 00 y V un espcio de Banach, una funcién u :]O,T[�024>V

es llamada medible en ]0, T[, si la funcién real t +�024>(If, u(t))V,XV es medible
segtin Lebesgue en ]0, T[ para todo f E V�031,donde V�031es el dual topolégico de
V y (., .)V:XV denota la dualidad entre V�031y V. En este caso, decimos que U.
es una funcién medible en el sentido de Bochner.
Una funcién u :]0, T [-�024+V es llamada integrable en el sentido de Bochner en
]0, T[, si u es medible en ]0,T[ y la funcién real t r�024> es integrable
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segiin Lebesgue en ]0, T[, En este caso, la integral de esta funcién es un vector
T

tal que / u(t)dt E V, y es caracterizado por la siguiente propiedad
0

T T

(f,/ U(t)dt>V�031xV= / <1, u(t))V'xVdt ; (v -f e V�031).
0 0

Si 1 3 p < oo, denotaremos por L�035(0,T; V), el espacio vectorial de las (clases
. de) funciones vectoriales u :]0,T[�024>V medibles, y tales que t r�024> es

integrable seg}401nLebesgue en ]0,T[. Note que este espacio vectorial, es un
espacio de Banach con la norma

. T 1

||u||Lv(o,T;v) = < ||u(t)|l�031{»dt)r-
Si p = 2 y V es un espacio de Hilbert, entonces L2(0,T; V) también es un

espacio de Hilbert con producto interno

T

<u,v>mo,m = / <u<t>,v<t>>vdt.
0

Si = oo denotaremos por L°° 0, T; V el espacio vectorial de las funcionesP
vectoriales u :]0, T[�024>V que son medibles, y tal que el supremo escencial de

t �254]0,T[}es }401nito.L°°(0, T; V) es un espacio de Banach con la
norma

H�031U4�035Loo(0�031j";[/)= supess ||u(t)||V.
t�254]0,T[

Valen los seguientes resultados [6]:

Proposicién 6. Sea V an espacio de Banach y 0 < T < oo. Entonces

I/�031(0,T;V) es separable en el caso que V es separable y 1 3 p < oo.

Proposicién 7. Sean X, Y dos espacios de Banach. 51' la inmersién X Q Y

es continua. Entonces para todo 1 3 q < p g 00 la 7Inmers7I(5n L�035(0,T; X) Q

L�0301(0,T;Y) es también continua.

Proposicién 8. Sea V an espacio de Banach. El espacio dual de U�031(0,T; V)
. 1 1

es isomorfo al espaczo L"(0,T; V�031),donde E + E = 1; 1 S p, q < oo.

13



2.6. Distribuciones Vectoriales

Sea V un espacio de Banach. Se denomina una distribucién vectorial so-
bre ]0, T[ con valores en V, a toda aplicacién lineal y continua sobre 9(0, T)
(continua en el sentido de la convergencia de}401nidaen 9(0, Dada una
distribucién T su valor en cp se denota corno de costumbre, por (T, cp).
Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre ]0,T[, denotaremos por
9�031(0,T;V). Sea u E I/�035(0,T; V), 1 3 p 3 oo la funcién de}401nidapor

Tu : 9(0,T) �024�024>V
T

</9 H <2; «,o> = u(t)s0(t)dt
pertenece a 9'(0, T; V). Las distribuciones Tu de}401nidaspor u E L�035(0,T; V), 1 3
p 3 oo son univocarnente de}401nidas,y identi}401caremosu con la distribucién

Tu. Luego I}�031(0,T;V) Q 9'(O,T; V).
Decimos que una sucesién (T1,) km Q @�031(O,T; V) converge para T E 9�031(0,T; V),
cuando (Tk, go) converge para (T, (p) en V para todo <p en 9(0, T).

Derivacién en 9'(0, T; V).
Dada una distribucién vectorial u de}401nimosif derivada en el sentido de las

distribuciones vectoriales, denotado por u�0310 dig, Como

d d<,,�024',�030,go>= �024<u,d�024�030f>;(para todo «P e ea<o,T>>.
En general la derivada de orden n es de}401nidacome

07�030 n d"<~S,a> = (-1) <u, �024f>;(para todo a e 2<o,rr>>.dt dt

En particular, todo elemento u E U�031(0,T;V) posee derivada de todas las
ordenes en el sentido de las djstribuciones vectoriales sobre ]0, T[.
Sea V un espacio de Banach. Representaremos con C([0, T]; V) al espacio de
las funciones que son continuas de [0, T] en V.

Sean V y H dos espacios de Hilbert real, con sus respectivas estructuras

{V,(-, -)V, - ||V}, {H,(-,«)H, - Asumiremos que V:�024»H, esto es, V
esta continuamente inmerso en H, con V denso en H (V"�030�034H= H Por
dualidad, identi}401camosH con su dual H�031,por el teorema de Representacién
de Riesz obtenemos V g H E H�031E; V�031,donde cada espacio es denso en el
siguiente y las imersiones son continuas.
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Lema 7. Sean V, H 3; V�031espacios cle Hilbert, cada espacio incluido y denso
en el siguiente (V Q H Q V�031),V�031dual de V. Si u E L2(0, T; V) y u�031E
L2(0, T; V�031)entonces u E C([0,T]; H) y .56 time

d 2 IEHu(t)HH = 2(u (t),u(t))v'xv,

en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre ]0, T[.

Demostmcién. Vea Cl

Sea

W(0,T) = {U 1 U E L2(0, T; H1(T)), ut E L2(0, T; H�0311(T))}

sabemos que W(0, T) unido de la norma

HuHW(o,T) = H�031uHL2(0,T;H1(11�030))+ H�034tHL2(o,:r;H�0241(1r))

es un espacio de Banach, ademas W(0, T) L�024>C([O, T]; L2('1I�030))'�024�024>C([O, T]; H�0301(']I�030)).
(Ver

Lema 8. Sean X , B, Y espacios de Banach, con X HM B H Y y

1 < q 3 oo. -
. 1 BF 3f

S'eaF an conjunto acotado en L�0301(0,T;B)}402L,0c(O,T; X) y -52- = : f E F}

es acotado en Ll10C(0, T; Y). Entonces F es relativamente compacto en L1�031(0,T; B),
para todo p < q.

Demostracién. Vea E]

2.7. Convergencia en L7�031(0,T; V)

Sea V 1111 espacio de Banach y (uk)keN una sucesién en V. Decimos que
(uk)kEN converge fuerte en V si existe u E V tales que Huh �024a] [V �024>O cuando
k �024>oo. En este caso denotamos por uk �024�024>u. Decimos que (uk)keN converge
débilmente en V si existe u E V, tal que

<f:ulc)V�031xV�024+(f,U)v'xv; (Para t0d0 f E V�031)-

En este caso denotamos por uk �024\u.

Proposicién 9. Sea (uk)k�254Nuna sucesién en V, que converge débil para u
en V. Entonces

S11�031minf||uk||V.
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Demostracién. Vea [11]. D

Proposicién 10. Sea (u;,);,�254Nuna sucesién en V, 52' converge fuerte entonces

converge débil para el mismo limite.

Demostmcién. Vea [11]. [:1

Sea (uk);,�254Nuna sucesién en I}�031(0,T; V) y u 6 L1�031(0,T;V); decimos que
(uk)kEN converge debilmente a u en L�035(0,T; V) si:

(f; Uk)I}402(0,T;V�031)XLP(0,T;V)�024�031(f: �034)L�0301(0,T;V�031)><LP(0,T;V)

1 1
para todo f E L�0301(O,T; V�031),donde 5 + E = 1. Esto signi}401caque,

T T

/ <f(t):Uk(t))V�031xVdt�034�031/ <f<t>,u<t>>mdt,
. o . 0

para todo f E L�0301(0,T; V�031).

Observacién 5.
En el caso V = H1('lI�030),tenemos que V�031= H�0301('}l�030),

(G,U)H~1(T)XHl(]1�030)= (G,�031U),(para tOdO G E �031UE H1(T)),

. H101�030)�030�024*L201�030)'5�031(L2(T))�031�034-�031H�0301(T)-
Luego

T T

/ (w(t)/UJk(t))dt_�031/ <w<t>,u<t>>dt,
0 0

donde (uk)keN Q L2(0,T; I-I1(']1�030))y w E L2(0,T; L2('IF)). El
Sea V un espacio de Banach, siendo V�031su dual topolégico, dotamos la norma
de V�031por

Hf||v' = Sup l<f,u)|-
||uHVS1

Decimos que una sucesién (u;.,)keN de V�031converge débil estrella a 11, en V�031y

denotamos por uk �024*\u si, y solamente si, (u;,,w) �024»(u, 11)) para todo w E V.

Asi, uk �024*>uen L°°(0,T; V�031),si, y solamente si, <11/k,'lU)Loo(0�031T;VI)xL1(0�031T;V)�024>
(u, w) Loo(0�031T;VI)xL1(0,T;V) para todo w 6 L1(O, T; V), esto es,

T T
I (uk(t),w(t))V/Xvdt ~�024>[ (u(t),w(t))Vz,<Vdt; (V w E L1(O,T;

o 0
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Observacién 6.
Si V = L2(']I') y uk Lu en L°°(O, T; L2(']I�030)�031)signi}401caque

(uh; w>L°°(0,T;(L2('JI�030))�031)xL1(0,T;L2('Jl�030))�024*(U,w)L°°(o,T;(L2(11-)y)xL1(o,T;L2(1r)),

para todo w E L1(0, T; L2('I[�030)),esto es

T T
l (�031LLk(t),w(t))(L2(-I-))/xL2(-ndt�024>I (u(t),w(t))(L2(T));xL2(-;p)dt;

0 0

para todo w E L1(0,T;L2('Il�030)).Por tanto uk�024**uen L°°(0, T; L2('Jl')) si, y
solamente si,

T T
/ (uIc(t):w(t))dt H / <u<t>,w<t>>dt ; (v w e L1<o,T; L2<1r>>>.

0 o

2.8. Teorema del Punto Fijo

Teorema 9 (Teorema del Punto }401jode Schauder). Sea X an espacio de
Banach y M Q X distinto de vacio, cerrado, acotado y comzexo. Sea T :
M �024>M an operador compacto. Entonces T tiene un punto }401jo.

Demostracién. Vea D

2.9. Resultados Importantes

De}401nicién7. Decimos base Hzlbertiana (0 simplemente base s2�031no eatlste
duda) a toda sucesién, (en) de elementos de H tales que:

|e,,| = 1 (V n), (emen) = 0 (V m,n; m 75

El espacio vectorlal generado por los (en) es denso en H.

S2�031(en) es una base Hilbertzana, entonces todo u E H se escribe:

00 00

u = Z(u, en)en con. = en)|2.
n=1 n=1

Teorema 10. Todo espacio de Hilbert separable admite una base Hilbertiana.

Demostracién. Vea [11]. El '

Lema 11 (Desigualdad de Gronwall).
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2�031)Sea una funcién absolutamente continua, no negativa sobre [0,T], la
cual satisface para Casi todo i la desigualdad diferencial

7/(t) S d>(t)77(t) + 1/103),

donde ¢(t) e 1/1(t) son funciones sumables, no negativas sobre [O,T].

Entonces,
t

n(t) 5 do "�034�035�030�034[77(0)+ / ¢(s)ds]
0

para todo O 3 t 3 T. _

En pa7�034tz'cular,52' V

7/(t) S <z>(t)77(t) sobre [0,T] 2; 77(0) = 0,

entonces
1;; 0 sobre [0,T].

Demostracién. Vea [14]. El

Lema 12. Sea 9 Q R abierto, a1 2 0, a2 2 0 3; G = (G1,G2) G C1(]R2;]R2)._
Asumamos que existen constantes M, K = K(al), N = N(ag) tal que �030

|DG(�254JI)lS M (2-5)
lG'1(�254�024am? ~ a2)| S Klél (2-5)
|G2(�254- 01,77 �024a2)l S Nl}402l; (3-7)

seau : 9 �024>R2, u =2 (�031Ll,1,�031u2)E H1(Q) = H1(Q) X H1(Q) y 11 = (u1�024a1,u2�024

ag). Entonces G o 1) E y

6G 8G 6G 6G ,
a (cow = <G1ov>',G2ov>'> : (aT:(v)v1* ?§<v>v;, m'f<v>v1* (um)

casi siempre en 9.

Demostmc2'0:n. Como 'u, = (u1,u2) E H1(Q)~, entonces u1,u2 E H1(Q) luego
existen 71", 11" <_I C1 tal que 2?�034�024>ul y 11�035�024>U2 en H1 entonces para
.�254>0,3m0�254Nta.lque

Il}401�035~ ulllzmm < % (2.8)
Illa�035�024u2�034H1(n)< (2-9)
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Consideremos u" = (11",1:1�035)E C'1(§2; R2) entonces de (2.8) y (2.9) obtene-mos

2 ~ 2 �0352 52 52 2
H�034" �034n�035H1(n)=�034U1�030�034n�035H1(n)+�034�0342�024}402�031n�035H1(Q)< 3 + 3 = 5

entonces �024u"||Hx(Q) < 5; Vn 2 mo, luego

u" �024>u en (2.10)

Para una subsucesién caso necesario, tenemos que, _ I

u"(ac) �024> Casi siempre en Q. (2.11)

Denotemos por v" = u" �024(a1, a2) entonces

(11")' �024>1/ en L2(Q) (2.12)

Y
- U" �024>71 Casi siempre en 9 (2.13)

luego tenemos que G o 11" E C1(Q; R2).
De (2,6) y (2,7) vemos que Gov" = (G101/�030,Ggov") E L2(Q). Anélogamente
G o u e L2(S2). De

||G(v") * 9(7))�034S MHU�035~ UH S ||�035u"�024UH.

obtenemos que G o 1)�035�024+G 0 1) en L2(§2). Mostremos también que

'n I 71. n I n 'n. I n 71. I 11. n I

(G 0 U ) = (71101 X01) + �024ax�024:(v)(?12),a7f(v )(v1) + £01 )(v2))

86�030 , 8G , BG , 6G ,2 �024><a7j<v>v1+ $:(U)U2a a7j(v>v1 + a�024;<v>v2>. (214)

De he°h° aa 80 ac; ac:<�0241(v">(v?>'�024�024�030<v)v;>+ <�0241<«»"><v;*>'- �0241<v>v;>=
aa 3�034ac; 6556: 33�034? 8�035ac: ac;
aT11(v")[(v§")' " vi] + [5r�024:(v")- y:11(v)]vi + 67:(v")[(v3)' �024US] + [T§(v") �024a7:(v)]vé»

Sean

An = %(v">[<v;�030>'�024vi],
8é(:$1 ac;B. = [?1<v"> �031a\mf<v>1v;.

Cu = -aT1(v")[(v£�030)'' 115],
£9012 aal

Du = [3fb(U") " %'(7})]U27
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como

/ lAnI2 = / I%§f<v">12I<v?>'�024v;I2s M / |(v?)�031-vi!2,
/0 I042 = fI3�024G1(v">I�035-I<v::>'�024v;t2szwf |(v3)�031�024v$|2,

n 9 3552 9

tenemos que, An --> 0 y C�035�024->0 en L2(Q).
Por la continuidad de G y por (2.13) tenemos que B�035�024>0 y D.,, ~+ 0 casi

- siempre en 9. Desde que

8G n 8GW = IT1�030(v>�024�024ax�024j<v>I2Iv;12
86' n 86' ,s (|5x�024:(v>1 +l3$-11-(v)I)2|v1l2

S (2M)2|v'1|2

Y

BG�031n 8G|Dn|2 = 15:0» >�024é,�024$21-(v)l"�0311v§l"�031
8G n 8G

S (|5j1(v )|+|37:(v)|)2|v§l2

S (2M)2|vél2

Por el teorema. de convergencia dominada B�035�024>O y Dn �024>0 en L2(Q). Por
tanto

80 n n 8G n n 8G 8G
-(E101 )(v1)'+ 5:0) X02)�031-+ $:(v)v1+ E21(v)v£ en 132(9)-

Anélogamente

BG n n , 8G n n 6G 6G
T30) )(v1) + ;,$�024:(vX02)�031-+ 5;13(v)vi+ 8�024;(v)vé68 142(9)-

lo que muestra (2.14).
Desde que la derivada de G�031o 1) en el sentido de las distribuciones es el limite

de (G o 11")�031en L2(Q). Tenemos que

6G�031 8G 8G 6G
(G 011)�031= (01 0v)�031,G2 011)�031)= (37:(v)vi + 5;2l(v)vé, £00111 + g:(v)v£)

casi siempre en 0. . E]
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Lema 13. Sea 9 Q IR abierto. u E H1(Q), a0 2 0 mm constante dada y
22 = u - (a0, a0). Entonces 12+ = (m2�031Lx(v1,0), méx(v2, 0)) pertenece a H1(§2) 3/

(11+)' = (H(v1)vj, H(v2)v§) casi sclempre en 9 (2.15)

donde H(§) = 1 32' E > 0 y H(§) = 0 52' 5 3 0. Ademas, la aplicacién u H 11+
es continua en

Demostracién. Sea F : R2 �024>R2 tal que F(§,77) = (F1(§,n),F2(§,17)) =

(mé~X(�254,0), méxm 0))-
Observe que |F1(�254�024ao,77 - Go)! S |�254|,|F2(�254�024don? - ao)l S Inl-

v+ = (méx('u1,0), rnéx(v2,O))

= �024'(I0, 0), IIlé,X(�031U,2�024(lo,

= (F1041 �02400,712 �024f1o),F2(U1 �02400,112 �024(10))

= F(u1 �024ao,ua �024ao)
= F(v)

= F o v

luego por lema (2.30) 12+ 6 H1(Q) y

(W = (F1(v)�031,F2<v>'>
3F 3F 6F BF= <�024a§(v>«/1+ 5,7�024�030<v>«/2,a�024;<v>v;+ a�024,f<v>v;>,

= (H(v1)v1,H(v2)v§) Casi siempre en Q,

Ahora mostremos la continuidad de la aplicacién u �024>12+

lvfl = |m5X(v1,0)| = |F1(U1 -110,112 - do)! S |U1|,
|vf'|2 S |u1|2,

anélogamente |v§ |2 3 |u2|2. Entonces

Hv+||2 = |Uf'|2 + lU§'|2 S |U1|2 + lU2|2 = ||U||2»

luego

11+ 6 112(9) 11 ||U||§ S ||U||§ (2-15)
como (v+)�031= (H(v1)v�0311,H(v2)7J§),1/1 : u�0311,11; = ug casi siempre en 9,
entonces

||(v+)'||2 = |H(U1)vi|2 + |H(v2)v§|2 S I?/1|2 + |�031U§|2= I?/1|2 + IUZI2 = ll?/||2 Casi Siempre en 9,
||(v+)'||§ S ll?/H3,
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por tanto V

�034�034+�035H1(n)3 �035u�035H1(Q)- (217)

Sea un �024>u en H1(Q) entonces (u,,)n.5N es acotado en Como
||v,;"||H1(m 3 ||u,,]|H1(Q) se tiene que (12; ),,EN es acotado en H1(§2) luego es
posible extraer una subsucesién denotado por (v,�030f)nENconvergiendo débil a
22+ en H1(Q) . i.e

1),�030:�024�024\12+.

De hecho

/ nu: �024v+1:2dxs / |lvn�024v||�031dr= / nun �024uI|2da:, %
n n n

entonces 12;�034�024>12+ en L2(Q) lo que implica que la aplicacién u »�024>11+ es
continua en L2 Ademés tenemos que *

/Q n<v::>' �024(v+)�031ll2d:v= n<v;:.>' �024(v1+)�031|2+lam �024(v§�034)�031|"]drr

/ I<v,-2)�031~ (vi-+)�031|2dw= / |H(�034in)�034£n,�024Hm->v;P
Q . Q

3 [Q|H(v,-,1)v;n �024H(v,-n)U; + H(vm)v; �024H(v,-)11Z'-]2dx

= / IH<mn><v;n ~ «»;> + (H(vi}402)�024Hm->>v;I2dx
:2

s 2 |H(vin)l2|v£n ~ 222:2 + |H(vz-n) �024H(�034z')|2|U;l2d$
g 2/ gugn �024u;|2da;+2 / |H(vz-R) �024H(v,.)|2|v;|2dx,

Q Q
S An + Bn

donde usamos que IH 3 1 y 11;" = ugn, 'u1�031-= respectivamente.
La sucesién An �024>0 pues um �024�024>u en H1(Q), Bn �024>0 por el teorema de
convergencia dominada. Por tanto tenemos que

F(11n) �024>F(v) en H1(Q)

U: �024>12+ en H1(Q)

luego la aplicacién u H v+ es continua en H1 El
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Lema 14. Sea T > 0 3; a0 2 0 una constante dada. Sea

u 6 Wm, T) = {u e L2(0,T; H�030(R)),5?; e L2(0,T; 1=r1(R))}.

Si 2; = u �024(a0, a0). Entonces

0+ '5 L2(0, T; H1(R)) W C([0,T];132(R)), (2-18)

3/ para casi todo 0 3 t1 < 1;; 3 T,

2%?" + d�024+t2+2 21t (§(S),v (3))H�0311(lR)xH�030(R)S �024Hv (2)||2 - H�031U(t1)||2 ( - 9)
1

Demostracién. La suposicién u E W(0,T) implica que para casi todo t E

(0,T) E H1(]R) y asi de lema (2.31) v+(t) E H1(IR). Ademés tenemos
para

F(�254,n)= (F1(�254,n),F2(�254,n))= (méX(�254,0),Inéx(n,0)),
que

|F1(5 �034110,77 �03400)] 3151 (2-20)

um: - com �024¢10)| 2 ml (2.21)
(9171 317';�024,g1, �024,31. 2.22l8�254(�254n)|l8n(�254v7)| ( >

De (2.15) tenemos

v+(t)�031= (H(v1(t))vi(t), H(v2(t))v§(t)) casi siempre en 9.

8
H114 (t)||§p(m) = ||F°v(t)||§;1(m = ||F°v(t)||i2(m)+ ||5;(F°v(t))||i2(R) (2-23)

sabemos que |F'1 0 12(1)] 3 |u1(t)| entonces "F1 0 v(t)||L-2(3) 3 Hu1(t)||L2(R).
Anélogamente �034F20 'U(t)||L2(R) 3 ||u2(t)||L2(IR), asi se tiene

HF o v(t)�035i2(IR)s ||u(t)l|i2aa> (2.24)
sabemos también que |Ba;(F1 o v)(t)| = 3 =

|�024|entonces

am au (2) a
O �031U)(t)�035L2(]R)S Anélogamente O �031U)(t).L2(R)S

I:�024'§7IIL2<m.Asi
8 8 tu5;<Fo v)(t)lli2(m s l|%;-)IlL2(m (2.25)
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(2.24) y (2.25) en (2.23)
�035�031l}+(t)�034H1(]R)3 ||u.(t)||H:(R) casi siempre en ]O,T[. (2.26)

AS1�031obtenemos que 11+ 6 L2(0,T;H1(R)) Primero mostremos (2.19) para.
u E H1(]0,T[x]R;]R2). Lema (3.30) implica 12+ 6 H1(]0,T[><IR;R2) y desde

que BF BF
vf6�024�2541(v)= vf y v§LT:(v) = 12;�031,(casi siempre), (2.27)

tenemos

+a�034+ + + + +
'�034E = (U1 W2)-((�0351)t:(�0342)t)

821+ 512+

= �0351+'aT1+�034;F:�030
BF BF2 = v:a�024;<v>+v;E?<v>
3F 31) 8F 61)

Z �034?"a"§�030�034�0317a71+�0345'6;,3(�034)63
311 6'0

= �034?'a�024§+�035?a�024f
6121 8'01_ + + , _ _

�024(vl)v2)

61)
= +�024-

�0358t
entonces 6 + 8

H-5}? = v+a�024:,(casi siempre en ]0,T[xR) (2.28)

de alh�031
8 8

(Ev:v+)H�0351(]O,T[x]R)xH1(]0,T[xlR)= (�0306*::U+)

]0,T[x1R 615

= / U+ .E
]0,T[x]R at
811+ +

- (�030BTW)

entonces, por un resultado ver pag. 35 do [15]

�03028v *2 812+
I (E:v+)I-I�0301(]0,T[><1R)xH1(}O,T[><]R)= I (W:v+)H�0301(]0,T[x]R)xH1(]0,T[><]R)

t1 t1 ,

1 1
= §l|v+(t2)||§ �024§||v+(t1)||§
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para todo u E H1(]0,T[xIR;1R2). Ahora usemos la dermidad de H1(]0,T[x1R;1R2)
en W(0, T).
Sea u E W(0,T) y sea (M) Q H1(]0,T[x]R;]R2) converge fuerte en W(0,T)
a u. Sea 12�034= u" �024(a0, a0). Queremos mostrar que

(u")+ �024»11+ en L2(0,T;H1(1R)) m C([O, T]; L2(1R)); (2.29)

sabemos que W(O, T) <�024>C([O, T]; L2(]R)), y por tanto de (2.24)

||(v")+(t)||i2(R) = HF °v"(t)|li2(R) S ||u"(t)||L2(R); (V t �254]0,TD(2-30)

||(v")+(t) - (Un)+(5)�035L2(]R)S ||U"(t) �024U"(S)||L2(m)- (2-31)

De (2.30) y (2.31) tenemos que (v")+ E C([O, T]; L2(IR)), analogamente
obtenemos

0Igg||(v")+(t) - (v+)(t)l|L2(m S 01gtéé§llu"(t) - u(t)HL2(]R)

lo cual implica. que

_ (2/�030)+�024�024>11+ en C([0,T];L2(]R)). (2.32)

Sabemos de lema (2.31) que u(t) »�024>v+(t) es una. aplicacién continuo en el
espacio H1(]R), lo que implica que

H(v�035)+(t)~�024'U+(t)HH1(R) �024->0 para casi todo t E [0, T].

�035(,Un)+(t), v+(t)|]f{1(R) �024+0 para casi todo t E [0, T].

entonces dado 5 > 0, 3 mo 6 N tal que, si n 2 mo

||(v")+(t) �024v+(t)HH1(R) < 5 para casi todo t E [0,T].

H(v�035)+(t)�024v+(t)[|f_I1(R) < 52 para casi todo t E [0,T].

por teorema de convergencia dominada

T

nlggo l|(v�035)"(t)�024U+(t)�035§�024I1(]R)dt�024»o
H(U")+ �024U+HL2(o,rr;H1(R)) �034�0310

entonces

(v")+ �024�024>12+ en L2(O,T; H1(R)) (2.33)
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justi}401quemosel proceso de limite

t2 6 n 8

I <%<s>, (Un)+(3))H�0301(]R)xH1(]R)�024<6�024:(5):U+(3))H�0351(]R)xH1(R)|=
1

t2 6 n 3 n

I (�024a1)t_(3)a(vn)+(5))H�0301(]R)xH1(lR)_(%%'(5)a'U+(5)>H�0301(]R)xH�030(]R)+
1

8 " 8+ <'5v_t'(5)/U+(3)>H�0301(lR)xH�030(R)�024<3�024�030;<s>,v+<s>>s
t2 6 n n 6 n 8

= I / <%<s>, (v >+<s> �024U+(s))H�0301(R)xH1(R)+<_a1)t_(5)�024a�024';<s>,v+<s>>H�0241(M1(R)I
151

t2 812" n t�031812" 62)
-S A |(W(s),(v )+(5) -�035+(5))H�0301<IP<)xH1aR)|+ft1|<a�024t(8)--3-;(s),v+(8)>n~1(wxn1<m|

COIIIO

t2 8 11. t2 8 n

/t :<�024§;<s>,<v">+<s>�024v+(3))H�034(lR)xH1(IR)|s ll-;)7(s)lln�0241(m||(v")+(s) �024v�035'(s)|lH1(m
s H%�0352,H_1|l(v�035)*�030�035+H2,H1(2.34)

Y

t2 6 n 3 t2 6 n 6

/t 1%» �024a�024:(3),v+(3))H�0241(n2)x14�031(1R)|s I%<s> �0245§<s>nH-1 H'U+(s)HH1
8 " 8s lug-a�024�031;II2,H-1IIv+II2,H1(2.35)

tenemos de (2.34), (2.35) y (2.33)

t2 8 n 8

I <7;-<3),<v">+<s>>H�024a(M1(m�024<§<s>,v+(s>>H-1(m1(R,za 0 cuando n « oo

entonces

t2 8 11 t2 8

/t %<s>,<v">+<s>>H-1m,xH1(m �024» <5§(s>,«»+(s>>H�0241(MnoR,cuandon~oo.
D ( ) (2.36)

e 2.32

0r£1tai<J:(F ||(v�035)+(t)�024v+(t)||L2(R) < 5 para n su}401cientementegrande

||(v")+(t) �024'u+(t)|[L2(R) < 5 para n su}401cientementegrande

I H(v")+(t)|[L2(R) �024||v+ (t)||L2(R) | < 5 para 12 su}401cientementegrande

"(Un)+(t)�035L�031(lR)~ �035�035+(t)�035L2(R)v t e M]. (2.37)
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Luego de (2.35) Y (2-37) tenemos que

t2(av( ) +(s)) man) I11(IR)ds ¢ H1/�031(t2)�035i2(R)�034||�035+(t1)H¥P(1R)2 / , 3 ,v H�031X
tl D
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I

Capltulo 3

O O O O

Exlstencla y Un1c1dad de

Soluclones

3.1. Teorema de Existencia y Unicidad

En este capftulo, presentamos la existencia y unicidad para el problema

de Cauchy:
Encontrar u(x, t) E R", satisfaciendo

ut + f(u)$ = (B(u)um),, en R x (0,oo), (3.1)

'u(a:,0) = u0(:3), en IR X {t = O}, (3.2)

donde uo E L2('JI�030)y f : R" �024>R", B : R" �024+IRW�035son funciones suaves
dadas. Usualmente f es llamada funcién de }402ujoy B matriz de viscosidad.
De modo de simpli}401carlas notaciones, escribiremos

- - Hp la norma en el espacio L�035('lI'),

I « ||M la norma. en el espacio I/�031(0,T; L"('JI�030)),y

- H - ||,,,Hq la norma en el espacio I}�031(0,T;H"('lI�030)).

Para 0 < T < oo, consideremos los siguientes espacios normadosz

XT ;= L°°(0,T; L2('JI�030))n L2(0, T; H�030('lI�030)),

con norma

HUHXT = HuHoo,2 + HuzH2,2» (V U E XT);

Y
YT ;= {w e XT; wt e L2(0,T;H'1(']I�030))},

28



con norma

A HWHYT = ||wHoo,2 + l|wzl|2,2 + Hw:ll2,H_1> (V w 6 Y2)-

De}401nicién8. Sea uo E L2('I[�030).Una funcién u E YT es una solucién débil de

(3.1), si satisface

u; + f(u)z = (B(u)u$)$, en 9'(]0,T[x'JI�030)

u(a:, 0) = uo.

Observacién. Como W(O,T) =�024>C([O,T];L2('J1�030)),de la Proposicién 2.13
tenemos que YT también esté contenido continuamente en el espacio C([0, T]; L2
En particular,

tlgggr w(t) = 10(0),

esté bien de}401nidocomo un elemento de L2 (T), para todo w E YT.

De}401nicién9. Decimos que una func2'o�031n17 E C'1(IR�035)es una entropia para

(3.1), can flujo de entropvfa asociado q E C1(R"), cuando para todo u 6 IR" '

Vq(u) = V'I7(u)Df(u)-

Llamamos a F(u) = (7}(u), an par de entropfa. Ademds, decimos que
77 es cuadrcitica, cuando eaciste 70 > O, tal que para todo u 6 R"

77(7)) 2 73Hu||2- (3~3)

De}401nicién10.

La matriz de viscosidad B(u) es de}401nidapositiva, cuando existe 71 > 0
tal que,

(B(U)§,�254)2 �034n||�254H2;(W E R�035,V5 6 R") (3-4)

_ . Decimos que la entropia 7] es consistente con la matriz de viscosidad B
para (3.1), cuando eziste 72 > 0 tal que,

- (D277(U)B(U)�254,�254)Z �031Y2l|�254||2;(W E R", V6 E R�035)(3-5)

Ahora, necesitamos tambiém de condiciones de crecimiento sobre el }402ujof ,
_ la entropfa 17 y la matriz de viscosidad B para condicionar el teorema de

existencia. y unicidad.
Para el }402ujof

�030 ||Vf(u)|| S C1(1+ |lU||}402),(W E R", 0 S [3 < 2), (3-6)
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para la entropia 7]

llD277(u)|| S 02; (VU E R"), (3-7)
y consideramos que la matriz de viscosidad es acotada,

HB(u)|| S 03, (V U E R") (3-8)

Teorema 15 (Existencia. y unicidad). Sea (7)(u),q(u)) an par de entropia
como en la De}401m'cz'o�031n3.2 satisfaciendo (3.3), la funcién de }402ujof y la matriz
de viscosidad B satisfaciendo (3.4)-(3.8). Entonces el pmblema de Cauchy
(3.1)�024{ admite, para cualquier dato inicial a0 6 L2('lI�030),una solucién glo-
bal u E L°°(0, oo; L2(']I�030))}402L2(0, oo; H1(']I�030)),el cual satisface

1 t 1 1
/ 1)(u)(:r, t)dz + / / (D277(u)B(u)u$, u$)d.1:d7* = / 7)(u0)(.1c)d2:. (3.9)

0 o 0 0

Ademds, si Vf y VB son funciones acotadas y 52' el problema de Cauchy ad-
mite una solucién global u E L°°(0, oo; L2('IF))}402L2(O,oo; H1('II�030))}402Lfoc(0,oo; H1(']I�030)),
entonces (3.1)�024(3.2)admite una 1Zm'ca solucién en el espacio L°°(0, oo; L2 ('JI�030))}402
L2(0,oo;

3.2. Demostracién del Teorema 3.4

Denotaremos por C una. constante positiva genérica la, cual puede depen-
der de las propiedades de f.

3.2.1. Primer Paso: Estimativa a priori

Lema 16. Sea u una solucién del problema de Cauchy (3.1 en el espa-
cio YT, entonces con las condiciones (3.3)�024{3.8),toda solucién u es acotada
independientente de T en el espacio XT.

Demostracién. Como u es una solucién del problema de Cauchy (3.1)-(3.2)
entonces se tiene

ut + f(u)z = (B('a)ux),, en 9'(]0,T[X'lI�030).

Probaremos con las condiciones (3.6) y (3.8), que f y ((B E

L2<o,:r; H*<1r))>.
Primero, observemos que si u 6 X7 entonces u G L4(0, T; L°°('JI�030)).
A}401rmacién1. Para 0 3 t 3 T,

l|U(t)|l§o S ||u(t)l|§ + 2||u(t)|l2||uz(t)l|2 (3-10)
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En efecto, como u(t) E H1(']I'), entonces u(t) es una funcién continua périédi�024
ca. Sean 3:0, $1 6 [0,1] tales que

mm{||U($,t)l| =0 S 95 S 1} = ||U(él7o,t)l|

ma~�031�254{||U(~�0310,t)||=0 S 3? S 1} = ||U(x1,t)l| = ||U(t)||oo
supongamos que £0 _< 3:1. Entonces

2 I1 d 2|lu(x1,t)ll2 �024|lu(:vo,t)ll = / �024uu<a:,t>udzmo dz
$1 d

= [$0 -(E < u(a:,t),u($,t) > dx

7-'1

= 2/ < uz($, t),u(:c, t) > dx
350

s 2/ ||u(w,t)l|||ux(x,t)||dx
3

s 2 IIu(w,t)l!I|uz(ac,t)||drc
1 2 1 1 2 1s 2</0 llu(a=,t)|| cum mm, on cam

S 2||u(t)l|2HUz(t)||2-

Luego,

Hu(t)||§o S ||u($oa t)||2 + 2l|�031u(t)|l2||Uz(t)||2»
Observe que

||U($o,t)l| S ||U($)t)H; (V 13 E [0,1D»
de modo que

1 1

/O nu<xo, t)lI2dz : um, t)||"�031dw
l|U($o,t)||2 S ||U(t)||§-

Por tanto

' ||U(t)||§o S |lu(t)|l§ + ?l|u(t)|l2||ux(t)||2- Cl
Ahora de (3.10), obtenemos

HU(t)H§o S" (||u(t)||§+2||U(t)||2||Um(t)||2)2
S 2||u(t)H§ + 8||u(t)||§||ux(t)||§-
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Como u E L°°(0, T; L2('J1�030))}402L2(0, T; H1('1[')), se sigue que
T T T

/ nu<t>I1:;dt s 2 / llu(t)ll%dt+8/ llu(t)l|§I|uz(t)||§dt
0 0 0

T

: 2l|u||§o,2T+8l|u||§o,2/ llux(t)l|§dt.
0

Luego, T

/ ||u(t)ll2§odt s 2|luIlio,2T + 8||u|lZo,2||ux||§,2 < oo. %
0

Entonces, u E L4(0,T; L°°('lI�030))y

"u"4.oo s c<T%I|u||w,2 + llul|i,2|luz|l§,2)- (3.11)
A}401rmacién2. .

||f(u)||SC(1+||u|l�031�031�034);<vueR", 0s}402<2). (3.12)
En efecto, de}401nimos

/\: [0,1] �024»R�035 V
0 v-> )\(a)=au,

entonces

foA: [0,1] �024>R�035 �031

a H (f o ma) = m<a)> = ram).
Observe que -

(r o ma) = r'<A<a>>/\'<o) = f�031(au)u,
luego

1

lI(foA)(1)~(f°A)(0)l| = u (fox\)�031(0)d0||

s u<.roA>'<a>uda
1

s Ilf(0u)'u»||d0

s Hf�031(<w)||lIulld0
1

S /C'1(.1+a}401||u||}402)||u||da
-0

1 1

3 /OC'1]|u||da+/O C1Hu||}402+1aBdU

= 01llu||+§%||uI|�035+1-
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I Si HUN 2 1, se tiene �030

Hf(u) - f(0)H S Clllull}402�034+ Cxllull}401}402
= 2C1||�031�034�034}401+17

entonces

||f(U)|| S ||f(0)|| + 2C1||�031u||�035+1-

I Si < 1, se tiene

||f(U) - f(0)|| S 01 + C1l|U||B+1,

entonces

||f(U)|| S 01 + Hf(0)|l + C'1||�034||�035+1-

Por tanto

||f(U)|| S C(1+ ||�030u||�035+1)~D
De (3.12)

||f(")($,t)|l2 S C2(1+ ||U($,t)||}402+1)2
S 2020 + |lU(I8,t)ll2}401+2)-

Como u E XT F1 L4(0, T; L°°(']1�030)),entonces para cada t E [0, T] }401jose tiene

f(MW) 6 L201�030),

3�031

1 1

[0 (||f(u)(Iv, t)|l2)d$ S 202 + 202% ||u(I, t)||2�035||u(=v,t)||2dfI«�030
�030 1

s 2C2+20"�031lIu(t)|l§§l|u(x,t)|l2dx
= 202 + 2C2||u(t)l|§f3IIu(t)ll§

||.f(�031u)(t)ll§S 202 + 2C2||U(t)l|§5l|u(t)||§- (3-13)
A Lo que implica que

Hf(u)(t)||2 S C(1 + |lu(t)|l§ol|u(t)||2)- , (3-14)

Como E L%(0,T) y la funcién constante 1 E L7%(0, T), entonces

- ||f(U)(t)||2 6 L2(0,T),e
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de (3.13), se tiene

T T

/0 ||f(u)(t)||§dt S 202T + 20% l|u(t)ll§llu(t)|I§Edt
T

s 2c*T+ 2C2||u||io,2 ||u(t)||Z5dt
s 202T + 2({�0302T2_32||u]|§o�0312[|u1|Zf,o< oo.

Entonces f(u) e L2(0, T; L2('ll�030))y,

||f(u)|l2,2 .<_ c<T% + T2�0243El|ul|oo,2||uIlZoo)- (3.15)
Lo que implica que f E L2(O, T; H�0301(']I')).Por (3.8), tenemos que

llB(u(a=.t))uz(a=,t)|| S |lB(u(w,t))|l ||uz(rc,t)|I
S Cslluz(w, t)ll-

Entonces

llB(u(a>. t))uz(x, t)ll2 S C'§lluz(x, t)l|2,
se sigue que para cada. t }401jo,

V B(u(t))u,,;(t) e L2('lI�030).

Luego,

1 1

/ uB<u<:c, t))ux(w,t)ll2d$ s 03 / |luz(:v,t)l|2dw
0 - O

= 0§|lu$(t)||§
I S C::Y)�034U(t)�034§11(1r)

|lB(u(t))um(t)||§ S 0§llu(t)||§mr,-
Observamos que

||B(u)uxII2 6 L2(0,T)
y

T T

/0 uB<u<t>>u$<t>n§dt 5 03/ llu(t)||¥m)dt
0

= 0§l|u||§,n1 < oo,

' de donde

B(u)u, e L2(0, T; L2(�031Il�030)),
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Y

HB(U)Uz||2,2 S C3|lu||2,H1-
Por tanto

(B(u)u,,.),; E L2(0, T; H�0301('I[�030)).

Por (3.7),

||D27I(u)|| S 02
||D277(U($»t))||2 S 03

1

f llD2n(u(w,t))ll2dx s 0%
0

||D217(U(t))||2 S 02.

Entonces para cada t }401jadoD27](u(t)) E L2('JI�030).Como Vn(u(m, t)) es peri6di-
ca y continua para cada t }401jo,entonces

V77(u(t)) �254L201�030),

por tanto,

V77(u(t)) E H101�030)
Y

||V7I(U(?5))||§a1ur) = ||V77(U(t))H§ + HD27I(U(t))|l§ �031
S ||V71(U(t))||§ + 03-

Como HV77(u(t))|]2 es continua en [0,T], entnces ||V77(u(t))H2 E L2(0, T) y

T T

/O l|Vn(u(t))|I?m)dt s ||Vn(u(t))|l§dt + 03:1".
Luego

V77(U) �254L2(0, T; H1(T))�030
De (3.9), tenemos que

d 1 1 2

3 n(u)(-7»3t)dw+ (D 77(�034(93at))B(u(517>t))u:c(-73:t):�034:c(7�0307at))d717= 0
(3.16)

N d 1 1

a /0 n<u><x,t>da: = ~ / (D2n(u(x,t))B(u(:v, t))u:L(�030T1t):u$(z,t))dx
. . O

1

s -72 / ||uz(x,t)||2dr.
0
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Luego

1/1 t)d:r < 0dt 0 n , _ ,

lo que implica que 1

211) = / n<u><z,t>da=
0

es una funcién monétona decreciente. Por �030canto

W) S 0(0); (V '36 [0,T])

esto es,
1 1

/0 n(u><m,t>dms n<uo><x>dx.
las condiciones (3.3), (3.5) hacen posible encontrar A1 y A2 dependiendo
solamente de la condicién inicial ug, esto es, de (3.3) y (3.9) tenemos que

1 2 1 1 2

||u($7t)ll div S -2 77(Uo)(95)d$ = A1; (V t E [0,T]),
0 '70 0

entonces

l|u(t)H2 S A1; (V t G [0,T]),
luego, tenemos que

SUP Hu(t)||2 S A1-
0319"

Por tanto

||u|loo,2 S 41- (3-17)
Entonces u es acotado en L°°(0, T; L2('JI�030))y la acotacién independe de T.
De (3.9) y (3.5), tenemos también que

T 1 1
/0 /0 (D2r)(u)B(u)u,,,u,,)da: g /0 17('u,o)(a:)d:r; (v 1 e [0,T]),

T 1 1

12] / um, t)|l"�031drvdts / n(uo)(:v)dx; (v t e 10,71),
0 0 0

T 1 1 1

/ / ||um(x,t)||2d9:dtS �024/n<uo><z>dx= A3 (3.18)
0 0 72 o

HUz�0342,2S 142-

Logo,

llullxr = ||U||oo,2 + ||uw||2,2 S A1 + A2,
por tanto u es acotado independientemente de T en el espacio XT. D
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3.2.2. Segundo Paso: Existencia Local

Proposicién 11. Con las condiciones (3.3)�024(3.8)existe an tiempo To > 0
1

dependiendo solamente de / 77(ug)dx tal que el problema dc Cauchy 1)-
. o

(3.2) admite una solucién en YTO.

Primero necesitamos probar el siguiente Lema:

Lema 17. Para T > 0, sea g E L2(O,T; L2('JI�030)),h 6 L°°(]0,T[><'I[�030),tal que

<h<m,t>g,g> 2 M5112; (v (war) e R x W).
Entonces para todo uo E L2(']l�030),el problema

1), + g, = (hv,;)$ ; en R X (0,oo) (3 19)
v(a:,O) = u0(:1;) ; en R x {t = 0} '

admite una 1Znica solucién 'u E YT.

Demostracién. La prueba del Lema lo haremos por el método de aproXi-
maciones de Faedo Galerkin. Esto es, aproximamos el problema del valor
inicial por una sucesién de problemas en dimencién }401nitay probamos que «
las soluciones del sistema aproximado converge a la solucién de (3.19).

De}401nicién11. Decimos que la funcién 12 E YT es solucién (débil) de (3.19)
cuando

vi + gm = (hv,)$, en 9�031(]0,T[x'I[�030)

v($,0) = u0(:1c).

Observacién. Por el Lema 2.22 �031UE C([O, T]; L2 (T)); de modo que v(0) tiene
sentido.
Sea (ej),-EN una. base Hilbertiana del espacio (L2('I[�030))",ortogonal en (H 1 ('1I�030))".
Primero hallamos una solucién aproximada de (3.19) de la forma

um) = Zmm(t)ej(rv),
j=1

donde (17,-,,,,)0S,-Sm son funciones en C1([0, I
Problema Aproximado.

Consideremos e1 subespacio m�024dimensional de H1('JI'), denotado por

Vm = [61, 62, . . . ,6.,n],
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generado por los m primeros vectores de la base Hilbertiana e,- = 1, 2, . . . , m, . .
Entonces tenemos el siguiente problema aproximado:

Encontrar um : [0,T] �024>Vm, tal que

((U~m)t(t)» 0) + (h(t)(Um)x(t)a 02:) = (.9(t)»vz); (V U E Vm)a (3 20)
en el sentido de las distribuciones sobre ]O, T[ '
um(0) = Pmuo = uom; uom �024�024>no en L2('I[�030),

donde (~, denota el producto interno en (L2(']I�030))�035,y Pm la proyeccién or-
togonal en L2('JI�030)de uo sobre el espacio generado por {e1, �024 - - ,em}.

Observe que um(t) E Vm, luego

I um(t) = Z 77:'m(t)�254a'- (3-21)
j=l

Entonces,

(um)t(t) = Z 77_;'m(t)ej7
j=1

y 771

= 27Ijm(t)(ej)x
j=1

Sea 1; = ei E Vm en (3.2O)2, tenemos

(Z 77_;'m(t)ej7 6:) + (WK: 77jm(t)(6j)x), (em) = (9(t), (62%), (3-22)
j=1 j=1

771. m

2 77}m(t)(�254j»62') + 2 77a'm(t)(h(t)(�254j):n(em) = (QU), (e'i)1�254)a
j=1 j=1

Z n_;m(t)6ij + Z 7/J�030m(t)aij(t)= (gm, (em),
j=1 j=1

~ n1,,.(t) a11(t) (mu) ... a1m(t) mm(t)
3 _ _ (121 (t) a22(t) . . . a2m(t) 'I72m(t) +

77:1v,1;L(t) M �034m1(�030)�034m2(�031�030)~~~ �034mm(�030)mxm "mm(�030)mxl
(g(t)7 (e1):E)

+ (9(t),'(�2542)x)

(gm, (em):c) M
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Sean

Y1(t) 771m(t) 77�0311m(t)
Y t m t 'm t:

Ym(t) mxl 7Imm(t) mxl n;nm(t) mxl

F1(t, Y)
F2(t, Y)

F(t, Y) = _ , donde

Fm(t2 "LXI

1*?-(LY) == �024Z 021 (t)77jm(t) + (9(t). (em)-
j=1

As1', obtenemos
Y�031(t)= F(t, Y). (3.23)

Sabemos que

Uom = ZWO, �254j)3j-
j=1

Por otro lado, de (3.21) tenemos

�034Om= �034m(0): E77jm(0)eja
j=1

entonces

77jm(0) = (no, 6;) 0 S J" S m.
Luego

n1m(0) (um 61)

Y(0) = f = f = Yo, (3.24)

mxl (U07 em) mxl

por tanto de (3.23)�024(3.24)tenemos el siguiente sistema

Y�031(t) = F(t Y)
�031 �031 3.2| 1/(0) = Yo. ( 5)

Mostremos que (3.25) satisface las condiciones del teorema de Caratheodory.

Sea
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D=[O,T]xBconB={y�2541R";|]yHgb};b>0,K;�254B. .

Probemos que:

i) F(t, Y) es medible en t para cada Y }401jo.En efecto, como F(t,Y) es
medible si, y solo si, E(t, Y) es medible, }401jandoY se tiene

Y ' -%�030(t)?7jm(t)= �024(h(t)(�254j)xa(�254z')z)7Ijm(t)001110 h E L°°(]0,T[><T)
y Y es }401jadoentonces -01-J-(t)17,-,,,(t) es medible.

- (g(t), (e,-)z) es medible en t, t E [0,T] por que g E L2(0,T; L2('II�030))
entonces E;(t,Y); 1 3 1' 3 m es medible en t para cada Y }401jo.

ii) F(t, Y) es continua en Y para cada t }401jo.
Observarnos que si 1,�030es }401jadoentonces Y también es }401jado.Luego
F,-(t, Y) es continua en Y.

iii) Para cada compacto K de D existe una funcién real integrable mK(t)
tal que

l|F(t,Y)H S mK(t), (V (LY) 6 K)-
En efecto, como Y varia en B, tenemos 3 b, y,

1 1

law): = l(h'(t)(ej).-1:2 (em): = 1 <h(t)(ej)x1(ei)$)l s |<h(t)(ej)$, (3i):c)|d33
1

Y s lIh(t)(ej)xl| |l(ez-MI
1

s Hhlloo ||(ej)x|| H(�254z�030)mH
S llhlloo l|(6j)xll2 |l(�254i)z||2
5 Hhlloo �035�0303J'�035H1(1r)H�254z�030HH1(1r)-

Luego

|aij(t)I S C Hhlloo
donde

l<hj(t)77jm(t)| S C |lhlloo|?7jm(t)l-

Luego, para 2' = 1,2,...,m

lFz'(t,Y)l S 2 |%'(t)'rljm(t)l + l(9(t), (�254j)¢)|
j=1

S Cllhllm Zl'I7jm(t)| + l(9(t),(6j)a;)l
j=1

=
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entonces

HF(t,Y)|| S mK(t)~

Siendo mK(t) integrable en [0, T] con mK(t) = C�031||h||ooZ [77,-m(t)[+|(g(t), (ej)$)l-
J'=1

Luego concluimos que el sistema (3.25) satisface las condiciones del teorema
de Caratheodory. Asi existe Y solucién en [0, Tm], Tm < T y por tanto um
es solucién del problema aproximado en el intervalo [0, Tm]. Su extensién al
intervalo [0, T] es una consecuencia de las estimativas a priori que haremos
3. continuacién.

Teorema 18. Existen constantes oz > 0 y 71 2 0 tal que

(i) l(h(t)uz(t),vm(t))l SA0t|lu(t)||H1mr) llv(t)|lH1m; (V u(t), W) E H1(T))

(ii) 71 l|u(t)l|§;1(T, S (h(t)uz(t),Uz(t))+71||U(t)||§; (Pam todo u(t) E H1(T))

Demostmcién.

(i)

|(h(t)uz(t),vz(t))l S |lh(t)ux(t)l|2 ||vz(t)||2
S llhlloo Hum(t)H2 ||v.«z(t)||2
S Hhnoo HU(t)HH1(1r) HU(t)HH1('II�030)

= 0�030Hu(t)HH1('JI�030)H�034(t)HH1(1r)

|(h(t)uz(t)7vx(t))| s 0zllu(t)||H1ar) l|v(t)||n1m
(ii) Por hipétesis,

71 ||u$($7 S t)�034-�0315(�030T7t): U�031I(x:t»)

A integrando con relacién a ac, tenemos que

1 1

71/ Iuw, t)"�031||dws / <h<a:, t)u:c(-77: t), um, t»,
0 0

71lluz(t)ll§ S (W) uz(t)7ux(t))=

71|lux(t)H§ + 71IlU(t)|l§ S (W) u:c(t)>U:v(t)) + 71||u(t)H§-
Entonces,

71l|u(t)l|§{:m S (W) uz(t),u¢(t)) + 71l|u(t)||§-
El
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Estimativas a Priori.

Teorema 19. Erciste una constante c > 0, dependiendo de T, h tal que

0IgteiS>;|lum(t)l|2 + |lum|l2,H1 + H(�034m)t�0342,H_1
S C(||uoH2 + ||9H2,2) ; (m = 1,2, -«-)

Demostmcién. Multiplicando la ecuacién (3.22) por 17,-m(t) y sumando de
2'= 1,2,...,m,

 ((um)t(t)7 Z7lim(t)3i)+(h(t)(Z77.im(t)(ej)z)> Z7h'm(t)(ei)z) = (gm, Znm<t>(ea.>,
i=1 j=1 i=1 i=1

((um)t(t), um(t)) + (h(t)(Um)z(t), (Um)x(t)) = (905). (um)z(t)), (3-26)
para casi todo 0 3 t 3 Tm. Por el teorema anterior, tenemos para (m =

1,2, . .

71llum(t)l|§;1ar) S (h(t)(um)x(t)7 (um):c(t)) + 71||um(t)|l§
para todo 0 3 t 3 Tm.
Ademés, tenemos

(9(t),(um)x) S |(g(t):(U'm):z:)|
1

< �024t ,, t_ WT H9( )||2 (x/5I||(um) ()|l2)

1 7s 5; l|g(t)H§ + ~;|Ium<t>tI§m,
Y

d 1 2 _
&(§|lum(t)H2) = ((um)t(t):um(t)) para casi todo ; 0 S t S Tm-

Por tanto de (3.26) tenemos

1 cl 1 7
5 3;|lum(t)|l§+"nllum(t)ll§pm S 7-1ll9(t)ll§+ -§|lum(t)llfa1ar)

+71|Ium(t)ll§,

1i||um(t)||2 + }401ll�035(t)||2 1 < �0241-|l9(t)l|2+ 71||um(t)||22dt 2 2 �031�035H<T>*271 2 2�031
d 1
3}401||um(t)||§+ 71||Um(t)ll§;1(qr) S 271l|um(t)ll§ + ;y:||9(t)||§ (3-27)

para casi todo 0 3 t 3 Tm.

Sean
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77(t) == |Ium(t)||§ ,

�25401)I= H9(t)|l§-

Entonces (3.27) implica que

1
77'(t) S 2'71n(t) + �024�254(t),

'71

para casi todo 0 5 t 5 Tm. Asl�031,por la desigualdad de Gronwall, tenemos que

1 t

7205) 5 e�030°�030�035"�035{77(0)+ 5 |£(T)|dT} ; <0 < t < Tm)-
Como

« 77(0) = Hum(0)||§ = |lUom||§ S ||uoH§,
obtenemos

2 2'y1t 2 1 t 2

l|um(t)H2 S 6 {l|uol|2 + E H9(T)||2dT}
0

271T 2 1 Tm 2
S 6 "�030{||uo||2+ �024 ||9(T)||2dT}

�030Y10

2 T 2 1 T 2S 6 7�030{||uol|2 + i O |l9(T)|l2dT}

S C{Huoll§ + l|9||§,2}; (0 S t S Tm)-

Como la cota independe de m y t, implica. que um puede ser extendida a. todo

el intervalo [0,T]. As1�031tenemos

méx HU (t)H2 < C'%(||u II�035+ ||9||2 )%ogtgT m �0340 2 23

S C(HUo|I2 + ||9l|2,2)-

De (3.27)

1'ni|um(t)llipm s 271||um(t)||§ + ;ng<t>n':�031
1

S ;|l9(t)H§ + 271C(||uo||§ + ||9||§,2)

1
||um(t)||fmr) S pl|9(t)||§ + C�031(l|uo||§+ |l9||§,2)-
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Ahora, integrando de 0 a T

T 2 1 T

/0 ||um(t)|lH1(T,dt s ? ||g(t)||§dt + CT(l|uo|l§ + HgH§,2)
1

S ?||9||§,2 + CT(||uoH§ + ||9l|§,2)

1
S CT ||uo||§ + (C'T+ F) ||9H§,2 ' 4

S C(||uol|§ + ||gH§,2)-

Luego um E L2(0,T; H1('11�030))e

Hum||2,H1 S C(||uo|l2 + ||9||2,2)-

Ahora, consideremos 1} E H1(']I'), con ||v||Hx(T) 3 1, y denotemos v = 111 +122,
donde procediendo de modo anélogo a. Evans [4], �030U16 [61, eg, - -- ,em] i.e. v1
pertenece a1 espacio generado por los vectores {e1, e2, - -- ,em} y (v2,e,-) =
0; = 1, 2, . . . ,m). Desde que las funciones e,~ son ortogonales en H1('I[�030),||v1||H1(»}402-)3
||vHH1(T) g 1. Utilizando (3.20), deducimos para casi todo punto 0 3 t 3 T

que

((um)t(t)av1) + (h(t)(Um)x(t),vi) = (905), vi),
y (3.21), tenemos que

((�034m)t(t)»U>H�0241(1r)xH1(1r)= (("m)t(t)7U)

= ((Um)t(t)»v1)
= (9(t),vi) - (h(t)(Um)z(t), vi)-

Consecuentemente,

l((um)t(t)a v)H�0241ar)xn1ar)|S |(9(t),?1i)I + |(h(t)(Um)z(t),vi)|
S H9(t)||2+ llhlloo ||�034m(t)HH1('JI�030)H�0341)HH1(1r)
S ||9(t)||2+ llhlloo ||Um(t)||H1(nr),

de modo que

|<(�034m)t(t)aU)H�0241(11�030)xH1('Ir)|S C(||9(t)l|2 + ||Um(t)|lH1(1r))-

Como ||v||H1(T) 3 1, se tiene

l|(um)t(t)||H�0241(1r)S C(||9(t)||2 + �034�034m(t)HH1('.lI�030)):
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y consecuentemente,

T 2 T 2 T

/0 II<um>t<t>1:H+1mdt : 0< |lg(t)||2dt + nIum<t>II%m,dt>
S S C(H9||§,2 + ||um||§,H1)«

Por consiguiente

||(um)t||2,H_1 S C(||9l|2,2 + ||UoH2)-

�030 U

Teorema 20 (Existencia de la. Solucién Débil). Existe una soluc2'0�031ndébil (16
(3.19).

Demostmcién. Del teorema anterior tenemos que

(um),,,eN es acotado en L°°(0,T;L2('I[�030)),

(um),,,eN es acotado en L2(O,T;H1('II�030)),

((um)t),,,EN es acotado en L2(0, T; H�0351(']I�030)).

Ademés, como

||(um)x(t)||2 S �034'u'm(t)HH1(�031JI�030)a
entonces

T T

�031 / l|(um)m(t)ll§dt s / I|um(t)||i�031m)dt,
o . 0

esto es

||(Um)z(t)||2,2 S HUm|l2,H1 S C'(||uo||2 + ||9||2,2)-
Luego

((um),).,,,�254Nes acotado en L2(0, T; L2('II�030)).

Consecuentemente, existe una subsucesién (u,,).,�254Nde (um)meN, tal que

u,, �024*\u débil estrella en L°°(0, T; L2('JI�030)), (3.28)

�030ct,�024\u débil en L2(0, T; H1('JI')), (3.29)

(u,,)t �024xut débil en L2(0, T; H�0301('I[�030)), (3.30)

(u,), �024Aum débil en L2(0, T; L2(�031lI�030)). (3.31)

a) La convergencia (3.29) equivale a decir que para todo f E L2(0, T; H�0351

se tiene

T T

[O <f(t)7�034I/(t)>H'1(�031}I�031)xH1('I{�030)dt�034�031fa (f(t)»u(t)>H-1(1r)xH1(1r)dt- (3-32)
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b) La convergencia (3.30) equivale a decir que para todo w E L2(0, T; H1('lI�030))
se tiene

/0T<(Uu)t(75)»w(t))H-1(1r)xH1(1r)dt �024�031/OT<(U)t(t)1w(t)>H"1(']I�030)xH1('}I�030)dt-

' ' (333)

Sea N e N y 11 e C1([0, T]; H1(']I�030)),tal que

ya, ac) = dz-(t)e,~(x),

donde {dz-}z-1:1 son funciones suaves dadas. Escogiendo m 2 N, multiplicamos
(3.22) por dz-(t),

((um):(t), d)-(t)ei) + (h(t)(um)z(t); d)-(ea-)3) = (90), di(t)(ei)z)'

Ahora, sumando para 2�031= 1, 2, . . . , N

((um)t(t)a v(t)) + (h(t)(Um)z(t), vz(t)) = (9(t), 03(0),

<(um)t(t)2 U(t))H�0301(T)xH1(T)+ (h(t)('u'm):c(t):'Ua:(t)) = (gm, um).
Integrando de 0 a T

f0T<(�034m)t(t):'U(t))H�0301(']l�030)xH1('lI�030)+T(h(t)(um):E(t)>�035:c(t))dt= T <g<t>, um),
obtenemos

T T T
/0 <<uu>t<t>, 'U(t)>H�0301('Jl')xI-I1(T)+ (h(t)(�034u)w(t)>vx(t))dt = / (9(t)»'U:v)-

0 (3.34)
La convergencia (3.31) equivale a decir que para todo w G L2(0, T; L2(']I')) se
tiene

/0 <<uu>z<t>, w<t>> �024» <um<t>,w(t>>. (3.35)
A}401rmaciénvzh E L2(0, T; L2(']I�030))
En efecto, T 1

[0 [0 ||vz($,t)h($7t)|l2d13 dt S Hhlloo ||vx||2,2

Por tanto vzh E L2(0, T; L2('}402�030)). Cl
Entonces en (3.35),

T T

/0 ((uv):v(t):'Uw(t)h(t))�024�031,<uz<t>,v$<t>h<t>>
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Observe que

((uu)z(t). vx(t)h(t)) = (h(t)(Uu)z(t), �035m(t)):
entonces

/ (h(t)('u'II):c(t)7'U:c(t))"'> / h'(t)uz(t):'Ua:(9)- (3.36)
De (3.36), (3.33) en (3.34) obtenemos

/0T<ut<t>, v(t))H�0351('II')xH('1I�030)+ T(h(t)uz(t): �035a:(t))dt= /Tam, um),
' 0 (3.37)

para todo v e C1([0, T]; H1 (T)). Como 01([0, T]; H1(']1�030))es denso en L2(0, T; H�030(11�030)),
entonces

_T<ut(t>, v<t>>H»1mxm) + T(h(9)u:c(9): 'Ua:(9))dt = T<g<t>, 'U:c(9))dt
}401aratodo �031UE L2(0, T; H1('I[�030)),tenemos

f0T(<79t(t)av(9))H�0301('}1�030)xH1('JI�030)+ <h<t>ux<t>. um) ~ (ya), U:c(t)))dt = 0.
Sea 1) = 6gp; 6 E 9(0,T), <p E H1('JI�030)12 E C1([O,T];H1(']I')) entonces

/0T[<ut(t)a 90)H�0341('I1�030)xH1(']l�030)+(h(t)u:c(t)2§0:c)_(.9(t)> �030pm}402adt: 0 5 E Q�034):

Consecuentemente,

(Uta)? <p>H�0341(T)xH1(']I�030)+ (h�031(t)u1:(t)790:12) : (g(t)7 90:17): (90 E

en el sentido de las distribuciones en particular para todo (,0 E 9
Ademas

<Ut(t):S0)H-1(1r)xH1(1r) = %(U(t)»<P) 911 (9'(0aT)),

entonces

;;3t<u<t>, <p) + (h<t>um<t>, (Pm) = (.9(t)a�030/7:6)en 9'<o,T>.
Luego:

(%(u(i�030),W); 9) + ((h(t)%(t), 90$): 9) = ((90); (pm): 9),

-(Wt), S0): 9') + <(h(t)U':c(t)7 Wm), 9) = ((9(t)7 90$), 9),
T T T

�024 (um, <P)9' + (h�031(t)um(t)7me = (gm, me,
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T 1 T 1 T 1

~ / / u<z,t>sa<x>e'<t>+/ / h(I.t)uz(x,t)<pz(w)9(t) = / / g(17at)�030pa:($)6(t)
o 0 0 0 o 0

para todo (,0 E 9(']I�030),6 E 9(0,T).
Por la densidad de las sumas }401nitasde los productos go}402,<p E .@('JI�030)y 0 6
9(0, T) en 9(]0,T[><T), obtenemos

T 1 T 1
�024// u(:v,t)¢t(z,t)d:cdt+/ / h(:z:,t)u$(:c,t)gb,,(:1c,t)da:dt =

o 0 o o T 1

= / / g(.T,t)¢$(m,t)d.'z:dt,
o 0

�024/ u(:c,t)¢t(3:,t)d$dt+/ h(a:,t)u,,(:v,t)¢,(T,t)d:cdt =
]0,T[x'lI' _ ]0,T[x'I[�030 >

= / g(a:,t)¢,(ac,t)dxdt,
]0,T[><'JI�030

�024(u,¢t)+<h'u.'1::¢:::) = (9, ¢:t); V ¢ 6 9'(]0,T[><'11'),
(uz,¢) + (gas, 43) = ((huz)z, ¢); V ¢> G 9'(]0,T[><T)-

Entonces
11,; + 9,5 = (hu,,),, en �0319'(]0,T[><'II�030).

Por tanto u es solucién de (3.19) tal que

u E L°°(0, T; L2('lI�030)),

u e L2(0,T; H1('J1�030)),

u�031e L2(0, T; H"('ll�030)).

Cl

Veri}401caciénde los datos iniciales.
Claramente u E C([O, T]; L2('lI')). Luego tiene sentido

d
a�024t('�034(t)»v(t))= (71¢(t)}402�031(t))n-1(1r)xH1(1r)+ (WU):�034(t))11-1(1r)xH1(1r)~

Sea 11 E C1([O,T];H1('1I�030))C L2(0,T;H1('JI')) con v(T) = 0. Entonces de
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(3.37) tenemos

T d T T
/0 ;;<u<t>,v<t>) - (Ut(t)/u'(t))H�0301(T)xH�030(T)+ (h(t)uz(t)>'Ua:(t)) =

T
/0 (g(t)>Ua:(t))

<u<T>,v<T>> ~ (um), um» �024 T mu), u(t))H�0301(']I�030)xH�031(1l�030)+ T(h(t)�034'a:(t):um) =

fT(g(t):Ux(t))
0

~ T[<vt<t>, u(t))H�0301('1I�030)xH1(�031]I�030)+(h(t)u$(t)2vz(t))]dt = T<g<t>, vz(t))dt+(�034(0)aum»
3 (3.39)

Anélogamente, desde (3.34) deducimos

T T

�024 (Uta):�034I/(t)>H�0301('lI�030)xH�030('Jl�030)+ (h*(t)(�034v)a:(t)v�034:c(t))dt=

- T(g<t>, 'Uz(t)) + (mo), v<o>)
empleando (3.33)-(3.36) tenemos

T T

�024 <'Ut(t)au(t)>H"(T)xH1(T) j�030(h'(t)�034:c(t)avav(t))dt =
l().T(g(t)2vx(t)) + (no, v<o>> (3.40)

de (3.39) y (3.40) V
(�034(0),�034(0))= (710,140)),

como 11(0) es arbitrario, tenemos

u(0) = uo.

Unicidad de la solucién débil
La solucién débil de (3.19) es Iinica. En efecto, da.do u, v dos soluciones del
sistema (3.19), sea 11) = u �024v. Claramente,

w e L°°(0,T; L2('Jl�030))nL2(0, T; H�030('JI�030)),wt 6 L2(0, T; H�0301('JI�030))
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y satiface la. ecuacién

wt = (h.w,),,. ; en R x (0, 00)
I w(O) = 0 ; en R x {t = 0}. (341)

De (3.38),

1 d 2 h. t t �024 t h �024§anw<t>n.+< ( >w.< >.w.<t)> �024<w.<t>.w< )>H�0301('H�030)xH�030('J1�030)+(<t>w.<t>,w.<t>> �0240.
Sabemos que

(h(t)wm(t), wx(t)) Z '71|lw(t)lli11(ar) ~ 71Hw(t)H§ > �02471Hw(t)|l§

1 d
§&;||w(t)|l§ -'Y1Hw(t)||§ S 0

d
3;Hw(t)||3 S 271Hw(t)H§ + 0,

por Gromwall tenemos

t

nw(t)n§ s e271�030[w(0)+ / 0 d0] = 0.
0

Entonces w(t) = 0 en L2(']I') para todo t 6 [0, T], por tanto el problema. (3.19)
admite una }401nicasolucién u 6 YT. El

Para 1:. E YT de}401nimosg = f y h = Por las condiciones (3.4),
(3.8), tenemos que

h(a:,t) = B(u) 6 L°°(]O,T[><'I[�030)

(h($,t)§,£) 271||�254H2. (V (95:75) �254R><R+,V�254�254R�035)-

Ahora, por (3.15), la funcién gx pertenece a. L2(O,T;H_1('1I')).
Del Lema 3.7, tenemos que el problema

vt + = 3 en R X (0; 00) (3 42)

'u(:I:,0) = u0(.7:) ; en IR x {t = 0}, '

admite una Iinica solucién 'u 6 YT.

Denotemos por
S 2 YT �024>YT

la aplicacién el cual lleva u E YT para la solucién 1) del sistema. (3.42). '
Queremos aplicar el teorema. de punto }401jode Schauder 3. la aplicacién S.
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Lema 21. Con las suposiciones (3.3)�024(3.8),existe un tiempo To > O y un
conjunto C comzexo cermdo y acotado en YT invariante por la aplicacién S

para todo T 3 T0.

Demostmcién. Sea u E YT y 11 = S'(u). Como v E YT, damos la estimativa
de energia.
De (3.38), obtenemos

(�035t(t)aU(t))H'1(T)xH1(T)+ (B(U)(t)va.-(t), 'Uz(t)) = (f(U)(t), vx(t))- (3-43)

Luego

§§�030;<v<t>,v<t>> + (B(u(t))v:c(t)a v,<t>> = (f(u)(t), mt»
Por hipétesis (3.4), tenemos

71HUz($,t)||2 S (B(U($» t))vx(~'6a t)1v:c($, 15))
1 I

71 / ||vx(.12,t)||2d:1: g / (B(u,(ac,t))vz(:v,t),v,,.(:1c, mag,-
o 0

71Hvz(t)||§ S (B(U(t))vz(t),vz(t))-

Luego

§%uv<t>II§ + 71l|v$(t)ll§ s (f(u)(t),vz(t))
S |(f(u)(t),vz(t))1

V S ||f(u)(t)||2 ||vx(t)|l2

= Hf(u)(t)H2\/WI Hvz(t)H2
2

s nr<u><t>u§+ % Human:
1= 2-71 nr<u><t>n§ + 7; l|v$(t)||§,

esto es,

~;«%I:v<t>II§ + %|lvx(t)H§ s Hf(u)(t)lI§
%|lv(t)l|§+71|lvz(t)||§ s 0nr<u)(t>n3.
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Ahora, integrando de 0 a t, tenemos

t t

11710113 �024117101113 + 71 1171171113117 5 c llf(u)(T)||§dT-
0 0

t t

11«»(t>113+ 71 11u1<7>113d7 s 11711113 + 0 11r<u><7>113dr.

Por tanto,

t

11v1t>113 s 1171112 + 0/ l|f(u)(T)lI§dT
0

T

s 1171112 + C 11r<u><7>113dr
2 1111112 + c11.r<u>1131

Y

t t

71 117117111311 5 111113 + 0 11r<u)<r>113d7
T T

71 11v1<r>113d7 5 1171113 + 0 llf(u)(T)H§dT  

 7111v3113,1 3 117113 + 0l|f(u)l|§,2
1

11711131. 2 5111211113 + 011f<u>1131>.

Ahora, usando (3.15) y (3.11) tenemos que

117111113 s 1171113 + c<:r+ T2-3211711311 1171133.)
 s 117113 + car + T�035'T�03511u1133<T%11u11o1,1+11u11:,,1 11u1113,1>2�035>,

entonces

1171133 s 117113 + c<T + T%g�035u�035Zo,2(T%�035u�035oo,2+ 11u11i,1 11u1113,1>�035>

3�031

7111711133 s 11u1113 + CHf(u)H§,2
1;11v1113,1 s 7111711131

2 2- 1 l l

11v1113,1 S 1*1<11uo113+ car+T7�030*11u113,1<11u11o1,1Tz+11u11:1,1 11u1113,1>�035>>.
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Si denotamos 1
2 2of = 7-3 77(Uo)diI>, 0%�031= $03

en tiempo inicial, se sigue que

2 1 2
H'�0350"23 E01-

En efecto, sabemos que existe 70 > 0, tal que

7§||uo($)||2 S 77010)
1 1

73 |luo(:v)||2d-rs / n(uo)dx
o

1

"r}401lluollis / n<uo>dz
0

2 1 1 1 2
H�0340H2S ;g 0 77(U0)d-'17 = EC;

de moldo que podemos encontrar un tiempo To > 0 el cual depende solamente

d /�030d tale 0 n(uo) a: que

HU||oo,2 S 01 => ||vHoo,2 S 01
HUxH2,2 S C2 HU:cH2,2 S 02 '

de (3.43) tenemos,

(Mt), v(t))u�0241(1r;xn1ar)= -(B(u(t))'vm(t),vx(t)) + (f(U) (15), vx(t))

|<�034t(t)a�034(t))H�0241('u�030)xH1('n�030)|S |(B(U(t))vz(t),vz(t))|+|(f(u)(t);vz(t))!
S HB(u)||oo ||vz(t)H§+ Hf(U«)(t)l|2 H'Uz(t)H2
S HB(u)Hoo ||vz(t)H2 ||v(t)||u1ar) + |lf(U)(t)H2 ||v(t)||H1(1r)

% |<v <t>,v<t>> �0241 )( 1 u s nr<u><t>n2 + ||B(u)|loo|lv$(t)Il2; u ya 6
(0 (t),v(t)) �024 1sup {�024�030�024�024�034i�035�024*3�030i�031}.<. ||f(u)(t)H2 + ||B(u)|loo ||vx(t)l|2

v(t)�254H1('JI�030) I Wt) I '1-I1('I[�030)
v(t)7é9

|lvt(t)||1r1(1r) S ||f(U)(t)||2 + HB(U)Hoo ||vz(t)||2-
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Integrando de 0 a T,

T T T

/ ||vt(t)|l§4�0241mdts 2/ |lf(u)(t)|l§dt + 2|1B<u>u:, ] |lvx(t)I|§dt
0 0 0

llvtllinal S 2|lf(u)l|§,2 + 2||B(u)ll§o||vx|l§,2

llvz||2,H-1 S \/§ l|f(u)||2,2 + *5 ||B(u)|loollvzH2,2

De (3.15) se tiene

H�035t�0352,IL1s ~/ic<T% + T2"3£||u||oo,2 llullfa) + \/§llB(u)l|oo ||vmllz,2 (3.44)
de modo que existe C3 > 0 el cual depende solamente de C1 tal que

HUt�0352,H..1S 03;

ahora denotando

C = {U G YT 3 HUHoo,2 S 013 ||uz||2,2 S 02; H�034'tH2,H_1S 03},

es posible ver que C�031es acotado en YT. Sean u,v E C�031,entonces para todo

0�0316 [0,1] :

- |[(1 �024a)u+a'u||°o,2 S (1�024a)||ul|°°,2+a||v||.x,,23 (1�024a)C1+aC1= C1.

I ll(1�024O')�0311J/g;�030+�0300'U;,H2,2S (1�024U)|I11:¢l|2,2+U|l�031U$H2,2__<_ (1�024U)C2+0'C2= 02.

I -�030U)Ut +UUt||2�031H_1S 03.

Por tanto C es convexo.

Sea u E 5, entonces existe una sucesién (um) C C�031tal que um �024>u en YT.
Dado 5 > O, existe mo 6 N, tal que para todo m 2 mo

Hum �024u|[yT < 5.

Esto es,

Hum * UHoo,2 + H(Um)z �024UzH2,2 + H(Um)t �024UtH2,H_1 < 5»

entonces

Hum �024UHoo,2 < 5 siempre que m 2 mo,

||(um), �024u,||2,2 < 8 siempre que m 2 mo,

|](um)¢ �024ut[|2,H_1 < 5 siempre que m 2 mo.
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Luego, para todo E > O

HuHoo,2 g Hume �031�034H002+Hu1no�03500,2

< �254+C1;(VE>0)

entonces

||ulloo,2 S 0»
Analogamente

|luz||2,2 = ||(umo)z - us.-|l2,2 + H(umo)93H2,2
< 5+C2; (V5>0)

S 027

Y

llU»cl|2,H_1 S H(umo)t - uzH2,H-1 + ll(Umo)zl|2,H-1
< E-3-C3; (V5>0)

3 C3.

Por tanto u E C, luego C�031es cerrado y tambiém tenemos que para todo
T g T0, S(C) C C. D

Lema 22. Con la condicidn (3.6), f es continua de YT en L2(]0,T[><'I1�030).
Mds precisamente, para todo u, 1) E YT,

T 2 T L E

A |l(f(u) - f(v))(8)||2d8 S C([ ||(u - v)(8)||§d8)§ (3-45)
0

2 - ,3 .donde 5 = �024�0244�024�024,y C > 0 dependzendo solamente de �035�031Ll,HyTy H'u||yT.

Demostracién. En efecto, sea

f : R" �024>R"

y de}401namos
/\ : [0,1] �024> R"

0 s�024> )\(a) = au+ (1 �024a)v;

entonces

foA: [0,1] �024> IR"
0 I-+ (fo )\)(a) = f(A(a)) = f(au+ (1 �024(7)11)
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(f 0 /\)�031(U)= f'(0u + (1 �0240)v).(u �024U)

 ||(f°x\)(1)-(foA)(0)H = ||1(f°A)�031(o')dv||
�030 5 /01||(foA)�031(o)||do

= /01||f�031(au+(1�024a)v).(u�024v)|[da

s /01||f�031(ou+(1�024a)v)|IH(u-v)||da

�030 = |l(u~v)|l/01l|f�031(0u+(1-0)v)|ldv
5 l|(u-v)l|/01C1(1+|lv+o(u�024v)|l�034)dcr
= C1l|(u-v)||1(1+l|v+a(u�024v)ll")d0
s C1H(u�024v)||1(1+(HvH+aHu�024vll)")da�024

Luego

nr<u>�024x<v>us C||u�024vH/O1(1+l|v||�035+o"I|u�024vl|")da
= Gnu-vu(/01da+/01||u|1r*da+|1u�024u|1f3[aI*da)

05�034
= C||u�024vH(1+I|vl|"+||u-vll}401g}401lé)
= Cllu-vH(1+|lv|l"+;j;-i|l'u�024v||"),

entonces
||f(u)�024f(v)|ls Cliu-vH(1+l|vll"+llu�024vl|")

5 0l|u�024vl|(1+|lv!|"+(l|ul|+l|vlI)")
5 CHu�024v||(1+||v||"+||ul|"+llvl|")
s 0||u�024vH(1+lIull"+2|lvI|")

% s (Jllu�024v|I(1+lIulI"+llv|l")-
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De modo que tenemos,

||f(u)($, t) �024f(�031v)($,t)l|S 0H(u - v)(IW5)l|(1+ ||'u(1',t)||" + ||v(=�254,t)||�035)
||f(u)($,t) �024f(v)(w,t)H2 S C2H(u ~ v)($,t)||2(1+ |lu($,t)l|}401+ Hv($, t)HB)2
Hf(u)(:v, 15) - f('U)(-�031I3,t)ll2S C'2H(u - v)($, t)||2(3 + 3|lu(I,t)||2�0303+ 3|lv($,t)|l2}401)

S 3C2H(U - v)(93, t)||2(1 + |lU($, UH�035+ ||v(Iv, }401ll�035)

y, integrando tenemos,

[01||f(U)($,t) - f�031(U)(17at)||2d$S 3021: H(u_v)(x7t)H2(1 + ||u($,t)||2}401+ ||v(fE,t)||2")d-T

S 3020 + ||U(t)H§§ + i|v(t)||Z§) X1 Wu - v)($,t)||2d$
0

S 3C2H(u - v)(t)||§(1+||u(t)||§§ + llv(t)H§§)

||f(u)(t) �024f(v)(t)H§ S 3C2H(U - v)(t)H§(1 + HU(t)ll§§ + ||v(t)ll§5)-
De (3.11) tenemos u, v E L4(0,T; L°°(']I�030))entonces ||u(t)|[°o, |]v(t)Hoo E L4(0, T)

Sea q = g, p = 5%? entonces nu(t)ugg, nv(t)||':;g e L�0301(0,T).
Tambiém observemos que

0 3 }402 < 2,

-2 < -3 S 0,
0 < 2 �024[3 3 2, �030

4
2 S 5:3�030< 00.

Como u, 11 �254L°°(O, T; L2('1I')) entonces u�024vE L°°(0, T; =�024>LP(0, T; L2('II'))
�030 por tanto �024 E L1�031(0,T). Luego tenemos

1 + l|U(t)|l§5 + llv(t)H§§ E L"(0,T) y H(u - v)(t)H§ E L�035(0,T)

1 1_2-B }402_1 Id. ..
y 5 + E �024�024-2- + 5 �024, por tanto por a. es1gualdad de Holder obte-
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IIBIIIOS

/T Hf(u)(t) �024f(v)(t)||§dt s 302 [T mu �024v><t>u§<1 + l|u(t)|l§§ + |lv(t)l|Z£�031)dt
0 0

s 30%/TuI<u�024v><t>|1§Pdt>%
°T 1

</ <1 + |Iu(t)llZé�031+ |Iv(t)||�0302E)�035dt)?
0 T 1

s 30%/0 mu ~ v)(t)||§dt)2�030
T 1

</ <1�030!+ nu<t>u:�254"+ I|v(t)|l2é�031�034)dt)?,
0

donde 5 = 2�024:1�024}401

2 1
o Como p = §�024_�024}402entonces E = 25

0 O 3 H < 2
�0242< �024B 5 0
0 < 2 �024/3 3 2

1 < �0241�024< oo
2 �0342?

2 3 E < 00

For tanto 8

T T 1 T 1

/ ||f(u)(t)-f(v)(t)H§dt s 30%] (1+nu<t>n::,+1|v<t>11::,>dt>a</ um-v><t>u§dt>2E
0 O 0

I Como 2 3 E < oo, entonces L°°(0,T; L2(']I�030))=�024>Li (0,T; L2('I[�030))

llullggz s C||ul|oo,2 ; (v u e L°°<o,T;L2<1r>>> %
s C||u|loo,2 + l|uz||2,2 + HUtH2,H-1 ; (v u e YT)

entonces

T 1
</ |lu(t)|I§dt)"�0315 C nuny,. ;

°r 1
< Hu(t)ll5dt)2�030s 02 Halli, .
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I Sabemos que si u 6 XT = L°°(0,T; L2('I[�030))F1 L2(0, T; H1('1I�030))entonces
u E L4(0,T; L°°(']I')) y por (3.11)

HU||4.oo S C(T%||U||oo,2 +|lU||§o,2|1uz|l3,2)
A 1

E C[T4(||U||oo,2 + ||uxH2,2 + HUt||21,H-1) + (HUHoo,2 + |lUx||2,2 + HUt||2,H_1)2
<|mn2,2 + Hu|loo,2 jr||u:l|g,H_1)5]

= C'[Tf|lUHYT + ||u||§zT l|u|l?»T]
= C[Tf||uHYT + Hu�031�035YT]
= 0(TZ + 1)||U||YT-

Luego

T 2 2 1
l ||f(U)(t) - f(v)(t)l|2dt S 30 (T + llullioo + ||v|li,oo)5C2||U �030�031vH§,

o

= 3C�031(T+c4(T% + 1)Hu,||%,T + c4(T% + 1)||un;T)%.c2|1u �024vn§,T
= CH�034- Ulla,»

entonces

Hf(U) - f(v)l|2,2 S OH�034- UHYT�030
En particular, f es continua de YT en L2(]0, T[><'11�030) El

Lema 23. El espacio YT estd inmerso continuamente en el espacio C([O, T]; E1(T)),'
ma�031sprecisamente, 52' u y 1) pertenece a YT, eziste C > 0 lo cual depende de

HUHYT y �034IUHYTtal We

I ||(U - U)(t)||2};�0241(T)-H(U - U)(8)||§�0241(T)|SCllu - U||p,2|t - 8|%"%

para todo p > 2.

Demostmcién.

am �024v)(t)l|%;�0241m= «u ~ aw), (u �024U)(t))H..2,L2
Entonces

t t

/ emu �024v)(o)lli;�024xmd0= / <<u - ma), (u �024U)(U)>H-2,L2d0
8 5

t

I I|(u-U)(t)||§;�0241m-||(u�024v)(3)||§q�0241mI S l |((U-UMU), (U-v)(0'))H-2,L2|d0
t

I lI(u�024v)(t)|li,-100-1l(u-v)(s)|l§i-amI s / ||(u�024�035)t(<7)||H-2(1r)||(�034�024")(<7)H2d0
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t t

I Ia<u~v><t)u::,�0241(T,�0241I<u�024v><s>I:§,-1(T,I s </ �034(u�024�035)t(�0307)�035i1-2('1r)dU)%(fn<u�024v><a>II§da>%

u,v e L°°(0,T; L2(']I�030))entonces u �024v e L°°(0,T;L2(']I�030))�030�024>L2(o, T; L2('11�030));
luego

t

IIl(u-v)(t)l|§;�0241ar)�024!|(u-v)(s)l|i1�0241(T)I s H(�034_�034)tH2,H_2(/u<u�024v)<a>II§do>%.
2 1 1 2

Sea p > 2 entonces E > 1, luego si ~ + �024= 1 entonces �024= 1 �024�024
2 p <1 <1 I7

t 2.1.; 2 t 1 1
S (l|u:H2,H_2 + ||UtH2,H_2)[([ H(u - v)(0)|l2 I10)�031-(ld0)°]"

T

s (HUHYT + |lv||vT)( ||(u�024v)(a>II3da>%<t �024s>%*%

s (HUHYT + l|v|lvT)|Iu �024v||p,2 It �024s«%*%
Luego existe C > 0 el cual depende solo de |[u|[yT y H�031UHyTtal que

I H(U - �031U)(t)||f{�0241m-||(U- U)(8)||'i�031q-xmI S CHU �024U||p,2 It �02451%";

para todo p > 2. El

Lema 24. Con las condiciones 3.8), con la topologfa inducida sobre
C�031por la topologia fuerte de L2(]0,T[x'l1�030),para todo T 3 T0, la aplicacién S�031
63 compacto sobre C.

Demostmcién. YT unido de la norma

�035u'HYT= |luHoo,2 + HUzH2,2 + ||'utll2,H_1

es un espacio de Banach. Por el Lema 2.23 YT esté inmerso compactamente
en cada espacio L�035(0,T; L2(']I')), p < oo; luego C y S (C) son relativa.�024
mente compactos en cada espacio LP(0,T;L2(1I')), p < 00. En particular
en L2(]0, T[><'J1�030).

Probemos ahora que la aplicacién 3 es secuencialmente continua. En efec�024

V to, sea. ('um)meN C C C YT una sucesién el cual converge en C con la norma

L2(]0,T[><T);
3 u E C�031,um -+ 11, en L2(]0,T[x'll�030).

Denotemos por (Um) la. sucesién um = 5' Como 0 es acotado en YT
entonces (u,,,),,,�254Nes una sucesién acotada en YT, por la observacién ante-

rior la sucesién (um) es relativamente compacto en L1�031(0,T; L2(']l�030)),p < oo. -
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Podemos extraer una subsucesién denotada tambiém por vm el cual converge
para 12 E YT debilmente en YT y fuertemente en el espacio L2 (]O, T[><'lI�030)esto
es,

um �024�024\11 en YT

'1)", �024>1) en L2(]0,T[><11�030)

Como um �024+u en L2(]0,T[x'II') por lema 3.13

f('um) -> f (U) 611 L200, T[><T)-

A menos de una subsucesién -

u,,,(.'c,t) �024�024>u(:v,t) casi siempre en (m,t).

V como B : R" �024>R"�031�030"es suave tenemos que

. B(um(-'3, 13)) -> B(u(=v, 15))

casi siempre en (m, t).
A1�0311nmas por (3.8)

|lB(Um($;t))l|2 S 03
por toerema de convergencia dominada concluimos que

B(um) �024>B(u) en L2(]0,T[x']l�030).

Ahora, sabemos que

12m �024>11 en L2(]0,T[><'II�030),

um �024>ven_ 9'(]0,T[x'Il�030),

('um)t �024>vt en 9'(]0, T[x']I'), (3.46)

(vm)a.- ~> vz 611 9'00, T[><T), (3-47)

f(um) �024>f(u) en L2(]07T[><T),
f(um) -+ f(u) en 9'(]0:T[><T),

. f (Um)z �024>f (�034)2en 9'00, T[><T), (3-48)

B(um) �024>B(u) en L2(]0,T[x'JI�030),

B(um) �024>B(u) en @'(]0,T[x'1l�030),

B (um)(vm)z - B(u)vz = B(um)((vm).z �024vac) + (B(um) �024B(u))vz .
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Entonces

B(u,,,)(v.m),, �024+B(u)v,, en @'(]0,T[><']1�030); (3.49)

por tanto como

(�035m)t+ = ('Um)z)a=

pasando al limite cuando m �024>oo, obtenemos

1),; + f(u)$ = (B(u)vx),, en 9'(]O,T[x']I�030)

' Por el Lema 3.14 se tiene

;_;
I ||(vm - U)(t)||§1-1(qr)'l|(Um - v)(8)||§;-Iml S Cllvm �024v||p,2T2 �035

"(vm �024v)(t)lli1-lay, s cuvm - vl|p,2T%"% + n<vm �024v)(3)�035i1�0241(']1�030K3'50)
Sabemos que �030Um�024>11 en L2(0,T; L2('lI�030))E L2(]O,T[x'II') entonces, a menos
de una subsucesién,

vm(a:, t) ~�024>v(:r, t) casi siempre en (2:,t)

para s 2 0 }401jo,

v,,,(:1:, s) �024+v(a:, 3) casi siempre en zr.

Sabemos que um, 12 E YT, a}401n(Um) es acotada en YT uniformemente. Como

YT H XT entonces (um) es acotada en XT uniformemente luego por la es-
timativa (3.11) también es acotada en L4(0, T; L°°(']I�030))uniformemente esto
es,

||vm(a:,s)H2 3 M2, (con M > 0, casi siempre en

Por el teorema de convergencia dominada se tiene

vm(s) �024->11(5) en L2(']I�030).

De (3.50) .

H(vm - v)(t)||§1�0241mS Cllvm - �031v||p,2T%_%+ ||(vm - v)(S)H§;

de donde .

||(vm �024v)(t)llH�0241(T)< 5 para todo m su}401cientementegrande, para todo t E [0, T]

0:1t1pT ||(v,,, �024v)(t)||H_1(-F) 3 5 < 25; para todo m su}401cientementegrande,

Hum �024v||C([0,T];H�0241(11-D< 25; para todo m su}401cientementegrande
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por tanto

vm �024>1) en C'([O,T];H"1('I[�030))

En particular 11(0) = uo casi siempre.
Concluimos que 11 = S�031(u) y asi 5' es continue en la norma L2(]0,T[><'ll�030).

El

Sea (vm)mEN Q C�031acotado con la norma inducida por L2(]O, T[x'l[�030),como
C�031es relativamente compacto en L2 (]0, T [x'll�030),existe una subsucesién (v.,),,eN
de (vm)mEN convergente; esto es, existe v E L2(]0, T [x'lI�030)tal que

1),, �024>12 en L2(]0,T[x'll�030)

entonces

S(v,,) �024>.S'(v) en L2(]0,T[x'Il').

Por tanto, S es compacto sobre un conjunto convexo cerrado acotado C sobre
si mismo para todo T 5 To. El Teorema de Punto Fijo de Schauder implica
que existe un punto u E C�031C YT el cual es un punto }401jode .5�031,probando la
Proposicién 3.6. E}

3.2.3. Tercer Paso: Existencia Global

Siguiendo los procedimientos hechas por D. Hoff, J .Smoller en �035Global
Existence for Systems of Parabolic Conservation Laws in Several space Va-
riable�035mostramosla existencia global.
Sea u una solucién sobre YT0 del problema de Cauchy (3.1)-(3.2). La exis-

1
tencia de To depende solamente de / n(u0)dx. Por el Lema 3.5 sabemos

que 0
1

t !�024>/0 n(u(t))dt

es una funcién monétona no creciente. Podemos considerar la funcién

J: r�024�024>u(To, 3:)

como dato inicial. Aplicando el teorema de existencia local, la solucién em-
pezando con dato inicial u(T0) existe en el intervalo de tiempo To 5 t 3 2T0.
Poniendo las dos soluciones juntos, tenemos una solucién u del sistema (3.1)-
(3.2) de}401nidopara 0 3 t 3 2T0. El punto importante es que la solucién es aco-
tada independientemente del tiempo To, 2T0 supongamos que u esta de}401nido
hasta el tiempo kT0, para alg}401nk E Z+, y que

U E YkT0
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entonces considerando la funcién

rt r�024>u(kTo, x),

como el dato inicial y aplicando el teorema de existencia local, la solu-

cién comenzando con el dato inicial u(kTo) existe un intervalo de tiempo

kT0 3 t 3 (k + l)T0.
Poniendo las dos soluciones juntas, tenemos una solucién 11, de (3.1)-(3.2)
de}401nidohasta (k + 1)T0.
Procediendo inductivamente, tenemos estabelecido la existencia de la solu-

cién u para todo t 2 0.

3.2.4. Cuarto Paso: Unicidad

Sean u, v dos soluciones del problema de Cauchy (3.1)-(3.2). Asumiremos
que u E Lfoc(0, oo, H1('lI�030)).Entonces w = u �024v satisface

wt = (B(v)wz)z + ((301) - B (v))ua:)z + (f (11) ~ f(u))z 911 R X (0, +00)
w(0,.r)=0 en Rx{t=0}.

Seglin (3.4),

1 d V
§E(w(5)aw(t)) = (wt(t)vw(t))H�0301('Il�030)xl-I1('II�030)

= <(B(U)w93)I(t)vw(t)>H�0301('ll�030)><H�030(']l�030)+ -

�030B(U))uz)$(t)1w(t)>H�0301(']I�030)xH1(']I�030)+

+<(f(�034)�030.f(u))=L�030(t)7w(t))H'1('lI�030)xH1('J1�030)
1 d
§al|w(t)I|§ = �024(B(v(t))wz(t),wx(t))- ((B(u) - B(v))uz(t),wx(t)))

~((f(v) �024f(u))(t),wx(t))
1 d
§EHw(t)||§ + (B(v(t))wz(t),wz(t)) = -((B(u) �024B(v))um(t),wz(t)))

_ �024((f(U)- f(u))(t),wx(t))
1 d
§E|lw(t)|l§+'v1||wz(t)||§ S ||(B(u)~B(v))(t)u¢(t)|l2 l|wz(t)H2+l|f(v)-f(u)(t)||2 l|wz(t)l|2

d
%&;Hw(t)l|§ +71||wx(t)||§ S ||VB(-)|loo �035w(t)�035oo||ux(t)ll2 ||wz(t)||2 +

Hvf(')Hoo ||w(t)||2 l|wz(t)|l2

1 d ; _
5%-|lw(t)||§ +71||wz(t)||§ S C|lw(t)||2 ||wz(t)||2 lluz-(t)|I2 +C|Iw(t)l|§ H7-�035:v(t)�035§||um(t)||2 +

+C||w(t)||2 ||'wm(t)||2�024

64



Por la desigualdad de Young tenemos

1 of \/§muwcollz +71llwx(t)||§ s c<¢�024,}401>nw<z>n2lluz(t)ll2(%)|lwz(t)l|2 +
Cm 1 4/73 §

+(7\/�0247�024?�024�030||w(t)||§l|ua:(t)||2)-(�024{7§LHw:z:(t)�034§)+
2 .

+<,/~cIIw<t>n2>.<�030/3uwm<t>n2>
�030Y1 2

3C2
S �024,Y1�024|lw(t)||§||um(t)H§ + :g||wz(t)|l§ +

270* 37i.,nw<t>n3 Hum»: + Zguwmnz +
C2 . 2 71 2;||w(l)||2 + Z||wz(t)H2

1 d
-2-3;l|w(7�030«)||§+ 71||w:»(t)||§ S C||w(t)l|§ l|Ux(t)l|§ + %||wz(t)||§ + C||'w(t)H§ l|uz(t)H§ +

j4_1||w.'v(t)H§+ cuwmus + ::fl|wz(t)||§;
entonces

1dt"71 t2<C'1 t2 t4 2§%||w( )H2+ §||wz( )||2 _ ( + H%( N2 + Huz( )||2)l|'w(t)ll2,

y haciendo 77(t) = C'(1 + + tenemos

1 d t 2 71 2 < 2}401num>112 + §|lwm(t)I|2 - mt) l|w(t)||2-
Como 17(t) E L1(0, T), tenemos:

1 d
�031 §E||w(t)||§ S W) l|w(t)||§

ahora, por la desigualdad de Gronwall tenemos

w(a:,t) = 0 casi siempre en (:n,t)

u = v casi siempre en (:1:,t).

Esto prueba. el Teorema 3.4. C]
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I

Capltulo 4

Exlstencla de Soluclones.

4.1. Teorema de Existencia

En este capitulo, queremos extender el Teorema 3.4 para matrices de

viscosidad B mas generales.

. Necesitamos de algunas condiciones adicionales.
Para la. entropia 17, supongamos que

3 73 > 0, (D27I(u)�254,�254)2 �031Y3H§H2:(V U E R", V 6 E R") (4-1)

Consideremos también, que la matriz de viscosidad es medible y, tiene un
crecimjento polinomial, esto es,

3 C'4(1 + ||u||°�030),(V u 6 IR", 0 3 a < 3). (4.2)

Teorema 25 (Existencia). Con las suposiciones 7), (4.1)�024(4.2)el
problema de Cauchy 1)-(3.2) admite una solucién globalu E L°°(0, oo; L2('I['))}402
L2(0, oo; para cualquier data inicial U0 6 L2(']1�030)

4.2. Demostracién del Teorema 4.1

4.2.1. Primer Paso: Problema Aproximado

V Denotamos por Bm un truncamiento de la funcién B:

BM�034)= B(�034)X{u=uB(u)||sm}+ 5In�031Y{u=l|B(u)l|>m}i

donde }402= méx('y1, 3%), XA funcién caracteristica de A, In matriz identidad
de orden n x n.
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La funcién Bm es medible, y satisface

||Bm(u)|l S m, cuando m 2 3.
(Bm(u)�254,�254)2 71|l�254||2,(V U E R", V 6 G R"), (43)
<D2n<u>Bm<u>:,s> 2 12115112, (v u e R�034,v 5 e R").

En efecto,

I Se 3 m, entonces = 3 m.
Se > m, entonces = H}401I,,|[ = 5 3 m.

- (Bm(u)�254,�254)= (B(U»)�254,£)Z 71H�254||2=59 |lB(u)|| S m-
Se ||B(U)|l > m»eI1t0I1CeS (Bm(u)�254,�254)= (}402lnéé)= }402l|�254||22 71||�254|l2-

- Se�035||$(U)||S m, entonces (D217(u)Bm(U)�254,�254)= (D27I(U)B(U)�254,£)2
72 E -
Se ||B(u)|| > m, (D277(u)Bm(u)�254,£)= (D217(u)}402In£,�254)= 5(D27I(U)�2541�254)2
}40273||�254||22 3§73||�254l|2= 72||�254l|2-

Asi del Teorema 3.4 el sistema

ut +f(u)$ .-= ; �030enIR X (0,oo) (4 4)
u(:I:,0) = u0(.'1c) ; en R x {t = 0}, '

admite para todo m 2 }402,una solucién um en el espacio YT0 para todo To > 0.

Sea To > 0 }401jado.

4.2.2. Segundo Paso: Estimativas de (um)

Lema 26. La sucesién de funciones es acotado independientemente de
m, T en el espacio L°°(0,T; L�031~�031('11�030))nL2(o,T;H1(�031I1�030))nL4(o,T; L°°(']l�030))para
todo T 3 T0.

Demostmcién. Para todo m 2 B, tenemos de (3.9) que

1 T 1 1

/0 n<um><x,t>dx+ (D277(um)Bm(�034m)(�034'm)za(ummdx dt : n<uo)<w>dm
(4.5)

y de (3.17) y (3.18) se tiene

||um|1§o,2 S A1 , H(Um)zl|§,2 S A2

la estimativa en L4(0,T; L°°(']I�030))es dado por (3.11), i.e.,

; 1 1
||um||4,oo S C(To�034||um||oo,2+ l|'um||§o,2 ||(um)z||§,2)

D
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Lema 27. La sucesidn de funciones es acotado independientemente
de m, T en el espacio L1+�035(0,T; H2(T)), para todo T _<_ To donde 0 3 17 <

321-? I
Demostracién. Observamos que (ver (3.44)) la acotacién de (um), en el es-
pacio L2(0,T;H�0311(']I�030))depende de la norma en L°° de B,,,(u) y asf de m.
Sin embargo encontraremos una acotacién uniforme de (um)¢ en el espacio
L1+"(0,T;H�0302(']1�030)),0 _<_ n < 357';
En efecto, sea 12 E H2(']l�030),entonces

<(um)t(t)aU>H�0302('JI�030)xH"�031('J1�030)= ((Um)t(t)»11)H-1(1r)xH1(1r)

= �024(Bm(Um)(um)a=(t):Ux)H-1(1r)xH1(1r) + (f(Um)(t), vz)I~1-1(1r)xH1(1r)

W�034m)t(t)a�035)H-2(1r)xH2(1r)lS l<Bm(�034m)(�034m)z(t)=�031Uz>H-1(11')xH1(1r)|+ |(f(U'm)(t):U:I:)H�0301('JI�030)xH1('J1�030)l

s H(Bm(Um)(�034m)x(t))||H�0241(1r)H�035zHH1(1r)+
+�035(f(�035m)(t)�035H�034('Jl')�034v:z:HH�030('ll�030)

l((um)t(t):v>H�0302('JI�030)xH2('11')|S llBm(um)(um).�024»(t)l|n�0241m||v(t)||n2(1r)+
+Hf(�034m)(t)HH-1('1r)||v(t)|lH2ar)

S l|Bm(um)('um)z(t)||n-lar) ||v(t)l|n2ar) + Hf(�031um)(t)H2||v(t)||H2(1r)

'<(�034m)t(77)a�034>H-2(1r)xH2(1r)|
 ;%T)�024*S �035Bm(um)(urn):c(t)HH�0351('Il�030)+ ||f(Um)(t)H2

|((um) (75),?!) - x Isup {�024�024�030t�034�024�024�0242-�034}402}: I|Bm(um)(um)x(t)l|H�0241m+|lf(um)(t)|I2-
v�254H2(�031II�030)H�035()HH2(1r)

'u(t)7éO

||(um)t(t)l|n�0242(1r)S HBm(Um)(�034m):c(t)�034H-1('1r)+ |lf(Um)(t)||2,
entonces

||(um)t(t)|l§'�024'5(T,S (||Bm(um)('um)z(t)|lH�0241ar)+ ||f(um)(t')|l2)1+"

S C(||Bm(Um)(um)z(t)||§C'5(T) + ||f(um)(t)||$+")-

Dado que 0 < 77 < 1, luego

T 1+ T 1+ T 1/0 H(um)t(t)HHl(11�030)dts 0 (/0 IIBm<um>a,um<t>IIH:1Wzt + / IIf<um><t>II2+"dt)
- o

||(Um)tl|iI3',,H_, S C(||Bm(um)3zum(t)||}3:Z,n_1 + Hf(um)(t)|HiZ,2)
;

H(Um)t�0341+n,H-2s [(CHBm(Um)3zum(t)1|i:z,H�0241+Hf(Um)(t)|H::,',2)]�034H
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entonces

�035(Um)t�0351+r;,H_2S C (�035Bm('�034'm)azum(t)�0351+n,H�0241+ �035f(um)(t)�0351+71,2)- (4-6)

Seap=-13;], q=1�024§;,,

T T % T %

llf(um)||iiZ,2= /0 llf(um)(t)||$+"dtS ( IIf<um><t>I1é�035"�031�035dt)( mt)

|lf(um)|I}iZ,2 s UT°||f(um)(t)|l§dt)2 T5�035

3 I|f<«¢m)<t>I:3d�030)§MT?
s :11?�035|lf(um)||%7§";

entonces por (3.15)

|lf(um)||1+n,2 s ur<um>u2,2
s T;�030�035"�031c<T§+T}402umIIm,2IIum1I§;m>.(4.7)  

Observe que

l(Bm(�034m)(t)(um):n(t)2'U>H�0301('IF)xH1('1I�030)|= l(Bm(�034m)(t)(�034'm)z(t)2v)l
= ] <Bm(um)(1'2t)('u'm)z($vt)a�035(x))�030

s [01l<Bm(�034'm)(xat)(�034m):u(93at)>'U($)>|

s 1||Bm(um)(:v,t)(um)z(:v,t)|| um)�034

s 1|lBm(um)(:r.t)ll ||(um)z(a=,t)|| I|v(w)|l

s llvlloo 1|1Bm(um)(I,t)Il |l(um)z(9zt)||
: Cllvllnlm nBm<um)<t>H2 |l(um)m(t)|l2;

entonces

L I|Bm(Um)(t)(um)z(t)lIn-1(1r) s C|lBm(um)(t)|l2 �034('�035m)z(t)H2a
69



luego

T 1+ :13�031 T - }401( I|Bm(um)(t)(Um)a:(t)|'Hl('lI�030)) s 0 (/ (HBm(um)(t)||2 1|(um)¢(t)lI2)�035�035)
0

T 1 T %

s C |lBm(um)(t)ll'2°)�030(H(um)-�030I-�030(t)"§>
por tanto

�030 HBm(�034m)(�034m)$H1+n,H�0241s CHBm(Um)HIc,2 H(um):c�0352,2 (4.8)

1 _ 1 1 _ 2(1+n)
con �024�024�0241+n�024k+2 S1,estoes, k�024?7�024�024,

T 1 2 g T 1 §
/0 (/ nBm<um)u dz) at s 0/ (/ <1+ |lum(:v,t)|l")2dr) dt

0 0 O

T 1 %

3 0/0 (/0 (1+ ||um(:1:,t)H2")dac> dt
T 1 3

= Cf (1+/ Hu,,,(ac,t)||2°�030d:c)dt
0 0

T 1 g

= 0/ (1 + / |lum(x,t)|l�031�035�034�031I|um<x,t>I|2dm) at
0 0

T

= C <1 + llum(t)|l§f�031�034211um<t>II§>%dt
T

s 0 (T+ / |lum(t)|I£�030S�034�035�034llum(t)||§dt)
0

s cm + IIum1I§,�030;;ii�031;k,°o||uml|';§q,2)»

C011 bl�031=�034LY 1 + 1 = 1 siempre que P > 1. Pero observamos que
(Oz - 1)k 10 3 q

1 ' 1 -10�030.12> eseqmvaenteang a+1
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En efecto, si 1) > 1,

4
�024�024k>1
a�024~1

4>a�0241k=�024�024�024�024k+1)
1-77

4�024417>2(oz1}+oz�024n�0241)
2�0242n>a7)+oz�024n�0241

2>(oz�024�0241+2)17+0z�0241
3-a>(a+1)7;
3-02)

oe+1 77

luego
3-01

"(EU
2(1+n)I k�031:

aunpara �024�024:7

1 = 1-1
9 P

(a�0241)k
= 1_T

_ 1_<a�0241><%22>
�0302(a�0241)§1£-11-1')!

= 1-_?._�030;"

= 1_2(a�0241�0241)(1+'I7)
4(1-71)

= 2(1�02417)-(CV-1)(1+v7)
20-0)

= 2�024217�024(oz+on7�0241�024n)

2(1-77)
= 2�02427)�024a�024an+1+77

21-11
_ 3�02477�024oz(�024an)

20-7))= (3-oz)-77(a+1)
2(1-U) %

entonces
Q: 2(1-17)

(3-0z)~?7(0z+1)
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-T 1 T 5

/0 < IIBm<um>II2dz>%dt s 0 (T+ l|um|I£fi;�035'°( ||um(t)l|'§�030�031dt))
: o<T+ |au..I|f:,�030:;"IIu...II!:.,2T%)
= ccr + T%IIumIIE:.;�034"||umll.�031§.,2).

entonces 1 1

llBm(um)l|:c,2 s our + To�034kllum|l§?;1�031l|um||oo,2) (4.9)
Luego (4.7), (4.8), (4.9) en (4.6) implica

T3536 % ¥ �254|l(U«m)t||1+n,H-2 E To 0(To + To Hum||oo,2 HumH4,oo) +

C(To + T'0E||umHt(1�030,1o;1)kl|uml|'.§o,2)|1(um)z|l2.2-

Por tanto ((u,,,,)t) es acotado independientemente de m, T en L1+�0317(0,T; H�0352('1I�030)),

para tod0T§T0 d0nde0<n<3J El
0.�031+ 1

4.2.3. Pasaje al Limite

Denotemos por ZT, al espacio

ZT = {u e L°°(0, T; L2(']l�030))n L2(0, T; H1(1r)), u. e L1+"(o,T; H�0342(�0311I�030())}.)
4.10

Probamos que es acotado independientemente de m, T en el espacio
ZT para todo T 3 T0. As1�031existe u E ZT tal que um (una subsucesién caso

necesario) converge para u en la topologia débil de ZT.

Lema 28. Las sucesiones y convergen (una. subsucesién
caso necesarioj respectivamente para f y B en el espacio L2(]0, T[><']I�030).

Demostmcién. Como es acotado en el espacio ZT, podemos aplicar el
Lema 2.23 de compacidad, para deducir que (um) es relativamente compacto
en L1�031(0,T;L2('11�030))para todo p < oo. Por el Lema 3.13, tenemos

T 2 T A

A ||(f(um) - f(u))(t)||2dt S 0% ||(um �024u)(t)||§)25, (4-11)

donde C es independiente de m, T para todo T 3 To. (C depende solo de
2 �024/3rlumlly. y |lu|lvT)p y e = T.

Por la observacién anterior, en particular es relativamente compacto en

. 72



Li (0, T; L2('1[�030)).Asi a menos de una subsucesién f (um) converge a f(u) en
L2(]0,T[><']I�030).
También deducimos que a menos de una subsucesién

um �024+u, casi siempre en (at, t)

Y
Bm(um) �024>B(u), casi siempre en (23, t).

A1�0311nmas, por la hipétesis (4.2) tenemos

|lBm(Um($,t))||2 S C(1 + l|Um($,t)|l2�034)-

Como la sucesién es acotada independientemente de m, T para todo

T _<_ To en el espacio L4(0,T;L°°(']I�030))}402L1�031(0,T; L2(']I�030))para todo p < oo, te-
nemos por la desigualdad de Héilder que (um) es acotado independientemente
de m, T, para todo T 3 To en L2°�030(0,T;L2"�030(']I�030))
En efecto,

T 1 T 1

/ </ ||um(x,t)I|2°�030dx)dts / </ ||um(x,t)||2�034"2-|lum(ar,t)|l2dx)dt
0 0 0 0

T 2 �0242 2s (|lum(t)||o2�030||um(t)l|2)dt
T I T 1

S ([ ||Um(t)||§§�034"2)P)5([ ||um(t)||§q)"'
0 o

�024 4 > 1 �024 2 - 1
parap_2a�0242 y q�024�024a+3�031uego

T 1 2a T 4 20-2 T �0244�024-3-01/ </ ||um(x,t)|| damn s </ ||um(t)|loo)T </ ||um(t)||§"°)T
0 0 0 o

= uumni:::;2 l|umll:_3_a,2�024
Concluimos usando el Teorema de convergencia dominada que

Bm(um) �024;B(u) en L2(]0, T[x']1�030), (4.12)

D

de modo que obtenemos

um �024>u en L2(]0,T[x']T) �030
f(um) �024> en L:(]0,T[x'I[�030)
Bm(um) �024>B(u) en L (]0,T[x']I�030)
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um�024�024>uen 9'(]0,T[X']l�030)

(um)t �024>ut en 9�031(]0,T[X']1�030) (4.13)

f(Um) �024*f(U) �254119'(]0,T[><T)
f(u,,,),; �024>f(u)$ en 9'(]0,T[><'lI�030) (4.14)

Sea ¢ 6 9((]0,T[><']I�030)

/T /1[Bm(um)(u,,,)$ �024B(u)u,]¢,,.d:vdt
o . o

= [T [1[.Bm(u,,,)(um)z¢$ �024B(u,)(um)xq5$ + B(u)(u,m)_.,;¢, �024B(u.)u$¢x]dmdt

OT 01 T 1
= / / [Bm(um) �024B(u)](um)$¢$dxdt + / / B(u)[(um)$ �024u,,.]¢xdacdt.

0 0 0 0

La primera integral puede ser calculada por
T 1 T 1

ll [Bm(�034m)�024�024B('�035')]('u'm)w¢zd$dtHs ||Bm(um) �024B<u>n ||(um)a.-l| ll</}401zlldxdt
T

S l|¢x|{oo[ ||Bm(Um) -B(U)H2 H(um)x||2dt
0

S �024B(u)�0342,2�035(um)a:H2,2

S C||Bm(um) -B(U)||2,2-
el cual tiende a cero por (4.12)
Por tanto �024

Bm(um)(um)$ �024+B(u)u$ en 9'(]0,T[x'lI�030)

(Bm(um)(u,,,)z),, �024+ en 9'(]0,T[x']I') (4.15)

entonces observamos de (4.4) que u resuelve la ecuacién

ut + f(u),, = en 9�031(]0,T[x'1I�030).

Lema 29. La sucesidn (um) converge, a menos de una subsucesién para u
en el espacio C'([0,T]; H�0301('II�030)).

Demostmcién. Seguimos la prueba del Lema 3.14.

T

|||(um �024U)(t)||i1�0241m�024||(Um'' U)(8)|l§;�0241(qr)|SA ||(Um �024U)t(t)||H-2m ||(um �024u)(t)H2

T 1+ Ki; T % Is ( �034(um�024U)t(t)�035H-z(1r)>( �034(um�024u)<t>nzdt)

= n<um �024U/):(t)l|1+n.H-2 (/ l|(um �024u><a>n;da)E
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ar �024= �024�024.a 1 1 1
p 5 1 + 77
El Lema 4.3 muestra que �034U),g)||1+,,_H_, es acotado independientemente
de m, T en el espacio L1+�035(0,T; H�0302('lI�030)),para todo T 3 To donde 0 < 77 <
3 �024a

Oz + 1'
ademés

z i t 2'5 2 t 1�024g %
(/ �034(um�024u><o>II;do) s (/ �034(um~ u><a>n; dc) (/ de)

8 3 S

;_;
S Hum - U||p,2 It - 8|�030'�031

para todo p > 5.

1E + _ = 1
P �030I
1_ 2 1 _ 5
�030I P

Luego

;_;
H(Um�024U)(t)||§1�0241(1r)�030H(Um�024U)(8)||§q-IanS |l(um-u)t(t)||1+n,H-2||Um�024UHp,2|t-8|�030P

l._l
H(um_u)(t)�035%{�0301('II�030)S H(Um-U):(t)|l1+n,H~2l|Um�024U||p,2|t-3|�030"+||(Um-U)(S)||i;-1(ar)-
Sabemos que um �024>u en L2 (]0, T[X'lI�030),entonces a menos de una subsucesién

u,,,(ac, t) -�024>u(2:, t) casi siempre en (a:, t)

para .9 2 0 }401jo,

um(:c, .9) �024+u(ac, 5) casi siempre en x.

Sabemos que um, u E ZT, afm mas es acotado en ZT uniformemente.

Como ZT H XT entonces (um) es acotada en XT uniformemente luego por

la estimativa (3.11) también es acotada en L4(0, T; L°°(']I�030))uniformemente
esto es,

|Ium(x,s)||2 3 M2, (con M > 0, casi siempre en

Por el Teorema de Convergencia dominada se tiene

um(s) �024>u(s) en L2(']I�030);
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de donde E

�034(Um�024U)(t)HH�0241(1r)< 5

para todo m su}401cientementegrande,

sup �034(um~ u)(t)HH�0301('}402')s 5 < a a
ogtgr 2

para todo m su}401cientementegrande,

Hum " �034Hc([o,T];H~1(1r))< 5

para todo m su}401cientementegrande.

Consecuentemente la sucesién converge, (a menos de una subsuce�024
sién) para u en el espacio C([O, T]; H"1('lI�030)). El

Esto implica que u(0, = uo(-) casi siempre.
Por tanto u es una solucién del problema de Cauchy (3.1)�024(3.2).Esto concluye
la prueba del Teorema 4. 1 . D
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Capltulo 5

Apllcaclones para slstema de

Key}401tz-Kranzer

Consideremos el sistema perturbado de Key}401tz�024kranzer:

ut + (¢(r)u), = (p(1')u$)m ; en R x (0, +00), (5 1)
u(:c,0) = uo(:c) ; en R X {t = O}. '

donde u : R x ]R+ �024>R2, r = = \/(u, u) y uo : R �024�024>R2; es una funcién
acotada periédica.
Suponemos que existe una constante positiva oz > 0 tal que la funcién p :
IR �024>R es suave y satisface

p(r) 2 a (para todo 7�0302 0). (5.2)

Consideramos el }402ujo<1) suave.

Teorema 30. Con estas hipétesls el problema de Cauchy (5.1) admite una
solucién global en el espacio L°°(0, oo; L2(T)) 0 L2((), 00; H1

Demostmcién. Sean 13: R+ �024>R y <73 : R+ �024�024>R funciones suaves tales que:
f3(r)=p(r) para todo r E [0, 2||'u0||°o]_
¢(r) = qS(r) para todo r 6 [0, 2||u0|L,o].
13, (/5 constante para todo 7" E [2HuoII + 1, oo[.
f)(r)2 01 para todo 1" 6 R75
Primero mostraremos la solucién del sistema:

M + (43(7")u)m = (f>(7�030)ux)x; 611 R X (0, +00), (5 3)
u(:c,0) = u0(:v) ; en IR X {t = 0}. '

Lema 31. El sistema, (5. 3) admlte una solucién, global 11 en el espacio L°°(0, 00; L2 ('I1�030))n
L2(0,T; H1('J1�030)).

77



Demostmcién. Primero observemos que 77(u) = 7'2 es una entropia para el
sistema (5.3).
En efecto

77 2 R2 �024�024>R

u H mu) = r2 = W
f; R2 _» R2

u '-> .f(U) = ¢(|lUr||)u,
Sea q : R2 �024>R, de}401nidopor

'u.1 23~I ~ 2'�034!2 11.2 2"] 2, 2�035!3 ~

q<u) = q<u1,u2> = < <%"�035�031+2sa><r>+L,Z"�0302�0243>ds,/0 <i�030§�031}4025+�024"¥"�024+2t¢<r>>dt>
claramente es una funcién de clase C1.
Se tiene que

"1 ~ "I

< > f< > L9�034?+ W) �024�024�024¢V7)u=2u y V u= ~, ~,

entonces

7] U �030U. = U1, 112 ~/ ~, ~

V ( )Vf( ) (2 2 ) (1):?) + 430") (is (T)7,u1u2

Llu}402 + ¢(,.)

_ 34 3q�024(}402u),3u2<u>> (
= Vq(u).

Por tanto 77 es una entropia para el sistema (5.3).
Esta entropia satisface (3.3), (3.7) y (4.1). En efecto,

- mu) =r2= W, <vueR2>.
2 2 0 2 2- D n<u>= 0 2 . IID n(u>n so, <vueR ).

I (D277(u)§,§) = 2H§||2, (V u 6 R2, V E E R2).

Por (5.2), las matrices de viscosidades §(u) = f)(r)I2 y D217(u)l§(u) son
de}401nidaspositivas.
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' 5'01) = I3(7")I2

<B(u)§,:> = <i>(r)I2§,s>
= f>(7")||�254H2
Z ailéllz (V «E E R2, V u E R2)

- D2n(u)= [3 3]

(D2n(u)5�031(u)/5,6)= 2f>(7")||�254||2
2 2a||�254||2,(V 5 E R2, V U E R2)- _

Por construccién, el }402ujof y la matriz de viscosidad B son funciones suaves

con soporte compacto tales que (3.6) y (3.8) son verdaderas.
En efecto.

- f(�031u)= <I3(||U||)U = (<z3(||U||)u1,¢3(|lu||)U2)

V,1 ) + an /¢"�0311�0351u2 933�035�0352+
U = I I '�024' ~ ~,+ am /�031�030�031�031'�030�035"3.�034�035�035

[ 430") Q J
0 ¢(7�030)

:» vim) = [ 3;�034] +<i's(r> [5 H
~, ~ |¢�031(v")| «L2 M ~. 10 V|lVf(u)|| �024 �034U�035ll [ U1�034? 2 ] II + |¢(r)| || [ 0 1]H

V 5 �030ii3|%)'||u||2+ If/3<r>I
= |¢'(7�030)l||'u|| + |¢("�034)|-

Por de}401nicién,43�031y q~5 son acotados para |]u|| > 0. Entonces,

HVf(U)|| S C(1 + Hull)-

° ||5�031(U)||= ||f>(7")I2H
= |f>(7")|
3 C, (V u E R2).

Luego, podemos aplicar el Teorema 3.4 al sistema (5.3). Por tanto, e1 sis-
tema (5.3) admite una solucién global {L en L°°(0, oo; L2(T))}402L2(0,oo; H1(']l�030)).

CI
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' Lema 32. Sea 11 E L°°(0,oo;L2('1I�030))}402L2(0,oo;H1(']I�030))una s0luc2'o�031nglobal
del sistema (5.3). Entonces,

ll}402llooS \/§l|UoHoo-

Demostracién. Como 11 es solucién del sistema (5.3), entonces

<{'t(t)a ¢>H�0301(1l�030)xH1('J1�030)+ Z (¢(f)77�031>

casi siempre en [0, T] para cada T .
Como 21 = (111,222) 6 L2(O,T; H1('II')), entonces 11(t) E H1(']I') para casi todo
t e]0, T[.
De}401namos1),-(t) = 11,-(t)�024|[u0||°o;1 3 2' 3 2yseav(t) = (v1(t),v2(t)), v+(t) =
(vf'(t), 12; Vamos demostrar que 1;? (t) = 0; 0 3 2' 3 2.
Como v;*(t) 6 H1(']I�030),por el Lema 2.31

+ 0 ; casi siempre si 11,- 3 O,
6,,.v,- = _ . . .

(U,-)1; , casl slempre s1 vi > 0.

' <}401t(t)7v+(t))H�0301('Jl�030)xH1('ll�030)+(I7(7:)71z}4021:(t))= (<£(f)}402'a11:)

(Mt); v+(t))H�0241(1r)xH1m+ (I3(7�030)U§§(t),v§(t)) = (¢~5(7'�030')?1,11:)
(Wt/(t), U+(t)>H�0301(11�030)><H1('I[�030)+ C¥l|�031Uf(t)||§S (<I~5(7~�030)11;11:)-

Integrando de 0 a t, se tiene

t t t ~
/ (vt(8)av+(3))H�034('Jl�030)xH1(�031}402�030)d5+0/ l|v:(s)||§ds s / <¢<v=)a,v:<s>>ds.

0 o 0
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De lema 2.32 A

1 + 2 1 + 2 t + 2 t 1 ~ ~ +§H�035<t>u2 �024ill�034(0)112 + a Hum (s)||2ds s (¢(r)u2v:1:)dxdS
0 0 0 V

1 t t 1

5nv+<t>n§ + a] l|v$(s)l|5:�030dss M / / <«2,v:>dxds
0 0 0

1 t t 1

§Hv�035'(t)||§+a/ ||v:(s)|l§ds s �024Mf / <77':1:/U+)d$d3
0 O 0

1 t t

§|lv+(t)||§+a/ ||v:(s)||§ds s M/ l(11x,v+)|d$ds
0 0

1 t t

§|lv+(t)||§+a |lv:(s)|l§ds s M |!v:(s)|I2 Hv+(s)||2ds
. 1 t t M

§|lv�031�034(t)l|§+a/l|v;f(s)||§ds= / (Fnv+(s>n2) <¢2anv::<s>II2>ds
0 0 C!

1 t t M2

§nv+<t>u§ + a] |lvI(s)|l§ds s / (4�024||v*(s)l|§+ aIIv:<s>n§>ds
o 0 04

1 t M2 t t

�024nv+<t>II§+a/l|v;§(s)||§ds= �024/ IIv+<s)n§ds+a/ l|v$(s)||§ds.
2 0 40: 0 0

Luego, M2 t

||v*(t)||§ sE / I|v+<s)u§ds.
- 0

Por el Lema de Gronwall tenemos,

11+(t) = 0 para casi todo t E (0,T),

esto implica que

v;�030(t)=0;1gz'g2

v;*(:I:,t) = 0; para casi todo t E ((),T), 1 3 2' 5 2.

'Ui('/E7 S 0:

am) �024HUOHOO s 0,
amt) s �035'�0340Hoo- (5.4)

363 ah0Ia wi = -131 " Huolloo; �030w= (w1,w2), w+ = (wf}402wj).Vamos
demostrar que wf = 0, 1 3 z" 3 2. ~
Como wf(t) E H1('II�030),

6 w_+ = 0 ; casi siempre si wi S 0

x �031 (w,-)3 ; casi siempre si 112,- > 0
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<i1t(t)aw+(t))n�0241(1r)xn1(1r)+ (I7(7�031)11xaw:(t))= (<l~5(7�030)1"MU;-F)
1

<"wt(t):'w+(t)>H�0301('JI�030)xH�030('J1')- <;3<«=>w:,w:(t>> = <¢<v*>a,w:>dx
1

<wt(t):w+(t))H�0301(']1')><H1(']I�030)+(13(7�030)wI.wI(t))= -1) (¢(7�030)'41,w:)d93
1

<wt(t):w+(t))H�0311('J[�030)xH1('Jl�030)+ aIIw:(t)II§ s M <«2,w:>dx
1

<wt(t)aw+(t)>H�0341('][�030)xH1('lI�030)+ al|w:(t)||§ S M/0 |<17uw:)[d$
1

 (wt(t)1w+(t))I-I�0351(']I')xH1(']I�030)+ aIIw:<t>n§ : M /0 Ilwill ||w*||drv
<wt(t)>w+(t))H�0351('JI�030)xH1(�0311l�030)+ 0t||wI(t)||§ .<. M||wI(t)H2 ||w+(t)||2

M
(wt(t),w+(t))H-1(1r)xrI�030(1r)+0l||wI(t)||§ S (x/-2f&||w+(t)||2) (V 20t||wI(t)||2)

M2

<wt(t)2w+(t))H�0301(T)xH1('1I�030)+ 0l||wz+(t)||§ S Z;Hw+(t)||§ + 0l||wI(t)||§-

Luego

+ M2 + 2
(wt(t):w (t))H�0301('J1�030)xH1(�031lI�030)5 EH�034)(�0313)H2-

Integrando de 0 a t, se tiene

t + M2 t + 2

/0 (wt(5)/w (5))H�0301('1I�030)xH1(T)d5SE nu» <s>n2ds
1 1 A12 t§nw+<t>n§ �024§nw+<o>n§ sE |lw*(s)ll3ds«

Como w+(0) = 0, entonces

M2 t

nw+<t>n§ s -2; l|w+(s)l|§ds-
Por la desigualdad de Gronwall, se tiene

wi+(;c,t) = 0 para. casi todo (a:,t).
w,-(at, t) 3 0 para casi todo (ac, t).

~11z(17.t)�024||uo||ooS 0.
�024Hu0||°oS 211-(:c,t) para casi todo t E (0, T) (5.5)

de (5.4) y (5.5) se tiene

[11,-(x,t)| 3 ||ug|]°°; para casi todo (:3, t)
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Y

H}402z'|looS |luo||oo- (5-6)
Luego

||}401(r,t)l|2= ll'l11($, t)|l2 +!|112(3I7t)l|2 .
S Huol|§o + Huollio
= 2Hu�0310Hc2>o

entonces

||}401,(:1:, 5 \/§||uo||oo casi siempre en (ac, t);

por tanto

_ ll}402llooS x/§l|uol|oo.

El

A~hora ya podemos }401nalizarla prueba del Teorema 5.1. En efecto, como
f) y gb coinciden respectivamente con p y Q5 sobre el intervalo [0, x/§||u0||°o],
deducimos que

at + : (p(?)'aw)z:

y entonces 1] es una solucién del sistema (5.1). E]
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Materlales y Metodos

Los materiales utilizados para. la elaboracién de éste trabajo fueron: Li-
bros, servicios de internet, CDs, fotocopias, espiralados, tipeos e impresiones, '
papel de impresién, y el editor BTEX.

La metodologia empleada en este trabajo es el enfoque inductivo y de-
ductivo. Inductive pues inducimos las de}401niciones,teoremas, proposiciones,
lemas, corolarios, etc. y el deductivo porque deducimos demostraciones de
teoremas, proposiciones, lemas y corolarios.
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Resultados
En el presente trabajo se ha estudjado el problema con condiciones injciales

ut + f(u); = e(B(u)u,;), en R X (0, oo)

u(a:,0) = u0(a:) en R x {t = O}

donde u(:I:,t) E R�035es desconocido, el }402ujof : R" �024>R" y la matriz de
viscosidad B 2 R" �024+R�035�031�030�034son funciones suaves dadas, 5 es una constante
positiva.

para dato inicial
_ uo e L2(']1�030)

y matriz de viscosidad _

<B<u>§,§) 2 71115112; vu e 1111", vs e R�034 �030 V

Y

llB(u)|l S Ca, V 11 6 R"
Demostramos en el capitulo 3 la existencia y unicidad de la solucién global
del problema.

En el capitulo 4 con dato inicial

uo E L2('Jl�030)

y matriz de viscosidad

(B(u)�254,�254)2 �034nlléllz;Vu 6 R", VS 6 R"

Y

HB(u)ll S C4(1 + Hull�034),(V U 6 R", 0 S 0t < 3)
Demostramos la existencia y unicidad de la solucién global del problema. Por
}401ltimoen el capfulo 5 damos una aplicacién de nuestro trabajo al sistema de
Key}401tz-Kranzer.
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DISCUSIOD

E1 método empleado en este trabajo puede ser dirigido y aplicado en di-
versas aplicaciones.

Este trabajo generaliza el trabajo desarrollado en [16] Existencia de Solu-
ciones Regulares Periédicas para una Clase de Sistemas Parabélicos no Lin-
eales. Informe Final de investigacién. Resolucién de consejo de facultad N°
089-2011-CF�024FCNM.Resolucion Vicerrectoral N° 090�0242011�024VRI.2011.
Un resultado interesante ser1'a aplicar las técnicas desarrolladas en este tra-
bajo para demostrar la existencia global de soluciones para problemas de

» valores iniciales con }402ujomultifésico en medios porosos. En esta direccién,
para un problema de valor inicial particular fue probado por J. C. da Mota:
en su tesis de doctorado �035so1ucoesFundamentais para Escoamentos Térmico

de Fluidos Multi �031ésicosem Meios Porosos. PUC-RJ. 1988�0351aexistencia local
de soluciones, mas la existencia local a1�0311nno ha sido probada.

K
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Apendlce

Una de las motivaciones para el estudio del problema de Cauchy,

ut + f(u)z = (B(u)ux)_.,, en IR X (0, 00),

u(a:,0) = uo($), en IR x {t = O},

donde uo 6 L201�030)y f : R�034�024+IR", B : R" �024�024>R�034�031�030"son funciones suaves

dadas; es la aplicacién de nuestro resultado en las ecuaciones de la diuémica
de los gases. Por ejemplo consideramos las ecuaciones de la dinérnica de los
gases en coordenadas de Euler,

Pt �030'4' = 0 V

(/7�034')t+ (/m2 + mm = /"7"a:a:
,u2 U2

+ 5)]! + + = #(�034�034:c)z+ "TM-'2

donde T es la temperatura. Asumjmos que el coe}401cientede viscosidad p y

el coe}401cientede conductividad térmica rs son ambos constantes positivos.
Aqu1�031i = c -1- g, In ccuacién dcl ostado cs dado por la }401mciénc = c(V, S)
donde S es la. entropia especi}401cay V es el vohirnen especi}401co,p es la. presién,
p es la densidad y u es la velocidad. Si tomamos como variable dependiente
p, u y T, y note que e y 2' son funciones de p y T. La matriz B(p,u,T) es
dada por,

0 0 0
B = 0 p 0

0 nu rs

el cual tiene a O, H y n como autovalores. A51�031el sistema de la dinzitnica de _
los gases es parabélica. Nuestro resultado garantiza la existencia global de

soluciones para el sistema de ecuaciones de la dinémica de los gases. Ver [16].
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