
MAY 2013

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO

FACULTAD DE INGENIERIA ELECTRICA Y ELECTRDNICA

INFORME FINAL DEL TRABAJO DE INVESTIGACION

�034ANALISISESTA ETICO LINEAL DE ARMADURAS EN DOS /

DIMENSIONES, MEDIANTE SOFTWARE ELABORADO�035

Autor: %

I�034g-PITHER ASCENCION ORTIZ AL . IVERSED.+':D NACEONAL DEL camo
2 vi-:r»_.:v.;�034;-.~v.=r-..«.-."~::ms s.wEsmAc:ON

» ~ �030n 9 �030LKV2/1113A PERIODO DE EJECUCION §�031E ,�030

3 3 . :2

01 DE ABRIL DEL 2012 AL 31 DE MARZO DEL 2013/

(12 meses) - _

D 9.�035c'3?§§m8?%3.�030v'é§£.�034.%£.E
RECIB»I;3O

» 3 o .
RESOLUCION DE APROBACION 0

A , / 1" ceumo oe oocumeumcnou 5
Resolucnén Rectoral N�035314-2012-R ClENTlF|CAYTRAUCCi0ES E

Callao, 2013 V



I INDICE

/
I INDICE 2

/ II RESUMEN ' 6

/111 INTRODUCCION 7

3.1 IMPORTANCIA Y IUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION 7

3.1.1 lmportancia. ' 7

3.1.2 Justi}401cacién. 7

3.2 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION v 8

�031 3.2.1 Objetivo principal de la investigacién 8

3.2.2 Objetivos cienti}401cos. 8

3.2.3 Objetivos tecnolégicos. ' 8

3.2.4 Objetivo experimental. ' 8

3.3 FORMULACION DE LA HIPOTESIS 9

3.4 DELIMITACION DE LA INVESTIGACION 9

A 3.5 ORGANIZACION DEL PRESENTE INFORME FINAL 9

/ IV PARTE TEORICA 0 MARCO TEORICO 10

4.1 CONCEPTOS GENERALES 10

4.1.1 Exactitud numérica. 10

4.1.2 Modelado de. estructuras. 11

4.1.3 Grados de Iibertad. 11 '

4.2 ARMADURAS 12

4.2.1 Introduocién. 12

2



4.2.2 Armadura. 12

4.2.3 Convencién de signos y aplicacién de las fuerzas. 13

4.2.4 Armadura. ideal, real. 13

4.2.5 Armadura rigida y disposicién de las barras de una armadura. 14

4.3 ANALISIS DE ARMADURAS. 15

4.3.1 Principios y relaciones entre fuerzas y desplazarnientos. V 15

4.3.1.1 Principios. 15

4.3.1.1.] Principio de las pequefias de}402exioneso teorias de primer

orden. 15

4.3.1.1.2 Principio de la linealidad. 16

4.3.1.1.3 Principio de la superposicién. 17

' 4.3.1�031.1.4Principio equilibrio. 18

4.3.1.1.15 Compatibilidad. A 18

4.3.1.2 Relaciones entre }401xerzasy desplazamientos. 19

4.4 METODOS DE ANALISIS MATRICIAL. 19

4.4.1 Introduccién. 19

4.4.2 Métodos de anélisis matricia1 de rigidez. y }402exibilidad. 20

4.4.2.1 Método de rigidez o desplazamiento. 21

4.4.2.2 Método de }402exibilidad. 21

4.5 MATRIZ DE RIGIDEZ LOCAL DE UN ELEMENTO ESTRUCTURAL ']. 22

4.6 TRANSFORMACION DE COORDENADAS Y DE

TRANSFORMACION. 28 . �024

4.6.1 Rotacién de ejes para �030losvectores. en el espacio. 29 1

4.6.2 Rotacién de ejes para 1as* matrices. 31

4.7 RELACION FUERZA DESPLAZAMIENTO. 32

4.8 MATRIZ DE FUERZAS INTERNAS DE UN ELBMENTO

ARMADURA ESPACIAL. 32 '

4.9 MATRIZ DE TRANSFORMACION PARA EL CASO DE. LAS

ARMADURAS ESPACIALES. 34

4.10 MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL [KG] DE TODA LA ESTRUCTURA. 36

3



4.11 CALCULO DE LAS FUERZAS LOCALES DE CADA ELEMENTO

ESTRUCTURAL. 38

4.12 CONDICIONES DE CONTORNO. 39

/ V MATERIALES Y METODOS 40 �030

5.0 MATERIALES 40

5.1 METODO DE SISTEMATIZACION MEDIANTE PROGRAMA DE

COMPUTO 41

5.1.1 Datos de ingreso. 41

5.1.2 Matriz de rigidez global del elemento estructura]. 41

5.1.3 Ensamblaje de la matriz de rigidez de toda la estructura. 43

. 5.1.4 Dctenninacion del vector de cargas nodales de la estructura. 45

5.1.5 Restriccién de los apoyos. 45

5.1.6 Resolver el sistema de ecuaciones. 46

5.1.7 Célculo de las fuerzas en el elemento. 47

5.1.8 Calculo de las fuerzas locales de. cada elemento estructural. 47

5.2. EJEMPLO DE APLICACION 48

5.3 APOYOS, MATERIAL Y SECCIONBS 48 l

5.4 CARGAS 48

5.5 HOJA DE INGRESO DE DATOS 49

[ VI RESULTADOS V. 52

6.1 HOJAS DE RESPUESTA 52

/VII DISCUSION 53

[411 REFERENCIALES 55

_ 4



IX APENDICE 58

' 5



II RESUMEN

E1 célculo den estructuras mediante. métodos manuales tiene sus Iimitaciones, uno de ellos

vendria a ser el tama}401ode la estructura. Cuanto mas grande es la estructura es mas di}401cil

de calcular, ya que el n}401merode incégnitas se incrementa. El otro aspecto viene a ser el

tiempo, que demora uno en efectuar el calculo y por ultimo esta la exactitud de los

resultados. Por lo que es necesario efectuar procedimientos automatizados que faciliten el

anélisis. Para poder solucionar losa problemas antes mencionadosi se hace uso de los

métodos matriciales (multiplicacién, e inversion de matrices). Los métodos matriciales

mediante un programa de. cémputo solucionan el problema planteado -para todo tipo de

armaduras en forma general.

Por otra parte en el mercado existen programas dc computo como el SAP, TEKLA,

ETABS, entre otros, que sirven para analizar armaduras que aqui se ha demostrado, sin

embargo el procedimiento de como lo efect}401annose conoce ya que son cajas negras en las

en las que no se conoce las hipotesis, consideraciones, Iimitaciones y el modelo matemético

que los gobiema. Por lo tanto la presente tiene como }401naiidadhacer conocer el

comportamiento de la estructura denominada Armadura de dos dimensiones, con las

condiciones de hordes articulados y en lo que: respecta a los métodos de. célculo matriciales

y su programacién y de "la misma manera efectuar la comprobacién de la validez de los

resultados con el programa comercial denominado �030eneste caso el SAP2000 siglas del

inglés (Integrated }401niteelement analisis and design of structures)

Para terminar, Ia presente investigacién, es el primer pelda}401oen lo que corresponde al

anélisis de estructuras en dos dimensiones.
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III INTRODUCCION

Analizar signi}401caresolver una armadura, dado la fuerzas extemas que se aplica a una

armadura, se trata calcular las fuerzas intemas de cada uno de los elementos, sumando las

reacciones de los nudos en la que se soporta la estructura, Dicho trabajo es tedioso para una

armadura normal del pocos elementos, en el caso de armaduras con mayor n}401merode

elementos cl trabajo se complica demasiado, sumando al hecho que los resultados necesitan

de eomprobacién esa decir estar seguros de que el�030calculo de. las�030fuerzas�034intemas es correcto

y que es necesario efectuar varias veces por que las fuerzas que se aplican a una armadura

real son de carga muena, carga viva y carga de Viento.

El presente trabajo pretende abarcar la teoria general de las�030armaduras con uniones

articulados en 02 dimensiones, considerando la forma en la que se deben disponer los

elementos (barras), efectuando los célculos elaborando utilizando un. programa de cémputo

elaborado por el autor de la presente en el lenguaje. Visual Basic. para Excel

3.1 IMPORTANCIA Y JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

3.1.1 lmportancia \

EL presente trabajo de investigacién es importante:

Porque es un instrumento mas de calculo y comprobacién de las fuerzas de. traccién y

compresién de las barras de una armadura.

Por qué ayudaré a la mejoraré del entendimiento de la aplicacién de las hipétesis,

consideraciones, que gobieman el comportamiento de las armaduras en dos, dimensiones y

su programacién correspondiente.

Para �030losestudiantes de lngenieria ya que permite conocer de mejor manera la aplicacién de

las matematicas en la solucién de problemas estructurarles.

3.1.2 Justificacién
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Se justi}401cadebido a que permite conocer las fuerzas intemas debido a la aplicacién dc

fuerzas extemas en forma automatizada y exacta. Lo que se traduce en ahorro dc tiempo. Es -

un instrumento que sirve para efectuar otros tipos de investigaciones.

3.2 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION '

3.2.1 Objetivo principal de la investigacién.

La presente tiene como objetivo principal, el anélisis de una estructura denominada

armadura en dos dimensiones, usando un programa de cémputo elaborado por el

autor que permita sistematizar cl trabajo.

3.2.2 Objetivos cientificos.

Dar a conocer las diferentes hipétesis, consideraciones, modelos que gobiema el

célculo dc fuerzas en armaduras.

Estudiar los principios fundamentales que rigen las armaduras.

3.2.3 Objetivos tecnolégicos. .

Analizar los diferentes materiales que pueden constituir la solucién del plantea

miento del problema.

Calcular las fuerzas que se desarrollan en los elementos de una armadura, en dos

dimensiones.

3.2.4 Objetivo experimental.

Efectuar la aplicacién a problemas reales tales como armaduras en dos dimcnsiones
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3.3 FORMULACION DE LA HIPOTESIS .

Es factible efectuar Mel anélisis estético lineal de armaduras en dos dimensiones mediante

so}401wareelaborado por el autor.

Variables independientes.- Coordenadas, médulo de elasticidad, fuet}401asextemas,

conectividad, condiciones de borde.

Variable dependiente.- Fuerzas intemas, desplazamientos de los nudos. A

3.4 DELIMITACION DE LA INVESTIGACION

Esté constituido por todas aquellas 0 personas interesadas en el anélisis de armaduras

sistematizadas.

3.5 ORGANIZACION DEL PRESENTE INFORME FINAL .

La presente investigacién se desarrolla de la siguiente manera:

En la introduccién se comenta la importancia, justificacién, objetivos de la investigacién,

formulacién de la hipétesis, delimitacién de la investigacién y organizacién del presente

informe }401nal.

En la parte teérica o marco teérico, se efect}401auna recopilacién de todos los conocimientos

que se han desarrollado respecto a las armaduras (hipétesis, consideraciones, limitaciones,

matrices, ensamblaje, etc.). En materiales y métodos, se hace referencia a la forma en la que _

se sistematiza el modelo malemético es decir a como se ha elaborado el programa de

computo con �030propésitosgenerales ademés se efect}401aun ejemplo de aplicacién. En

resultados, se indican los resultados del ej_empl'o de aplicacién, en discusién efect}401ala

discusién. Al }401nalse tiene los referenciales y el apéndice.

L 9



IV PARTE TEORICA O MARCO TEORICO

4.1 CONCEPTOS GENERALES.

A continuacién se daré una serie de principios necesarios a fin de entender la solucién del

problema planteado. _ �030

4.1.1 Exactitud numérica.

Independientemente de la estrategia de resolucién utilizada, el procedimiento conduce de

manera inevitable a la necesidad del resolver un sistema de. ecuaciones simulténeas. Lo que

aqui interesa es la exactitud de los resultados de los calculos numéricos efectuados con la

computadora, por ejemplo en el calculo de: las fuerzas intemas de una, elemento, no es

necesario obtener las respuestas hasta con cinco decimales.

Para la resolucién numérica de ecuaciones podria -no ser su}401ciente.la exactitud dc. cinco

decimales, ya que la solucién de ecuaciones simultaneas se efect}401amediante una i

computadora, en la mayor partede losa casos. es posible. lograr este nivel de. exactitud. Sin

embargo, �030hayalgunas situaciones sensibles que pueden producir errores signi}401cativos,aun

cuando se utiliza una exactitud de cinco decimales. La fuente de �030loserrores es la de

redondeamiento y el truncamiento, el redondeamiento se debe a que la computadora solo

puede representar cantidades con numero }401nitode dfgitos (Chapra, I999), este tipo de error

se trata ode rcorregir utilizando masa cifras signi}401cativasy el truncamiento que representa la

diferencia entre una formulacién matemética exacta de un problema y la aproximacién dada

por un método numérico (Chapra, 1999).

Por otra parte es necesario tener en cuenta que. la solucién depende de la oondicién del

sistema, Los sistemas bien condicionados son aquellos en los�031que un peque}401ocambio en

uno o més coe}401cientesprovoca un cambio similar en la solucién. Los sistemas mal

acondicionados son aquellos en donde peque}401oscambios en los coe}401cientesgeneran

grandes cambios en la solucion (Chapra, 1999).

Desde el punto de �030vistaestructural cl mal acondicionamiento de un conjunto ode ecuaciones

simulténeas es producto de las grandes diferencias�030en la magnitud de la rigidez de los .
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miembros conectados, La falta de. simetria de. los mismos; -la solucién de. las ecuaciones

simulténeas con este tipo de problemas puede ser incrementada por los efectos del

redondeamiento efectuado por la computadora. A

4.1.2 Modelado de estructuras.

Un modelo matemético puedes ser de}401nidocomo una formulacién o una ecuacién que

expresa las caracteristicas esenciales de un .sistema }401sicoo proceso en términos

mateméticos (Chapra, 1999).

Uno de los pasos més importante en cua1quier anélisis, es el proceso de formulacién de un �031

Modelo de la Estructura Real susceptible de un tratamiento matemético relativamente

sencillo. Este paso consiste en adoptar una cantidad de idealizaciones y -simpli}401caciones

con la �030intenciénde reducir la complejidad del problema, asi como de incluir las

caracteristicas �034primal-ias�035importantes del comportamiento (Laible, 1995).

Las idealizaciones. estén referidas, al comportamiento del: material, a la forma como se

deformara Ila estructura después de aplicar 1'a carga, el tipo de conexién entre elementos, los

tipos soportes del sistema. Una vez que se han hecho estas idealizaciones, tanto» a nivel de

estructuras como de elemento, se aplica al modelo los procedimientos de anélisis para

determinar las fuerzas y desplazamientos deseados(Laib1e, 1995).

4.1.3 Grados de Iibertad.

Del inglés DOF (Degres of freedom), los grados de Iibertad de una estructura son el n}401mero

minimo de parémetros necesarios para describir de manera 1�0311nicala }401guradeformada de la 9

estructura. Los parémetros pueden ser ciertos desplazamienfosy rotaciones o de}402exionesen

diversos puntos de la estructura, siendo estos los tipos més comunes de grados de. Iibertad

(Kardestuncer, 1995).

El termino grados dc Iibertad en un sentido generali signi}401catodos los movimientos

posibles de la junta 0 node de una estructura. Alglmos de estos movimientos estarén

resttingidos y se denominaran desplazamientos prescritos }401jos(genera1mentevienen a ser

los apoyos). Los desplazamientos restantes serén referidos como desplazamientos libres. En

11



las armaduras tridimensionales en el que solamente existen fuerzas axiales. Como no hay

deformaciones de }402exién,todos los miembros permanecen rectos y el per}401ldesplazado

total del miembro puede de}401nirsecon los ties desplazamientos por nudo en» total�030seis '

desplazamientos por elemento. '

Y �030 �030 POS1C|�030ONoEFoRMAo§/ AYE

1 * / , 1
�030 ELEM EMTO / 9
\ ARMADURA 3

y 1 �030W8
�031 I �030 POSICION: ORIGINAL

a B 8

\

x

Figura 4.1 Grados dc libenad de un elemento de armadura en el plano (Laible, 1995)

4.2 ARMADURAS.

4.2.1 Introduccién.

En Ingenieria, el termina estructura se puede referir a cualquier objeto que tiene Ia

capacidad de soportar cargas, dentro de estas tenemos a las armaduras. Las estructuras de

armaduras fueron populares en el siglo XIX y los inicioss d�030elsiglo XX como medio

econémicos para la construccion de puentes. El uso de las armaduras en la construccién de

puentes ha declinadoy en las }401ltimasdécadas, principalmente debido al desarrollo de la

V construccién de grandes tramos sostenidos por cables y al desarrollo de sistemas de

concreto reforzado o pre�024esforzado,ysin embargo, las armaduras son utilizadas ampliamentc

en viguetas prefabricadas y en otro sistemas de techos en los que se necesitan salvar

grandes claros sin soportes interiores.

4.2.2 Armadura

Es una estructura compuesta por cierto n}401merode barras bastante esbeltos cu-ya» union de

elementos se considera articulada (nudos de pasador) en sus extremos de modo que se
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forme un entramado rigido. Deberén cumplir las condiciones y Iimitaciones siguientes

(Norris, 1990):

-Las barras estén unidas entre si en sus extremos por nudos de pasador sin

rozamiento.

-Las cargas y reacciones se aplican solo en los nudos

-El eje de cada barra es recto, coincide con la linea que une los centros de los nudos

en cada extremo de la misma, y esta�031:en el plano que contienen también las lineas de

accién de todas las cargas y reacciones.

- La seccién -de la barra es constante (prismético)

4.2.3 Convencién de .signos y aplicaciénv de las fuerzas

Una armadura se idealiza como integrada por miembros que soportan solo fuerzas axiales

(a las }401lerzasde compresién se les considera negatims y a las de traccia'n positivas).

Como la union de dos elementos de una armadura se considera articuiado 0 sin rozamiento,

no hay fuerzas cortantes, momentos }402ectoreso momentos torsores en el�030miembro

idealizado de las armaduras.

4.2.4 Armadura ideal, real.

Las armaduras como fueron de}401nidasanteriormente, son aquellas en las cuales elementos

bastante esbeltos. estén unidosente si por nudos con pasadores sin rozamiento y las cargas

extemas estén aplicadas }401nicamentesobre los nudos. En la préctica, sin embargo, proveer

articulaciones sin rozamiento no es tarea fécil y en Iugar de esto, se construyen uniones

rigidas con pemos, soldaduras. En consecuencia, la de}401niciénanterior esté més bien

restringida a una armadura ideal (Norris, 1990).

La diferencia entre una armadura ideal unayreal es que los elementos de una armadura real

estén sometidos a fuerzas cortantes y momentos adicionales a las fuerzas axiales de una

armadura ideal�030.Tal diferencia tiende a disminuir cuando sus elementos se hacen més y més

}402exibleses decir con relacion I/L més peque}401os(Norris, 1990).
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Aunque Ia solucién de amilisis presentado en la presente esté restringida a armaduras

ideales (Ias fuerzas intemas solo son de compresién o traccién), su uso en armaduras

reales es conservador.

En lo sucesivo se usara la palabra armadura para expresar una que sea realmente una

armadura ideal con nudos articulados (permite rotacién), o que pueda suponerse- que act}401a

como si' lo fuera y como dijimos so�030l�030otiene fuerzas de traccién y compresién en sus

elementos.

4.2.5 Armadura rigida y disposicién de las barras de una armadura

Se ha dicho que deben articularse entre si las barms de una armadura pam formar una

armadura rigida. Se dice que una armadura es rigida, si no hay movimiento relativo entre

dos de sus particulas aparte del causado por las peque}401asdeformaciones elésticas de las

barras del mismo (Norris, 1990). Lo que implica que las peque}401asdeformaciones solo se

efect}401enaxialmente en las barras que conforman el entramado rigido.

Sin embargo en concordancia con la (}401gura4.2) podemos: decir que para formar una

armadura rigida e1 triéngulo constituye la base de las armaduras pl=anas. Sin embargo es

necesario indicar que para formar una estructura plana seré necesario unir varios triéngulos

en el plano.

F F
d 0 d If

\L
a b F b

F

Axmadura rigida Atmadura no rigida

Figura 4.2 Armadura rigida y no rigida (Norris, 1990). H
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4.3 ANALISIS DE

En la segunda mitad del siglo XIX se utilizaron ampliamente los métodos gré}401cospara el

anélisis de tensionesl y analistas tan destacados como Culman, Maxewell, Mohr y Muller-

Breslau sobresalieron en el desarrollo de estas técnicas de Célculo.

Los procedimientos gré}401cospara aplicar el método de. los nudos en «el anélisis dc» armaduras

fueron particularmente }401tiles,en especial para armaduras que tenian con}401guraciones

geométricas poco usualesl. Por supuesto, estando disponible hoy en dia las�030soluciones con

calculadoras para el anélisis de armaduras y problemas anélogos, resulta incomodo y

tedioso resolver estos problemas mediante célculos manuales, sean_ gré}401coso algebraicos.

En la presente no se d�030esarr-ollaréel capitulo sobre estética gré}401eani lose �030métodos�031como el de

nudos y secciones con el }401ndc contribuir a propositos del tratamiento del? anélisis

estructura] mat}401cialsistematizado, pero si se indican los principios con los que. se

desarrollaron. �031

4.3.1 Principios y relaciones entre fuerzas�030y desplazamientos.

4.3.1.1 Principios. '

Cuando se carga a la estructura con una serie de fuerzas extemas, se suscitan interionnente

dentro de los elementos las denominadas }401lerzasque denominanemos fuerzas intemas; se

trata dc calcular estas fuerzas intemas y los desplazamientos de los elementos a partir de los

datos como la geometria, las propiedades del material y las fuerzas extemas. Entonces se

dice que se ha efectuado el anélisis de una estructura, cuando se ha determinado los

desplazamientos de los nudos y las fuerzas en los extremos de los elementos.

Todos los métodos 3 parte. de. los gté}401cosde anélisis estructura} se. basan en los siguientes

principios fundamentales.

4.3.1.1.] Principio de las�031peque}401as�031deflexiones�030o teorias del primer orden.

Se supone que la geometria de la estructura no cambia apreciablemente bajo la apl-icacién

de cargas. Esto se debe a que las de}402exioneso deformaciones de los elementos son
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peque}401as.Se podria decir por 10 general que. esta deformacién bebe. ser uno o dos érdenes

de magnitud menores a lo longitud de un elemento. Cuando los desplazamientos son

menores que los valores de este intervalo, e13 sistema es lineal, siempre que las

deformaciones del material estén en el rango lineal; (Laible, 1995).

Para que en los célculos se aplique este principio, es �030necesariorigidizar Ia estructura

convenientemente de. tal manera que las de}402exionessean peque}401asen comparacién con la

estructura(usa1' como unidad r1'gi�030dael�030triéngulo en el plano).

Existen otros métodos tales como la teoria de las grandes deg}402exioneslo teoria de segundo

orden que tienen en cuenta el cambio en la geometria para el�030anélisis de la estructura,

como ejemplo tenemospara este caso los arcos esbeltos, puentes colgantes, y torres de alta _

tensién; en lapresente no se tratardn estos temas.

4.3.1.1.2 Principio de la linealidad.

Este principio supone que la relacién carga-De}402exién(deformacién) es lineal, y esté

controlado por�030la teoria de las Apeque}401asldeformaciones asi como por las�030propiedades�031fisicas

de los materiales de los cuales la estructura esté hecha (Laible, 1995).

Los materiales ;son elésticos o inelésticos asi mismo estos materiales pueden serlineales o

no Iineales en cuanto se re}401erea la relacién esfuerzo deformacic'm. Podemos decir que los

materiales elésticos pueden ser Iineales hasta cierto punto, después de los cuales son

inelésticos, el limite vendria a ser el esfuerzo dle }402uencia.

Entonces para propésitos précticos de dise}401odiremos» que se supone que bajo Iuna

condicién de carga dada en ningfm punto los es}401nerzoso deforrnaciones debexén exceder

los Iimites de }402uenciadel material (Laible, 1995).
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Figura 4.3 Leyeso esfuerzo deformacién diferentes materiales (Laible, 1995)

Ademés de. la no linealidad del material, algunas estructuras pueden comportarse de. manera

�030no lineal debido al cambio de la forma de toda la estructura. Esto requiere que la estructura

se desplace una cantidad lo su}401cientementesigni}401cativapara afectar �031l�030asrelaciones de

equilibrio de la estructura. Cuando sucede esto se dice que la estructura es geométricamente

no lineal como ejemplo tenemos la estructura. de los cables. En la presente tampoco se

tratara los temas referidos a la a estructuras geométricamente no Iineales.

4.3.1.1.3 Principio de la superposicién

Una consecuencia directa de la suposicion del cornportamiento lineal�030es la validez del

principio de superposicién. Este principio establece que la secuencia en la aplicacién de las

cargas no altera los resultados }401nalessiempre que no violen los principios de peque}401as

de}402exionesy linealidad (Laible, 1995). En otras palabras podriamos decir que se puede

cargar una estructura con varias }401merzasque se pueden ir sumando, en las que no interesa el

orden, siempre en cuando las «cargas no produzcan esfuerzos mayores que el esfuerzo de

}402uencia.

Los esfuerzos y deformaciones producidos en una estructura. por un grupo de cargas

actuando en combinacion pueden ser obtenidos por la adicién de esfuerzos y deformaciones

producido por cada carga actuando separadamente (Livesley, 1964)

17



43.1.1.4 Principio equilibrio. '

Cuando las cargas estén aplicadas sobre una estructura en forma casi lineal (partiendo

desde cero y alcanzando su~ valor }401nalgradualmente), �030laestructura se deformara bajo estas

cargas y quedar en reposo en su formar}401nal�030.Desde este instante la estructura no sufre

cambios en su posicién ni en su forma deformada. Esta es llamada la posicién de» equilibrio

estético de la estructura. Por el contrario, si las cargas se aplican s}401bitamente,la estructura I

alcanzaré diferentes deformaciones en diferentes instantes (Laible, 1995).

La condicién de equilibrio estético establece que la suma de todas las}401lerzasextemas que

actzian sobre la estructura (incluyendo Ias reacciones, seré igual a cero) Ademds de todo

equilibrio de la estructura, cualquierparte asilada de ella debe estar también en equilibrio

(Laible, 1995). _

Por otro lado, la suma de las fuerzas actuando en los extremos de los elementos

concurrentes a cualquier nudo, deben ser igual a las }401merzasextemas aplicadas en el nudo.

Si esta ecuacién se satisface en cada nudo de la estructura,�030l'as condiciones dc equilibrio

para todo el sistema en conjunto también .se cumpliré (Laible, 1995). V

4.3.1.1.5 Compatibilidad.

La compatibilidad es en esencia una afmnacién acerca de cémol debe ajustarse a s1�031misma

la estructura, se trata por consiguiente, de una relacién entre las deformaciones del sistema. I

Decirnos entonces para los elementos que concurren en un nudo; a los desplazamientos

internos de los elementos se les denomina como �034u�035;a los desplazamientos extemos del

nudo de la estructura se les llama �034U�035y son de la estructura 0 grado de libertad.

Se dice entonces que las ecuaciones de compatibilidad relacionan desplazamientos externos

con desplazamientos intemos o desplazamientos de la estructura con desplazamientos de

los miembros. Por lo tanto los -desplazamientos de. los cxtremos de cada: elemento, deben

ser compatibles con los desplazamientos de los nudos a los cuales el elemento esté

conectado.
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4.3.1.2 Relaciones entre fuerzas y desplazamientos

Las relaciones ente fuerzas y desplazamientos de un elemento estructural, para las

siguientes condiciones:

-Considerando un cuerpo deformable.

- Para el rango eléstico y lineal.

- Para una seccién constante en el elemento.

- Para deformaciones peque}401as.

Es posible de}401nirla relacion entre fuerza y las deformaciones de cualquier elemento

estructural, ser supondrén que se han utilizado los principios }401mdamentalespara de}401nirlas

propiedades de desplazamiento y fuerza del elemento. Hay dos formas basicas para

expresar estas relaciones. Dicho de otro modo las fuerzas intemas en los extremos de cada

elemento y los desplazamientos de estos extremos, deben satisfacer las ecuaciones

derivadas de las relaciones de esfuerzo deformacion del elemento.

Debe observarse que el» principio de eq,ui?librio» relacionana }401ierzasdiferentes y las

ecuaciones de compatibilidad�030relacionan diferentes desplazamientos; a continuacion

efectuaremos una descripcion de las relaciones entre }401merzay desplazamiento que proveen

los métodos de solucién de anélisis matricial.

4.4 METODOS DE ANALISIS MATRICIAL. ,

4.4.1 Introduccién.

Los métodos gré}401cosy de equilibrio se utilizaron para resolver las estructuras mediante

métodos manuales; sin embargo la idea de los ingenieros fue de resolver una armadura en

forma general y sistematizada y con un alto n}401merode grados de Iibertad�030,para 10 cual se

. manejaron los datos antes descritos, pero por medio de matrices, por lo cual durante el

periodo 1945-1955 aparecieron los primeros articulos referentes a un nuevo método dc

analisis que utilizaba matrices de }402exibilidad0 de rigidez de la estructura. Posteriormente

aparecieron las computadoras digitales. La feliz coincidencia de poder plantear el

comportamiento de una estructura mediante matrices y de poder manejar fécilmente. dichas

matrices mediante la computadora, hizo que se desarrollaran extraordinariamente los
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métodos matriciales, hasta constituir la herramienta mas poderosa que cuenta hoy en dia el

ingeniero para analizar todo tipo de estructuras.

Estos métodos presentan las dos modalidades las que son las de las }401ierzasy

desplazamientos, seg1'1n sean unas u otros las incégnitas principales. Originalmente, Levy

demostro como podia plantearse matricialmente un método de fuerzas para analizar

estructuras de aviones con alto n}401merode redundantes; a su articulo siguieron otros de

Lang y Bisplinghoff, Langefors, Huele "y Lansing y Rand. Todos ellos involucraban una

matriz de }402exibilidadde la estructura como elemento bésico para resolver el problema

(Uribe, 2000). -

Un poco mas tarde «el mismo Levy hizo un primer intento de analizar aviones a altas

velocidades mediante un método matricial de desplazamientos, en el que se presentaba la

matriz dc rigidez de la estructura, sugiriendo que podian obtenerse algunas ventajas al

seguir este nuevo enfoque; a la misma conclusion llego Schuerch . Pero el verdadero vuelco

desde el punto de la ingenieria civil�030ser produjo con la aparicién del articulo escrito por

Tuner, Clough, Martin y Topp. A partir de entonces, la mayoria de los esfuerzos se han

dirigido a desarrollar el método de la rigidez, por su. mayor potencial de utilizacién en

combinacion con la computadora (Uribe, 2000); consecuentementc en esta se desarrollaré

el método de rigidez en la solucion del problema.

4.4.2 Métodos de amilisis matricial dc rigidez y }402exibilidad.

La formulacién de los métodos en términos matriciales permite generalizar inmediatamente

hasta las estructuras muy eomplicadas, y esta es una ventaja principal de la notacién

matricial (Gere y Weaver, 1976).

En general, los métodos ode anélisis estructura] se pueden clasi}401cardc. acuerdo al orden en

que se apliquen las condiciones de equilibrio y de compatibilidad, la solucién total de

cualquier sistema estructural se. desarrolla a través de una sucesién de sustitucién entre

estas relaciones, hasta que resulta un sistema de N ecuaciones con N incégnita. Seg}401ncomo

se manipulan estas relaciones surgen diferentes cstrategias. El objetivo final es desarrollar

un sistema resoluble de ecuaciones que contenga como incognita ya sea alas fuerzas o a los

desplazamientos.
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Bésicamente hay dos tipos diferentes de métodos matriciales para analizar estructuras

llamados, método de rigidez (desplazamientos) y método de }402exibilidad(fuerzas). Ambos

satisfaoen las ecuaciones de equilibrio de fuerzas�031y las�030condiciones de compatibilidad de los

desplazamientos pero no en el mismo orden; cada método involucra la solucién eventual de

ecuaciones simulténeas.

4.4.2.1 Método de rigidez o desplazamiento

Primero se satisface el equilibrio de fuerzas, los desplazamientos de los nudos son las

incognitas; Es usado sobre todo como una base para el desarrollo de programas de

computadoras.

El método de rigidez, no tiene en cuenta si la estructura es. determinada o indeterminada, lo

que importa en este caso es el grado total�030de libertad del sistema (With, 1981), El método

de los desplazamientos considera los desplazamientos nodales de la estructura como

incégnitas.

El método de los desplazamientos o rigidez proporciona una forma altemativa pam plantear

un método mucho més e}401cazy que puede ampliarse fécilmente para desarrollar programas

de anélisis estructural con propésitos generales; en Iugar de plantear la representacién

matricial de la compatibilidad, de equilibrio y de fuerza-desplazamiento en términos de

cantidades globales, dicho método se inicia formando primero estas tres relaciones �030

matriciales a nivel de elemento 0 del miembro y en coordenadas locales; el resultado de

este primer paso es una matriz de rigidez del elemento que representa la condicién de

fuerza-desplazamiento para un elemento, la matriz dc rigidez de la estructura es entonces

formada directamente aplicando el equilibrio y la compatibilidadl a la estructura como un

todo y que permite aplicar un programa de cémputo.

4.4.2.2 Método de }402exibilidad �030 _

I Se satisface primero la compatibilidad de desplazamientos, las fuerzas en los elementos son

las incégnitas. El: método de la }402exibilidadse. basa en el concepto de que los

desplazamientos de la estructura debidos a las cargas aplicadas y alas fuerzas redundantes

dan como resultado una condicién desplazada que. satisface la compatibilidad de la

estructura intemamentc y en los soportes.
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En efecto, es necesario que todas las cargas y la reaccién provoquen desplazamiento de la

estructura de manera que se satisfagan las ecuaciones de compatibilidad, ya sea

intemamente 0 en los linderos�030de la estructura. El método de la }402exibilidadderiva su

nombre del hecho de que la relacién fuerza-desplazamiento tanto de la estructura como de

los miembros est�031:en términos de }402exibilidad.

Empezando con la relacién de }402exibilidédentre las }401xerzasy los desplazamientos de los

miembros estructurales, se utilizan las relaciones de equilibrio y de compatibilidad del

sistema para generar un sistema. de �034N�035ecuaciones en ténninos de �034N�035fuerzas

desconocidas; Aunque los pasos més importantes del método de la }402exibilidadson

anélogos a los�030del método de la rigidez, �030losdetalales y la sucesién de las operaciones son de

alguna manera, més complejos (With, 1981). Por esta razén no se ha de usa: este método

para }401nesdel presente trabajo.

4.5 MATRIZ. DE RIGIDEZ LOCAL DE UN ELEMENTO ESTRUCTURAL [K']. .

La rigidez de un elemento estructura! se entiende comzinmente como la magnitud de la

}401xenarequerida para producir una cierta lde}402exiéno deformacién, entendiéndose como

de}402exiongeneralizada en los extremos de un elemento, la de}402exiénpuede ser lineal o

rotacional: en cada extremo (Kardestuncer, 1975);. En el espacio fisico tridimensional, el

vector que representa la de}402exiénde un elemento tiene seirs componentes independientes en

cada nudo, tres Iineales y �030tresrotacionales, como se indica en la (figuxa 4.4).

Por consiguiente, la matriz de rigidez local de un elemento [K que relaciona }401xerzasy

desplazamientos en un extremo de un elemento en coordenadas locales, puede en la

mayoria de. los casos�030tener seis }401lasy seis columnas.

Para empezar suponemos que dos ejes de coordenadas locales coinciden con los ejes

principales de la seccién transversal del elemento (}401gura4.4).
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Figuran 4.4 Componentes dc de}402exiénde un extremo de. un elemento estructural

(Kardestuncer, 1975)

Ahora la matriz dc rigidez de un elemento puede evaluarse. referida a ios ejes de

coordenadas locales variando los desplazamientos y calculando las fuerzas desarrolladas en

los extremos; La matriz dc rigidez de miembro se calcula aplicando un desplazamiento

unitario correspondiente a cada uno los grados de Iibertad del miembro en tumo.

Como ejemplo tenemos que el primer coe}401cientedc rigidez se caicula para el

elemento L se alargue una distancia unitaria igual a la unidad, por tanto KM para el V

miembro L es la fuerza necesaria para producir una el'ongaci6n unitaria en el miembro 1.

para un miembro prismético de longitud-L, érea A y médulo dc elasticidad E, K11 = EA/L .

El miembro se traslada lateralmentc en uno de sus extremos una distancia unitaria, con las

rotaciones de los extremos impedidos; resumiendo, tenemos que cada término de la matriz M

de rigideces se puede calculardirectamente examinando los extremosy del miembro, Este es

el detalle que ha dado motivo aI término método directo de las rigideces.

Hagamos F,(.f�0309'f;9f;9'f::'}402�0319f-6)y U,(u;9u'2su;9u39u'49u5$u6) que representan

respectivamente las }401nerzasy .desplazamientos desarrollados en los extremos de un

elemento en la direccién de los ejes coordenadas locales (}401gura4.5). Ellos son positivos

cuando tienen las mismas direcciones de los ejes dc coordenadas y negativos en caso
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contrario. Luego Ia relacién entre. estos dos conjuntos de. cantidades puede establecerse

como indica en al (}401gura4.5).

y �030SD_f;,u5

x

If; , f4 .~~'l4

I _/3,113 x

i X (\ f; ,u6

Z

2

Figura 4.5 Componentes de de}402exiénéde un extremo de un» elemento estructural en

coordenadas locales (Kardestuncer, 1975)

De acuerdo con el teorema de reciprocidad de Maxwell �034lasfuerzas desarrolladas en el

extremo i del elemento ij debidas a los desplazamientos introducidos en el extremo j serén

iguales a los desplazamientos desarrollados en el: extremo j debidos a desplazamientos

anélogos introducidos en el extremo i�035.

�030 En consecuencia, los coe}401cientesde in}402uenciadc rigidez del miembro de "la (}401gura4.6).

Conjuntamente con sus contrapanes que resultan de los desplazamientos del extremo j

pueden escribirse en la forma para cualquier estructura en el espacio. V"
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EN EL PLANO xy EN EL PLANO X2

"�030E""�034�034�035}402=J':M"�0311 f6=-6EIy!L�031xu3
uj E .

\\\

f2=12Elz!L3xu2 1�030 �030�035�034"selymms
t2=12Elz}402.3m2 ,H,EW,,,3

__ 5.-.s£uL2m2 f3=12EryIL�031xu3

/ff�031

1f3=-12Ely:�030L�031xu5 }401wms
fB=£EhvJL2xu2

-KN�030

1f2=-8E!z!L2xu6 -6E2!L2<u8 t5=éEIy!Lxu5 �0315"�031E�035�031�035"�0305

EN EL PLANO yz
�030-.,_____

fw}401mm t3=4EwLms Y

2 v4f4=GJ.fL -
Figura 4.6 Coe}401cientesde in}402uenciadc rigidez del miembro (Kardestuncer, 1975)
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Donde: .

E= Modulo de elasticidad del material. �030
A= Area de la seccién del elemento.

L = Longitud del elemento.

IY =Momento de Inercia con respecto al eje Y

I2 = Momento de Inercia con respecto al eje Z

G=Modulo de cortante del material

Que puede escribirse como.

1: (4_1)
ji k j! k1] ll /1

Y desarro}402ada: _

{/.;~}= [k;,]{u;,}+[k.;-]{u;.-} <4-2)
if}.-}= [k}J{z«2j}+[k3-,«Y]{u}.-} <4-3)

Y en forma compacta: �024

{F�031}=[K�031}{U'} (4.4)

Donde el�030primer sub. fndice designa el extremo del elemento en consideracién; esto es

f.�035representa las fuerzas en el extremo i mientras que "'1' representa los

desplazamientos en el extremo j. Dos sub indices juntos designan un elemento. En lo que

concieme a los sub. indioes de [K], el primero designa el extremo donde la fuerza se

desarrolla. y el segundo identi}401cae1 extremo donde se introducen los desplazamientos.

Por ejemplo E1�031relaciona las fuerzas en el' extremo j a los desplazamientos en el

extremo i y a ella nos referimos como a la rigidez cruzada dei elemento ij. Anélogamente,

kiirepresenta Ia rigidez del elemento en el extremo i y a ella nos referimos como la

rigidez. directa del~ elemento ij porque relaciona desplazamientos y fuexzas en el mismo

extremo (extremo i) del elemento (Kardestuncer, 1975).



La ecuacién (4.1) la llamaremos la ecuacion matricial de rigidez de un elemento

prismético en el espacio en el sistema de coordenadas locales. Cabe mencionar que los

elementos de la diagonal principal den [K representan la rigidez de los nudos y los otros

elementos representan la rigidez de los elementos individuales.

Es }401tilobservar que la matriz de. rigidez relaciona el conjtlnto de los desplazamientos de

extremo de un miembro con un conjunto» de fuerzas de extremo en equilibro del miembro,

Esto sign-i}401caque cualquier desplazamiento que ocurra debe. producir un conjunto

equilibradb dc fuerzas de extremo, Una comprobacion sencilla de la val'i-d�031ezde cualquier

matriz del rigidez se logta tratando a los coe}401cientesde rigidez dc cualquier columna

como las }401uerzasde extnemo y aseguréndose de que satisfagan el equilibrio. La matriz

antes mencionada también es simétrica (Kardestuncer, 1975).

4.6 TRANSFORMACION DE COORDENADAS Y MATRIZ DE

TRANSFORMACION.

Las ecuaciones de rigidez desarrolladas hasta -el momento han sido aescritas en términos

de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas locales, Sin embargo las fuerzas

extemas se. desarrollan en coordenadas globales, por lo tanto es necesario establecer que

todos los datos que intervienen en las ecuaciones sean escritas en el mismo sistema para

efectuar su aplicacién (suma, resta, multiplicacion, inversa o transpuesta).

Es preciso distinguir entre sistemas dc. coordenadas generales, globales 0 de la estructura

y el sistema de coordenadas particulates, locales 0 del elemento.

Sistema de coordenadas IocaIes.- son aquellas en "las que todas las propiedades de

los elementos, como las dimensiones, momentos de inercia, cargas aplicadas

sobre los mismos y las fuerzas intemas a que se ven sometidas, deben referirse al

sistema particular de cada uno de ellos (en el sentido del elemento) que es

de}401nidopor el usuario al asignarle. una orientacién al elemento, es decir, a1

indicar cual es su nudo inicial y cual el final. .
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~ etoaazes 0, generates ae Ia_esnucrurd.- se denominan asi porque

a él se re}401erentodos los datos 'de la estructura en su conjunto (tales como la

b posicién de los: nudos, Ia catfga que actuan sobre ena, sus aesplazarmentos -y las

reacciones de los apoyos).

cuando se trata de una estructura en un plano, hasta un solo angulo para expresaf la

relac'i6'n entre ambos sistemas d'e- coordenadas, global y local; En cambio, Para

estructuras en el espacio, la reiacién entre ambos sistemas se expresa mecuante los tres

éngulos dircccionales (Kardestuncer, 197's).

4.o.1»Rotaci6�030nd�030eejes para los vectores en el espacio.

En esta seccién se examinara especi}401camenteell tipo de transformacién rotacional

principalmente entne ejes dc coordenadas ortogonaies, y se ilustra como tales

transformaciones afectan las�030entldaaes vectonales.

Se denominan éngulos de. mtacién (x"x?") Hal Angulo ent1�030evel»eje.de~coordcnadasx1 y el

eje de coordenadas xi medido desde xi hasta xi -en; direccién contraria al movimiento de

las agujas del xeloj. Por ejemplo i= 2, j= 1; (x2�031xt)esel angulo entre. el primer eje del

sistema global y el segundo eje del sistema local, medido desde cl global hasta el local en '

direccién contraria al movimiento de la agujas del reloj; Supéngase que. dos sistemas

ortogonales dextrégiros en el espacio tridimensional se de}401nenen el punto 0 como se

muestra en la (}401gma4.7). Ademas supéngase que los éngulos de rotacién (x"xi') entre

los locales ejes de coordenadas (primados) y los globales (no primados) se miden en

direccion contraria al movimiento de las agujas del�030reloj desde el global hasta el local

(Kardestuncer, 1975). Entonces un vector Fm�031f;�031f3)�030de}401nidoen el sistema global

puede expresatse en el sistema local como. V
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Figura 4.7 Sistemas onogonales de rotacién» (Kardestuncer, 1975)

{F�031}=�030[T]{F�030} (4.5)

cos(x;,x,) cos(x;,_x2) cos(x;,x3) �030

T = cos(x'2,xl) cos(x;,x2) cos(x'2,x_,,)�030 (4.6)

cos(x_;,x,) cos(x'3,x,) cos(x;,x3)

Donde:

{F'}= Se llama vector de fuerzas en el sistema local

{F} = Se llama vector del fuerzas en el sistema global I

[T]= Se llama matriz de rotacién. Los elementos cos(x;,x}.) de la matriz representan los

cosenos directores de los ejes coordenados locales con respecto al sistema global, otra

forma de poder representarla seria.

[1 ml�030"1 '

[T]: [2 "'2 "2 �030

'3 "'3 "3 (4.7)

30



donde l",m","' son los césenos directores de los ejes i-esimos del sistema local con

respecto al sistema global.

Si una matriz de rotacién rota un vector desde un sistema de coordenadas hasta otro,

la inversa de la matriz de rotacién hace lo contrario esto es:

{F} = [T]{F} (4_3)
. W I . '

{F}=[TT {F } (4_9)

Como [T es una matriz ortogonal dc transformacién. Esta tiene la importante. propiedad

de que su inversa es igual a su transpuesta, por lo tanto:
. I _

[TI =[TY (4.10)

En consecuencia Ia transformacién inversa, ente sistemas coordenados ortogonales, toma �030

la siguiente forma:

. �030 T ,

{F}=[TT {F} (4.11)

�030 4.6.2 Rotacién de ejes para las matrices.

Una matriz dc orden mxn puede considerarse como n vectores en el espacio m -

dimensional 0 m vectores en el espacio n-dimensional, y los elementos de cada }401la

(columna) pueden interpretarse como las componentes de los vectores de la

correspondiente. }401la(columna). En: consecuencia una matriz. en un sistema de

coordenadas puede parecer diferente en otro sistema de coordenadas.

Segim la tmnsfonnacién dc coordenadas de. rotacién sobre vectores como se�030explicé en

la, seccién anterior, se puede escribir.

Equilibrio.

{F '} = [T } (4_12)

Compatibilidad�031dc. desplazamientos.

{U'}=[T}{U} (4.13) '
Fuerza desplazamiento en el sistema local. '
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{P}: (4_14)

Sustituyendo estas relaciones en la ecuacién de la fuerza desplazamiento tenemos;

VHF} =�030[K�030IT (4_15)

1} -
{F}: [Tl [K ITKU} (4_15)

Que comparada con la expresiénl en el sistema global de

�031 _ {F}=[K]{U} (4.17)
Resulta

[K]=[T]T[K'ITl (4_1g)

Esta ecuacién, que expresa una matriz en el sistema de coordenadas local�030y que resulta de

la transformacién de rotacién, es vélida para el sistema de coordenadas cartesianas. Si

ambos sistemas (global y local) son ortogonales.

Esta ecuacién se usaré bastante en la transformacion de matrices de rigidez de elementos

individuales de coordenadas locales a coordenadas globales o generales�030.

4.7 RELACION FUERZA DESPLAZAMIENTO

La formula del Modelo matemético para la estructura espacial en este caso que relaciona el

desplazamiento y la fuerza matricial en el sistema local como dijimos, esta -de}401nidapor la

siguiente formula:

{F"}=lK'}{U�030} (4.19)
Donde:

[K']= Matriz. de rigidez. de la estructura en el sistema local

{U'} = Vector desplazamiento nodal de la estructura, en el sistema local�030

{F'} = Vector de fuerzas extemas en el sistema local.

4.8 MATRIZ DE FUERZAS INTERNAS DE UN ELEMENTO ARMADURA

ESPACIAL.
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Cuando un elemento estructura} en el espacio tiene seis grado de Iibertad, ciertas }401lasy

columnas se la ecuacién antes indicada no serén necesarias para ese elemento; en el caso

de las armadura solo son necesarias las filas correspondientes a �034'1de la ecuacién antes

indicada y como no existe }4011erzacortante y momento }402ectorlos coe}401cientesde [K se

completan con ceros, sin embargo ahora, al estar este arbitrariamente orientado en el '

espacio, cada nudo tiene tres grados de Iibertad, en consecuencia, la matriz de rigidez

total del elemento en coord�030enadalocal, debe quedar dc 6x6. (Harold, 1996) y se tiene.

1 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0K�031:E (4.20)
L M -1 O 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

En esta matrizde rigidez,�030para uns miembro de una armadura espacial se puede comprobar

e1 equilibrio cuando sumando todos los coe}401cientesde cualquier columna nos dan como

resultado cl valor de cero . '

La matriz de fuerzas intemas de un elemento armadura espacial, esté dada por:

f', 1O0�024l00u':A

f'2 00O000;u'2 ,

f?=_E_A000000u:3 (421)

f4 L�024l00100.u4

f5�031 n00O0001u"5

f6' 0 0 0 0 0 0 u'6

En esta matriz de. rigidez, para un miembro de. una armadura espacial sen jmede comprobar

el equilibrio cuando sumando todos los coe}401cientesdc cualquier columna nos dan como

resultado cl valor de cero (Alfaro, 2004).
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Es importante notar que los elementos de la matriz de rigidez son solamente funcién de

las propiedades mecanicas de los elementos (Alfaro, 2004).

4.9 MATRIZ DE TRANSFORMACION PARA EL CASO DE LAS ARMADURAS

ESPACIALES.

Para el caso de armaduras espaciales, un elemento de esta armadura tiene dos extxemos

que se representa por un vector, por lo tanto la Matriz de Transformacién en el espacio �030

se representa como:

I, m, n, 0 0 0

12 m2 n2 0 O 0 k

[T]_ 13 m3 n3 0 0 0

' 0 0 0 11 m, n, (4.22)
0 O 0 12 m2 n2

0 0 0 13 m3 713

Para el caso de armaduras la transformacién de cada elemento de una armadura se efect}401a

con los siguientes pasos:

1.- Establecer las matrices dc rigidez [K1 de. cada elemento en coordenadas locales. La

matriz de rigidez en el espacio de un elemento de armadura en coordenadas locales como

se dijo es:

1 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 0 0

. 0 0 O 0 0 0*
[K'] =E l (4.23)

L -1 0 0 1 O 0

0 0 0 0 0 0

0 O 0 0 0 0

2.-Calcular la matriz de coordenadas globales del mismo elemento, para 10 cual

tenemos que efectuar la siguiente transformacién, efectuando la multiplicacién para rotar

la matriz K�031de. coordenadas locales a generales o globales mediante la férmula (2.18)
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Aplicando tenemos.

I12 llml I1�0351 "I12 "l1m1 'I1�0351

mlll "'12 �031"1"1�030�035'1l1�030"'12 " m1�0351�030
I 2 __ __ _ 2

[K}= £5; "1 ; "1m1 "1 3111 �034m1�035:"1 (4.24)

�030 "I1 �031l1m1�034l1"1I1 l1�031"1 l1"1 �030J

- l,m,. v�024ml�031�024m,n, m,l, mf mlnl �030

�035l1�0351" �035�0311"1' "12 11�035: "'1": "12

Pero I�030= »cos(x{x,) = cx m, = cos(x;x2) = cy II, = c0S(x;x3) = 62

Con lo que tenemos:

cxz cx.cjy cxcz - ax: - any �024cxcz

; cx.cy cyz cy.cz �024-cx.cy �024cyz �024cycz �030M

EA cxcz c czz �024cxcz �024cy.cz �024cz 2 �030[K]: _L. ; "3�031Z 2 (4.25) %
�024cx �024cx.cy �024cxcz ex cx.qy cxcz 1

�024cx.cy �024cyz �024cy.cz cx.cy cxz cy.cz �030

�024cxcz �024cycz �024cz. 2 cx.cz cy.cz cz 2

Se puede concluir que para formar esta matriz solo han intervenido [1 = �034x, ml = �030V,

V "I 2 CZ , por lo que la matriz de transfom1aci6n~ para armaduras en» el espacio vendria a

ser: �031

1, ml n, 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
[T] = ~ (4.26)

0 0 0 I, m, n,

1 0 0 0 0 0 0

�030 0 0 01 0 0 0 4

Matriz que se utilizaré més adelante con }401nesde transformacién.
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4.10 MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL [KG] DE �030TODALA ESTRUCTURA.

Un sistema estructura] consiste en la unién de elementos estructurales y debe satisfacer

los dos principios }401mdamentalespara el ensamblaje de la matriz de Rigidez. Global de la

Estructura[KG ], estos principios son las compatibi1idades�030de�030losdesplazamientos y los .

equilibrios de las fuerzas en los nudos antes descrito.

El primer principio establece que los desplazamientos en los�031extremos de los elementos

que se unen entre s1�031en un nudo particular son todos iguales al desplazamiento de ese

nudo (}401gura4.8). Por lo que estamos hablando de desplazamientos en coordenadas

globales.

2 Y
1 . F! .l, l I
l \
1 / x \\
f /A V \\
L / \ \

�034 /I \\ H H
�030 X x x

Z I m I m

Figura 4.8 Equilibrio y compatibilidadl en la unién de elementos (Kardestuncer, 1975)

{U: RU; l: {Um }= (427)

El segundo principio asegura que la suma de las fuerzas en el extremo del�030elemento de

todos los elementos que se unen en un nudo es igual a la carga extema aplicada en aquel

nudo.

{F.}={»:,}+{zv:,.}+....+{m (4.23,
La ecuacién matricial de rigidez de un elemento individual en el sistema de coordenadas

locales se presento en la ecuacién (1) de esta manera:

{f.;-}= lkJ,l{u.;}+lk£,l{«;,}
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{2:3�024}=[k;.-}{r::,-}+{k;-M} T

Si multiplicamos estas por la matriz de transformacién [T], y [Tlse obtiene:

[TY{n;}{T]=[T]�031[k;,}{u;IT]+[TI�031[k;]{u;J{T] (4.29,
Que toma �030Iaforma siguiente en coordenadas globales:

}= [K11 HUI)�030}+ J{Ux';'} (4.30)

Sustituyendo las ecuaciones�031en forma similar para os otros elementos y cumpliendo las

compatibilidades de los desplazamientos, se puede expresar el equilibrio del nudo i como.

{E}:[K;1]{Ui_}+[K}402}{[Jj}+[K:�030]{Ui}+[Kim]{Um}+"�034'+[Kt:}{U!.}+[Ktn]{Un}

= [Kg J{U:}+ [KyRU; }+ [Kim ]{Um}+ 4' [Kln]{Un} (431)

Dondezn

K" =K,{+K,'," +......+K:

La ecuacién (14) nos indica que la rigidez del nudo i se encuentra in}402uenciadopor la

suma 0 el aporte de al rigidez de los otros nudos al cual se encuentran unidos, que viene a

ser Ia demostracién del ensamblaje de la matriz de rigidez de la estructura.

Escribiendo a1 ecuacién (13) en otros nudos y reagrupando los términos resultara la

siguiente ecuacién ya conocida véase ecuacién:

E K.-.~ K.-, K.~,.. - - Km U. %
F]. Kii KI]. I9'm..Ig'n U1�030

Fm Kmi Kmj Kmm..Kmn Umé A
= * (4.33)

F,,5 Km�030Knj Knm . . Knn U,

Que comprimido es {F} : {KG encoordenadas globales o generales.

Donde:
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{F}Es cl vector del primer miembro de esta ecuacién que contiene todas las

fuerzas extemas conocidas en los nudos libres.

{U} Contiene los desplazamientos desconocidos en los nudos�030libres asi como los

desplazamientos conocidos de los apoyos.

[KG] La matriz cuadrada de este miembro es la matriz dc rigidez de la estructura

para el sistema completo.

Por otra parte, la rigidez de los nudos es, a su vez, construidas a partir de la rigidez de los

elementos unidos en si, en ese nudo. Luego el ensamblaje de [KG] es, de hecho, la

colocacion de la rigidez de los elementos en el lugar propio después de que han sido

trasformados al sistema general de coordenadas. La matriz simétrica de rigidez global es

formada y resuelta en forma condensada (Wilson, 2002)

4.11 CALCULO DE LAS FUERZAS LOCALES DE CADA ELEMENTO

ESTRUCTURAL.

El célculo de las�031fuerzas locales se efect}401aa partir de las�031fuerzas globales, para lo cual

tenemos la siguiente transformacion matricial:

{F'}=[T]{F} (4.34)

Que desarrollando tenemos:

f1"l,m,n,00 Of,

f2 �030 �030 0 0 0 0 0 0 f2 M

' 0 0 0 0 0 0 l :
f3. = �030 f3 (4.35)
f4 0 0 0�030l1ml�030n1j_/�0304

f5' 0 0 0 0 0 0 f5

f6' 0 0 0 0 0 0 1 f6 '
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f,'=I,f4+m1}401+n1f6 (4.37)

Que constituyen 1�030asfuerzas axiales en el elemento de una armadura espacial.

4.12 CONDICIONES DE CONTORNO.

Entre las tres condiciones bésicas, compatibilidad, equilibrio y de contorno, que necesita

satisfacer todos los problemas estructurales, las dos primeras ya se. trataron al ensamblar

la matriz de la estructura. La }401ltimacondiciéén, que especi}401cacomo la estructura esta�031:

apoyada; para 10 cual se usa como cero un nudo libre y como uno un nudo nestringido.

Ahora se supone que la estructura contiene un cierto n}401meroéde apoyos fijos donde

ciertas componentes de los desplazamientos (en coordenadas generales) se hacenv uno en

todas las condiciones.

Los demés nud'os aparte de los apoyos�030}401jos,se consideran como libres�030y se hacen cero en

todas las condiciones.

Sin embargo, las reacciones en los apoyos se. calculan individualmente a partir de las

fuerzas globales en los extremos de los elementos que aportan con su in}402uencia.
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V MATERIALES Y METODOS

"5.0 MATERIALES
Los materiales a utilizar generalmente son el�031acero y la madera los�030que se caracterizan

por su médulo dc elasticidad 0 médulo de Young (E), también podria aplicarse a

cualquier tipo de material diferente siempre que se conozca su médulo de elasticidad.

5.1 METODO DE SISTEMATIZACION MEDIANTE PROGRAMA DE

COMPUTO

En este caso se trata del analisis de la estructura en el espacio tridirnensional asi como el

anélisis en dos dimensiones debido a que el anzilisis bidimensional es un sub conjunto del

anélisis tridimensional; Para empezar se ha de}401nidocomo programa de apoyo el Visual

Basic par Excel que es un programa de computo de fécil aplicacién.

Se usaran diferentes hojas de c}401lculo:

1.- Para el ingreso de datos (geometria, coordenadas, conectividad, Modulo de

elasticidad, area, fuerzas extemas), La hoja de calculo para ingresar datos

contienen entre otros, el numeré de nudos, numero de elemento, numero de

fuerzas, numero de restricciones, la conectividad que se aplica a la estructura, I

también la fuerzas que se aplican a los nudos en coordenadas globales, Las

restricciones en cada nudo y en las tres direcciones X , Y 0 Z, ( si el nudo es libre V

0 y si es el nudo restringido I ) V

2.- Para los resultados de las fuerzas intemas de las cargas muertas.

3.- Para los resultados de las fuerzas intemas de las cargas vivas

4.- Para los resultados de las fuerzas interna a carga de Viento, para las�030cargas de

sismo y para cualquier tipo de carga que se deseara incluir.

5.- Para escribir las matrices de cada elemento asi como la matriz global de la

' estructura. '

6.- La hoja de. salida dc resultados en coordenadas" globales como locales de. cada

elemento.
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5.1.1 Datos de ingreso.

Los datos dc ingreso se efect}401apor bloque el primer bloque es, el n}401merode elementos,

numero de nudos, numero de restricciones y numero del fuerzas.

Los demés bloque se ingresan mediante vectores, y tenemos el segundo bloque donde se

encuentran el vector elemento, vector conectividad (nudo i, nudo j), vector érea, vector

modulo de elasticidad.

En el tercer bloque se encuentran las cargas extemas y tenemos el vector nudo, vector

carga en el del eje x, vector carga en el eje y, vector carga en el eje z.

En el cuarto bloque se de}401nenlas condiciones de horde y tenemos Mel vector apoyo, el

vector restringido en x, el vector restringido en y asi como el vector restringido en z.

Las unidades en todo caso son consistentes el programa permite el uso de cualquier tipo

de unidades. Las juntas inicial y }401nalpara cada miembro sc sit}401anarbitrariamente pero

se recomienda efectuar la indicacién en forma sistemética para todo el conjunto y en

forma ordenada, de izquierda a derecha y arriba hacia abajo.

5.1.2 Matriz dc rigidez global del elemento lestructuraL

El programa calcula la Matriz de Rigidez Global de cada elemento de la estructura en su

sistema coordenado, en este caso el�030sistema coordenado global, esta matriz se logra a

partir de la matriz dc rigidez local, mediante la formula de transformacion (4.18).

La longitud de los micmbros y los céscnos directores -de transformacién, sirven ahora con

el objeto del calcular la matriz dc rigidez del elemento en coordenadas globales y son

calculados con el siguiente algoritmo.

Sub rutina matriz de. rigidez global del elemento estmctural

For k = 1 To NE

63 = nJ'(k)
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bb =ni(k)

dx = x(aa) - x(bb)

dy = y(aa) - y(bb)
dz = z(aa) �024z(bb)

E =EE(k)

A=afea(k)

L=(dx"2+dy"2+dz"2) "O.5

cx = dx / L ,

cy =dy/L

cz = dz / L

ii = iner(k) '

cxcx = cx "�030cx

cycy = cy * cy
czcz = cz * cz

cxcy = cx * cy

cxcz = cx * cz

cycz = cy * cz

ke(l, l)=E *A *cxcx/L

ke(4, 4) = ke(1, 1)

ke(l,2)=E * cxcy *A/L

ke(2, 1) = ke(l, 2)

ke(4, 5) = ke(l, 2)

ke(5, 4) = ke(l, 2)

ke(l, 3)=E *A * cxcz/L

ke(3, 1) =ke(l, 3)

ke(l, 6) = -ke(l, 3)

ke(6, 1) = -ke(l, 3)

ke(l, 4) = -ke(l, 1)

ke(4, 1) = -ke(l, 1)

ke(l, 5) = -ke(l, 2)

ke(5, '1) = -ke(l, 2)
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kc(2,2)=E *A *cycy/L

ke(5, 5) = ke(2, 2)

ke(2, 3)=E *A * cycz/L

ke(3, 2) = ke(2, 3)

ke(2, 6) = -ke(2, 3)

ke(6, 2) = -ke(2, 3)

ke(2, 4) = -ke(1, 2)

ke(4, 2) = �024ke(I,2)

ke(2, 5) = -ke(2, 2)

ke(5, 2) = -ke(2, 2)

ke(3,3)=E*A*czcz/L '

ke(6, 6) = ke(3, 3)

ke(3, 4) = -ke(l, 3)

ke(4, 3) = ke(3, 4)

ke(4, 6) = -ke(3, 4)

ke(6, 4) = -ke(3, 4) _

ke(3, 5) = -ke(2, 3)

ke(5, 3) = -ke(2, 3) J

ke(5, 6) = ke(2, 3)

ke(6, 5) = ke(2, 3)

ke(3, 6) = -ke(3, 3)

ke(6, 3) = ke(3, 6)

Next k

5.1.3 Ensamblaje de la matriz de rigidez. de toda la estructura.

Primero que todo, cada nudo de la estructura (incluyendo los apoyos) debe numerarse de

un modo secuencial partiendo de 1 y continuando de uno en uno. Entonces un elemento

v.�0311nicamente.seréidenti}401cadopor los dos mimeros de sus extremos. Se recomienda que la .

Secuencia sea de arriba hacia abajoyde izquierda a derecha.

La matriz de rigidez de toda la estructura se obtiene. adicionando en forma apropiada las

matrices de rigidez en el sistema global de todos 10.5 elementos. En este caso los
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coe}401cientesde rigidez del elemento, deben asignarse a la matriz de rigidez de la

estructura de acuerdo a la numeracién global de los grados de libertad. Se adopta una

numeracién sistemética de los miembros de los grados deb Iibertad para cada miembro,

incluyendo todos los posibles grados de Iibertad para cada junta de la estructura; cuando

se escribe un mimero en uba posicién en que existe otro, la nueva contribucio'n se suma

al valor anterior.

Los grados de Iibertad�031estén en orden de la rotacién, del desplazamiento �034x�035,del

desplazamiento �034y�035asi como del desplazamiento �034z�035y en cada junta, incluyendo los

soportes, mediante esta convencién, los grados dc Iibertad asociados con un miembro

pueden calcularse y almacenarse en un vector con el siguiente algoritmo.

Sub rutina, Asigna Cédigos dc ensamblaje

c6digo(1) = 3 * bb - 2

c6digo(2) = 3 * Bb. - 1

c6digo(3) = 3 * bb

c6digo(4)=3�030aa-2 '

c6digo(5) = 3 * aa - 1

c6digo(6) = 3 * a

Sub rutina Ensambla la matriz dc Rigidez de toda la estructura

For kk = 1 To 6

mm = cédigo (kk) 3

For kkk = 1 To 6

mm = cédigo (kkk)

Krig(nnn, mmm) = Krig(nnn, mmm) + ke(kkk, kk)

Next kkk

Este proceso se realiza en un ciclo para cada miembro los miembros. La matriz dc rigidez

resultante, contiene ahora la sumatoria de todas las mat}401cesde rigidez de los elementos.
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La nueva matriz ensamblada cs cuadrada y simétrica; esta }401ltimailtil propiedad

proporciona una comprobacién parcial conveniente de los, célculos que indica que la

estructura se puede resolver.

5.1.4 Determinacién del vector de cargas nodales de "la estructura.

El vector de cargas nodales [F] de toda la estructura es el efecto de las cargas o fuerzas

exteriorcs aplicadas directamente a los nudos, estos va�030I�031ores~se introducen en coordenadas

globales. Los datos de las carga son leidos y estén contenidos en es] arreglo fuerzas (i) con

el siguiente algoritmo.

Sub rutina determina vector de cargas nodales de la estructura

For i = 1 To nf

ss = Worksheets("datos"').Cell�030s(8+ i, 14)

fuerzas (3 * ss - 2) = Worksheets("datos").Cells(8 + i, 15)

fuerzas (3 * ss �0241) = Worksheets("datos").Cells(8 + i, 16)

}4011erzas(3* ss) = Worksheets("datos").~CelI)s(8 + i, 17)

Next i

5.1.5 Restriccién de los apoyos. ' _

Hasta ahora, se han formado la matriz de rigidez de la estructura y la matriz dc cargas de

la estructura. Las�030restricciones de los soportes deben ahora imponerse) para obtener un

sistema de ecuaciones no singular. El objetivo es climinar los grados dc Iibertad

restringidos. _

Para determinar que) renglones y columnas deben modi}401carseel archivo de entrada

contiene la junta en que existe un soporte y un cédigo que determina cuél de los tres

I desplazamientos debe restringirse o quedar libre Dicho archivo de entrada es el siguiente.

Sub rutina Restriccién de los apoyos

For i = I To nr

ss = Worksheets("datos").Cells(8 + i, 19)

codigouno (3 * ss - 2) = 1 6 0

codigouno (3 * ss - 1) = 1 6 0
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codigouno (3 * ss) =1 6 0 1

Para las restricciones se tiene eli siguiente- cédigoz

Grado de Iibertad }401joIibre

Desplazamiento en X I 0

Desplazamiento en Y 1 0

Desplazamiento en Z 1 0

5.1.6 Resolver el sistema de ecuaciones

Ahora puede resolverse cl sistema de ecuaciones utilizando la conocida. V

Sub rutina Resuelve. el sistema de ecuaciones

For i = 1 To ngl

For k= 1 To ngl

If k <> i Then

h = Krig(k, i) / Krig(i, i)

Forj = i To ngl

Krig(k,j) = Krig}402sij)- h * K}401g(i,J')
Next j

fuerzasuno(k) = }4011erzasuno(k)- h * fuerzasuno(i)

End If

�030Next k

Next i

'Calcuia desplazamiento de cada grado de Iibertad en cada nudo coordenadas globales

' u(i)=fue1zasuno(i)/Krig(i,i)

V For i = 1 To ngl

u(i) = fuerzasuno(i) l Krig(i, i)

Next i

Al término de este paso, se obtiene los desplazamientos en coordenadas globales de cada

nudo.
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5.1.7 Célculo de las fuerzas en el elemento.

_ Se efect}401ael célculo de las }401xerzasintemas globales de cada elemento con la:

Sub mtina célculo de las fuerzas) globales de cada grado de Iibertad de cada elemento

estructural.

For i = 1 To 6

suma = O

For j =1 To 6

suma = suma + l<e(i,j) * u(codigo(_i))

Nextj

felemento(k, i) = suma �030Global

Next i

5.1.8 Calculo de las fuerzas locales de cada elemento estructura].

Se tenia las siguientes formulas ya demostradas que son:

}402=11]; -L-ml]; +nlf3

f,'-=l,f, +m1f, +nlj;

Lo que en la programacion se traduce con la.

Sub rutina célculo de las fuerzas locales de cada grado de Iibertad de cada elemento

For k = 1 To 6 H

}402ocales(k,1) = +cx * felemento(k, 1)+ cy * felemento(k, 2) + cz * felemento(k, 3)

}402ocales(k,4) = cx * felemento(k, 4) + cy * felemento(k, 5) + cz * felemento(k, 6)

Next k '

Este paso completa cl anélisis.

Para el caso de de las fuerzas se adopta el siguiente criterio, si el valor d�030e}402ocalcs(k, 1)

es negativo entonces la fuerza es de compresién en caso contrario es de traccién.
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5.2. EJEMPLO DE APLICACION

El presente tiene por objetivo dc realizar el anélisis estructura] de una armadura en dos

dimensiones se tmta de una armadura para el paso d�030evehiculos a través de un puente que

se puede apreciar en la (}401gura5.1) Armadura tipica:

y 63 y

0 g (13 �030I . 9

"�0306 3 ® (5) ET "
' ' 80kN 80kN

E 12 10 10 I\ 12 �030

Figura 5.1 Armadura tipica

5.3 APOYOS, MATERIAL Y SECCIONES

Los apoyos de la armadura se consideran uno articulado (apoyo }401jo)el nudo 1 y el otro

del tipo iibre (apoyo mévil) el nudo 8, Las diagonales y los elementos internos son

per}401les(éngulos), los éngulos estructurales, cumplen con las caracteristicas ASTM-36.

Las secciones de los éngulos se indican a continuaciénz

' Elementos 1, 2, 3 y 4 érea = 20cm2

Elementos 5, 6, 7 y 8 a'|rea=l8 cm2

Elementos 12, 13, 14 y 15 érea= 10cm2

Elementos 9, 10, 11 érea= 14 cm2

El Modulo de elasticidad del material es 206 E-06 kN/m2.

5.4 CARGAS

La carga considerada para el presente es la 80KN en los nudos 3 y 7.
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5.5 HOJA DE INGRESO DE DATOS

Se muestra Ia hoja electrénica de datos en la que se puede apreciar El N}401merode

Elementos (NE), Numero de nudos (NN), numero de restricciones(NR), Numero de

fuerzas (NF), coordenadas (en x, y, en 2), conectividad (nudo i, nudo j), propiedades

geométricas de los elementos, restricciones de los nudos.

También tenemos el ingreso de datos correspondientes a las carga en los nudos en las dos

direcciones (X y Z), cabe mencionar cunad'o no existe una casilfla el valor de carga en una

direccién especi}401case agrega ceros para que le programa lo reconozca y por }401ltimoel

botén Ejecutar que sirve para cotter el programa y obtener las respuestas de la estructura

(fuerzas de cada elemento)

Tabla 5.1 Hoja de ingreso de datos (NE, NN, NR, NF, las coordenadas de ios nudos)

1 �030 _. . .[ V egemuar 1
3%
 \

;I""�030NunToI I _
 I .
j 
jj}401i
j 
Z-Ki
jli
j}402j
jjj
:_:_

%%%%
SS:_
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Tabla 5.2 Hoja de ingreso dedatos (Elemento y la oonectividad (Nudo 1, Nude J), Modulo de ' '

Elasticidad (E)) ' -

IIEIEII1-1
�034IE2!-I
j1XI}401E1-
Z-ZZIZEEEIII
111111-I
T111! . _
jjj
jj

jjjij
 -1
Iljjiji
1111
Zijllml-1
jl}402lljj

Zjjlil}402}401lél
Zijj}402mj
�024�024__�024-I
�024_�024-_:
�024�024�024�024�024�024
�024__�024_�024

Tabla 5.3 Hoja de ingreso de datos (carga en la direcciones(X, y Z))

IIEEIJ
ZKCKCKZK

Z�024ZKZE
____
�034-3
"_-
_-:-
_�024�024�024
�024_=_
�034�024-
:-�024-
�024�024�024-
:�024�024�030
__�024_
�034--
�024n�024
_�024n
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Tabla 5.4 Hoja de ingreso de datos (Restricciones dc los nudos)

1= restringido
0=Iibre

-11
�024�034ZI
�034XXIII
�034E1111
-�034E1111

- -�030HIKE
j1�024ZCXK

£1113
111--�024�024�024
�024=�024�024
_-�024-
�024-=�024�031
_:_�024
�024:�024�024
�024�024�024=
�024�024�024�024
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VI RESULTADOS .

6.1 HOJAS DE RESPUESTA

Se ha previsto la salida de los datos de célculos (fuerzas intemas en los elementos)

Tabla 5.5 Fuerzas intemas en los elementos

%%I§E'.!!':!<TI%
Im}402lf}401}401

;�024�024:�024�024�024
1E§}401�024�024_�024:�024-

IRE
�024�024�034�024�024�024

1IE}402l�024�024�024__�024:

%
@

�024�024_�024�024_�024_
�024�024_�024�024�024:�024

:�024�024�024�024�024:_
-�024:__�024�024
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VII DISCUSION '

Cada uno de los elementos de la armadura se ha analizada con el programa elaborado por

el autor para este }401n;sin embargo con la fmalidad de validar los resultados, se ha

efectuado el célculo de la misma armadura con el programa de nominado SAP 2000.

(Integrated Finite Element Anélisis and design of Structures), .que es un programa

comercial con }401nesde anélisis y dise}401ode elementos Estructurales, este programa

permite el ingreso de datos de entrada similmares al elaborado por el autor.

A continuacién se muestran los resultados del célculo efectuado con el Programa, elaborado y el

resultado con el SAP2000, para el caso de carga muerta. D

Tabla 5.1 Comparacién de fuerzas intemas para carga muerta con el SAP2000

SAP 2000 Element Forces - Programa eiaborado .

frames Por el autor

Frame Outputcase P Carga muerta Diferencia

Text Text KN Text KN 96

E3 424.964 -124.9640 -mu
E -103-507 2 403.0553 11

1%-103.50?E 
1&1 -124.9640 E1
 £ 96.0000 11
1% 88.493 II 88.9447 e
T 88.493 88.9447
 l 96.0000 E1
%3@
}401E! 

7234474233
TE 9.9�030/764115J
E 10.616 3 997764115 ER

937764115 11
El! 9.97�030/64115E1

La diferencia de los resultados del SAP 2000 respecto a"! programa elaborado es minima y

menor al 6.4 % V
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Por lo que se concluye que los célculos elaborados con el programa elaborado tienen los

mismos principios y la metodologia que adopta el programa SAP2000 para este caso lo

que se traduce en la similitud�030de los resultados.

Del resultado podemos ver que los valores calculados con el programa SAP2000 frente al

programa elaborado los valores encontrados son muy cercanos; lo que nos indica que el modelo

matemético utilizado para elaborar el programa es correcto ademés que la estructura en el plano

la unidad més estable es el triéngulo

En el anélisis de la armadura en dos dimensiones se puede veri}401carque las hipétesis,

principios planteados son correctas, debido a que la estructura se encuentra unida por

elementos que forman triéngulos que hacen que la estructura sea estable, lo manifestado

se veri}401cacuando ali comparar los resultados del programa elaborado frente a los del

SAP2000 son similares.

Las peque}401asdiferencias de resultados entre el programa elaborado y el SAP 2000 se

deben a los efectos de redondeo.
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' % INICIO

Dim kc, ni, nj, x, y, z,w, éx-ea,gamma, iner, BE, Knig, Codigo,
» Codigouno, Fuenas, Fuerzasuno,u, felememo, Flocales.

Leer nn. nr. n}401ngl

�030

% �031 Codigouno(i)=4) ;

1 Fuerzas(i)=0

V 3 V.

Leer, ss=

oodigouno(3 xs -2) =
codigouno(3 x s -1) =
codigouno(3 x s) =

:59

Leer, w

fue1zas(3 x s -2) =
fuerzas (3 x ss -1) = '

A fuerzas (3 2: ss) =

�030 :

Forj = I to 6

' I Ke(i,j)=0 .

. = 59
9



; Leer

» x(i)=
y(i)=

1 ii)�030

�030 :3

ni(i)=
:11 (I) =
area (1) =
ee (1) =
ine:(1)=

:9

T �030 :

% :

% �030 aa=nj(k) %
i bb =ni(k)

�030 % dx�024'x(aa)-x(bb) 1
_ ' 1 dV=y(zz)�024y(bb) I

% �030 dz=z(zz)�024z(bb) �030
e=ee-4k)

�030 1 ar�024'am(k)
�030 L=(dx"=+ dy�035-1+dz"�030)"°�0305%

�030 �030 Cx=dx/L %
�030 �030 Cy-�024-dy/L �030

% Cz=d2/L ;
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1 i=fnu'(k1= I
uar=:x'u

�030 m=r=¢r�030q ;
u a¢z=r:.z'12

oI�030a=cr�030a i

u �030 �030

�030 xa¢1;1)=E-mzurn. xa(1,5;=4m,z1 x.(s.sp=u9,1; 9

K33-Q*=N7vU 'Hz1F5'Ar"=W=!/"s 'N3�030~�030l='i9$T»3)

4 Ke}4021)=E�030mar'MLKe(5»5)�030=Ia(22'iKe(4.3)»=k-(3.4)
�030 K4l1FM�0301¥ N°(3.3FE'WW'2 �031L K°(4s.5F �030NP-Q

KQ�030»5F*}402(Ml K0(3s31= �034(Z31 K°(5»�030)�030�030�030"9-�030I

, K!(i�030l='t!�2541�030-233KB(Z3F �030*3?-37�030 K415! �030-3413? i

�030 K9E�030.3)=E'A"3¢/"-K6(5'1F�030N11'-3) K95o3?=�030Bi}402-31

K1343�030517:3)�030 �030M10:-M12) 545.5} = 339.3)�030 V

�030 K055)�030~N}402n3) K443�030N13) KI(5v5HU�2547«3)�030

M xa(e.u=ucu1s Keasa~=«a<221~ xat:e1~=m<:.=r L�030

�030 K41-�030F�030K7501-TI)�034K�254(5a1)'-�031-N133�030 -K1537 = �030IQ�031-5)�030 ' '

�030 xa(z.1p4m,1) Ke(3,J):£�031A'czull.xqscnqazy

 

%
�030

* A
�030 ; 

�030 _ Kem

. 3

~ �030 3

; <mgn(1)=a-an-2 �030
�030 wimp:-w�0241
\ cuuap(a;a:°uu �030

\ Cotiw(l)=3'm�0242�030 *
�030 Cndigo(5}=3"n-1 *

Q:dinl6b3:"m

5 %

�030 �030
�030A k �030 K-is<nm.mnn)»=kng<»mu,mm)+ke(a=uk) "

. {D

:9 61
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Forj = 1 to 3 �030nn

�030�030 K}402g(IJFI

1 No �030

% Kng(iJ)=0 �030
% Kng (i,l)=0 %

. é

4 Forj = I to 3 �030nn

é

Kng Ga)

_ �030 O

V

Imprime

% Krig(i.i)

O. ._

V » é

�031)1 �030

c .
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. x

J unir) m1',n=E-nzcm. ue(2.o;=-u(2.z)

W�030�034(U KB (�034I= 59("�030.1} K303-1F �034(Z31 �030

j en==xtaaz�024xm1 Kecur=e'ucr'M K-tz.tx=-t-(:21 �030
�030 ¢!=I(HMN>) K¢(2JF|8(7�030.1I�030 K0991)�030�030$1! .

1 �030FZOHHN!) K�254(�030.5HI|}40151)K425)�030�030N22?

5:50�030! Kl(5lFMW1I* K45-IF -M21}

�030 �030 Aaaam Ke(1,3)=E�031A'c:La& Kac5,3)=?A�0304:czIL

�030 l=(W""dY"'¢1"'P�031K9�2543L1J=KI�2541u3) K°(5»5)= N13}

¢='Nl KGU-5F -�034NH K43-4)='N?a-3! -

¢-�030Fi}401K!(5sfF �030NW3! K8(�030.3)=Ii-1�030)

�030 G=Wl K}402f}402l�031�034(MY KI(�030.5F09:�030) _

FVIITM KOCH)�030-NM) K�254(5~�030)'-�030439.4}

�030 cxa'=u¢xa Ka(1g5)r- #30121 Kq3�030.5)={(2,3)

j cw-1=4-11¢! «a(sm=-hm Ke<s.s)=m.:x .
* m==ax<= Not2ZFE"I«'c1r<-vlfs Ku(5.6)=I-(2.3)

�030 ' m:=uxe: Ke(s.sx=t«21)~ mm-M
aa=axu Ka(Z3)=E'A"quzl|L Ka(3.s):=«kaQ,J)

cmmsla Ket3.1}=h}402�030.3)Ke(5»3i=Ie(<i6) K«(6»3)=ha(3.6}

3 ¢Iiigo(1)= Svxab-2�030
�030 caagoqzpsxun-1=

: �030«?6d|aot=)~=1xIb
_ <:urga(4;= Jxaa-2

�030 Cmo(5) = 3 xB -1�030-
oaago(a)= am

 
%

«
�030 &:rm=S!:un+ta}401.j)'u(oad}402))a �030

« 19�030

A
II
�030V

I �034

¢ 0
S1

mm
" w=nm M

0! �034(N31-Iii)
�030 dv=rm�024v(aa> �030

= «z = Aw)-um:
E=(dx�0302«i(1w&'2)l15 é

�034Fben=wrrIr}402)'ku(l)'I.I2'd2!L
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b }402ocales(k,1)=cx x félmento (k, I) 1% cy x felemento(k,2) + cz x felemento (k,3) + Peso

}402ocales(k,4)= cx x felmento (k, 4) + cy x felemento(k,5) + cz x felemento (k,6) + Peso

�030 1|

A �030
9  

Fori=1 to4 Step3

Imprime

Flocales (k,i)

{D
4.!

Imprime
Felemento (k,i)

' 0 . �030
II

Fuente: Diagrama de }402ujoefectuado por el autor
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Donde:

kc =Matriz de rigidez del elemento en el sistema global. �031

�031 ni= Nudo inicial del elemento estructural.

Nj=Nudo }401naldel elemento estructural.

x=Coordenada en la direccién de x. _

y= Coordenada en la direccién de y.

z= Coordenada en la direccién de z.

w= Peso especi}401codel acero.

2'1rea= Area.

gamma= Dexisidad del material.

iner=Inercia.

EE=Modulo de elasticidad del elemento estructura].

Krig=Matriz de rigidez del elemento estructural.

C6digo= Cédigo de ensamblaje.

Codigouno= Cédigo del sistema de restriccién }401jo=l.,Libre =0.

' Fuerzas= Vector de fuerzas que se aplican a la estructura.

Fuerzasuno= As Double . ,

U= Vector desplazamiento de los nudos.

F elemento=Fuerza global dell elemento estructura]. �031

F locales= Fuerza local del elemento estructural

Apoyo= Re-acciones _

p = N}401merode veces que se itera el programa para calcular las cargas muertas, vivas,

sismo etc.

NE = Ntimero de elementos de la armadura I

nn = Numero de nudos del pértico

nr = Numero de restricciones

nf= Numero de fuerzas extemas que intervienen

ngl = Numero de grados dc llibertad

t = 1 ' valor que sirve para la ubicacién de la matriz ensamblada '
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