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I

RESUMEN

El presente trabajo de investigacién tiene como objetivo general el de desarrollar un

texto, destinado al curso de Topologia correspondiente a1 séptimo ciclo académico de

la nueva curricula de estudios de la ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMA TICA de

la Facultad de Ciencias Naturales y Matemdtica, en forma diddctica y sistemética, que

permita al estudiante la fdcil comprensién y reforzar sus conocimientos bdsicos de

Topologia de manera que se puma�031propiciar el mejor aprendizaje de la matemdtica

avanzada general.

Se presenta Ios fundamentos de la Topologia de la manera ma's clara posible, sin dejar

elformalismo y dando mayor atencién a la pedagagias

E1 texto trata con cierta profundidad unos cuantas aspectos de la Topologia, y muestra

varios ejemplos interesantes de la aplicacién, estos son los espacios topolégicos, <

aplicaciones continuas, conjuntos conexos, conjuntos densos y topologiaproducto.

I

A diferencia de muchas textos, se incluye un apéndice con un amplio glosario de

términos relacionados con la Topologia y una explicacién profunda sobre el tema de

cardinalidad.

Este trabajo es el producto de experiencias recogidas en las aulas universitarias

enriquecidas con las fecundas ideas halladas en el libro de Fleitas (1984) y Massey

(1 982), muchos de ellos expuestos en este libro de manera original.
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II

INTRODUCCION

La Tapologia es una de las ramas ma's importantes de las matemdticas modemas y se

ha mostrado mucho interés en la Facultad de Ciencias Naturales y Matemdtica, como

materia apropiada para estudiantes de ciencias e ingenieria que culminan la vida

universitaria; lo cual se entiende en virtud de la di}401cultadpara pensar en una rama de

las matematicas en la cual, encuentre el estudiante una mayor variedad en tipas de

demostraciones 0, en la cual determine problemas mas simples para estimular su

interés, desa}401arsu habilidad e incrementar su madurez matemética. Este texto juega

un papel importante por tratarse de material bibliogra}401coautosuficiente.

E1 texto a'e Topologia es un instrumento para facilitar el proceso de ense}401anza

aprendizaje del curso can esta denominacién en la Facullad de Ciencias Naturales y

Matemdtica, de acuerdo con los objetivos y contenidos del programa o}401cial.

Una particularidad importante de la Topologia es su forma abslracta general de

considerar problemas del andlisis, lo que permite investigar de modo uniforme

cuestiones que, al parecer, no tienen nada en comu'n. Precisamente por eso, las ideas,

concepciones y los métodos de la Topalogia se re}402ejanahora en casi todas las ramas

de las matemdticas, agrupdndolas en un todo tinico.

Varias ramas importantes de las matemdticas modemas dependen principalmente de la

�030doctrinamatematica reciente pero fundamental Ilamada diversamente topologia

general, de conjunto puntual o leuria de conjunta. El objeto de este texto es

proporcionar una intraduccién breve de alguna de los fundamentos de este tema, y en

esta forma cumplir gran parte de los requisitos para el estudio de los campos que

dependen de la misma. Junto con esta meta, el libro resalta en su mayor parte Ios

conceptos absolutamente bdsicos, Ios principios y las construcciones. E1 estudio de este

texto requerird la participacién activa del lecror, quien debe poseer la habilidad

matematica que representa haber cursado unos Ire: anus de matematicas a nivel de
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licenciatura. El zinico requisilo especi}401coes tener el conocimiento somero de la teoria

de conjuntos.

El estudio de este texto requeriré Ia participacién activa del Iector. Por ejemplo,

muchas demostraciones séla se esbozan y algunas se omiten por completo. El texto

descriptiva contiene a}401rmacionespcasionales que realmente constituyen peque}401os

teoremas, pero que no se justz}401canen forma explicita. El propésito de todas estas

omisiones es darle oportunidad al estudiante para que las demuestre por si mismo y el

proceso de completarlas, si se lleva a cabo correctamente, seria al menos tan

instructive como la simple Iectura de lo que haya entre ellas.

Cuando el estudiante termine este libro, podrd consolidar su aprovechamiento leyendo

otras obras de matemdticas en las que se utiliza Ia tapalogia general.

Expresa mi agradecimiento a los alumnos que me esrimularon para escribir este libro,

al responder a las notas de clase en que se basa el mismo, y al Dr. Agripino Garcia por

leer todo el manuscrito y hacer sugerencias muy u'tiles para mejorarla, la mayoria de

las cuales he aceptada. ~

Este texto sobre tapologia hace un recorrida por los origenes de esta interesante rama

de las Matemdticasy explica de manera sencilla este complejo concepto
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III

MARCO TEORICO

Se ha elaborado un texto destinado al dictado de la asignatura de Topolagia en

cinco capitulos, donde se exponen los principales conceptos, las leyes

fundamentales y las propiedades de la Topologia como componente principal.

El texto, a diferencia de otros, ha sido redactada en lenguaje simple, presentando

Ios}401mdamentosde la Topologia de la manera ma's clara posible, dando alencién al

aspecto pedagdgica.

La Topolagia desempe}401aun papel importanle en laformacién matemdtica modema

del matemdtico e ingeniero investigador, que debe aplicar Ios métodos matemdticos

en una rama concreta de la ciencia. Los problemasfundamentales de la matemdtica

aplicada y de cdlculo se ven claramente expresados en el idioma de la Topologia.

Una rama importante de las matemdticas es la Topologia, en la cual las preguntas

que se hacen acerca de estructuras geométricas son ma's de tipo cualilativo que tipo

geométrico. Aunque para poder hacer estas distinciones se tiene primero que

de}401nirsin ambig}401edadque es lg aue signi}401cacada uno de los Iérminos a los que

7 nos referimos, asi como también utilizar el conocimiento con el que se cuenta 0,

porque no, generar una nueva teoria relacionada con nuestro objeto de estudio.

Se tiene noticias, WHYBURN (1979), que la topologia es un instrumento auxiliar en

la resolucién de problemas importantes, como puede ser el determinar cdmo es que

un enzima acnia en una cadena de ADN circular. Este !o'pico surge debido a que

cuando una enzima actlia en una de estas cadenas, mod1_'/ica la estructura (Ia

topalogia) de la molécula original.

Par 10 expuesta, podemos concluir que el presente texto facilitard el proceso de

ense}401anzay aprendizaje en esta materia y serd de gran utilidad a los profesores y

alumnos en tépicos de su contenido.

�031 5



IV

MA TERIALES YMET0DOS

El presente trabajo se ha desarrollado sobre la base de textos, articulos, manuales,

software especializado y experienciaspropias, adecuéndolo a nuestras necesidades.

Toda la informacion ha sido procesada en un computador personal usando Microsoft

Word para Windows XP, en convnrjlnncia con las directivas vigentes, mediante el cual

se han escrito todos los textos y editado todo el formulismo matemdtico. La

metodologia que se ha empleado es la de la deduccién légica o enfoque inductivo, asi

como el deductive por ser este ziltimo més conciso y légico y que permite desarrollar la

Topologia enforma concreta y ordenada.

La técnica utilizada se basa en hacerse preguntas mds de tipo cualitativa que tipo

geométrico acerca de estructuras geométricas, utilizando eI conocimiento con el que se

cuenta y procurando de}401nirsin ambigiiedad que es lo que signi}401cacada uno de los

términos a los que nos referimos.

El método inductivo deductivo ha hecho posible mostrar el desarrollo del formulismo

que describe los conceptos, asi como también e1 andlisis de los ejercicios resueltos.
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Capitulo I

Introduccién a la Topologia

1.1 Introduccidn

La Tapologia es una disciplina Matematica que estudia las propiedades de los espacios

topolégicos y las funciones continuas. La Topologia se interesa por conceptos como

proximidad, mimero de agujeros, el tipo de consistencia (0 textura) que presenta un

objeto, comparar objetos y clasi}401car,entre otros multiples atributos donde destacan

conectividad, campacidad, metricidad, etcétera.

Los matematicos usan la palabra Iopologia con dos sentidos: informalmente es el

sentido arriba especificado, y de manera formal se re}401erena una cierta familia de

subconjuntos de un conjunto dado, familia que cumple unas reglas sobre la unién y la

interseccién. Este segundo sentido puede verse desarrollado con el titulo de espacio

topolégico.

1.2 Idea intuitiva

Generalmente se presenta Ia Topalogia como la �035Geametrz'ade la pagina de gama". (

Esto hace referencia a que en la qcuznetria Euclidea dos objetos seran equivalentes

mientras podamos transformar uno en otro mediante isometrias (rotaciones,

traslaciones, re}402exiones,etc.), es decir, mediante transformaciones que conservan las

medidas de a'ngulo, Iongitud, area, volumen y otras. En Topologia, dos objetos son

equivalente: en un sentido mucho mas amplio. Han de tener el mismo mimero de trozos,

de agujeros, de intersecciones, etc. En topologla esta�031permitido doblar, estirar,

encoger, retorcer, etc., los objetos pero siempre que se haga sin romper ni separar lo

que estaba unido, ni pegar lo que estaba separado. Por ejemplo, un triangulo es

topolégicamente lo mismo que una riircunferencia, ya que podemos transformar uno en

otra de forma continua, sin romper ni pegar. Pero una circun}401zrenciano es lo mismo

que un segmento (ya que habria que partirla por algzin punto). Esta es la razén de que

se la [lame la "Geometria de la pdgina de gama�035,porque es como si estuviéramos

estudiando Geometria sobre un papel de gama que pudiera contraerse, estirarse, etc.

Un chiste habitual entre los topélogas (los mateméticos que se dedican a la topologia)

es que «un topcilogo es una persona incapaz de distinguir una taza de una rosquilla».
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Un mug transformdndose en una dona

Pero esta visio'n, aunque muy intuitiva e ingeniosa, es sesgada y parcial. Por un lado �031

puede llevar a pensar que la Topologia trata 5610 de objetos y conceptos geométricos

(siendo mds bien al contrario, es la Geometria la que traia con un cierlo tipo de objetos �030

topolégicos). Por otro lado, en rnuchos casos es imposible dar una imagen de

�030 interpretacién de problemas topolégicos, 0 incluso de algunos conceptos. El intentar

visualizar Ios conceptos es un error }402ecuenteentre los principiantes en la Topologia,

que les hace avanzar muy Ientament|e cuando no pueden encontrar un ejemplo grd}401co,

tener una visién parcial de algurios conceptos, e incluso incurrir en errores. Es

frecuente entre los estudiantes primérizos escuchar que "no entienden la Topalagia�035y

que no [es gusta esa rama, y geneugunente se debe a que se mantienen en esta actitud

gré}401ca.Par dltimo, la Topologia se�031nutretambién en buena medida de conceptos cuya

inspiracién se encuentra en el Andlisis matemdtico. Se puede decir que casi la totalidad

de los conceptos e ideas de esta rama son conceptos e ideas topalégicos.

.�030

1.3 Historia de la Topologia

Histéricamente, las primeras ideas fopolégicas conciernen al concepto de Iimite y al de

completitud de un espacio métrica, y se mamfestaron principalmente en la crisis de las

inconmesurables de los pitagéricos, iante la aparicién de mimeros reales no racionales.

El primer acercamiento concreta al concepto de Iimite y también al de integral aparece

} 9
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en el método de exhaucién de Arquimedes. La aparicién del Andlisis Matemdtico en el

siglo XV_II puso en evidencia la necesidad de formalizar el concepto de proximidad y

continuidad, y la incapacidad de la Geometria para tratar este tema. Fue precisamente

la fundamentacién del Célculo Infinitesimal, asi�031comolos intemos de formalizar el

concepto de variedad en Geometria lo que Ilevé a la aparicién de la Topologia, a

}401nalesdel siglo XIXyprincipios del JOY.

Se suele fechar el origen de la Tapologia con la resoIucio'n por parte de Euler del

problema de los puentes de Kiinigsberg, en 1735. Ciertamente, Ia resolucién de Euler

del problema utiliza una forma de pensar totalmente Iopalégica, y la solucién del

problema nos trae a la caracteristica de Euler, el primer invariante de la Topologia

Algebraica, pero seria muy arriesgado y arbitrariofechar en ese momento la aparicién

de la Topologia. La situacién es exactamente andloga a la del cdlculo del drea de la

elipse por Arquimedes. �030

El término topologiafue usado por primera vez por .I. B. Listing, en 1836 en una carta

a su antiguo profesor de la escuela primaria, M}401ller,y posteriormente en su libro (

Vorstudien zur Topalogie (Estudios previos a la topologia), publicado en [847.

Anteriormente se la denominaba analysis situs. Maurice Fréchet introdujo el concepto

de espacio métrica en 1906.

�030 10



Capitulo 2

Desarrolloformal de la Topologia

2.1 Algo de desarralloformal

En el APENDICE, V Glosario de topologia, se encuentra una coleccién de términos

ropolégicos con su Significado. Aqui y ahora nos limitaremos a dar algunas naciones

bcisicas.

Como hemos dicho, el concepto }401mdamentalde la Topologia es la "relacién de

proximidad�035,que puede parecer ambigua y subjetiva. El gran logro de la Topologia es

dar una formulacién precisa, objeliva y Iitil de este concepto. Para ello tomamos un

conjunto de re}402erenciaX que sera�031el ambiente en el que nos moveremos, y al que

Ilamaremos espacio. Tomaremos un elemento cualquiera x de X A 105 elementos del

espacio se Ies llama puntos, asi que x serd Ilamado punto, independientemente de que x

sea una furzcién, un vector, un conjunto, un ideal prima en un anillo conmutativa y

unitario... Un subconjunto Vde Kan)" u un entomo de x six es elemento de Vy existe un

conjunto abierta G de manera que G esté incluido en I/. gQue' entenderemos por \

conjunto abierta? Aqui esté el quid de la cuesrién: una coleccién T de subconjuntos de

Xse diré que es una topologia sobreX si X es una de los elementos de esa coleccién, si

9 es un elemento de la coleccidn, si la unio�031nde elementos de la coleccién da como

resultado un elemento de la coleccién y si la interseccién finita de elementos de la

coleccién también es un elemento de la coleccién. A los elementos de la coleccién Tse

Ies denomina abiertas de la IopoI_ogz'a T, y al par (X,T) se le denomina espacio

topoldgico.

Las condiciones para que Tsea topolagia sobre Xson entonces estas:

u)zeIXeT

(2) (01 e :r,02 e T) =;. (01 n 02 e T)

U0 3
(3) v5c'r( )e'1�030

�0310 E S
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Puede parecer exlra}401oque de una de}401niciéntan altamente formal y conjuntista se

obtenga una formulacién precisa del concepto de proximidad. Lo primero que se

observa es que sobre un mismo espacio X se pueden de}401nirdistintas topologias,

generando entonces distintos espacios topolégicos. Por otra parte, precisamente la

manera en que quede determinada una topologia sobre un conjunto (es decir, la

eleccién del criterio que nos permita decidir si un conjunto dada es 0 no abierta) es lo

que va a dar caracter �035visualizalv.7"�035..-'~no a ese espacio topolégico.

Una de las maneras ma's sencillas de determinar una topologia es mediante una

distancia 0 métrica. Una distancia sobre un conjunto X es una aplicacién

d I X X X --�030R que veri}401caIas siguientes propiedades.�030

d(r, 3/) 2 0,.

(f(x, y) = d(y. 3?)

d(:':7 y) = 0 siysélosi I = y;

d(r,y) S d(r.z) + d(z'.y)

7 4'

cualesquiera que sean 1! y? �035E X .

Si tenemos de}401nidauna distancia sobre X, diremos que la pareja

(X, d.) K

es un espacio métrico. Dado un espacio métrica (X,d), queda determinada una

topologia sobre X en la que los conjuntos abiertos son los subconjuntos G de X tales

que cualquiera que sea el punto x He G existe un mimero e > 0 de tal manera que el

1- _ '

conjunto {y E �030X' d(I!y) < 5} esta�031totalmente incluido en G. Al conjunto �030

{y E �030X3 d(r: < 5} se le denomina bola abierta de centro x y radio a, y sera

precisamente un entomo delpunto x.

2.2 Ramas de la Topologia

Se suelen considerar principalmente tres ramas:

- la Topologia General 0 Topologia Conjuntista,

- la Topologia Algebraicay �030l

12



- la Topalogia Diferencial o Geometria diferencial.

Ademds de estas tres ramas, que podrlamos decir propiamente topolégicas, la

implicacién en mayor 0 menor medida en otras disciplinas mateméticas hacen que

muchos consideren parte de la Topologia al Analisis Funciona], la Teoria de la

Medida, la Teorla de Nudos (parte de la Topologia de dimensiones baja), la Teoria de

Grupos Topolégicos, etc. Es fundamental su contribucién a la Teoria de Grafos,

Analisis Matematica, Ecuaciones Dzferenciales, Ecuaciones Funcionales, Variable

Compleja, Geometria Diferencial, Geometrfa Algebraica, Algebra Conmutativa,

Estadistica, Teoria del Cans, Geometria Fractal... Incluso tiene aplicaciones directas

en�030BioIogia,Sociologia, etc.

13



9 Capitulo 3

Topologia conjuntista

Canstituye la base de los estudios en Topologia. En ella se desarrollan tépicos como la

que es un espacio topolégico 0 Ios entomos de un punto.

Conceptosfundamentales referidos a la tapologia de un conjunto

3.1 Topologia, espacio topolégico, abiertos, cerrados, sub espacios

Sea X un conjunto cualquieray P(X) el conjunto de sus partes. Una tapologia sobre X

�031 r . , C

es un conjunto T C P que cumple: )1 E T, 9 E T, 51' A! B �034Tenlonces,

U G
.40 B E T, yquesi A C T ":='"'1ces (G E A) 5 T.

A los elementos de T se les denomina conjuntos abiertos�030Al par (X,T) Se le denomina

espacio topolégico. A [as elementos de Xse les suele denominar puntas.

Nétese que desde un primer morhento hemos especificado que el conjunto X es

cualquiera, no necesariamente un conjunto de naturaleza geométrica. La denominacién

de espacio (topolégico) y de punto se mantiene aun cuando X sea un conjunto de /

mimeros, de }401mciones,de ecuaciones diferenciales, de }401gurasgeométricas, de K

vectores, de conjunt0s,...

Como puede observarse, Ia de}401niciénes muy formal y general, y lo primero que se

observa es que sobre un mismo conjunto pueden darse multitud de topologias distintas.

, _ , 2 3

As: es. Pero de momento, los conceptos de conjunto abterto an R 0 en E 0 R

cumplen las condiciones exigibles a una topologia. Es precisamente el comprobar que

otras familias de conjuntos en ofros conjuntos de naturaleza no geométrica que

comparten estas mismas propiedades (como en el conjunto de soluciones de una

ecuacién diferencial, 0 el conjunta de los ceros de los polinomios con coe}402cientesen

los ideales en un anillo conmutativo, por ejemplo) lo que motiva esta de}401nicién.Asi

podremos aplicar a estos conjuntos las mismas (0 parecidas) técnicas topolégicas que

aplicamos a los abiertos del plano, por ejemplo. La situacién es amilaga a la que se da

14



I _ , 2 3 _ .

en Algebra Lmeal cuando se pasa de trabajar en R 0 R a trabajar en espacios

vectoriales arbitrarios. I

En la que sigue, (X T) representan)�031siempre un espacio topolégico.

Ligado al concepto de conjunto abierta esté el de conjunto cerrado. Un conjunto

7

F C X se dice que es cerrada si su complementario A \ F es un conjunto abierta.

Es imporlante observar que un conjunto que no es abierta no necesariamente ha de ser

cerrado, y un conjunto que no sea cerrado no necesariamente ha de ser abierta. Asi,

existen conjuntos que son abiertos y cerrados a la vez, como E, y pueden existir

conjuntos que no sean m�031abiertos ni cerrados.

Es inmediato comprobar que la interseccién de cerrados es un conjunto cerrado, que la

unién de una cantidad}401nitade conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, y que tanto

Xcomo Q son conjuntos cerrados. '

Si Z C X, el conjunto T3 5: {G n Z : G E T} es una topologia para Z Se _

diré entonces que el espacio (Z, Tz) es sub espacio topolégico del 06 T).

La nocién de sub espacio topolégieo se presenta de manera natural, y es el concepto

andlogo a] de subgrupo en Teoria de Grupos 0 al de sub espacio vectorial en A'Zgebra

Lineal.

Una propiedad relativa a espacios fopoIo'gicas se dice que es hereditaria cuando si un

espacio Ia tiene, entonces también Ia tiene cualquiera de sus sub espacios.

3.2 Base de una tapolagia, entomos, bases locales, axiomas de numerabilidad

. . (B) c T . . . .
Una famzlta » se dtce que es base (de la Iopologza 7) St para cualqutera que

sea el 0 G Texiste un conjunto �030WC (B ) de manera que G = UBEMB .

No siempre es cémodo trabajar con una topologia. A veces resulta mds complicado

establecer una topologia que una base de topologia (como en espacios métricos). En

cualquier caso, una base es una mahera muy cémoda de establecer una tapologia. Au'n

més sencillo es establecer una sub-base, que es unafamilia de conjuntos para la que el

15



conjunto de sus intersecciorzes }401nitasforma una base de topologia. Uno de los casos

mas importantes de topologia, la de los espacios rrtétricos, viene dado por una base, la

del conjunto de bolas abiertas del espacio.

Un espacio topolégica se dice que cumple el Segundo Axioma de Numerabilidad (IIAN)

si existe alguna base de su topologia que tenga cardinalidad numerable.

Sea A C X un conjunto cualquiera y sea fl? E A un punto arbitraria. Se dice que A

es entomo de x si existe un cortiurrm abierta G de manera que I E G C A . Todo

conjunto abierta es entomo de todos sus puntos. Al conjunto de todos los entomos de

un punto x se Ie denomina sistema de entomos de x.

Obsérvese que no se ha exigida que un entomo sea ur: conjunto abierto. Los entomos

abiertos son un tipo de entomos muy zltiles (sobre todo en Geametria y Analisis) y muy

usados, tanto que en muchas ocasiones se omite el calificativo abierta. Esta es un abuso

de lenguaje y debe evitarse.

7 .

Una coleccién (X l de entomos de un mismo punta x se dice que es una base de

. . . c: =�031
entomos (0 base local) de x st dado cualquier entomo Vde x existe un B �030(V ) de

manera que B C V.

Se dice que un espacio tapalégico cumple el Primer Axioma de Numerabilidad (IAN) si

cada punto del espacio tiene alg:4.... 5l....e local de cardinal numerable.

Subconjuntos notables asociados a un conjunto

Ahora podemos establecer una serie de de}401nicionesde gran importancia, pues seran

las piezas basicas del estudio de la topologia y constituirdn Ia materia prima de los

conceptos posteriores.

Interior, exterior, frontera

Se dice que 33 E X es un punto interior de A si A es entomo de x. Asi, el conjunto de

los puntos interiores a A es un conjunto abierto, denominado Interior de A, que se

denota por Int(/1) 0 también como .40 . Es el mayor conjunto abierta incluido en A.

r

�024 Un punto y E X se dira�031que es un punto exterior a A si A \ A es entorno de y.

Asi mismo, el conjunto de los puntos exteriores a A es otro conjunto abierto,

denominado Exterior de A y dennrnqln �030norExt(A).
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Un punto 3' E X se dice que es un punto frontera de A si todo entomo V de 2 es tal

que 1"] n A 7g g y V n (X \ A) 7é Q . Al conjunto de los puntofrontera deA

se le denomina Frontera de A y se denota por Fr(A). La frontera de A es un conjunto

cerrado.

Adherencia, acumulacién, puntos aislados

Un punto :11 E X se dice que es un punto de adherencia de A si todo entorno Vde x es

I /' . .
tal que A n I 74 g . Se hace pues evidente que todo punto interzor y todo punto

frontera es punto de adherencia. Al conjunto de los puntos de adherencia del conjunto

A se Ie denomina adherencia o clausura de A, y se denota por CI(A) 0 par La

clausura de un conjunto A es un corijunm cerrado, y es el menor conjunto cerrado que

contiene al conjunto. �034

Un punto It E X se dice que es un punto de acumulacién de A si todo entomo V de x

es tal que (V \ {I} ) n A 74 z . Al conjunro de los puntos de acumulacién de un

conjunto se le denomina acumulacién del conjunto, o conjunto derivado, y se le denota

por Ad 0 par A�031.

Un punto I E X se dice que es un punto de £2-acumulacién de A si toda entomo Vde

x es tal que \ {r} ) n A es un conjunto in}401nite.Al conjunto de los puntos de 9-

acumulacién de un conjunta se Ie denomina 52-acumulacién del conjunto, o conjunto

. Ad . .
.0-derivado, y se le denota por Q 0 par A�031g.Todo punto de Q�024acumulaczones punto

de acumulacién, y todo punto de acumulacién es punto de adherencia del misma

conjunto. \

Un punto 33 E X se dice que es un punto aislado de A si existe algu'n entomo

I .
peiforado V de x (es decir, un conjunto �030VC Xde manera que �030U {1} es un

entorno de x) de manera que 1�031r n A = 9 . Al conjunto de los puntos aislados de A se

Ie denomina conjunto de los puntos" aislados de�030A,y se le denota por A". Todo punto

aislado es puntofronteray también es punto de acumulacién del mismo conjunto.

En Topologia son de una importancia capital Ios conjuntos interior y clausura de un

conjunto. Su importancia radica en ser, respectivamente, el mayor abierta contenido en

el conjunto y el menor cerrado que contiene al conjunlo. El interior puede obtenerse

1 7



también como la unién de todas las abiertos contenidos en el conjunto, y la clausura

como la inlerseccién de todos los cerrados que contienen al conjunto. Sin tanta

importancia en Topologia pero de mucha en otras dreas de la Matemdtica son los

conjuntos de acumulacién, frontera y los puntos aislados de un conjunto.

18



Capitulo 4

Conceptosfundamentales referidos a aplicaciones continuasy

convergencia

4.1 Convergencia

La idea de la convergencia es la de "aproximar�035un objeto por otro, es decir, sustituir

un objeto por otro que esté préximo a el. Evidentemente, al hacerlo asi se esta�031

cometiendo un error, error que en general dependerd de lo préximo que se encuentre el

objeto sustituido del objeto sustituto. Para hacer exta sustitucién de una manera

sistemética, de forma que el error pueda ser elegida arbirrariamente peque}401o,

aparecen distintos tipos de conjuntos. Se obtiene an�031un proceso de sucesivas

aproximaciones que, si todo va bien, terminarian llevdndonos al objeto, aunque fuese

después de un mimero in}401nitode aproximaciones. El mds sencillo de estos conjuntos es

una sucesién, es decir, una coleccién infinita (numerable) y ordenada de objetos,

aunque con el mismo carécter de �030ordenhay otros conjuntos que re}402ejanmejor el

concepto de convergencia.

Es importante observar que la". Topalogia no trabaja con errores ni �030con

aproximaciones. Eso entra en el a'mbito del Andlisis Numérico e incluso del Andlisis

Matemdtico. La Topologia lo que hace en este problema es aportar las herramientas

bésicas y los conceptos teéricos para afrontar correctamente el problema, siempre

desde un punto de vista conceptual y cualitativa. Estudia qué es lo que debe entenderse

cuando decimos que un conjunto (como puede ser una sucesién) se acerca a un objeto

(que puede ser un punto, un conjunta, etcétera).

4.2 Convergencia de sucesiones

Una sucesién es una aplicacién en un conjunto cuyo dominio es el conjunto de los

mimeros naturales. En particular, una sucesién en un espacio topolégico (A! T) es

' 7

una aplicacién (�0301"1.)"�254N' N �030 A .

Una sucesién es el caso mds senc;'.'.'--' .3; aplicacién de dominio in}401nite.
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Se dice que 33 G X es un punto Iimite de la sucesién (I".)'1�254�035,0 bien que

(�030r")"�254Nconverge al punto .73, si se cumple que, cualquiera que sea el entorno Vde

I existe un mimero natural no de tal manera que si n es otro mimero natural mayor o

igual que n0 (0 sea, 73' 2 no) entonces se cumple que 17 n E V.

Hay que hacer dos observaciones sobre esto:

o En primer lugar, no se dice que el punto 13 al que la sucesidn converge tenga

por qué existir necesariamente. Puede darse el casa de que la sucesién no tenga

puntos limites, 0 incluso que tenga mas de un punto Iimite. Al conjunto de

puntos limites de una sucesién (In/EH51�030?se le denomina Iimite de (In .)"1�2541°*](y

se Ie denotapor livmne}401l-rn, 0 tambiénpor lz�030m'n�024-00-Tn).

- En segundo lugar, la interpretacién de este concepto es la siguiente: tan cerca

como queramos de un punto Iimite podemos encontrar a todos los puntos de la

sucesizin, excepto a lo mas a una cantidad}401nitade ellos (que podra 0 no ser

muy grande, pero no deja de serfinita).

Un punto 93 E X es punto de aglomeracién de la sucesién (I71 )"'5W si cualquiera

,

que sea el entorno Vde x se cumple que el conjunto {n E N ' "r '1 E �034X} es in}401nite.

Todo punto Iimite es punto de aglomeracién, pero el recipraco no es cierto. Por

ejemplo, las limites de oscilacién de una sucesién no convergente de mimeros reales,

1
(�0241>"+ �024

(como por ejemplo Ia sucesién 71)

son puntos de aglomeracién, pero no son puntos limites (no existe Iimite para dicha

sucesién, mientras que 1 y -1 son puntos de acumulacién).

4.3 Continuidad de aplicaciones

Otro concepto totalmente }401mdamenralestudiado en esta rama es el de aplicacién

. . ., f ~ X ___, y . �030 , . .
continua. Una aplzcaczon ' entre dos eSpaCIOS topalogzcos se dzce que es
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- u . . . /�031 ~

contmua sz dado cualquzer conjunto G abierta en 3 , el conjunto

-1 r
'2 ' C . . V

f {I E A ' ~ G} es un conjunto abzerto en X.

Con la misma notacién, 31�030it E X, diremos que f es continua en 3? cuando se obtiene

-1 f ,

que f 0' ) es un entomo de 1', cualquiera que sea 21 entomo V de f

Es inmediato entonces comprobar que f es continua cuando y sélo cuando es continua

en 17 6 X, cualquiera que sea éste, es decir, cuando y 5610 cuando sea continua en

cada uno de los puntos de su dominio.

Informalmente hablando, una aplicacién es continua si transforma puntos que estén

cerca en puntos que estén cerca, es decir, si respeta la "relacién de cercania". Esto

ademds quiere decir que una funcién continua no �035rompe"los que esta�031unido y no

"pega" lo que esta�031separado. _
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- Capitulo 5

Topologia de la densidady elproducto

5.1 Conjuntos conexas y arco-conexo:

Un conjunta se dice que es conexo si no puede expresarse como unién de dos abiertos

disjuntos no vacios.

Urz conjunto X se dice que es conexo por caminos (0 bien arco conexo) si todo par de

puntos puede unirse mediante un camino, esto es,

VI�0313�031E X 34,5 : [U�0311] ' Xcontinua de tal manera que = I y

05(1) = y. Todo conjunto conexo por caminos es conexo, pero no todo conjunto

conexo es conexo por caminos.

Estas�030conjuntos estén �035hechosde una pieza�035(los conexos) 0 �035hechosde manera que no

tienen piezas totalmente sueltas�035(Io; conexo: por caminos). Naturalmente esto es sélo

una manera de interpretarlas. Las piezas de un conjunto (los mayores subconjuntos

conexos que contiene el conjunto) se denominan "componentes canexas". Por ejemplo,

un pu}401adode arena seria un conjunto en el que las componentes canexas son cada

granito de arena, Un espejo roto seria un conjunto en el que cada trozo de espejo es

una componente conexa. Una bola de hierro es un conjunto con una sola componente

conexa, es decir, un conjunto conexo. Una rejilla también es un conjunto conexo,

formada por una sola componente conexa.

, ,

Un conjunta conexo es un subconjunto G g A de un espacio topolégico (�030Y9T

[donde Tex la coleccién de conjuntos abiertos del espacio topolégico] que no puede

ser descrito como unién disjunta de dos conjuntos abiertos de la ropologia.

Intuitivamente, un conjunta conexo es aquelformado por una sola �031pieza�031,que no se

puede �031dividir'.Cuando un conjunu, ;'.., sea conexo, diremos que es disconexa.

Ejemplos de conjuntos conexos

n 1
�024Las esferas Smson todas canexas en R +

72

- Un punto en R es conexo
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_ 3

- Un nudo es un conjunto conexo en S

. R3
- Un taro es un conjunto conexo en

Ejemplos de conjuntos disconexos

-El conjuntoformadopor la unién de dos puntos distintos en Rn

�024EIcanjuntoformadapor la unio'n de dos esferas disjuntas en Rn

-Un enlace de 72 componentes (nudos)

Camponentes conexas

Dado un espacio topolégico (X! T) disconexo se llama componenre conexa, a cada

uno de las conjuntos maximales canexoss Es decir un subconjunto Y E Tes un

componente conexa si se cumplen estas dos condiciones:

1. Y E 7 es conexo.

2. Cualquier conjunto Z que contiene propiamente a Yes disconexo.

5.2 Compacidad

Los conjuntos compactas son un tipo de conjunto mucho més dificiles de de}401nir.Basia

con decir que un conjunto es co"'_",'-'�034'./Jsi no es posible que sus elementos "tiendan a 4

escaparse de él". La compacidad es una propiedad muy importante en Topologia, asi

como en Geometria y en Andlisis Matemdtico.

5.3 Metrizacién

Una topologia sobre un conjunta es metrizable si es posible encontrar una distancia de

forma que los abiertos para esa dist}401nciasean exactamente los abiertas de la topologia

de partida. La metrizabilidad es también una propiedad muy deseable en un espacio

topolégico, pues nos permite dar una caracterizaciérz muy sencilla de los abiertos de la

tapologia, ademds de implicar otras ciertaspropiedades.

5.4 Separacidn

Las propiedades de separacién de puntos son ciertas propiedades, cada una un grado

més restrictiva que la anterior, qée nos hablan de si una topologia permite Iener
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entomos distintos para puntas distintos, es decir, si dos puntos (0 dos subconjuntos) son

distintos, (existen siempre entomos de los puntas que no tengan nada en cam}401n?

5.5 Densidad

Un conjunto es densa en el espacio si esté �035cercade todos los puntos�035de ese espacio.

De manera mds precisa, un conjunto es densa si su clausura es todo el espacio. Un

conjunto se dice que es separable si tiene algi}401nsubconjunto densa y numerable.

5.6 Topologia producto

La topologia producto de varios espacios tapolégicos nos proporciona una manera de

dotar de una topologia al producldcartesiano de espacio topolégicos, de tal manera

que xe conserven buenas propiedades. La topologia cociente de un espacio mediante

una relacién nos data de topologia al conjunto cociente de un espacio Iopolégico por

una relacién de equivalencia (es decir, se establece una propiedadpor la cual diremos

que dos elementos distintos son equivalente: si cumplen esa propiedad; en ese caso, el

b conjunto cociente es aquél en el que los elementos equivalentes se consideran iguales, y

la topolagia cociente es aquella que respeta esa relacién de equivalencia).

Recordemos que una topologia T -en un conjunto X es una coleccién no vacia de

subconjuntos de X, Ilamados conjuntos abiertos, la] que toda reurzién de conjuntos

abiertos es abierta y toda interxeccién}401nitade conjuntos abiertos es abierta y también

tanto X como 0, son abiertos, es decir, pertenecen a la topologia, por lo tanto dados

01 e T se tiene:

1. U of e T, '_

2. O 0; E T,

3. 1136 E T

De}401nicién.- El interior de A se denotapor 13 y:

0 fies Ia urzién de todos los abiertos contenidos en A,

I A es abierta sii A = 13..

Definicién.- Sea X un conjunto, v}402rE X determinamox una coleccién no vacia de

subconjuntos de X Ilamados entomos de x. Estas deben satisfacer:

1. x pertenece a cada uno de sus entomos.
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2. La interseccién de entomos de x es entomo de x.

3. Si N e Ent(x) yU c X; N c u�030=o U 6 Ent(x).

4. SUV 6 Ent(x)ysi }402c:�031UC X;N C U: U E Entlfx).

Observacién: Los entornas no tienen porque�031ser abiertos. Esta estructura de}401neuna

topologia para el conjunto X

Proposicién I. SeaX un conjunto, E es unafamilia de subconjuntas de XW e X /

1. E (at) :2 Q

2. x E V VV 6 ECX).

3. A,B E E(x) = An 8 6 Efx),

4. V C M, V E E(x) =5 M 6 E(;:).

5. v v e E(x) 3 we E(x) /V eE(yJv_v e W.

Entonces existe una Linica topologia T en X tal que la familia de entomos de x es

iguala E00,�030570:) = E(x)Vx 2 A» -�031

Definicién 1.- Sea, X1 = 11):�030,= {x:.~i --+U;�031f3e )4 vi 5 .4}

De}401nicién2.- Sea 27,: UK. �024oIQ es la i-ésima proyeccién.

De}401nicién3.- La topologia de Tychono}401�031(0 topologia producto) sobre se obtiene

tomando coma base, conjuntos abiertos de laforma H U�030donde U} C X, (i }401nito).

Teorema I.- f :X �024-+H.1',- es continua sii :2; - f es continua vs.

Demosrracién. = J La composicién de aplicaciones continuas es continua.

=- J Sea .7, - f continua vz.=: 1.-,»�034(U�030-)1: Xi forma una subbase para la topologia de UE..

Pero f�034(rc,�034(b�031,))= (7; « f)�034(U.)=la imagen inversa defde esta subbase es abierta en

X =5 a1 ser n, ~ f continua Vi = necesariamentef debe ser continua.

Teorema 2.- X K Y posee la tapologia producto, entonces las proyecciones sonfunciones

continuas.

Demostraci6n.- Sea U C X = p"(U) = U xYque es abierta, entonces continua. Para

ver que p transforma abiertos nos }401jamosen los abiertas de la base, pues cualquier

otro abierta serd una combinacién de éstos. Sea U x V E Th,» / p.,(!)' x V) = U vemos que

lleva abiertos en abiertos. Supongamos ahora que en .2�031X Y tomamos cierta topologia

que hace que las proyecciones sean continuas, consideramos dos abiertos U y V
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respectivamente de cada uno de los espacios; U x V = ;:;�030(U)n p_.,�034(§")es un abierta de

X x Y. Por consiguiente, Ia topologia dada contienetodos Ios abiertos de la base de la

topologiaproducto ypor consiguiente es tan}401nacomo ésta.

Teorema. X x {y} t�031X

Demostracién. Sea f:X X I)-} �024~k',que lleva a cada Cl�031-_\')�024~x , una funcién biyectiva.

Vamos a construir la funcién f como composicién de aplicaciones continuas,

demostrando asi su continuidad. Considera : : X x {)9 �030-.\' x Y Ia inclusién natural en el

espacio producto ypor otra Iado Ia proyeccién P; que como sabemos es continua (por

el anterior teorema), defino .' f = 3:, -2' . Sea ahora W c X x {)3 / W = U U; X {Y}

f (W3 =U U, I: X es un abierto, entonces f lleva abiertos en abiertos.

5. 7 Topalogia cociente

De}401nicio'n.-Sean X 2 Y espacios topolégicos: p 3 X -�024*Y continua y sobre. p se dice

que es una aplicacién cociente si U C Y es abierto, entonces p'1(U) es un abierta de X.

También: .4 C Y es un cerrado sii p" (.4) es cerrado de X, entonces,

f_�030(Y*' 3) = X *f_�031(3).

Observacidn: f abierta si U C X ab�030iertaf : X --) Y, entonces, f(U) C Y es abierta, f

�030 cerrada, si A C X cerrado f(A) C�031Y es cerrada. Si p : X �024�024>Y continua y sobre,

entonces, p es abierta y cerrada, "':"�030nceses aplicacién cociente. A esta topologia Ia

denominamos cociente relativa a p. Se veri}401cafacilmente:

I. U C A, p'1(U) C X es abierta.

2. 6. A son abiertos, porque p�030�030{(?))= 0 y 1:2" (A) = X.

3. p"(u UK) =u p"1(U¢).

4. :="(n U.) = }401p"(U.,).

Ejemplo.- Sea it = X X Y -�030*X la proyeccidn (continua y abierta) sobreyectiva. Si

U X V E B C X X Y =.' 7r(U X V) = U C X abierta (en general 77 no es cerrada).

Definicién. X es un espacio topolégico y X�030una particién de X en conjuntos disjuntos

cuya un1'0'n es X. p 2X �024>X�030continua y sobre que lleva cada punto de X en un

' elemento de X�031.

Teorema. Dadas dos espacios topolégicas X e Y can sendas relaciones de equivalencia

y un homeomor}401smoentre ellos Cum�030-;'.z1.ul'bl�254con las relaciones de equivalencia

xv x':»f(x) �024�024;(x�030)=»:c/«=v/«.
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Resumen. Dado un espacio topolégico X, un conjunto Y y una f = X -3�031Y continua y

sobre, se llama topologia cociente en Y respecto de f a la familia

U, = {U; f�034(U)es abierta an X}.

5.8 Axiomas de Separac-io'n

De}401nicién1.- T; (se dice que un espacio topolégico es T5). Si dados dos puntos 3 un

entomo que contiene a uno pero no al otro.

Proposicién. - X es 7}, sii dados dos puntos

x = y 3 N e £nt(x) ,'�031ye N as M e Entky)/x 2 M.

Demostraci6n.- Supongamos que X es T5. , sea 2: t y / N

E En: ix} NV 5 Enz(y) 3K (-2 En: (x) /�030N 2 Enz(z),v2 e is�031. entonces y E K en caso

contrario se tendria N E Ent (y) en contra de la hipétesis. El reciproco es trivial.

De}401nicién2.- T�030.Si vx,y e X: all e Entér) AV e Enziy) / x e U 3 )-�030/\ye V 3 x�030

Teorema.- X es T, sii V x e 3:�030es un cerrado (todo punto de X es cerrado).

Demostracién.- =3 J Sea X un T; . sean

x e ,1.�031a _v e X �024{x}. 3 U, D 5' y x 5 (lg. =v U, = X �024Ix} es abierto, entonces x es cerrado.

4: J{x} 2 {y} son cerrados ==.> X - {Jr} 3- X - Cy} son abiertos, tales que y E A�031- {Jr} pero no

a x yx E 11.�031- {gr} pero no a y, entonces Xes 1}.

De}401nicién3.- T; 6 Hausdor}402Si un,; ex: all e £.-.:(x) A V e Ezzziy) / U n V = G.

Observacién T�031;=__3 T._ 3 Ta. '

Proposicién.�024(X.T) es T2 sii V: E X�030setiene que H3557; :\'= {x} , donde ETCQ es la

familia de los entomos cerrada de x.

Demostraci6n.- Si X es 1': 3-z z�031:x entonces abiertos disjuntosU y V can x e U y u E S-�031

entonces x e U S X �024V siendo X �024V cerrado can U -2 En:(;:) entonces X �024V 5 ;'_n_t_(:3.

Obviamente z 5 X �024V por ello 2 E0393,-5; N.

Reciprocamente si (Ive;-3:33 N = {X} éntances dado : = I podemos encontrar un entormo

cerrado N can :e A�030luego 26 X -N que es abierta y pertenece a un entomo de z,

entonces N 3-!!! = X �024.\�031son entomos digamos de x y z respectivamente, luego

(X. T) as T2 .
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Teorema .- Un subconjunto de un 2'; as T2.

Demostracién.- Sea A C X y sean x.y E A. A1 ser e1 espacio 7�031;entonces existen dos

entomos disjuntas de cada uno de los puntos de talforma que la interseccién de estos

entomos con el propio subconjunto A son abiertas y disjuntas de A i. e. sea

U e E513 c X yif e E(y) c 1;�030/ U nA.V rm A son abiertos disjuntos de A, tales que

.rEUr1A.)-' EVDA ==�030.-1957;.

Teorema .- A�031x Y es 1�030:sii Xes Y lo son.

Demostracién.- Suponga que X e Y lo son. Sean W; = <�031x1.,\3)y W; = (x;.)«�030;)dos puntos

disjuntos de 36 X Y. Si 1:, = x; podemos hallar dos conjuntos abiertos disjuntos Ux.U; /

x, e U, y 2:; E U; , ademas U; x Y «all: x Y son abierros diguntos de 5�031X Y, entonces

W, e U, x Y y W; e U, x Y. Si x, = xx necesariamente y._ = _v: y volveriamos a razonar

de la mismaforma.

Reczjvrocamente, si X >< Y es T; , entonces también lo son los espacios X X {y} y {X} x Y

pues en una proposicién anterior demostramos que la propiedad T; era hereditaria, y si

estas espacios de Hausdor}402por el teorema anterior sabemos que son homeoformofos,

respectivamente a X e Y demostrando asi que estos espacios también son 7'; como

queriamas demostrar.

Teorema.- Son equivalentes.�030

1. Xes 7'; .

2. 3! lim , '

3. La diagonal A: {(A3 X) / I E X} es cerrado en )OcX

Cuando F. Hausdor}402dio su de}401niciénde topologia (en 1914 en su libro

"Grundzugeder Mengenlehre �035)incluyé una propiedad que no es equivalente a ninguna

de las tres que nosotros hemos exigido, y era que cualquier par de puntos pudiera

separarse mediante un par de abiertos.

Definicién: Equivalente a lo expresado antes, se dice que un espacio topolégico (:{,.T)

tiene la grogiedad de Hausdor}402a que es un esgacio I-. si para cada pareja de puntos
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distintos x. y E X existen entomos disjuntos de ellos. Esto es, �031U(x).V(1,¢)e 3" (ales que

no) n 12(9) = o.

A Hausdorff no le parecia mu; ..';-.,nte un espacio en el que dos puntos vecinos

estuvieran tan préximos que no hubiera forma de construirles casas separadas. El

desarrollo ulterior de la Topologia y el sadismo de los famiticos dieron lugar a

ejemplos de cierto interés en los que se podria construir cada una de las dos casas,

pero no las dos al mismo tiempo.

De}401nicién:Se dice que un espacio topologico {XJ} es un espacio L, si para cada

pareja de puntos distintos any 5X existen entomos 21(x).V(y} E :7�030tales que 2- E V(g-D,

9 E HCI).

La historia sigue y al menos existen ya T;,.T,.T;.Ts,.:,T;.T7,2.T<..T5 (seguramente haya

mas). Cuanto mayor es el subindice mas exigente es la propiedad. La " T " es la inicial

de separacién en alemdn, de ahi Ia notacién, aunque también puede in}402uirque quien

introdujo Ia palabra en este contexlo se apellidaba Tietze. Como orientacion diremos

que E�035con la topologfa usual Ias cumple todas y que algunas de ellas re}402ejanla

posibilidad de que cada funcién coritinua de}401nidaen un cerrado admita una extension

continua, con ciertas propiedades, a todo espacio. ( el teorema de Hahn-Banach puede

considerarse un resultado en esta direccién para los espacios Iineales, incluso de

dimension infinita).

Esto es lo que respecta a los axiomas Ilamados a'e separacién. Veamos ahora los de

numerabilidad.

5.9 Axiomas de numembilidad

Para estudiar convergencia y continuidad en espacios métricos hablamos usado en las

demoslraciones sucesiones de bolas abiertas, Bér. 1/n) o B(x. en), que se contraian. Es

posible encontrar espacios topulogicos muy raros tales que las tlnicas familias de

abiertos que se contraen bien alrededor de un punto no son numerables; esencialmente

esto provoca que las sucesiones no representen bien las Iopologias del espacio.

De/inician: Se dice que un espacio topolégica (X.1T) satisface el primer axioma de

numerabilidad, si para cualquier 1:63�030existe una coleccion numerable de abiertos

29



{u,(x).1z2Lz).'u;(x). ...} tales que cualquier entomo de x.u_., conliene necesariamente a

alguno de ellos.

Muchas veces se dice que (?1,Cr).�031£l_-(10.11, (X). ...} es una base de entomos de z_ parque si

hacemos variar x E X, la- unién de estas familias da lugar a una base de la topologia

(ejercicio sencillo).

Definicién: Se dice que un espacio topolégico (2.?) satisface eI segyndo axioma de

numerabilidad, si alguna de sus bases es numerable.

De}401nicién:Se dice que un espacio topolégico es segarable si tiene un subconjunto

numerable densos

Un conocido teorema debido a K. Weierslrass a}401rmaque cualquierfuncién continua en

{0.1} se puede aproximar uniformemente mediante polinomios. Como todo polinomio se

puede aproximar par otro con coe}402cientesracionales, deducimos que las funciones

continuas con la distancia supif �02491 forman un espacio separable y que todo teorema

acerca defunciones continuas que sea preservado por aproximaciones uniformes basta

demostrarlo parapolinomios.

Ahora veamos una lista de ejemplos y contraejemplos.

Ejemplo 1: El espacio X={1,2, 3, 4} con la topologia

T={D.X.{1}.{1.2}.(1.233, {4},{1.4}.{1.2.f$}) no es Hausdor}402y ni siquiera Tg, porque, por

ejemplo no existe ningdn entomo de: 2 que no contenga a 1. La sucesién l,2,1,2,1,2

tiene dos limites" 2 y 3�030Y la sucesién 1, 1,1,1 tiene tres limites. Esto esta�031relacionado

con que 31-} = {L23} (en particular, los puntos de Xno son siempre cerrados).

Ejemplo 2: K con la topologia co}401rfitano es Hausdor}402perosi 1}.

x » y

Para ver que es T; basta elegir Hfx) = X - {gr-).V(y) = X �024{X}. Imaginando Ia forma de

los abiertos es evidente que no es Hausdorff Una prueba formal es la siguiente:

'U(x) n N9) = 0 = X = X - 110:) (3 V(«,;) = (X �02411(1)) u (X - V(»;;)) y esto es imposible

porque ambos conjuntos son}401nitas.
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Observacién: Es facil comprobar que todo espacio métrica es 7'; (ejercicio), asi que no

existen distancias que induzcan las topalogias indicadas en las dos ejemplos anteriores.

E}'emplo3: La base habitual de i can la topologia usual no es numerable, sin embargo

se satisfaoen los dos axiomas de numerabilidad.

Basta comprobar el segundo que es mas exigente (g esta claro?). Y para ello es

suficiente veri}401carque la siguiemefamilia numerable de intervalos racionales

3 ={(a.b):a < b.a.b a Q},

Es una base de la usual (ejercicio). Segun sabemos, debe existir un conjunta numerable

densa, un ejemplo es Q ya que Q = R.

Ejemplo 4: R con la tapologia d: '7: "genfrey es un espacio separable que no satisface

el segundo axioma de numerabilidadpero si elprimero.

Tomando U,,(r) = (;:.x +1/,1) se sigue inmediatamente el primer axioma. Por otra

parte, como antes, Q es un subconjunto numerable densa. Viendo el ejemplo anterior,

uno estaria tentado a decir que se cumple el segundo axioma tomando la base

3�031= {[¢:.b):c < 6. ml: 8 Q}, pero no genera la topologia de Sargenfrey porque no existe

B(x5) E B�031tal que BN7) C (x/E, 2). La demostracién de que no puede existir una base,

3, numerable es ingeniosa pero breve.�031Dado x E It existe B, C B tal que x e 3,, C Ix + °°).

ahora si y 2 x, digamos r < y, se cumple EL. =' B,�030porque x E {y. +*). Como para

numeros reales distintas hemos encontrado elementos de B distintas, el cardinal de B es

al menos el de 3. .

Observacién.�030Se puede demostrar que si la topologia de Sorgenfrey estuviera inducida

por una distancia, coma 6} es densa, las bolas de centro y radio racionales formarian

una base numerable (ejercicio). Como no satisface el segundo axioma, se concluye que

no existe tal distancia. �031

Ejemplo 6: con la topolagia co}401nitano cumple el primer axioma de numerabilidad.

Aplicamos una versién en miniatura de la prueba diagonal de Cantor�030Sean

"i!1C!}/ll; (x).1l,(_x) como en la de}401nicién,entonces

u,(,r) =X �024A,111(1) =X�024.-1;.u.;(x) = X'�024A;

Donde A,., son conjuntos }401nitas.Eligiendo so E A._ UA; u A; u con 3; .= 1», se tiene que

U=X�024{y}=>U,(x)c:�030u.tl;(x3<=11.�030El;(x)m u....e!c. -

Ejemplo7: Sea en 5 la topologla en la que 'l1 es abierta si y solo si 11 = 0, �034£1= 3 6

U = - 1x;.x;.x;{ ,..j es un abierta que contiene a 3 pero no contiene a ningun término

de la sucesian.
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Para terminar, diremos que las axiomas de separacién y numerabilidad estén

relacionados con los teoremas de metrizacién que nos dicen cuando un espacio

topolégico es metrizable (admite una distancia que induce la topologia dada). Un

ejemplo es un teorema de P. Urysohn de 1925 que a}401rmaque si un espacio es T4

(espacio en el que se pueden separar mediante abiertos, no solo puntos sino tambien

cerrados disjuntos) y veri}401cael segunda axioma de numerabilidad entonces es

metrizable. Un famoso teorema (12 J. Nagata e Y. Smirnov, de principios de los 50, da

condiciones necesariaspara la metrizabilidadpero es ma's dificil de enunciar.

Problemas de repaso.-

Problema 1. Considere el intervalo Y = (-1,1] como subespacio de R (con la topologia

usual). Discuta cudles de lo: siguientes conjuntos son abiertos o cerradas en Y

�030También, cua'Ies son abiertos 0 cerrédas en R�030

(a)A={x EY[1/2<[x|SI}. _

(b)B={x EY|1/2<|x|<1}.

(c)C={x EY1 1/zslxisl}.

(d) D= {x EY| |x| < 1}\{-1+1/n|n ET}.

Solucio'n:

(a) A =(-1,�0241/2)A/(1/2,1] no esabierto en R, pero U=(-1,-1/2) U(1/2,2) es

abierta en R y A = U 0 Y Por Io tanto, A es abierta en Y.

A no es cerrado en Y (m' en IR) ya que I/2 es punto Iimite de A, siendo que 1/2 E

Y (v también, [/2 ER), . I

(b) B =(-1,�0241/2)U(1/2, 1) es abigrto en By B = B {'1 Y. Par lo tanto, B es abierta

en Y. :

- B no es cerrado en Y (ni en R), ya que �030/2es punto Iimite de B, siendo que [/2 E

Y \ B (y también, 1/2 ER \B).

(c) C =(�0241,�0241/2]U[1/2,1] no es abierta en R, m�031en Y. En efecto, elpunto 1/2 E C

ypara ningiin conjunto U abierta en R tal que 1/2 E U, se cumple U H Y C C.

C es cerrado en Y, ya que el conjunto Y \ C = (�0241/2,1/2)es abierta en Y. C no es

cerrado en R, pues -1 es purito Iimite de Cy -1 / E C.
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(d) D = (-1,1) \{�0241+1/r1| n ET} es abierta enRyD = D 0 Y. Por lo tanto, Des

abierta en Y D no es cerrado en Y (ni en R), ya que, por ejemplo, -I +1/3 =

-2/3 es punto Iimite de D, siendo que -2/3 E Y \ D (y también, -2/3 ER\D).

Problema 2. Determine si la siguiente coleccién de conjuntos

A = {(a, b) I a < b, a, b E Q} es una base para la topologia usual de la recta real R.

S0Iucia'n:

La topologia usual de R esté generadapor la base

B = {(c,d) | c < d, c, d E R}. Para probar que A genera la misma topologia es

su}401cientecomprobar que:

(a) para cada U EB ypara cadax E U, existe V EA tal que V C U, y,

reclprocamente,

(b) para cada V EA ypara cada y E V, existe U EB tal que U C V.

Para probar (a), seax E U = (c,d) donde c, :1 ER y c < d. Entonces c < x < d. Como

Q es denso en R, exislen a, b E Q, tales que c < a < X < b < d. Por Io tanto, x E V =

(a,b) E U, que es lo que se quer.v'r' "C"-WJstrar.

Paraprobar (Z7), seay EV= (a,b) donde a, b EQya < b. Como Q CR, U= V EB.

Por lo tanto, existe U E B tal que y E U C V, que es lo que se queria demostrar.

Problema 3. Demuestre que elproducto cartesiano de dos espacios de Hausdorffes un

espacio de Hausdorff �030

Solucién:

Sean Xe Y dos espacios de Hausdorjf y'sean dos puntos (x;,y,), (x;,y;) EX X Y ,

(x/,y1) = (x2,y2). Entonces, x;= x; 0' y;= yz. Sin pérdida de generalidad, suponga que

x;= xz. Como X es Hausdor}402existen abiertos Uy VenX tales que xl E U, x; E Vy

U H V = Z . Luego, los conjuntos U X Y y V X Y son abiertos en la Iopologia

producto franjas) y, trivialmente, (x,,y,) E U X Y, (x2,y2) E V X Y y, también,

(U X Y) H (V>< Y) =(U}402V) X Y7�031-�035�031.l�031orlotantoX>< Yes}402ausdor}402

Problema 4. Seanf g .' X �024vR dos}401mcionescontinuas. Demuestre que el canjumo

{x EX |f(x) 5 g (x)} es cerrado en X
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Solucio'n:

Sea h .' X �024>R de}401nidapor h(x) = g (x) �024f (x). Lafuncién h es continua, por ser

diferencia de dasfunciones continuas. Ademas,

{X 5/�034f(x)58 (X)} = {X 5X| 0 Sh(x)} = h"([0.+°°)).

Par otra parte, [0, +00) es un conjunto cerrado en R, y la imagen inversa (por una

funcién continua) de un conjunto cerrado, es cerrado.

Problema 5. Sean X un espacio métrtco, 121, pg, p EX, 31, a2>0 tales que

1) EB @1,s1) 0 B @2,s;) (bolas abiertas). Demuestre que existe s > 0 tal que

3 (115) C3 (Pl»5l) (7 B 072.62)»

Salucién:

Sip EB @1,e1) {'1 B @2,e2) entonces p EB @1,a1) (que es un conjunta abierta), por lo

que existe 51> 0 tal que B @,61) CB@1,£1).

Anélogamente, existe 62> 0 tal que B @,6;) CB @1,e1).

Tomando s = mirt{61,62}, es inmediato veri}401carque B @,e) CB@1,e1)}402B@1,e;).

Problema 6. Sea R°° el subconjunto de RE�031formada por todas las sucesiones que son

�030}401nalmentecero �035,es decir, todas las sucesiones {x,.} tales que x,, ;E 0 5610 para un

mimero}401nitode valores de n, n (-3 T Determine la clausura de R°° en R W

considerando en R�035la topologia producto.

Salucién:

Consideramos R�035con la topologiaproducto. Un abierta basico es una �0341�030i�030anja"

(H U�030)x ( H R )

1 E A S E Z ' \A (1)

donde A ET es un subconjunto}401njtay cada U1 ¢ (15 es un abierto en R.

Sea {a,,} ER �0347una sucesién y U un abierta basico cualquiera de Iaforma (1), tal que

{a,,) E U. Entonces la sucesién {x,,} definidapor x,,={a,,, Si rt EA 0, si rt E A pertenece

a R°°}402U. Por Io tanto, {a,.} es un punto Iimite de R�035.Siendo que {a,,} ER�035es una

sucesién cualquiera, se concluye que cl(R°°) = R5�031.

34



Problema 7. Sea S�031= {x E Rzl 1x12: 1} la circunferencia unitaria y seaf: S'�024>R una

funcién continua. Se sabe que SI es compacto y conexo, y que S] no es homeomorfo a un

intervalo cerrado [a,b] C R.

(a) gEs R un espacio de Hausdorff?

(b) gEs necesariamentefuna aplicacién cerrada?

(C) gPuede serfuna aplicacién inyectiva?

SOIucio'n:

(a) R es un espacio de Hausdorff Si a, b 6 R, a < b, denotando

d .'= b~a, Ios intervalos abiertos (a �024d/2,a+d/2) y

(b �024d/2,b+d/2) son di5jun'n'," �030wrificanlo requerido en la de}401nicién.

(b) Siendo S] un espacio compacto, se sabe que si C C S1

es un subconjunto cerrado, entonces C es compacto. Ademas, f(C) es también

compacto por ser imagen continua de un compacto. Finalmente, f (C) es cerrado en

R, ya que un compacto en un espacio de Hausdorff necesariamente es un conjunto

cerrado. Par 10 tanto, fes una aplicacién cerrada.

(b) Si f fuera una aplicocién inyecfiva, entonces f seria también

abierta (ya que es cerrada e inyectivo), por lo que f seria

biyecfiva, continuo y abierto, es decir, S�031seria homeomorfo 0

HS '). Pero f (5') es un compacto conexo, por ser imagen

continua de un compacfo conexo, es decir, f (3') es un

intervalo cerrado en R, y se sabe que esto no es cierfo. Por lo

tanto, fno puede ser inyecfiva.

Problema 8. Sean K y A subconjuntos de un espacio topoldgico X Pruebe que 31' K es

compacroy/1 es abierto, entonces K\A es compacto.

SoIucio'n: V

Sea C = {C,,, or E 1} un cubrimiento abierta de K \ A. Entonces C U {A} es un

cubrimiento abierta de K. Como K es compacto, existe un subcubrimiento }401nitode K,

que denotamospor �031
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C�031C C U {A}. Si A E C entonces C 'CC es un subcubrimiento, }401nitode K, que también I

es cubrimiento de K \ A. Si A e C ' ..;'..,,-Ices C�031\ {A} C C es un subcubrimiento }401nitode

K \A.

En ambos casos, existe un subcubrimiento }401nitode K \ A. Por la tanto, K \ A es

compacta.
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VI

DISCUSION

En los ziltimos a}401osha resurgido, tanto a nivel de estudios de Bachillerato como

profesional, el interés en las matematicas y el reconocimiento de los recursos ofrecidos

tradicionalmente, no cubren todas las matematicas posibles y deseables de ensenar en

estos niveles. Por supuesto, no todas las matemdticas modemas son accesibles, algunas

son demasiada abstractas para ser comprendidas si se carece de madurez matematica,

y otras requieren un mayor conocimiento técnico del que un estudiante haya asimilado.

Esta parte de de la Topologia, es mas di}402cilde entender que otras (por ser menos

abstracta y, en todo caso, por ser motivada directamente por la geomerria del espacio),

por lo que se presenta losfundamentos de la Topologia de la manera mas clara posible

dando mayor atencién al aspecto pedagégica.

La tapologia aporta las herramientas bésicas y los conceptos teéricas para afrontar

correctamente ciertos problemas rnatematicos, siempre desde un punto de vista

conceptual y cualitativa, Estudia qué es lo que debe entenderse cuando decimos que un

conjunto se acerca a un objeto. ;

Las demostraciones se hacen con la }401nalidadde estimular el interés del estudiante,

desa}401arsu habilidad e incrementar suformacién matematica.

La idea fundamental de este texto de topologia, confeccionado a modo de resumen

personalj es la de tener a mano un recordatorio de las ideas fundamentales de la

topologia. Sélo se han demostrado resultados fundamentales acampa}401andoloscon una

serie de ejercicios ma�031:o menos trabajadas. De modo alguna pretende sustituir los

manuales cldsicos 0 las notas de clase de un profesor _

Este libro es el resultado de un es}401terzopara exponer el material de talforma, que sea

accesible a personas con menor preparacién matematico que la que necesitaria para

leer normalmente cualquier Iibra conocida con este titulo.

Este trabajo es el producto de experiencias recogida: en las aulas universitarias,

enriquecidas con las fecundas iaeulx nalladas en distintos libros cldsicos como el de

Fleitas (1984) y Massey (I982), muchos de ellos expuestos en este libro de manera

original.
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VII

APENDICE

7.1 Niimero cardinal

El cardinal indica el mimero 0 cantidad de los elementos constitutivos de un conjunto.

Es interesante destacar que se diferencia del ordinal, porque el ordinal introduce orden

y de ahijerarquia.�030primero, segundo, tercero, etc. El cardinal, en cambio, nombra el

nu'mero de elementos constitutivos y ése es el nombre del conjunto correspondiente.

Dado un conjunto A, el cardinal dc avfe conjunto se lo simboliza |A| 0 card{A).

Por ejemplo: Si A tiene 3 elementos el cardinal se indica asi: |A| = 3.

Dos cardinales no son iguales si tienen diferente mimero de elementos constitutivos: un

conjunto de tres elcmentos, serd diferente que si la constituyen cuatro. Si uno se

agregara a los cuatro, serian cinco, es decir, un conjunta diferente, mas min,

esencialmente diferente.

Otra propiedad: el nombre del cardinal indica su existencia y su limite.

Por ejemplo, existe el cardinal tres y esta constituido por tres elementos y no por

cuatro. Ese es su limite. El conjunto que no tiene ningu'n elemento es el conjunto vacio.

Historia

El concepto de mimero cardinalfue inventado por Georg Cantor, en 1874.

Primero establecié el concepto de cardinalidad como un instrumento para comparar

conjuntos}401nitos.Por ejemplo los conjuntos {I,2,3} y {2, 3, 4} no son iguales pero tienen

la misma cardinalidad, llamada tres.�030

Cantor definio el conteo usando la correspondencia biunivoca, la cual mostraba

facilmente que dos conjuntosfinitos tenian la misma cardinalidad si habia una relacién

biyectiva entre sus elementos. Esta correspodencia uno a uno, le sirvié para crear un

concepto de conjunto in/inito, el cual posee todos sus elementos relacionados deforma

biyectiva con el conjunto de nu'meros naturales ( N = {1, 2, 3, } )

Nombre�031el cardinal de N.�030R0. Incluso probé que varios conjuntos infinitos formadas

por naturales (como Ios pares), tienen cardinalidad N0, debido que era posible

establecer Ia reIacio'n bium'voca con N.
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Cardimlles para particiomzry ordenar a los conjuntos

Los conjunros pueden ser divididas en clases de equivalencia de}401nidasen funcién de la

relacién de equivalencia que incluye a un par de conjuntos si y sélo si entre éstos existe

una biyeccién. Cardinalidad de un conjunto seria la clase de equivalencia a la cual éste

pertenece, Tener dos conjuntos A,B con la misma cardinalidad (0 sea, que pertenezcan

al mismo cardinal) se denota:

[AI = [B[ ,0 bien #11: #B

La existencia de unafuncién inyectiva entre dos conjuntos también de}401neuna relacién

de orden entre sus cardinales, ex decir:

I/1[§#[B§<-�024¢»Elf : A �024�024>B ,inyectiva

La relacién <# excluye la pusibilidad que los cardinales sean iguales.

Es posible demostrar que Si [Al S# |Bl y �030Bl Si?�030IA! esto implica que

IAI = W.

El cardinal del conjunto vacio se denota convencionalmente como 0 (cero) y contiene al

u'nico conjunto vacio.

El primer cardinal infinito (en el sentido que sus representantes son conjuntos infinitos)

es el cardinal de los naturales, y�030sedenota usualmente por co. Se puede también

demostrar que existe una funcio'n biyectiva entre los ordinales, y los cardinales de

conjuntos in}401nitos,tal que que preserva el orden en ambos conjunlos (el orden de los

A < . . , .
ordinales y el �024#-ordenen los cardznales). Esta funczon, Ilamada N mduce un buen

orden en los cardinales, y de aqui proviene la notacién N0 = *3 para el primer

cardinal infinito, R1 para el siguienie, etc...

Cardinales trans}401nitos

Los mimeros cardinales de algunos conjuntos se representan can simbolos especiales:

- El cardinal de los nu'meros reales: C3-Td(R) = C;

o El cardinal de las mimeros naturales: ca'rd(Nl = N0 .

- El cardinal inmediatamente saperiora R0: R1
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Usando los axiomas de Zermelo-�030Fraenkel(ZF) puede comprobarse que los tres

cardinales anteriores cumplen R0 < N1 S C. La hipétesis del continuo a}401rmaque de

' hecho (3 = N1 Gddel probé en 1938 que esta hipétesis es consistente con los axiomas

ZF, y por tanto puede ser tomadz�030';�030"7oun axioma nuevo para la teoria de conjuntos.

Sin embargo, en I963 Paul Cohen probé que la negacién de la hipétesis del continuo

también es consistente con los axioma: ZF, lo cual prueba que dicha hipdresis es

totalmente independiente de los axiomas ZF. Es decir, pueden construirse tanto "teorias

de conjuntos cantorianas" en las que la hipétesis del continuo es una a}402rmaciéncierta,

como "teorias de conjuntos no cantorianas�035en las que la hipétesis del continuo sea

falsa. Esta situacién es similar a la de las geomerrias no cuclideas.

Ejemplo de cdlculo del cardinal de un conjunto

e E1 cardinal del conjunlo}401nitoA = {2,4,5} es 3. Demostracién: En primer lugar

resulta trivial probar que estafuncién es inyectiva: f: (2, 4, 5} �024>{1, 2, 3}:

1, si :c= 2

f(x) = 2, si r= 4�030

3, si 1?= 5

o El cardinal del conjunto in}401nitoP = {x E N/ x es par } formado por los

nu'meros pares es R0. Paraprobarlo basta con de}401nirlasfunciones:

f : P -�024>N g : N �024�024>P

_ 1' . �030 __ r931-» f(:1:)�024§ a.»�024�024>_q(x)�024.2:z:

Demostrando la inyectividad de ambas, concluimos quefes biyectiva. La cardinalidad

del conjunto es N0. Esto concI~'_".*- M demostracidn. Aunque este resultado puede

parecer contrario a la inluicién, ya que se puede pensar que hay mas naturales que

pares (porque, por ejemplo, e1 1 es natural y no esta incluido en los pares), pero

demostramos que estos conjuntos son equipotentes.
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- E1 conjunto de pares (0 mas generalmente de n-tuplas) de mimeros naturales

tiene un cardinal N0. Esto se puede probar numeranda Ios pares de nzimeros

naturales anti-diagonalmentle. Otro modo de probar es que N X N tiene el

mismo cardinal que un subconjunto infinite de los naturales:

g: NxN �024-»N g(x, y) = 3�030* 2�031

Al ser 3 y 2 nzimeros primas, para cada par x, y obtendremos un nu'mero disiinto.

Entonces g es inyectivay Cara�030Q.) S Card (N)

0 El conjunto de los Niimeros racionales Q tiene un cardinal igual a R0 . Este

resultado desafia un poco Ia intuicién porque de un Iado el conjunta de los

racionales es "denso�035en IR que tiene cardinal N), de hecho estudiando un poco

Ia topologia de los nzimeros reales, tenemos que entre dos mimeros reales existe

siempre un nzimero racional, y entre dos racionales un real irracional. Eso

podria hacer pensar que y R son comparables segu'n el mimero de

elementos, pero resulta que Q .9610 tantos elementos como N, siendo el

mimero de elementos de IR un in}401nitomuy superior al mimero de elementos de

Para comprobar que en efecto el conjunto Q es numerable, ypor tanto, tiene el mismo

cardinal que los naturales podemos ver que existe una funcién inyectiva 2Q

. Si un mimero racional q es igual a r/s siendo estos dos n}401merosprimas relativas entre

si entonces de}401nimos:

iQ I Q �024�024>N X N

4 v-* 110(4) = (T, 5) [mcd(T, 3) = 1}

Esto prueba que Card(N) S C3*rd(N X N) y como

cm-d(N X N) = Ca*rd(N) y los naturales son asimilables a un conjunto de los

racionales tenemos la cadena de desigualdades:

card(N) 5 cmLi(Q) 3 card(N X N) 5 card(N)

�030 41



Par 10 tanto: CaTd(Q) = Ca�030Td(N) I

Cardinal del conjunto potencia

Existe una reIacio'n entre el cardinal de un conjunto y el conjunto de partes 0 conjunto

potencia:

IA! -- n =>1P(A>:= 2"

Donde I P(A) | es el cardinal del conjunto de partes.

7.2 Glosario de topologia ,V

Este es un glosario de algunos términos que se usan en la rama de la matemética

conocida como topologia. Aunque no existe una distincién clara entre las diferentes

areas de la topologia, este glosario estaré centrado fundamentalmente en lo que

podemos llamar Ia topologia general y en las de}401nicionesque sean importantes

para varias areas. -

A}401adimosIos siguientes temas que pueden también resultar de utilidad, que

contienen vocabulario especializado 0 bien dan mas detalles acerca de lo que

exponemos en este glosario.

Lista de tépicos en topologia general.

espacio compacto -espacio conexo continuidad (topologia)

 

Convenimas que cuando digamos �035espacio"queremos decir espacio topolégico, a

mz ser que digamos otra cosa.

Las entradas del glosario a veces van por el adjetivo, por ejemplo, punto aislado

esta en la "a", espacio de Sierpinski en la "s�035,esto es, cuando a un concepto mas
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comdn, como punto, espacio, v etc, le a}401adimosalgo, esto u'ltimo regird la

correspondiente entrada del dicéionario.

conjunto abierta. Un miembro de la topologia. Relacionado con el concepto de

interior de un conjunto

Aplicacién abierta. Una funcién de un espacio a otro es abierta si la imagen de

cualquier abierta es abierta. �030.

Accesible. Ver T1.

adherencia. La adherencia de un conjunto es la interseccién de todos los conjunlos

cerrados que lo contienen�030Es el cerrado ma's peque}401oque contiene al conjunto

original.

punto aislado. Un punto x es un punto aislado :1�030el conjunto singletén {x} es

abierta. .-

espacio tle Buire. Un espacio es un espacio de Baire si cualquier interseccién

enumerable de conjuntos abiertos densos es también densa.

�030 Base. Un conjunto de conjuntos abiertos es una base (0 basis) para una tapologia xi

cada conjunto abierta en la topologia es unién de conjuntos de la base. La

topologia generada por una base es la menor topologia que contenga los elementos

de la base; esta topalogia esta�031compuesta de todas las uniones de elementos de la

base.

base de entomos. Ver base local.

nilgebra de Borel. El algebra de Bore] sobre un espacio Xes la menor 0-algebra que

contenga todos los conjuntos abiertos.

Boreliano, 0 conjunto de Bare]. :Un conjunto de Borel es un elemento de un algebra

de Bore].

Cauchy, sucesidn de Cauchy. Una sucesién {x,} en un espacio métrico M con la

métrica d es Ilamada sucesién de Cauchy (0 Cauchy de forma breve) si para todo

mimero real positivo r, existe un mimero entero N tal que para todo par de enteros

m y n mayores que IV, Ia distancia d(x,,,, x,,) es menor que r.
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Clopen, conjunto clopen. Un conjunto es clopen si es abierta y cerrado.

Cerrada, conjunto cerrado. Un conjunto es cerrado 5:�031el complementario es un

miembro de la topologia (un abierta).

funcio'n cerrada. Una funcién de un espacio a otro es cerrada si la imagen de cada

conjunto cerrado es cerrada. I

espacio cociente. Si X e Y son espacios yf : X�024>Y es cualquierfuncién, el espacio

cociente sobre Y inducida porfes la topologia menosfina para la quefes continua.

El ejemplo mds comiin de este espacio es el que se consigue con una relacién de

equivalencia en X, siendo Y el conjunto de las clases de equivalencia y f la

aplicacion proyeccién natural.

Compacto. Un espacio es compacto si todo recubrimierzro abierlo contiene un

subrecubrimiento }401nito.Los espacios compactas son siempre Lindelof y

paracompactos. Los espacios compactas Hausdorffson por tanto normales.

Contablemente compacto. Un espacio es contablemente compacto si cada

recubrimiento enumerable abierto tiene un subrecubrimiento}401nito.

Topologia compacto-abierta Uno topologia sobre el conjunto de las aplicaciones

continuas C(X, Y) entre dos espacios topolégicos Xe Y de}401nidacomo sigue:

Dado un subconjunto compacto 1�030:C Xy un subconjunto abierta U C Y

, ,

denotamos con V�034;al conjunto de todas las funciones f 6 C("\s Y ltales que

f ( If) C U. La topologia se obtiene tomando Ia coleccién de todos los VK_u como

subbase de la topologla.

Completo. Un espacio métrica e.§ completo si cada sucesién de Cauchy converge.

Completamente metrizuble. Es un espacio cuya topologia es inducida por una

métrica en el. V

Completamente normal. Un espacio es completamente normal si cualesquiera dos

conjuntos separados tienen e;;.;.»'. ..,.y disjuntos.

Completamente normal y Hausdorff Un espacio completamente normal y

I-Iausdor}402(0 de tipo T5) es un -espacio completamente normal y de tipo T1. (Un
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espacio completamente normal es Hausdoryf ssi es T1, asi que la terminologia es

consistente.) También Ios espacios �035completamentcnormales" y Hausdor}402son

siempre normales y Hausdorff

Completamente regular. Un espacio es completamente regular si para cualesquiera

C (conjunto cerrado) y p punto que no esté en C, C y {p} estén funcionalmente

separados. �030

completamente T3. Ver Tychonojf

Camponente. Ver componente conexa.

Conexo. Un espacio X es conexo si no es la unién de un par de conjuntos no vacio:

y abiertos. De forma equivalente, un espacio es conexo si los zinicos conjuntos

�035clopen"son el conjunto vacio y todo el espacio X

Camara por caminos. Un espacio X es conexo por caminos si para cada dos puntox

x, y enX existe un camino p de x a y, esto es, una aplicacién continua p: [0,1] �024+X

con p(0) = xyp(1) = y. Los espacios de este tipo son siempre conexas.

componente conexa. Una componente conexa de un espacio es un subespacio

conexo maximal. Las componentes conexas del espacio forman una particién del

mismo.

Continua (aplicacitfn 0 funcién). Una fzmcién de un espacio a otro es continua si

la preimagen de cualquier conjunto abierta es abierta�030

Continua. Un continuo es un conjunto conexo y compacto.

Contractible. Un espacio X se dice contractible si la aplicacién identidad sobre X

es homotépica a una aplicacién constante. Los espacios contractibles son siempre

simplemente conexos, simple-conexas.

Cubierta. Ver recubrimiento.

Cubo con asas, cantruccién -topolégica para estudiar variedades mediante

descomposiciones en subvariedades mas sencillas.
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topalogfa débil. La topologia débil en un conjunto, can respecto a una coleccién de

funciones desde ese conjunta a espacios topolégicos, es la topologia més débil

sobre el conjunto que hace que Iodas lasfunciones sean continuas.

débilmente hereditaria. Una propiedad de los espacios se dice débilmente

hereditaria si cuando un espacio la tiene, entonces todo subespacio cerrado

también. Por ejemplo, la compacidady la propiedad Lindelofson ambas débilmente

heredilarias, aunque ninguna es hereditaria.

densa. Un conjunto densa es una que "inlersecciona" a todo abierta no vacio del

espacio. De forma equivalente, urz conjunto es densa si su adherencia es todo el

espacio.

conjunto densa en ninguna ;"'.7'�030''Es un conjunto cuya adherencia tiene interior

vacio.

topologia discreta. Ver espacio discreto.

espacio discreto. Un espacio X es un espacio discreto si cada subconjunto de X es

abierta. Decimos que Xtiene la tapalogia discrera.

Disco (matemdtica) cerrado o abierto, }401gurageomézrica, concepto topolégico er:

espacios métricos. Ver epsilon vecindad

Entorno. Un entomo de un conjunto S es un conjunto que contiene a un abierta que
1

a su vez contiene a S. Worar que el entorno en st�031mismo no necesita ser abierta.) Un

entomo de un punto p es un entomo del conjunto singletén {p}. Es lo mismo que

vecindad. Véase interior de un conjunto.

Entorno agujereatlo de "p ". Un entomo asi, de un punta p es un entomo de p,

menos }402J}.Por ejemplo, el intervalo (-1,1) = {x : -1 < x < 1} es un entomo de 0 en

la Iinea real, y el conjunto (-1,0} H (0,1) = (-1,1) - {0} es un entomo agujereado del

0.

�035Entourage".Ver espacio uniforme.

Estructura uniforme. Ver espacio uniforme.
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espacio recubridor. Es un espacio tal que exisre homeomor}401smasobreyectivo y otro

espacio aI que se dice que recubre. �030

Fibrado. Manera estandar .1�031.: . ::zstruir nuevos espacios a partir desde orros

conocidos. Generaliza la construccién de producto cartesiano.

Frontera. La frontera de un conjunto es la adherencia del conjunto menos su

interior. 0 de forma equivalente, la}401onterade un conjunto es la interseccién de su

adherencia con la adherencia del complementario.

conjunta F,. Un conjunto F,, es una unién enumerable de cerrados.

Funcionalmente separados. Dos conjuntos A y B en un espacio X son

}401mcionalmenteseparados si exikte una }401mciéncontinua desde Xal intervalo [0,1]

con la propiedad de que A es llevado al 0 y B al 1.

conjunta G5. Un conjunto G5 es una interseccién enumerable de abiertos.

Hausdorff Urz espacio es Hausdol}402(0 T2) si todo par de puntos distintas tienen

entomos disjuntos. Los espacios '1-Iausdoiffson siempre T/.

Hereditario. Una propiedad de espacios es hereditaria si ocurre que teniéndola un

espacio la tienen también todos sus subespacios. Por ejemplo, Ia segunda-

cantabilidad es una propiedad asi.

homeomotfsmo. Un homeomor}401smade un espacio X a otro Y es una aplicacién

biyectiva f:X�024>Y tal que fyf1 son continuas, Los espacios X e Y se dirian

entonces homeomarfos. Desde el punto de vista �035geome'trico-topolégico�035,0 sea,

desde elpunto de vista de la topologia, dos espacios homeomorfos son idénticos.

homogéneo. Un espacio X es homogéneo si para cada x e y en X existe un

hameomor}401smof: X -> X tal que f(x) = y. Intuitivameme signi}401caque el espacio

parece el mismo desde cada punto. Todos los grupos topolégicos son homogéneos.

Aplicaciones homatdpicas, lwmtilopas. Dos aplicaciones continuas J�031,g : X -> Y

son hométopo si existe una aplicacién continua H: XX [0,1] �024>Y, tal que H(x,0) =

f(x) y H(x,l) = g(x) para todo x en X Aqui el espacio X X [0,1] viene dado por la

topologid producto usual. Lafuncién H se llama homotopia entrefy g.
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espacio indiscreto. Ver topologia trivial.

topolagia indiscreta. Ver topalogia trivial.

Interior (tapolagia). El interior de un conjunto es la unién de todos los conjuntos

abiertos contenidos en él. Es el conjunto abierta mas grande contenido en el

original�030

Kolmogorov. Ver T0. V

axiamas de cerrados de Kuratowski. Son un conjunto de axiomas satisfechos por el

operador de adherencia "C":

isotanicidad: cada conjunto A esté contenido en su adherencia C(A).

Idempotencia: la adherencia de un conjunto A (C(A)) es igual a la adherencia de

C(C(A)).

Preservacién de uniones binarias.�030la adherencia de una unién de dos conjuntos es

la unién de sus adherencias.

Preservacién de uniones �035nulas�035:La adherencia del conjunto vacio es vacia.

punta Iimite�030Un punto 1: en X es un Iimite de un subconjunto S si cada conjunto

abierta que contenga a x también contiene un punto de S distinto de x. Esto es

equivalente a pedir que cada entomo de 1: contenga un punto de S distinto del

propio x. _

Limlelbf Un espacio es Lindelbf si cada recubrimienlo abierta tiene un

subrecubrimiento contable. Ver recubrimiento abierta.

base local. Un conjunto B de entornos de un punto x en un espacio X es una base

local (0 base de entomos) en un punto x si cada entomo de x contiene algzin

miembro de B.

lacalmente. Un espacio se dice que cumple la propiedad P localmenle si para cada

punto existe un entomo donde lapropiedad se cumple.
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Localmente compacto. Un espacio [0 es si cada punto tiene una base local

compuesta de entomos compactas. Los espacios Iocalmente compactos son

simempre Tychonojf

Lacalmente conexo. Un espacio lo es si cada puma tiene una base local dc

conjuntos conexas.

Localmente }401nito.Una coleccién de subconjumos de un espacio es localmente

}401nitasi cada punto tiene un entomo que intersecciona s0'lo un nu'mero }401nitode

tales subconjuntos.

Lacalmente metrizable. Un e°_W'r*"n lo as si cada punto tiene un entomo metrizable.

Localmente conexo por caminos. Un espacio lo si cada punto tiene una base local

compuesta de conjuntos conexos por caminos. Un espacio localmente conexo por

caminos es conexo ssi es conexo por caminos.

Meagre. Verprimera categoria

métrica. Ver espacio métrico. b

espacio métrica. Es un conjunto M equipado con una funcién d : M X M �024+R que

satisface las siguientes condiciones para todo x, y, 2 en M�030

d(x, y) 2 0

d(x, x) = 0

st�031d(x, y) = 0 entonces x = y �030I(identidad de indiscernibles)

d(x, y) = d(y, x) (simetria)

d(x, 2) 5d(x, y) + :10», z) (desigualdad triangular)

Lafuncién d se llama métrica en M

Metrizable. Un espacio lo es si es homeomorfo a zm espacio métrico. Estos espacios

son siempre Hausdor}402y paracompactos (y por lama normales y Tychonofj), y

primera-contables.
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espacio normal. Un espacio as normal si cualesquiera dos conjuntos cerrados

dzljuntos tienen entomos diguntos. Los espacios normales admiten parliciones de

la unidad.

Normal Hausdorff Un espacio normal Hausdorff (0 T4) es un espacio normaly T,�030

(U71 espacio normal es Hausdor}402ssies T1, asi que la terminologia es consistente)

Estos espacios son siempre Tychono}402

Paracompacto. Un espacio [0 es si cada recubrimiento abierta tiene un

re}401namientoabierta localmente }401nito.Los espacios paracompactos Hausdor}402san

normales.

Particién de la unidad. Una particién de la unidad de un espacio X es un conjunto

de funciones continuas de X a [0, I] lal que todo punto tenga un entomo donde

todas las funciones sean cero excepto un mimero }401nitode ellas, y que la suma de

todas Iasfunciones sobre todo ellespacio sea idénticamente 1.

Punto. Este término se usa a menuda para referirse a los elementos del espacio

Iopolégico.

"Polish". Un espacio se dice "Polish" si es metrizable con métrica separable y

completa. .

Precompacto. Ver relativamente compacto.

Primera categoria, o "meagre". Si X es un espacio y A es un subconjunto de X,

entonces A es meagre en X (0 a'e'primera categoria en 10 si es la union contable de

conjuntos densos en ninguna parte. Si A no es �035meagre"en X, A se dice a veces de

segunda categoria en X

Primero-contable. Un espaci" F" primero-comable si cada punto tiene una base

local enumerable.

topologia producto. Si (X,-} es una coleccién de espacios y X es el producto

cartesiano de los {Xi}, entonces la topologia producto sobre X es la topologia

menos}401napara la cual todas las aplicaciones proyeccién son continuax.

Recubrimiento. Una coleccion {U,-} de subconjurzros de un espacio X es un

recubrimiento o cubierta si su union es todo el espacio X
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Recubrimiento abierta. Urz recubrimientoformado por abiertos. Ver recubrimiento.

Red. Una red ("net�031Qen un espacio X es una aplicacién desde un conjunto dirigido

A hacia X Se denota usualmente con (x,,), donde a es una variable de indices que

toma valores en A. Cada suee.,:'.}a es una red si elegimos que A sea el conjunlo

dirigido de los numeros naturales con el orden usual.

Re}401namiento.Un recubrimiento K es un re}401namientode otra recubrimiento L si

cada miembro de K es un subcanjunlo de alglin miembro de L.

espacio regular. Un espacio es regular si para cualesquiera C cerrado yp un punto

en C, entonces Cyp tienen entomos disjuntos.

Regular Hausdorff Un espacio es regular Hausdorff (0 T3) si es To y regular. (Un

espacio regular es Hausdorffssi es T0, asi que la terminologia es consistente.)

relativamente compacta. Un subconjunto Y de un espacio X es relativamente

compacto si la adherencia de Y en Xes compacta�030

Residual. Si X es un espacio y A. es un subconjunto de X, emonces A es residual en

Xsi el complemento de A es �035meagre",ale primera categoria, en X.

Segunda categoria. Ver meagre, "primera categoria".

Segunda-contable. Un espacio es 2°-contable si tiene una base contable para su

topologia, Estos espacios son siempre separables, 1°-contables y Lindelof

Separable. Urt espacio es separable si tiene un subconjunto contable que sea densa

en el espacio.

Separados. Dos conjuntos A y B son separadas si la adherencia de cada uno es

distima de la del otro.

espacio de Sierpinski. Sea S = {0,1}. Entonces T = {{}, {l},{0, 1}} es una ropologia

en S, y el espacio que resulta se llama de Sierpinski. El ejemplo mas simple de

espacio que no es T1. "

Simple conexo. Un espacio X es simple conexo si es conexo por caminos y cada

aplicacién continuaf: S�031�024>Xes hamétopa a una aplicacién constante.
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Subbase. Ur: conjunta de conjuntos abiertos es una subbase para una topologia si

cada conjunto abierta en la topologia es una union de intersecciones }401nitasde

, conjuntos en la subbase. La topologla generada por una subbase es la topologia

mas peque}401aque contiene a los elementos de la subbase; esta topolagia consiste de

todas las intersecciones}401nitasde uniones de elementos de la subbase.

Subrecubrimiento. Un recubrimiento K es un subrecubrimiento (0 subcubierta) de

un recubrimiento L si cada miembro de K es un miembro a'e L.

Subcubierta. Ver Subrecubrimiento.

Subespacio. Si Xes un espacio y A es un subconjunto de X, entonces la topologia en

A inducida por Xestdformada por todas las intersecciones de conjuntos abiertos en

Xcan A.

To. Un espacio es T0 (0 Kolmogorov) si para cada par de puntos distintos x e y en el

espacio, 0 bien existe un abierta que contiene a x pero no a y, o existe un abierta

que contiene a ypero no a x.

T]. Un espacio es T, (0 accessible) si para cada par de puntos distintos x e y en el

espacio, existe un abierta que contiene a x pero no a y. (Comparar con To; aqui,

permitimos especi}401carque�031punto es el que esta contenido en el abierta.) De forma

equivalente, un espacio es T; si todos sus conjuntos singletones son cerradas. Los

espacios T, son siempre To.

T2. Ver Hausdorff

T3. Ver Regular Hausdorff V

T3y,. Ver Tychonojf

. T4. Ver Normal Hausdorff '

T5. Ver completamente normal Hausdorff
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Espacio topoldgico. Un espacio topolégico es un conjunto X equipado con una coleccién

Tde subconjuntos de X que satisface las condiciones siguientes.�030

El conjunto vacio yXestén en T.

La unién de cualquier coleccién de conjuntos en Tesrd también en T.

La interseccién de cudlquierpar de conjuntos en T esté también en T

La coleccidn Tse llama topologia en X Decimos que X es un espacio topolégico

parque hemos dado una topolégia (T) en él.

Topologia. Ver espacio topolégirn Q

Topoldgicamente completo. Un espacio topolégicamente completo es un espacio que es

homeomorfo a un espacio métrica completo.

Topologia geométrica: estudio de las relaciones y propiedades entre los espacios

topolégicos de dimensiones bajas. Véase tapologia de dimensiones bajas

Topologia cociente. Es Iaforma de hacer espacio tapolégicos desde uno inicial, mediante

de relaciones de equivalencia

Totalmente discanexo. Un espacio es totalmente disconexo si no tiene subconjunto:

conexos can ma's de un punto.

topologia trivial. La topologia trivial en un conjunto X se compone del �030conjuntovacio y

de X el espacio entero. '

Tychonoff Un espacio Tychanoff (0 completamente regular Hausdorff completamente

T3, 0 T3:/,) es un espacio completamente regular y Ta (Un espacio completamente regular

es Hausdorffsi:�031es Ta asi que la terminolagia es consistente.) Los espacios Tychonoffson

siempre regulares Hausdor}402 '

espacio uniforme. Un espacio uniforme es un conjunto U equipado con un sistema no

vacio <15 de subconjuntos del producto cartesiano X X Xque satisface:

si U esté en 05, entonces U contiene { (x, x) | x en X}.

51' U esté en <15, entonces { (y, x) | (x, y) en U} esrd también en 91>
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1

si U esté en <15 yVVes un subconjunto de X X Xque contiene a U, entonces Vestd en (I5

si Uy Vestdn en (D, entonces U Q Vestd en Q)

:1�031U esté en 0), entonces existe V en (1) ml que, para cualesquiera (x, y) y (y, z) que estén

en V, entonces (X, 2) esta�031en U.

Los elementos de (D son Ilamados entourages, y <15 en st�031mismo se dice estructura

uniforme en U. "
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