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I. PROLOGO

La Mecanica es la parte de la Fisica que estudia el movimiento de los cuerpos en el
espacio y el tiempo; el cual es originado por las interacciones entre los cuerpos y siempre
estara referido a un sistema determinado de referencia. El movimiento real de un cuerpo es
muy complejo y, por lo general, el movimiento de traslacién del cuerpo en el espacio estara
acompaiiado-de un movimiento de rotacion del cuerpo alrededor de un eje y de un movimiento
de vibracion del cuerpo respecto a una posicién de equilibrio, lo que hace que su descripcion
sea muy dificil. Por esto, es mas conveniente estudiar cada tipo de movimiento en forma

separada empleando algunas abstracciones e idealizaciones para simplificar su estudio.

En este texto para estudiar la mecanica de los cuerpos no se tomarad en cuenta sus
dimensiones, esto es, se consideraran a los cuerpos como puntos materiales o particulas, de tal
forma que su posicion sea perfectamente definida por las coordenadas de un punto o que una
rotacion del cuerpo no pueda ser observable, En este sentido, el concepto abstracto de particula
sera una idealizacién de un objeto considerado como un punto matematico sin dimensiones;
que tendra sélo posicién, masa y movimiento de traslacién. Asimismo, se considerara que las
velocidades de los cuerpos serdn pequeiias comparadas con la velocidad de la luz; en este
contexto, se definirdn los conceptos de las diferentes magnitudes fisicas que intervienen en el
estudio de la mecénica de una particula desde el punto de vista clasico y se formularan las

leyes de la dindmica y las leyes de conservacidn que la rigen.

El formato y orden de los temas del texto son los usuales y su enfoque es
predominantemente analitico con base en el conocimiento fundamental del algebra vectonal y
el calculo diferencial e integral. En cada capitulo se expone la teoria correspondiente y luego se
presenta un conjunto de problemas muy instructivo, mostrando la forma de como se debe

abordar su solucidn.

La cantidad de problemas resueltos es relativamente grande y han sido solucionados en
la forma més explicita posible, sin omitir detalles en las operaciones y célculos, lo que hace
que esta obra pueda contener ventajas unicas de las que carecen otras actualmente es uso y que,

por tanto, le ofrecera a los estudiantes de ciencias una alternativa mas 1til e interesante.
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. INTRODUCCION

En el presente texto se definen los conceptos de las diferentes magnitudes fisicas que
intervienen en el estudio de la mecanica de una particula desde el punto de vista cldsico y se
formulan las leyes de la dindmica y las leyes de conservaciéon que la rigen, con un enfoque
predominantemente analitico, con base en el conocimiento fundamental del algebra vectorial y

el calculo diferencial e integral.

Puesto que en esta obra se evita considerar la solucién de problemas numéricos, en el
Capitulo I se incluye brevemente los conceptos, reglas y principios del analisis dimensional, a
finde qﬁe los resultados a los problemas se puedan verificar en este marco. En el Capitulo II se
incluye un repaso del algebra vectorial, las operaciones entre los vectores y el concepto de la
derivada de un vector. En el Capitulo III se definen las magnitudes fisicas que describen el
movimiento de la particula y se deducen, desde el punto de vista vectorial, las ecuaciones del
movimiento con velocidad y aceleraciéon constante. En el Capitulo IV se estudia el movimiento
curvilineo de la particula y el caso particular del movimiento circular, introduciendo las
magnitudes fisicas angulares para su estudio y como se relacionan. En el Capitulo IV se estudia
el movimiento relativo y se deducen las ecuaciones de transformacion para las magnitudes
fisicas que describen el movimiento de la particula en uno u otro sistema de referencia. Se -
resuelven especificamente los movimientos relativos de traslacion uniforme y uniformemente
acelerado y de rotacién uniforme. En el Capitulo V se consideran las causas que producen el
movimiento de la particula, se definen las clases de fuerzas y se revisan las leyes de Newton de
la Dindmica. Asimismo, se estudia cémo resolver la dinamica de los cuerpos en sistemas de
referencia no inerciales. Finalmente, el Capitulo VII enfoca de forma diferente el estudio de la
mecénica de la particula introduciendo los conceptos fisicos de trabajo y energia, que facilitan
la descripcion del movimiento de la particula cuando las fuerzas que actian sobre ella no son

constantes. Se deduce el principio de conservacion de la energia mecanica.

La importancia del texto radica en el hecho de que constituye un instrumento para
facilitar el proceso ensefianza-aprendizaje, de acuerdo con los objetivos y contenidos de los
programas oficiales, de la asignatura Fisica I que se imparte en las carreras de ciencias.
Asimismo, debido a su enfoque predominantemente analitico, prepara al alumno para el

estudio de la mecénica a nivel mas avanzado.
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CAPITULO1
ANALISIS DIMENSIONAL

1.1. Magnitud

La magnitud es una cualidad abstracta comun a dos o mas objetos que se puede medir,
comparar y sumar cuando son de la misma especie. La mediciéon de una magnitud consiste en
establecer cuantas veces estd contenida en aquella magnitud similar que se toma como unidad.
La magnitud unidad puede definirse arbitrariamente.

1.2. Magnitud Fisica

Una magnitud fisica es una propiedad o cualidad de un objeto o sistema fisico a la que se le
puede asignar diferentes valores como resultado de una medicion. Las magnitudes fisicas son
todas aquellas cantidades que se pueden representar cuantitativamente, mediante uno o mas
nimeros elegidos de forma conveniente y que son apropiadas para describir un experimento o
un fenémeno fisico. Por lo tanto, la cualidad primordial de las magnitudes fisicas es que
pueden ser medidas usando un patrén que tenga bien definida esa magnitud y tomando como
unidad la cantidad de esa propiedad que posea el objeto patron. Por ejemplo, se considera que
el patrén principal de longitud en el Sistema Internacional de Unidades es el metro qu
corresponde a la distancia recorrida por la luz en el vacio en el tiempo de 1/299792458
segundos. '

1.3. Tipos de Magnitudes Fisicas

Las magnitudes fisicas se pueden clasificar tomando en cuenta diferentes criterios: segin como
se determinan o segun como se expresan matematicamente.

1.3.1 Magnitudes Fisicas Fundamentales y Derivadas

Considerando la forma como se determinan, las magnitudes fisicas pueden ser: fundamentales

y derivadas.
TABLA N° 1.1

MAGNITUDES FUNDAMENTALES Y UNIDADES SI
Magnitud Dimensiéon | Unidad Abreviatura
Longitud L metro m
Masa M kilogramo kg
Tiempo T segundo s
Cantidad de sustancia n mol mol
Temperatura ® kelvin K
Corriente eléctrica I amperio A
Intensidad luminosa J candela cd

Fuente: Autoria propia.

Las magnitudes fisicas fundamentales son aquellas que se definen por si mismas y por lo tanto
son independientes de las demas. Sus medidas se determinan por comparacion directa con la
unidad establecida. Se han definido siete magnitudes fisicas fundamentales: longitud, masa,
tiempo, cantidad de sustancia, temperatura, intensidad de corriente eléctrica e intensidad
luminosa; sus dimensiones y unidades en el Sistema Internacional se dan en la Tabla N° 1.1.

oy
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Las magnitudes fisicas derivadas son aquellas que se determinan a través de una medicion
indirecta, empleando para ello una o varias magnitudes fisicas fundamentales que se relacionan
mediante una expresion matematica. Por ejemplo, podemos citar la densidad, la energia, la
aceleracion, etc.

1.3.2 Magnitudes Fisicas Escalares, Vectoriales y Tensoriales

Considerando la forma como se expresan matemdticamente, las magnitudes fisicas pueden ser:
escalares, vectoriales y tensoriales.

Las magnitudes fisicas escalares son aquellas que se expresan completamente por un valor
numérico asociado a la unidad usada para expresar su medida. Entre estas magnitudes fisicas
tenemos la longitud, la masa, el tiempo, la temperatura, la densidad, etc.

Las magnitudes fisicas vectoriales son aquellas que para expresarse completamente requieren,
ademds de un valor numérico, precisar una direccién y un sentido. Para representar una
magnitud fisica vectorial se hace uso del vector, el cual es un segmento de recta orientado. En
esta clase de magnitudes fisicas podemos considerar al desplazamiento, la velocidad, la
aceleracion, la fuerza, el campo eléctrico, etc.

Las magnitudes fisicas tensoriales son aquellas que se expresan mediante entidades algebraicas
de varios componentes, que generalizan Jos conceptos de escalar, vector y matriz de tal forma
que sea independiente de cualquier sistema de coordenadas considerado. Esta entidad
algebraica es un tensor y su orden es el nimero de indices que se requiere para especificar sin
ambigiiedad una componente del tensor. En este sentido, un escalar es considerado como un
tensor de orden cero; un vector es un tensor de orden uno; y, dada una base vectorial, los
tensores de segundo orden pueden ser representados por una matnz.

Las magnitudes fisicas tensoriales caracterizan ciertas propiedades fisicas de los cuerpos que se
modelan mediante un conjunto de nimeros. En esta clase de magnitudes podemos considerar al
tensor de tensiones, al tensor de inercia, el tensor de deformaciones, la presion, la
conductividad térmica, la permitividad eléctrica, la elasticidad, etc.

1.4. Reglas Operacionales

El desarrollo de 1a Fisica muestra que las magnitudes fisicas fundamentales deben definirse por
medio de operaciones que permiten obtener su valor a partir de experiencias; esto es lo que se
denomina definicién operacional de una magnitud. Esta definicion comprende dos pasos:

1) La eleccion de un patrén o unidad con multiplos y submultiplos.

2) Un proceso para asociar un numero a una magnitud por su comparacién con el patrdn, esto
es, medir una magnitud.

Una de las reglas operacionales ticitas, valida en la comparacién directa de las magnitudes es
la siguiente: “Si se escoge una nueva unidad, n veces menor que la original, entonces el
numero que mide Ja magnitud aumenta n veces”. Entonces, la razén de dos longitudes, por
ejemplo, queda independiente de la unidad usada como patrén. La razén de dos longitudes
tiene un significado absoluto, independiente del patrén usado. Podemos considerar que esta
regla también se cumple para las magnitudes fisicas derivadas.

Las magnitudes fisicas derivadas pueden expresarse siempre por una constante que multiplica a
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potencias arbitrarias de las magnitudes fundamentales, de la forma: f = Ca? P y¢; donde las
potencias a, b y ¢ se denominan dimensiones de las magnitudes fundamentales o, B y v.

La formula dimensional de la magnitud f es el conjunto de los exponentes de las magnitudes
fundamentales que aparecen en su definicién. La notacién usada comunmente para expresar
estas definiciones se listan como dimension en la Tabla 1.1. Por ejemplo, las dimensiones de
una velocidad son siempre una longitud [L] dividida entre un tiempo [T] es decir, [L/T] o

[L T~1]; en tanto que las unidades pueden ser kmv/h o m/s, etc.

Las dimensiones pueden ser ttiles al establecer relaciones y a tal procedimiento se le denomina
andlisis dimensional. Una aplicacion atil del analisis dimensional es el uso de las dimensiones
para verificar si una relacion es o no correcta. Observar que sélo es posible sumar o restar
magnitudes que tienen las mismas dimensiones, y las magnitudes en ambos lados de una
igualdad deben tener las mismas dimensiones.

1.5. Principio de ]a homogeneidad dimensional

Jean Batiste Fourier es considerado como el precursor del andlisis dimensional al haber
aplicado a las magnitudes fisicas el concepto geométrico de dimension. En su obra, Théorie
analytique de la chaleur, establece el concepto de dimension, segiin: “Es necesario hacer notar
que cada magnitud, indeterminada o constante, tiene una dimension que le es propia, y que los
términos de una ecuacidn no podran ser comparados si no tuviesen el mismo exponente de
dimensiones™.

El principio de la homogeneidad dimensional, introducido por Fourier, establece que: “Si
tuviéramos una ecuacion fisica que consiste en una suma algebraica de diversos términos, la
dimension de cualquiera de las magnitudes en uno de estos términos debe ser la misma que en
cualquiera de los otros términos”.

Del principio de la homogeneidad se debe interpretar que todos los términos de las ecuaciones
fisicas deben tener las mismas dimensiones; esto es, las ecuaciones fisicas deben ser
homogéneas en sus dimensiones.

Para que el principio de la homogeneidad dimensional sea valido es necesario que exista una
relacién unica entre las magnitudes investigadas: a cada formula dimensional debe
corresponder una ley fisica y viceversa.

1.6. Problemas
Problema 1.1

Definir los patrones principales de las magnitudes fisicas fundamentales en el Sistema
Internacional de Unidades.

Solucién.-

Los patrones principales de las magnitudes fisicas fundamentales en el Sistema Internacional
de Unidades son las siguientes:
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Longitud: metro (m). El metro es la distancia recorrida por la luz en ¢l vacio en
1/299792458 segundos. Este patron fue establecido en el afio 1983.

Tiempo: segundo (s). El segundo es la duracion de 9192631770 periodos de la radiacién
correspondiente a la transicion entre los dos niveles hiperfinos del estado fundamental del
Cesio-133. Este patron fue establecido en el aiio 1967.

Masa: kilogramo (kg). El kilogramo es la masa de un cilindro de aleacién de Platino-
Iridio depositado en la Oficina Internacional de Pesas y Medidas. Este patrén fue
establecido en el afio 1887. '

Intensidad de corriente eléctrica: amperio (A). El amperio es la intensidad de una
corriente constante que, manteniéndose en dos conductores paralelos, rectilineos, de
longitud infinita, de seccion circular despreciable y situados a una distancia de un metro

uno de otro, en el vacio, produciria una fuerza igual a 2x10~7 newton por metro de
longitud.

Temperatura: kelvin (K). El kelvin es Ja fraccién 1/273,16 de la temperatura del punto
triple del agua.

Cantidad de sustancia: mol (mol). El mol es la cantidad de sustancia de un sistema que
contiene tantas entidades elementales como 4tomos hay en 12 gramos de carbono-12.

Intensidad luminosa: candela (cd). La candela es la unidad luminosa, en una direccién

dada, de una fuente que emite una radiacién monocromatica de frecuencia 540x10!2 Hz y
cuya intensidad energética en dicha direccién es 1/683 vatios por estereorradién.

Problema 1.2

La ecuacion que permite determinar la distancia x cubierta por un mévil en un tiempo t, cuando
se mueve en trayectoria rectilinea con aceleracion constante a, iniciando su movimiento en la

.. : 1 .
posicién x, con una velocidad v, es: x=v°t+-iat2. Demostrar que la ecuacién es

dimensionalmente correcta.

Solucifn.-

Escribiendo las formulas dimensionales de las magnitudes fisicas presentes en la ecuacion,

tenemos: [L]= [%][T] +[%"5_—] [T2].

Simplificando la dimensiones del tiempo, tenemos que [L]=[L].

Este resultado demuestra que la ecuacién dada es dimensionalmente correcta.

Problema 1.3

La rapidez v de un cuerpo est4 dada por la ecuaciéon v=At3-Bt, donde t representa el

tiempo. (a) ;Cuadles son las dimensiones de A y B? (b) ;Cudles son las unidades en el Sistema
Internacional para las constantes A y B?

Solucion.-

¥
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(a) De acuerdo a las reglas operacionales, solo es posible sumar o restar magnitudes que tienen
las mismas dimensiones, entonces cada término de la ecuacién debe tener la misma férmula
dimensional.

Escribiendo las férmulas dimensionales para las magnitudes fisicas presentes en la ecuacion,

tenemos:
B T
Para el primer término: {L} [A][T3]; de donde: [A]= % . Luego, las dimensiones de A
son: | [A]=[LT™]
: L [ L] : ;
Para el segundo término: T =[B][T]; de donde: [B]= Z| Luego, las dimensiones de B

son: | [B]=[LT-2]

(b) Considerando las unidades de las magnitudes de la Tabla 1.1, tenemos que las unidades
para A serén: m/s* y las unidades para B seran: m/s2.

Problema 1.4

Demostrar que la siguiente combinacion de las tres constantes fundamentales de la naturaleza:
constante gravitacional G =6,67x10"11m3/kgs2, rapidez de la luz ¢=3x108m/s y

constante de Planck h=6,63x1034kgm? /s, forma una cantidad con las dimensiones de

tiempo: tp = f (ish Esta cantidad, tp, se denomina tiempo de Planck, y se considera el

tiempo mas temprano, después de la creacidon del Universo, en el que se pudieran aplicar las
leyes de la fisica actualmente conocidas.

Solucién.-

Tomando en cuenta las unidades del Sistema Internacional de cada una de las constantes de la
ecuacién, podemos escribir las formulas dimensionales de éstas, segin:

\/[1} /MT2][ML2 / T]
[L5 /T3] '

o L3 /73]
Simplificando: [ 5/T5 = [T2]=[T]

Segun el resultado, la combinacion de las tres constantes fundamentales como se indica en la
férmula, forma una cantidad con las dimensiones de tiempo.

Problema 1.5

Considerar una particula que describe una trayectoria circular de radio r con una rapidez
constante v. Haciendo uso del andlisis dimensional, determinar una expresion para su
aceleracion centripeta a .

Solucion.-

¥
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Formulemos que la ecuacién para la aceleracion centripeta sea de la forma: a, =kv? rb;
donde k es una constante de proporcionalidad.

Escrnibiendo la formula dimensional de las magnitudes fisicas presentes en la ecuacién,

tenemos: [%—] = I:%] ' [L]b.

Aplicando el Principio de Homogeneidad dimensional, podemos establecer un conjunto de
ecuaciones a partir de los exponentes de cada dimensién.
Para la dimensién [L]: a+b=1 ... (1)
Para la dimensién [T]: a=2 ... (2)
De(2)en(l): b=1-a=1-2.,dedonde: b=-1.
Reemplazando los valores de a y b en la ecuacién propuesta, tenemos: a, =k v2r,
2
Finalmente:| a, = er—

Veremos mas adelante que la constante k de la ecuacioén corresponde a ser la masa de la
particula, la misma que, entre los limites de la mecénica clasica, es constante.

Problema 1.6

Usando el anélisis dimensional, hallar una expresién para determinar la resistencia que opone
un fluido de viscosidad n al movimiento, con rapidez v, de un cuerpo esférico de radio r. Esta
expresion se conoce como la formula de Stokes.

Solucién.-

Formulemos que la ecuacién para la resist’gncia del fluido es de la forma: R =kn2rbve;
donde k es una constante de proporcionalidad.

Escribiendo las férmulas dimensionales de las magnitudes fisicas presentes en la ecuacion,

tenemos: [%} =[%:| ’ (L]® [%} c.

Aplicando el Principio de Homogeneidad dimensional, podemos establecer un conjunto de
ecuaciones a partir de los exponentes de cada dimensién.

Para la dimensién [M]: a=1 ... (1)

Para la dimension [L]: —a+b+c=1 ... (2)

Para la dimensién [T]: a+c=2 ... (3)

De (1) en (3) tenemos: c=2-a=2-1;dedonde: c=1 ... (4)

De(l)y(4)en(2). b=1+a~-c=1+1-1;dedonde: b=1.

Reemplazando los valores a, b y ¢ en la ecuacidn propuesta, tenemos: R =kn!rlvl.

Finalmente:

Problema 1.7

Sea la ecuacion: x=l e
2 Vtcosa

; donde A es area; V es volumen y t es periodo. Determinar las

dimensiones de x.
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Solucidén.-

Escribiendo sélo las férmulas dimensionales para las magnitudes presentes en la ecuacién,

e = V2]
tenemos: [x]= [_L:’TT_] .
L _ 1
[PIT] [L2)[T]

Finalmente, las dimensiones de x son: | [x]=[L2 T"!]

Simplificando: [x]= =[L2T-1].

Problema 1.8

En todo fluido en movimiento, cada porcién ejerce sobre las porciones contiguas una fuerza
tangencial f proporcional al drea S de la superficie de separacién y a la proyeccion del
gradiente de la velocidad v sobre la normal n a dicha superficie. Si la constante de

proporcionalidad p en la ecuacién se denomina coeficiente de viscosidad, determinar sus
dimensiones. '

Solucién.-

Sea la fuerza tangencial que ejerce cada porcién de fluido en movimiento sobre las porciones
dv

E .

Escribiendo las férmulas dimensionales de las magnitudes fisicas presentes en la ecuacién,

tenemos: [MLT2]=[u][L?] LT . Simplificando: [MLT2]=[u]{L?2 T"!].

(L]
-2 :

Luego, las dimensiones del coeficiente de viscosidad son: | [n]=[ML-1T-1]

contiguas de la forma: f =puS

Despejando: [u]=

Problema 1.9

Dada la ecuacién dimensionalmente correcta: g = vt*(4+k¥Y~X), donde k es una constante, g
es la aceleracion de la gravedad, v es velocidad y t es tiempo. Hallar x+y .

Solucién.-

Escribiendo sélo las formulas dimensionales de las magnitudes fisicas presentes en la ecuacién,
tenemos: [L T-2]=[L T~ 1}[T]X.

Aplicando el Principio de Homogeneidad dimensional, podemos establecer un conjunto de
ecuaciones a partir de los exponentes de cada dimension.
Para la constante k: y—x=0; de donde: y=x... (1)

Para la dimensién [T]: -2 =~1+x; de donde: x =~1 ...(2)

Considerando los valores de x e y, dados por (1) y (2), tenemos: x+y=-1-1.

Finalmente:
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Problema 1.10

La ecuacion de Poiseuille establece que el caudal Q — volumen por unidad de tiempo — que
pasa a través de un tubo de radio R y longitud L, debido a una diferencia de presiones Ap

nR2(Ap)P

SnL ; donde n es el

aplicada entre los extremos del tubo, es dado por la expresion: Q =

coeficiente de viscosidad. Hallar los valores de ay b.
Solucién.-

Escribiendo sélo las formulas dimensionales de las magnitudes fisicas presentes en la ecuacion,

[LI*MLT2] . Simplificando: [L3 T~}}= (LML T2]0 .
MLTT-1[L] MT]

Aplicando el Principio de Homogeneidad dimensional, podemos establecer un conjunto de

ecuaciones a partir de los exponentes de cada dimension.

Para la-dimensién-[L}: 3=a-b ... (1)

Para la dimension [M]: b—1=0; de donde: ... (2)

Para la dimension [T]: -1=-2b+1; de donde:
De (2)en(1): 3=a—1; de donde: a=3+1. Luego:

tenemos: [L3 T-1]=

Y ' .



CAPITULO I
VECTORES
2.1. Introduccion

Determinadas magnitudes de importancia en la fisica, muchas de ellas estudiadas en mecanica,
para expresarse completamente requieren, ademas de un valor numérico, precisar una direccion
y un sentido. Estas magnitudes de naturaleza mas compleja que las magnitudes escalares se
denominan magnitudes vectoriales y se representan haciendo uso de un concepto matematico
que se denomina el vector.

Como las leyes de la mecanica hacen referencia en gran parte a estas magnitudes vectoriales, es
necesario tener suficiente familiaridad con las diversas formas de representar grafica y
matematicamente los vectores, ademdas de conocer las diversas operaciones que se pueden
definir entre ellos; es por eso que en este capitulo estudiaremos las reglas del dlgebra vectorial.

2.2, Vector

Un vector es un segmento de recta orientado, tiene un origen o punto de aplicacién y un
extremo. Un vector posee tres caracteristicas que lo definen: médulo, direccion y sentido.

El médulo es la magnitud del vector a escala conveniente y se le representa mediante la
longitud del vector. La direccion es la inclinacion del vector respecto a un sistema de ejes
coordenados y esta representada por la recta directriz en la que se apoya el vector. El sentido es
el modo de apreciar la direccion desde un determinado punto y se representa mediante una
punta de flecha en el extremo del segmento orientado. Adicionalmente, como parte de su
definicion, el vector obedece a una operacion especifica: la suma segin la ley del
paralelogramo. '

FIGURA N° 2.1
EL VECTOR EN EL ESPACIO

Z ”
Recta directriz r

_ B
v

i
.
‘ Y
.
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Analiticamente, los vectores generalmente se denotan por una letra con una flecha ubicada
encima de ella, como por ejemplo, V ; como se muestra en la Figura N° 2.1, Una letra simple
V o el vector encerrado por el signo de valor absoluto, | V|, representara su magnitud o
modulo. En algunos casos, para denotar el vector, se usan las letras que definen el segmento
orientado con una flecha sobre ellas, como por ejemplo, AB , estando su modulo representado
por | AB|. Es claro que A es el punto origen y B es el punto extremo del vector.
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Cuando no se especifica el origen del vector V, cualquiera de los segmentos orientados de la
Figura N° 2.2 representara grafica y correctamente al vector. Esto no significa que todas las
cantidades vectoriales puedan ser desplazadas respecto a su origen en todos los casos; siempre
se deberA examinar la naturaleza del problema fisico para determinar si es posible un
desplazamiento del origen del vector.

FIGURA N° 2.2
VECTORES LIBRE Y DESLIZANTE
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2.3. Clases de vectores

Los vectores se pueden clasificar en tres tipos: vector libre, vector deslizante y vector ligado.
El vecror libre es aquel que puede tener su origen ubicado en cualquier punto del espacio. El
vector deslizante tiene su origen en cualquier punto de la recta directriz en la que se apoya.
Estos tipos de vectores se muestran en la Figura N° 2.2. Un vector ligado tiene su origen fijo a
un punto determinado y no puede ser movido de esa posicion. Puesto que los vectores
deslizantes y ligados se pueden expresar mediante vectores libres, la base del calculo vectorial
es la nocion de vector libre, que denominaremos simplemente vector,

Por lo anteriormente expresado se puede establecer que, todo vector libre es invariante bajo la

operacidén de traslacion del sistema de coordenadas. Asi, el vector A posee el mismo mddulo,
la misma direccion y el mismo sentido respecto a los sistemas de coordenadas XYZ y X’Y’Z’
de la Figura N° 2.3, cuyos ejes son paralelos.

FIGURA N° 2.3
INVARIANZA DEL VECTOR

2z 2

2.4. Suma de vectores: Método Grafico

La suma de los dos vectores A y B, que se muestran en la Figura N°® 2.4, es definida en el
método grafico por la ley del paralelogramo, que se sustenta en la propiedad de invarianza del

vector bajo la operacion de traslacion del sistema de coordenadas. Se traza el vector Ay luego
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se dibuja el vector B desde el extremo de A . El nuevo vector C, que une el origen de A con
el extremo de B, es la suma de A y B. Observar que e el mismo vector resultante C se obtiene
st primero trazamos el vector B, luego dlbujamos A desde el extremo de B y finalmente

unimos el origen de B con el extremo de A, como se muestra para los vectores a trazos en la
Figura N° 2.4,

FIGURA N° 24
SUMA DE VECTORES
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La magnitud del vector C se puede determinar de: ~ C=+/ A2+B2+2ABcosd  (2.1)

donde 0 es el angulo que forman entre si los vectores A y B . La direccion del vector C puede
determinarse facilmente de relaciones trigonométricas.

Dados los vectores A, B y C y los escalares m y n, se verifica que:

24.1. A+B=B+A Propiedad Conmutativa
242. A+(B+C)=(A+B)+C Propiedad Asociativa
243 mA=Am Propiedad conmutativa del producto de un vector por un

escalar que define un nuevo vector en la misma
direccién de A . Su sentido es el mismo o es opuesto al
de K, sim>0 o m<0, respectivamente. Si m=-1, se
define el vector ~A , denominado el inverso aditivo de
A , un vector con el mismo médulo, la misma direccion
¥ sentido opuesto a A; tal que se verifica que:

A+(-A)=

244. (m+n)A=mA+nA Propiedad distributiva del producto de un escalar por un
vector respecto a la suma de escalares.

245 m(A+B)=mA+mB Propiedad distributiva del producto de un escalar por un

vector respecto a la suma de vectores.

Una aplicacion del concepto de la suma de vectores en mecdnica es su uso en la determinacion
de la resultante de dos fuerzas. Asi, dadas las fuerzas F; y F2, la resultante de las fuerzas es el
vector R=F;+F2. Aplicando (2.1), la magnitud de la resultante sera:

R= J FI2 +F§ +2F F, cos© ; donde O es el 4ngulo que forman las fuerzas FivyF2.
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Una vez definida la suma de los vectores A y B, se puede definir la diferencia de estos dos
vectores como la suma del vector A con el inverso aditivo del vector B, como muestra la
Figura N° 2.5. Luego: D=A-B=A+(-B) (2.2)

FIGURA N° 2.5
RESTA DE VECTORES

=
td

La magnitud del vector D se puede determinar de: D= \/ A2+B2-2ABcosH (2.3)

donde 6 es el angulo que forman entre si los vectores A y —B. La direccion del vector D
puede determinarse facilmente de relaciones trigonométricas.

Una aplicacion del concepto de la diferencia de vectores en mecéanica es su uso en la
determinacién de la velocidad relativa entre dos cuerpos. Asi, si V; y V, son las velocidades

de los cuerpos 1 y 2, respectivamente, medidas respecto a un observador inercial; la velocidad
relativa del cuerpo 2 respecto al cuerpo 1, serd definida por el vector: ¥, =V, ~¥;. Del
mismo modo, la velocidad relativa del cuerpo 1 respecto al cuerpo 2, sera definida por el
VeCtor: Vip =V, —V,.

2.5. Vector unitario

Un vector unitario o versor es todo vector de médulo la unidad. Si A es un vector de modulo

distinto de cero, A #0, se define el vector unitario de A al vector de la forma; 4= % (2.4)

de tal manera que se cumple que: A=Aa ; (2.5)
De acuerdo a la definicion de vector, el vector unitario a representara la direccion y el sentido

del vector A , ver Figura N° 2.6.
FIGURA N° 2.6
VECTORES UNITARIOS

.

Los vectores unitarios que tienen sus direcciones a lo largo de tres ejes de coordenadas
mutuamente perpendiculares se denominan vectores unitarios ortogonales. Si se elige el
sistema de coordenadas cartesianas con los tres ejes positivos X, Y, v Z, los tres vectores
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unitarios, segun estas direcciones, se denotan por i; j v k, respectivamente, como se muestra
en la Figura N° 2.6,

2.6. Componentes de un vector

Consideremos un vector A cuyo origen coincide con el origen de un sistema de coordenadas

cartesianas, como se muestra la Figura N° 2.7. Si desde el punto extremo del vector A
trazamos perpendiculares a cada uno de los tres ejes coordenados, tendremos puntos que
definirdn las proyecciones del vector sobre cada uno de los tres ejes. Estos tres vectores sobre

losejes X, Y,y Z, se denomman las componentes Ortogonalev del vector A,y en la Figura N°
2.7 aparecen como Ax = Ay = A jy Az=A k , respectivamente.

FIGURA N° 2.7
COMPONENTES DE UN VECTOR

De la definicién de suma vectorial, se tiene que cualquier vector A es la suma de sus tres
componentes ortogonales o vectores componentes. Asi: A=Ax+ Ay Az (2.6)

También se puede expresar: A= Axf + Ay}-kAzf( (2.7)

que se denomina /a representacion analitica del vector A .

De la geometria de la Figura N° 2.7, es evidente que: A= J A2+ A% +A2 (2.8)

Por otro lado, se definen los dngulos directores o, By vy a los angulos que forma el vector A
con los ejes X, Y, y Z, respectivamente. En funcién de las componentes del vector A, los
valores de los dngulos directores o, B y Y quedan definidas por los cosenos directores de la
siguiente forma:

A A A
cosa=7\"—; cosﬁzry; cosy=73.
Se verifica que: cos? o +cosZ B+cosZy =1 (2.9)
y 4 = cosai+cosp j+cosyk (2.10)
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2.7. Suma y Resta de vectores: Método Analitico

Dados los vectores: A = Axf+ij+Azlﬂ( y B= Bxi +Byj+Bzﬁ , se define la suma de estos
vectores al vector S de la forma: S=A+B= (A, +By )i+(Ay +By) j+ (A,+B, )ﬁ (2.11)
Luego, si: S =8, i+Sy }+Sz k; entonces: Sy =A,+B,; Sy =l +B, y§,=A,+B,.

Entonces, 1a componente a lo largo de cualquier direccion de la suma de vectores es igual a la
suma de las componentes de los vectores a lo largo de esa direccion. Aun cuando estas

relaciones se han obtenido solo para la suma de dos vectores, se pueden extender para realizar
la suma de cualquier nimero de vectores.

Asimismo, se puede definir la resta o diferencia de vectores al vector D de la forma:

=)

~

B
+D, k;entonces: D, =A  -B,; Dy =Ay —By yD,=A,-B,.

o

Kk =(Ax—Bx)i+(Ay~By)}+(Az—Bz)ﬁ (2.12)
g

Luego, si: D= D, i+
2.8. Producto escalar

Dados los vectores A y B, se define el producto escalar de los vectores al escalar de la forma:
A.B=ABcosH (2.13)

donde 0 es el angulo mas pequeiio entre las direcciones positivas de los dos vectores trazados
con un origen comun.

Dados los vectores A, B y C y el escalar m, se verifica que:

—_—

2.8.1. A.B=B.A Propiedad Conmutativa
282 m(A.B)=(mA).B=A.(mB)=(A.B)m
2.83. K.(§+E)=K B+A.C Propiedad Distributiva del producto escalar respecto a la

suma vectorial.
2.8.4.Para los vectores unifarios ortogonales i, ] y Kk, se verifica que:
i.j=j.k=k.i=0
ii=j.j=k.k=
2.8.5.51 A= Axf +Ay}+AZlE y B= Bxi +Byj +Bzf( , entonces:
A.B=A B, +AYBy +A B, (2.14)
por lo que: K.K=A§+A§ +AZ=A2 {2.15)

2.8.6.5i A y B son vectores de modulos distintos de cero y se cumple que A.B =0, entonces
los vectores son perpendiculares.

La Figura N° 2.8 muestra las componentes escalares de un vector proyectado a lo largo del
otro. Asi, Acos® es la componente escalar de A proyectado sobre B y Bcos® es la
componente escalar de B sobre A . Entonces geométricamente:

¥
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A.B=A(BcosH)= A(componente B sobre A )
A.B=B(Acosf)= B(componente A sobre B)

FIGURA N° 2.8
PROYECCION DE UN VECTOR

Componente de E sobre K/\
Bcos9

. A cos
Componente de A sobre B

Luego, el producto escalar de dos vectores es el producto de la magnitud del primero
multiplicado por la magnitud del segundo proyectado sobre el primero o viceversa.

(A.B)B

= (2.16)

Ademés, vectorialmente la proyeccién de A sobre B, es: AB =

Una de las'mas importantes aplicaciones del producto escalar en el campo de la mecanica es su
uso en el concepto del trabajo realizado por una fuerza. Asi, el trabajo elemental dW realizado

por una fuerza F actuando sobre un cuerpo que experimenta un desplazamiento infinitesimal
dr, es dado por dW =F.dr 6 también, de acuerdo a la definicién de producto escalar, se
define como: dW =Fdrcos8, como se muestra en la Figura N° 2.9. Luego, el trabajo

elemental realizado por la fuerza actuando sobre el cuerpo se define como el producto de la
componente de la fuerza en la direccion del desplazamiento infinitesimal del cuerpo Fcos0 y
el desplazamiento infinitesimal dr.

FIGURA N°2.9
TRABAJO ELEMENTAL

2.9. Producto vectorial

Dados los vectores A y B, se define el producto vectorial de los vectores, ‘al vector de la
forma: AxB=ABsen6 i (2.17)

donde O es el angulo mas pequefio entre las direcciones positivas de los dos vectores trazados

> ;



con un origen comun y i es un vector unitario perpendicular al plano formado por los vectores
A y B de tal forma que A, B y n formen un triedro a derechas, como se muestra en la

Figura N° 2.10.
FIGURA N° 2.10
PRODUCTO VECTORIAL
AAxB
n _
B
6> \
A
YBxA

Dados los vectores A s B y C y el escalar m, se verifica que:

29.1. AxB=-BxA No cumple la propiedad Conmutativa

292. m(AxB)=(mA)xB=Ax(mB)=(AxB)m

293. Ax(B+C)=AxB+AxC  Propiedad Distributiva del producto vectorial respecto a
la suma vectorial.

2.9.4 Para los vectores unitarios ortogonales i, 3 y l:x, se verifica que:
ixi=jxj=kxk=0
lXJ:—JX;'_l;
jxk=—kx1—l
kxi=—ixk=]
29581 A= Ax§+AY§+Azfc y B =Bxi+Byj+Bzﬁ, entonces:

i
AxB=(A,B,-A,B))i-(AB,-A,B,)j+(AB, ~A B k=1A, A,
B B

@ P o

X
2.9.6.| AxB| = 4rea del paralelogramo de lados A y B.
2.9.7.Si Kxﬁzﬁ, y ninguno de los vectores es nulo, entonces los vectores tienen la misma
direccion.
Una de las méas importantes aplicaciones del producto vectorial en el campo de la mecanica es
Su uso en el concepto del torque o momento de una fuerza alrededor de un punto. Asi, el torque

t alrededor del punto O, es definido por: T=7xF; donde T es vector posicién trazado desde

el punto O a cualquier punto sobre la linea de accién de la fuerza F, como se muestra en la
Figura N° 2.11.

Luego, la magnitud del torque, por definicion de producto vectorial, sera: t=Frsen6.

(Y
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FIGURA N°2.11

TORQUE DE UNA FUERZA
AR
J"e‘ -
AN
L L/
rsen @ ' Y
X [4]

2.10. Triples Productos

Dados los vectores: A, B y C, considerando el producto de un escalar por un vector y los
productos escalar y vectorial, se pueden definir los siguientes productos triples:

(A:B)C Resultado un vector.
A.(Bx C)  Triple Producto Escalar que da como resultado un escalar.
Ax x( Bx C) Triple Producto Vectorial que da como resultado un vector.

Se cumplen las siguientes propiedades:

A, A, A,
2.101. A(BxC)=B, B, B,
G ¢ G

2.102. A.(BxC)=B.(CxA)=C.(AxB)

2.10.3. A.(BxC) = volumen del paralelepipedo de lados A, B y C.

2.104. Ax(BxC)#(AxB)xC El triple producto vectorial no cumple la propiedad
asociativa.

2.10.5. Ax(BxC)=(A.C)B-(A.B)C

2.106. (AxB)xC=(A.C)B-(B.C)A

2.10.7. Xx(ﬁx6)+§x(6xx)+éx(xx§)=6

2.11. Derivada de un vector

Sea en la Figura N° 2.12 un vector R(u), funcién de la variable escalar u. Si existe un
incremento Au de la variable u, se tendra el vector R(u+Au). Luego, el cambio AR del
vector R , sera:
AR =R(u+Au)-R(u) (2.18)
Si el cambio AR lo relacionamos al cambio Au , obtenemos:
AR _ R(u +Au)—ﬁ(u)
Au Au
La derivada del vector R(u) respecto al escalar u se define por:

¥ _ .

(2.19)



dR .. AR R(u+Au)-R(u)

—= lim —= lim 2.20
du  Au—0Au  Au—0 Au (2.20)
si existe el limite.
FIGURA N°2.12

CAMBIO DEL VECTOR R(u)

AR = ﬁ(u + Au) —ﬁ(u)
R(u+ Au)

R(u)
0

Si R(u) es el vector de posicién que une el origen O de un sistema de coordenadas cartesianas
con un punto cualquiera (x,y,z), como se muestra en la Figura N° 2.13, entonces:

R(u) = x(u)i+y(u)j+z(u)k
Donde R( u) establece la relacion funcional de x, y, z, respecto de u.

FIGURA N° 2.13
DERIVADA DEL VECTOR R(u)

aR
du

(X3Y’z)

Dando valores a u, se obtienen distintos valores de ﬁ(u)y el lugar geométrico de su extremo

es una curva en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas son: x =x(u); y=y(u); z=z(u).

AR B ﬁ(u +Au)- I_i(u)
- Au

que AR, como se observa en la Figura N° 2.13.

En estas condiciones: es un vector de la misma direccién y sentido

. . AR dR .
Por otro lado, si existe el lim —— =——, éste es un vector en la direccién de la tangente a la
Au->0 Au  du

dR dx: dy- dz:

curva en el punto (x,y,z) y viene dado por: -a-a—-—-an-awd—uk (2.21)

Sean A, B y C funciones vectoriales derivables de un escalar u, y ¢ una funcién escalar
derivable de yu, se verifica que:

" :



2.11.1. ——(A B)—d—‘é‘J,d—B

du
- = dii dA =
— dB dA =
2.11.3. —(AxB) Ax —a—+ELTxB
2,114 —(4) A)= d)dA d¢
—e = —= d€C —~dB = dA = -
2.11.5. ~—(A.B><C)—A.Bx—aa+A-aF xC+ t3 BxC
2114, —[Ax(BxC)] Ax(ﬁxi—c-)-l-A (%]i EJ+E—~><(B><C)

Una aplicacién _de_la.derivada de un vector en mecanica es su uso en la definicién de la
velocidad a partir del vector posicion. Asi, si r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k es el vector de
posicion que une el origen O de un sistema de referencia con un punto cualquiera (x,y,z) en

movimiento, entonces la velocidad del punto sera definida por: v = 3—: = %x? i+ % j+ ;E k. Por

loque: Vv=v_ i+ vy j+v,k eslarepresentacion analitica del vector v.

2.12. Problemas

Problema 2.1

Sea la recta: x=2t+1, y=-t+2, z=3t-1; siendo t un parametro. Determinar la distancia
mas corta al origen.

Solucion.-

En la Figura N° 2.14, se muestran los puntos (1,2,-1), (3,1,2) y (5,0,5) sobre la recta, obtenidos
al considerar que: t=0, t=1 y t =2, respectivamente.

FIGURA N° 2.14
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.1
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La distancia de un punto arbitrario (x,y,z) de .la recta al origen (0,0,0) estd defimda por el
médulo del vector de la forma D = xi +yj+zf< . Luego: D= \/x2—+yz+_zz :

Entonces: D=/ (2t+1)2 +(~t+2)2 +(3t—1)2

D=y4t2+2t+1412-2t+44+912-6t+1

D=414t2-6t+6...(1)

El valor de t para el cual D es minimo, se obtiene de: % =0.

1Q=i(\/ 14t2 -6t+6)=0. Derivando: d 256 =0; de donde: t=i...(2)

2 ;
De (2) en (1): Dmin=\/l4[—3—) —6[—3—)+6 s A 6=, 9+6=\/_9+84= (e}

AT

14) 14 14 14 14
4
Reduciendo: D, = J 7283:\1(253(:)(14) ='5J(f3¢a T Dm:ETJ:E

Problema 2.2

Dados los vectores A y B que forman entre si un angulo 6. (2) Demostrar que la magnitud del
vector C es dado por: C = J A2 +B2 +2ABcosH . (b) Determinar la direccién del vector C.

Solucion.-

(a) Aplicando el teorema de Pitagoras al Tridngulo rectangulo PRQ de la Figura N° 2.15,
tenemos: C2 = (A +Bcos0)? +(Bsen6 )2 ; donde C, A y B, son los médulos de los vectores C,
A y B, respectivamente.

FIGURA N° 2.15
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.2

P

Desarrollando: C2 = A2 +2 ABcos8 + B2 cos? 0 + B2sen?8
C2=A%2+2ABcos0+B2(sen?8+co0s20)

Considerando que senzé_)_j- c0s26=1; C2=A2+B2+2ABcosd
Finalmente: | C=+/ A2 +B2 +2ABcos6

(b) La direccion del vector C se puede determinar definiendo el angulo B que forma con el
vector A . Enel tridngulo rectangulo PRQ, tenemos que: Bsen® = Csenf3.

e .



_ Bsen®
=

La direccion del vector C también se puede determinar definiendo el angulo o que forma con
el vector B . En los triangulos rectangulos PST y QST, se tiene que: ST = Asenff =Bsena.

Luego: | senp

Luego: sena = LN . Considerando que: senf = Bser_le ; tenemos: seno = ABemnp )
2 C B C
Asen®
Luego:| sena = C

Problema 2.3

Dados los vectores coplanares A, B y C que se muestran en la Figura N° 2.16, usando la
definicion de la suma de vectores por el método grafico, demostrar la propiedad asociativa de

la suma de vectores. Esto es, demostrar que: A+ ( B+ (_f) =( A+B )+ C.

FIGURA N° 2.16
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.3

75X
B —

Siguiendo la construccion grafica, la suma de A+B es representada por el vector que une el
origen de A con el extremo de B , ¥ por lo tanto (K + E) +C ser4 el vector que une el origen
de A+B con el extremo de C, como muestra la Figura N° 2.17. Por otro lado, B+C esel
vector que une el origen de B con el extremo de C, y por lo tanto A +(B+C) seré el vector

Solucion.-

que une el origen de A con el extremo de B+C como muestra la F igura N° 2.17. Se podra
observar que los vectores (K +§)+E y A+ (l_?; +C) son iguales.

FIGURA N° 2.17
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.3

Problema 2.4

En el arreglo de vectores que se muestra en la Figura N° 2.18, M es punto medio de BC.
Demostrar que: AB +AC=2AM.
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FIGURA N°2.18
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.4
B
M

Solucién.-

Consideremos en la Figura N° 2.19, el vector BC = BM + MC. Puesto que M es punto medio
de E—iff, entonces: BM=MC... (1)

De la Figura N° 2.19: AB+BM =AM ; de donde: BM=AM-AB ...(2)

De la Figura N° 2.19; A_M+W=E; de donde: MC = AC-AM al3)

FIGURA N° 2.19
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.4

B
M

A

De(2)y(3)en(1): AM-—AB=AC-AM

Transponiendo términos: AM+AM=AC+ AB
Resolviendo: | AB+AC =2AM

Problema 2.5
En el tetraedro OPQR que se muestra en la Figura N° 2.20, M es punto medio del scgmento de
recta EQ . Demostrar que: PM = %(ﬁ+®)—@ :

FIGURA N° 2.20
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.5

R

Solucién.-

. .



Tracemos los vectores PM , CTK, O_Q, OP, OM, RM y MQ, como se muestran en la Figura
N° 2.21. Puesto que M es punto medio del vector RQ, entonces: RM=MQ...(1)

De la Figura N° 2.21: OP+PM = OM ; de donde: PM = OM-OP ...(2)

De la Figura N° 2.21: OR +RM = OM ; de donde: RM=0M-OR ...(3)

De la Figura N° 2.21: OM +MQ =OTZ de donde: 1»TQ’=®-“0*M"...(4)

FIGURA N° 2.21
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.5
R
‘ M
0 Q
P

De (3)y (4) en (1): OM-OR = 0Q-0OM
Transponiendo términos: OM +OM = 0Q+OR .

Resolviendo: 20M =0Q +OR . Luego: OM =%(@+O—Q) ...(5)

Finalmente de (5) en (2): PM = -;— (OR +0Q)-OP

Problema 2.6

Expresar el vector TU en funcion de los vectores A y B cuyos médulos forman los lados del
cuadrado de la Figura N° 2.22. Los arcos de circunferencia PR tienen sus centros en los
vértices Sy Q.
FIGURA N° 2.22
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.6

E
———Q

—s’
A A Y
B} .
\ [y
. )
» Y
S
T ‘
*

Solucién.-

Por definicion de vector: TU=|TU |G ..... (1)

Donde 1 es el vector unitario de SQ = A + B; luego: 4 = ﬁ il

|A+B|

v .




Aqui: |K+§|=|S_Q.|=\/A2+B2=\/A2+A2 =ﬁA; puesto que: |K|=]1§1=|ﬁ|=A.
. A+B
e (2
Tia @
De la Figura: | UQ| = |5Q|-|SU|=2A-A=(J2-1)A
De la Figura: | TU| =|5Q| -{ST|-| UQ|
" Como: [ST|=]UQ], entonces: | TU|=|SQ|-2|TQ|=2A-2(/2-1)A
Resolviendo: |TU | =/2A~22A+2A=2A-{2A=(2-2)A ... (3)
o (A+B)
De(Qyy(3)en(1): |TU|=(2-2)A
@)y @) en(1): | TU|=(2-2) o

Por lo que: 4=

Finalmente: [| TU | = (/2 -1)(A +B)

Problema 2.7

Si a, B vy son los 4ngulos directores del vector A , demostrar que se cumple que:
(a) cosZ.a+cos2B+cos2y=1.
(b) 4 =cosai+cosBj+cosyk.

Solucién.-

(a) Expresando los cosenos directores en funcidén de las componentes del vector A , tenemos:
A2 AZ A2 AZ4+AZ4+A2Z Q2
2 2 L e s sl o il e i T s
c0os“ o+ cos* B+ cos* y A2+A2+A2 v e 1.
(b) Aplicando las definiciones de vector unitario y cosenos directores, tenemos:

. A Ax§+ij+Azﬁ Ay: Ays A, - . o 3
d=—= y =2 i+ Y j+I—k-cosa1+cos[3_|+cosyk.

Problema 2.8
Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por Jos puntos P(3,2,-4) y Q(1,-1,2).

Solucién.-

En la Figura N° 2.23: OP+PQ=0Q ; de donde: PQ=0Q-OP.
Luego: PQ=(i—j+2k)-(3i+2j-4k).

Resolviendo: PQ = -2i - 3:i +6k.

Ademis: |PQ| =+/(=2)2 +(-3)2 +(6)2 =/4+9+36
|PQ|=49=7

PQ -2i-3j+6k
|PQ] 7
De la ecuacion (2.10). G =cosai+cosfj+cosyk

oy _ .

Por definicién: u =




2| . 3 .6
Comparando: cosa=-2 § cosﬁ-—; y| cosy=>
FIGURA N°2.23

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.8

Q(1,-1,2) %
2

|
1

\.P(3,2,-4)
Problema 2.9

Sean B, C y D vectores ubicados en el cubo de arista a, como se muestra en la Figura N°
2.24. Hallar: (a) el 4ngulo entre B y C; y (b) la distancia del punto extremo de C al plano
formado por los vectores B y D.

FIGURA N°2.24
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.9

Solucién.-

(a) De la Figura N° 2.24, definamos los vectores: §=—a3+aﬁ; C=-ai+ak y
ﬁz—af—ai+aﬁ.

_ . : B.C
El angulo entre B y C se obtiene de la ecuacién (2.13): cos© =BC

_(-aj+ak).(-ai+ak) a2 1 o 1Y e
cosf = —zaz-E.Luego.O-cos 3 ; de donde: | 6 =60° |

Va2 +2a2 Va2 +a2

(b) Sea el médulo del vector d la distancia del punto extremo de C al plano formado por los
vectores B y D.
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De la Figura N° 2.25: d =|C| cos® i; donde @ es un vector perpendicular al plano formado
por los vectores B y D.

FIGURA N° 2.25
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.9

Como DxB es, por definicion, un vector perpendicular a este plano; entonces: i = | gxgl
X
Reemplazando: d =|C | c0s6 — = I_ B . de donde: d=|d|=|C|cos0 ID*BI_C.DxB .,

DxB| IDxB! | DxB]|

}
)
o
o

C.DxB=|-a -a a|=-a(-aZ+a2)+a(a2+0)=2a3..(2)

0 -a a
i Kk
DxB=|-a -a a|=(-a%+a2)i-(-a2-0)j+(a2+0)k =a2j+a2k
0 -a a
Luego: | DxB|=+a%+a% =42a2...(3)
a3 V2a
De(2)y(3)en(1): d= J_ = J— ; de donde: d—-—-—z—

Problema 2,10

Considere los vectores A y B. Si el producto escalar de la suma de estos vectores por su
diferencia es igual a cero, demostrar que ambos vectores tienen el mismo médulo.

Solucion.-

Consideremos que: (A+B).(A-B)=0. Aplicando la propiedad distributiva 2.8.3 del
producto escalar: A.A-A.B+B.A-B.B=0.

Aplicando la propiedad conmutativa 2.81 del producto escalar y la ecuacién 2.15, tenemos:
A2-A.B+A.B-B2=0;dedonde: A2-B2=0;porloque: A2 =B2.

Finalmente:

e .



Problema 2.11

Considere tres vectores coplanares A, B y C. Usando la interpretacion geométrica del
producto escalar, demostrar que: X.(§+E)=K.ﬁ+A.E.

Solucién.-

Por definicion de producto escalar: A.(B+C)=A|B+C]cosd; donde 5 es el angulo entre A
y B+C. '

En la Figura N° 2.26: | B+C| cosd =BcosB+Ccosy.

Reemplazando: A.(B+C)=A (BcosB+Ccosy). Luego: A.(B+C)=ABcosp+ACcosy.

FIGURA N° 2.26
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.11

Y

l«—B cos B—>+=C cos y>|
|<——|§+E|cos§—>-|

Como B es el angulo entre A y B,y v es el angulo entre A y C, aplicando definicién de
producto escalar, tenemos: K.(ﬁ L Y= A.B+A.C.

Problema 2.12
Si A y B son vectores que forman entre si un angulo ©, demostrar que el vector que
(A.B)B

representa la proyeccion de A sobre B, es dado por: AB =

Selucidén.-
En la Figura N° 2.27, 1a componente de A sobre B, es: 1K}'§ | =AcosH.

FIGURA N° 2.27
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.12

o . )



Vectorialmente: AB = (A cos0)b ; donde b es el vector unitario de B .

—

Aplicando la definicién de vector unitario: AR = (A cos e)%.

Multiplicando y dividiendo por B: AB = (A Bcos 9)-1% .
. . - = —_ (A.B)B
Aplicando la definicién de producto escalar de A y B, tenemos: | AB = B2

Problema 2.13

Considerar el vector fuerza: F=3§—3i+ﬁ (N). Hallar: (a) la componente de F enla

direccion de la linea x-z=y =22z, y (b) el torque de F alrededor del origen, si F actia en el
punto de coordenadas (-2,1,2)m.

Solucion.-

(a) Consideremos en la Figura N° 2.28 los puntos (3,2,1) y (6,4,2) sobre la recta
X~z =y =2z, para definir el vector A = 3i+2 ] +k. La componente de F en la direccion de

o~ F.A
A BSdﬂdOpOl' FA =T.
| FIGURA N° 2.28
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.13
Fesbaiuh & 2.1.2)
- '
2_'_ i\. :
T+ h
r { -12 % 0 I\ ) 12 ! 1 Y
o s PRSI T Sy — A
" N (6:4,2)
L’._--_-______.3 ..... i  § .
G X-z=y=2z

Reemplazando valores:
(3i-3j+K).(3i+2]+k) _ (3)3)+(=3)2)+()X1) _9-6+1

F; =
JOR+Q@P+(12 J9+4+1 Jia

A

Luego: | Fx =——
801 7A J14

(b) Por definicion: 7=FxF =(-2i+j+2Kk)x(3i-3j+k)

-~

i j k
T=1-2 1 2|=[1)0)--3)2Ni~-[(-2)10)-G)2)i+[(-2)-3)-B)D]k
3 3 1

F=(1+6)i-(-2-6)j+(6-3)k ; de donde:| T=7i+8]j+3k (N—m)

<4
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Problema 2.14

Considere tres vectores coplanares A, B y C. Usando las proyecciones de los vectores,
demostrar que: Ax(B+C)=AxB+AxC.

Solucion.-

Por definicién de producto vectorial: |Ax(B+C)|=A|B+C|send; donde 5 es el angulo

entre A y B+C.
FIGURA N° 2.29
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.14

f

Cseny
il§+—|sen5

‘B'sen B l

A |
A

En la Figura N° 2.29: | B+C| sen5 =BsenB+Cseny.

Reemplazando: |Ax(B+C)|=A(BsenB+Cseny)

Luego: | Ax(B+C)|=ABsenp+ACseny

Como P es el 4ngulo entre A y B, yy es cl__én‘g_ulo entre A y _f:: , aplicando definicién de
médulo de producto vectorial, tenemos: | Ax(B+C)|=]|AxB|+|AxC]|.

Finalmente: “A"x(§+a)=xxl§+xx(_f.

Problema 2.15

Dados los vectores A, B y C, usando propiedades vectoriales, demostrar que:
(AxB).(BxC)x(CxA)=(A.BxC)2.

Solucién.-

Consideremos el vector P=CxA ...(1)

Luego: (AxB).(BxC)x(CxA)=(AxB).[(BxC)xP]...(2)

Por la propiedad 2.10.6 del triple producto vectorial: (Kxﬁ)x(‘,*’:(x.é)ﬁ-(ﬁ.é)x
Entonces: [(Exé)xi]:[(l_!.l_’)é—(a.f)ﬁl...(3)

De (3)en (2): (AxB).(BxC)x(CxA)=(AxB).[(B.P)C—(C.P)B]...(4)
Considerando (1): (C.P)B=(C.CxA)B ...(5)

Por la propiedad 2.10.2 de! triple producto escalar: K.(ﬁx6)= ﬁ.(éxz) = E.(Kxﬁ)
Entonces: (E.EXK)§=(E.KXE)§:(K.Exﬁ)l_i:ﬁ...(6)

De (6) en(5): (C.P)YB=0...(7)

el
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De (1) en el segundo término de (4) y aplicando la propiedad 2.10.2 del triple producto escalar:
X.(ﬁxé) = ﬁ.(ExK) =E.(Kx§), tenemos:
(AxB).[(B.P)C]=(B.P)[(AxB).C]=(B.CxA)[(AxB).C]=
=(C.AxB)(C.AxB)=(C.AxB)? =(A.BxC)2...(8)

Finalmente de (8) en (4):| (AxB).(BxC)x(CxA)=(A.BxC)2

Problema 2.16

Sean los vectores A, B, C y D; probar que: (Kx ﬁ).(é’xﬁ)= (K.E)(ﬁ.ﬁ)-(i.ﬁ)(ﬁ.é').
Solucidén.-

Consideremos el vector P=CxD ...(1)
Aplicando_la.propiedad 2.8.1 del producto escalar: (AxB). (CxD)=(A
A.

Por la propiedad 2.10.2 del triple producto escalar: (AxB).(CxD)=
De (1); (AxB).(CxD)=B.[(CxD)xA]

Por propiedad 2.10.6 del triple producto vectorial: (A xB).(CxD)=B.[(C.A)D-(D.A)C]
Por propiedad 2.8.3 del producto escalar: (AxB).(CxD)=(C.A)(B.D)-(D.A)(B.C)

Aplicando la propiedad 2.8.1 del producto escalar:
(AxB).(CxD)=(A.C)B.D)-(A.D)B.C)

Problema 2.17

El radio vector de un punto varia en funcion del tiempo t respecto al origen de un sistema de
coordenadas segin la ley: ¥ =ati—bt? j, donde a y b son constantes positivas; i y j, son los

versores relacionados a los ejes X e Y, respectivamente. Hallar la dependencia del vector
velocidad v y su médulo respecto al tiempo.

Por definicion y apiicando la propiedad 2.11.1 de la derivada de un vector, tenemos:
i'=£—%(ati—btzj)zd%(atf)—g{(btz3); de donde: | v=ai—2bt]

Ademds: v =4/ a% +(2bt)2 ; de donde: | v=+f a? +4b?t?




CAPITULO IIX
MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA
3.1. Introduccion

El estudio del movimiento de un cuerpo, independientemente de las causas que lo producen,
esta comprendido en la parte de la mecanica denominada la cinemadtica.

El movimiento real de un cuerpo es muy complejo y, por lo general, el movimiento de
traslacion del cuerpo en el espacio esta acompaiiado de un movimiento de rotacién del cuerpo
alrededor de un eje y de un movimiento de vibracién del cuerpo respecto a una posicién de
equilibrio, lo que hace que su descripcion sea muy dificil. Por lo tanto, es mas conveniente
estudiar cada movimiento en forma separada empleando algunas abstracciones e idealizaciones
para simplificar su estudio.

Comenzaremos con el estudio-del movimiento de traslacién-y para.este fin no tomaremos en
cuenta las dimensiones de los cuerpos, esto es, consideraremos a los cuerpos como puntos
materiales o particulas, de tal forma que su posicion sea perfectamente definida por las
coordenadas de un punto o que una rotacién del cuerpo no pueda ser observable. En este
sentido, el concepto abstracto de particula es una idealizacion de un objeto considerado como
un punto matemético sin dimensiones, que tendrd sélo posicién, masa y movimiento de
traslacién. '

3.2. Sistema de Referencia

La descripcidén del movimiento en el espacio y tiempo de una particula solo es posible cuando
se ha elegido convenientemente un sistema determinado de referencia. Se escoge
convenientemente un sistema de coordenadas en cuyo origen O, como en el indicado en la
Figura N° 3.1, se fija un observador que puede medir el tiempo y respecto a este punto se
describe el movimiento.
FIGURA N° 3.1
SISTEMA DE REFERENCIA Y POSICION

Los sistemas de referencia pueden ser:

Inerciales: aquellos cuyo estado de movimiento es constante, esto es, estan en reposo o en
movimiento con velocidad constante. En estos sistemas son validas las leyes de Newton.

No inerciales: aquellos que tienen estado de movimiento variable, es decir, aquellos que estin
acelerados.

.4
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En el desarrollo del texto, siempre que no se especifique lo contrario, se considerara que los
sistemas de referencia son inerciales y fijos.

3.3. Posicion

Es la ubicacién de la particula respecto a un sistema de referencia. La posicidn de la particula P
es definida por el vector posicién r ; cuya representac;én analitica, segln la Figura N° 3.1, es:

r—x1+yj+zk 3.1)
donde x, y, z son las coordenadas del punto extremo del vector 7.

3.4. Desplazamiento

Es la magnitud fisica que define el cambio de posicién que experimenta la particula respecto al
sistema de referencia. El desplazamiento se expresa mediante el vector AT .

Si la posicion de la particula en el instante de tiempo t es definida por el vector T y en el
instante de tiempo t' es definida. por el vector T', como muestra la Figura N° 3.2, el
desplazamiento de la particula es: AT =7'-T.

FIGURA N° 3.2
VECTOR DESPLAZAMIENTO

Z

(x',y',z")

Y
X
Analiticamente: At = (x'i + y'}+ z'ﬁ) - (x}+'y}+ zﬁ).
AT =(x'-x)i+(y'-y)j+(Z - 2)k
AT = Axi+ Ay )+ Azk (3.2)

3.5. Trayectoria

El estudio del movimiento de una particula implica definir una funcién 7 =T7(t) que permita

establecer la posicion del cuerpo en cualquier instante de tiempo. La trayectoria de la particula
sera el lugar geométrico de los puntos extremos de su vector posicién T durante el movimiénto
de una particula y queda determinada por las ecuaciones paramétricas: x=x(t), y=y(t) y

2 =27(t) ; de tal forma que: (1) = x()i + y(t) j+ 2(O)k (3.3)
La ecuacion de la trayectoria establece la relacién entre las magnitudes X, y, z, independientes

del tiempo. Asi, por ejemplo, la ecuacién de la trayectoria en dos dimensiones puede ser una
pardbola y =a+bx2 0 una circunferencia x2 +y2 =r2.
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3.6. Velocidad media e instantianea

La velocidad media V es la magnitud fisica que establece la relacién del desplazamiento AT

de la particula al intervalo de tiempo At que emplea en este desplazamiento. Asi, la velocidad

media es: | i P (3.4)
At -t

La ecuacidn (3.4) expresa que la velocidad media es un vector segun la direccién y sentido que

el vector Ar.

Considerando la ecuacién (3.2), tenemos: T N j+ L & (3.5)

La velocidad instantdnea v es la velocidad que posee la particula en un instante de tiempo
determinado. Para determinar la velocidad en el instante de tiempo t, se define un intervalo de

tiempo At muy pequefio que tienda a cero. Entonces: =1lim¥ = lim e ﬁ (3.6)

Bt M0 At dt
La ecuacién (3.6) permite definir la velocidad como la magnitud fisica que determina la
. rapidez del cambio de la posicién de la particula. ;
También: T P (3.7)
dt dt” dt

Tomando en cuenta el cambio de posicién de la particula As segin la trayectoria, la ecuacién
(3.6) se puede expresar como:

—_

.. . - . A,
Como en el limite cuando As — 0, se tiene que ]Ar[ = As . Entonces gn% T = U, esto es, un
-0 As

- : ) . As ds )
vector unitario tangente a la trayectoria en ese punto. Ademas, }\}U}, _At = _dt =v es la rapidez
—

de la particula segun la trayectoria en ese instante.

~ dr ds
Luego: =—=—10, =Vl 3.8
g v at ar T T (3.8)
FIGURA N° 33

VELOCIDAD Y VELOCIDAD MEDIA

Como se ilustra en la Figura N° 3.3, el vector velocidad siempre es tangente a la trayectoria en
todo punto.
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3.7. Aceleracion media e instantinea

La aceleracion mediaa establece la relacién del cambio de velocidad AV de la particula al
intervalo de tiempo At que emplea en este cambio de velocidad.

Si la velocidad de la particula en el instante de tiempo t es definida por €l vector v y en el

instante de tiempo t' es definida por el vector V', como muestra la Figura N° 3.4, la

aceleracion media de la particula es:

‘ AV V-V
At t'-t

La ecuacion (3.9) expresa que la aceleracion media es un vector segun la direccion y sentido

que el vector Av.

(3.9)

1t

Ji—e (3.10)

También: a=—=—21+

FIGURA'N® 3.4
ACELERACION MEDIA

La aceleracion instantanea a es la aceleracion que posee una particula en un instante de tiempo

determinado. Para determinar la aceleracion en el instante de tiempo t, se define un intervalo
. o . . .= . AV dv

de tiempo At muy pequefio que tienda a cero. Entonces: a4 =lima=lim— =— (3.11)
At—0 At—0 At dt

La ecuacion (3.11) permite definir la aceleracion como la magnitud fisica que determina la
rapidez del cambio de la velocidad de la particula.

Considerando (3.8) tenemos: a=—= i(v )= d—vﬁT +v Uy
t dt dt dt

(3.12)

3.8. Ecuaciones del movimiento

Las ecuaciones del movimiento establecen las relaciones que existen entre las magnitudes
fisicas usadas para describir el movimiento de una particula en ciertos casos especificos.

Las ecuaciones de movimiento que generalmente se deducen y se muestran son las que se
refieren al movimiento de un cuerpo con velocidad constante y con aceleracion constante.
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3.9. Movimiento con velocidad constante

Si el movimiento que realiza una particula es con velocidad constante, entonces, por

spe ze .
definicion: v= —é = constante; de donde: dr = vdt.

Luego: . Lr dr = L:‘?dt = VL:dt

Donde el limite inferior de integracion se ha definido a partir de la condicién inicial:
1(t =0) =T, ; esto es, la posicion inicial de la particula respecto al sistema de referencia.

Integrando y evaluando: T —T1, = vt. Luego, la posicion de la particula en cualquier instante de
tiempo es dada por: r=1+Vt (3.13)

La ecuacién (3.13) define una funcién del tiempo f=71(t) y recibe el nombre de ley del
movimiento y se presenta graficamente en la Figura N° 3.5, En este caso particular, la ecuacion
(3.13) es la ecuacién vectorial de la recta y establece que: fodo movimiento con velocidad
constante es un movimiento rectilineo.

, FIGURA N° 3.5
REPRESENTACION VECTORIAL DE LA LEY DE MOVIMIENTO

Para describir el movimiento rectilineo de una particula en este caso, es mas cémodo referirlo a
un sistema de referencia al que se le asocia un sistema de coordenadas unidimensional, tal

como el eje X. Entonces: T =xi, T,=X,1y Vv=vi.

Reemplazando en (3.13) tenemos: X=X, +Vt ' (3.14)

, FIGURA N° 3.6 |
GRAFICA X = X(t) DEL MOVIMIENTO CON VELOCIDAD CONSTANTE

La representacion grafica de la ecuacion (3.14) y un analisis de la recta se muestra en la Figura
N° 3.6.
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3.10. Movimiento con aceleracién constante

Si el movimiento que realiza una particula es con aceleracién constante, entonces, por

T P
definicion: a——--C;—t:constante,de donde: dv =adt.

Luego: [(dv=[ad=af a

Donde el limite inferior de integracién se ha definido a partir de la condicién inicial:
V(t=0)=v,; esto es, la velocidad inicial de la particula respecto al sistema de referencia.

Integrando y evaluando obtenemos: V-V, =at. Luego, la velocidad de la particula en
cualquier instante de tiempo es dada por: V=V, +at (3.15)

La representacion grafica méas general de la ecuacion (3.15) se muestra en la Figura N° 3.7 y
establece que los vectores V, y a se encuentran en un mismo plano.

~ FIGURA N°3.7 )
REPRESENTACION VECTORIAL DE LA ECUACION 3.15

. = dF o Fo. go.
Ademds, como: V=— entonces: dr =vdt y I _dr= I vdt
dt i 0
Donde el limite inferior de integracion se ha definido a partir de la condicidén inicial:
T(t=0) =T, ; esto es, la posicién inicial de la particula respecto al sistema de referencia.

Reemplazando ¥ de la ecuacién (3.15), tenemos: fdf: [ +andt= L:Vodt+ [atat
o

Integrando y evaluando: T-T, = V,t +%5t2 (3.16)

La representacion grafica mas general de la ecuacidn (3.16) se muestra en la Figura N° 3.8 y
establece que los vectores T—T,, V, y @ se encuentran en un mismo plano. En el caso
particular de un movimiento rectilineo con aceleracion constante, estos tres vectores serian
colineales, pero en el caso mas general, la ecuacion (3.16) establece que la maxima extension
de un movimiento con aceleracion constante sera un plano del espacio.

FIGURA N° 3.8 ,
REPRESENTACION VECTORIAL DE LA ECUACION 3.16

Para describir el movimiento rectilineo de una particula en este caso, es mas comodo referirlo a
un sistema de referencia al que se le asoc:a un 51stema de coordenadas unidimensional, tal

como el eje X. Entonces: T = x1, Ty =Xy1, Vog=Vyi, V= viya=ai.
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Reemplazando en (3.15), tenemos: v=v,+at (3.17)

La representacion grafica de la ecuacién (3.17) y un andlisis de la recta se muestran en la
Figura N° 3.9,

, FIGURA N° 3.9
GRAFICA v = v(t) DEL MOVIMIENTO CON ACELERACION CONSTANTE

Vv

Vo
t
0
Por otro lado, reemplazando en (3.16), tenemos:
x=)r:0+v0t+lat2 (3.18)

2
La representacion grafica de la ecuacion (3.18) y un anélisis de la curva para la velocidad
inicial de la particula y su velocidad en un instante de tiempo t, se muestran en la Figura N°

3.10.
‘ FIGURA N° 3.10
GRAFICA X = X(t) DEL MOVIMIENTO CON ACELERACION CONSTANTE
X
X o 2
..f"g g{ -
. Rl ‘ t

to

Ademés, de la ecuacion (3.15) tenemos:
V.U =(Vo+at).(Vo+at)=7,.V, +a3.2v t +at?).

Como de la ecuacién (3.16) tenemos que: 2(T~T,) =2V, t+2a t2; y en funcién de la posicién T,

la velocidad de la particula es dada por: vZ =vZ+2a.(f-T,) (3.19)

Las ecuaciones obtenidas en el estudio del movimiento de la particula con aceleracion
constante, se aplican para describir los siguientes movimientos: movimiento vertical,
movimiento de caida libre y movimiento de proyectiles. Para este fin consideraremos que el
movimiento de la particula tiene lugar en las proximidades de la superficie terrestre donde la
aceleracion con la que Tierra la atrae es la aceleracion de la gravedad g dirigida hacia el centro
de la Tierra, ;
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3.10.1. Movimiento vertical

Cuando la particula es lanzada verticalmente hacia arriba con velocidad inicial v, en el
instante t=0, se ticne que la aceleracién es a=g y las ecuaciones (3.15), (3.16) y (3.19) se

escriben como: V=V,+gt (3.20)
*=f0+v0t+%gt2 (3.21)
v2 =v§+2§.(‘r‘—i§)) (3.22)
FIGURA N°3.11

VECTORES EN EL MOVIMIENTO VERTICAL

Analiticamente, referidas a un eje vertical Y, como muestra la Figura N° 3.11, se tiene que:

_fZYjs i:(_)=y{)j:' gr(]:v()ja i?=Vj y 5i:g:_gj'

De la ecuacién (3.20): v=v,-gt (3.23)
De la ecuacion (3.21): Y=Y, +v0t—%gl:2 (3.24)
De la ecuacion (3.22): vZ=vZ-2g(y—y,) (3.25)

De las ecuaciones (3.25) y (3.23), respectivamente, se infiere que €l maximo desplazamiento
vertical de la particula, a partir de la posicion inicial, ocurre cuando v=0 vy tiene el valor

2
v : . v . , : :
y—Y, ===, en el instante de tiempo t =~ . A partir de este instante de tiempo el sentido del
0" 2g g

movimiento de la particula se invierte y la coordenada y disminuye.
3.10.2. Movimiento de caida libre

Cuando una particula se suelta a partir del reposo de la posicién T, en el instante t=0,

experimenta un movimiento vertical hacia abajo. Las ecuaciones (3.20), (3.21) y (3.22), con
Vv, =0, describiran el movimiento de la particula en este caso y se escriben como:

V=35t (3.26)
."r’=i"0+%§t2 (3.27)
vZ=2g.(T-T,) (3.28)
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Anahtncamente refendas a un gje vertlcal Y, como muestra la Figura N° 3.12, se tiene que:
f—)’] Iy = YoJ, V——VJ yas= g—-gj

FIGURA N° 3.12
VECTORES EN EL MOVIMIENTO DE CAIDA LIBRE
Y
t=0 i:0 =Yy }
t=tp .
YEg=-8)
Vo= —v}
2o —X
Luego, de la ecuacion (3.26): v=gt (3.29)
De la ecuacion (3.27): Y=Y, ; gt2 (3.30)
De la ecuacion (3.28): ‘ vZ=-2g(y-y,) (3.31)

e 'las ecuaciones (3.31) y (3.30), respectivamente, se infiere que la particula adquiere la
velocidad v= ,/ 2gy, cuando pasa por el origen y=0 del sistema de referencia, empleando

2¥o

el tiempo t= ;
L= g

3.10.3. Movimiento de proyectiles

La Figura N° 3.13 muestra el movimiento de un proyectil lanzado desde el origen del sistema
de referencia (T, =0), con velocidad inicial V,, bajo un dngulo © con la horizontal.

Considerando que el movimiento tiene lugar en las proximidades de la superficie terrestre y
que no existe resistencia del aire, =g ; seglin esto, la posicion del proyectil en el instante de

tiempo t, se obtiene de la ecuacion (3.16) y es: T =Vt +%§t2 .

FIGURA N° 3.13
MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL
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Analiticamente y referida al sistema de referencia mostrado, tenemos:

x}+yj:vo(cosehsenei)t+%(—gi)t2

De donde obtenemos: X =v,tcos8 e y=v,tsen 6—% gt2
Eliminando la dependencia del tiempo: y = V°(Vo :os 5)sen - % gr(vO ;s =
2
Resolviendo, obtenemos la ecuacién de la trayectoria: y=(tg0)x~- . BE ., (3.32)
2vZcos28
La ecuaci6n (3.32) es de la forma y=A+Bx+CxZ, con A=0, que es la ecuacién de la
parabola, una curva simétrica. El valor de x para el cual y es maximo, se obtiene de: j—i =0.
2 cos2 Ot 2
Luego: 0= th-—g-’f—i— , de donde: x =0 508 Bt Spadany (3.33)
vZcos? 0 g g
De{3.33)en (3.32) tcncrInOS' H tg 0 vgsene st & vgsene il 2
=5 : N 2 = = -
Ymax 2vZcos? @ g
2cen 2¢0n2 2eon2
Resolviendo: H=y, . = Vpeen'e pgeen O ;dedonde:  H=y_ . = L i (3.34)
g 2g 2g
. 2vZcos?0tgB 2v2senbcosO
De (3.33), el alcance horizontal es: Badxwe0ss L i (3.35)

g g

Ademas, de la ecuacién (3.35) tenemos que el valor de @ para el cual el alcance horizontal R es
2
maximo se obtiene de: %% =0. Luego: 0= 2%%(sene cos0) = cosOcos O —send send

De donde: cos2 8 =sen20. También: tg20 =1; de donde: 8 = tg~1(1) = 45°.

De la ecuacién (3.15), la velocidad del proyectil en el instante de tiempo tes: V=V, +gt.
Analiticamente y referida al sistema de referencia mostrado, tenemos:
Vi 1+Vy j=V,(cosBi+sendj)-gt]

De donde obtenemos: Vy =V, c0s0 y Vy =Vgsen 0-gt.

Como v, y 6 son constantes, la primera ecuacidn establece que la 6omponente horizontal de la

velocidad del proyectil es constante en cualquier instante de tiempo. La segunda ecuacidn,
semejante a la ecuacion (3.23), establece que la componente vertical de la velocidad del
proyectil corresponde a la de un movimiento vertical.

La rapidez del proyectil en cualquier instante de tiempo es dada por: v= J VEHVE «

Luego: v= J(vo cos8)? +(v,senB—gt)? = ng cos20+vZsen28-2v,gtsenB+gZt2

Simplificando: v=y v -2v, gtsen 6+ 212 (3.36)
De la ecuacién (3.19), la rapidez del proyectil en funcidén de la posicién es dada por:
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v2=v2+2§.7. Analiticamente y referida al sistema de referencia mostrado, tenemos:
v2=v2+2(-g)).(xi+y]))=v2-2gy, de donde: v=,}v§—2gy (3.37)
3.11. Problemas

Problema 3.1.-

En la Figura N° 3.14, los carritos A y B estdn unidos mediante una varilla rigida, delgada, de
longitud L y estdn obligados a moverse a lo largo de los ejes X e Y, respectivamente. El carrito
A comienza a moverse desde el punto O con rapidez constante v. Determinar en funcion de la
rapidez y la posicién x del carrito A: (a) la rapidez y (b) la aceleracion del carrito B.

FIGURA N° 3.14
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.1

Y

O X
Solucién.-

Sea y la distancia del carrito B al punto O en un instante de tiempo arbitrario. Luego, del

teorema de Pitagoras: y2+x2 =L2; de donde: y =+/ L2 -x2 .

(a) Por definicion, la rapidez del carrito B serd: vg = dy . ( 12-x2)= 1 =2xidn tt)
T 2 o

Puesto que, por definicidn, la rapidez del carrito A es: v = % entonces: | Vg = —%{

' dv d X
(b) Por definicién, la aceleracién del carrito B serd: ag = —5- = —v —| —mms
B™ dt dtf [12_x2
) 1, (=2x)(dx/dt)

,/L2—x2(dx/dt) x--(,/L2 x2) VI2-x2v-x(3 12 -2

&g =~V 12 22 Je=v {722 ]
“LZ_X2V+/X22V2 2 2 212
LF=-x 5 L2 —x%+x v-L

ap=-vI 17 —x2 I=- [(L2 x2) A7z deidonile; BT T 22y

Problema 3.2.-

Desde el punto A localizado en una autopista, ver Figura N° 3,15, uno tiene que alcanzar en
carro, tan pronto como sea posible el punto B, ubicado en el campo a una distancia L de la
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v
Como; —2 =1; entonces: x* =

oy

Fopd
. . ve L
Factorizando: x2 (v4 —v&)=vZL2. Despejando: x* = —<

autopista. Se sabe que el carro se mueve en el campo 1 veces mas lento que en la autopista. jA
qué distancia del punto D debe desviarse de la autopista?

FIGURA N° 3.15
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.2
A ¢ D
"""""" Mot ;
N
kl‘""-.i;
B

Soluci6n.-

Sea, en la Figura N° 3.16, x = CD. El tiempo t del movimiento del carro por la trayectoria
ACB sera:

t=tep +iac = 1% -r~ﬁ_x
=lepTtac =T VA
donde, v, representa la velocidad del carro por el campo y v, la velocidad del carro por la
autopista. A

FIGURA N°3.16
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.2
A 3 X D
Vx2 412 ™~
B

2 2
. v\/x + L +ve AD - vex
Resolviendo: t = —& C C

VCVA

o ; d
El valor de x para el cual t es minimo, se obtiene de: — = 0.

XVa

1) 2x
VAl = | —=—=-v¢ —2—=-v¢
Luego: 0= A(z J x2+12 c_«./x2+L2

VCVA VCVA

Simplificando: x v, = v+ x% +12 . Elevando al cuadrado: x?v4 =v& (x2+12).

7 .2 o2
Ve =¥¢ ¥a

; |
. Finalmente:| x =
Ve

n? -1

a3



Problema 3.3.-

Un tren se mueve de forma rectilinea desde una estacion a otra con una aceleracion a, que varia
segun la ley: a =a —Px, donde o y B son constantes positivas y x es su distancia a la estacion
de partida. Hallar la distancia entre las estaciones y la velocidad maxima del tren.

Solucién.-
Por definicién: a = gy =0 - Bx Como: a = dv = - e , entonces: v -C-IX =0-PxX.
dt dt dx dt dx
2 2
v (% Vo N Bx
Integrando: -[0 vdv = jo (a—Px)dx . Evaluando: 7 o X —2 .
Obtenemos como varia la velocidad del tren en funcién de la distancia x entre las estaciones:
v=-{2ax-Bx* ...(1)
Como al llegar a la otra estacion el-tren se detiene: v=0. Luego: 2ax-Bx*=0.
Finalmente, la distancia entre las estaciones es: | x = %
El valor de x para el cual la veloc1dad v del tren es maxima se obtiene de: -2—;[ 0.
Deih; e — < BX _ . De donde: 2x~2Bx = 0. Despejando: x = ... (2)
2/ 20x—-Bx" B

[ 2 2 2
Reemplazando (2) en (1): v, = !2a[a] Baz = /2_(1__3_ =\ja—

y B VB B B

Finalmente: | v .. =

s

Problema 3.4.-

Un patinador recorre la distancia L a velocidad constante y luego frena con una aceleracion a
hasta detenerse. ;Para qué velocidad el tiempo del movimiento del patinador serd minimo?

Solucién.-

Sea t; el tiempo que emplea el patinador en recorrer la distancia L con velocidad constante v.

S g . " 2 L
Luego de T=1 +Vt, tenemos: Li=vt;i;dedonde: )y =— ... (1
\%

Sea t, el tiempo que emplea el patinador en recorrer una cierta distancia con desaceleracion a
hasta detenerse.

Luego de V=V, +at, tenemos: 0= vg—at2 f; de donde: t, = v ... (2)
El tiempo total empleado por el patinador serd: t=t; +t, ..... 3)
L v La+v?

De(l)y(2)en(3): t=—+—=
v a va

Y »




El valor de v para el cual t es minimo, se obtiene de g‘— =1,
A%

=

d d
d (La+v2)_ (va)a;(La+v2)—(La+v2)E;(va)
vZa2

dv
Resolviendo: (va)(2v)—(La+v2?)a=0;dedonde: 2avZ~La2-av?=0.
2

Luego: avZ-La?=0;y v= La—.Finalmente: v=,/La
a

va

Problema 3.5.-

Dos autos A y B se mueven en la misma direccion con velocidades v, y vy, respectivamente,

Cuando el auto A se encuentra a una distancia d detras del auto B, que se mueve con velocidad
constante, se aplican los frenos de A causando una desaceleracion a. Hallar el valor minimo
que.debe tener esta desaceleracion para que los autos.no choquen.

Solucién.-

En el punto C de la Figura N° 3.17, los autos deben tener velocidades iguales de manera que el
movimiento continte sin que exista colision.

FIGURA N° 3.17
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.5
: t -
<= t >|
A v B vs C
[e—— d ——>= X >|

Planteamos las ecuaciones cinemdticas del movimiento para los autos.

e < ; 1
Para el movil A que se mueve con desaceleracion: d +x = vt - Eat2 ..... (1)
Para el movil B que se mueve con velocidad constante: x = vgt..... (2)

Puesto que el tiempo que demoran los méviles en llegar al punto C es el mismo; despejamos t
de la ecuacion (2) y lo reemplazamos en la ecuacion (1), obteniendo:

2 2
d+x=y~5-x-lax—2-. Resolviendo: l.51)(—2 =[V—A— Jx—d

VB 2 VB 2 VB VB
2 2 2 2
a=2V0Va _ylx V84, rbien: o= 2VB( Ya g | 2V3d
X § vy x x {vg X

Va _q +4v123d-
\:!

2
El valor de x para el cual a sea minima se obtiene de: g == —2%[
X



Simplificando: (zﬁ— - 1} = gﬂ de donde obtenemos: x = 2dvy (4)

| 2v& (v, — 2wl Bt win B
Reemplazando (4) en (3), tenemos:a ;. = Vi (Va—VB)( VA =1 |=22B (va-VvB)
2dvg VB 4d2v}
_v(Vao—VB) (VA (va-Vp)? .. _ (VA —Va)?
Amin = d ;;—1 . Finalmente: | a_ =_A_2dB.._

Problema 3.6.-

El radio vector T de una particula varia en funcion del tiempo t segin la ley 7= fct(l—c.t) ,

donde k es un vector constante y o una constante positiva. Determinar: (a) la velocidad y (b) la
aceleracion de la particula como una funcién del tiempo, (c) el intervalo de tiempo al cabo del
cual la particula retoma al punto de partida y (d) la distancia que recorre.

Solucion.-

Puesto que T = K t (1-at), entonces:

(a) La velocidad es v =%:%[1—(t(l—at)]; luego: |V =k (1-2at)

—

(b) La aceleracién es a = %% - -;it[ k(1-2a.1)]; luego: |3 = —2ak

(¢) Como 7(t)=kt(l-at), entonces T =T(t=0)=0.
Luego: Af=‘r’(t)-f(t=0)=12t(1—at).

Cuando la particula retorna al punto de partida AT = 0 y, por lo tanto: t(I-at)=0. Resolviendo

. 1
la ecuacion, obtenemos t=0 y t=—.
5 o

i,uego, el tiempo que emplea la particula en retornar al punto de partida sera dado por: |t =—]|

(d)Puestoquéi v =k (1-2at), entonces: |V]|={k||1-2at].

Luego: v=k(1-2at);si 1-2at=0; de donde t:sz—la para la ida.
o
v=k(2at-1);si 1-2at <0; de donde t>2—1— para la vuelta.
o

d ) . )
Como: v= a% ; la distancia s que recorre se determina de: ds = vdt.

1/2 : 1/
Entonces: s = [ ak(l—2at)dt+L/;k(2at—l)dt
o
/20

s R OIS LORORORE
o 58

1/2a
Integrando: s = k[t—ottz]0 +k[ozt2 —t}



s=k .__I__L +k -1__1__1__{..1_ _Luego: S:._k_‘
200 4a a o 4a 2a 2o

Problema 3.7.-

Dos objetos se dejan caer desde lo alto de un edificio de altura H. El segundo se suelta cuando
el primero ha caido una distancia D. Demostrar que en el instante en que el primer objeto ha

Hegado al suelo, el segundo esta a una distancia, por encima del primero, iguala 2.,/ DH-D.
Selucién.-

Sea y, en la Figura N° 3.18, la distancia vertical, respecto al suelo, del objeto 2 cuando el
objeto 1 llega al suelo.

FIGU:BA N° 3.18
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.7
1 2
727 *t= 0 o= 0

i
o

A 'H-y
4 ost=t;

4 . :
Hy L.

7 -
=2 :

Y
|

La distancia vertical recorrida por el objeto 1 hasta llegar al suelo es:
H= %g(tl +1,)2; de donde: [H = J%(tl +1,) ... (1)

La distancia vertical recorrida por el objeto 1 cuando se suelta el objeto 2 es: D= % gt?; de

donde: t; = I% ..... (2)

La distancia vertical recorrida por el objeto 2 cuando el objeto 1 llega al suelo es:

H—yzégt%;dedonde: t, = }g—(—}% i)
De(2)y(3)en(1): Jﬁz\/%[\/zg])-:—\/?(ﬂg_Y)}:ﬁJr,/H—y

Resolviendo: \/H —/D =/H—-y . Elevando al cuadrado: H-2/HD+D=H-y.

Simplificando: | y =2 ,/ HD +D

o) :




Problema 3.8.-

La ecuacion de la trayectoria de una particula que se mueve en el plano XY es y = ax—Bx2,

donde o y B son constantes positivas. Si la particula se mueve con aceleracion constante a , en el
sentido negativo del eje Y, hallar su rapidez en el origen de coordenadas.

Solucion.-

De la ecuacion de la trayectoria: y = ax —Bx2 ... (1)
Derivando (1) respecto al tiempo: —

o gL _dy _dx L
Por definicion: Vg Sy ¥V, S Tenemos: Vg =0V, 2Bxv_ .. (2)

dv
Derivando (2) respecto al tiempo: T‘[X_ =

dv_
Considerando que: -d—yz —a; y que v _=constante, por condicion del problema, tenemos:
t

X
dt

= =—2[3v2 de donde: v2 = —

De (3)en (2): v, =0 ,—-——ZBX’ ; de donde: v, = ’?aﬁ(a~2[3x) . (@)
Como: v=v_ +vv;entonces: v=1’ L +vv s (3)

o . e f 8 B 2,2
De(3)y(@4)en(5): v= J2B+2B(a 2Bx)* ; J2ﬁ+26((x 4opx+4p“x%)

Finalmente: v = {-;B—(l-i-az ~4afx+4px?)

En el origen de coordenadas: x = 0. Luego:| v= ‘{ 2B(l+o\'.2) i

Problema 3.9.-

De una manguera brotan chorros de agua, bajo los angulos o y B respecto a la horizontal, con la
misma rapidez inicial v,, ver Figura N° 3.19. Demostrar que la distancia horizontal x de

interseccion de los chorros es: x =2 vf} Ng(tga +tgPp)]

FIGURA N° 3.19
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.9

@/ | 60



Solucién.-

/)
Aplicando la ecuacién de la trayectoria;: y = xtg6 ———ng-)-i—z— i
2vocos 0
2
Al punto (x,y) del chorro 1: y=xtga——2g—xz——— v 13
2vjcos”a
2
Al punto (x,y) del chorro 2: yzxth--%— s L&)
2v; cos”
X X ' X 1 1
De (1)=(2): tga-——f—-~2—=th—2—g2—. Luego: tga—tgf= g 3 T
2v0 cos“ o 2v0 cos“ P 2v0 cos“a cos“p
fgo-igp= gx sen2a+cosza_sen2[3+cos2[3
ng cos” cos?p
X X
tgo—tgp=-2"[tg%a +1-(tg?p+ D] =27 (1%~ tg?p).
2v0 2VO
2 2
2vi(tgo—t 2
X= 0(2g fﬁ) . Finalmente: |x = ———0
g(tga—tg“B) g(tga+1gp)

Problema 3.10.-

Por un plano inclinado liso se lanza una bola con una rapidez v. ;Qué distancia por la
horizontal recorrera la bola antes de abandonar el plano? El plano estd inclinado 45° hacia el
horizonte. El vector de velocidad forma el angulo de 45° con el extremo horizontal del plano.
Ver Figura N° 3.20.
FIGURA N° 3.20
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.10

Solucion.-
Sea x, en la Figura N° 3.21, la distancia que recorre la bola antes de abandonar el plano.

FIGURA N°3.21
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.10

4 _ “



La ecuacién de la trayectoria de la bola por el plano inclinado serd dada por:

ol 3
=%t 9——§—x—;donde: 8=45°y g’ =gcos45°=£g,
y g 5

2
J'/z)gx e W27

2v§ cos“ 0
Aplicando al punto (x,0), tenemos: 0= xtg45°—~
2vZcos?4se  2v3({2/2)

Resolviendo: 1= —Zg—-)i—; de donde: x = \/E X
2v2(2/2) g

Problema 3.11.-

Un proyectil se lanza, desde el vértice de la base de un plano inclinado, con una velocidad v,

bajo un 4ngulo o respecto a la horizontal, e impacta sobre un plano inclinado que forma el dngulo
B (< a) con la horizontal. Calcular: (a) o en funcién de B, si la velocidad del proyectil en ese
instante es perpendicular al plano inclinado, y (b)-el-punto de impacto-en-el plano:

Solucidn.-

A
(a) Para el movimiento con a =constante, tenemos. T =T, +V t+— ~gtd.

2
Haciendo coincidir el origen del sistema de coordenadas XY con el punto de lanzamiento, en la
Figura N° 3.22, tenemos:
FIGURA 3.22
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.11

¥

L(cosBi+senB]) = v, t(cosoi+seno )~ %—gtzj
Identificando términos semejantes: L cosf} = v tcoso. ...(1)

Lsenf=v_t scna—é—gt’ ..(2)

De 2)(1): tgB =tgo ——E— _(3)
2v cosa

vV, €080V _COSQL

De la Figura: tg[}:k= =
v, —(vsena—gt) gt-vsena

Luego: (gt — v sena)tgf = v cosa ; de donde: gt _ tga = 1
v, cosa . tgP

8 _ 1 itga..4)
v,cosa tgf
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1 : 1
De(3)y(4): 2tgB=2tga————tgo; luego: | tga=2tgp+—
ALk 2 gp tgP

2

__EX
2vicos’0’
Aplicando al punto de coordenadas (L cos 3,Lsenf):

(b) De la ecuacidn de la trayectoria: y = (tg0)x -

2
Lsenp= (1g0ﬂ)(LCOSB)—M; de donde: tgf = tga_w
2v,cos" o 2vicos‘a
2, 2
Finalmente: | L = m(tga —tgP)
gcosf

Problema 3.12.-

Un proyectil se lanza con una velocidad ¥ desde el vértice O de la base dé un plano inclinado un
angulo 3 respecto a la horizontal e impacta en el punto A del plano. Determinar el angulo o (> B)
de lanzamiento, con respecto a la horizontal, para que la distancia OA sea la menor posible.

Solucién.-
. . gx?
De la ecuacién de la trayectoria: y = xtgot - —=2———
2vZcos? o
Aplicando al punto (%, y) de la Figura N° 3.23 y considerando que OA =s , tenemos:
2 2
ssenf =scosftga _Bscos B ;
2v2ZcosZa
FIGURA N° 3.23
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.12

Y

gscos?

Despejando s:
G 2v2cosa

=cosPtgo—senf

g2 v2 cos? o (cos Btga—senP)  2v2cosa(senocosP— cososenp) ‘o 2v2 cosasen(a —B)

gcos? B | gcos2 B gcos? B
El valor de o para el cual s es minimo, se obtiene de % iy
2
Luego: ds =0= 2v [-senasen(o —B) +cosacos(or — B)]
da gcos? B

Entonces: —senasen(a— )+ cosa cos(a~p)=0
senasen(o —fB) = cosacos(a —B); de donde: tg{a—B)=cotgo.
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Considerando que: tg (g +A)=FcotgA,

tenemos: cotga :tg(%—a): tg(a—p); de donde: g—aza—ﬁ.

Resolviendo: g +B=2a. Finalmente:| o= 34.%
Problema 3.13.-

Un aeroplano esta volando horizontalmente a una altura H con velocidad v. En el instante que
el aeroplano estd directamente sobre un cafién antiaéreo, el cafion dispara al aeroplano.

Calcular la velocidad inicial minima v,,,, v el angulo 6 de disparo que requiere el proyectil
para darle al aeroplano.

Solucion.-

La ecuacion de la trayectoria del proyectil es:

2
2vycos” 0
2
Aplicando al punto de impacto (x,H) de la Figura N° 3.24, se tiene: H = xtg0 —% (N
2vgycos” 0

FIGURA N° 3.24
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.13

44 v (x,H)

I X >

Bajo las condiciones del problema para que el proyectil pueda darle al aeroplano se debe
cumplir que: x =vt=v,tcos0, porloque: v=v,cosf ..... 2)

Ademas: tgf = Vosend (3)
Vg cosO
: xvosen®  gx’ : xvosend -gx?
De (3)en (1) tenemos: H = b s e Considerando (2): H = ——,
vocos®  2vgcos6 v 2v
: 5 Hv gx
Despejando v, como funcion de x tenemos: v, = +— ... 4)

xsend 2vsenO

El valor de x para el cual v, es minima se obtiene de: v = {J,
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0=- Hv +— 8 ;de donde: x = —Z-EV ..... (5)
x*sen® 2vsend V &
2H
Hv & g

RCCmplazandO (5) cn (4) VO min = 2H + 2vsend
’ ——g— vsen® :

[gH [eH [eH
_N2 J23H V2 V73 2gH -6

- L . p = —_—
sen® 2sen® sen6 sen6 Ue8O: Vomin

Simplificando: v .0

Como el 4ngulo 6 no esta atn definido, debemos tener cuidado de dar la solucion al problema
en funcion de los parametros conocidos g, H vy v, por lo que de (6) y (2):

Vomin S€N0 =+ 2gH ; entonces: v{ . sen’8=2gH

; ;e 2 2
Vomin €056 = v entonces: vg_ . cos“0=v

Sumando miembro a miembro: vZ.;, =v> +2gH; luego: | vo o, =+ V2 +2gH |

Fl angulo de disparo 8 queda definida de (2): cos8=— 6| O =cos1| ————— | |
\/ v2+2gH

V0min

Problema 3.14.-

Es necesario lanzar desde el suelo una pelota a través de una pared vertical de altura H que se
encuentra a una distancia s, como se muestra en la Figura N° 3.25. ;Para qué velocidad inicial

minima v, .. esto se realizard? ;Bajo que 4ngulo 8 con relacion a la horizontal debera estar

dirigida en este caso la velocidad?

FIGURA N°3.25
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.14

|
|

%
é
g
|
é
.

Solucion,-

_gx*
ZV%COSZB-

Q/ , | 65

La ecuacion de la trayectoria del proyectil es: y =xtg6—



2
Considerando el punto (s,H) de la Figura N° 3.26, tenemos: H = stg9——gs—.
2v3 cos? 6
FIGURA N° 3.26
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.14

Y T

fr S >
g
2v2cos2 8

gs?

Despejando el valor de v,: stg6-H

=stg0—H; también: 2v2 cos? 6 =

B gs? ~ gs?
2cos?0(stg6—H) | 2ssenBcos@—2Hcos20

gs? gs?
v, = ) (RN | —— %)
ssen 26 — H(1+cos26) ssen28-Hcos26 -H

Del denominador de (1):
ssen20—Hcos 260 =/ s2 + HZ sen 20—

J—

- 52 +H2 c0s20 ———
Js2+ H2
Considerando el triangulo de la Figura N° 3.27:

ssen20—Hcos 20 = yf s2 + H2 sen 20 cos ¢ —+f s2 + H2 cos 20 sen ¢

FIGURA N° 3.27
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.14

Aplicando el seno de la suma de dos angulos: ssen20—Hcos20 =/ 52 + H2 sen(20-¢) ...

gs?
Js2+H2sen(20-¢)-H

Reemplazando (2) en (1): v, = \/

El valor de O para el cual v, es un minimo se obtiene de: % =0.

(2)
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d g
9| /52 +HZ sen(20-¢)-H W |
0= l \/S Sen( ¢) ,de donde: _g52 _i[ 82 +H2 SCH(29“¢)_H]=O
) gs? de

\/sz +H2sen(20-¢)-H

Luego: / HZ2 +s2 (2)cos (20-¢) =0; de donde: cos(20—¢)=0-
Por lo que: 29—¢=£;y Ei=E+E ..... 4)
2 4 2

| ~ gs? g* [ gs? Js2+H? +H
De (4) en 3): Vymin = £ J £ = =Jg ( )

= 2 12 12
\{52+sten%~—H Js?+H? - s*+H"-H

Finalmente: | Vo -=\/g(\/ s2+H2 +H) |

Problema 3.15.-

Un cuerpo cae desde una altura H sin velocidad inicial. Durante su recorrido choca contra un
plano inclinado fijo y colocado a una altura h que tiene un angulo de inclinacion igual a 45°,
Debido al choque del cuerpo contra el plano inclinado, su velocidad toma la direccion
horizontal que se muestra en la Figura N° 3.28. ;Cual debe ser la razén entre las alturas Hy h
para que el tiempo de caida del cuerpo sea el maximo posible?

FIGURA N° 3.28
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.15

Solucidn.-

El tiempo de caida para el cuerpo sera:t=t, +t,; donde t,, sera el tiempo que emplea en
chocar contra el plano inclinado en movimiento de caida libre y t,, sera el tiempo que emplea
posteriormente hasta chocar contra el piso en una trayectoria parabolica.

Para el movimiento en caida libre: H—h = % gt?; entonces: § = , 2(Hg— h) _

oY ;



[2h
Para la trayectoria parabdlica: h = L g t3; entonces: ty=,]—.

g
Luego: t= (2(H 1) "

Considerando que: x = E podemos escribir: t = ’ (J 1-x +J— ).

El valor de x para el cual t es maximo se obtiene de: L3 =0, por lo que:

dx

.:—i=o Ed I—x +\/—) \/'{2\[11;: 2\/——}

De donde: \/1-x =[x ; 1-x=x; 1=2x; x_=%.

Como: x-=‘—%_, entonces: —h—=l Finalmente: h-='ﬂ A

H 2 2
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CAPITULO IV
MOVIMIENTO CURVILINEO
4.1. Introduccion

El caso mas general del movimiento de traslacion de una particula es el movimiento curvilineo,
en el cual su movimiento no es rectilineo, ni estd limitado necesariamente a un plano del
espacio, por lo que no puede describirse usando las ecuaciones que se han deducido en el
capitulo anterior. Asimismo, las magnitudes vectoriales que describen el movimiento del
cuerpo no pueden representarse, por la dificultad que implica, mediante los vectores unitarios

, 3y k ligados a los tres ejes positivos del sistema de coordenadas elegido como elemento
dcl sistema de referencia.

En este caso, es conveniente representar las magnitudes fisicas que describen el movimiento de
la particula mediante una triada de vectores unitarios 0., U, y Up ligados a la particula en
movimiento.

Como un caso particular se estudiara el movimiento circular de una particula, introduciendo las
magnitudes fisicas angulares que facilitardn su estudio y las ecuaciones que las pueden
relacionar para algunos casos especificos.

4.2. Velocidad

Como se estudié en la seccion 3.6, la velocidad Vv que posee la particula en un instante de
tiempo t s¢ determina considerando un intervalo de tiempo At muy pequefio que tienda a cero

de tal forma que: V= limv = lim AT _ - dr
A0 at-0 At dt

Tomando en cuenta el cambio de posicion de la particula As segin la trayectoria, esta
ecuacion se puede expresar como:
o e BT AT As
v=Ilim—=| lim— | lim—
a0 At | 450 As A -0 At

- ; - o AT
Como en el limite cuando As — 0, se tiene que |Ar| = As ; entonces Lln}) As U, es un vector
-0 As

unitario tangente a la trayectoria en ese punto. Ademas, lim-é—i . v es la rapidez de la
, a0 At dt
, . : - _dr _ds. a
particula segtin la trayectoria en ese instante. Luego: Vi= p = Et—u.r = Vi, (4.1)

Como se indico, el vector velocidad siempre es tangente a la trayectoria en todo punto.
4.3. Aceleracién

La aceleracion 2 que posee una particula en un instante de tiempo t se determina de:

dv_d L i‘iﬁ +VdﬁT
dt dt dt T dt

i= (4.2)

Consideremos una porcidén elemental de la trayectoria curva ds comprendida en el plano XY,
como se muestra en la Figura N° 4.1. En el instante de tiempo t la particula posee la velocidad
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V cuyo vector, segin la tangente a la curva, forma un angulo ¢ con el eje X. Entonces, la

representacion analitica del vector unitario tangente, es: Uy = cos¢§ +send }
da d 2 " » A, do
Luego: : T = —(cosdpi+sendj)=(-sendi+cosdj)— 43
g e dt( ¢ ¢ J)=(-sen¢ tlu)dt (4.3)
Definimos el vector unitario normal: Uy = —senfi+cosd j (4.4)

Este es un vector unitario perpendicular a la tangente a la curva y esta dirigido hacia el centro
C de la curvatura.

FIGURA N° 4.1
VECTORES UNITARIOS NORMAL Y TANGENCIAL

X

Al transcurrir un intervalo de tiempo infinitesimal dt, la particula experimenta un
desplazamiento ds segun la trayectoria y en el instante de tiempo t+dt su velocidad, y por
ende su vector unitario tangente, forma un angulo ¢ +d¢ con el eje X, siendo d¢ el dngulo
comprendido entre las perpendiculares a las tangentes en estos tiempos y por el arco ds.

Luego: d—¢ = ﬂﬁ = v@

dt dsdt ds

De la Figura N° 4.1: ds =pd¢, donde p es el radio de curvatura y ¢ se expresa en radianes.

Luego: % _1 Entonces: 4 ¥ ' (4.5)
ds p d p
; iy ¥a -
De (4.4) y (4.5) en (4.3), se tiene: 3= —tly (4.6)
p
, . o s ¥
De (4.6) en (4.2), se tiene: a= ~d-t—uT +—1, 4.7)
p
Se define la componente tangencial de la aceleracion al vector: i, = %ﬁ.r (4.8)
. 2
Se define la componente normal de la aceleracion al vector: ay = A Uy (4.9)
P
Entonces: - a=aplp+ayly (4.10)

Se debe observar que la aceleracion tangencial resulta del cambio que experimenta la rapidez
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de la particula, mientras que la aceleracion normal o centripeta se debe al cambio en la
direccion de la velocidad.

 FIGURA N° 4.2
VECTORES ¥ Y @ EN TERMINOS DE it Y dy

Considerando la-representacion analitica de los vectores V y @ en términos de los- vectores

unitarios G, y U, , como muestra la Figura N° 4.2, podemos resolver los siguientes productos:

_— % x . v.a ‘

v.a=(vuq).(a;u; +ayly)=vay; de donde: 8q = —— (4.11)
v

Vxa=(viy)x(ah; +ayly)=vay(i; x0y)=vayli,; donde se ha definido el vector
|vxa|

unitario binormal: Uy =i, x 0. Luego, | vxa| = va,; de donde: By = (4.12)
: . - v? |vxa| ; :
De las ecuaciones (4.9) y (4.12), tenemos: — = . Luego, el radio de curvatura p se
p \
v3
determina de: p=—— (4.13)
|vxal

4.4. Movimiento circular

El movimiento circular es un caso particular del movimiento curvilineo y esta referido a un
plano del espacio. En este caso, como muestra la Figura N° 4.3, la particula se mueve a lo largo
de una trayectoria circular de radio R y su desplazamiento s, segiin la trayectoria, se relaciona
con el dngulo en el centro o desplazamiento angular 0, segun la relacion:  s=R9 (4.14)

FIGURA N° 4.3
MOVIMIENTO CIRCULAR
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Se debe tener en cuenta que la ecuacion (4.14) es valida en la medida que el desplazamiento
angular O se exprese en radianes.

4.5. Velocidad angular

La velocidad de la particula, segun la ecuacion (3.8),es: v = j: i(R 0)= %1}9 R%

: . dR
Como el radio R de la trayectoria es constante, entonces: e 0.

de

Definamos la velocidad angular, segin: ®= = (4.15)
La velocidad angular o definida por la ecuacién (4.15) se expresa en rad/s o s™ . Entonces,
tomando en cuenta lo anterior, tenemos que: v=Ro (4.16)

4.6. Aceleracion angular

La aceleracion de la particula, de acuerdo a la ecuacion (3.11), es:

dv dR dco
s e (R o) =
dt dt dt dt

. : R
Como el radio R de la trayectoria es constante, entonces: %{— ={).

Definamos la aceleracion angular, segin: o= ((ii_(f - 4.17)

La aceleracion angular o definida por la ecuacién (4.17) se expresa en rad/s” o s™. Entonces,
tomando en cuenta lo anterior, tenemos que: a=Ra _ (4.18)

4.7. Ecuaciones del movimiento circular

Las ecuaciones del movimiento circular establecen las relaciones que existen entre las
magnitudes fisicas usadas para dCSCI‘lbII' el movimiento circular de una partncula en ciertos
casos especificos.

Las ecuaciones del movimiento circular que generalmente se deducen y se muestran son las
que se refieren al movimiento circular de un cuerpo con velocidad angular constante y con
aceleracion angular constante.

4.7.1. Movimiento con velocidad angular constante

Si el movimiento circular que realiza una particula es con velocidad angular constante,

entonces, por definicion: © = i—? = constan te; de donde: df = @dt.

Luego: | ' !:de = J';(ndt =®I;dt

Donde el limite inferior de integracion se ha definido a partir de la condicién inicial:
6(t=0)=06,; esto es, la posicion angular inicial de la particula respecto al sistema de
referencia.
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Integrando y evaluando: -0, = ot. Luego, la posicion angular de la particula en cualquier
instante de tiempo es dada por: 8=0,+ot (4.19)

La ecuacién (4.19) define una funcién del tiempo 0 =0(t) y recibe el nombre de la /ey del

movimiento circular uniforme, la que se podra comparar con la ecuacion (3.13) obtenida en la
seccion 3.9 del movimiento de una particula con velocidad constante.

Por otro lado, en este caso especifico la particula realiza desplazamientos angulares iguales en
tiempos iguales. La caracteristica de este movimiento es que es periddico;, esto es, el
movimiento se repite a intervalos regulares de tiempo. El tiempo que tarda la particula en dar
una vuelta completa se define como el periodo T.

Luego, en la ecuacion (4.19) tenemos que cuando 6 — 0, =27, entonces t =T y la ecuacion se

escribe como: 2n=0T; de donde: ©= 2?7: =2nf (4.20)

En la ecuacién (4.20), f = T representa la frecuencia del movimiento; esto es, el nimero de

vueltas en cada unidad de tiempo.
4.7.2. Movimiento con aceleracién angular constante

St el movimiento circular que realiza una particula es con aceleracion angular constante,

- do
entonces, por definicién: o = m = constante, de donde: do = adt.

Luego: ' I:dm = I;adt = aj;dt

Donde el limite inferior de integracion se ha definido a partir de la condicién inicial:
o(t=0)=w,; esto es, la velocidad angular inicial de la particula respecto al sistema de

referencia.

Integrando y evaluando obtenemos: ©®—@, = at. Luego, la velocidad angular de la particula
en cualquier instante de tiempo es dada por: © =0, +at _ 4.21)

; d@ « 8 1
Ademas, como: @ = -—; entonces: d6 = odt y f do = j odt
dt 8, 0

Donde el limite inferior de integracion se ha definido a partir de la condicién inicial:
6(t=0)=86,; esto es, la posicién angular inicial de la particula respecto al sistema de
referencia. -

Reemplazando o de la ecuacion (4.21), tenemos: j: de = I;(mo +at)dt= Eo)(,dt + J:a tdt

Integrando y evaluando: 0-8, = o,t+ % at? (4.22)

Ademis, de la ecuacién (4.21) tenemos: ®” = (©, + at)’ = 0 + 2ot +at?)



Como de la ecuaci6n (4.22) tenemos que: 2(0—0,) = 2m,t +ot’; y en funcién de la posicion

angular 8, la velocidad angular de la particula es dada por:  ©® =) +20(0-6,) (4.23)

Las ecuaciones (4.21), (4.22) y (4.23), se podran comparar con las ecuaciones (3.15), (3.16) y
(3.19), respectivamente, obtenidas en la seccién 3.10 del movimiento de una particula con
aceleracion constante.

4.8. Relaciones vectoriales en el movimiento circular
Consideremos una particula que se mueve a lo largo de una trayectoria circular de radio R,

como muestra la Figura N° 4.4, Su desplazamiento infinitesimal ds, segun la trayectoria, de
acuerdo a lo establecido en la ecuacién (4.14) se relaciona con el angulo infinitesimal en el

centro dO, seguin la relacion: ds =R db (4.24)
FIGURA N° 4.4
VECTORES EN EL MOVIMIENTO CIRCULAR
Z -
®, do
= do
RN\ 857 4 gt
tdr *
f
¢
Y

En el limite, cuando el intervalo de tiempo tiende a cero, la longitud del arco ds descrito por la
particula durante su movimiento equivale al modulo del vector desplazamiento infinitesimal
dr, entonces: ds =|dr|. Ademas, en la Figura N° 4.4 se observa que: R =| T [sen¢ . Como el
movimiento circular de la particula puede ser en sentido horario o anti-horario, es conveniente
considerar el desplazamiento infinitesimal angular d® como una magnitud vectorial d® cuya
direccion es perpendicular al plano del movimiento segun el sentido positivo del eje Z, de tal

forma que: d6 =|d0|.
Reemplazando estas relaciones en la ecuacion (4.24), tenemos: | df | =| T | sen¢|d6 | =|dOxT|

Luego: | df = dOx§ (4.25)

: : e . d & :
Relacionando al intervalo infinitesimal de tiempo dt, tenemos: d—: = %?— x T . Considerando que:

-

V= %% y que el vector velocidad angular es: @ = ?j—?; entonces: V=@®XT (4.26)
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: . . : - dv
La aceleracion de la particula en el movimiento ciicular, se determina de: a = T Tomando

en cuenta la ecuacion (4.26), obtenemos: a = %(E} xT)= -(:l—cf XT+@®X % :

- g

Considerando el vector aceleracion angular: & = i—? yque: V= %; podemos escribir:

el

+

~tl

X

QU

§= XV (4.27)

" Tomando en cuenta la ecuacion (4.26): a=AaxT+®X(OXT) (4.28)

Observar que el triple producto vectorial ®x (@ xT) es un vector dirigido hacia el centro de la
circunferencia, en la direccién y sentido del vector unitario normal, por lo que al comparar la
ecuacion (4.28) con la ecuacion (4.10), podemos identificar que la componente normal de la
aceleracion se puede expresar como: ady =@x(OXT) (4.29)

Por otro lado, el producto vectorial G xT es un vector dirigido segiin la tangente a la
circunferencia, en la direccién y sentido del vector unitario tangente, por lo que al comparar la
ecuacion (4.28) con la ecuacién (4.10), podemos identificar que la componente tangencial de la
aceleracion se puede expresar como: dp =AXT (4.30)

4.9. Problemas

Problema 4.1.-

Cierta particula A se mueve por una trayectoria conocida con la aceleracion tangencial a =a.7,

donde a es un vector constante que coincide en direccion con el gje X y T es un vector unitario
ligado con la particula A y dirigido por la tangente a la trayectoria, hacia el lado del incremento de
la curva, como muestra la Figura N° 4.5. Hallar la velocidad de la particula en funcién de la
coordenada x, si en el punto x =0 la velocidad es igual a cero.

FIGURA N° 4.5
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 4.1

-

T
A

=i

0)

N 7 X

Solucién.-

Segun condicion del problema, la aceleracion tangencial es: a =a.7...(1)

Por deﬁmcwn at = (:; :: 3: 3‘; A2)

De (2) y (1): v%:ﬁ.i;de donde: vdv =(a.7)ds=a(l)cosOds
De la Figura N° 4.6: dscos®=dx . Luego: vdv=adx
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Integrando: L; vdv = aI:dx ; de donde tenemos: v? =aX.

Finalmente: | v=./2ax

FIGURA N° 4.6
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.1

Problema 4.2.-

Una particula de mueve a lo largo de un arco-de circunferencia de radio R. Su velocidad depende
de la distancia cubierta s, segin v = k\/; , donde k es una constante. Hallar el angulo entre el
vector aceleracion total y el vector velocidad como una funcion de's.

Solucion.-

En la Figura N° 4.7, el angulo entre el vector aceleracion total a y el vector velocidad v, en la
direccién y sentido que la componente tangencial de la aceleracién @, es dado por:

tgG- (1)

2 2 12
Por definicién, la componente normal de la aceleracion es: ay = % = (kvs) k ki)

--(2)

FIGURA N° 4.7
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.2

Asimismo, la componente tangencial de la aceleracion es: a.. = ﬂ = ﬁﬁ = vd—v
’ PO ge AT T dsdt ds
Luego: a; = ki) $)os (kvs) = (kv/s)(—= J‘ .03
kzs/R . 2s

Reemplazando (2) y (3) en (1), tenemos: tg0 =

3" Finalmente: | .1g6 = ®

76



Problema 4.3.-

Una particula se mueve por el arco de una circunferencia de radio R segun la ley s =ksenot,
donde s es el desplazamiento a partir de la posicién inicial, medido a lo largo del arco, ky ® son

constantes. Hallar: (a) el modulo de la aceleracion de la particula en las posiciones s=0 y
s =*k; (b) el valor minimo de la aceleracion y el desplazamiento que le corresponde.

Solucién.-

Por definicion: v = gi = aq-(k sen ot) = ko cosot .
t t .

Luego, la aceleracion tangencial: a, = %X =‘d£(kcocos ot) = —ko? senwt = ~os .... (1)
t t

vZ _(kocosot)? _ k%w? cos® ot

R R

26,2 (1 —sen2 2

k202 (1-sen mt)zfﬂ_(kz..sZ) s ilotg
R R

La aceleracion normal: a_ =

También: a,=

(a) El médulo de la aceleracion: a = ,/a% +aZ2 ....(3)

4
De(l)y(2)en(3): a= \/[%z(kz -52)]2 +(-w?s) 2 ; de donde: a= J%(kz -s2)2 4+ %2 .

®?k2

y |a(s=xk)=wk

2
Luego: a= %\f(kz -s2)2 +R2s2 Entonces: |a(s=0)=

(b) El valor de s para el cual a es minimo se obtiene de % =6,
s

2 2| (k2 —s2)(- 2
Entonces: ‘q{"@*—\[(kz—sz)%stz}:O.Luego; @* | 2(k“ -s)(-25)+2R"%s
ds| R R | 2/(k2-s2)2+R2s2

de donde: —2(k2 —s2)+R2 =0. Resolviendo: 252 —2k2 +R2 =0. Luego: 2s% =2k% -R2.

2_R2 2
Despejando: |s = J Ll =+k 1_R_
2 2k2

2 x2-Rr2)] 2k% -R?
El valor minimo de a, serd: a_; = % [kz —(——2_—)] +R2(—ﬂ—)

4 R 4x2”’

2
. R
Finalmente: |a_. =m2k1’l— _—
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Problema 4.4.-

2 42
X

Una particula se mueve con una velocidad v, de médulo constante, por la curva —2+%- =k,
a

‘donde a y b son constantes. Hallar su aceleracion en el punto x=0 y el radlo de la curvatura

de la trayectoria en este punto.

- Solucidn.-
- dv _— g :
Como |V}|=v=constante, entonces: ar =E=O y a=ay. Luego: a1V en cualquier

posicion de la particula, como muestra la Figura N° 4.8,

FIGURAN° 4.8
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.4

x2 y2 ' y2 x2 a2-x2 bZ(aZ_XZ)
De: —+:5=1,t =l-—==——; cyle——— 7
& R €Nnemos: vz o2 ) de donde: y "
Luego: ymgdaz—xz.
dx dx

. y
S D az_xz _
(—2X)(
«’az—xz[xd = gf éﬁ)}_ g(l)
___{ aZ_xz )
az_xz
Va2 -x2(xa, +vZ)+xv, —
~ ( ) «/az—xz _ b (a?—x%)(xa, +vZ)+x2vZ .
Ay *_E[ N 1 ay=—11 (% _x2)/2 ]

En x =0, se tiene que: a, =0 y v, =v; por lo que: a=ay.

b aZy? T .
Finalmente: |a(x = 0)|—-|a (x=0) - (2 3/2“ De donde;: |a(x—0)|--;é—
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Ademas como: [5(x=0)[=—=55N!:%;tenemos: P=% |
a

Problema 4.5.-

Una particula se mueve en un plano Xy a una velocidad v = ai+Bx3, donde 1 y 3 son los

versores de los ejes x ¢ v. o y B son constantes. En el momento inicial la particula se
encontraba en el origen. Hallar: (a) su aceleracién y (b) la ecuaciéon de su trayectoria; (c)
Demostrar que €l radio de curvatura de la trayectoria es dado por:

(]

(a) La velocidad es: V=a§+ij,de la forma: v=v, f+vy}=%f+%j waitl)

Solucion.-

.. ) dv d, - - dx -
Por defi om, 1 | nes. a=-—=— =B—7...
or definicion, la aceleracion es: a o dr (xi+Bxj)=P i (2)

Considerando (1) en (2):| 3 =]

(b) De (1) las componentes de la velocidad son:

¥, =C:1—):=a,de donde: J.gdx=_f$adt;pquo que: x=at...(3)
d y t
vy =d_¥= Bx, de donde: Io dy:IOBxdt ..(4)

y t 2
De (3) en (4): Io dy=f0aﬁtdt; por lo que: y=a|37...(5)

Observar que las ecuaciones (3) y (5) son las ecuaciones paramétricas que definen la ecuacion

2 2
de la trayectoria. Luego, de (3)en (5): y= a]}% = %or. B(%) )

Finalmente, la ecuacion de la trayectoriaes: | y = B

" 24
, ‘ . v3
(c) El radio de curvatura se determina de: p=-———-.
[vxa|
' % L5 25312 2 4 B2 2312
Reemplazando valores: p = (fx H}A_x) = . H; x.)
[(ei+Pxp)x(@Bj)] . |a®pk|

_ [OL2 +((12 /0(.2)[32){2]3/2 _ [1'*'(62 /a2)x2]3/2(a2)3!2
- o2 - o2p

5 3/2
Simplificando: p=[%)[l+(i—x)jl .
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Problema 4.6.-

Las coordenadas de una particula en movimiento son: x=t> ¢ y=(t—1)*. Encontrar

expresiones para: (a) la ecuacion de Ja trayectoria, (b) el valor minimo de la velocidad y la
rapidez, (c) las aceleraciones tangencial y normal y (d) el radio de curvatura en cualquier instante
de tiempo.

Solucién.-
(a) De x =t?, se tiene ﬁ =1..(1)

De y = (t—1)?, se tiene \/;zt—l .. (2) ,
De(1)y (2): ﬁ = ﬁ —1; de donde la ecuacién de la trayectoria es: .\[; - \/? =1

~

(b) Por definicién la velocidad es: ¥ = v_i+v,j ... (3)

El modulo de la-velocidad es: v =/ v2 +v3 ... (4)
dx d

Donde: v, = —=—(t*)=2t .. (5
nde: v, &t dt( ) (5)
dy d(t-17
== =2t-1) ... (6
Yy dt dt =)= 19)

De (5) y (6) en (3), la velocidad es: ¥ =2ti+2(t—-1)] ... (7)
De (5)y (6)en (4), larapidezes: v =1 48 +4(t—1)* = /81> —8t+4 . (8)

El valor de t para el cual v es minimo, se obtiene de: _(cli_‘t, =0.

16t-8 1
Luego: 0 = ——————; dedonde: 16t-8=0y t=—..(9)
2,/8t>-8t+4 2

De (9) en (7) 1a velocidad minima es: Vi, = 2(%)1-{-2[[%)—1:]} ; entonces: | Viin =1-]

De (9) en (8) la rapidez minima es: v ;. =+/2—4+4 . Luego: | Vi, = J2

VA [2t1+2(t-1)].(21+2])  4t+4(t-1)
v V8t —8t+4 V8t -8t+4
2t+2t-2 41=2

8y = = Luego: 8, = ———
212 -2t+1 J212 =2t +1

 SPAC AU T— an _ |Vxa| =|[2t1.+2(t—1)_|]><(21+2_])! - |[4tk-4(t-1)k|
J8t2-8t+4 J8t2-8t+4

(¢) La aceleracion tangencial es: a, =

|4k| 2

a, = —mm————— Luego: |8, = ————mmw=
"J8t2-8t+4 ’ N 212 =2t+1
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v (82 -8t+4)3/2 (812 -8t+4)32
|9x3] |[2ti+2(t-1)]]x(Qi+2])| |4tk-4(t-1)k|
_(812-8t+4)’% (81> ~8t+4)2
T4k 4

(d) El radio de curvatura es: p =

. Entonces: |p= 2(2t2 _2t+1)3f’2

Problema 4.7.-

Una rueda de 0,2 m de radio, gira de forma que la relacion entre el 4ngulo de giro del radio de
la rueda y el tiempo viene dado por la ley ©(t) = 5+6t* +0,5t>, donde 0 se mide en radianes y
t en segundos. Hallar, referidos a los puntos que se encuentran en el borde de la rueda y al final
del cuarto segundo de haber comenzado el movimiento el médulo de: (a) la velocidad angular,
(b) la velocidad lineal, (¢) la aceleracion angular, (d) la aceleracién tangencial y (e) la
aceleracién normal. |

Solucion.-

(a) El médulo de la velocidad angular es: ® = % = %(5+ 6t2+0,5t>)=(12t+1,5t*)rad/s

Entonces: @(t =4s) = [12(4)+1,5(4)* ]rad/s. Luego: | o(t =4s)=72rad/s |

(b) El médulo de la velocidad lineal es: v=0R.. _
Entonces: v(t = 4s)=(72rad/s)(0,2m). Luego: | v(t =4s)=14,4m/s |

(¢) El modulo de la aceleracion angular es: o = %?— = %(IZt + I,S’cz)rad/;s2 =(12+3t)rad/s’

Entonces: a(t =4s)=[12+3(4)]rad/s®. Luego: | a(t =4s)=24rad/s’

(d) El médulo de la aceleracion tangencial es: a; =aR.
Entonces: a,(t = 4s)=(24rad/s*)(0,2m). Luego: | a,(t=4s)=48m/s’

(e) El modulo de la aceleracién normal es: a,, = ®°R.
Entonces: a,(t =4s) =(72rad/s)?(0,2m) . Luego: | a,(t =4s)=1036,8m/s’

Problema 4.8.-

Un punto se mueve por una circunferencia de 10 m de radio, con una aceleracion tangencial
constante. Hallar su aceleracion normal a los 20 s de haber comenzado a moverse, sabiendo
que al final de la quinta vuelta su velocidad lineal es de 10 m/s.

Solucion.~

La Figura N° 4.9 nuestra un esquema del enunciado del problema. Como la aceleracion
tangencial a; es constante, entonces la aceleracion angular o también sera constante, puesto

que a; =aR ; donde el radio R de la circunferencia también es constante. Luego, el modulo de
la velocidad angular del punto en funcion del desplazamiento angular es dado por:
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=0 +2a(0-0,);
donde podemos considerar que: AB=0-6, y ®, =0, ya que inicia su movimiento en t=0.

FIGURA N° 4.9
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.8

Entonces; ®” =2a.A0; de donde: ®’R* = 20R?A0.

2

Considerando que: v=oR y a; =aR, tenemos: v> = 2a; R A@; de donde: a, = SRAD
‘ 2
(10m/s) =—1—m/sz
2(10m)(10m) 2=
Ademas, el médulo de la velocidad angular del punto en funcién del tiempo es dado por:
© = ®, +ot; donde podemos considerar que: m, =0.

Como: v(AB=10n)=10m/s; tenemos: a, =

Entonces: @ =at; de donde: ®R =R t. Considerando que: v=0R y a; =aR, tenemos:

v=a,t. Luego, para t=20s v =(%t-m/sz)(203) =%m/s,

2 y S 2
La aceleracién normal del punto es: ay = Y Para t =20s s By = (10/x) m’/s .
R (10m)
: 10 2
Finalmente: | ay, = —m/s
3

Problema 4.9.-

Una particula se mueve desaceleradamente a lo largo de una circunferencia de radio R, de modo
que en cualquier instante de tiempo sus aceleraciones tangencial y normal son iguales en moédulo.

En el instante inicial, la velocidad de la particula es igual a v,. Hallar: (a) la velocidad de la

particula como una funcién del tiempo y como una funcion de la distancia cubierta s. (b) la
aceleracion total de la particula como una funcién de la velocidad y la distancia cubierta s.

Solucidon.-

La Figura N° 4.10 nuestra un esquema del enunciado del problema.

2
(a) En cualquier instante de tiempo se tiene que: |ay | =|ay | = YR—
Como el movimi desnoelionnle: il e
omo el movimiento es desacelerado: ay Uy =———tr ... (1)

¥ = . .



dv dv dt . gy dv  ptdt 1" _t
Luego: Tt _E ; de donde: 2R Resolviendo: —_{ VOV_Z OR ; tenemos: W, =R
O I 1 t 1 vpt+R vy
T L e ————— _——— — . 2 =
ambién 7 R Despejando v: v R + o VR Luego:| v T+ vt/ R}
FIGURA N° 4.10
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.9
dv_ dvds _ _dv dv dv_ ds
) ar=———=——— = —y— - — S
Por otro lado, de (1): at G dsdi A\ 3 . Luego: -v— s R ; de do; de v - R
v dv sds ) s
Resolviendo por integracion: I —= —I ; de donde: Ln v| w- R

Luego: Lnv-Lnvy, =Ln(i
, ¥g

):—E.Finalmente: v=vye SR | (),

- - g = — - - ) - i = —_ 2 2
(b) Por definicién: a =4 +3a; de donde: a = ,/aN +ai

v2 Y
De (1), tenemos: a = (i)

vz Y v2 ) . __‘/5"2
+[EJ =\/2(§] .Luego:| a= R L)

Reemplazando (2)en (3):| a=

J2v2

R eZSIR

Problema 4.10.-

La particula P gira en una trayectoria circular de radio R de modo que su vector posicion T

gira respecto al punto O con ve

locidad angular ® constante, como muestra la Figura N° 4,11,

Determinar los modulos de la velocidad y la aceleracion de la particula.

FIGURA N° 4.11

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 4.10

P

7

0
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Solucién.-

Sea 0, en la Figura N° 4.12, el 4angulo que forma el vector T con el eje X del Sistema de

Referencia elegido. Por definicién: v = % el

FIGURA N° 4.12
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.10
Y
P
/R
oy /20 X
O U
i r R
De la ley de los senos en el triangulo OPC: =
sen(n —-26) sen
Como: sen(m — 20) = sen20, entonces: B et ;dedonde: r= Kaeny ;
sen20  sen® senf
- 2 ~. Rsen20 2 2
Luego: T =r(cos0i+senBj)= (cosBi +senbj)
Ademaés como: sen20 = 2senfcos0, entonces:
T=R (25—6[@%3520059;+sen29}) =R (2cos’ 01 +sen263) sl 2)
sen

De (2) en (1): V= ad;[R (2008201 +sen207)]. ¥ =R[2(2)cosO(~ sen@)%h(z)(cosze)-‘;—?j)]

Considerando que: © = —%%: v =2Rm[2cos0 sen0i -coszej)] =2R®» (senZB; - cos263)

El médulo de Ia velocidad es: v = 2R o+/sen®26 + cos? 20 ; de donde:

—

Por otro lado, la aceleracién es: a = —C-:l% = g—t[ZRm(senZB; —Cos 293)]

a = 2Ro[cos 29(2)%?-5 = (—senZB)(Z)%] = 4R’ (~cos 201 —sen20))

a = -4Rw’(c0s 201 +sen26j)

El médulo de la aceleracion es: a = 4Rw?/cos? 201 +sen?20 ; de donde: | a = 4Ro’

Problema 4.11.-

Un disco de radio R rueda con velocidad angular constante ® a lo largo del plano horizontal XZ.
Demostrar que el vector posicion de cualquier punto sobre su borde es dado por:
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?=R(oat—sencot)§+R(]—cosmt)j, donde el tiempo t se mide desde el instante en que el
punto se encuentra en contacto con el plano horizontal. Hallar las expresiones de la velocidad y
la aceleracién del punto.

Solucion.-

Consideremos que el disco rueda desplazdndose en la direccién positiva del eje X; de tal forma
que cuando transcurre un tiempo t, el punto Q - sobre su borde - se ubica en la posicion Q’ y el
punto P - también sobre su borde - se ubica en la posicién P’, como muestra la Figura N° 4.13.

FIGURA N°4.13 -
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.11

Luego, la posicion del punto P° respecto al punto P es dado por:
r=(s— Rcosor,)’i‘+(R +Rsen a)j k1)
Observar que: s=R0 ...(2)

cosa = cos(0—90°) =cosO cos 90° +senbsen 90° =senbd ...(3)

sena = sen (6 —-90°) =senBcos90° - cosBsen 90° = —cos0 ...(4)
De (2), (3) y (4) en (1), tenemos: T =(R6—Rsen 9)§ +(R-R cose)}
Ademas, como: 6 =®t, tenemos: | T = R(ot—sen mt)f +R(1—cos (ot)j

—

dr
dt’

v =ad¥[R(cot-—senmt)§+R(l-cosu)t)}]=R[(m—mcosmt)?ﬂosenmt}]

Por definicion, la velocidad del punto es dada por: v =

Finalmente: | v =R o[(1-cosot)i +sen ot j]

Por definicion, la aceleracion del punto es dada por: a = %

5=%{Re)[(l-coscot)§+senmtj]} ;Rco(msenmtf-i-mcosmt})

Finalmente: | 3 =R ©? (senoti+cosot |)

Problema 4.12.-

Un disco de radio R rueda a lo largo de un plano horizontal con velocidad angular o constante.
Demostrar que en cada instante la velocidad de un punto sobre su borde es perpendicular a la
linea que une ese punto con el punto de contacto del disco con el plano. Si p.es la distancia
entre estos puntos, demostrar que la magnitud de la velocidad del punto que se mueve es @p.
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Solucién.-

Como se debe demostrar que la velocidad de un punto sobre el borde del disco, tal como el
punto P’ de la Figura N° 4.14, es perpendicular a la linea que une este punto con el punto de

contacto del disco con el plano, tal como el punto Q’, esto es, perpendicular al vector Q'P'=p,
entonces se debe demostrar que: v.p=0.

FIGURA N° 4.14

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.12
: Y

Ple——s =RO—{Q’

Para determinar la velocidad del punto P’, se debe determinar su posicion T respecto a un
sistema de referencia, como el mostrado en la Figura N° 4.14. Para este fin, consideremos que el
disco rueda desplazdndose en la direccién positiva del eje X; de tal forma que cuando transcurre
un tiempo t, el punto Q - sobre su borde - se ubica en la posicién Q’ y el punto P - también sobre
su borde - se ubica en la posicion P’, como muestra la Figura N° 4.14.

Luego, la posicién del punto P’ respecto al punto P es: T =(s—R cosa) i+ (R+Rsen a)j ..(1)
Observar que: s=R6...(2)

cosa = cos (8 —-90°) = cos0cos90° + senBsen 90° =send ... (3)

seno = sen (6 —90°) = senBcos 90° - cosOsen 90° = —cos 6 ...(4)

De(2),(3)y(4)en(1), tenemos: T :(RﬂmRscn9)§+(R—R cosG)j
Ademas, como: 6 =®t, tenemos: T = R(®t - sen ot) i+ R(1-cos mt)} ..(5)

—

Por definicion, la velocidad del punto es dada por: v = % g

\7=(%[R(mt—senmt)i+R(l—cosmt)j] =R[(0)¥mooso)t)i+cosenmt}]

Finalménte: V=R o[(1-cos e)t)f+sen cotj] s 0}

De la Figura: T =W+ﬁ; de donde: p=7-PQ'
p=R(wt-sen mt)§+R(1—cosmt)j—Rmtf =-Rsen mtf+R(l —cose)t)] A7)

Luego: v.p=Ro[(l —coscot)f +scnmt}].[—Rsen wth—R(l —coscot)}
v.p=Ro[(l —coscot)hsencot]].[—R senmtf+R(1-cosmt)]]
v.p =R? @(-sen ot + sen ®t cos ot +sen ot —senmt cos mt) = 0

De (6), la magnitud de la velocidad es: v=R 03\/ (1—cos wt)? +sen? ot

De (7), la magnitud del vector p es: p= R\/sen2 ot +(1-cosot)?

Finalmente, de (7) en (6):
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CAPITULO YV
MOVIMIENTO RELATIVO

5.1. Introduccién

Del estudio de los dos capitulos anteriores se puede inferir que €l movimiento es un concepto
relativo por cuanto siempre debe estar referido a un sistema de referencia elegido
convenientemente por un observador. Entonces, podemos pensar que si dos observadores
eligen sistemas de referencia diferentes, las magnitudes fisicas que determinan el movimiento
de una particula seran diferentes en cada sistema de referencia. Mas aun, si bien hasta ahora se
ha considerado un sistema de referencia fijo para el estudio del movimiento de la particula, es
posible considerar su estudio respecto a sistemas de referencia en movimiento.

En este capitulo formularemos las ecuaciones que relacionan las observaciones hechas por
diferentes observadores; esto es, deduciremos las ecuaciones de transformacion para las
- magnitudes fisicas que describen el movimiento-de la particula en uno y otro sistema de
referencia, considerando especificamente los movimientos relativos de traslacién uniforme y
uniformemente acelerado y de rotacién uniforme.

5.2. Posicion relativa

Consideremos las dos particulas 1 y 2 de la Figura N° 5.1, cuyas posiciones, respecto a un
observador O en el sistema de referencia mostrado, son definidas por los vectores posicion T; y

T, , respectivamente, en un instante de tiempo arbitrario. Se define la posicién de la particula 2

respecto a la particula 1, al vector posicion de la forma: Ty =Ty — T (5.1)
FIGURA N°5.1
POSICION RELATIVA
Z
: T
Ty 2
T -
3
O Y
X 3

Asimismo, se define la posicion de la particula 1 respecto a la particula 2, al vector posicién de
la forma: ‘ Tip =T =T, )

De las ecuaciones (5.1} y (5.2), es facil ver que: T,y = —Tj, ; esto es, los vectores posicidn T,,

y Tj, tienen el mismo modulo, la misma direccion pero sentidos opuestos.
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5.3. Velocidad relativa

Consideremos ahora que las dos particulas 1 y 2 de la Figura N° 5.2 estan en- movimiento,
respecto a un observador O en el sistema de referencia mostrado, tal que sus velocidades en ese
instante son definidas por los vectores V, y V,, respectivamente. Por definicion, la velocidad

de la particula 2 respecto a la particula 1, serd la rapidez del cambio de la posicién de la
. _— | . dfy g _ . df, df
particula 2 respecto a la particula 1, e§to es: Vo) = " a(rz -N)= )

También: | Vpy =¥y =¥, (5.3)

FIGURA N° 5.2
VELOCIDAD RELATIVA

7 . Vo1

Asimismo, la velocidad de la particula 1 respecto a la particula 2, seré la rapidez del cambio de
la posicion de la particula 1 respecto a la particula 2, esto es:
- dflz d . _ di"] d-l;z
. M= Tw T
También: Vi'=V =V, (5.4)

De las ecuaciones (5.3) y (5.4), es facil ver que: ¥,, = -9, ; esto es, los vectores de velocidad
V21 ¥ V12, que se muestran en la Figura 5.2, tienen el mismo médulo, la misma direccién pero
sentidos opuestos.

FIGURA N°5.3
ACELERACION RELATIVA

Z -

5.4. Aceleracion relativa

Consideremos ahora que las dos particulas 1 y 2 de la Figura N° 5.3 estin en movimiento,
respecto a un observador O en el sistema de referencia mostrado, tal que sus aceleraciones en
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+ xp . y : c s oy dr
Por definicién, la velocidad de la particula P respecto al sistema de referencia O” es v'= X y

dr,
la velocidad del sistema de referencia O’ respecto al sistema de referencia O es U =—£.
o i |
Luego: V':(%(f—'r’&:%—d—?. Entonces: v'=v-1u (5.8)

"y . . . s dV
Por definicion, la aceleracion de la particula P respecto al sistema de referencia O’ es: a'= Y
y la aceleracion del sistema de referencia O’ respecto al sistema de referencia O es
du - ) d dv du =

a, =——=0. Luego, de la ecuacion (5.8): a'=-—(V-ti)=————;dedonde: a'=a (59

0 dt 8 Ry B )=~ & o2)
Observar que, de la ecuacion (5.9), en ambos sistemas de referencia se determina la misma
aceleracion para la particula. Esto indica que cualquiera de los sistemas de referencia
considerados se podra usar para describir la dinamica de la particula.

Si por facilidad consideramos que los sistemas de referencia O y O’ coinciden en el instante de
tiempo t =0, se tiene que T, =ut y la ecuacion (5.7) se escribird como: T'=T—-tt  (5.10)

La ecuacion vectorial (5.10) conjuntamente con la ecuacién t'=t, que indica el hecho que los
observadores ubicados en los sistemas de referencia O y O estan usando el mismo tiempo, se
denominan Transformaciones Galileanas.

5.6. Movimiento relativo de traslaciéon uniformemente acelerado

Consideremos un sistema de referencia O’ que se traslada con aceleracién constante ag

respecto a un sistema de referencia fijo O. Si en el instante de tiempo t v respecto al sistema de
referencia O, la posicion del sistema de referencia O’ es definida por T, y la posicién de una

particula P es definida por T, entonces, la posicién ' de la particula respecto al sistema de
referencia O, en el mismo instante de tiempo t, se obtiene del triangulo vectorial de la Figura
N°5.5, donde: T, +T'=T. Luego: I'=r—Ty (511}

 FIGURA 5.5
MOVIMIENTO DE LA PARTICULA RESPECTO A LOS SISTEMAS O Y O’ EN
MOVIMIENTO RELATIVO DE TRASLACION UNIFORMEMENTE ACELERADO
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Como se indicara en la seccion anterior, si la particula P estd en movimiento respecto al
sistema de referencia O por la trayectoria s de la Figura N° 5.5, de tal forma que su velocidad
es V en el instante de tiempo t, su posicion varia con el tiempo de acuerdo a alguna ley
expresada simbélicamente como: T =T(t); esto es, el vector posicion T serd una funcién del
tiempo t. Del mismo modo, seglin la ecuacion (5.11), la posicién de la particula P respecto al
sistema de referencia O’ variara con el tiempo de acuerdo a alguna otra ley expresada
simbolicamente como: T'=T1'(t).

5 : : ; o sa o g T
Por definicion, la velocidad de la particula P respecto al sistema de referencia O’ es v'= I y

dr,
la velocidad del sistema de referencia O’ respecto al sistema de referencia O es v =T:)'
 df,
Luego: G'=—%(?—FO)=%%—EO. Entonces: V'=V-V, (5.12)

Ademas, si la particula P estd en movimiento respecto al sistema de referencia O por la
trayectoria s de la Figura N° 5.5, de tal forma que su aceleracion es a _en el instante de tiempo
t, su velocidad varia con el tiempo de acuerdo a alguna ley expresada simbdlicamente como:
v = V(t); esto es, el vector velocidad v serd una funcion del tiempo t. Del mismo modo, segin
la ecuacion (5.12), la velocidad de la particula P respecto al sistema de referencia O’ variara
con el tiempo de acuerdo a alguna otra ley expresada simbélicamente como: v'= V'(t).

_ i ; ) TP P .
Por definicion, la aceleracion de la particula P respecto al sistema de referencia O’ es: a'=—

dt
; : ; , . dv
y la aceleracion del sistema de referencia O respecto al sistema de referencia O es a = wgf—
Luego, de la ecuacion (5.12). a'= gt—(?— Vo) = %-ﬁ—? ; de donde: a'=a -3, - (5.13)

Observar que en la ecuacién (5.13) la aceleracion @, es consecuencia del movimiento relativo
entre los sistemas de referencia.

FIGURAS56
DESPLAZAMIENTO INFINITESIMAL DE LA PARTICULA EN EL MOVIMIENTO
RELATIVO DE ROTACION UNIFORME

5.7. Movimiento relativo de rotacion uniforme

Consideremos un sistema de referencia O’ que gira con velocidad angular constante @&
respecto a un sistema de referencia fijo O, como muestra la Figura N° 5.6.
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Si una particula estd en reposo respecto al sistema de referencia giratorio O’, entonces su
desplazamiento infinitesimal en el sistema de referencia fijo O, es dado por: dr =dOxrt.

Pero, si la particula se mueve respecto al sistema de referencia giratorio O’ a la velocidad v',
en el tiempo dt realiza el desplazamiento infinitesimal complementario v'dt, por lo que su
desplazamiento infinitesimal en el sistema de referencia fijo O, como se muestra en la Figura

N° 5.6, es dado por: _ di =dOxT+v'dt (5.14)

Relacionando al tiempo dt, obtenemos la ecunacidon de transformacién de velocidades:

df _ db dt -

e e X T V' z V= v' 5.
It dt><r+v it Luego V=0XT+V (5.15)
El cambio infinitesimal en v es: dv = @xdr +dv’ (5.16)

. FIGURA 5.7 )
CAMBIO INFINITESIMAL DE LA VELOCIDAD DE LA PARTICULA EN EL
MOVIMIENTO RELATIVO DE ROTACION UNIFORME - ;

Si la particula se moviera con velocidad constante V' respecto al sistema de referencia
giratorio O, el cambio infinitesimal de la velocidad dv', en este sistema de referencia, se

determina sélo por su giro en el angulo d@, junto con el sistema de referencia giratorio O, y
es: dV'=dOxV'.

Pero si la particula se mueve con aceleracién constante a', respecto al sistema de referencia
giratorio O’, en el intervalo infinitesimal de tiempo dt, tendrd un cambio infinitesimal en su
velocidad igual a a'dt, por lo que el cambio infinitesimal de la velocidad dv', en este sistema
de referencia, como muestra la Figura N° 5.7, se determina por:

dv'=dOxv'+d'dt (5.17)
Reemplazando (5.14) y (5.17) en (5.16); dv = ®x(dOx T+ V'dt)+dOxv'+a'dt

Relacionando al tiempo dt, obtenemos la ecuacion de transformacion de aceleraciones:

v . d6 _ _.dt. d6 _, _.dt [
E—mx(ax;ﬂrv a)+E><v +a E,dedonde. Aa=Ox{(OXT+V")+OxV'+a".
Resolviendo: Aa=0x(OXT)+20xV'+a’ (5.18)
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En la ecuacion (5.18), a y a' son las aceleraciones de la particula en los sistemas de referencia
O y O’, respectivamente. Asimismo, el término —2®x V' es la aceleracion de Coriolis y el
término —®x(®xT) es la aceleracién axipetal o centrifuga, ambas determinadas en el sistema

de referencia giratorio O’. Observar que tanto la aceleracion de Coriolis, como la aceleracion
axipetal son consecuencia del movimiento relativo entre los sistemas de referencia y no son
debidas a cambios en los estados de movimiento de la particula.

5.8. Problemas

Problema 5.1.-

Dos particulas se mueven a lo largo de los ejes de x e y, con velocidades ¥, =2im/s y
Vy = 33 m/s. En t=0 estan en las posiciones P;(-3,0) m y P,(0,-3) m . (a) Hallar el vector
(f, —T) que representa la posicion de la particula 2 relativa a la particula 1, como funcién del

tiempo. (b) ;Doénde y cuando las particulas estan lo mas cerca posible?

Solucion.-

Un diagrama esquematico de la posicion inicial de las particulas se muestra en la Figura N°®
5.8, donde también se ha representado el vector que define la posicion de la particula 2
respecto a la particula 1.

FIGURAN°S.8
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.1

(a) Por definicion: v = %; de donde: dr =vdt .
t
Luego los vectores posicion de las particulas 1 y 2 son:

Particula 1: [ .df; = [ 9,dt= [ 2idt; de donde: 7, =(2t~3){ metros,
Particula 2: | z}dfz = ; Vydt = | ;3jdt ; de donde: T, =(3t-3)] metros.

Luego, la posicion de la particula 2 relativa a la particula 1 es:

T, —T) = (3-2t)i+(3t—3)] metros

(b) La distancia entre las particulas: D =1, ~T, |= \/(3—2 t)2 +(3t-3)2 =\/13t2 -30t+18
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El valor de t para el cual la distancia D es minima se obtiene de: 2 =0,

dt
Lucgo: —(\/13t2 B0E+18)m 0 & SHHOBORE = im0,
2 [1322-30t+18
. 15
Luego: 26t—30 =0 de donde: t=-ﬁs '

Las posiciones de las particulas, cuando estan lo mas cerca posibles, seran:

3 =[2(-1-5-)—3] f; reduciendo: | T =—9—§ 0 Pl(--— 0) metros

13 13
- (15 A . . 6],
T, =|3 3 -3 |j; reduciendo: rzzﬁJ o P2(0 )metros
Problema 5.2.-

Una bola se deja caer desde un punto de coordenadas (8 m, 16 m). Al mismo tiempo, otra bola
se lanza desde el origen con una rapidez de 20 m/s bajo un dngulo de tiro de 30° (a)
Determinar la distancia minima de separacion de las dos bolas. (b) ;En qué instante se produce
esta separacion minima? (c) Dar las coordenadas de las dos bolas en dicha posicion.

Solucion.-

La Figura N° 5.9 muestra un esquema del enunciado del problema 5.2.

FIGURA N° 5.9
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.2
Y
................... «(8,16)

nl)
\"N"""'L
I
My

h )

R

\

)
Para todo movimiento acelerado se cumple: T =T+ Vjt +%§ 12,
Para la bola 1, tenemos las condiciones: 1y = (81 +16 _]) m; vy = 0;d= -9,83 m/s®.
Luego: T, = J)m;tamblen: r1=[81+(16—4,9t2)j]m ..... (D)

2
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Las condiciones para la bola 2: T, = 0; Vg =20(cos 30°f+sen30°j) m/s;a= —9,83 m/s?

Luego: ?2=[(10\/§f+10])t—%t2}] m ; también: 7, =[103ti+(10t-4,9t2)]1 m ..... (2)
La posicion de la bola 2 respecto a la bola 1 es dada por:
T, —T; = (10v3t-8)i+[10t—4,9t2 —(16-4,92)]j m = (103t~ 8)1+(10t~16) j m.

(a) La distancia de separacién de las bolas sera:
D=[T,~F | =y(103t—8)2 +(10t—16)2 = 30012 —160~/3 t +64+100t2 320t +256

D =4/ 40012 — (160+/3 t +320)t+320 =+/ 40012 ~597,13t+320 ..... (3)

El valor de t para el cual la distancia D es minima, se obtiene de: @ =0,

dt
g—(\/400t2 —-597,13t+320) =0; entonces: L = St =0.
3 ' 2./ 400t* —597,13t+320

59713
800

s;otambién: t=0746s.

Luego: 800t—-597,13=0; de donde: t =

Reemplazando en (2) tenemos:
D \,{ 400(0,746)* —597,13(0,746) +320 ; también: | D_;, =9,856 m |

min "

(b) De lo resuelto en (a) el instante en que se produce la separacién minima es: | t=0,746 s

(¢c) De (1): T; = {81+[16-4,9(0,746)2]]} m=(8i+13,27}) m

Luego, en t =0,746 s, las coordenadas de la bola 1 seran: ] (8 m, 13,27 mﬂ

De (2): T, = {10/3(0,746)1 +[10(0,746)—4,9(0,746)2] j} m = (12,921 +4,73]) m
Luego, en t =0,746 s, las coordenadas de la bola 2 seran: | (12,92 m,4,73 m) I

Problema 5.3.-

Del punto (b, 0), ver Figura N° 5.10, se tiran simultineamente dos objetos con la misma rapidez
inicial v, bajo diferentes dngulos 6 y ¢ respecto a la horizontal. (a) ;Cual sera la velocidad del

movimiento de los objetos el uno respecto al otro? (b) ;Cual sera la distancia entre los objetos al
pasar un tiempo t? El movimiento de los objetos es de avance.

FIGURA N°5.10
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 5.3

Solucion.-

(a) Como ambos objetos se mueven con aceleracion constante, se verifica que: V=V,+at;

donde a=g=-g) .

oy g



De la Figura N° 5.11, para el objeto 1: ¥ = Vy(cosO f+sen93)—gt3 ,
Para el objeto 2: v, =v0(—cos¢ hsencb})—gtj

La velocidad del objeto 1 respecto al objeto 2, sera:
Vip =V =V, =vy(cos0 i+senb ) —vy(—cosd i+send j)

FIGURA N°5.11
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.3

Resolviendo:| V,=v,(cosO+ cosd)i+ vo(senB-sen )]

También: v, = \/[vo(cose-i-cosd) )12 +[v,(sen0—sen ¢)] 2

Vis = Jv%(cosz 0 +cos? ¢ +2cos O cos ¢ +sen20 + sen2y — 2sen Osen ¢)

Vo =Jv§[2+2(cosecos¢—senesen¢)] =\/2V(2)[1+Cos(9+¢)]=J4V(2)[1+0052(9+¢):|

Puesto que: I‘I‘_C;S;’Z_(i — 0032 o ; entonces: v 12 = J4v% 0082 [G-FT¢J
Finalmente: | vy, =2V, C0S [9—;:9)

(b) La distancia entre los objetos al pasar un tiempo t, serd: s, = vy t.

+9

Finalmente:| 815 =2Vt cos(e———)

2

También, como el movimiento de los objetos es con aceleracion constante, se verifica que:

o B s 1. P PR >
=r0+v0t+5at2;conr0=0ya=gm—gj.

A

Para el objeto 1: T, = V0t+%5t2 = vot(cosehsenej)—%gtz}

-

Para el objeto 2: T, = v0t+%ﬁt2 =v0t(—cos¢f+sen¢})~—%gt23

La posicion del objeto 1 respecto al objeto 2, sera:
T)y =T} =T, =V,t(cos0 i+senB j)—vyt(—cosd 1+sen¢ j)

Luego:| Ty, = vot(cos9+cos¢);+vot(sen8— send)j
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La distancia entre los objetos es: s, = | T}, | = J [Vot(cosO+cos$)] 2 +[vyt(senB—sen ¢ )] 2

S1g = ,/v%tz(cosz 0 +cos? ¢ + 2 cos@cos ¢ +sen20+ sen2d — 2 sen Osen )

S12 =‘/vgtz[2+2(cosecos¢-—senesen¢)] = J2v%t2 [1+cos(6+0)]
7
512 =J4v%t2|}H—C(%@ﬂl:l =J4v%t2 cos? 9_+d_>)

\ 2

0+
Recordar que: 1_-&_0(;2_(1 =cos? . Finalmente: | s}, = 2v0tcos(-—2—¢)

Problema 5.4.-

Un automévil se mueve en linea recta con rapidez constante de 20 m/s. Si se va a disparar un
proyectil desde el automavil bajo un dngulo 0 respecto a la horizontal, con rapidez v’ respecto
al automévil, de manera que el proyectil regrese al automévil después de que éste haya
recorrido 80 m, jcudles serian los valores de v’ y 67

Solucion.-

Consideremos que el automovil constituya un sistema de referencia O’ en traslaciéon con
velocidad constante i = 20(m/s)i. Luego, su posicion en el instante de tiempo t, respecto a un

observador fijo O, como muestra la Figura N° 5.12, esdado por: T, =iit= 20tm/si ... (1)

FIGURA N° 5.12
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.4

Si el proyectil debe volver al automdvil cuando su posicion sea T, = 80mi, el tiempo del

movimiento del proyectil sera obtenido de la ecuacién (1), segin: 80mi=20tm/si; de
donde: t = S =4s
20m/s

En la Figura N° 5.12, la ecuacion que relaciona las posiciones de la particula en los sistemas de
referencias movil O’ y fijo O, es: T'=T -1, ... (2)

En el instante de tiempo t, la posicion del proyectil respecto al automévil O’ es:
I'= \"r't+%ig,'t2 = v't(cos(ﬁ+scne:i)—%gt2 7.
En el instante de tiempo t = 45, tenemos: T'={[4v'(cosOi+send])—80jm ...(3)
En el instante de tiempo t=4s, la posicién del proyectil respecto al observador fijo O es:
T=80mi... (4) |
De (3) y (4) en (2): [4V'(cos®i+send )~ 80])m = 80mi—80mi

¥ ”



Resolviendo: 4v'cos8=0...(5)y 4v'sen0-80=0...(6)

De (5): cosB=O;ded0nde:

80 :
De (6): v'= /s; de donde:| v'=20m/s
e(6): v 4sen90°m s; de oue| |

Por facilidad, se ha considerado que el valor de la gravedad es g =10m/s”.

Problema 5.5.-

Un observador situado a determinada altura H, observa el movimiento de un auto que se mueve
con una velocidad constante Vv sobre la pista. En el momento que el auto pasa debajo de él, se
deja caer desde el reposo. Determinar, con relacion al observador que cae: (a) la posicion, (b)
la trayectoria, (c) la velocidad y (d) la aceleracién del auto.

Solucion.-

(a) Segun el enunciado del problema, el observador mévil O’ cumple un movimiento de caida
libre respecto a un observador fijo O ubicado en la pista, por lo que su ley de movimiento se
expresa segun: T, = I, +—;—gt2. Analiticamente, T, = (H—%gt")j .. (1)

FIGURA N° 5.13
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.5

Y £
(;t=0 t=t

Como el auto se mueve sobre la pista con velocidad constante ¥V, su ley de movimiento se

expresa segun: T = vt. Analiticamente: F=vti.. (2)

De la Figura N° 5.13, la ecuacién que relaciona las posiciones de la particula en los sistemas de
referencias mévil O’ y fijo O, es: T =T4:203)

De(1)y(2)en(3): F'= vt?—(H—%gtz)j; de donde: | ¥'= vti+(%gt2 ~H)j

(b) Como el movimiento relativo al observador que cae se ubica en el plano X”Y”, entonces la

representacion analitica de ', es: r'=X'i+y'j. Comparando con el resultado obtenido en la
- : o 1

parte (a), encontramos las siguientes ecuaciones paramétricas: x'=vt e y'= : gt’ —H.

Eliminando la dependencia del tiempo, tenemos la ecuacion de la trayectoria:

2 12
y'=1g[x) _H . Finalmente,| y'=2*__H

2 _v— _-2v2_

@ i




La gréfica de la trayectoria en el plano X’Y’ se muestra en la Figurar N°5.14.

FIGURA N°5.14
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.5

Y!

& \f 2H|/ gv X’

-H
(¢) Por definicion, la velocidad v' del auto, respecto al observador que cae, es: V'= d_drt_
Luego: v'= %t—[vt; +(%g t— H)j] . Finalmente, | ¥'= vi+ g t]
(d) Por definicién, la velocidad a' del auto, respecto al observador que cae, es: a'= (z—: .

Luego: a'= -(%(vf +gt]). Finalmente,| a'= g}

Problema 5.6.-

En un rio, a la distancia L de la orilla, estd anclada una balsa. La velocidad de la corriente del
rio junto a la orilla es nula y crece proporcionalmente a la distancia a ella, de manera que junto
a la balsa es u. Una motonave se dirige desde la orilla hacia la balsa. Respecto del agua, la
motonave desarrolla la velocidad v. ;Como debe el motorista orientar la motonave al
desatracar para que, sin tener que corregir después la velocidad, ésta atraque a la balsa
exactamente en frente del punto de partida? ;Qué tiempo tardara la motonave en recorrer el
camino es estas condiciones?

Solucion.-

‘Por definicién de velocidad relativa: Vi =V = V¢ oo (N

Donde: ¥, =7V es la velocidad de la motonave respecto al rio; v, es la velocidad de la
motonave respecto a la orillay v, =u(x) es la velocidad del rio a una distancia x de la orilla.

FIGURA N° 5.15
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.6
Y
5 (Lo X
fe— X —)l
u(x) | .
—— L———y U

Luegode (1) v, =V+1(x) .... 2)

@ \ %



Si 0 es el angulo de la orientacion de la motonave al desatracar, entonces, respecto al sistema
de referencia de la Figura N° 5.15, tenemos que: V= v(cos0 i+senbj) ..... (3)

Como la velocidad de la corriente del rio crece proporcionalmente a la distancia a la orilla,
' i(x) u - ux  ux»

entonces: —=—;y d(X)=—==—] .....(4)

x L L L !

De (3)y (4) en (2): ¥, =v(cosB f+sen6:i)-—u—£{-3

. - an ux, s 2
Resolviendo: v, =vcos8 i+ (v senG-T)J = Vgl +Vy]

: t
Obtenemos las ecuaciones paramétricas: v, = %)5 = vcos6 ; de donde: j: dx = I o VeosOdt.
: t
Luego: x=vtcos8 ..... (5) -

Ademas: v, =9~3£=vscn€)-ﬁ N ()

Y oodt L
De (5) en (6): Vy =9g—=vsen8—u—xz vsene—u—wf—(ﬁ; de donde:
t

uvtcosd uvt2cosd

Y. [t N o _
Io dy—jo(vsenﬁ )dt. Luego: y =vtsenf —--——2L s LB

En el instante en €l que la motonave se encuentra con la balsa, las coordenadas son (L,0).
Entonces:

Para x =L en (5), tenemos: |t = >
vcos0
2
Para y =0 en (7), tenemos: 0= vtsend - BX%]—TEQ
2 B
Entonces: vtsenf = M; de donde: send = Ll .. aEs
2L ' 2L 2Lvcos0O

Finalmente: [send = A
2v

Problema 5.7.-

Una barra dispuesta horizontalmente gira a velocidad angular constante @ alrededor de un eje
vertical, fijado a una mesa y que pasa por uno de sus extremos. Por la barra se mueve un
pequefio collarin. Su velocidad respecto a la barra varia segin la ley v'=kT, donde k es una
constante y T es el radio vector que caracteriza la distancia desde el eje de rotacion al collarin.
Encontrar, respecto a la mesa: (a) la velocidad y la aceleracién del collarin como una funcién de
T y (b) el angulo entre los vectores velocidad y aceleracion en el proceso de movimiento.

Solucién.-
(a) De la ecuacion de transformacion de la velocidad v del collarin en un sistema de referencia
inercial y su velocidad V' en un sistema de referencia no inercial giratorio con velocidad

angular @, tenemos: V=V+axT ... (1)
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Segun dato: vi=kT ... (2)

De (2).en (L)

V=ki+®xT |.(3)

Representada graficamente en la Figura N° 5.16.

FIGURA N° 5.16
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.7

De la ecuacion de transformacion de la aceleracion a del collarin en un sistema de referencia
inercial y su aceleracion &' en un sistema de referencia no inercial giratorio con velocidad
angular @: a=a+20xV'+ax(®xT) ... (4)

_, dv' d(kt)  dr

Por definicion: a k—=kv'...(5)
dt dt dt

De (2)en (5): i'=k(kt)=kZT ... (6)

Ademas: 20xV'=2axkr=2koxt ... (7)

Considerando que: A x (Bx C)=(A.C)B-(AB)C
Ox(BXT)=(D.T)®—(B.0)T; de donde: Hx(GxT)=—w2T... (8)
De (6), (7)y(8)en(4): a=k27+2kHxT-0?T

Luego: az(kz'—-ﬁ)z)f‘FZké‘JXf (9)

Representada graficamente en la Figura N° 5.17:

FIGURA N° 5.17
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.7

va

(b) Por definicion de producto escalar: v.a = vacos® ; de donde: cos®=—— ... (10)
va
Definamos analiticamente los vectores V y a en funcion de los vectores unitarios tangente y
normal: V=—kray+oriy ... (11)
Luego: v=\/k2r2+m2r2 =_r\/k2+o)2 .. (12)
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a=—(k?-02)rly +2keriyg ... (13)
Luego: a= \/ (k2 -0?)2 12 +4k20%r? = r\/ (k2 - 2)2 +4k2p2
a =14 (k2 -02)2 +4k202 =1 k? +0* - 2k202 + 4k20?

a=r\ k4 +0? +2k202 =1y (kK2 +02)2 = r(k2 +w?) ... (14)

(~kr iy + oriq)[-(k? —0?)riy +2kor O]

De (11),(12), (13) y (14) en (10): éosE) =

(ry/ k2 +02)[r(k2 + 02)]
- kr2(k? -0?)+2ka?r? _ k(k? - a?)+2ko?
S 2aZ+02P2 (K42
cose_k3—kc02+2kco2 K+ko?  k(k?2+0?)

Z+02)2  (C+02)P2  (K2+a2)2

Finalmente: | cos0=————
VK2 +0?
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CAPITULO VI
DINAMICA DE UNA PARTICULA
6.1. Introduccion.

La descripcion completa del movimiento de un cuerpo va mas alla de lo estudiado en la
cinematica, por cuanto en esta parte de la mecanica solo se definieron las magnitudes fisicas
que permitian describir el movimiento del cuerpo respecto a un sistema de referencia y no se
hizo ninguna referencia a las causas que producen su movimiento.

En general, los cuerpos en la naturaleza no se encuentran solos, sino que estan rodeados por
otros cuerpos con los cuales puede interaccionar. La experiencia evidencia que el movimiento
de un cuerpo es el resultado de sus interacciones con otros cuerpos, las cuales se describen
mediante una magnitud fisica vectorial denominada fuerza, la cual se puede expresar por
diferentes leyes, dependiendo de las magnitudes fisicas que la determinan.

En este capitulo estudiaremos la dindmica, entendida como la parte de la mecanica que estudia
la relacién entre el movimiento de un cuerpo y las causas que lo producen. Revisaremos las
leyes de Newton y definiremos las clases de fuerzas. Finalmente, estudiaremos cémo resolver
la dindmica de los cuerpos en sistemas de referencia no inerciales.

6.2. Sistema de referencia inercial

Cuando nos introducimos al estudio del movimiento, en la seccién 3.2 definimos los sistemas
inerciales de referencia, como aquellos cuyo estado de movimiento es constante, esto es, se
encuentran en reposo o en movimiento con velocidad constante. En estos sistemas son validas
las leyes de Newton y se observa que cumplen las siguientes caracteristicas:

« El tiempo es homogéneo y el espacio es homogéneo e isotropico.

L.a homogeneidad del tiempo consiste en que ¢l transcurso de los fendmenos fisicos
observados, en iguales condiciones, durante diferentes intervalos de tiempo es el mismo. La
homogeneidad e isotropia del espacio consiste en que las propiedades del espacio son
iguales en diferentes puntos y en cada punto, idénticas en todas las direcciones.

» Se cumplen las ecuaciones de Transformacion Galileanas.

Estas ecuaciones de transformacion se trataron en la seccion 5.5 y corresponden a las
formulas de transformacion de las coordenadas de una particula material desde el sistema
de referencia inercial O a otro sistema de referencia inercial O’ que se traslada con
velocidad constante U respecto al sistema de referencia inercial O. Asi, T'=7—-ut y t'=t.

A partir de estas ecuaciones se obtuvo que la ecuacién de transformacion de velocidades
era: V'=V—1 y que la ecuacién de transformacién de aceleraciones era: d'=a. Segin esta
ultima ecuacion, la aceleracién de una particula material es igual en todos los sistemas
inerciales de referencia.

» Sus estados de movimiento permanecen invariables en el tiempo. Se dice entonces que los
sistemas inerciales de referencia son “inertes”.
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6.3. Primera Ley de Newton

Al iniciar el estudio del movimiento de un cuerpo empleamos convenientemente una
abstraccion o idealizacion para simplificar su estudio: la particula. Como un cuerpo tiene
asociado una propiedad intrinseca que es su masa, entonces el cuerpo sera representado por una
particula material.

St la particula material es libre, entonces no estara sujeta a la accion de otras particulas y su
estado de movimiento sera invariable en el tiempo, esto es, estara inerte. La particula libre se
movera con velocidad constante en una trayectoria rectilinea, o estara en reposo, respecto a un
sistema de referencia, o de otra forma, se movera por inercia respecto a este sistema de
referencia. Este sistema de referencia debera considerarse inercial.

Consideremos la Primera Ley de Newton o Principio de Inercia de Galileo-Newton, el cual
establece que “Toda particula libre siempre se mueve con velocidad constante”.

La inercia de un cuerpo esta relacionada con su estado de movimiento, por cuanto, la
experiencia muestra que todos los cuerpos ejercen cierta resistencia a cualquier intento de
cambiar su estado de movimiento. La propiedad que expresa el grado de resistencia del cuerpo
a cambiar su estado de movimiento, se denomina inercia. Como medida de la inercia se usa la
magnitud fisica fundamental denominada masa.

6.4. Momentum Lineal: Principio de Conservacién

El estado dinamico de una particula se caracteriza por su inercia y su estado de movimiento. Si
consideramos que para una particula la inercia es una medida de su masa m y su estado de
movimiento estd representado por su velocidad Vv, se puede definir una magnitud fisica que
asocie estos dos elementos y que llamaremos el momentum lineal, definida operacionalmente

segun: p=mv (6.1)

Como es facil de obsefvar, el momentum lineal P es una magnitud fisica vectorial con la
misma direccion y sentido que el del vector velocidad.

Se puede enunciar de otra manera la Primera ley de Newton: “Toda particula libre posee
momentum lineal constante”.

Consideremos un sistema aislado constituido por dos particulas materiales de masas m; y m,,
que en el instante de tiempo t poseen, respectivamente, velocidades v, y V,, ocupando las

posiciones que se muestran en la Figura N° 6.1 de la pagina 105. El momentum lineal total del
sistema sera:
P=Py +Py =myV; +myV, (6.2)

Si las particulas estan sujetas a su interaccion mutfua, en el instante de tiempo t'=t+At
poseeran, respectivamente, velocidades ?'] y V'z, ocupando las nuevas posiciones que se

muestran en la Figura N° 6.1 de la pagina 105. En este instante, el momentum lineal total del
sistema sera:

ﬁ' = ﬁl +I_i‘2 = mli'/'l +m2i7'2 (63)
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Como el sistema de particulas es aislado, esto es, libre de interacciones, entonces su
momentum lineal serd constante. Luego: p=p'.

De las ecuaciones (6.2) y (6.3) tenemos: P +Py = f)] + ﬁ'z = cons tan te (6.4)

La ecuacidén (6.4) establece que: “El momentum lineal total de un sistema formado por dos
particulas materiales que estdn sujetas solamente a su interaccién mutua en un sistema
inercial de referencia permanece constante”. Este resultado constituye el Principio de
Conservacién del momentum lineal, uno de los principios fundamentales y universales de la
Fisica. ' '
FIGURA N° 6.1
INTERACCION ENTRE DOS PARTICULAS

Se debera observar que este principio se cumple en cualquier sistema de particulas aislado y en
cualquier instante de tiempo del movimiento de las particulas al interior del sistema. Para un
sistema aislado de N particulas materiales en un sistema de referencia inercial, en general, el
Principio de Conservacion del momentum lineal se formula asi:

. _
P=Py+Py +P3 +..+Py = 2 p(t)=constante; Vt - (6.5)

i=1
6.5. Segunda y Tercera Ley de Newton
La ecuacién (6.4) se puede escribir como: p;—p; =P, P, 6 P;—P =—(Py-P2)

Si los cambios de momentum lineal de las particulas 1 y 2 son, respectivamente, Ap, = Py — Py

y Apy = ﬁ'z - P, , entonces: Ap, =-Ap, w5

La ecuacion (6.6) expresa que durante la interaccion entre las dos particulas del sistema aislado
existe un intercambio de momentum lineal; esto es, el incremento en el momentum lineal de la
particula 1 evidencia un decremento en el momentum lineal de la particula 2 en igual
magnitud, o viceversa.

Para determinar la rapidez del intercambio instantdneo de momentum lineal entre las particulas
debemos relacionar la ecuacion (6.6) al intervalo de tiempo At=t'-t, y luego obtener el limite
cuando At tienda a cero.

Ap; Ap, - . Ap Ap,
Asi t I —— = — : = —t
si tenemos que e A y también Altlf:o i ¥ 20 At
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dp, dp,

St ST 6.7
dt dt (69)
Definamos que la medida de la rapidez del cambio de momentum lineal de una particula como
resultado de una interaccion con otras sea una magnitud fisica vectorial que llamaremos la

Segun el célculo diferencial:

fuerza F, entonces podemos formular que: F= %% (6.8)

La ecuacion (6.8) es una formulacion de la Segunda Ley de Newton que, en esencia, define el
concepto de fuerza como una magnitud fisica vectorial que expresa cuantitativamente el efecto
del resultado de una interaccion entre dos o mds cuerpos. Este efecto sobre un cuerpo puede
ser una aceleracion o una deformacion.

d(my) dm_ _dv

Considerando la ecuacion (6. 1) en (6.8) tenemos: F = F Tk v+ ma

Como en los limites de la mecénica clasica la masa m es una magnitud fisica constante,
dm _ dv - .

entonces: v 0 ycomo a= % , tenemos: F=ma (6.9)

La ecuacion (6.9) constituye la ecuacion fundamental de la dindmica de una particula material
y su solucion es el problema fundamental de la dinamica que implica hallar: a) la fuerza neta
que actia sobre la particula material, si se conocen la masa y la ley de movimiento de la
particula material y b) la ley del movimiento de la particula, si se conocen la masa, las fuerzas
que actuan sobre ella y las condiciones iniciales del movimiento.

Regresando a la ecuacion (6.7), tenemos: Fl = —Fz ‘ (6.10)

La ecuacion (6.10) es la formulacion de la Tercera Ley de Newton o Principio de Accidn-
Reaccion que establece que: “Las fuerzas con las que dos cuerpos actiian uno sobre el otro,
son siempre de igual médulo y direccion en cualquier instante de tiempo independientemente
del movimiento de los cuerpos, y estan dirigidas en sentidos contrarios a lo largo de la recta
que une estos cuerpos”. Esto significa, que las fuerzas de interaccion surgen siempre a pares.
Ambas fuerzas estan aplicadas a diferentes cuerpos y son de la misma naturaleza.

6.6. Clases de Fuerzas

Todas las distintas fuerzas que se observan en la naturaleza pueden explicarse en funcion de
cuatro interacciones bésicas que ocurren entre las particulas elementales y que constituyen las
fuerzas fundamentales. Por otro lado, la fuerza gravitatoria y la fuerza electromagnética basica,
en manifestaciones complicadas, da lugar a fuerzas ordinarias que se observan sobre los
cuerpos a nivel macroscopico y que constituyen las fuerzas de contacto. Cada una de estas
fuerzas se expresa por su propia ley.

6.6.1. Fuerzas Fundamentales
Son aquellas que se expresan generalmente segin la ley de la inversa del cuadrado de la
distancia entre las particulas. Estas fuerzas son la fuerza gravitatoria, la fuerza

electromagnética, la fuerza nuclear fuerte y la fuerza nuclear débil, las cuales se describen a
continuacion.
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Fuerza Gravitatoria

La fuerza gravitatoria es una consecuencia de la Ley de Gravitacién Universal enunciada por
Newton que establece que “Todos los cuerpos se atraen entre si con una fuerza directamente
proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la
‘ , - m,m, .
distancia que los separa”. Asi, F=-G—5 N (6.11)
r

donde: G =6,67x107"" Nm?/Kg?, es la constante de gravitacién universal. La Figura N° 6.2
esquematiza el formulismo de la ecuacion (6.11).

FIGURAN°6.2
LEY DE GRAVITACION

Z

Mas adelante, haremos un estudio mas detallado de esta ley y veremos como Henry Cavendish
determiné experimentalmente del valor de la constante G de gravitacion universal, usando una
balanza de torsion.

Si en la ecuacion (6.11), m, = M; es la masa de la Tierra, m, =m es la masa de un cuerpo
ubicado en la proximidad de la superficie terrestre de radio r = R ., tenemos:

= M:m .
F=-G——T (6.12)
T
Comparando la ecuacion (6.12) con la ecuacién (6.9) obtenemos: F = -G Msz f=ma.
T
y . - M; .
De aqui observamos que la aceleracion es: a=g=-G—r (6.13)

T
y la denominaremos la aceleracion de la gravedad que asume diversos valores dependiendo
del valorde R .

(6.14)

I
B
)

La fuerza de gravedad se formulara como: F

Fuerza electromagnética

La fuerza electromagnética resulta de la interaccion entre particulas que poseen carga eléctrica.
Este fenémeno incluye a la fuerza electrostatica, que actua entre cargas que se encuentran en
reposo y también al efecto combinado de las fuerzas eléctrica y magnética que actian entre
cargas eléctricas que se mueven una respecto a la otra.

Oy
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La fuerza electrostatica se rige por la Ley de Coulomb para dos particulas eléctricas de cargas
q, Y q, separadas una distancia r y que se formula segin: F= k%i A diferencia de la
r

fuerza gravitatoria esta fuerza puede ser de atraccion o repulsion. Esta ley deja de tener validez
si las cargas adquieren movimiento.

La fuerza electromagnética también tiene un alcance infinito y como es mucho mas fuerte que
la fuerza de gravedad describe casi todos los fenémenos de nuestra experiencia cotidiana.

Fuerza nuclear fuerte

La fuerza nuclear fuerte tiene lugar en particulas subatémicas, es de corto alcance y es la que
‘mantiene unidos a los protones en el nicleo del dtomo, a pesar de la fuerza de repulsion
eléctrica entre ellas debido a que los protones son particulas cargadas positivamente.

Esta fuerza es un centenar de veces mas intensa que la fuerza electromagnética y gracias a ella
los protones y neutrones permanecen unidos. Esta fuerza, en su forma simplificada, varia con
-1/R )

r2

la distanciar >R, segin laley: F=-K y tiene un alcance R =107 m.

Fuerza nuclear débil

Esta es una forma de interaccién entre particulas elementales, tiene muy poco alcance y surgen
en procesos de desintegracion radioactiva, tal como la desintegracion beta; por ello no sélo
puede ocasionar efectos puramente atractivos o repulsivos, sino que también puede producir el
cambio de identidad de las particulas involucradas, es decir, lo que se conoce como una
reaccion de particulas subatdmicas. Esta interaccion mediada por los bosones W y Z varia con

e W

5—  tiene un alcance de 10¥m.
r

la distancia r, segun:

6.6.2. Fuerzas de Contacto

A pesar de que las interacciones gravitatoria y electromagnética se encuentran en la base de
toda la diversidad innumerable de los fendmenos mecanicos, el analisis de los fendmenos, en
particular de los macroscopicos, resultaria muy complejo si partiéramos en todos los casos de
estas interacciones fundamentales. Por eso es conveniente introducir otras leyes de fuerza
aproximadas las que en principio pueden ser obtenidas de las fuerzas fundamentales. Con este
fin vamos a introducir las siguientes fuerzas.

Fuerza superficial

Son aquellas que se originan en la interfase que forman dos cuerpos que se encuentran en
contacto. A nivel microscépico, una interfase es la region limite donde convergen las
moléculas de dos medios de naturaleza distinta.

Consideremos un bloque de masa m que se encuentra sobre una superficie horizontal, como
muestra la Figura N° 6.3 de la pagina 109. En este caso, la interfase la formaran por un lado las
moléculas que constituyen el bloque y por otro lado las moléculas que constituyen la superficie
horizontal.
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FIGURAN°63
ROZAMIENTO ESTATICO Y CINETICO

—_

L, ;
(a) &
ol
e .
5 (c)
f, =F ‘
g fp =N
] .
¢ Region estatica ' Regi6n cinética:

Evidentemente, sélo las moléculas’ que se encuentren al interior de uno u otro medio se
encontraran en equilibrio, pero las moléculas ubicadas en la interfase no se encontraran en
equilibrio y existird una fuerza resultante en la direccion perpendicular a la interfase que

llamaremos la fuerza normal N.

Si al aplicar una fuerza horizontal F al bloque éste no se mueve es porque, como resultado de
las interacciones entre las moléculas de la interfase, se origina una fuerza paralela a la interfase

f, que llamaremos la fuerza de rozamiento estdtica. En estos casos, se tiene que f =—F ; esto

es, la fuerza de rozamiento estatica tiene el mismo valor que la fuerza aplicada y esta dirigida
en la misma direccién, pero en el sentido opuesto. En estos casos se formula que:

f, <-pNig (6.15)

s

donde p, es el coeficiente de rozamiento estatico cuyo valor depende de.la naturaleza de los
medios en contacto y Uy es un vector unitario en la direccion de la tendencia al movimiento.
Es decir, habra un valor maximo de fuerza de rozamiento estatica. Ver Figura N° 6.3 (a) y (c).

Si seguimos aumentando el valor de la fuerza aplicada, el bloque en ese instante inicia su
movimiento. Instantineamente la fuerza de rozamiento que se opone al movimiento del bloque
disminuye hasta el valor f; =, N, que llamaremos la fuerza de rozamiento cinética, la cual se

mantendra aproximadamente constante. Ver Figura N° 6.3 (b) y (c).

En estos casos se formula que: Fk =— Ny - (6.16)
donde py es el coeficiente de rozamiento cinético cuyo valor depende de la naturaleza de los
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medios en contacto y dp = - €s un vector unitario en la direccion de la velocidad del bloque.

El coeficiente de rozamiento no sélo depende de la naturaleza de los materiales, sino que
también depende de las condiciones de pulimentacién de las superficies en contacto, de la
temperatura, de las peliculas superficiales, etc. En general, p <pg. El intervalo de valores

tipicos del coeficiente de rozamiento fluctda entre 0,03 y 1,0.
Fuerza Elastica

Cuando los cuerpos se deforman, varia la distancia entre los dtomos que lo constituyen dando
origen a fuerzas de naturaleza electromagnética que tienden a restablecer las dimensiones
inictales del cuerpo regresando los atomos a su posicion original de equilibrio. Para pequefias
deformaciones, esta fuerza es proporcional al desplazamiento del atomo de la posicion de
equilibrio y esté orientada hacia esta posicidn.

La fuerza elastica Fs se formula de acuerdo a la /ey de Hooke, segun: F, =—kT (6.17)

donde k es una constante positiva - constante eldstica - que depende de la naturaleza del cuerpo
y T es el vector que caracteriza el desplazamiento del 4&tomo de la posicion de equilibrio.

Esta fuerza se observa macroscopicamente en cuerpos elasticos deformados como resortes,
muelles o bandas de goma y cesa cuando el cuerpo recupera su forma o dimension original.

Fuerza de Arrastre

Es la fuerza de rozamiento que ejerce un fluido a un cuerpo que se mueve en él. Esta fuerza es
definida por la /ey de Stokes y se formula segun: Ff =~knv (6.18)

donde el coeficiente de friccion k depende de la geometria del cuerpo, 1 es la viscosidad del
fluido y v es la velocidad del cuerpo respecto al fluido.

Si el cuerpo es esférico de radio R, entonces: k=67nR y Ff =-6ntRnV (6.19)
Tensién

La tension en una cuerda, un hilo o una cadena es el modulo de la fuerza que un segmento de la
cuerda, el hilo o la cadena ejerce sobre el segmento que se encuentra inmediatamente a
continuacion.

En general, la tension puede variar a través de la cuerda, el hilo o la cadena, sin embargo, en
los problemas que trataremos en este libro, no se va a considerar la masa de las cuerdas, de los
hilos y de las cadenas, ya que vamos a considerar que son pequeftas, de manera que toda
variacion en la tension debida al peso de la cuerda, del hilo o de la cadena sera despreciable v,
por lo tanto, también se despreciaran las variaciones en la tension debidas a alguna aceleracion

de la cuerda o la cadena. La tension T se formula en este Gltimo caso como: T = constan te .
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6.7. Dinamica del movimiento curvilineo: Fuerza tangencial y normal

Sea en la Figura N°® 6.4 una particula material de masa m en movimiento a lo largo de la
trayectoria curvilinea s. Como se determiné en la seccion 4.3, en el instante de tiempo en el que
la particula ocupa la posicion sobre la curva definida por el radio de curvatura p, su aceleracion
poseera dos componentes: la aceleracion tangencial a; =a i, y la aceleracién normal
dy =ayly, por lo que la aceleracién de la particula se expresara segin:

dv. v*

FIGURA N° 6.4
COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA FUERZA EN EL MOVIMIENTO
CURVILINEO

De la Segunda Ley de Newton, la fuerza F causante de una aceleracion a de una particula de

masa m se formula como: F=ma.

v?2 dv v2

=~ . " dv . . a "
~ Luego: F=m(a;0; +a,uy) =m(d—tuT +FuN) = mauT +m—p—uN (6.20)

Como cada uno de los términos de esta tltima ecuacién corresponde a una fuerza, podemos
identificar las componentes tangencial F; y normal F,; de la Fuerza actuando sobre la particula
en el movimiento curvilineo, segin:

F. =ma,ii; = m%ﬁT; que es la fesponsable del cambio en el modulo de la velocidad y

Fy =may iy = ml—ﬁN; que es la responsable del cambio en la direccién de la velocidad, las
p

que se muesiran en la Figura N° 6.4,

Observar que:

» Si el movimiento de la particula fuera en una trayectoria rectilinea, entonces el radio de
2

. e .V \
curvatura p tiende al infinito, por lo que el término — — 0 y la fuerza resultante sélo es
p

) = % dv ..
tangencial; estoes: F=Fu; = mEt—UT :
e Si la particula cumple un movimiento circular uniforme, entonces la rapidez v y el radio de

. i , . dv
giro p del movimiento son constantes, por lo que el término i 0 y la fuerza resultante
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v2

sélo es normal; esto es: F = F, = m—1,,.
p

6.8. Dinamica en sistemas de referencia no inerciales

Como ya se ha indicado, la ecuacion fundamental de la dinamica se cumple solamente en los
sistemas de referencia inerciales, pero existen otros casos en los que es necesario obtener la
solucion del problema en sistemas de referencia no inerciales. Entonces surge el problema de
determinar como debe cambiar la ecuacion fundamental de la dindmica para que se aplique a
los sistemas de referencia no inerciales.

Para mostrar como hacerlo, consideremos una particula material de masa m sobre la que actia

la Fuerza F en un sistema de referencia inercial O y un sistema de referencia no inercial O’
cuyo movimiento respecto al sistema de referencia inercial O se conoce. .

Si el sistema de referencia no inercial O’ se traslada con aceleracion constante a, respecto al

sistema de referencia inercial O, podemos usar la ecuacion de transformacion de la aceleracion
(5.13) para expresar la aceleracion a' de la particula en el sistema de referencia no inercial O’,
segin: a'=d-4a,, donde @ es la aceleracion de la particula en el sistema de referencia inercial

0.
Luego: md'=ma—mag. Escribamos la ecuacién como: F'=F+F, ; (6.21)

La ecuacion (6.21) debe interpretarse asi: Para resolver la dindmica de una particula en un
sistema de referencia no inercial planteamos la dindmica de la particula como si ésta se
ubicara en un sistema de referencia inercial e introducimos convenientemente una fuerza de
inercia ¥, =-mag. Esta fuerza de inercia, pseudo fuerza o fuerza ficticia ¥, estard dirigida

en sentido opuesto al de la aceleracion a .

Si el sistema de referencia no inercial O’ gira con velocidad angular constante @ respecto al
sistema de referencia inercial O, podemos usar la ecuacion de transformacion de la aceleracion
(5.18) para expresar la aceleracion a' de la particula en el sistema de referencia O’, segun:
a'=a-Ox{®OxT)-20xV', donde d es la aceleracién de la particula en el sistema de
referencia inercial O, 1 es el vector posicion de la particula en el instante en el que su
velocidad es v', respecto al sistema de referencia no inercial O,

Luego: ma'=ma-max(@x7)-2mox V',

. -y . “.' _ o) = e
Escribamos la ecuacién como: F'=F4+ ... + Fcor (6.22)
La ecuacion (6.22) debe interpretarse asi: Para resolver la dindmica de una particula en un
sistema de referencia no inercial giratorio planteamos la dindmica de la particula como si ésta

se ubicara en un sistema de referencia inercial e iniroducimos convenientemente dos fuerzas
de inercia condicionadas por el movimiento giratorio del sistema no inercial respecto al

inercial: la fuerza centrifuga Fo, = -max(0xT) y la fuerza de Coriolis Fpy = —2mex V',
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6.9. Problemas

Problema 6.1.-

Sobre un plano inclinado se encuentra una pesita sobre la cual actia una fuerza F igual al doble
del peso de la pesita y dirigida hacia arriba paralela al plano, en forma paralela. El coeficiente
de rozamiento entre la pesita y el plano es igual a 1. ;Bajo que angulo a la aceleracion de la
pesita sera minima y cuél es esta minima aceleracion?

Solucién.-

De la Figura N° 6.5: N=mgcosa . Luego: f; =puN=mgcosa ;yaque: pn=1.

FIGURAN°6.5
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.1

La ecuacion del movimiento sera: F-mgsena—~f, =ma.
Como: F =2mg ; entonces: '
2mg-mgseno —mgcosa = ma

Luego: a = [2 (seno + cosa)]g

da
El valor de o para el cual la aceleracion a es minima se obtiene de: — =0.
do

Entonces: _di [2 —(sena + cos a)]g =0,
oL

Derivando: 0 = —g(cosa +sena); obtenemos: tga = 1; por lo que: o0 =457,

Para este angulo, Ia aceleracion del cuerpo es minima. Luego: a =[2—(sen45° +cos45%)]g; de

donde: a =0,58g. Finalmente: | a=5,74m/s2 |

Problema 6.2.-

Un pequefio bloque empieza a deslizarse por un plano inclinado, que forma un éngulo 6 con la
horizontal. El coeficiente de rozamiento u depende del camino recorrido s segin la ley p=ks,

donde k es una constante. Encontrar la distancia recorrida por el bloque hasta su parada y su
velocidad maxima por este camino.

Solucién.-

Aplicando la Segunda ley de Newton al bloque de la Figura N° 6.6: 138 +N+ Fr =ma.
En representacion analitica: mg (senei ~cos O 3) +N 3 -u Ni=mai

(mgscnﬁ—uN)i+(N—mgcosG)§ =mai
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Identificando: mgsenB-uN=ma ..... (1)
N -mgcos6 =0; de donde: N =mgcos6 ... (2)

FIGURA N° 6.6
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.2

g .
Reemplazando (2) en (1): mgsend —ksmgcosB =ma ; por lo que: a = g(senb—kscosb)
Por definicion: a = gy _dves , entonces: v & = g(senf—kscos0)
dt dsdt ds

| 2 2
Integrando: J'; vdv = I(: g(sen6—kscos0)ds ; de donde: 12- = g(ssenb — k—;-cosﬂ)

ks?
Luego: v= 2g(ssen9——5—-cos6) )

Cuando el bloque se detiene: v=0 y s= _2_tk_

El valor de s para el cual v es un maximo se obtiene de: 2—" =0.
S

1 2g(sen®-kscosH) tgo

0=3 . Luego: sen® =kscos® ;de donde: s=—— ... “4)
2 ks? k
2g(ssen9——~2—cos8)
2 :
De (4) en (3): Viax = ng[%sene—g—tlg(—ﬁ cosJ . Simplificando: | v,y = g_tgek_gr@ _
Problema 6.3.-

Un bloque pequefio empieza a deslizar desde lo alto de una cufia fija cuya base es L, como se
muestra en la Figura N° 6.7. El coeficiente de friccion entre el bloque y la cufia es k. jA qué
valor del angulo 6, el tiempo de deslizamiento sera minimo?

FIGURA N° 6.7
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.3

-
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Solucién.-

—

Dinamica del bloque, tenemos: F =ma.
Del D.C.L. de la Figura N° 6.8: N+f, +mg=ma.

FIGURA N° 6.8
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.3

t ! _

i !

En representacion analitica: N] ~kNi+ mg(senei —Cos Bj) =mai

De donde: (N—mgcosG)}= 0; luego: N =mgcos® ... (1)

(—k N+mgsen8)§ =mai; luego: —kN +mgsen =ma ... (2)

De (1) en (2): —kmgcos0+ mgsend = ma. Simplificando: a = g(sen® —kcos6) ... (3)
1

- Para un movimiento con aceleracion constante se cumple que: T -1, =V t+ 5 at? ... (4)
Sea el desplazamiento del bloque sobre la cufia: T- 1, = di.
De la Figura N°® 6.8: L =dcos6, por loque: T-T, = LsecBi ... (5)
Por condicion del problema v = 0 ... (6)
» = 2. :
e By SEyetiay: Lincor S mi=Re0s O 3 nge 17 = BB i
2 g(send —kcos0)

Derivando (7) respectoa 0: 2t — = — -
dé (sen6 — kcosB)

dt 2L[(sene—kcose)secﬁtge—sece(cose+ksene)]
g |

El valor de 6 para el cual t es minimo se obtiene de: % =0.

Entonces: (send — k cos8)tgd — (cos 0 + ksend) = 0

2
Como: tgb= i ; entonces: it ksenf—cos@-ksenf =0
cos© cos© _
sen0 sen’0 - cos” 0
—cos0 =2ksend; de donde: —————— = 2k senf
cos cosB
sen20—cos28 —(cos?20-sen0)  cos20 i
Luego: k= — = =—
2senfcos 6 2senBcosO sen20 tg 20
1, 4f 1
Entonces: tg26 = T Finalmente: | 6= Etg “x) |
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Problema 6.4.-

Determinar las aceleraciones de los bloques de masas m; y m; y la tensién en las cuerdas del
sistema de la Figura N° 6.9. Las poleas tienen peso despreciable y friccién nula, las cuerdas
son homogéneas e inextensibles y los cuerpos deslizan sin friccion,

FIGURA N° 6.9
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.4

77

Solucién.-

Dinamica del cuerpo 1: F = m,a,
Del D.C.L. de la Figura N° 6.10: N+ T; +m;g = mjd; .

FIGURA N° 6.10
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.4

_ ¥
i

I

mgY
Analiticamente: N}+Tl f—mlgj =mya, i . de donde: (N—mlg)jz 0;
Luego: N=mg... (1)
T i= m,a, 1; de donde: T, =mya, ... (2)
Dinémica de la polea: F =m d =m3,
Del D.CL. delaFiguraN°6.11: T, +2T, +m g =m d, .

FIGURA N° 6.11
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.4

~

Analiticamente: T j —-2T, j -mgj=- mpal.j :
De donde: 2T, - T, +m_g=ma,.. (3) -

Dinamica del cuerpo 2: F = m,a,

é/ 116



Del D.C.L. de la Figura N° 6.12: T, +m,§ = m,d,

FIGURA N° 6.12
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.4

AL
|

[
@mzé
Analiticamente: (T, — ng)j =-—m,a, j; de donde: m,g—-T, =m,a,... (4)

De (2) y(3): 2T, —mya; + mpg =My ay; de donde: 2T, +m,g= (m, +mp)a1 .. (5)

De (4)+(5): 2m, g+m,g= (my + mp)al +2mya,; (2my + m,)g= (my +mp)a'1 +2mya,

Considerando que: m, <<m, y m, <<mj: 2m,g=m;a;+2m,a, ... (6)

Sean y, € y» , en la Figura N° 6.13, las distancias instantaneas que descienden,
respectivamente, la polea y el cuerpo 2 y.sea L la longitud de la cuerda.

FIGURA N° 6.13
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.4

Posicion 1: L =2a+2ypfnr+y2+b

Posicién 2: Ly =2a+nr+b+2y,
' d’y d’y,
@ T Pge mmi
Como la distancia y, que baja la polea es igual a la distancia x; que recorre el cuerpo 1 por el
plano horizontal, entonces: a, =2a, ... (7)

Igualando tenemos: y, =2y, . Luego: "

2 4
De (7) en (6): 2m, g =m, a, +4m, a;. Despejando: | a LT B a, -8
. i _
De ()| Ty = =128
(ml +4m2)

De (4): m,g—T, =m,a,; de donde: T, =m,(g—a,)

4m, g 4m,
R 1 T = N i BP0 , .., W
cemplazando: T, =m, {g o, +4m2)} ms g[ o, +4m2)]

(m; +4m,)

]; de donde: | T, = ﬁ

T, =m, g[

117



Problema 6.5.-

En el sistema mostrado en la Figura N° 6.14, determinar la aceleracion del cuerpo 2, si su masa
es 1 veces mayor que la del cuerpo 1y el dngulo entre el plano inclinado y la horizontal es
igual a o. Las masas de las poleas y de los hilos, asi como el rozamiento, son despreciables por

su pequefiez.
FIGURA N° 6.14
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.5
Solucién.-

Dinamica del cuerpo 1: F = m,3,
Del D.C.L. dela FiguraN° 6.15: N, + T, + m,g =m,, .

FIGURA N° 6.15
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA N° 6.5

Analiticamente: N, j +'Tl i+ m,g(—senai - cosa}) =m,a, i ; de donde: (N, —m,gcos o)j=0.
Luego: N, =m,gcosc ... (1) _ ‘
(T,-mg seno)i = m,a, i; de donde: T, —m,gsena =mya, ... (2)

Dinmica de la polea: F=m 3, =m 3,

Del D.C.L. de la Figura N° 6.16: T, +2T, +m g =m 3, .

FIGURA N° 6.16
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.5

-

T

2T, +m g

2 P

Analiticamente: T, 3 - 2sz— mpg3 =—ma, _] ;dedonde: 2T, -T, +m g=ma,... (3)

Dinamica del cuerpo 2: F=m,3,
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Del D.C.L.de la Figura N° 6.17: T, + m,g = m,d,.

FIGURA N° 6.17
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.5

. 1@2
]

|
T
Analiticamente: (T, - ng)j =-m,a, 3 J de donde: m,g-T, =m,a,... (4)
De (2) y (3): 2T, —m;a, — m;gseno + m g =m,a,

2T, +(m, —m,; senct)g = (m, +m )a,

Considerando que: m, <<m,;: 27T, —-m,gsenat =ma, ... (5)

Sean y; € y2, en la Figura N° 6.18, las distancias instantaneas que descienden, respectivamente,
la polea y el cuerpo 2 y sea L la longitud de la cuerda.

FIGURA N° 6.18
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.5

Posicién 1: L, =2a+2y, +=ar+b

Posicion 2: L, =2a+ar+b+y,
: . "
Igualando tenemos: y, =2y, . Luego: ddt};z =2 dtip ;6 a,=2a,
Como la distancia y, que baja la polea es igual a la distancia x; que sube el cuerpo 1 por el

plano inclinado, entonces: a, =2a, ... (6)
De (6) en (5): 4T, -2m,gsena =mya,... (7)
De (4): 4m,g—4T,=4mz, ... (8)

De (7)+ (8): 4m,g —2m,gsena = (m, +4m,)a,.

(4m, ~2m;sena)g _ (4nm; ~2m, sena) g o 2(2n-sena)g
(my +4m,) (m; +4mm,) (1+4n)

Despejando: a, =
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Problema 6.6.-

En el sistema mostrado en la Figura N° 6.19, hallar: (a) la aceleracion de cada bloque y (b) la
tension en las cuerdas, si el coeficiente de rozamiento cinético entre los bloques de masas m; 'y

m, e¢s p. Considere que la superficie horizontal y las poleas carecen de rozamiento y los
bloques se sueltan desde el reposo.

FIGURA N° 6.19
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.6

oo ml
E:: m

Solucion.-

Dindmica del cuerpo 1: F =m,3,.
Del D.C.L. de la Figura N° 6.20: N, +F. + mg+ T, = m,3, .

FIGURA N° 6.20
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.6

1)
I VI
T, F
-~ - R

m;g ‘}

Analiticamente: Ny j+ N, i-mgj—Tyi=-mya,1; de donde: (uN, ~Ty)i= —-m;a; i
T, —uN; =mya,..... (1)

(N, —m;g)j=0; de donde: Ny =myg..... (2)

Dinamica del cuerpo 2: F = m,d,

Del D.C.L. de la Figura N° 6.21: N, +F, +T) + my§+ Ny + T, =m,d,.

FIGURA N°6.21
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.6
Y;
AN,
. ;
! $2..X

+
g
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Analiticamente: N, j-p.NI i -T i -ng}— N, 3 +T, i= m,a, i

De donde: (—puN; — Ty +T,)i =mja, i. Luego: T, —pN; —T; =mya, ..... (3)
- (N, -m,g—N,)j=0; de donde: Ny =m,g+N; ..... (4)

Dinamica del cuerpo 3: F = m;a;

Del D.C.L. de la Figura N°® 6.22: T, + m3§ = m;d; .

FIGURA N° 6.22
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.6

¥

Analiticamente: (T, - m3g)j = —Mya, 3 ; de donde: myg~T, =mja;... (5)
Considerando las cuerdas inextensibles: a; =a, =a; =a .... (6)

(a) De (3) + (5): —uN; ~ T} +myg = (m, +m;)a.... (7)
De (1) + (7): =2uN; +m3g=(m; +m, +m;)a

_(my—2pm)g

Considerando (2): -2 umyg+m;g =(m; +m, +my)a. Luego: |a

(m; +m, +m;3)

(b) De (2)en (1): T, —pm;g =mya ; de donde: T; =pum g+ m;a

m,—2um,)m m-.—-2um
(m3-2pm) 18____|:u+ (mz-2pm) myg
(ml+m2+m3) (m]+m2+m3)

Ty =pmg+

* + +mq -2
T = pmy +pmy +ums +my —2um m,g. Luego: |T; =
(m; +m, +m;) N

p(m, —my)+(1+p)m; }mlg

De (5): m3g—T, =m,a; de donde: T, = myg —mja

(mg—2pm)meg |, (my—2pm) fi50
(m1+m2+m3) (m1+m2+m3) 7

T =m3g—

(ml +m2 +m3)

i [
T, = m; +m, +my —my +2umy
(my +m, +my)

|:(1+2u)m1+m2
T2 =

]m3g . Finalmente:
(m; + m, +m;)

Problema 6.7.-

Una cadena flexible de longitud L y peso W esta colocada inicialmente en

reposo sobre una

superficie si friccion ABC, estando D a una distancia L — a de B, como muestra la Figura N°
6.23 de la pagina 122. Demostrar que cuando el extremo D llega al punto B la velocidad de la

cadenaes: v= J(g /L)(L% -a?)sena .
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FIGURA N° 6.23
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.7

L -a~>
B a

A

Solucibn.-

Sea x, en la Figura N° 6.24, la longitud de la porcion de cadena sobre el plano inclinado, por lo
que la longitud de la porcién de cadena sobre el plano horizontal serd L —x.

FIGURA N° 6.24
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.7

-1 -'x -'-I,c\

D B

A

X

Consideremos el modelo equivalente a dos blogues de masas m;=Ax y m, =A(L-x)
unidos por una cuerda homogénea e inextensible, como se muestra en la Figura N° 6.25. En las
relaciones mostradas A es la densidad lineal de la cadena.

: FIGURA N° 6.25
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.7

Dindmica de la porcién 1 de cadena sobre el plano inclinado: F = m;a.
Analiticamente: ~T1+ N, 3+mlg (senag—cosa]) =m ai
Identificando términos semejantes:

(-T+mgsena)i=myai; de donde: Axgsena—-T=Axa.. (1)

(N, —mygcosa) j=0; de donde: N; =Axgcoso ...(2)

Dindmica de la porcién 2 de cadena sobre el plano horizontal: F = myd.

Asi: T‘i"ﬁz +Fg2 = mz_a.
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Analiticamente: Ti+ N, j— ngj =m, ai
Identificando términos semejantes:

Ti= mzai; dedonde: T=AL-x)a...(3)

(N, ~m,g)j=0; de donde: N, =A(L-x)g...(4)
De(1)+(3) Axgsena=Axa+A(L-x)a
Resolviendo: xgsena =L a; de donde: a= % gsena.

dv _dvdx dv

Como: a=a—&ﬁt—=v& ; tenemos: vdv=%gsenadx
Integrando: Ivvdv—IL}- senadx. Luego: ﬁv—gsenaﬁL
A0 Ve ¥V =)L 18 ' g‘zo’L 2],

2 % ol
Evaluando: % = —f—senaw; de donde: vZ = %senOt(L2 -a?%)

Finalmente: | v= \/% (L2 -a2)sena

Problema 6.8.-

La cadena de longitud L se suelta del reposo en la posicion mostrada en la Figura N° 6.26 y tiene
suficientes eslabones colgando para iniciar el movimiento. El coeficiente de rozamiento entre los
eslabones y la superficie horizontal es u. Despreciando el rozamiento en la arista, demostrar que la

velocidad de la cadena cuando el tltimo eslabon abandona el borde de la mesa es: v= ﬂ gL

(I+p)
FIGURA N° 626
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.8

fe—— L-b——
T
IR E:
4

Solucion.-

Sea x, en la Figura N° 6.27, la longitud de la porcion de cadena suspendida cuando €sta se
encuentra en movimiento acelerado, por lo que la longitud de cadena sobre la mesaes L —x.

FIGURA N° 6.27
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.8
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Analiticamente: Ti+N'j-—pN'1:—LL;xmgj= T mai
-X

ma...(1)

mal de donde: T- uN—

(T-pN)i ==

(N—Lng)j=6;de donde: N=_L%xmg...(2)

De (2)en (1): T- pLL" g= L—;—ma B3

Dinamica de la porcién 2 de cadena suspendida de la Figura N° 6.28: F= m,a.

FIGURA N° 6.28
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.8

LT = —| =

[

T +ng =m,a . Analiticamente; (T—%mg)} = —%ma}; de donde: %mg -T= %ma ..(4)

De(3)y(4): %mg"u]‘—;imgz(g-{-}';—x)ma.Obtenemos: a=—E—[x—p.(L—x)] . (5)

Por definicion: a = g = ﬂ% ...(6)
dt dx dt
g _8g
De (6) y (5): v— L[x (L — x)]. Integrando: I vdv = _[ [x =L -x)]dx

b

—Vz— =%{[11.(1 u)]m[%(lw)—uLb}} - (7)

En las condiciones del estado inicial cuando la cadena estd en reposo, x =b y la ecuacion (5)
toma la forma: 0 = £ £[b= (L ~b)]; de donde: b=p(L~b) y de aqui: b= '(1“L 8

De (8) en (7): WL W'
. '7‘E{[T(l_“)] [2(1 ke l’l)—(1+ )}}
Vg I“i NG WL _szz

2 _L{[ d “)] [2(1+p.) (l+u)]}

A

v p? | gL{l-pZ+p?
7_"{_( W 2(1+ )} 2{( = (l+u)] 2[ +p) ]

BL
l+p

vV gl x? ‘ g L2 b’
{35 ]

Finalmente: | v=

"4
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Problema 6.9.-

En el arreglo mostrado en la Figura N° 6.29, se conocen las masas m del cuerpo y M de la cuiia,

asi como el angulo 6 de la cufia. Las masas de la polea y el hilo son despreciables. No existe
friccion. Hallar la aceleracion de la cufia.

FIGURA N° 6.29
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.9

1
7

-
i

A

Solucion.-

Dinamica del cuerpo: F = ma,

Del D.C.L. dé la Figura N° 6.30: N, +T+mg=ma, =m(3,, +3,)

FIGURA N° 6.30
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.9

Donde, de la Figura N° 6.31: a,, =3, ~a, es la aceleracién del cuerpo respecto a la cufia de
aceleracion a, .

FIGURA N° 6.31
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.9

a2 ﬁ .\-! i
a2

Analiticamente: N; :1'— Tf+mg(sen9§ —~COS 63) = m'[alz i+ a5 (= cos 01 —-sen@j)] :
Considerando que: |4, | ={d, |, tenemos: (mgsen6— T)f =ma,(l-cos 0)1.
mgsend—T =ma,(1-cosB)... (1)
(Ni —mgcos 6)] =-m azsenej ; de donde: N; —mgcos®=-ma,senf ... (2)
Dindmica de la cufia: F =M, ‘
Del D.C.L.de la Figura N° 6.32 de la pagina 126: N, +T+Mg+T'+N, =M,
N, (seni-cos0))+Ti—Mg]+T'(—cosBi—send])+ N, j=Ma, i
Considerando que: | T| =|T'|, tenemos:
(Nisen6+T —Tcose)f =Ma, i; de donde: Nysen6+T(1-cos8)=Ma, ... (3)
(—-N; cos0-Mg—TsenB+ NZ)] =0; de donde: N, —N;cos0-Mg-Tsen8=0... (4)
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- FIGURA N° 6.32
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.9

iy
N,k

{ N,
Mg
De (2) x—senf : —N;senf+mgsenBcosd = ma,sen?0 ... (2°)
De (3)+(2°): T(1—cosB)+mgsenBcosd=(M+ msenze)a2 i k9)
De (1) x(1-cosB): mgsenB(l1—cosB)—T(1-cosB)= rnaz(l—cose)2 = €17)
De (5) + (1°): mgsen® =[m(l—cos8)2 +M + msenze]az

mgsen6 = [m(1-2cos 6 +cos? 8)+ M+ msen?0]a,

mgsend = [m(1~2cos8 +cos? 8+ sen?0) + M]a,

_ m gsenb
[M+2m(l-cos9)]

mgsend =[2m(1-cos0)+M]a,. Finalmente: | a,

Problema 6.10.-

Determinar las aceleraciones de los bloques y la cufia para el sistema mecénico representado en la
Figura N° 6.33. No existe friccion entre las superficies en contacto. Las masas de la polea y de la
cuerda inextensible se pueden despreciar.

FIGURA N° 6.33
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.10

Solucion.-

Dinémica del cuerpo 1: F = ma,; .

Del D.C.L. de la Figura N° 6.34: N| +m§ =m@, =m(a,, +3,).

FIGURA N° 6.34
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.10

¥ N,
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Donde: a;, =d, -a,, de la Figura N° 6.35, es la aceleracion del cuerpo respecto a la cuiia de

aceleracion dy.

FIGURA N° 6.35
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.10

512 ﬁ Egl
a;
Analiticamente: N, }+mg(sen91°——cos(—)}) =m[a,, 1+ ay(~ cosfi— senB])] ;
mgsenﬁf: (ma;, —ma, cose)‘i\; de donde: mgsenb=ma,, ~ma, cos6 ... (1)
(N; -~mgcos 6)] =-m azsen93 ; de donde: Ny —mgcos®=-ma,send ... (2)
Dindmica de la cufia; F=M i,

Del D.C.L. de la Figura N° 6.36: N, +T+2mg+N, =2ma,.

FIGURA N° 6.36
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA N° 6.10

Analiticamente: Nl(senef—cosaj)+T§~2mgj +N, _] =2ma, i
(Njsen6 +T)i=2ma, 1 ; de donde: Nysen6+T =2ma, ... (3)
(—Nlcosem21ng+N2)}=6; de donde: N, — N, cos0-2mg=0 e (@)
Dindmica del cuerpo 2: F =mi,.

Del D.C.L. de la Figura N° 6.37: T+mg=md,.

FIGURA N° 6.37
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.10

Analiticamente: (T — mg)} =-ma, j:dedonde: mg-T= ma,... (5)
De (2) x—sen6: ~N;send +mgsenBcosO = ma,sen?0 ... (2°)

De (3)+(2°). T+mgsen6cosd =ma,(2+sen?6)... (6)

De (5)+ (6): mg(1+senBcosB)=ma,(3+sen26)
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_ (1+senBcos0)g

Finalmente: a, = svs KT
2 (3+sen?0) ‘( )
También: | a, = (+sepbcost)e il (7N
(3+sen20) _
De (7) en (1): mgsend=ma, - mg(l+senBcosB)cosd
(3 +sen20)

a,, = gsend+ g(1+senBcos@)cos®  (3send+sen®0 +cosO+senbcos?6)g

2 (3 +sen20) (3+sen20)
. (3senb+ sen30+cosO+senB(1-sen?0)g  (4send+cosO)g

12 (3+sen20) (3+sen20)
Vectorishmente: ;, = (4senB+cosB)g(—cosO i—sen@ 3 ) ()

1 (3+sen20)

Como: 2, = ap,ta,

- (4sene+cose)g(—cosei—senej)+(1+senecose)gi
1—“ .

(3+sen?0) (3 +sen20)
. (sen26 +cos2 0+sendcos B 4senBoosO—cos? B)gi  g(—4sen?0—sendcosH) ]
(3+sen?6) (3 +sen26)
- . g(4sen? 5
Luego: | 3, =& (sen”6—3senfeos6): _ g(4sen®6+senfcos) -
(3+sen?0) (3+sen26)
Problema 6.11.-

En el sistema mostrado en la Figura N° 6.38, la bola tiene una masa n veces mayor que la de la
barra, de longitud L. Las masas de las poleas y los hilos, asi como el rozamiento, son
despreciables. La bola se ubica al mismo nive] del extremo inferior de la barra y se suelta. jAl

cabo de qué tiempo la bola estara al mismo nivel del extremo superior de la barra?

FIGURA N° 6.38
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.11

A

Solucién.-
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Dinémica de la bola: F=m a_
Del D.C.L. de la FiguraN°® 6.39: T, + Fgc =m.a_.

FIGURA N° 6.39
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.11
T,
m, g
Analiticamente: T, }— meg} =m.a, 3 ;dedonde: T, -m g=m.a_..(I)
Dinamica de la barra: F = m,a,
Del D.C.L. de la Figura N° 6.40: T, +F, =mi,.
FIGURA N° 6.40
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.11
|
m, g

Analiticamente: T, j—m,gj=~-ma, } dedonde: mg-T, = mbab'... (2)

indmi 1 -F=ma =ma
Dinamica de la polea: F g, =m 8.

Del D.C.L. de laFiguraN° 6.41: T, +2T, +ng =ma,.

FIGURA N° 6.41
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.11

—

T

2T, + mpé
Analiticamente: T, j-2T, j- mpgj = -ma, J;dedonde: 2T, - T, + mg=ma,.. (3)
Sean y, e ys, en la Figura N° 6.42 de la pagina 130, las distancias instantdneas que descienden,

respectivamente, la polea y la barra y sea Ly la longitud de la cuerda.
Posicion 1: L =2a+ 23,!p +2nr+y, +b

Posicion2: L, =2a+2nr+2y, +b

2 2
dyb_ dyp.r _

= ,0a, =2a.
dt? dt? P
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Igualando tenemos: y, =2 y'p. Luego:




Como la distancia y, que baja la polea: es igual a la distancia y. que sube la bola, entonces:

ay, =2a_..(4)
FIGURA N° 6.42
PARA 1LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.11

De (1) +(3): 27T, +(mp ~-m,)g=(m, -_i-mp)ae.
“‘Constderando que: m, <<m,: 2T,-m g=m_a
De(4)en(2): m g-T, =2ma_...(6)
De(5)+(6): 2m,g-m g=(4m +m )a,
(2m,-m,)g _ (2-m, /mb)g _(2-m)g

o )

Luego: a_ = .. (N
* (@4my+m,) (4+m /m,) (4+m)
=~ _(2-mg-

Ent ca, =——] ... (8
ntonces: a, (4““1)] (8)

2(2-m)g - 22-n)g+
De(7)en(4): a, = ————; porloque: a, = —————] ... (9)

b (44m) o (4+m)

. . - 1. 5
Del movimiento de la bola respecto a la barra, tenemos: Ty = Toep T Voob! +—2-acbt s

Donde: 1, =Lj; ?ch'zﬁ; Voen =0.
e SR 2 ~ 22— -~ 3(2- 4
De (8) y (9): aeb=ae“ab=( n)gJ+ 2-n)g:_32-mg
(4+m) (4+n) (4+m)

% - 2.
Reemplazando: L j= M j; de donde: | t= 2L(4+n) i
2(4+m) V32-n)g

Problema 6.12.-

Un ciclista maneja su vehiculo a lo largo de una circunferencia, de radio R, en un plano
horizontal. El coeficiente de friccién depende solamente de la distancia r hasta su centro O

segin:  k =k, [1—%}; donde kg es una constante. Hallar el radio de la circunferencia, con

centro en ¢l punto O, por la que el ciclista puede moverse con la maxima Velocidad.l ;Cudl es

esta velocidad?

Solueidn.-
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Del diagrama de cuerpo libre sobre el ciclista de la Figura N° 6.43: ﬁg +N+ fr =

. FIGURA N° 6.43
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.12

Analiticamente: —mguy, + N, + k Ny = may ly.
2
Luego: (-mg+N)1y =0; dedonde: N=mg ....(1) y  kNuy =mLﬁN.... (2)

Como: k =k [1 -[éﬂ ..... 3)

2
De (3)y (1) en (2): ko[l (;nguN m-— Gy ; luego: v = {x*'kogrl: } .....
0.

T i

El valor de r para el cual la velomdad v €s maxima, se obtiene de —=

K g[ [2rﬂ '

0 .

{ = ; de donde: 1-3£=O. Luego: r=5 ..... (5)
r

. Kogr 1—(—

| [ R

Reemplazando (5) en (4): Vo = \[ kog (%‘)[1 ‘(‘%ﬂ

_— R{1Y .. !
Simplificando: v, = kOgE(E]' Finalmente: | v, = 2,/ kOgR

Mo | =

FIGURA N° 6.44
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.13

Problema 6.13.-

El sistema de la Figura N° 6.44 se compone de una barra lisa en forma de L, dispuesta en un
plano horizontal y de una bocina A, de masa m, unida mediante un resorte imponderable, de
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constante elastica k, al punto B. El sistema gira alrededor de un eje vertical que pasa por el
punto O a una velocidad angular constante @. En el marco de un observador inercial, hallar el
- alargamiento relativo del resorte.

Solucion.- .

Respecto a un observador inercial, 1a bocina describe un movimiento circular uniforme. Luego:
F =mia=m §N :
Del D.CL. de la Figura N° 6.45: Ny, + Ny + mg+Fg =miy.

FIGURA N° 6.45
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.13

En representacion analitica:
Ny tig + Np(-cos 0 iy +send i) - mg tig +kx(sen® iy +cos 0ty ) = mo?r iy
Siendo x el estiramiento del resorte.
Luego: (Ny —mg)iig =0; Ny, =mg ... (1)
(—Npy cos®+kxsenB)iiy = 0; de donde: ~Ny; cosO+kxsenf=0..(2)
(Ng senf+kxcos0) iy = mo? riy; de donde: Nysend +kx cosd = ma? 1 ... (3)
De (2) x sen 8: —Nj; senfcos0+kxsen20=0
De (3) x cos 0: Ny senfcos0 + kx cos? 8 = mw? rcos @
Sumando miembro a miembro: kx = mo?rcos® (4)
De la figura: reos@=L, +x ... (5)
Siendo L, la longitud del resorte sin deformar.
De (5) en (4): kx = mo? (L, +x)
kx = me? L, +mo? x ; de donde: (k-m»?)x =mo?L,

) X mo? 1
Finalmente:| — = =
L, k-me? (k/mo?)-1
Problema 6.14.-

Un pequefio casquillo de masa m se desliza libremente por una barra horizontal lisa, que gira a
velocidad angular constante @ alrededor de un eje vertical fijo que pasa por uno de sus extremos.
Encontrar la componente horizontal de la fuerza que actia sobre el casquillo por el lado de la
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barra en el instante cuando €l se encuentra a la distancia r del eje. El casquillo en el instante inicial
se encontraba directamente junto al eje en reposo.

Solucién.-

De la segunda ley de Newton en el sistema de referencia giratorio, tenemos: F'=md'.
Luego: F+Fe +F,, =ma'

Del D.C.L. de la Figura N° 6.46: m§+ Ny, + Ny ~m@x(dx7)-2mdxV'=ma".

FIGURA N° 6.46
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA N° 6.14

Z'

Para el observador giratorio el casquillo tiene movimiento rectilineo segun el eje X mostrado,
2 'l-"
dt
Identificando términos semejantes: -mg+ Ny =0 de donde: Ny =mg... (1)

Nyg-2mov'=0;dedonde: Ny =2maov'... (2)

ri-2mov'j'=m

luego: —mgf('+ Ny k'+ Ny j'+mco

'mcozrzmdl;de donde: cozr:g‘—/—g‘:v'dl y v'dv'= ordr
dt _ dr dt dr
V' - v? o 5
Integrando: Io vidv'=o Iordr;lucgo: El S y v“ =", dedonde: v'=or... (3)

De (3)en (2): Ny =2m®(wr). Finalmente: | Ny = 2ma’r

Problema 6.15.-

A una barra lisa AB, dispuesta horizontalmente, se -le hace girar a velocidad angular constante ®
alrededor de un eje vertical fijo que pasa por su extremo A. Por la barra se desliza libremente un
manguito de masa m que se mueve desde el punto A con una velocidad inicial V. Hallar la

fuerza de Coriolis que obra sobre el manguito en el momento cuando éste se ubico a la distancia ¢
del eje de rotacion.

De la segunda ley de Newton en el sistema de referencia giratorio, tenemos: F'=ma’.



Luego: F+F;e+l_5;0 =ma’.
Del D.C.L. de la Figura N° 6.47: mg + Ny + Ny ~m@x (@xF)-2m@xV'=ma".

FIGURA N° 6.47
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA N° 6.15

Zh

Para el observador giratorio el casquillo tiene movimiento rectilineo segun el eje X” mostrado,

|
A

luego: —mg£’+NVﬁ'+NH}'+mm rf'-mev'j'=m%~i’

Identificando términos semejantes: -mg+ Ny =0; de donde: Ny =mg... (1)
Ny -2mov'=0;dedonde: Ny =2maov'... (2)

mmzr:mg—v—;de donde: m2r=9_‘{_£___v.jil y v'dv'=e’rdr

dt dr dt dr
T d-jv'v'd —o?[rar;1 v? e _ o’ v2_v2 = 22
ntegrando: v v'=0"] rdr; luego: —-——t=—r1y Vg =0TY;

de donde: v' =+ ®%r? +v§ s K3)

Como la fuerza de Coriolis es: 13;0 ==2 mmv‘}' ... (4)
De (3) en (4): F‘;o = —21110)‘/ @1 +v% j' !

Problema 6.16.-

A un disco horizontal de radio R se le hace girar a la velocidad angular constante & alrededor de
un eje vertical fijo que pasa por su borde. Por la periferia del disco se mueve uniformemente con
respecto a este ultimo una particula de masa m. En el instante, cuando la distancia entre la
particula y €l eje de rotacion es méxima, la resultante de las fuerzas de inercia que actiian sobre
ella en el sistema de referencia ligado con el disco, se hace cero. Hallar: (a) la aceleracion de la
particula con respecto al disco; (b) la dependencia de la resultante de las fuerzas de inercia con la
distancia hasta ¢l eje de rotacién.

Solucién.-

Las fuerzas de inercia que actan sobre la particula de masa m en el sistema de referencia ligado
con el disco son: la fuerza de Coriolis -2m®x V', y la fuerza centrifuga —-m®x(®xT).
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Entonces su resultante sera: l-fin =-2mexvV'-mex(0dxT).

(a) Para que la resultante de las fuerzas de inercia sea cero, cuando la distancia entre la particula y
el eje de rotacién sea méxima, las fuerzas de inercia deben estar dispuestas como se muestra en la

Figura N° 6.48.

FIGURA N° 6.48
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.16

Luego: F‘m =-2m@xV'-mdx(GxT)=0
—2m(~ody)x(v'd,)-m(-eldy)x(-od, x—2R i, )=0
2mov'd, ~m(-oi,)x(-20R d;)=0

2mov'l, -2me?R{, =0; dedonde: 2mo(v'-oR){;, =0

Entonces: v'=®R.

Como la particula cumple un movimiento circular uniforme de radio R respecto al disco:

2= Y2 _(@R)?
R R

. Luego: | a'=®?R

(b) En una posicion arbitraria de la particula, las fuerzas de inercia, de modulos
2mov'=2me?R y mo?r, se disponen como se muestra en la Figura N° 6.49, formando un
angulo (180°—a).

FIGURA N° 6.49
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.16

Luego: F,, =+/(2mo?R)? +(mor)? +2(2mo?R)(mw2r)cos(180°- o)

E, = ,‘[4 m2 ®*R2+m? 0?2 -4m? 0*Rrcosa
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De la Figura: cosa = e

Reemplazando: F, =ma?4R? +12 -~ 4R1(r/2R)
1 =mm2\/4R2 +12-212 . Luego: E, =mam2 f4R2_r2

|

Problema 6.17.-

El sistema de la Figura N° 6.50 se compone de una barra lisa en forma de L, dispuesta en un
plano horizontal y de una bocina A, de masa m, unida mediante un resorte imponderable, de
constante elastica k, al punto B. El sistema gira alrededor de un eje vertical que pasa por el
punto O a una velocidad angular constante @. En el marco de un observador no inercial fijo al
sistema rotante, hallar el alargamiento relativo del resorte.

FIGURA N° 6.50
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.17

Solucion.-

Respecto a un observador no inercial fijo al sistema rotante, la bocina esta es reposo. Luego:
1-5'=m§';conéi'=5. .
Del D.CL. de la Figura N° 6.51: Ny, + Ny + mg+Fg—2max¥'-mdx(&x7)=0.

FIGURA N° 6.51
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.17

Como: ¥'=0, entonces: Ny + Ny +mg +Fg —mex(@x7)=0

- En representacion analitica: Ny, k'— Ny j'— mgﬁ '—kx 1+ moZr (cosB it senej') =0
Siendo x el estiramiento del resorte.
Luego: (Ny —mg)k'=0; Ny=mg ... (1)
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(—Nyp+mo?rsend)j'=0; Ny =meZrsend ... (2)
(—kx+ma2rcos0)i'=0 kx =ma? rcosd ... (3)
De la figura: rcos@=L,+x ... (4)

Siendo L la longitud del resorte sin deformar

De (4) en (3): kx = mo? (L, +x)=m@? L, +mo? x; luego: (k-ma?)x =ma?L, .

. X mm2 1
Finalmente: | — = =
L, k-mo? (k/ma?)-1

0

Problema 6.18.-

En el vértice de una esfera lisa de radio R se coloco un pequefio cuerpo. Luego se le comunicé a la
esfera una aceleracion constante 4, en direccién horizontal y el cuerpo comenz6 a deslizarse
hacia abajo. Hallar: (a) la velocidad del cuerpo respecto a la esfera en el momento de la
separacion; (b) el angulo 6, entre la vertical y el radio vector trazado desde-el centro de la-esfera

al punto donde tiene lugar la separacion y (¢) €l valor de 8, cuando a, =g.

Solucion.-

De la segunda ley de Newton en el sistema de referencia no inercial, tenemos: F'=mi'.

Del D.C.L. de la Figura N° 6.52: F+F, =ma'; mg+N+F, =ma".

FIGURA N° 6.52
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.18

Para el observador no inercial el cuerpo tiene movimiento curvilineo, luego:

2
mg(coseuN+sen8uT) NuN+mao(coseuT senBuN) m(%’t—uT+%uN]
. ' V|2 f vlz
(mgcos® — N -ma,send) iy =m?ﬁN; mgcosG—N——maoscnezm—R—— — b

1 t

. A \"4 L
(mgsenO+ma, cosO)ur =m—ur; mgsend+ma,cosd=m-—
g 0 T a T o at

dv'_dv'ds_dv’ v', de donde: v'dv'=(gsen0+a,cos0)ds

gsenO+a,cos0=—
dt  ds dt ds
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Integrando: j: vidv'= J:(gsenﬁ +a,cos0)RdO; e R[-gcos 9]2 + aosen9| z]

v'?=2R[g (1~ cos 6) + a_sen 0]

VIZ

(a) En el momento de la separacion del cuerpo de la esfera, tenemos que: N=0 y 6=0,.
12 .

Luego, de (1): mgcosO, —ma_ send =mvi—

3)

De (2)en (3): gcosO, —a, senf, =2[g(l1—-cosO, )+a send, ]

gcosB,—a senB, =2g—2gcosB  +2a send

o

3gcosO, —3a, senB, = 2g; de donde: gcos6, —a send, = %g

o

2 a
=—+4—
g

De (4)en (2): v2=2R {g{i 1 —[§+E~°~seneo

cosO, send, ... (4)

g
2Rg

v?=2R[g —%g —a,send, +a send] =

(b) De (4): 22send, = cos®, —~§- _Sean=-2¢.
g

Joroee

Finalmente:

2Rg

v=

g

Elevando al cuadrado: n’sen’6, = cos’ 6, —g-coseo +§

n°(1-cos’8,)=cos’ 6, —%cos@a0 +g ;

(1+1?)cos? 8, -%coseo +(§—n2)= 0

4 16 4
—i\/;—4(l+n2)(§—n2)
Resolviendo la ecuacién: cos8, =
2(1+n?)
4 [16 4 4
gi‘/g—4(§—ﬂ2+—n2—'ﬂ4)
cosf, = 9
2(1+m?)
gi\/4n2—-19§n2+4n4) gizn’§+n2 %i%“\/swnz
0039 = = -
° 2(1+m2) 2(1+12) 2(1+m2)
2+my 5+9n2
Finalmente, [cos 8, = L. oL M|
3(1+m2)
24./5+9 _ 2%

(c) Cuando a, = g, entonces =1y cosO, =

o4

. Finalmente:

3(1+1)

Jia
6

6, =16,87°
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CAPITULO VII
TRABAJO Y ENERGIA

7.1. Introduccion

En el capitulo anterior se ha visto que cuando se conocen las leyes de las fuerzas que actuan
sobre una particula y su estado, esto es su posicion y su velocidad, en cierto instante inicial de
tiempo, es posible determinar el estado de la particula en cualquier instante de tiempo posterior
a partir de la determinacion de la aceleracion de la particula mediante la segunda ley de
Newton. Esto evidentemente sélo es posible en la medida que las leyes de fuerzas indiquen que
¢stas son constantes o que varian en funcién del tiempo.

Entonces, jcomo podriamos determinar el estado de la particula en el caso de que las fuerzas
fundamentales y las fuerzas elasticas, que varian en funcién de la posicién, actian sobre ella?
Surge, entonces, la necesidad de enfocar de forma diferente el estudio de la mecénica de la
_particula introduciendo el concepto fisico de trabajo, el que nos conducira a definir el concepto
de la energia y el principio de su conservacion.

7.2. Trabajo

Consideremos una particula material en movimiento, segun la trayectoria s mostrada en la

Figura N° 7.1, bajo la accién de una Fuerza F que, en general, puede variar durante el proceso
del movimiento de la particula. En el desplazamiento infinitesimal df de la particula, en la
direccion de la tangente a la curva en ese instante, esta fuerza se puede considerar constante y
su componente en la direccion del desplazamiento originaria tal desplazamiento.

FIGURA N° 7.1 ,
MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA MATERIAL BAJO LA ACCION DE UNA
FUERZA

El efecto de la componente tangencial de la fuerza F, que produce el desplazamiento
infinitesimal ds de la particula, segin la trayectoria en ese instante, se denomina el trabajo
infinitesimal dW y se cuantifica mediante la expresion: dW =F.ds. (7.1)

Luego, el trabajo debido a la fuerza F para el desplazamiento de la particula desde la posicion

1 a la posicién 2, se expresara por: Wip = _[12 Frds _ (7.2)
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La integral definida por la ecuacién (7.2) puede resolverse si la componente tangencial de la
fuerza F; es una constante o, en general, si estd definida como una funcion de s. En este tltimo
caso, una representacion grafica arbitraria de la funcién F, = F;(s) se muestra en la Figura N°

7.2. Se observa que el trabajo infinitesimal dW corresponde al area del rectangulo sombreado
y, por lo tanto, el trabajo efectuado sobre la particula quedara determinado por el 4rea total bajo

la curva F; =F (s).

FIGURAN°7.2
EL TRABAJO REALIZADO DE 1 A 2 IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA

Fr

01  ds 2
Si en la ecuacion (7.1) consideramos que: Fp = |F|cos® y ds=|dF|, siendo 8 el angulo entre
los vectores F y df, tendremos: dW = |F |cos® |dF] o mas simplemente: dW = F.df  (7.3)

Luego, el trabajo debido a la fuerza F para el desplazamiento de la particula desde la posicion

1 a la posicidn 2, se expresara por: W, = I ;2 F.df. (7.4)
1

Se observara entonces que el trabajo es una magnitud fisica escalar que cuantifica el efecto de
una fuerza o una resultante de fuerzas que produce el desplazamiento de una particula.
Observar ademas que el trabajo puede ser una cantidad positiva, negativa o cero, dependiendo
del valor del angulo formado entre la fuerza y ¢l desplazamiento. Su unidad de medida en el
Sistema Internacional es N-m que se denomina Joule, cuyo simbolo es J.

Si expresamos analiticamente la fuerza F y el desplazamiento infinitesimal df , tenemos que:
F=F i+F, j+Fk y - df =dxi+dyj+dzk

2 A ~ - ~ a A
Entonces: W, = j [ (B 1+F, J+E k).(dxi+dy j+dzk)
Luego, el trabajo debido a la fuerza F para el desplazamiento de la particula desde la posicion

2
1 a la posicion 2, se expresara por: Wip = L F,dx+ Fy dy+F, dz (7.5)

En general, las fuerzas que actian sobre una particula debido al medio con el que interactia
pueden ser constantes o variables. En este lltimo caso, las fuerzas pueden variar en funcion de
la posicion T, en funcién del tiempo t o en funcién de la posicion T y el tiempo t,
simultdneamente, definiendo un campo de fuerzas; como por ejemplo, el campo de fuerzas de
gravedad de la Tierra. Si la fuerza en cada punto del campo no depende del tiempo, esto es,

F =F(F), se tendra un campo de fuerzas estacionario. Ademas, si el trabajo realizado por la
fuerza de un campo de fuerzas estacionario no depende de la trayectoria seguida por la
particula, sino sélo depende de su posicion inicial y final, entonces tendremos un campo de
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fuerzas potencial y las fuerzas de este campo son llamadas conservativas.
7.3. Potencia

En aplicaciones practicas en ingenieria, como es el caso especial del disefio de maquinas,
interesa saber no solo el trabajo que se pueda efectuar sino también la rapidez con que este
trabajo se realiza; surge aqui la necesidad de definir un concepto que mida la capacidad para
producir trabajo.

Se define la potencia P como una magnitud fisica que cuantifica la rapidez con la que se realiza

_dw 6)

un trabajo. Su expresion viene dada por: =y

En el sistema internacional la potencia se mide en Joules por segundo (J/s), unidad que se
denomina watt o vatio cuyo simbolo es W.

De la ecuacién (7.6), tenemos que el trabajo infinitesimal es dado por: dW =Pdt.
s . 2
Luego, el trabajo realizado se determina de: _[1 dW = j :2 Pdt
1

. 2 t
Como, en general, la potencia no es constante, entonces: AW = L dw = L 2P(t)dt.
1

Definimos la porencia media o potencia promedio Pa aquel valor de potencia considerado
constante que en el mismo intervalo de tiempo, At=t,—t;, rea]iza la misma cantidad de
: —rt — = ' — AW |
trabajo. Entonces: AW = PL Zdt= P(t, —t;) =P At; de donde: P= T (7.7

1
Luego, se deduce que la potencia media o potencia promedio P durante un intervalo de tiempo
At se obtiene dividiendo el trabajo total realizado AW entre ese intervalo de tiempo.
A partir de las expresiones anteriores es posible relacionar la potencia desarrollada por una

F. s
fuerza F aplicada a una particula y la velocidad ¥ de ésta, segan: P = gg = d(tir =F % :
Luego, la potencia sera; P=F.v (7.8)

Observar que la potencia puede ser una cantidad positiva, negativa o cero, dependiendo del
valor del angulo formado entre la fuerza y la velocidad.

7.4. Energia Cinética y el Teorema del Trabajo y la Energia

Considerando la formulacién de la componente tangencial de la fuerza Fy, segin lo expresado

por la ecuacion (6.18), en la ecuacién (7.2), tenemos que el trabajo realizado por una fuerza o
una resultante de fuerzas para lograr el desplazamiento de una particula de masa m desde la

2 2
posicion 1 a la posicion 2, es: Wy, = I Fyds = j dv I dv%: I . mvdy

Si consideramos que en las posiciones 1 y 2 la _pamcuia posee velocidades v; y v,,

v V2 Vz vz l 2 1 2
respectivamente, tenemos: W, = mvdv=m— =—mv5——my
p 125, P ke M el

b |
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Este resultado muestra que independientemente de la ley que defina el tipo de fuerza actuando
sobre la particula y la trayectoria que siga ésta para desplazarse desde la posicion 1 a la
posicidn 2, el trabajo realizado sobre ella se expresara como la diferencia entre magnitudes

. 1 . - ,
fisicas de la forma Emvz que se pueden asociar a cada una de las posiciones de la particula

que definen su estado. Esta magnitud fisica que se deriva del movimiento de la particula se

8, r r £, 1
definird como erergia cinética y la formularemos como: K= Fm v2 (7.9)

mv%—%mvlz-—-Kz—KleK - (7.10)

=

Entonces: Wy, =

La ecuacién (7.10) se conoce como el Teorema de trabajo y la energia que establece que “El
trabajo realizado por una fuerza o la resultante de fuerzas aplicada a una particula, para
desplazarla de la posicién correspondiente a su estado 1 a la posicion correspondiente al
estado 2, es igual al cambio que experimenta la energia cinética de la particula entre estas
posiciones”. Debemos tener en cuenta que esta ecuacion es valida inicamente en un sistema de
referencia inercial.

Observar que cuando la rapidez de la particula es constante, no existe variacion de la energia
cinética de Ia particula y el trabajo de la fuerza sobre ella es cero. Ademas, la unidad de medida
de la energia cinética en el Sistema Internacional también es el Joule.

7.5. Trabajo efectuado por una fuerza constante

Si en la ecuacion (7.4) consideramos que la fuerza F es constante, entonces el trabajo realizado
por la fuerza para conseguir el desplazamiento de una particula desde la posicion 1 a la

posicion 2, serd dado por. Wy, = [ 2 F.df =F.[ 2 dF =F.(F, - 7y)
1 1
Considerando que el desplazamiento de la particula es definida por: AT =T, —T;, tenemos:

Wy, =F.(f, - 1) =F.AT (7.11)

Este resultado muestra que si la fuerza que actia sobre una particula es constante, el trabajo
realizado por esta fuerza es independiente de la trayectoria que una a las posiciones 1 y 2.

Una importante aplicacion de la ecuacion (7.11) es la determinacion del trabajo realizado por la
fuerza de la gravedad Fg que actia sobre una particula que se mueve en las proximidades de la
superficie terrestre donde se considera que esta fuerza es constante.

Luego: W12 :?g-(_fz—_fl)=1—5g-Af

Si la fuerza que actia sobre una particula es constante, entonces su aceleracion es constante y
la maxima extension del movimiento de la particula estara limitada a un plano del espacio,
describiendo una trayectoria parabdlica, tal como muestra la Figura N° 7.3.

Considerando que: Fg = —mg} y AT = (x5~ xl)f+ (vq —y])j,

Luego: Wiy =-mg(y, —y;)=—(mgy, ~mgy;) (7.12)
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Este resultado muestra que independientemente de la trayectoria que siga la particula para
desplazarse desde la posicién 1 a la posicion 2, el trabajo realizado por la fuerza de la gravedad
sobre ella se expresara como la diferencia entre magnitudes fisicas de la forma mgy que se

pueden asociar a cada una de las posiciones de la particula que definen su estado.

FIGURA N° 7.3
TRABAJO DE LA FUERZA DE GRAVEDAD

Y

7.6. Energia Potencial

Se ha definido que si €l trabajo realizado por la fuerza de un campo de fuerzas estacionario no’
depende de la trayectoria seguida por la particula, sino s6lo depende de su posicion inicial y
final, entonces se tiene un campo de fuerzas potencial y las fuerzas de este campo son llamadas
conservativas. De otra forma, una fuerza sera conservativa si su dependencia con la posicion de
la particula es tal que el trabajo realizado por ella se puede expresar como la diferencia entre
los valores de una magnitud fisica que dependa de la posicion, de la forma U(x,y,z), evaluada

en las posiciones inicial y final que denominaremos energia potencial. Entonces, s1 F es una

. %y
fuerza conservativa, se cumple que: W, = I 1 F.dr=U;-U, =-AU (7.13)

Comparando el resultado expresado por la ecuacion (7.13) con la ecuacion (7.12), tendremos
que la magnitud fisica mgy que se deriva del cambio de posicion de la particula se definird
como una forma de energia potencial que llamaremos energia potencial gravitatoria y la
formularemos como: Uy =mgy (7.14)

Luego: W, =—(mgy, —mgy;)=-(Ug, —Ug]) =-AU, (7.15)

La ecuacion (7.15) establece que: “El trabajo realizado por la fuerza de la gravedad es igual
al decremento de la energia potencial gravitatoria de la particula™.

Por otro lado, si expresamos la ecuacién (7.13) en forma infinitesimal: dW =F.di=-dU;
donde —dU es el decremento de la energia potencial en la direccion del desplazamiento dr.

Luego: Frds=-dU; de donde: F; :-—%g. Observar que se debe expresar el cambio de la
energia potencial U en términos de una derivada parcial porque se toma en una determinada
direccion y porque ademas: U = U(x,y,z).

Considerando que las proyecciones del vector desplazamiento infinitesimal sobre los ejes

coordenados X, Y y Z son, respectivamente, dx, dy y dz y que las proyecciones de la fuerza
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sobre estos mismos ejes coordenados son, respectivamente, F, , Fy y F, , tenemos que:
aU aU oU
sz——,F =—d----sz=———_
ox Y ay 0z
Tomando en cuenta la representacion analitica de la fuerza: F = B i+ Fy 3 +F, k, tenemos:

du. oUr oU» dr 0+ 0O
1 k-«—['a—xl'f"g'y— +E"Z”k)U(X,y,Z)

A

Definamos el operador nabla V al vector simbdlico de la forma: V = %h%ﬁak y al

producto de este vector por la funcion escalar U como el gradiente.
Entonces: F=-VU(x,y,x)=-grad U(x,y,2) (7.16)

El concepto del gradiente es mas facil de comprender si introducimos la idea de superficie
equipotencial, esto es, una superficie en la que todos sus puntos tienen la misma energia
potencial U. .

De la ecuacién Fy = —%I—j- se deduce que la proyeccion del vector F sobre cualquier direccion

que sea tangente a la superficie equipotencial en un punto es igual a cero. Esto significa que
este vector es perpendicular a la superficie equipotencial en ese punto y que esta dirigido en la
direccion a la disminucién de U. Luego, el gradiente de la energia potencial U es un vector
dirigido por la perpendicular a la superficie equipotencial en direccion al aumento de la energia
potencial U. :

7.7. Trabajo realizado por una fuerza variable

Consideremos el caso de la fuerza elastica FS =-kT actuando sobre una particula, siendo k la

constante elasticay T el vector posicion de la particula respecto a un sistema de referencia.
Entonces el trabajo realizado por esta fuerza serd expresado como:

_ ?2 — = _ 1 1‘2 . 1 2 _ 1 2
| Wu_jFl ~k7.df = kL_l rdr=—(zkrj~zkrf)
Este resultado muestra que independientemente de la trayectoria que siga la particula para
desplazarse desde la posicion 1 a la posicion 2, el trabajo realizado por la fuerza eléstica sobre
ella se expresard como la diferencia entre magnitudes fisicas de la forma %kr-’- que se pueden

asociar a cada una de las posiciones de la particula que definen su estado. Esta magnitud fisica
que se deriva del cambio de posicion de la particula se definird entonces como energia

potencial eldstica y 1a formularemos como: Ug = %— kr2 (7.17)

1 1

7.8. Fuerzas conservativas y no conservativas

Como se defini6 en la seccién 7.2, las fuerzas conservativas son aquellas fuerzas cuyo trabajo
realizado, para desplazar una particula desde una posicidn correspondiente a un estado inicial,
a otra posicion correspondiente a un estado final, por cualquier trayectoria arbitraria, no
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depende de la trayectoria entre las dos posiciones. En este sentido, la fuerza de la gravedad y la
fuerza elastica son fuerzas conservativas toda vez que, como se observo en las secciones 7.6 y
7.7, el trabajo realizado por estas fuerzas sélo depende de las posiciones de la particula en el
‘estado inicial y final.

La particularidad de las fuerzas conservativas es que el trabajo realizado por ellas a través de
una trayectoria cerrada es cero. Se formula entonces que: c]SF.df =0 (7.19)

Por el contrario, las fuerzas no conservativas son aquellas fuerzas cuyo trabajo realizado, para
desplazar una particula desde una posicion correspondiente a un estado inicial, a otra posicién
correspondiente a un estado final, depende de la trayectoria entre las dos posiciones. Un caso
de fuerza no conservativa es la fuerza de friccion que siempre se opone al desplazamiento de la
particula. El trabajo realizado por esta fuerza es negativo, por lo que se denominan fuerzas
disipativas.

7.9. Conservacién de la Energia

De acuerdo a la ecuacion (7.10), el teorema de trabajo y la energia establece que, en un sistema
de referencia inercial, el trabajo realizado por una fuerza o la resultante de fuerzas aplicada a
una particula, para desplazarla de su estado inicial 1 al estado final 2, es igual al cambio que

; : o 2=
experimenta su energia einética; esto es: Wi, = J'] F.dr =AK.

 FIGURAN° 7.4
MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA POR ACCION DE FUERZAS CONSERVATIVAS
Y EXTRANAS

Estado 2

En general, como muestra la Figura N° 7.4, la fuerza que actaa sobre la particula puede ser la
resultante de fuerzas conservativas (F,) y fuerzas no conservativas, que tienen otro origen y

que llamaremos fuerzas extrafias (Fc

«t)» de manera que:

gs = T ™ -
Wip = || (F +Foy).df = [ Fo.df + [ oy dF = AK.
Puesto que el trabajo realizado por las fuerzas conservativas se puede expresar como un
. 2=
decremento de la energia potencial de la particula, entonces: I . E,.dr =—-AU.

2 o
Reemplazando tenemos: ~AU + L Foyi -df = AK .

; s : 2 -
Ademas, el trabajo realizado por las fuerzas extrafias es: W,,, = L | SR | g8
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Luego: Wyt = AK +AU (7.20)

La ecuacion (7.20) es la formulacion del Principio de Conservacién de la energia que
establece que: “En un sistema de referencia inercial, el frabajo realizado por fuerzas extrafias
actuando sobre la particula para desplazarla de la posicion inicial, correspondiente al estado
1, a la posicion final, correspondiente al estado 2, por una determinada trayectoria, es igual a
la suma de los cambios en su energia cinética y potencial entre esos estados y por la misma
trayectoria’”.

Desarrollando la ecuacion (7.20): Wy, =K, K, +U, - U; = (K, +U,) - (K; + Uy).

Definamos la energia mecanica total E de la particula en un estado a la suma de su energia
cinética K y su energia potencial U en ese estado, entonces: E=K +U.

Luego: Wey =B, -E; = AE (7.21)

La ecuacion (7.21) es otra formulacion del Principio de Conservacion de la energia que
establece que: “En un sistema de referencia inercial, el trabajo realizado por fuerzas extraiias
actuando sobre la particula, para desplazarla de la posicion inicial, correspondiente al estado
I, a la posicion final, correspondiente al estado 2, por una determinada trayectoria, es igual al
cambio en su energia mecdnica total entre esos estados y por la misma trayectoria”.

Observar que si no existen fuerzas extrafias actuando sobre la particula, entonces en (7.21)
tenemos que: W, =0 y por lo tanto: AE =0 . Esto es, la energia mecénica total de la particula

permanece constante. Por otro lado, si las fuerzas extrafias actuando sobre la particula son
disipativas, como el caso de fuerzas de rozamiento, entonces en (7.21) tenemos que: W, <0

y por lo tanto: AE <0. Esto es, la energia mecénica total de la particula disminuye.
7.10. Problemas

Problema 7.1.-

Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas F =(Ax2 +By)i+Cy2 ]} en el movimiento

de la particula a lo largo del recorrido triangular OabO de la Figura N° 7.5, (Es potencial el
campo de fuerzas?
FIGURA N° 7.5
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.1

Y
b-

Solucion.-

Woab0o = Woa + Wap +Wpo - (1)
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-2 = 2 7 2 = by %
Por definicion Wy, = | [Fdi= | [[(Ax? +By)i+Cy? j](dxi+dy])

2
Luego: Wi, = Il (Ax2 +By)dx + Cy2dy

(a,0)

2 2
©.0) (Ax# +By)dx +Cy“dy

(a) Para la recta Oa: W, =

. 6 3
Como en Oa: y =0; dy =0; tenemos: Woa=f§Ax2dx=A; =A: @
' 0

0
(b) Para la recta ab: W, = j ((a ’Ob)) (Ax? +By)dx +Cy?dy

Comoenab: y =—Ex +b; dy =—2dx.
a a

Wy, = I 0[Ax2 +B(—Rx +b)]dx+C(—Ex+b)2(—de)
4 a a a a

2 2 '
W, = j Orax? _OBxibB+ (b—Cx2 ¥ +b2C)(-E)]<ix
a a a 32 a a

0 3 3 3
Wy, = | TAX2 —EBx+bB—§3~CX2 +2;’—2Cx—b:(3]dx

10 0 0 0 0
w. A bBx?| 0_BCx|" 263Cx2|” biCx|
ab ~ - - 3 2 -
3|, 2a ® 33|, 22|, a
Aa® bBa? b3Cad3 2b°Ca? bCa
—ie —bBa+ - +
3 2a 3a3 2a% a
Aa3 abB b3C

3 3
W, =———+——-abB+———b3C+b3C. Luego: Wy, . _abB+b i .
3 @ 3 2 2 3

0,0 ’
(¢) Para la recta bO: Wy = f ((0 ’b))(sz +By)dx +Cy2dy

+ be|

o i s

Wb =

. (3)

0
Cy3

|
3,

- Aa3 Aa’? abB b’C bC
De (2), (3)y (4 en (1) Woupo =3~ —3 5 +—3~3

B bC
Como en bO: x=0; dx =0; tenemos: W5 :-[b Cy“dy = =— — 4)

. bB
Finalmente: | Wg,,0 = _aT

Como un campo de fuerzas es potencial si el trabajo realizado por el campo estacionario de
fuerzas no depende de la trayectoria, esto es, el trabajo realizado por el campo de fuerzas sélo
depende de las posiciones inicial y final. Como en este caso la trayectoria es cerrada, el

desplazamiento es nulo y deberiamos tener Wq,,0 =0. Luego, el campo de fuerzas no es

potencial.
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Problema 7.2.-

Sobre una particula actia la fuerza F = 2xyi+x23 (N). Hallar el trabajo efectuado por la

fuerza al moverse la particula del punto (0,0) al punto (2,4), siguiendo las siguientes
trayectorias: (a) a lo largo del eje X desde (0,0) hasta (2,0) y, paralelamente al eje Y, hasta
(2,4); (b) a lo largo del eje Y desde (0,0) hasta (0,4) y, paralelamente al eje X, hasta (2,4), (¢c)a

lo largo de la recta que une ambos puntos, (d) a lo largo de la pardbola y=x2. (Es
conservativa esta fuerza?

Solucién.-
Por definicién: W,, = [*F.d7 . Luego: W, = j{‘:;)(z xyi+x2}).(dxi+dy )

(2.4) 2
Entonces: W, = J(o 0)nydxﬂ-c dy.

FIGURA N° 7.6
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.2

Y(m)
O " 24)

L (1)
(2) (4)

| X(m)
0,0) @) (20

2

Trayectoria 1 de la Figura N° 7.6: W = Lo :;)(2 xydx+x*dy)+ L(;:)JQ x ydx + x2dy)

Para la primera integral tenemos: y=0y dy=0.
Para la segunda integral tenemos: x=2 y dx=0.

Luego: W = [ [2x(0)dx + x?(0)]+ [ [2(2)y (0) +(2)*dy]

W =0+ [ 4dy = 43|} ; de donde:[ W =167

(0

Trayectoria 2 de la Figura N° 7.6: W3 = j(

4) 5 (2,4) 3
L (2xydx+x dy)+j(0'4)(2xydx+x dy)

0,
Para la primera integral tenemos: x =0 y dx=0.
Para la segunda integral tenemos: y=4 y dy=0.

Luego: W' = [ 12(0) y(0)+(0)dy]+ [ [2x (4)dx +x7(0)]

2 2
W =0+J:8xdx=8x? ; de donde: | W' =16]
0

Trayectoria 3 de la Figura N° 7.6: W’ = J(o

(2

4) 2
0]'(2x ydx +x“dy)
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Como la ecuacién de la trayectoria es: y =2X ; entonces: dy =2dx.
% @
3

WY = [2x(2x)dx + 0] = [ 6x° dx =62

]

Finalmente: | W5’ =16J
Trayectoria 4 de la Figura N° 7.6: W’ = j'::’:@ xydx +x*dy)

Como la ecuacién de la trayectorié es: y=x’; entonceS' dy =2xdx.

4 2

(4) byl
wl _j[zx(x ydx +x3(2x dx)] = j‘4x dx =42 ;

0

Finalmente: | W’ =167

Puesto que el trabajo realizado por la fuerza es independiente de la trayectoria, entonces la
fuerza es conservativa.

Problema 7.3.-

Sobre una particula actia la fuerza F=(2x21+3y2j)N/m?2. Hallar el trabajo realizado por

esta fuerza cuando la particula se mueve desde el punto A hasta el punto D en la Figura N° 7.7,
segun: (a) la recta AD, (b) la trayectoria ABD y (¢) la trayectoria ACD. CD es un cuadrante
circular. ;Es conservativa esta fuerza?

FIGURA N° 7.7
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.3

Y
(m) - D(3,3)

X(m)

1
1
]
]
L]
L]
[
!
1
1
T

Solucién.-

Por definicion: Wy, = j Fdr—I (2x21+43y2).(dxi+dy ). Luego: le J 2x2dx +3y2dy .

(a) Para la recta AD: W,p, = j'(o )2x2dx+3y2dy

2 3., 2 . Y2
Como: y=5x+1,entonces: dyzgdx.Luego: Waip =Io2x dx+3 §x+1 gdx

' 3
- 3 8 8 26 x3 8x2
Wap = 2x2+—x2 +—x+2)dx = —=—+—"—+2x
‘[0( 9 3 ) [9 3 332 Jo

Wup =(26+12+6)J. Luego:| Wyp =447
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(b) Para la trayectoria ABD: W, =W, 5 +Wpp
<0500 I 2
Wap _I(O’D 2x2dx + 3y dy+j(o,3) 2x2dx + 3y2dy
ComoenAB: x=0;dx=0 yen BD: y=3; dy =0 tenemos:
3 3
=[(27-1)+18]J. Luego: | Wy =441]
0

3
e,
3

3 3 3
Wap =j1 3yzd:y'+j0 2x2dx=3-¥3—
, 1

(¢) Para la trayectoria ACD: W,y = W, +Wep

(@0, 2 2 G3),2 2
Wap _j(o,l) 2x2dx + 3y dy+j(0’0)2x dx +3y2dy
Como en AC; x=0;dx=0 y en CD: x2+(y-3)2=9; entonces: x2+y2—6y+9=9.
; -2
Resolviendo: x2 +y2 -6y =0; de donde: x =+/6y—y? y dx:—(—é—y)—(—ll. ,
| 246y -y?
0 3 (6-2y) 3
Wap = [ 3y2dy+ [ 2(6y-y?)——===dy+] 3y’dy
/3 o . /3 3
Wap =32| +] (6y-y?)2(6-2y)dy+3Z-
3|, "0 310
Haciendo: u=6y-y2; du=(6-2y)dy; u(y=0)=0; u(y=3)=9
. . 9
. 9
Wap =(0—1)+j0 u/2du+(27-0) = 26+§u3"2 = 26+—§—(9)3*’2
0

Wyp =(26+18)J. Luego: | Wyp =44]

A la luz de los resultados, el trabajo no depende de la trayectoria, entonces la fuerza es
conservativa.

Problema 7.4.-

Un cuerpo de masa m ubicado sobre un plano horizontal se desplaza con velocidad inicial vy .

Hallar: (a) La potencia media desarrollada por la fuerza de friccion durante todo el tiempo del
movimiento, si el coeficiente de friccion es p. (b) La potencia instantdnea maxima desarrollada
por la fuerza de friccion, si el coeficiente de friccion varia segiin p=bx, donde b es una

constante y x es la distancia recorrida por el cuerpo desde que inicia el movimiento.

Solucion.-

(a) Por definicion de potencia: P= Xi—‘% awrl L]

Observar que debido a la accion de la fuerza de rozamiento 1_5r =—uNi, el cuerpo llegara al

reposo. Si u es constante la desaceleracion también sera constante.
. 2 2
Del teorema del trabajo y la energia: Wy, = AK =K, ~K; =0 —-n-g'ﬂ . W=l ()
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e i A 2 v
Ademds: v, -V, =at. Analiticamente: (0—vg)i=ati. Luego: az—TO... (3)

* De la dindmica: F =ma. Entonces, del D.C.L. de la Figura N° 7.8: i':'r +N+mg=ma.

FIGURA N° 7.8
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.4

Analiticamente: —uNi+Nj—mg}=ma§. Tenemos: —uN=ma ... (4) N=mg...

De (5) en (4): —pmg=ma ; de donde: a.=—pg... (6)
De (3) y (6): —-ugz—it(l;de donde: t=-:T()é—... (7

_ 2 _
De(2)y(7yen(1): P=—-EE2Y0 [ie00:| P=-HETYO
2V0 2
; . dv dvdx dv
b S = d 6 g =—=—=sV—=- .
(b) Si u=bx;de(6), tenemos: a & dx dt vdx bgx
. v X vz—vg - bgx?
Resolviendo: Ivovdv=—bgj‘oxdx;dedonde: 7 T

Luego: v2 —vZ =-bgx?2; de donde: v=,/v%—ng2 .. (D)

Por definicién, la potencia instantanea desarrollada por la fuerza de rozamiento sera:

P=F.7..(8)

Luego: P=—bxmgi.,/v%—ng2 §=—bxmg,lvg—ng2 .. (9)

El valor de x para el cual P es maxima se obtiene de: g—i— =0.

0=—bmg%(x,/v%—ng2)=——bmg( v} —bgx? . RZDEE) )

21/ 2~—ng2
Tenemos: (/v —bgx? = ; v3 ~bgx2 =bgx?
f 2 ngz

Luego: v 2ng2, de donde: x =, /—— J_ . (10)

De(lO)en(9) mmc- =b(

J—)mg bg( )

V2 3 . .
—b(\/—g)mg\’vo > —b(J——)lng—J%.Flnalmente: me=————2—dw
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Problema 7.5.-

Una particula de masa m gira en una trayectoria circular de radio R con una aceleracién normal

que varia en funcién del tiempo segin la ley ay = k2, donde k es una constante. Hallar la

dependencia entre la potencia de las fuerzas que actian sobre la particula y el tiempo; asi
como, el valor medio de esta potencia durante los primeros t segundos de movimiento.

Solucién.-

Por definicion: P=F.¥ ... (1)

Por dato del problema: ay =k ... (2)

2 .
Por definicion: ay = YR— =kt?, de donde: v =kR t2. También: ¥=vkR t fip - (3)

Ademas: F=F i, +Fu, =ma, i, +mayi, ... (4)

Por definicion: a, =%¥=ad?(\/kR t)=vkR ... (5)

De (5)y (2) en (4): F=mkR iy +mkt?ly ... (6)
De (6) y (3) en (1): P =(mVkR Gy +mkt?dy). VKR 12 fig

Lucgo:

La potencia media es dada por: P= % (D
i dw
Como la potencia es: P = 5 entonces: dW =Pdt=mkR tdt

El trabajo realizado es: AW:I;mthdtzmkRI;tdt=%mth2 ... (8)

. B 2 _
De (8) en (7) y considerando que At=t, tenemos: P :% it . Finalmente: | P oLy

Il

b

Problema 7.6.- -

Actuando con la fuerza F dirigida siempre por la tangente a la trayectoria, se hizo subir muy
lentamente a un monticulo de altura h y longitud de su base £ un cuerpo pequefio de masa m.
Hallar el trabajo realizado por esta fuerza, si p el coeficiente de friccion.

FIGURA N° 7.9
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.6
F
h
4
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Aplicando ¢l teorema del trabajo y la energia: W, = AK .
Como el cuerpo pequefio se mueve lentamente: AK =0 y W, =0

2 . - e
Por definicion: Wy, = L F.dr =0. De la Figura N° 7.10: L (F+N+f; +Fg).dr =0

FIGURA N° 7.10
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.6

T R (2= o (22 o 022 o (22 o
J Edi+[ Ndf+[ f.di+ | Fy.df =0; de donde: [ Fdr=—[ Ndf- [ fdi- [ Fpdi
Analiticamente: ' '

T 2 o wm T2 i D s ; "

L F.d?——-—j1 *NUN-dSUT"L —umgcoseuT.dsuT—L mg(—senBur+cosOuy)dsuy

LZF.df=0+szmgdscose+_|.12mgdssene; de donde: j‘lzf*’.df=umgfjdx+mgj':dy.

2=" B o
_[1 F.dr = umg ¢ +mgh . Finalmente: _[1 F.dr = mg(pf+h)

Problema 7.7.-
Una teja de masa m desliza desde el reposo por un plano inclinado que forma un dngulo o con la

horizontal, y al recorrer en el plano horizontal ]a distancia L, se detiene. Hallar el trabajo realizado
por las fuerzas de rozamiento en todo el trayecto, considerando que el coeficiente de friccion es .

Solucién.-
Aplicando el Teorema del Trabajo — Energia al tramo 1-2 de longitud s de la Figura N° 7.11:

FIGURA N° 7.11
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.7

N, A
P - L
2 Cl['2 v, =
L 3
vF,



W,=AK=K,-K, = %mvi Luego: I; N,.d§ +J .4 +j E g-d = mv%

~ - ~ = 2 5 o ]
Como N, L dy: I; N,.dr, = 0. Tenemos: I; F,,dr, +I0mg (senai—cosa _|).dx1 =5mv%

=T 1 - 1
I Os Fdr + I Smg senadx = 5 mv% ; de donde: I; F,;.dr; + mgssena = 3 mv3.

Luegoj F,df, = 1mv2 ~mgssena ...(1)

Aplicando el Teorema del Trabajo — Energia al tramo 2-3 de longitud L de la Flgura N°7.11:

1 1
W, =AK =K,-K,=0 --En:w2 . Luego: Io Nz.drzfj'o ]Frz.dr2 +I0 Fg.dr2 = ——2-mv2.

: _ L ) Lo L. _

Como N, Ldr, y El dr, , entonces: -fo N,dr, =0y I " Fg.dr2 =0,
Lo .

Tenemos: jo F.,dT, = —%mv% il

—~ L-
De (1) + (2): Wy, = [, Fydfy + [ Fp.df, = -mgssena ...(3)

Dinamica de la teja en el tramo 1-2 de laFiguraN° 7.11: F=ma,;  F,+N, +F, = mi,
Analiticamente: — uN, i+ N, 3 - mg(senai‘ - cosoc}) =ma, i

(—uN, + mgsena)f =ma, i ; de donde: mgsena — UN, = ma, ...(4)

(N, —mgcosa)j =0 ; de donde: N,'= mgcosa. ...(5)

De (5) en (4): mgsena —umgcosa=ma,. Luego: a, = g(sena —pcosa)

De la cinemética de la teja en el tramo 1-2 de la Figura N° 7.11: v3 = v} +2&,.(T - T).

Reemplazando valores: v2 =2 g(seno— LLCos a)l s1; de donde: v2 =2gs(sena —pcosa) ...(6)

Dindmica de la teja en el tramo 2-3 de la Figura N° 7.11: F = ma, . Luego: F,, + I:Tz +Fg =ma,

Analiticamente: -uN2f+ Nzﬁ—mg3=ma2i
—uNz'i‘:mazi;dedonde: ~uN, =ma, ...(7)
(N, ~mg)j=0; de donde: N, =mg ...(8)

De (8) en (7). —umg = ma,. Luego: a, =—pg

De la cinemética de la teja en el tramo 2-3 de la Figura N° 7.11: v3 = v2 +28,(T—1).
Reemplazando valores: 0 = v% -2ug LLi. Luego: v5 =2pgL...(9)

ul
(10
(seno—pcosa) (10

De (6) y(9): 2gs(senac—pcosa)=2pgl ; dedonde: s=

_ §= ... L . L
De(10)en(3): W, = _[0 F,dg +I0 F,.dp, = _mg(m)seﬂa :

pmgl
(1—-pcotga)

- " j -
Finalmente: | Wy, = [ Fy.df + [ " Fp.dfy = -
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Problema 7.8.-

Uno de los extremos de una cadena de masa m y longitud L que se encuentra sobre una mesa
cuelga del borde de la misma. Cuando la parte suspendida constituye un factor 1y de la longitud
de la cadena, ésta comienza a deslizarse. ;Qué trabajo realizaran las fuerzas de rozamiento, que
actian sobre la cadena, durante su deslizamiento total desde la mesa?

Solucion.-

Sea nL, en la Figura N° 7.12, la longitud de la porcion de cadena suspendida'cuando ¢ésta se
encuentra en equilibrio, por o que la longitud de cadena sobre la mesaes L —nL.

FIGURA N° 7.12
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.8

De la Dindmica de la porcién 1 de cadena sobre la mesa: F=0. Asi: T+N+F, +F,; =0.

Analiticamente: Ti+Nj—pNi- L‘L"ngj':ﬁ. (T-uN)i=0;de donde: T=pN ...(1)

(N—L——Lﬁmg)j=6; dedonde: N=(1-1)mg...(2)

De (2)en(1): T=p(l-n)mg...(3)
FIGURA N° 7.13
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.8

|
T

nL

|

F
22
De la Dinamica de la porcién 2 de cadena suspendida de la Figura N° 7.13;: F=0.
T+Fg2 =0 . Analiticamente: (T—"L—Lm g)} =0; de donde: T = nmg...(4)

De(3)y(4) n(l-n)mg=nmg. Luego: "‘21_1]?]'”(5)

FIGURA N° 7.14
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.8

gl

Sea x, en la Figura N° 7.14, la longitud de cadena que cuelga en un instante de su movimiento.
Entonces: N+ Fgl =0,

155



4

L-x)
L
Por definicion: F‘r =-uNi...(7)

De donde: N = 'Fgl =

(L-x)

mg}. Luego: N=—-——L—-mg...(6)

De(5)y(6)en (7): Fr = ———-—Mmg; :

1-n L

Por definicion, el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento durante su deslizamiento total

L

desde la mesa es: W, = L!L .

178 J‘TI;L (L-x)dx=- N

n. 1-n L

R g I Ul ISR

mg [ 21"
Lx-———}
(1-m)L 2 o

©TT{-nL
__amg |5 gy (L2-n22)|  nmmg 2 9012 12 422
4 (1—n)L{(L nL*} 5 2(1—11)L(2L 2nLA -L% +n°L#)
nmgl? 5y nmmgL 2
=2 (2-27- =- -2
nmgL(-n)? . |y _ _nd-mmgL
Wr=-wm—.F1nalmente. Wr-——————z—
Problema 7.9.-

Partiendo del reposo, desde la superficie de la Tierra, asciende un cuerpo de masa m sobre el
que actia una fuerza que varia con la altura de elevacion y seglin la ley F=-2mg(l-ay),

donde a es una constante positiva. Determinar; (a) el trabajo realizado por esta fuerza en la
primera mitad del camino de ascenso y (b) el correspondiente incremento de la energia
potencial del cuerpo en el campo gravitatorio de la Tierra, supuesto homogéneo.

Solucién.-

Sea h la maxima altura alcanzada por el cuerpo en el nivel 2 de la Figura. N° 7.15. Aplicando
¢l Teorema del Trabajo y la Energia a los puntos 1y 2: W), =AK.
s 2 - - 1 1

Luego: I F.dr =K, -K, . Entonces: I F+F ).df =—mvZ ——mv?2.

g ] 5= ! (F+F,) g S

FIGURA N° 7.15
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.9

-J ---------- I,vi=0
Como el cuerpo parte del reposo v, =0 y en la mixima altura v, =0, tenemos:

2
firamga-ay)+mg1ai=o.
1
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Luego: —2mg J:(I-ay)(—j).dyj-i- J‘:mg(-—_'j).dyj=0.

hoay’
2mg O(I—ay)dy—mg 0dy=0;2mg ylo— 3

ah? ' 1
2mg h——z— —mgh =0; de donde: 1-ah=0.Luego: h=—.

2. f2a
(a)W:F F.drzr—ng(l—
0

0

1/2a
W=2mg |(1-ay)dy =2mg yl
0

| i oafl 2

.y
152 8a

ay).dr=0

1/2a _ay”
’ 2

h

0

1/2a

0

L]

='2mg[8a] . Luego:

~mgy g =0

a

3mg

4a

(b) AUg =mg(y, —y;)=mg(l/2a). Finalmente: AUg =

'Problema 7.10.-

Un cuerpo de masa m se encuentra sobre un plano horizontal liso, sujeto a un resorte de rigidez
k, el cual est4 fijo a la articulacion P, ver Figura N° 7.16. La longitud del resorte no deformado
es L,. En el instante inicial el cuerpo esta desviado de la posicion de equilibrio una distancia a

y luego se suelta. Determinar la velocidad del cuerpo en el instante que pasa por la posicion de

equilibrio.

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.10

Solucion.-

FIGURA N° 7.16

,m
7

Aplicando el Principio de conservacion de la energia al cuerpo entre los estados inicial y

cuando pasa por la posicion de equilibrio, tenemos: W, = AK + X AU = AK + AU, + AU, .

Como el cuerpo se mueve en direccion horizontal, entonces: AU, =0.

1

Luego: Iﬁ.d’r’ = %mvz.——;—mv% +%kx2 —Ekx%.

ey
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Como en la Figura N° 7.17, la fuerza de interaccion normal N acttia perpendicularmente a la
direccién del desplazamiento del cuerpo: Iﬁ.df:O. Ademas, en la posicion inicial del

cuerpo: vp=0; xo= VL2 +a? —Lg. Cuando el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio:
x=L~- LO s .
‘ FIGURA N° 7.17

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.10

Yip

| Simplificando y reemp]a.zando valores: 0=mv? + k(L- Lo)2 ~k(VL? +a? -Lo)z.
0=mv? + k(L2 —2LLy+13) k(12 +a2 - 2Ly V12 +a2 +13)
0=mv? +k(L* -2LLo +L§-L? -2’ +2LoVIZ +a2 ~13)
0=mv? +k(~2LLy-a% +2LVL2 +a2) = my? —k[a? +2L0(L—\/Ez+7 )

mv? =k{a? +2Ly(L—vL? +a?)]. Finalmente: | v= \/i[az +2Lo(L-VL? +a2)]

Problema 7.11.-

Una pequeiia bolita desliza sin velocidad inicial de la cuspide de una rampa lisa de altura H que
tiene un trampolin horizontal. Ver Figura N° 7.18. ;Con qué altura h del trampolin, la bolita
recorrera la mayor distancia s? ;Cual es el valor de s?

FIGURAN°7.18
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.11

|
O\

Aplicando el Principio de conservacién de la energia entre los puntos 1y 2 de la Figura N°

7.19: Weyy = AK + AUg. Luego: Iﬁ.d?zOz%mv% ~0+mgh-mgH.

Solucién.-

Despejando: %m v% =mg(H —h); obtenemos: v% =2g(H-h).
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Cuando la bolita abandona la rampa, describe una trayectoria parabélica. De la ecuacion de la

2
trayectoria de un proyectil: y = x tg6 — % ;
2v5cos” 6
2
Aplicando para 6 = 0° y el punto (s,~h) de la Figura N° 7.19, tenemos: —h = . W—
. ' | 2[2gH-h)]

FIGURA N° 7.19
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.11

& -h)

Despejando: s? = 4(H -h)h; por lo que: s =2+Hh-h? ... (1)

El valor de h para el cual s es maximo se obtiene de: % =0.

Luego: 0= 2(1Jﬁ—-—[_—2h_)- ;dedonde: H-2h=0 6 h=E ..... (2)
2)\JHh-h? 2

4

o

Reemplazando (2) en(1): s = 2, H
¥

2 H2 g2 |
Simplificando: s = 2,.\[—— - = 2\} e Finalmente: .

2 4

: : FIGURA N°7.20
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.12

Problema 7.12.-

Una cuenta de masa m se lanza desde el punto A, en el alambre sin rozamiento que se muestra
en la Figura, N° 7.20, con una rapidez inicial vj. El alambre se halla en un plano vertical. (a)
¢Cual sera su velocidad cuando llegue al punto B? (b) ;A qué altura h viajara a lo largo de la

parte vertical antes de que invierta su movimiento? (c) ;Qué fuerza media de rozamiento sera
necesaria para poner la cuenta en reposo en el punto B?
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Solucién.-

(a) Aplicando el Principio de conservacion de la energia a la cuenta entre los puntos A y B, de
la Figura N® 7.21, tenemos: Wy = AK + 2 AU = AK +AUg +AUj .

FIGURA N° 7.21
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.12

Al

b}

Como sobre la cuenta no actian fuerzas elasticas, entonces: AUg =0.

B
Luego: _[AN.df= %mv% —-%mvi-l-mgya-mgyA.

Como la fuerza de interaccién normal N actia perpendicularmente a la direccion del

2 B . ; i
desplazamiento de la cuenta: IA N.df =0. Ademas, en la posiciéon A de la cuenta: v4 =vp;

YA = J3r . Cuando la cuenta pasa por la posicion B: yB =0.

Reemplazando valores: 0 = é—mv% - % mv% +0-+3rmg.

Ozvﬁ—v%—Zﬁrg;de donde:{ vg =1/v%+2x/§rg

(b) Aplicando el Principio de conservacion de la energia a la cuenta entre los puntos A y C de
ta Figura N° 7.21, tenemos: Wey; = AK +2 AU = AK + AUg+ AU, .

Como sobre la cuenta no actan fuerzas elasticas, entonces: AUg =0.

C
Luego: IAN.d}':%mv(z; ——;—THVZA +mgyc—-mgya.

Como la fuerza de interaccion normal ‘N actia perpendicularmente a la direccion del

. C = oy
desplazamiento de la cuenta: I A N.dr =0. Ademas, en la posicion A de la cuenta: vp =vp;
YA = 31 Cuando la cuenta alcanza la posicion C: ve=0y yc=h.

Reemplazando valores: 0= —%mvﬁ +mgh- 3rm g.

2
0=—v(2) +2gh—2~/§rg;dc donde: 2gh=v(2,+2\/§rg. Finalmente: h=;—(;+«/§r

(c) Aplicando el Principio de conservacion de la energia a la cuenta entre los puntos A y B de
la Figura N° 7.21, tenemos: Wy = AK+X AU = AK +AUg + AU, .

@
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Como sobre la cuenta no actiian fuerzas elasticas, entonces: AUg =0.
(B . Bs . 1 1 )
Luego: IAN.dr +IAF,,.dr —Emsz --—Z-mVA +mgyg—mMgya.
Como la fuerza de interaccion normal N actia perpendicularmente a la direccion del
B - s g
desplazamiento de la cuenta: IA N.dr =0. Ademas, en la posicion A de la cuenta: v, =vp;
YA = 3. Cuando la cuenta alcanza la posicion B: vg =0 y yg =0.
B = . &

Reemplazando valores: _[ ~Frip.dsup =0- % mv% +0-\3rm g.

: :
_FrJ-A dS = ——z—mvo - 3rmg
Considerando que para la trayectorla AD, ds=2rd0 y que para la trayectoria DB, ds = rdB
tenemos: F,r(_"A 2rd9+ID rdf) = —2— mvo +3 rmg

(K]

. _ = /3
Considerando los angulos: Fr(2r "2 d0+1 nde)zlmv2+\/§rmg.
0 0

Integrando: Fr(&i—rn):lmvghﬁrmg de donde: F,-(—)-—mvo +~./§rmg

3m VO

Finalmente: ( 3rg)

Problema 7.13.-

Una cadena flexible de longitud L y peso W estd colocada inicialmente en reposo sobre una
superficie si friccion ABC, estando el extremo D a una distancia L — a de B, como muestra la
Figura N° 7.22. Demostrar que cuando el extremo D llega al punto B la velocidad de la cadena

es: V= \/(g/L)(L2 —a?)sena .

FIGURA N° 7.22
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.13

I<-L-a—>l,4\
a

D B

A

Solucién.-

Aplicando el Principio de conservacion de la energia entre los estados 1y 2 de la Figura N°
7.23, tenemos: W, = AK +AUg =K, —K, + Ug, - Ug,. |

- Luego: jﬁ.df:%mzvg —%m,vf +m,gh, —m,gh,

L )
Donde: m, =Aa, m,=AL, v, =0, v,=v, hlz—g—sena, h2=-—55ena, siendo A la

densidad lineal de la cadena.
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Considerando que las fuerzas de interaccién por contacto normal N entre la cadena y las
superficies en las cuales se apoya, actia perpendicularmente a la direcciéon del movimiento de
la cadena, el trabajo realizado por estas fuerzas es cero.

FIGURA N° 7.23
° PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.13
N.R. 2
& L 4N,
(L/72) sena.
m,
Estado 2 o c

Entonces, reemplazando valores, tenemos: 0 = %).va ~-0+2Lg (—%sena) ~Aag (-%sena) i

Resolviendo: 0 =Lv* —0—L?gsena +a’gsenat

Lv? = L’gsena —a’gsena = g(L.> —a?)sena . Finalmente: |v = \/(g /L)(L2 —a2)sena

Problema 7.14.-

Sobre una superficie horizontal se ubica una tabla con un bloque de masa m ubicado sobre ella
que se ha fijado, mediante un cordon elastico liviano no deformado de longitud L, a un punto O.

Ver Figura N° 7.24. El coeficiente de friccion entre el bloque y la tabla es u. La tabla se mueve
lentamente hacia la derecha hasta que el bloque empieza a resbalar sobre ella. Esto ocurre en el
momento que el cordon se desvia desde la vertical un angulo 6. Hallar el trabajo que ha sido
realizado hasta ese momento por la fuerza de fricciéon que actia sobre el blogue en el sistema de
referencia fijo a la superficie.

FIGURA N° 7.24

Solucion.-

Aplicando el Principio de Conservacion de 1a Energia entre los estados inicial y final, tenemos:
We, = AK+ AUg +AU; donde W, es el trabajo realizado por la fuerza de friccion sobre el

ext
bloque. Como la tabla se mueve lentamente haciendo que el bloque no se mueva respecto a
ella, entonces: AK =0. Ademas, como el desplazamiento del bloque, respecto al sistema de
referencia fijo a la superficie, es horizontal, entonces: AUg =0.

Luego: W, =AU =—21~kx2..... (1)

@&
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Donde k es la constante elastica del cordon eléstico y x su estiramiento para la posicion final
del sistema que se muestra en la Figura N° 7.25. '

FIGURA N°7.25
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.14

L L,(1-cos®
De la figura N° 7.25: cos® = —2— de donde: Xz__o_(__&)
Lo +x cos

..(2)
Antes de que el bloque empiece a resbalar sobre la tabla: ZF =0.
Luego: ﬁ+?s+m§+fr:6. _

Analiticamente: Nj+ k x(~senf1 +cos63)—rhgj+pNi =0

(-k xsen9+gN)f =0; de donde: pN=kxsend ... (3)
(N+kxcose—mg)j=6; de donde: N=mg-kxcos ... (4)
De(4)en(3) umg—-pkxcosO=kxsen0.

Luego: k= aoitl se ()
(senB + pcosB) x
1 pmgx? 1 umgx

De(S)en(1) W_, =— =
) en (1): Wer 2 (sen®+pcosB)x 2 (send+pucos0)

_ 1 pmgL (1-cosb)

(©6)

Finalmente de (2) en (6):

o (senB+pcosB)cosO

Problema 7.15.-

La energia potencial de una particula en cierto campo se expresa: U = % ., , donde a y b son

. r I :
constantes positivas, r es la distancia hasta el centro del campo. Hallar: (a) el valor de r
correspondiente a la posicién de equilibrio de la particula y (b) el valor maximo de la fuerza de
atraccion. (c) Representar graficamente las dependencias U(r) y F(r).

Solucién.-
(a) La posicion de equilibrio de la particula corresponde a su valor minimo de energia U__. .

Luego el valor de r para el cual la energia U(r) es minima, se obtiene de: %] = ().

Derivando: — _ZTa + _bi =0 ; de donde obtenemos: 1 = 2—; .
r r
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(b) La fuerza F(r) asociada a la energia potencial U(r) de la particula, se determina a partir de:

3-—11-]: . Entonces: F(r)= _dla b . Luego: F(r) = +E_— % :
dr dr 1'2 r 1'3 r
El valor de r para el cual la Fuerza de atraccion F(r) es maxima, se obtiene de: ;ﬁ —5 1
r
Derivando: — 67? - 2—? =0;dedonde: r= 25 .
r r

Reemplazando en F(r), tenemos: F_ =+ - =
M 272 92 2747

1 _ b3
Fmglmente. e 3747 |
2a a b b2
(c) Reemplazando el valor de r = ? en-lU= = tenemos: U ;. = ~ e
r r i

Las graficas de las dependencias pedidas se muestran en la Figura N° 7.26.

FIGURA N° 7.26
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.15

U(r)
F(r)

0
-b*/27a

T T R——_ S
Problema 7.16.-

Un muelle liviano de rigidez k y longitud L est4 en posicion vertical sobre una mesa. Desde la
altura H, respecto al nivel de la mesa, cac sobre el muelle una bolita de masa m. ;Qué
velocidad maxima tendra la bolita durante su movimiento hacia abajo? No hay rozamiento.

Solucion.-

Sea x, en la Figura N° 7.27, la compresion del muelle en un cierto instante. Por el Principio de

2

Conservacion de la Energia: Eijiciat = Efna - Luego: mgH = %mv +mg(L-x)+ -;-kxz.

Despejando: %mv2 =mg(H—L+x)~%kx2; Obtenemos: v2 =2g(I-I—L+x)——k—x2;
: m

_\/zg(H-mxy%xz ...... M)

de donde: v =
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FIGURA N° 7.27
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.16
T ®
o
H _—
T
X
N |
L
¥
X Estado Estado

inicial final

El valor de x para el cual la velocidad v es maxima se obtiene de: z—v ={.
X

,‘j2g(H—L+x)——x2= m
m

Luego: 0= d
dx \

b | —

\j2g(H—L+x)—-£x2
\ m

Se debe cumplir que: 2g - 25 x =0 de donde: x = % ..... (2)
m

[ _ 2 2
Reemplazando (2) en (1): Vppax = f 2g(H -L+ E‘-g) - E[_m_g_J
\ k ) mi

2111g2 ng
k k

Entonces: viyax =+ ] 2g(H-L)+

2
. Luego: vmax=\/2g(H—L)+%— .

FIGURA N° 7.28
DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.17

%
T
ﬁO

Ap A—L
7

Tl i,

Problema 7.17.-

En la Figura N° 7.28, un pequefio bloque A, de masa m, que descansa sobre un plano
horizontal liso esta fijado por hilos al punto P y, a través de una polea sin peso, a un peso B que
posee la misma masa que el bloque. Ademas, el bloque estd también fijado al punto O
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mediante un resorte liviano, no deformado, de longitud ¢, y rigidez k = 5mg/ £, . Se quema el

hilo PA y el bloque empieza a moverse. Hallar la velocidad del bloque en el momento que estd
a punto de dejar el plano. g

Solucidn.-

Aplicando el Principio de Conservacion de la energia a los estados inicial y final del sistema de la
FiguraN°7.29: W_ = AK + AUg +AU..

FIGURA N°7.29
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.17

0 = [%(2[1‘1)\(2 -0]+(—mgy —O)'l'(% k.XZ -0) 0 = mvz _mgy+%(5ng‘)X2
0

ng2

2L,

De donde: v =gy - (1)

Del D.C.L. para el bloque A de la Figura N° 7.30, tenemos: f‘s +N+T+mg=ma.

FIGURA N° 7.30
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.17

Y

 Analiticamente: kx(-—senBiH+cosBj)+Nj+Tf—mgj=maf
Obtenemos: —~k xsen8+T=ma ... (2)
kxcos®+N-mg=0...(3)
Cuando el bloque A est4 a punto de dejar el plano, N=0 yde (3): kxcos6=mg.

Usando el valor de k: (Scﬂ)xcow:mg;dedonde: (i—x)cos(%:l... 4)
-0 0

£

Ademas, de la Figura N° 7.29: cos@=—2— . (5)

£’0+x
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‘ ¢
De (5) en (4): (i—x)( g x)=1;dedonde: x=740~... 6)

o bt

Ademis: y?+£2 = (£, +x)* ... (7)

2 2 £’ 2. 2 250
De(6)en (7). y“+£7 = €°+T ;dedonde: y +£, =T
z 9L 3 3.
Entonces: y =-1—g—;tamblen: y:T... (8)

3gl. Spi, 19gf 19g¢
De(8)y(6)en(l): v2="—0_ 2 0__"> 0 yyeqy: :/. 0
@) y(®en(l): v 1 % 3 uego: |v 2
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MAGNITUDES, SIMBOLOS, UNIDADES SI Y DIMENSIONES

TABLA N° 6.1

Simbolo

Magnitud Fisica Unidades SI | Dimensiones
Longitud ] m L
Masa m kg M
Tiempo t s T
Densidad lineal A Kg/m ML-1
Densidad superficial o kg /m? ML™2
Densidad volumétrica p kg/m?3 ML-3
Velocidad v m/s LT}
Aceleracion a m/s? LT2
Velocidad angular ©® 1/s T-1
Aceleracion angular a 1/s2 T2
Periodo T s I
Frecuencia f 1/s el
Momentum lineal p mkg/s LMT-!
Fuerza F Newton LMT2
Torque T m? kg /s? [2MT-2
Trabajo W Joule L2MT-2
Potencia P Watt - I2ZMT-3
Energia E Joule L2MT2

Fuente: Autoria propia
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. TABLAN°6.2 )
PRINCIPALES FORMULAS EN CINEMATICA

IT=T1,+Vvt, V=constante

0
Posicion - . Lw @ w
T—1, =Vt +Eat ; & =constante
V=V, +at; a=constante
Velocidad - o .=
v2 =vZ+24.(f-T,); &= constante
Ec i de la trayectoria d oyectil y=(tg0)x gx.
uacion de la trayectoria de un proyecti = e B P
i FIEY 2v2cos2 0
2can
. . visen<0
Alcance vertical de un proyectil H= 02—
g
. . 2vZcos20tgh 2vZsenBcosH
Alcance horizontal de un proyectil R=—2% £2_2%
; g g

Rapidez de un proyectil

v=\/v§ —2v, gtsen®+g2t?

Aceleracion en el movimiento curvilineo

: . - dv, v.a
Aceleracion tangencial dp =—\Ug; &p =—
dt v
: ; - g |vxa|
Aceleracion normal ay =—1y; ay =
v
V3

Radio de curvatura

il
0=0,+mt; ®=constante
0

Posicién angular 1
-0, = 0,t +5at2; o = cons tan te
) O =0,+0t; o=constante

Velocidad angular % ,

0" =0,+2a(0-6,), a=constante
Velocidad en el movimiento circular V=®OXT
Aceleracion en el movimiento circular Aa=0XT+OXV
Posicion relativa I =T —T
Velocidad relativa Vo1 =Vo—Vy
Aceleracion relativa Ay =8, —8;
Ecuacion de transformacién de posiciones T'=T—Ty; 8, =constante traslacion
Ecuacion de transformacién de velocidades | vV'=vV-Vq; a5 =constante traslacion
Ecuacion de transformacion de aceleraciones | a'=2-2; @, = constante traslacion
Ecuacion de transformacion de velocidades V=@XT+ V', ®=constante rotacion
Ecuacion de transformacién de aceleraciones | a=0x(@xT)+20xV'+a'; @ =constante

Fuente; Autoria propia
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TABLA N° 6.3

PRINCIPALES FORMULAS EN DINAMICA Y ENERGIA

Momentum lineal

gL

Principio de conservacion del
momentum lineal

N .
P=P;+Py +P3+..+PN = Zﬁi(t)=constante; Yt

i=1

Segunda ley de Newton F= a F=mi
. . = mm, . = -
Fuerza gravitatoria F=-G—2f;F=m§
r
Fuerza de rozamiento estética f, < —pNiq
Fuerza de rozamiento cinético fk =— Nl
Fuerza eldstica F, =-kf
Fuerza de arrastre Fp =—kn¥
Fuerza en el movimiento curvilineo F=F +F,
: = & dv .,
Componente tangencial de la fuerza Fr=ma;u; = ma Uy
Componente normal de la fuerza Fy =mayiy =m—i,
p
Dinamica en S. R. no inercial traslaciéon | F'=F + Fo
Fuerza de inercia en traslacién F,=-m ag
Dinamica en S. R. no inercial rotacion F'=F+ ch + FCor
| Fuerza de inercia centrifuga I:"cen =-mox(®xT)

Fuerza de inercia de Coriolis

Fogr =—2max ¥’

e 2
Wi, =ij F.df; Wy, =[1 Frds

Trabajo N
le = I] FX dx+Fy dy +FZ dz

Potencia P= %; Pe= F_.i’r

| Teorema Trabajo-energia W), = %m v3 - % mv? =K, -K;=AK
Energia cinética K= % m v2
Fuerza conservativa F=-VU(x,y,x) =—-grad U(x, y,2)
Energia potencial gravitatoria Ug =mgy
Energia potencial eldstica U, = %k r2

Principio de conservacion de la energia

Wext =E2 —E; =AE

Fuente: Autoria propia
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. VIL. ANEXOS

TABLA N° 7.1. FORMULAS DE DERIVADAS

TABLA N°7.2. FORMULAS DE INTEGRALES INDEFINIDAS



TABLA N° 7.1

FORMULAS DE DERIVADAS
d
— {ex) = n-1
1 dx(cx) ncx
d du dv
— ool il
i iy T
"~ du
3 &(CU)—C&
d dv du
4 &(uv)-ua-x—ﬂza
5 d (u)_ v(du/dx)—u(dv/dx)
dx\ v B .v2
.EI_ ny— n—ldu
6 dx(u )=nu ix
7 | 4y _dy du
dx du dx
8 —d—senu--cosu—li
dx - dx
9 —d—cosu=—senu£
dx dx
d _ 5 du
10 dxtgu—sec u-d_x
d 1 du
11| =
i gy
d du
— all —alt ==
12 dxa alnadx
d du
13| —ell =pu =
dxe 2 dx

Fuente: Spiegel, Manual de Formulas y Tablas Matematicas, 1970
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FORMULAS DE INTEGRALES INDEFINIDAS

TABLA N° 7.2

xn+l

1 jxndx—_-nﬂ,(mal)

2 d—x)i-—-Inx
dx 1

3 =—

-[a+bx bln(a+bx)

4 I dx _ 1
(a+bx)2  b(a+bx)
Tdx 1 o—1X

3 Ia2+x2 at ‘a
x dx I

=+—In(a2+x2

6 IaZiXZ t5In(a? £x?)

7 | [ e X
Jot 52 a

8 Iizh(x+\3xziaz)
Vx2 +a?

9 J‘senaxdx=—-lcosax

a
10 Icosaxdx=lsenax
a
11 Itgaxdx=-—1ln(cosax)
a
9 =§msen2ax
12 Isen ax dx 5 v
5 _X  sen2ax
13 _[cos axd)_(_2+ %
xdx _ J2_2

sk o

15| § ————=vx2+a2

16 I az—xzdx:%(x\/a?——xz+a25en‘1§)

17 I dx _ X ‘
(x?+a2)p3/2  52/x2 142

18| [ =y e
(2422?2402

19 | [emdx=—

20 | [ Inaxdx =(xInax)-x

Fuente: Serway, Fisica. Tomo I, 1997.
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