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II. PROLOGO

La Mecénica es la pane de la Fisica que estudia el movimiento de los cuerpos en el

espacio y el tiempo; el cual es originado por las interacciones entre los cuerpos y siempre

estaré referido a un sistema determinado de referencia. El movimiento real de un cuerpo es

muy complejo y, por 10 general, el movimiento de traslacién del cuerpo en el espacio estara

acompa}401ado-deun movimiento de rotacién del cuerpo airededor de un eje y de un movimiento

de vibracién del cuerpo respecto a una posicién de equilibrio, lo que hace que su descripcién

sea muy dificil. Por esto, es mas conveniente estudiar cada tipo de movimiento en forma

separada empleando algunas abstracciones e idealizaciones para simpli}401carsu estudio.

En este texto para estudiarla mecanica de los cuerpos no se tomara en cuenta sus

dimensiones, esto es, se considerarén a los cuerpbs como puntos materiales o particulas, de ta]

forma que su posicién sea perfectamente de}401nidapor las ooordenadas de un punto o que una

rotacién del cuerpe no pueda ser observable. En este sentido, el concepto abstracto de particula

sera una idealizacién de un objeto considerado como un punto matemético sin dimensiones;

que tendré sélo posicién, masa y movimiento de traslacién. Asimismo, se considerara que las

velocidades de los cuerpos serén peque}401ascomparadas con la velocidad de la luz; en este

contexto, se defmirén los_ conceptos de las diferentes magnitudes }402sicasque intervienen en el

estudio de la mecanica de una particula desde el punto de vista clésico y se formularan las

leyes de la dinémica y las leyes de conservacién que la rigen.

El forrnato y orden de los temas del texto son los usuales y su enfoque es

predominantemente analitico con base en el conocimiento }401mdamentaldel algebra vectorial y

el calculo diferencial e integral. En cada capitulo se expone la teoria correspondiente y luego se

presenta un conjunto de problemas muy instructivo, mostrando la fomna de cémo se debe

abordar su solucién.

La cantidad de problemas resueltos es relativamente grande y han sido solucionados en

la forma mas explicita posible, sin omitir detalles en las operaciones y calculos, lo que hace

que esta obra pueda contener ventajas }401nicasde las que carecen otras actualmente es uso y que,

por tanto, le ofrecera a los estudiantes de ciencias una altemativa mas }402tile interesante.
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III. INTRODUCCION

En el presente texto se de}401nenlos conceptos de las diferentes magnitudes }401sicasque

intervienen en el estudio de la mecanica de una particula desde el punto de vista clasico y se �030

formulan las leyes de la dinamica y las leyes de conservacién que la rigen, con un enfoque

predominantemente analitico, con base en el conocimiento fnmdamental del algebra vectorial y

el calculo diferencial e integral.

Puesto que en esta obra se evita considerar la solucién de problemas numéricos, en el

Capitulo I se incluye brevemente los conceptos, reglas y principios del analisis dimensional, a

fin de que los resultados a los problemas se puedan veri}401caren este marco. En el Capitulo II se

incluye un repaso del algebra vectorial, las operaciones entre los vectores y el concepto de la

derivada de un vector. En el Capitulo III se de}401nenlas magnitudes fisicas que describen el �030

movimiento de la particula y se deducen, desde el punto de vista vectorial, las ecuaciones del

movimiento con velocidad y acelcracién constante. En el Capitulo IV se estudia el movimiento

curvilineo de la particula y el caso particular del movimiento circular, introduciendo las

magnitudes fisicas angulares para su estudio y cémo se relacionan. En el Capitulo IV se estudia -

el movimiento relativo y se deducen las ecuaciones de transformacién para las magnitudes

}401sicasque describen el movimiento de la particula en uno u otro sistema de referencia. Se -

resuelven especi}401camentelos movimientos relativos dc traslacién uniforme y uniformemente

acelerado y de rotacién unifonne. En el Capitulo V se consideran las causas que producen el

movimiento de la particula, se de}401nenlas clases de fuerzas y se revisan las leyes dc Newton de

�030 la Dinémica. Asimismo, se estudia cémo resolver la dinamica de los cuerpos en sistemas de

referencia no inerciales. Finalmente, el Capitulo VII enfoca de forma diferente el estudio de la

meczinica de la particula introduciendo los conceptos }401sicosde trabajo y energia, que facilitan

la descripcién del movimiento de la partlcula cuando las fuerzas que actuan sobre ella no son

constantes. Se deduce el principio de conservacién de la energia mecénica.

La importancia del texto radica en el hecho de que constituye un instmmento para

facilitar el proceso ensefianza-aprendizaje, de acuerdo con los objetivos y contenidos de los

programas o}401ciales,de la asignatura Fisica I que se imparte en las carreras de ciencias.

Asimismo, debido a su enfoque predorninantemente analitieo, prepara al alumno para el

estudio de la mecanica a nivel mas avanzado.
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CAPTTULO I

ANALISIS DIMENSIONAL

1.1. Magnitud

La magnitud es una cualidad abstracta com}401na dos o mas objetos que se puede medir,

comparar y sumar cuando son de la misma especie. La medicién de una magnitud consiste en

establecer cuantas veces esta contenida en aquella magnitud similar que se toma como unidad.

La magnitud unidad puede de}401nirsearbitrariamente.

1.2. Magnitud Fisica

Una magnitud }401sicaes una propiedad o cualidad de un objeto o sistema fisico a la que se le

puede asignar diferentes valores como resultado de una medicién. Las magnitudes fisicas son

todas aquellas cantidades que se pueden representar cuantitativamente, mediante uno o mas

n}401meroselegidos de forma conveniente y que son apropiadas para describir un experimento 0

un fenbmeno }401sico.Per 10 tanto, la cualidad primordial de las magnitudes }401sicases que

pueden ser medidas usando un patrén que tenga bien de}401nidaesa magnitud y tomando como

unidad la cantidad de esa propiedad que posea el objeto patrén. For ejemplo, se considera que

el patrén principal de longitud en el Sistema Internacional de Unidades es el metro qu

corresponde a la distancia recorrida por la luz en el vacio en el tiempo de 1/299792458

segundos. '

1.3. Tipos de Magnitudes Fisicas

Las magnitudes }401sicasse pueden clasi}401cartomando en cuenta diferentes criterios: segim como

se detenninan o segfm como se expresan matematicamente.

1.3.1 Magnitudes F isicas Fundamentales y Derivadas

Considerando la forma como se determinan, las magnitudes }402sicaspueden ser: fundamentales

y derivadas.

TABLA N° 1.]

MAGNITUDES FUNDAMENTALES Y UNIDADES SI

EEK�034
Cantidad de sustancia �0241m1-m-

-1

Intensidad luminosa
Fuente: Autoria propia.

Las magnitudes}401sicasfundamenmles son aquellas que se de}401nenpor si mismas y por lo tanto

son independientes de las demés. Sus medidas se determinan por comparacién directa con la

unidad establecida. Se han de}401nidosietc magnitudes }401sicasfundamentales: longitud, masa,

tiempo, cantidad de sustancia, temperatura, intensidad dc corriente eléctrica e intensidad

luminosa; sus dimensiones y unidades en el Sistema Intemacional se dan en la Tabla N° 1.1.
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Las magnitudes }402sicasderivadas son aquellas que se determinan a través de una medicion

indirecta, empleando para ello una o varias magnitudes }402sicasfundamentales que se relacionan

mediante una expresion matematica. Por ejemplo, podemos citar la densidad, la energia, la

aceleracion, etc.

1.3.2 Magnitudes Fisicas Escalares, Veetoriales y Tensoriales

Considerando la forma como se expresan matematicamente, las magnitudes }401sicaspueden ser:

escalares, vectoriales y tensorialesi

Las magnitudes }402sicasescalares son aquellas que se expresan completamente por un valor

numérico asociado a la unidad usada para expresar su medida. Entre estas magnitudes }401sicas

tenemos la longitud, la masa, el tiempo, la temperatura, la densidad, etc.

Las magnitudes }401sicasvecroriales son aquellas que para expresarse complctamente requieren,

ademas de un valor numérico, precisar -una direccion y un sentido. Para representar una

magnitud fisica vectorial. se hace uso del vector, el cual es un segmento de~recta_ orientado. En

esta clase de magnitudes }401sicaspodemos considerar al desplazamiento, la velocidad, la

aceleracion, la fuerza, el campo eléctrico, etc.

Las magniludes}401sicasrensariales son aquellas que se expresan mediante entidades algebraicas

de varios componentes, que generalizan los conceptos de escalar, vector y matriz de tal forma

que sea independiente de cualquier sistema de coordenadas considerado. Esta entidad

algebraica es un tensor y su orden es el nomero de indices que se requiere para especi}401carsin

ambigiiedad una componente del tensor. En este sentido, un escalar es considerado como un

tensor de orden cero; un vector es un tensor de orden uno; y, dada una base vectorial, los

tensores de segundo orden pueden ser representados por una matriz.

Las magnitudes }401sicastensoriales caracterizan ciertas propiedades }401sicasde los cuerpos que se

modelan mediante un conjunto dc niimeros. En esta clase de magnitudes podemos considerar al

tensor de tensiones, al tensor de inercia, el tensor de deformaciones, la presion, la

conductividad térmica, la pen-nitividad eléctrica, la elasticidad, etc.

1.4. Reglas Operacionales

El desarrollo de la Fisica muestra que las magnitudes }401sicasfundarnentales deben de}401nirsepor

medio de operaciones que penniten obtener su valor a partir de experiencias; esto es lo que se

denomina de}401niciénaperacional de una magnitudi Esta de}401nicioncomprende dos pasos:

1) La eleccion de un patron o unidad con multiples y subm}401ltiplos.

2) Un proceso para asociar un mimero a una magnitud por su comparacion con el patron, esto

es, medir una magnitud.

Una de las reglas operacionales tacitas, valida en la comparacion directa de las magnitudes es

la siguiente: �034Sise escoge una nueva unidad, n veces menor que la original, entonces el

niimero que mide la magnitud aumenta n veces�035.Entonces, la razon de dos longitudes, por

ejemplo, queda independiente de la unidad usada como patron. La razon de dos longitudes

tiene un signi}401cadoabsoluto, independiente del patron usado. Podemos considerar que esta

regla también se cumple para las magnitudes }401sicasderivadas.

Las magnitudes }401sicasderivadas pueden expresarse siempre por una constante que multiplica a
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potencias arbitrarias de las magnitudes fundamentales, de la forma: f = Ca�034Bl�031Y�034;donde las

potencias a, l_) y 9 se denominan dimensiones de las magnitudes fundamentales on, B y y.

La formula dimensional de la magnitud f es el conjunto de los enponentes de las magnitudes

fundamentales que aparecen en su de}401nicion.La notacion usada comunmente para expresar

estas de}401nicionesse listan como dimension en la Tabla 1.]. Por ejemplo, las dimensiones de

una velocidad son siempre una longitud [L] dividida entre un tiempo [T]; es decir, [UT] 0

[L T�0301];en tanto que las unidades pueden ser km/h 0 m/s, etc.

Las dimensiones pueden ser utiles al establecer relaciones y a ta] procedimiento se le denomina

amilisis dimensional. Una aplicacion iitil del analisis dimensional es el uso de las dimensiones

para veri}401carsi una relacion es 0 no correcta. Observar que solo es posible sumar o restar

magnitudes que tienen las mismas dimensiones, y las magnitudes en ambos lados de una

igualdad deben tener las mismas dimensiones.

1.5. Principio de la homogeneidad dimensional .

Jean Batiste Fourier es considerado como el precursor del anélisis dimensional a.l haber

aplicado a las magnitudes }401sicasel concepto geométrico de dimension. En su obra, Théarie

analytique de la chaleur, establece el concepto de dimension, segun: �034Esnecesario hacer notar

que cada rnagnitud, indetenninada o constante, tiene una dimension que le es propia, y que los

términos de una ecuacion no podrén ser comparados si no tuviesen el mismo exponente dc

dimensiones�035.

El principio de la homogeneidad dimensional, introducido por Fourier, establece que: �034Si

tuviéramos una ecuacion }401sicaque consiste en una suma algebraica de diversos términos, la

dimension de cualquiera de las magnitudes en uno de estos términos debe ser la misma que en

cualquiera de los otros términos�035.

Del principio de la homogeneidad se debe interpretar que todos los términos de las ecuaciones

}401sicasdeben tener las mismas dimensiones; esto es, las ecuaciones }401sicasdeben ser

homogéneas en sus dimensiones.

Para que el principio de la homogeneidad dimensional sea vélido es necesario que exista una

relacion (mica entre las magnitudes investigadas: a cada formula dimensional debe

corresponder una Iey fisica y viceversa,

1.6. Problemas

Problema 1.1

Definir los patrones principales de las magnitudes }401sicasfundamentales en el Sistema

Intemacional dc Unidades.

Solucion.-

Los patrones principales de las magnitudes }401sicasfundamentales en el Sistema Intemacional

de Unidades son las siguientes:
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- Longitud: metro (m). El metro es la distancia reconida por la luz en el vacio en

1/299792458 segundos. Este patrén fue establecido en el a}401o1983.

- Tiempo: segtmdo (3). El segundo es la duracion de 9192631770 periodos de la radiacién

correspondiente a la transicién entre los dos nivcles hiper}401nosdel estado fundamental del

Cesio-133. Este patron fue cstablecido en el a}401o1967.

o Masa: kilogramo (kg). El kilogramo es la_ masa de un cilindro de aleacion de P1atino-

Iridio depositado en la O}401cinaIntemacional de Pesas y Medidas. Este patron fue

establecido en el a}401o1887.

- Intensidad de corriente eléctrica: amperio (A). El amperio es la intensidad de una

corriente constants que, manteniéndose en dos oonductores paralelos, rectilineos, dc

longitud in}402nita,de seccion circular despreciable y situados a una distancia de un metro

uno de otro, en el vacio, produciria una fuerza igual a 2x10'7 newton por metro de

longitud.

- Temperatura: kelvin (K). El kelvin es la fraccion 1/273,16 de la temperatura del punto

triple del agua.

- Cantidad de sustancia: mol (mol). El mol es la cantidad de sustaneia de un sistema que

contiene tantas entidades elementales como atomos hay en 12 gramos de carbono-12.

o Intensidad luminosa: candela (cd). La candela es la unidad luminosa, en una direocibn

dada, de una fuente que emite una radiacién monocromatica de frecuencia 540 x 1012 Hz y

cuya intensidad energética en dicha direccion es 1/683 vatios por estereorradian.

Problema 1.2

La ecuacién que pennite determinar la distancia g cubiena por un mévil en un tiempo 1, cuando

se mueve en trayectoria rectilinea con aceleracién constante §_, iniciando su movimiento en la

posicién xo con una velocidad V0, es: x = v°t+�024;-atz. Demostrar que la ecuacion es

dimensionalmente correcta.

Soluci6n.'-

Escribiendo las formulas dimensionales de las magnitudes }401sicaspresentes en la ecuacién,

_ _ L L 2
tenemos. [L] �024[T][T] +[T�0242][T ].

Simpli}401candola dimensiones del tiempo, tenemos que [L] = [L].

Este resultado demuestra que la ecuacibn dada es dimensionalmente correcta.

Problems 1.3

La rapidez y de un cuerpo esta dada por la ecuacion v=At3 �024Bt, donde t representa el

tiempo. (a) ,;Cua1es son las dimensiones de A y 3? (b) ,;Cuéles son las unidades en el Sistema

Intemacional para las constantes A y 3?

Soluci6n.-
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(a) De acuerdo a las reglas operacionales, sblo es posible sumar o restar magnitudes que tienen

las mismas dimensiones, entonces cada ténnino de la ecuacién debe tener la rnisma férmula

dimensional.

Escribiendo las férmulas dimensionales para las magnitudes }401sicaspresentes en la ecuacién,

tenemos:

Para el primer ténnino: [A][T3]; de donde: [A] = Luego, las dimensiones de A

son: [A] =[LT�0344]

Para el segundo térrnino: = [B][T]; de donde: [B] Luego, las dimensiones de B

son: [B]=[LT'2] '

(b) Considerando las unidades de las magnitudes de la Tabla 1.1, tenemos que las unidades

para A seran: m/ s4 y las unidades para B seran: ml s2.

Problema 1.4

Demostrar que la siguiente combinacién de las tres constantes fundamentales de la naturaleza:

constante gravitacional G = 6,67x10"�034m3 / kg 52, rapidez de la luz c = 3x103 ml s y

constants de Planck h=6,63x10�03034kgmzls, forma una cantidad con las dimensiones de

tiempo: tp = J Esta cantidad, tp, se denomina tiempa de Planck, y se considera el
c

tiempo mas temprano, después de la creacién del Universo, en el que se pudieran aplicar las

leyes de la }402sicaactualmente conocidas.

Soluci6n.-

Tomando en cuenta las unidades del Sistema Intemacional de cada una de las constantes de la

ecuacién, podemos escribir las fém-iulas dimensionales de éstas, segfm:

[L3 /MT2][ML2 /T]-

lL5 / T5]

. . _i[L5/T3]_ {�030�024�0302_
Slmpli}401cando.E7] �024 [T ] �024

Seg}401nel resultado, la combinacién de las tres oonstantes fundamentales como se indica en la

férmula, forma una can}401dadcon las dimensiones dc tiempo.

Problema 1.5

Considerar una particula que describe una trayectoria circular de radio r con una rapidez

constante y. Haciendo uso del analisis dimensional, detenninar una expresién para su

aceleracién centripeta ac.

Soluci6n.-
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Formulemos que la ecuacion para la aceleracion centripeta sea de la fonna: ac = kva rb ;

donde es una oonstante de proporcionalidad.

Escribiendo la formula dimensional de las magnitudes }401sicaspresentes en la ecuacion,

. L L �034b
tenemos. [L] .

Aplicando el Principio de 1-Iomogeneidad dimensional, podemos establecer un conjunto dc

ecuaciones a panir de los exponentes de cada dimension.

Para la dimension [L]: a + b =1 (1)

Para la dimension [T]: �030a= 2 (2)

De(2)en(1): b=1�024a=1�0242.,dedonde:b=�0241.

Reemplazando los valores de a y b en la ecuacion propuesta, tenemos: ac = k V2 F�030.

2

Finalmentez

Veremos mas adelante que la constante k de la ecuaciori corresponde a ser la masa de la

particula, la misma que, entre los limites de la mecanica clésica, es constante.

Problema 1.6

Usando el analisis dimensional, hallar una expresion para determinar la resistencia que opone

un }402uidode viscosidad n al movimiento, con rapidez y, de un cuerpo esférico de radio I_�030.Esta

expresion se conoce como la formula de Stokes.

Soluci6n.~

Forrnulemos que la ecuacion para la rcsistfncia del }402uidoes de la forma: R = kn�034rb v°;

donde l_< es una constante de proporcionalidad.

Escribiendo las formulas dimensionales de las magnitudes }401sicaspresentes en la ecuacion,

A ML M 3 b L °
tenemos. [T2 [L] .

Aplicando el Principio de Homogeneidad dimensional, podemos establecer un conjunto de

ecuaciones a panir de los exponentes de cada dimension.

Para la dimension [M]: a =1 (1)

Para la dimension [L]: �024a+b + c =1 (2)

Para la dimension [T]: a + c = 2 (3)

De (1) en (3) tenemos: c= 2�024a= 2-1 ; de donde: :3 =1 (4)

De (l)y(4) en (2): b=1+a-c=1+1�0241;de donde: b=1.

Reemplazando los valores a, b y c en la ecuacion propuesta, tenemos: R = kn�030r�030v�030.

Finalmente:

Problema 1.7

.. JA . .
Sea la ecuacionz x = l�024�024n�024; donde A es area; y es volumen y 3 es periodo. Determmar las

2 V t cos 0.

dimensiones de )_c.
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Soluci6n.�024

Escribiendo 5610 las férmulas dimensionales para las magnitudes presentes en la ecuacién,

�0312

tenemos: [x] =

[L3][T]

Simp1i}401c_ando:[x]= �024�024§L]=i2�030=[L-2T-1].
[L ][T] [L HT]

Finalmente, las dimensiones de 3 son: [x] = [L�0302T�0301]

Problema 1.8

En todo }402uidoen movimiento, cada porcién ejeroe sobre las porciones contiguas una fuerza

tangencial f proporcional al éxea § de la super}401ciede separacién y a la proyeccién del

gradiente de la velocidad y sobre la" normal r_i a dicha super}401cie,Si la constante dc

proporcionalidad pi en la ecuacién sc denomina coe}401cientedc viscosidad, determinar sus

dimensiones. '

Soluci6n.-

Sea la fuerza tangencial que ejerce cada porcién de }402uidoen movimiento sobre las porciones

contiguas de la fonna: f = us-2%.

Escribiendo las férmulas dimensionales de las magnitudes }401sicaspresentes en la ecuacién,

-1

tcnemos: [1v}402.T�0342]=[p.1][L2]%]�0241.Simpli}401cando:[MLT�0302]=[u][L2T�0301].

. [MLT'2] _1' _]
D d : =j= ML T .e5P�254JaT1o [u] [L2 T_,] [ 1

Luego, las dimensiones del coe}401cientedc visoosidad son: [p.] = [M L�0301T'1]

Problema 1.9

Dada la ecuacién dimensionalmente correcta: g = vtx (4+kY"�030),donde 1; es una constante, g

es la aceleracién de la gravcdad, y es velocidad y 3 es tiempo. Hallar x + y .

Soluci6n.-

Escribiendo sélo las férmulas dimensionales de las magnitudes }402sicaspresentes en la ecuacibn,

tenemos: [L T'2] = [L T�0301][T]".

Aplicando el Principio de Homogeneidad dimensional, podemos establecer un conjunto de

ecuaciones a partir de los exponentes de cada dimensién.

Para la constante k: y �024x = 0; de donde: y = x (1)

Para la dimensién [T]: -2 = -1+ x; de donde: x = -1 ...(2)

Considerando los valores dc x e y, dados por (1) y (2), tenemos: x+ y = -1 -1 .

Finalmente:
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Problema 1.10

La ecuacién de Poiseuille establece que el caudal Q �024volumen por unidad de tiempo -�024que

pasa a través de un tubo de radio 3 y longitud L, debido a una diferencia de presiones Ap

b

aplicada entre los extremos del tubo, es dado por la expresiénz Q _= ;donde 11 es el

coe}401cientede viscosidad. Hallar los valores de a y Q.

Soluci6n.-

Escribiendo sélo las férmulas dimensionales de las magnitudes }401sicaspresentes en la ecuacién,

-1 -2 b -1 -2 b
tenemosi [L3 T-1] = _gimpli}401cando:[L3 T4]: �030

[M131 T'1][L] [MT�034]
Aplicando el Principio de Homogeneidad dimensional, podemos establecer un conjunto de

ecuaciones a partir de los exponentes de cada dimensién.

Para-1a'dimensién~[L]: 3 = a �024b (1)

Para la dimensién [M]: b -1 = 0 ; de donde: (2)

Para la dimensién [T]: -1 = �0242b+l; de donde:

De (2) en(1): 3 = a�0241;dedonde: a=3+1. Luego:
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CAPITULO II

VECTORES

2.1. Introduccién

Detcrminadas magnitudes dc importancia en la fisica, muchas de ellas estudiadas en mecanica,

para expresarse completamente requieren, ademas de un valor numérico, precisar una direccién

y un sentido. Estas magnitudes de naruraleza mas compleja que las magnitudes escalares se

denominan magnitudes vectoriales y se representan haciendo uso de un concepto matematico

que se denomina e1 vector. .

Como las leyes de la mecénica hacen referencia en gran parte a estas magnitudes vectoriales, es

necesario tener su}401cientefamiliaridad con las diversas 'formas de representar gré}401cay

mateméticamente los vectores, ademés de conocer las diversas operaciones que se pueden

de}401nirentre ellos; es por eso que en este capitulo estudiaremos las reglas del algebra vectorial.

2.2. Vector

Un vector es un segmento de recta orientado, tiene un origen 0 punto de aplicacién y un

extremo. Un vector posee tres caracteristicas que lo de}401nen:rnédulo, direccién y sentido.

El médulo es la magnitud del vector a escala conveniente y se le representa mediante la

longitud del vector. La direccién es la inclinacién del vector respecto a un sistema de ejes

coordenados y esté representada por la recta directriz en la que se apoya e1 vector. E1 serztido es

el modo de apreciar la direccién desde un determinado punto y se representa rnediante una

punta de }402echaen el extremo del segmento orientado. Adicionalrnente, como parte de su

de}401nicién,e1 vector obedece a una operacién especi}401ca:la suma segim la ley del

paralelograrno. �031

FIGURA N° 2.1

EL VECTOR EN EL ESPACIO

Z ,

Recta directriz

_ '13
V

�030,A
,' Y

x

Analiticamente, los vectores generalmente se denotan por una letra con una }402echaubicada

encima de ella, como por ejemplo, V; como se muestra en la Figura N° 2.1. Una Ietra simple

V 0 el vector encerrado por el signo de valor absoluto, [V], representarai su magnitud o

médulo. En algunos casos, para denotar el vector, se usan las letras que defmen el segmento

orientado con una }402echasobre ellas, como por ejemplo, AB , estando su médulo representado

por | AB| . Es claro que A es el punto origen y B es el punto extremo del vector.
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Cuando no se especi}401cael origen del vector V , cualquiera de los segmontos orientados de la

Figura N�0342.2 representaré gré}401cay cotrectamente al vector.�030Estono sxgm}401caque to(_ias las

cantidades vectoriales puedan ser desplazadas respecto a su ongen en todos los casos; §1empre

se deberzi examinar la naturaleza del problema }401sicopara determmar sx es poslble un �030

desplazamiento del origen del vector.

FIGURA N° 2.2

VECTORES LIBRE Y DESLIZANTE

z ,

V ~

/ /4

- V

_x "

2.3. Clases dé vectores I

Los vectores se pueden clasi}401caren tres tipos: vector libre, Vector deslizante y vector ligado.

El vector Iibre es aquel que puede tenet su origen ubicado en cualquier punto del espacio. El

vector deslizante tiene su origen en cualquier punto dc la recta directriz en la que se apoya.

Estos tipos dc vectores se muestran en la Figura N�030�0312.2. Un vector ligado tiene su origen }401joa

un punto determinado y no puede ser movido de esa posicion. Puesto que los vectores

deslizantes y ligados se pueden expresar mediante vectores libres, la base del czilculo vectorial

es la nocién de vector libre, que denominaremos simplemente vector.

Por lo anterionnente expresado se puede establecer que, todo vector libre es invariante bajo la

operacién de traslacién del sistema de coordenadas. Asi, e1 vector A posee el mismo modulo,

la misma direccién y el mismo sentido respecto a los sistemas de coordenadas XYZ y X�031Y�031Z�031

de la Figura N° 23, cuyos ejes son paralelos.

FIGURA N° 2.3

INVARIANZA DEL VECTOR

z�031; ,
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. 1 Y�031
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9 _.

)5 Y
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2.4. Suma de vectores: Método Grxi}401co

La suma de los dos vectores X y 13 , que se muestran en la Figura N° 2.4, es de}401nidaen el

método gré}401copor la ley delparalelogramo, que se sustenta en la propiedad de invarianza del

vector bajo la operacion de traslacion del sistema de coordenadas. Se traza el vector X y luego
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se dibuja el vector E desde el extremo de X. B1 nuevo vector 6 , que une e1 origen de X con

el extremo de § , es la suma de X y E Observai que el mismo vector resultants C se obtiene

si primero trazamos el vector E, luego dibujamos X desde el extrema de B y }401nalmente

unimos el origen de 13 con el extremo de X , como se muestra para los vectores a trazos en la

Figura N° 24.

FIGURA N° 2.4

SUMA DE VECTORES -

y X

_ ;f _.

1%�035 C i

«�031
X

La magnitud del vector E se puede determinar de: C = J A2 + B2 + 2 AB cos 6 (2.1)

donde 9 es el éngulo que fonnan emxe si los vectores X y E . La direccién del vector 5 puede

determinarse fécilmente de relaciones trigonométricas.

Dados los vectores X , B y E y los escalates _Ij_ y 11_, se veri}401caque:

2.4.1. X + E = §+ X Propiedad Conmutativa

2.4.2. X+(§+E) = (K+§)+E Propiedad Asociativa

2.4.3. mX = Km Propiedad conmutativa del producto de un vector por un

escalar que de}401neun nuevo Vector en la misma

direccién de X. Su sentido es el mismo 0 es opuesto a]

de K , si m > 0 0 m < 0 , respectivamente. Si m = -1, se

de}401neel vector �024A,denominado el inverso aditivo dc

X , un vector con el mismo médulo, la misma direccién

y sentido opuesto a A ; tal que se veri}401caque:

A + (�024K)= 6 .

2.4.4. (m+ n)X = m X + nX Propiedad distributiva del producto de un escalar por un

vector respecto a la suma de escalates.

2.4.5. m(K +B) = mx + m3 Propiedad distributiva del producto de un escalar por un

vector respecto a la suma dc vectores.

Una aplicacién del concepto de la suma de vectores en meczinica es su uso en la determinacién

de la resultante de dos fuerzas, Asi, dadas las fuerzas if] y E2 , la resultante de las fuerzas es el

vector i = F1 +f�0302.Aplicando (2.1), la magnitud de la resultante seré:

R = 4 F12 +F22 + 2F] F2 cose ; donde 6 es�030eléngulo que forman las fuerzas E1 y F2 .
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Una vez de}401nidala suma de los vectores X y E, se puede de}401nirla dlferencia de estos dos

vectores como la suma del vector A con el inverso aditivo del vector B , como muestra la

Figura N° 2.5. Luego: 13=X�024}401=K+(�024ii) (2.2)

V FIGURA N° 2.5 �031

RESTA DE VECTORES

X
_ A _ �031,9

B ,-B,�031 _.//Li, xi
é'._____-__-___-

A

La magnitud del vector 5 se puede deteiminar de: D = J A2 +B2 �0242ABcos6 (2.3)

donde 6 es el éngulo que fonnan entre si los vectores X y �024E.La direcciémdel vector D

puede determinarse fécilmente de relaciones trigonométricas.

Una aplicacién del concepto de la diferencia de vectores en mecénica es su uso en la .

determinacién de la velocidad relativa entre dos cuerpos. Asi, si V1 y V2 son las velocidades

de los cuerpos 1 y 2, respectivamcnte, medidas respecto a un observador inercial; la velocidad

relativa del cuerpo 2 respecto al cuerpo 1, seré de}401nidapor el vector: V21 = 92 -91. Del

mismo modo, la velocidad relativa del cuerpo 1 respecto al cueipo 2, seré. defmida por el

vector: \712 = V1 - V2.

2.5. Vector unitario

- Un vector unitario o versor es todo vector de médulo la unidad. Si K es un vector de médulo

distinto de cero, A at 0 , se de}401necl vector unitario de K al vector de la forma: 5=% (2.4)

de tal manera que se cumple que: K = A51 . (2.5)

De acuerdo a la de}401niciénde vector, el vector unitario 5. representarzi la direccién y el sentido

del vector A , ver Figura N° 26.

FIGURA N° 2.6

VECTORES UNITARIOS
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Los vectores unitarios que tienen sus direcciones a lo largo de tres ejes dc coordenadas

mutuamente perpendiculares se denominan vectares unitarios ortogorzales. Si se elige el

sistema de coordenadas cartesianas con los tIes ejes positives X, Y, y Z, los tres vectores
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unitarios, segim estas direcciones, se denotan por 3, y l�030(, respectivamente, como se muestra

en la Figura N° 2.6.

2.6. Componentes de un vector

Consideremos un vector A cuyo origen coincide con el origen de un sistema de coordenadas

cartesianas, como se muestra la Figura N° 2.7. Si desde el punto extremo del vector A

trazamos perpendiculares a cada uno de los tres ejes coordenados, tendremos puntos que

de}401nirénlas proyecciones del vector sobre cada uno de los tres ejes. Estos tres vectores sobre

los ejes X, Y, y Z, se denominan las componentes ortogonales del vector A , y en la Fi gura N°

2.7 aparecen como Ax = AXE, Ky = Ayi y A; = All}, respectivamente.

FIGURA N° 2.7

COMPONENTES DE UN VECTOR

Z .
Azk

: ,1 5

E , 5 \�030~EAYjY

cl 0 :
Axl' '______�035�034___;_,-�031

X

De la de}401niciénde suma vectorial, se tiene que cualquier vector A es la suma de sus tres

componentes ortogonales o vectores camponentes. Asi: A = Ax + Ay + A; (2.6)

También se puede expresar: A = Ax: + Ay}+ All} (2.7)

que se denomina la represenracién analftica del vector A .

De la geometria de la Figura N° 2.7, as evidente que: A = J Ag +A§, +A§ (2.8)

Por otro lado, se de}401nenlos éngulos directores 01., [3 y y a los éngulos que forma el vector A

con los ejes X, Y, y Z, respectivamente. En funcién de las componentes del vector A, los

valores de los éngulos directores on, [3 y y quedan de}401nidaspor los cosenos directores de la

siguiente forma:

A A A
cosa=j�030�024;cosB=Ty; cosy =7�030.

Se veri}401caque: cosz on + cos2 13+ cos2 y = 1 (2.9)

y é=cosa§+cosBj+cosylE (2.10)
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2.7. Suma y Resta de vectores: Método Analitico

Dados los vectores: X = AX§+Ay3+AzI2 y E = Bx}401+By3 +BZ}401, se de}401nela suma de estos

vectores al vector § de la forma: § = K+§ = (Ax + Bx )§+(Ay +By)i+ (AZ +Bz )1; (2.11)

Luego, si: § =Sx 3+5), }+Sz R; entonces: Sx =Ax +Bx; S), =Ay +By y S2 =Az +Bz.

Entonces, la componente a lo largo de cualquier direccién de la suma de vectores es igual a la

suma de las componentes de los vectores a lo largo de esa direccién. A}401ncuando estas

relaciones se han obtenido sélo para la suma de dos vectores, se pueden extender para realizar

la suma de cualquier n}401merodc vectores.

Asimismo, se puede de}401nirla resta o diferencia de vectores al vector 5 de la forma:

V }401=K�0241�034;=(AX�024Bx)E+(Ay�024By)}+(Az�024Bz)z2(2.12)

Luego, si: '5': Dx 3-+Dy }+Dz fr; entonces: Dx = Ax -Bx; Dy = Ay �024Byy D2 = AZ �024Bz.

2.8. Producto escalar

Dados los vectores X y E , se de}401neel producto escalar de los vectores al escalar de la forma:

K.E=ABcose (2.13)

donde 6 es el éngulo rnés peque}401oentre las direcciones positivas de los dos vectores trazados

con un origen comim.

Dados los vectores X , ]_3 y E y el escalar m, se veri}401caque: -

2.8.1. Xj = i .2; Propiedad Conmutativa

2.8.2. m(X.§) = (mX).}401= Z.(m§)= (X.ii)m

2.8.3. X.(§ +5) = Z3 +X.E Propiedad Distributiva del producto escalar respecto a la

suma vectorial.

2.8.4. Para los vectores unitarios ortogonales 3 , y 12 , se veri}401caque:

i.j=3.1E=12.§=0

§.i=}.i=x2.12=1 .
2.8.5. Si X = Ax§+Ay}+AZl2 y I? = Bx: +By3 +BZf( , entonces:

2.13 = AXBX +AyBy + AZBZ (2.14)

porlo que: X.X=A§+A§+A§=A2 (2.15)

2.8.6. Si X y E son vectores de médulos distintos de cero y se cumple que XI} = 0 , entonces

los vectores son perpendiculares. �030

La Figura N° 2.8 muestra las componentes escalares de un vector proyectado a lo largo del

otro. Asi, Acose es la cornponente esealar de X proyectado sobre E y Bcose es la

componente escalar de B sobre A. Entonces geométricamente:
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Xi = A (B cos 9): A(componente E sobre K)

o K.§ = B(A cos 9) =B(componente X sobre ii)

FIGURA N° 2.8

PROYECCICN DE UN VECTOR

X .
Componenle de lg sobre V�030'1'

B cos 0 -\

�030é/63 ,3

A cos

Components de E \

Luego, el producto escalar de dos vectores�031es"el producto de la magnitud del primero

multiplicado por la magnitud del segundo proyectado sobre el primero o viceversa.

Ademés, vectorialmente la proyeccién de K sobre E , es: Xi; = (2.16)

Una de lasmés imponantes aplicaciones del producto escalar en el campo de la mecénica es su

uso en el concepto del trabajo realizadopor unafuerza. Asi, el trabajo elemental dW realizado

por una fuexza F actuando sobre u.n cuerpo que experimenta un desplazamiento in}401nitesimal

df, es dado por dW =F.df 6 también, dc acuerdo a la de}401nicionde producto escalar, se

de}401necomo: dW = Fdrcose, como sc muestra en la Figura N�030�0312.9. Luego, el trabajo

elemental realizado por la fuerza actuando sobre cl cuerpo se de}401necomo el producto de la

componente de la fuerza en la direccion del desplazamiento in}401nitesimaldel cuerpo Fcose y

el desplazamiento in}401nitesimaldr.

' FIGURA N° 2.9 '

TRABAJO ELEMENTAL

F 2

d?

; _

'2

_ *1 0

2.9. Producto vectorial

Dados los vectores X y E, se de}401neel producto vectorial de los vectores,'al vector de la

forma: AxB=ABsen9 in (2.17)

donde 6 es el éngulo més peque}401oentre las direcciones positivas de los dos vectores trazados
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con un origen comfm y 13 es un vector unitario perpendicular al piano forrnado por los vectores

A y B de ta! forma que A , B y in fomnen un triedro a derechas, como se muestra en la

Figura N�0352.10. ' -

FIGURA N° 2.10

PRODUCTO VECTORIAL

K x E

ii _.

m B

�030*1
K

E x K

Dados los vectores �030X, E y E y el escalar Q, se veri}401caque:

2.9.1. X x E = �024Ex X No cumple Ia propiedad Conmutativa

2.9.2. m(Xx}401)= (mX)x§ = Kxon}401)= (Xx ii)m

2.9.3. X x (§+ E) = X xii + X x E Propiedad Distributiva del producto vectorial respecto a

la suma vectorial.

2.9.4. Pam los vectores unjtarios ortogonales i, y I; , se veri}401caque:

:x:=3x;=rm2=a

ix 3- = -3-X 3 = :2

ix 1; = �024l2X =

.2 X 3 = �024ix.2 =3

2.9.5. Si K = Axi +Ayi+ A211 y E = Bxi + By} +BZf( , entonces:

E 3 I2

Kx}401= (AYBZ �024AzBy)i�024(AXBz-AZBx)]+(AXBy �024AyBx)f(= Ax Ay AZ

Bx B), B2

2.9.6. lxx}401i= érea del paralelogramo de Iados X y E .

2.9.7. Si Xx]? =5, y ninguno de los vectores es nulo, entonces los vectores tienen la misma

direccién.

Una de las mas importantes aplicaciones del producto vectorial en el campo de la mecénica es

su uso en el concepto del torque o momenta de unafuerza alrededor de un punto. Asi, el torque

�030Ealrededor del punto 0, es defmido por: ? = Fx F; donde �030r�031es vector posicién trazado desde

cl punto O a cualquier punto sobre la linea de accién de la fuerza F, como se muestra en la

Figura N° 2.1 1.

Luego, la magnitud del torque, por de}401niciénde producto vectorial, seré: T = F rsen 9.
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FIGURA N° 2.11

TORQUE DE UNA FUERZA

z E 13 _
/I9 \§\«�030"

< '�031. �030�024 L�030�030�031

r sen 9 �030~.A& Y

X 0

2.10. Triples Productos V

Dados los vectores '§ y E, considerando el producto de un escalar por un vector y los

productos escalar y vectorial, se pueden de}401nirlos siguientcs productos triples:

(K5)6 Resultado un vector.

K.(l_3>< 6) Triple Producto Escalar que da como resultado un escalar.

K x ( I-3 ><(�0242) Triple Producto Vectorial que da como resultado un vector.

Se cumplen las siguientes propiedades:

Ax Ay AZ

2.10.1. X.(§xE) = Bx By 132

C, Cy CZ

2.10.2. X.(1�030;xE)= 1�0343.(<":xK)=<�035:.(Xxii)

2.10.3. X.(l_3><(_Z�030)= volumen del paraleleplpedo de Iados X, E y (-3.

2.10.4. Xx(§x E) ¢ (K><l�0243)><E El triple producto vectorial no cumple la propiedad

asociativa.

2.10.5. Xx(§xE)= (X.(�030:)E�024(X.f3)(":

2.10.6. (Xx1�030z)x(�030:=(X.<�034:)ii-(1';.(":)K

2.10.7. Kx(§xE)+iix(ExK)+Ex(Xx}401)=6

2.11. Derivada de un vector

Sea en la Figura N° 2.12 un vector §(u) , funcién de la variable escalar g. Si existe un

incremento Au de la variable g, se tendré el vector §(u +Au). Luego, el cambio Ali del

vector i , serai:

AE = R(u+Au)�024R(u) (2.13)

Si el cambio A}401lo relacionamos al cambio Au , obtenemos:

§_l�024i(u+Au)�024E(u) 219

Au _ Au ( ' )

La derivada del vector R(u) respecto a.l escalar g se de}401nepor:
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di . Ai . E(u+Au)�024§(u)
�024�024= I �024= 1 T 2.20
du AulT)0 Au A330 Au ( )

si existe el Iimite.

FIGURA N° 2.12

CAMBIO DEL VECTOR R(u)

_ A§=E(u+Au)�024I_{(u)

R(u +An)

§(U)

O

Si §(u) es el vector de posicién que une el origen 0 de un sistema de coordenadas cartesianas

con un punto cualquiera (x,y,z) , como se muestra en la Figura N° 2.13, entonces:

§(u) = x(u)E+y(u)3+z(u)12

Donde §(u) establece la relacién funcional de x, y, z, respecto de y.

FIGURA N° 2.13

DERIVADA DEL VECTOR R(u)

. Z

+

» E
}401(u+ d"

(x,y,z)

M) Y

x ° .

Dando valores a y_, se obtienen distintos valores de §(u)y el lugar geométrico de su extremo

es una cu_n/a en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas son: x = x(u); y = y(u); z = 20:).

En estas condiciones: :�024§= es un vector de la misma direccién y sentido

que AE , como se obser�034/aen la Figura N° 2.13.

. . . A}401d}401 . .
Por otro lado, s1 exlste el hm �024= �024,éste es un vector en la dlrecclén de la tangente a la

Au._,o Au du

curva en elpunto (x,y,z) yviene dado por: £(11�024Il%=%i+%:i+gz�024ul§ (2.21) I

Sean X, 13 y E funciones vectoriales derivables de un escalar g, y at una funcién escalar

derivable de y, se veri}401caque:
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d �024« dX cu�034;

d ~ �024 �024-d}401dK ~
2. . . �024. = .�024�024.112 du(A B) A du+du B

d �024~ �024d}401dX �024
2.11.3. E(AxB)�024AxFJ+d�024uxB

d �024 dX dd: �024
2. . . �024 = -�024�024-

ll 4 du(¢A) ti) du +duA

d�024~�024�024�024�024dé�024�024d§�024-dK�024-�024
2. . . �024. = . �024�024.�024 �024.115 du(A B><C) A Bx du +A duxC+ du B><C

d-�024-�024-�024~ �024~dE- d}401�024dx �024-~
2.11.6. �024 B ' = �024A �024 �024-du[A><( ><C)] Ax[B>< du]+ x}401du><Cj+ du ><(BxC)

Una ap1icac1'<')n_de,la.derivada de un vector en meczinica es su uso en la de}401niciénde la

velocidad a partir del vector posicién. Asi, si f(t)=x(t)i+y(t):i+z(t)IZ es el vector dc

posicién que une el origen 0 de un sistema de referencia cori un punto cualquiera (x,y,z) en

movimiento, entonces la velocidad del punto seré de}401nidapor: V = d�024r= . Por
dt dt dt dt

lo que: \7 = vx 3+ vy j+ vz lA( es la representacién analitica del vector V.

2.12. Problemas

Problema 2.]

Sea la recta: x = 2t+1, y = �024t+2, z =3t�024I;siendo ; un parémetro. Determinar Ia distancia

més corta al origen.

Soluci6n.-

En la Figura N° 2.14, se muestran los puntos (1,2,-1), (3,1,2) y (5,0,5) sobre la recta, obtenidos

al considerar que: t = O , t = 1 y t = 2 , respectivamente.

FIGURA N° 2.14

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.1

Z

5,

<s.o,s>."
1 2

(x,y,z)

5 ii 2 Y

: �030LO�031,__1,

E 3 ' "(L2,-1)

X
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La distancia de un punto arbitrario (x,y,z) de �030larecta al origen (0,0,0) esté de}401nidapor el

médulo del vector de la forma 5 = x1+yj+zf<.Luego:D = 4/ x2 +y2 +22.

Entonoes: D=J (2t+1)2 +(�024t+2)2+(3t�0241)2

D: J M2 +2t+l+t2 �0242t+4+9t2�0246t+]

D = 4�03114t2�0246t+6...(1)

El valor de ; para el cual D es m1mmo, se obt1ene de: d�024t= 0.

9 =£(,I14t2 �0246t+6)=0.Derivando: l�024�0242�0248i=0; de donde: t=�0243�024...(2)
dt dt 2 (',4,2_5,+6 14

3 2 3 19 18 f 9 (�0249+s4 [75
;.=4�024�024�024�024=�024�024�024�024�024=�024�0246=�024-�024-�024�024=�024

De(2)""(') Dmm W [14] 6(14j+6 14 14�035�024 14+ 14 14

. f 7504) ./(25)(3)(14) 5,/(3)(14) . . 5./E
Reduclendoz Dmin = W = :n�024�024�024=-2.F1nalmente. Dmin =�024T4�024

Problema 2.2

Dados los vectores A y 13 que forman entre sf un éngulo 6. (a) Demostrar que la magnitud del

vector (-2 es dado por: C = 4] A2 +B2 + 2A Bcose . (b)Determina1' la direccién del vector 6.

Soluci6n.- A

(a) Aplicando el teorema de Pitégoras al T}401éngulorecténgulo PRQ de la Figura N° 2.15,

tenemos: C2 = (A+Bcos9)2 +('Bsen9 )2; donde C, A y B, son los médulos de los vectores C,

A y E , respectjvamente.

FIGUBA N° 2.15

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.2

_ / Q
C I

s 2
]'§ 5 Bsen9

1» R
T B cos 6

Desarrollando: C2 = A2 + 2 AB cos 9 + B2 cos2 6 + B2sen26

C2 = A2 +2ABcos9+B2(sen2G+cos2 6)

Considerando que sen26 + cos2 9 =1; C2 = A2 + B2 + 2 A B cose

Finalmente: C = 4] A2 + B2 + 2ABcos6

('0) La direccién del vector E se puede detenninar de}401niendoel éngulo [3 que forma con el

vector A. En el triéngulo recténgulo PRQ, tenemos que: Bsen 9 = Csen [3 .

Cy 33



C

La direccién del vector C también se puede determinar de}402niendoel éngulo on que forma con

el vector B . En los triéngulos recténgulos PST y QST, se tiene que: ST = A sen}401= B sen on.

. A B
Luego: seno: = iw. Conslderando que: sen B = Bi-1�030);tenemos: Sena = �024Le.

B C B C

Luego: sen on =A
C

Problema 2.3

Dados los vectores coplanares K, 13 y C que se muestran en la Figura N�030�0302.16, usando la

de}401niciénde la suma de vectores por el método gré}401co,demostrar la propiedad asociativa de

la suma de vectores. Esto es, demostrar que: A + (E + C) = (K + T3 ) + C.

FIGURA N° 2.16 -

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.3

A _ E

/B»

Soluci6n.-

Siguiendo la construccién gré}401ca,la suma de A+ ii. es representada por el vector que une el

origen de K con el extremo de ii , y por lo tanto (X + B ) +C seré el vector que une el origen

de A+§ con el extremo de C, como muestra la Figura N° 2.17. For otro lado, §+C es el

vector que une el origen de § con el extremo de C , y por lo tanto A + (E-+ C) seré el vector

que une el origen de A con el extremo de §+C como muestra la Figuxa N° 2.17. Se podré

observar que los vectores (A +B)+ C y X + (E + C) son iguales.

FIGURA N° 2.17

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.3

. 1?

X K+�0311§3"\__§+5 C

. xx (X+§)+C �034N-

X + (E + C)

Problema 2.4

En el arreglo de vectores que se muestra en la Figura N° 2.18, M es punto medio de EC.

Demostrar que: E+E = 2A_1\�030/i.
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FIGURA N° 2.18

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.4

B

M

C

A

Soluci6n.-

Consideremos en la Figura N° 2.19, e1 vector ]§3'=@+1T/IE. Puesto que M es punto medio

de if , entonces: % = ITC (1)

Dela FiguraN° 2.19: AB+§ = W; de donde: §I7I=A�024K/LE...(2)

De la FiguIaN° 2.19: ATV/Hm: E; de donde:1\_/16: Xé�024m...(3)

FIGURA N° 2.19

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.4

B

M

C

A .

De (2)y(3) en(1): m�024E=KE�024A"�03117i

Transponiendo términos: W +W = A�024C+ A-3

Resolviendot E + A6 = 2W

Problema 2.5

En el tetraedro OPQR que se muestra en la Figpra N° 2.20, M es punto medio del scgmento de

recta E. Demostrar que: W./I = %(}401+®)�024§.

I FIGURA N° 2.20

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.5

R

M

O Q

P

Soluci6n.�024
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Tracemos los vectores IT/I, }401x66, ii�035,$1, RV y como se muestran en1aFigura

N�0352.21. Puesto que M es punto medio del vector E , entonces: R�0241\/I.= 1746 ...(1)

De1aFiguraN° 2.21; (}401+F17I=W;de donde: }401I=W�024}401...(2)

Dela FiguIaN° 2.21: -()_1i+R�024l\/I.=W/I; de donde: RM = W/I~OR ...(3)

De IaFigura N° 2.21; m+m=®; de donde: MQ=0Q�024OM...(4)

FIGURA N° 2.21

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.5

R

1
O Q

P

De (3)y(4) en (1): W�024<}401=o�034Q�024W1

Transponiendo ténninos: $1 + W = @+ (E .

Resolviendo: 2513 = 65 +61? Luego: W =%(}401+®)...(5)

Finalmente de (5) en (2); 13334 = %(6Ti+(Y2)�024<}401

Problema 2.6 �030

Expresar cl vector F) en funcién de los vectores X y E cuyos médulos forman los Iados del

cuadrado de la Figura N° 222. Los arcos dc circunferencia E�031-Iitienen sus centxos en los

vértices S y Q.

FIGURA N° 2.22

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.6

P _ __ _\ 1 Q

'.

s " 2 L�030- R
A

Soluci6n.�024

Por de}401niciénde vector: TTJ = | }401l}401(1)

Donde 1"; es el vector unjtario de E = A+§; luego: 13 =}402.

| A +B |
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Aqui: |K+]§| =|STQ| =g�031A2+B2=�030}A2+A2 =�030/EA;puesto que: |K|=|§|=|§jI=A.

' X+1-3�030 ~
P I : E? 2or oque u �030/EA( )

DelaFigura: |®|�024_-|'s'6|�024|$|=\/3A�024A=(\/§�0241)A

DelaFigura: |TTI|=|sT)|�024[§T|�024|U�024Q[

Como: [ST|=lUQ[,entonces: |'I'U]=|SQ|�0242|UQ|=\/3A�0242(\/3�024l)A

Resolviendo: |}401|=\/3A�0242�0305A+2A=2A�024\/§A=(2�024�030/3)A(3)

�024 X 1?
De(2)y<3)en<1>: lTUI=(2-x/7)A(7�024;%

Finalmente: 1 }401l= (\/3�0241')(K+13)

Problema 2.7

Si 0:, [3 y y son los éngixlos directores del vector K , demostmr que se cumple que:

(a) C052-(1-i-C052 [3+cos2y =1.

(b) §=cosai+cosBi+cos7}401.

Soluci6n.-

(a) Expresando los cosenos directores en funcién de las componentes del vector X , tenemos:

A2 A2 A2 A2+A2+A2 2
cos2cx+cos2B+cos2y=}401+}401+}401=%=%=1.

(b) Aplicando las de}401njcionesde vector unitario y cosenos directores, tenemos:

"A¢+AA'+AIA(A.A. . . . .
}401=%=i�024�024~A�024J�024i=f�030i+�024Alj+%k=cosai+cosBj+cosyk.

Problema 2.8

Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos P(3,2,�0244)y Q(1,�024l,2).

Soluci6n.-

En laFiguraN° 2.23: O�024}�031+m:66;dedonde:}_�0316=56�024§.

Luego: E=(i�024i+2|2)�024(3i+2j�0244:2).

Resolviendoz 176 = �0242§�0243:i+6l2.

Ademés: W61: ./(�0242)2+(�0243)2+(5)2 = ~/4+9+35

IP_Q| =JE =7

Porde}401niciénz11:3 =�024�024�024�024�024�024_2i_3j+6k.

IPQI 7

Dela ecuacién (2.10): }401=cosai+cosBj+cosyl2
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FIGURA N° 2.23

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.8

2 Z

Q(1:'192)

.2 E 2 y y
.L:- o

. 3 H H",

X I

' 1P(3;2�030,-4)"

Problema 2.9

Sean E , E y B vectores }401bicadosen el cubo de arista Q, como se muestra en la Figura N°

2.24. Hallar: (a) el éngulo entre 1-3 y E; y (b) Id distancia del punto extremo de E al plano

formado por los vectores 13 y B.

FIGURA N° 2.24

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 2.9

. _. Z

_ /�030 C

Br�035 2

E I I Y

X . __________ _,.

S0luci6n.-

(a) De la Figura N° 224, de}401namoslos vectores: E =�024a:i+al2;E =�024ai+af(y

B=-a:-a3+a12.
�024 �024 . . _ 13.5

E! éngulo entre B y C se obtleue de la ecuacnén (2.13). cost) = E.

_ '- �030_ T �034 2
ms6= =L=l. Luego: 6=cos�03111 ;de donde:

\}a2+a2 x/a2+a2 232 2 2

(b) Sea el médulo del vector 3 la distancia del punto extremo de 6 a1 plano fonnado por los

vectores B y B.

@>/ 38



De la Figura N° 2.25: 3 =| (_Z| cos6 13; donde 1�030:es un vector perpendicular al plano fonnado

por los vectores E y 1-5.

�031 FIGURA N�0352.25

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.9

_ Z

5
1�030;;é;j5:;.=.."*.:,

: 5 '. -
: �031 = DXB

E Y

�024�024 . . . . . Bx}401
Como DxB es, por de}401mcmn,un vector perpendxcular a este plano; entonces: u _=

X

Reemplazandoz E = [El 0059E; de donde: d: 15] =|(_I| cose @=gi}...(l)

|DxB| |D><B[ |D><B|

�024a O a '

E}401x}401= �024�024a�024a a = �024a(�024a2+a2)+a(a2 +0) = a3 ...(2)

0 �024aa

i 3 12

Bx}401= �024a~a a =(�024a2+a2)§�024(�024a2�0240)i+(a2+0)]; =a2 i+a2 I;

0 �024aa

Luego: |l_)><}_3| =\/a4 +a4 =x/2:12 ...(3)

De (2) y(3) en (1). d�024�024�030/-3.-;2�024_-�0307.3,dedonde. d�0242

Problema 2,10

Considere los vectores X�031y 13. Si el producto escalar de la suma de estos vectores por su

diferencia es igual a cero, demostrar que ambos vectores tienen el mismo médulo.

Soluci6n.-

Consideremos que: (K+§).(X�024§)= o. Aplicando la propiedad distributiva 2.8.3 del

producto escalar: X.X�024X.§+§.A-§.§= 0.

Aplicando la propiedad conmutativa 2.81 del producto escalar y la ecuacién 2.15, tenemos:

A2 �024X.§+A.l�024§�024B2=0; dc donde: A2 �024B2= 0; por lo que: A2 = B2.

Finalmente:
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Problema 2.11

Considere tres vectores coplanares X , 13 y E. Usando Ia interpretacién geométrica del

producto escalar, demostrar que: K .( E +6 ) = K .3 +A.E .

Soluci6n.-

Por de}401niciénde producto escalar: X.(§ +(�0243)=A| ]_§+E| cos8; donde 8 es el éngulo entre X

y E + E .

En la Figura N° 226: |B+C| cosé = Bcos[3+Ccosy.

Ree1np1azando:X.(§+E)= A(BcosB+Ccosy). Luego: X.(]_3+E) = ABcosB+ACcosy.

FIGURA N° 2.26

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.11

�031�031:

, ,�031�031 Ci

E/5+C S

/�031B _y_ _j
/ u :

I : .
I : :

}<�024�024Bcos B�024>|<Ccos y>l

Kjl§ + E |cos6�024>|

Como 8 es el éngulo entre X y I? , y y es el éngulo entre X y E , aplicando de}401niciénde

producto escalar, tenemos: X.( E +E) = X.3 + K .6.

Problema 2.12

Si X y E son vectores que forman entre si un éngulo 9, demostrar que el vector que

representa Ia proyeccién de X sobre ii. , es dado por: XE =

Soluci6n.-

En la Figura N° 2.27,1a componente de K sobre l-3 , es: {XE | = Acos 9.

FIGURA N�030�0312.27

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.12

X i

13 13

b Kg
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Vectorialmente: Xi = (A cos 9)5 ; donde 5 es 61 Vector unitario de 13 .

Aplicando la de}401niciondc vector unitario: X1"; = (A cos 9)%.

Multiplicando y dividiendo por B: X3 = (ABcose)%.

_ - __ �034.5'
Aplicando Ia de}401njcionde producto escalar de A y B , tenemos: AB = .

Problema 2.13 V , '

Considerar el vector }401uerzazF�030= 33- 33+}? (N). Hallar: (a) la components de F en la

direccion de la linea x �024z = y = 2 z, y (b) el torque de 1-7 alrededor del origen, si i5 actaa en el

punto de coordenadas (�0242,1,2)m.

Soluci6n.- _

(a) Consideremos en la Figura N° 2.28 los puntos (3,2,1) y (6,_4,2) sobre la recta

x �024z = y = 2z; para de}401nircl vector A = 3§+2 + R. La components de F en la direocion de

Xesdadoporl-�030A=F�031:TA. >

V FIGURA N° 2.28

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.13

- 2 1 ~ Z
~ F=3n-3_|+k .(-2,],2)

2 2

1�030: �0302 0 "72 Y
:�034:»"" . "(6,4,2)

;

Reemplazando valores:

F�030= (3i�0243j+k).(3i+2j+k)= (3)(3)+(�0243)(2)+(1)(l)= 9�0246+1

�031�030\/(3)2+(2)2"'(1)2 J9+4+1 J17

4
L 2 F = �024

(b) Por de}401nicion:�030I-=ixi = (�0242i+j+212)x(3i�0243j+|2) �030

E j 12

5 = -2 1 2 = [(1)(1)-(�0243)(2)]3-[(-2)(1)-(3)(2)]i+[(-2)(-3)- (3)(1)]|3

3 �0243 1

i=(1+6)E�024(�0242�0246)j+(5�0243)12; de donde: -7: = 7i+s}+3:2 (N�024m)
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Problema 2.14

Considere tres vectores coplanares X, 1-} y E. Usando las proyecciones de los vectores,

demostrar que: Kx(l�0243+E)=XX]-3+XxE.

Soluci6n.-

Por de}401niciénde producto vectorial: |X><(§+E)[ =A|§+E| sen8; donde 5 es el éngtilo

entre X y ]�0243+(_3.

FIGURA N° 2.29

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2.14

E « �031_:T
. �024�031' cs

E /1326 EC 56" Y
,2�031E J- £[I_3+é|sen5

I . -

�0355 EB sen B l

_ _ A X
En laFiguraN° 2.29: ]B+C| sen8=Bscn|3+Cseny.

Re_emp]azando: |Kx(]_§+E)| =A(BsenB+Cseny)

Luego: |K><(§+E)| =ABsenB+ACseny

Como [3 es el éngulo entre X y E, y y es el éngulo entre A y E , aplicando de}401niciénde

médulo de producto vectoria1,tenemos: |Xx(§ +E)|=|Xx1�030;|+|KxE|.

Finalmente: Xx(§+E)=Xx§+KxE.

Problema 2.15

Dados los vectores X , § y E, usando propiedades vectoriales, demostrar que:

(Xx§).(§xE)x(éxK)=(K.§xE)2.

Soluci6n.-

Consideremos e1 vector i5 = Ex X ...(l)

Luego: (XxI�0243).(}401xE)><(ExX) = (Xx§).[(§xE)><i5] ...(2)

Por la propiedad 2.10.6 del triple producto vectorial: (Xx§)x(_3�031=(K.E)l-3.-(3.5);

Entonces: [(1";xE)x}401]=[(§.1�030>)E�024(E.17)§]...(3) �030

De (3) en (2): (Axn).(Bxc)x(cxA)=(AxB).[(n.F)E�024(c.1>)§]...(4)

Considerando(1): (c.1>)B=(E.ExA)§...(5)

Por la propiedad 2.10.2 del triple producto escalar: X.(§xE)= §.(ExK)= E.(X><I�024$)

Entonces: (E.5><X)l_§=(E.KxE)§=(X.ExE)§=5...(6)

De (6) en(5): (E.f>)§=6 ...(7)

42



De (1) en el Segundo término de (4) y aplicando la propiedad 2.10.2 del triple producto escalar:

K.(§><E) = §.(E><X) =E.(Xxf3), tenemos:

(Kx§).[(E.F)E] = (1";.i)[(Kx§).E]=(E.ExK)[(XxE).E] =

= (E.Xx§)(E.Xx}401)=(E.Kx}401)2= (K.}401xc)2...(s)

Finalrnente de (8) en (4): (Xx ii).6xE)x(ExK)=(X.1";xf:)2

Problema 2.16

Sean los vectores X , ii , y B; probar que: (Xx }401).(E><B) = (X.E)(§.]_5) �024(X.}401)(§.E).

Soluci6n.- I

Consideremos el vector 15 = E x B ...( 1)

Aplicando.la..propiedad 2.8.1 del producto escalar: (K x §). (6 x 5) = (K x E ).i�031�024-=1�031..(K x 3)

Por la propiedad 2.10.2 del triple producto escalar: (XxE).(Ex B) = K.(}401x 17) = §.(F xK)

De (1); (Kx§).(Ex13) = §.[(Exf))xK]

Por propiedad 2.10.6 del triple producto vectorialz (K x E ) .(E x B) = ii .[(é .K ) B - (B .X)E]

Por propiedad 2.8.3 del producto escalarz (X x §).(Ex 5) = (EK ) (EB) �024(5.X)(15.6)

Aplicando la propiedad 2.8.1 del roducto escalarz �030

(Xx§).(Ex}401)=(X.E)(§.f>)�024(X.�031}401)(}401.?:)

Problema 2.17

E1 radio vector de un punto varia en funcién del tiempo g respecto al origcn de un sistema de

coordenadas seglin la ley: F = at1�024btz donde g y 9 son constantes positivas; 1 y son los

versores relacionados a los ej es X e Y, respectivamente. Hallar la dependencia del vector

velocidad V y su médulo respecto al tiempo.

Soluci6n.�024 �031

Po: de}401njciény ap1icando la propiedad 2.11.1 de la derivada de un vector, tenemos:

V =% = %(at1�024btZ3) = d£t(at1)�024d£t(bt23); de donde:

Ademés: v = �030I:12 +(2bt)2 ;de donde: �030[a2+4b2t2
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CAPiTULO III

MOVIMIENTO DE UNA PARTiCULA

3.1. Introduccién

El estudio del movimiento de un cuerpo, independientemente de las causas que lo producen,

esté comprendido en la parte de la mecénica denominada Ia cinemética.

El movimiento real de un cuerpo es muy complejo y, por 10 general, el movimiento de

traslacién del cuerpo en el espacio esté acompa}401adode un movimiento de rotacion del cuerpo

alrededor de un eje y de un movimiento de vibracion del cuerpo respecto a una posicién de

equilibrio, lo que hace que su descripcion sea muy di}401cil.For 10 tanto, es més conveniente

estudia: cada movimiento en forma separada empleando algunas abstracciones e idealizaciones

para simpli}401carsu estudio.

Comenzaremos con el estudio�024de]movimiento dc Iraslacién-y �031para.este}401nno tomaremos en

cuenta las dimensiones de los cuerpos, esto es, consideraremos a los cuerpos como punto:

materiales o particulas, de tal fonna que su posicién sea perfectamente de}401nidapor las

coordenadas de un punto o que una rotacion del cuerpo no pueda ser observable. En este

sentido, el concepto abstracto de particula es una idealizacién de un objeto considerado como

un punto matemé}401cosin dimensiones, que tendré solo posicién, masa y movimiento de

traslacibn. �031

3.2. Sistema de Referencia

La descripcién del movimiento en el espacio y tiempo de una parlicula solo es posible cuando

se ha elegido convenientemente un sistema determinado de referencia. Se escoge

convenjentemente un Sistema de coordenadas en cuyo origen O, como en el indicado en la

Figura N° 3.], se }401jaun observador que puede medir el tiempo y respecto a este punto se

describe el movimiento.

FIGURA N° 3.1 �031

SISTEMA DE REFERENCIA Y POSICION

Z

2» ~�030'�030'�030�030�030''';«�030,

:.�024:.'_____:~_1" X35?)

5 s �024E
. r ; . -

: �031v_»�031. J : �030J Y

Y
. X X

Los sistemas de referencia pueden ser:

Inercialesz aquellos cuyo estado de movimiento es constants, esto es, estén en reposo 0 en

movimiento con velocidad constante. En estos sistemas son vélidas las leyes de Newton.

No inerciales: aquellos que tienen estado de movimiento variable, es decir, aquellos que estén

V acelerados. _
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En el desarrollo del texto, siempre que no se especi}401quelo contrario, se consideraré que los

sistemas de referencia son inerciales y }401jos.

3.3. Posicién

Es la ubicacién de la particula respecto a un sistema de referencia. La posicion de la panicula P

es de}401nidapor el vector posicion F; cuya representacion analitica, segim la Figura N° 3.1, es:

?=xi+yj+zk (3.1)

donde x, y, 2 son las coordenadas del punto extremo del vector F.

3.4. Desplazamiento

Es la magnitud }401sicaque de}401nee1 cambio de posicibn que experimenta la particula respecto al

sistema de referencia. El desplazamiento se expresa mediante el vector A? . -

Si la posicion de la particula en el instante de tiempo t es de}401nidapor el vector F y en el

instante de tiempo t�030es de}401nida.por el vector f�030, como muestra la Figura N° 3.2, e!

desplazamiento de la particula es: A? = i'''-?.

FIGURA N�030�0313.2

VECTOR DESPLAZAMIENTO

Z

(�030M (,x'.y',z')

t

s

0 Y

X

Analiticamcnte: A? = (xi? + y�0303+z'l2) �024(x +�031y:i+zlA().

A? = (x'�024x)i+(y'�024y)}+(z'�024z)12

Af=Ax§+Ay}+Az12 (3.2)

3.5. Trayectoria

El estudio del movimiento de una particula implica de}401niruna funcién Y = f(t) que permita

establecer la posicion del cuerpo en cualquier instante dc tiempo. La trayectoria de la par}401cula

seré e1 lugar geométrico de los puntos extremos de su vector posicion F durante cl movimiento

de una particula y queda determinada por las ecuaciones paramétricas: x= x(t), y = y(t) y

z = 2(1) ; dc ta] forma que: f(t) = x(t)§ + y(t)j+z(t)k (3.3)

La ecuacion de la trayectoria establece la relacion entre las magnitudes x, y, z, independientes

del tiempo. Asi, por ejemplo, la ecuacion de la trayectoria en dos dimensiones puede ser una

parébola y = a+b x2 o una circunferencia x2 + y2 = I2.
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3.6. Velocidad media e instanténea

La velocidad media 5 es la magnitud }401sicaque establece la relacién del desplazarniento A?

de la particula al intervalo de tiempo At que emplea en este desplazamiento. Asi, la velocidad

media es: . 5 = E =1 (3.4)
At At�030-t

La ecuacién (3.4) expresa que la velocidad media es un vector segfm la direocién y sentido que

el vector A?. -

Considerando la ecuacién (3.2), tenemos: 5 = E = E? + + A242 (3.5)
At At A! At

La velocidad instanténea V es la velocidad que posee la particula en un instante de tiempo

detenninado. Para determinar la velocidad en el instante de tiempo t, se de}401neun intervalo de

. _ . _ _ _ . : _ . A? _ d?
tlempo At muy pequeno que tlenda a cero. Entonces. v �024 v �024E13; �024�024E (3.6)

La ecuaéién (3-.6) pennite de}401nirla velocidad como la magnitud }401sicaque determina Ia

. rapidez del cambio de la posicién de la particula. .

También: 9 = 3�254+d�024�035j+E12 (3.7)
dt dt dt

Tomando en cuenta el cambio de posicién de la particula As segfm la trayectoria, la ecuacién

(3.6) se puede expresar como:

_ . A? . A? . As
~ v=I|m�024=hm- l1m�024

m-oo At 4;-oo As 41-») At

Como en el limite cuando As �024>0, se tiene que |A?[ = As. Entonces %: = }401T,esto es, un

-' s

vector unitario tangente a la tmyectoria en csc punto. Ademés, �024:�024:= E = v es la rapidez

de la particula seg}401nla trayectoria en ese instante.

_ d? ds . .
Luego: v=E=Eu, =vuT (3.8)

FIGURA N° 3.3

VELOCIDAD Y VELOCIDAD MEDIA

Z

V 1,

t

s V�030

E

0 Y

X

Como se ilustra en la Figura N° 33, e1 vector velocidad siempre es tangente a la trayectoria en

todo punto.
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3.7. Aceleracién media e instanténea

La aceleracién media? establece la relacién del cambio de velocidad A?! de la particula al

intervalo dc tiempo At que emplea en este cambio de velocidad.

Si la velocidad de la particula en el instante de tiempo t es de}401nidapor el vector \7 y en el

instante de tiempo t�030es de}401nidapor el vector V7�030, como muestra la Figura N° 3.4, la

aceleracién media de la particula es:

: AV Y/'�024\7
a = �024= �024 3.9

At t'�024t ( )

La ecuacién (3.9) expresa que la aceleracién media es un vector segim la direccién y sentido

que el vector AV.

. 2 A�030A 1�030 AV ': A �034
También: a=�0243=i.+�024�031J+Lk (3.10)

At At At At

FIGURA"N" 3.4

ACELERACION MEDIA

Z

V ,
�024. t

t .

s V�0305 V�030

0 Y _
. ' X

La aceleracién instantzinea 5 es la aceleracién que posee una particula en un instante de tiempo

determinado. Para determinar la aceleracién en el instante de tiempo t, se de}401neun intervalo

. . _ . : A A�030"
de tiempo At muy peque}401oque tienda a cero. Entonces: a = hm a = l1m�024~v�024= SIX (3.11)

At~>O At�024>0At dt

La ecuacién (3.11) permite de}401nirla aceleracién como la magnitud }402sicaque determina la

rapidez del cambio de la velocidad de la particula.

. _ d�031d , d A d�030 �030 .
Cons1derando(3.8)tenemos: a = �024v= �024(vuT) = �024vuT+vi (3.12)

dt dt dt dt

3.8. Ecuaciones del movimiento

Las ecuaciones del movimiento estableoen las relaciones que existen entre las magnitudes

}402sicasusadas para describir el movimiento de una particula en ciertos casos especi}401cos.

Las ecuaciones de movimiento que generalmente se deducen y se muestran son las que se

re}401erenal movimiento de mi cuerpo con velocidad constante y con aceleracién constante.
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3.9. Movimiento con velocidad constante

Si el movimiento que realiza una particula es con velocidad constante, entonces, por

de}401nicién:V = E = cons tan te; de donde: cl? = Vdt .

P __ t_ _ 1

Luego: . Lndr = I0 vdt = vfodt

Donde el limite inferior de integracién se ha de}401nidoa partir de la condicién inicial:

f(t = 0) = fl, ; esto es, la posicién inicial de la particula respecto al sistema de referencia.

Integrando y evaluando: f -�024fo = Vt. Luego, la posicién de la particula en cualquier instante dc

tiempo es dada por: F = F0 + {it (3.13)

La ecuacién (3.13) de}401neuna funcién del tiempo F = f(t) y recibe el nombre de ley del

movimiento y se presenta gré}401camenteen la Figura N�0343.5. En este caso particular, la ecuacién

(3.13) es la ecuacién vectorial de la recta y éstablece que: rodo movimiento con velocidad

constante es un movimiento rectilineo.

�031 FIGURA N° 3.5

REPRESENTACION VECTORIAL DE LA LEY DE MOVIMIENTO

Vt

% r

0 Y

X

Para describir el movimiento rectilineo de una particula en este caso, es més cémodo referirlo a

un sistema de rcferencia al que se le asoc_ia un sistema de coordenadas unidimensional, tal

comoelejeX.Entonces: F=xi,f0=x0i y\'/=vi. �031

Reemplazando en (3.13) tenemos: x = X0 +vt (3.14)

' FIGURA N° 3.6

GRAFICA X = X(t) DEL MOVIMIENTO CON VELOCIDAD CONSTANTE

B �024V
At '

X0

t

0

La representacién gré}401cade la ecuacién (3.14) y un anélisis de la recta se muestra en la Figura

N° 3.6.
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3.10. Movimiento con aceleracién constante

Si el movimiento que realiza una particula es con aoeleracién constante, entonces, por

de}401nicién:5 = SIT: = constante, de donde: dy = idt .

V7 __ t__ �030K

Luego. Lodv �024I0 3. dt �024ah dt

Donde el limite inferior de integracién se ha de}401nidoa partir de la condicién inicial:

\7(t = O) = V0; esto es, la velocidad inicial de la particula respecto al sistema de referencia.

Integrando y evaluando obtenemos: ? �024yo = 5!. Luego, la velocidad de la particula en

cualquier instante de tiempo es dada por: V = VD + it (3.15)

La representacién gra}401camas general de la ecuacién (3.15) se mucstra en la Figura N�030�0313.7 y

establece que los vectores \70 y 5 se encuentran en un mismo plano.

�031 FIGURA N° 3.7 '

REPRESENTACION VECTORIAL DE LA ECUACION 3.15

{,0 3 3 5t

V

Ademas, como: �0307= g; entonces: di�030= V/dt y Ed? = J�035?/dt
dt re 0

Donde el limite inferior dc integracién se ha defmido a partir de la condicién inicial:

i"(t = 0) = F0 ; esto es, la posicién inicial de la particula respecto al sistema de referencia.

Reemplazando V de la ecuacién (3.15), tenemos: df = L:(\70 +5t)dt = jgvodt + Kitdt
�030o

[ntegrando y evaluando: f�024f0= C/ot+%§t�031(3.16)

La representacién gra}401camas general de la ecuacién (3.16) se muestra en la Figura N° 3.8 y

establece que los vectores F �024$0 , V70 y 5 se encuentran en un mismo plano. En el caso

~ particular de un movimiento rectilineo con aceleracién constante, estos tres vectores serian

colineales, pero en el caso mas general, la ecuacién (3. 16) establece que la méxima extensién

de un movimiento con aceleracién constante seré un plano del espacio.

FIGURA N° 3.8 I

REPRESENTACION VECTORIAL DE LA ECUACION 3.16

1 _.
_ �024a t2

Z$
F �024F0

Para describir el movimiento rectilineo de una particula en este caso, cs mas cémodo referirlo a

un sistema de referencia al que se le asocia un sistema de coordenadas unidimensional, tal

comoelejeX. Entonces: f=xi, F0 =xoi, V0 =vOl, V=vi y 5:21;.
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Reemplazando en (3.15), tenemos: V = V0 + at (3.17)

La representacién gré}401cade la ecuacién (3.17) y un anélisis de la recta se muestran en la

Figura N° 3.9.

l FIGURA N° 3.9

GRAFICA v = v(t) DEL MOVIMIENTO CON ACELERACION CONSTANTE

v

}402�024a
At _

Yo

t

0

Por otro lado, reemplazando en (3. 16), tenemos:

x=xo+v0t+%at2 (3.18)

La representacién grzi}401cade la ecuacién (3.18) y un anélisis de la curva para la velocidad

inicial de la particula y su velocidad en un instante de tiempo to se muestran en la Figura N°

3.10.

' FIGURA N�0343.10

GRAFICA X = X(t) DEL MOVIMJENTO CON ACELERACION CONSTANTE

X

//f -

.r'/X
/ .

x d�030«=10

_./ ax _

�030it(=0 _ V0 _ t
0 to

Ademés, de la ecuacién (3.15) tenemos:

1x7 =(\�035/0+§t).(V0 +§t) = V0 .V0 +5.(2vot+§t2).

Como de la ecuacién (3.16) tenemos que: 2(f�024?o) = ZVOI +5 t2; y en funcién de la posicién ? ,

la velocidad de la particula es dada por: V2 = V3 + 2 §.(f �024fa) (3.19)

Las ecuaciones obtenidas en el estudio del movimiento de la particula con accleracién

constante, se aplican para desctibir los siguientes movimientos: movimiento vertical,

movimiento de caida libre y movimiento de proyectiles. Para este }401nconsideraremos que el

movimiento de la particula tiene lugar en las proximidades de la super}401cieterrestre donde la

aceleracién con la que Ticrra Ia atrae es la aceleracién de la gravedad § dirigida hacia el centre

de la Tierra.
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3.10.1. Movimiento vertical

Cuando la particula es lanzada Verticalmente hacia arriba con velocidad inicial V0 , en el

instante t: 0, se tiene que la aceleracién es 5 =§ y las ecuaciones (3.15), (3.16) y (3.19) se

escriben como: V = V0 + Qt (3.20)

_ _ _ 1 _
r=r0+Vot+§gt2 (3.21)

v2=V§+2'g�031.(�030r�030�024i§,) (3.22)

FIGURA N° 3.11

VECTORES EN EL MOVIMIENTO VERTICAL

Y A

V = V j

t = t

Q = �024g3

2 V0 = �030'0 I

t = O _ '3

To = Yol

z 0 X

Analiticamente, referidas a un eje Vertical Y, como rnuestra la Figura N° 3.11, se tiene que:

?=yj,?0=yoj,Vo=voj,\7=vjy5=§=-gj. 3

De la ecuacién (3.20): V = V0 �024gt (3.23)

., 1
De1aecuac1on(3.21): y = yo +V0t�024Egt2 (324)

De la ecuacién (3.22): V2 = V3 �0242 g (y �024yo) (325)

De las ecuaciones (3.25) y (3.23), respectivamente, se in}401ereque el méximo desplazamiento

Vertical de la particula, a partir de la posicién inicial, ocurre cuando V = 0 y tiene el Valor

2

y�024yo = gig , en el instante de tiempo t: :g�030�031�024.A partir de este instante de tiempo el sentido del '

movimiento de la particula se invierte y la coordenada y disminuye.

3.10.2. Movimiento de caida libre

Cuando una particula se suelta a partir del reposo de la posicién ?0, en el instatite t = O ,

experimenta un mowmiento Vertical hacia abajo. Las ecuaciones (3.20), (3.21) y (3.22), con

V0 = 5 , describirén el movimiento de la particula en este caso y se escriben como:

V = gt (3.26)

?=f0+%§tZ (3.27)

V2 =2§.(f�024fo) (3.28)

w �034



Analiticamente, referidas a un eje vertical Y, como muestra la Figura N° 3.12, se tiene que:

?=y-iv fa :yoj> V=�034VjY 5=z§=�030gj-

FIGURA N° 3.12

VECTORES EN EL MOVJMIENTO DE CAIDA LIBRE

Y

t = 0 fo = yo

t = t _ ,

3 = �030SJ

V = �024vj

z 0 X

Luego, de la ecuacién (3.26): v = gt (3.29)

Dela ecuacién (3.27): y = yo �024%gt2 (3.30)

Dela ecuacién (3.28): y V2 = �0242g(y�024yo) (3.31)

De '1as ecuaciones (3.31) y (3.30), respectivamente, se in}401ereque la particula adquiere la

velocidad v = 1] 2gy0 cuando pasa por el origen y = 0 del sistema de referencia, empleando

. 1 2
el tiempo t= A

E

3.10.3. Movimiento de proyectiles

La Figura N° 3.13 muestra el movimiento de un proyectil lanzado desde el origen del sistema

de referencia (F0 = 6), con velocidad inicial V0 bajo un éngulo 6 con la horizontal.

Considerando que el movimiento tiene lugar en las proximidades de la super}401cieterrestre y

que no existe resistencia del aire, 5 = �030g�031;seg}401nesto, la posicién del proyectil en el instante dc

tiempo t, se obtiene de la ecuacién (3.16) y es: ? = Vat +%§t2 .

FIGURA N�0343.13

MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL

Y _ V
v '�034"�030_u_

" E . g H

0 X
|<-TRT-�024--�024>|
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Analiticamente y referida al sistema de referencia mostrado, tenemos:

x§+ yi =v0(oos6l+sen6})t+%(�024g])t2

De donde obtenemos: x = vot cos 9 e y = vot sen 0-;g t2

Eliminando la dependencia del tiempo: y ¥ vo (v�024o%§)sen 9 �024% (v(T;se)2

2

Resolviendo, obtenemos la ecuacién de la traycctoria: y = (tg 9) x -2- (3.32)
2 V3 cos2 9

La ecuacion (3.32) es de la fonna y = A +Bx +Cx2 , con A = 0 , que es la ecuacion de la

parabola, una ourva simétrica. El valor de 3 para el cual y es méximo, se obtiene dc: :�024i=0.

2 2 2 6

Luego: 0 = tg6�024%, de donde: x = }402ew;=Eli�035(3.33)
vo cos 6 8 S

De (3 33) en (3 32) tenernos' H - - tg 9  q �024 g vgsene 0059 2
' �030 �031 ' y""�035�030 g 2 v3 cos2 6 g

2 2 2 2 2 2

Resolviendo: H = ymax = V�024°§}402}402-9;de donde: H = ymx =£9 (3.34)

g 2 g 2 g
2 2 2

De (3.33), el alcance horizontal es: R = 2x =}401}402gie=555? (3.35)

Ademés, de la ecuacibn (3.35) tenemos que el valor de 9 para el cual el alcance horizontal R es

. 2 2
méximo se obnene de: 2% = 0. Luego: 0 = %die(sen6cos 6) = cos 6 cos 0 �024sen9 sene

De donde: cos2 6 = sen29. También: tgze :1; de donde: 9 = tg"(1) = 45°.

De la ecuacion (3.15), la velocidad del proyectil en el instante de tiempo t es: V = V0 + }401t.

Analiticamente y referida al sistema de referencia mostrado, tenemos:

vx 1+vyj=v0(cosef+senej)�024gtj

De donde obtenemos: vx = V0 0059 y vy = vosen 9 �024gt .

Como vo y 6 son constantes, la primera ecuacion establece que la oomponente horizontal de la

velocidad del proyectil es constants en cualquier instantc de tiempo. La segunda ecuacién,

semejante a la ecuacion (3.23), establecc que la componente vertical de la velocidad del

proyectil corresponde a la de un movimiento vertical.

La rapidez del proyectil en cualqujer instante dc tiempo es dada por: v = J vi + vf, .

Luego: v = J (V0 cos9)2 +(v0 sen6�024gt)2= J V�030?cosz 9+v§ senz 6�0242vogtsen6+g2t2

Simpli}401candoz v=,�031V3 �0242vogtsen6+g2t2 (3.36)

De la ecuacion (3.19), la rapidez del proyectil en funcion de la posicion es dada por:

or �034



V2 = V3 + 2§.?. Analiticamente y referida al sistema de referencia mostrado, tenemos:

v2=v§+2(�024g3).(x§+y})=v§�0242gy,dedonde: v=Jv§�0242gy (3.37)

3.11. Problemas

Problema 3.1.-

En la Figura N° 3.14, los carritos A y B estén unidos mediante una varilla rigida, delgada, de

longitud L y estén obligados a moverse a lo largo de los ejes X e Y, respectivamente. E1 carrito

A comienza a moverse desde el punto 0 con rapidez constante X. Determinar en funcién de la

rapidez y la posicibn 5 del carrito A: (a) la rapidez y (b) la aceleracién del carxitd B.

FIGURA N° 3.14

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.1

Y

B

L

A v x
0 x

SoIuci6n.-

Sea y la distancia del carrito B al punto 0 en un instante de tiempo arbitraxio. Luego, del

teorema de Pitégoras: y2 + x2 = L2; de donde: y = J L2 �024X2 .

(a) Por de}401nicién,la rapidez del carrito B seré: VB = :�024i'= }401g}L2 �024x2 ) = %:�024�024�024�024�024(_zx)2(dx /Zdt)

J L �024x

Puesto que por de}401niciénla rapidez del catrito A es: v =B entonces: VB = �024l�024�024�024
�031 ' dt �031 �031L2 __ X2

(b) For de}401nicién,Ia acteleracién del cafrito B seré: a3 = chi =�024v£�024x�024�024
dt dt (L2 _ X2

[�030:"�0302_ 2 _ 1 (�0242x)(dx/dt)

./L2�024x2(dx/dt)�024x3(./L2-x2) L X " "(2) (f_x2
a3 =�024v[ ]=�024v[ ]

L2 - x2 . L2 �024x2

�034L2_x2V+�030/=x2>2�024X_�024?2 2 2 2 2L �024x 2 L �024x + x _ __ v L

Problema 3.2.-

Desde el punto A Iocalizado en una autopista, ver Figura N° 3.15, uno tiene que alcanzar en

carro, tan pronto como sea posible el punto B, ubicado en el campo a una disiancia I_. de la

©}/ �034



�030 autopista. Se sabe que el carro se mueve en el campo n vcces més lento que en la autopista. 1,A

qué distancia del punto D debe desviarse de la autopista?

FIGURA N° 3.15

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.2

A C D

NR�030;

B

Soluci6n.-

Sea, en la Figura N° 3.16, x = El tiempo 1 del movimiento del carro por la trayecto}401a

ACB seré: V

J x2 + L2 A-5 �024x
t=tCB +tAC =j+�024�024�024

Vc VA

donde, vc representa la velocidad del carro por el campo y VA la velocidad del carro por la

autopista. A

FIGURA N° 3.16

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.2

A C X D

V x2 + L1

B

Resolviendo: t = �024�024�024�024�024-�024T�024�024vA' X2 +13 + �030ICE_ VCX
VCVA

El valor de 5 para el cual 1 es minimo, se obtiene dc: :x�024t= 0.

VA (1)_2.x__Vc _xv_A_ _VC
2 2 2 2 2

Luego; 0 =__:_&V"+L = ____:\}""I*
VCVA VCVA

Simpli}401cando:xvA = VCJ x2 +L2 . Elevando al cuadrado: xzvg = v% (x2 + L2).

V2 L2 L2

Factorizando: x2 (v}401�024v%) = VE L2. Despejando: X2 = �0242°�0242�024= �0242�024.

VA " Vc "_A _1

V3;

L�031 L
Como: -V�024"=11; entonces: x2 = �024�024�024.Finalmente: x = �024?�024

Vc T12 �0301 xi T12 -1
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Problema 3.3.-

Un tren se mueve de fonna rectilinea desde una estacién a otra con una aceleracién §, que varia

seg}401nla ley: a = on �024Bx , donde on y [3 son constantes positivas y )_< es su distancia a la estacién

de partida. Hallar la distancia entre las estacioncs y la velocidad méxima del tren.

Soluci6n.-

Por de}402niciénza = d�024v= on �024Bx.Como: a = d�024v= dig, entonces: vgx = a-Bx.

dt dt dx dt dx

2 2

Integrando: L: v dv = L? (a�024Bx)dx. Evaluando: X2�024= on x ~ B-23:

Obtenemos como varia la velocidad del tren en funcién de la distancia 3 entre;las estaciones:

v = .\I 2ocx �024BX2 (1)

Como .aI,l1egar ala otra estacién el-men sedetiene: v = 0 . Luego: 2ax �024Bx?" = O.

Finalmente, la distancia entre las estaciones es:

E1 valor de 3 para el cual la velocidad 1 del tren es méxima se obtiene de: ixl = 0 .

De (1): 0 = �024§".il.7. De donde: 2 x �02425x = o . Despejando: x = 9 (2)
2 2 (1. x �024B x�030 B

�031 2 2 2 2

Reemplazando (2) en (1): vm, = 1,!2a[Ej�024}401a�024z= _ 2i�0241�024= L

V I3 5 \I I3 B I3

. on
Fmalmente: vmax = �024�024.

JE

Problema 3.4.-

Un patinador recorre la distancia L a velocidad constante y Iuego frena con una aceleracién Q.

hasta detenerse. (;Para que�031velocidad el tiempo del movimiento del patinador seré minimo?

Soluci6n.�024

Sea tl el tiempo que emplea el patinador en recorrcr la djstanciaL con velocidad constante g.

Luego de 1" = �030fa+\�031/t,tenemos: L = Vt} ; de donde: t1: E .. (1)

v

Sea 12 el tiempo que cmplea cl patinador en reconer una cierta distancia con desaceleracién 2_1

hasta detenerse.

Luego dc V: V0 +§t, tenemos: 5: vf�024at2;;de donde: t2 = 1(2)

a

» E1 tiempo total empleado por el patinador seré: t = t1 + t2 �030.(3)

2

De (l)y(2) en(3): t=£+X=]�034L�031""�024
v a v a



E1 valor de y para el cual L es minimo, se obtiene de 311- = 0.

' v

(va)§�024(La+v2)�024(La+v2)£(va)
A L a+ V2 _ dv dv _ 0

dv v a vzaz

Resolviendo: (va)(2 v)�024(La+v2)a= 0; dc donde: 2av2 -�024La2�024av2= 0.

2

Luego: avz �024La2=0; y v =1�031£'a�024. Finalmente: ./La
a

Problema 3.5.-

Dos autos A y B se mueven en la misma direccién con velocidades VA y VB, respectivamente.

Cuando cl auto A se encuentra a una distancia Q detrzis del auto B, que se mueve con velocidad

constante, sc aplican los }401enosde A causando una desaceleracién g. Hallar el valor minimo

que. debe tenet esta desaceleracién para que los autos;no choquen.

Soluci6n.-

En el punto C de la Figura N�0353.17, los autos deben tenet velocidades iguales de manera que el

movimiento continue sin que exista colisién.

FIGURA N° 3.17

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.5

A t �024�024�024�024�024�024>l

|<�024�024�024�024�024t �024�024:>I

: A VA B V13 C

|<�024-id -�024~�024�024->|<-j-�024:x �024-TH

Planteamos las ecuaciones cineméticas del movimiento para los autos.

Para e1mc'>vilA que se mueve con desaoeleracién: d + x = vAt �024iatz (1)

Para e1m(')vilB que se mueve con velocidad constante: x = vat (2)

Puesto que el tiempo que demoran los méviles en llegar al punto C es el mismo; despejamos 3

de la ecuacién (2) y lo reemplazamos en la ecuacién (1), obteniendo:

2 2

d+x=:/Ax�024laX�024-.Reso1viendo:laX�024z= V�024�030°�030�0241x�024d

VB 2 V123 2 VB VB

2 2 2 Z . 2 2 2
a: V25 :,�024�031�030�024�0241x-�024L:d;1amb1én:a =~�024vBV�024A�024l�024-�024�024�0242V':d (3)

x VB x x VB x

2 2

El valor de )_( para el cual g sea minima se obtiene de: d�024a= 0 = -1213 L�030:-1 +E

dx x VB x3
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Simpli}401cando:(:51 �0241j= de donde obtenemos: x = Z}401(4)

VB x VA �024VB

_ 2v§(vA�024vB)VA 2v%d(vA�024vB)2
Reemplazando (4) en (3), tenemos. amin =W K-1 �024 

v(v�024v)v (v�024v)2_ �030 (v�024)1
amin = L;%.ZB [Vi-�024-1]�024�024�0313-2+3. Fmalmente. amin =% .

Problema 3.6.-

El radio vector f de una particula varia en funcién del tiempo g segim la ley i"= 1Et(1�024o.t),

donde 1? es un vector constants y 01 una oonstante positiva Detenninar: (a) la velocidad y (b) la '

aceleracibn de la particula como una }401mciéndel tiempo, (c) el intcrvalo dc tiempo al cabo del

cual la particula retoma al punto de partida y (d) la distancia que recorre.

Soluci6n.-

Puesto que P =.l�024(t (1 �024at), entonoes:

(a) La velocidad es V = %=%[1Et(1�024(xt)];luego:V =E(1�0242ozt)

., _ d? d �024 _ �024 '
(h) La aoeleramon es a =E = d�024t[k(1�02420: t)]; luego:

(c) Como f(t)=1Et(1�024at),entoncesF0 =f(t=0)=6.

Luego: Af=f(t)-?(t=O)=Et(l�024at).

Cuando la particula retoma al punto de partida A? =5 y, por lo tanto: t(1�0240: t) = 0 . Resolviendo

la ecuacién, obtenemos t = 0 y t =
. on

iuego, el tiempo que emplea la particula en retornax a1 punto de paxtida seré dado por: .

(d)Puesto qué: V =1Z(1�0242at),entonces:|V| ={§| |1-2oLt|.

Luego: v=_ k(1�024-2oct);si1�0242ozt20; de donde ts2�0241-parala ida.

on

v=k(2at�0241);si1�0242at<0;dedondet>%�024paxalavuelta.
on

Como: v =%% ; la distancia § que recone se determjna dc: ds = vdt .

Entonces: s = j;�0312°�030k(1�0242oit)dt+j1'//;k (2o:t�0241)dt

._ _ 21/2a. I: 2_1/a

Integrando. s�024k[t at 10 +k out tL/2�034

2 2 2

Evaluando: s=k �024�024l�024--0: �0241« +k a[i) �024(l)�024(XL + �0241�024
2 on 2 on on on 2 on 2 a
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s=k 1�034;+k -1--1-�0241�024+i.Luego: s=�024k�024.

2a 40: on on 40: 2a 2 on

Problema 3.7.-

Dos objetos se dejan caer desde lo alto de un edi}401ciode altura I;I. El Segundo se suelta cuando

el primero ha caido una distancia Q. Demostrar que en el instante en que el primer objeto ha

Ilegado al suelo, el segundo esté a una distancia, por encima del primero, igual a 2 J DH �024D.

Soluci6n.-

Sea y, en la Figura N° 3.18, Ia distancia vertical, respecto al suelo, del objeto 2 cuando el

objeto 1 llega al suelo.

FIGUBA N° 3.18

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA.3.7

1 t 0 2 t o Agydy f = f = .

// u .

5 D s
�0355 2H - Y
-I�030, f �030=*1 :

Y}? t= t2

5 3y

/ 3 E
/ I t = t u

*////7 //////////1%�031;/'2://///2

La distancia vertical recorrida por el objeto 1 hasta llegar a1 suelo es:

H=%g(t1+rt2)2; de donde: \/T-1- = Ea, +12) (1)

La distancia vertical recorrida por el objeto 1 cuando se suelta el objeto 2 es: D = %gtf; de

donde: t1= �0312?D(2)

La distancia vertical recorrida por el objeto 2 cuando el objeto 1 llega al suelo es:

1 2 H �024
H�024y=§gt%; de donde: t2 = ....(3)

2 D 2 H -
De(2)y(3)en(l): \/}401=�030/%[/?+ {�024(.g]=�030/3+,/H�024y

Reso1viendo:\/}401n/-13:JH�024y.E1evando alcuadladozl-1-2.1}-II) +D =H�024y.

Simpli}401candoty = 2 J HD + D
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Problema 3.8.-

La ecuacién de la trayectoria de una particula que se mueve en el plano XY es y = on x �024Bxz,

donde a y [3 son constantes positivas. Si la particula se mueve con aceleracién constants 5 , en el

sentido negalivo del eje Y, hallar su rapidez en el origen de coordenadas.

Soluci6n.-

De la ecuacion de la trayectoria: y = ax �024Bx�031(1)

Derivando (1) respecto a1 tiempo: 5% = oc% �0242 B x%

Por de}401nicion:vy =%:; y vx =%. Tenemos: vy = avx �0242Bxvx(2)

Derivando (2) res cto al tiem �030(ii- (1}402i�024-Z}401x}402�030--�0242 Bgv
De p°' dt dt dt dt X

dv _

Considerando que: -i: �024a;y que vx =constante, por oondicion del problema, tenemos:

�024a= �024213v§;de donde: vi = -3- (3)

De(3) en(2)�030v -on a �0242;3x1- dedonde�030v �024 �024a-(a�0242[3x)(4). y 2B 2B , . y z}401

Como: V = {ix + UV ; entonces: v = J V?�030+v3 (5)

De(3) y(4) en (5); v = I-%+2�024a}401(a-2Bx)2 ; v = E5-+�02425�030E(a2-4oLBx +4[32x2)

Finalmente: v = I -:�024B(1+u2�0244(xBx+4|32x2)

En el origen dc coordenadas: x = 0. Luego: v = } 2iB(1+a2)

Problema 3.9.-

Do una manguera brotan chorros de agua, bajo los éngulos 0. y B respecto a la horizontal, con la

misma rapidez ini.cia1 V0 , ver Figura N° 3.19. Demostrar que la djstancia horizontal 5 de

imerseccion de los chorros es: x = 2 V?) /[g (tga + tg [3)]

FIGURA N° 3.19

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.9

V0E .

4%�030
k�024�024x -�024>:
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Soluci6n.-

3 X2
Aplicando la ecuacién de la trayectoria: y = x tg9 �024�0242�0242:

2 V0 cos 9

g X2
Al punto (x,y) del chorro 1: y = xtgcx-�0242�0242�024�024(1)

2 v0 cos on

g X2
Al punto (x,y) del chorro 2: y = xtg[is (2)

2 V0 cos [3

1 1
De (1) = (2): tga�024�024g)�024(�024�024= tgB�024i�024.Luego: tgoL�024tgB=£ j�024�024�024�024

Zvz�030;cos2 0: Zvg cosz B Zvg cosz on cos2 B

2 2 2 2
tga_tgB= gxz sen a+2cos on _sen B+cos [5

2 V0 cos 0: cos2 B

tga �024tgB = g�024"2[tg2oc+1-(tg2B+1)] = £1�0302�024(tg2a�024tg2B>.
2 V0 2 V0

2

x = �024�024j�0242V0 (:g a �024t: B) . Finalmente: L

g(tg a�024tgI3) g(t8°l+tgl3)

Problema 3.10.-

Por un plano inclinado liso se lanza una bola con una rapidez X. ¢',Qué distancia por la

horizontal recorreré la bola antes de abandonar el plano? El plano esté inclinado 45° hacia el

horizonte. El vector de velocidad forma el éngulo de 45° con el extremo horizontal del plano.

Ver Figura N° 3.20.

FIGURA N° 3.20

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.10

Soluci6n.�024

Sea g, en la Figura N° 3.21, la distancia que recorre la bola antes de abandonar el plano.

FIGIIRA N° 3.21

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.10

Y

v /}402\�030.45°, _ . 7
O A. 450 g 3�031X

(X,0)
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La ecuacién de la trayectoria de la bola por el plano inclinado semi dada por:

. a 2 �030 2

y = xtg9�024�024%�024)�024(T;donde: 9 = 45° y g�030= gcos45° =1/:g.

2 V0 cos 9 2

2 /2 2 2 / 2 2
Aplicando al punto (x,0) , tenemos: 0 = x tg 45° �024 L = x~ 

2v cos 45° 2v (J3/2)

- 2

Resolviendo: 1 = �024�024-�0242g X ; de donde: @-

2v (\/'2' /2) z

Problema 3.11.-

Un proyectil se lanza, desde el vér}401oede la base de un plano inclinado, con una velocidad V0

bajo un éngulo on respecto a la horizontal, e�030impacta sobre un plano inclinado que forma el éngulo

[3 (< a) con la horizontal. Calcularz (a) ct en }401mciénde [5, si la velocidad del proyectil en ese

instante es perpendicular al plano inclinado, y (b) el-punto de impacto-en-el plano:

So|uci6n.- _

. . .. .. _ .. 1 _. 2

(2) Para el mowmnento con a =constante, tenemos: r = 1; + v°1+ 5gt .

Haciendo coincidir el origen del sistema de coordenadas XY con el punto de lanzamiento, en la

Figura N° 3.22, tenemo's: -

FIGURA 3.22

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.11

Y

V3.9

An = .

L(cosBi+senB}) = vot(cosu.l +senoL3)-%gt1]

Identi}401candoténninos semejantes: L cos}402= vot cosa ...(1)

Lsen}401= vat senoL�024-;�024gt2(2)

De'(2)+(1): tgB = tgcx �024�024�0245�024�030�024�024...(3)
2 V0 C0501.

DelaFig1ua:tgB=£= = 

vy �024(vnsena �024g t) gt - vosena

Luego: (gt �024vosena) tg B = vo cosa; dc donde: -1- �024tgu = -1-

vo coson V tgB

_£L =L t 4
vocosa tg}401+ ga '"()
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1 . I 1
De (3) y (4): 2tg|3 = 2tgoL�024�024�024tgoc; luego: tgoc = 2tgB+~�024

tg}401 tg}401
2

(b) De la ecuacién de la trayectoria: y =' (tg 6) x �024% .
2 V9 cos 9

Aplicando al punto de coordenadas (L cos [3,L sen B) :

v 2

LsenB = (tgoz)(Lcos[3) �024 ;de donde: tgB = tga�024 
2vn cos on 2V0 cos oz

2 2

Finalmente: L = ~2-iagon �024�024tg B)
g cos [3

Problema 3.12.-

Un proyectil se lanza con una velocidad s7 desde el vértice 0 de la base de un plano inclinado un

éngulo [3 respecto a la horizontal e impacta en el punto A del plano. Detenninar el éngulo on (> B)

de lanzarniento, con respecto a la horizontal, para que la dlstancia OA sea la mcnor posible.

Soluci6n.-

. . g x2
De la ecuacrén de la trayectona: y = x tgoc �024�024�024�024�024�024�024

2 v2 cos2 (1

Aplicando al punto (X, y) de la Figura N° 323 y considerando que OA = s , tenemos:

2 2

ssen}401= scosBtgoL�024§i�024S�024E.
2 v2 cos2 on

FIGURA N° 3.23

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.12

Y

A

;�034 ;<x,y>
V :

kg 5 X
�030 0

. _ g s cos2 {5
Despej ando s.A = cos [3 tgoc �024senB

2 V2 cos2 (1

S _ 2 v2 cos2 0: (cos}402tgon �024sen}401)_ 2 V2 cos a(senoc cos B �024cos cx senB) S _ 2 v2 cosoc sen(oc �024(3)

gcos2 [3 V g cos2 B gcos2 [3

El valor de 0: para el cual § es mlnimo, se obtiene de $2 = 0.

2

Luego: E = 0 = �0242l,~�024[�024senasen(<x �024B) + cos 0: cos(a �024[3)]
da g cos2 [3

Entonces: �024seno:sen((x �024(3) + cos on cos(oc ~ 8) = 0

senor sen(a �024�024B) = cos on cos(a �024B); de donde: tg (oz �024B) = cot gcc.
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Considerando que: tg (giA) = i cot g A ,

tenemos: cotga = tg(g�024a)= tg(oL�024[5);de donde: g�024oL= (1-13.

. TE . 7r B
Resolvlendo: �024+ B = 20: . Fmalmente:

2 4 2

Problema 3.13.-

Un aeroplane esta volando horizontalmente a una altura LI con velocidad 3. En el instants que

el aeroplano esta' directamente sobre un ca}401onantiaéreo, el cafién dispara al aeroplano.

Calcular la velocidad inicial minima vom y el éngulo 0 de disparo que requiere e1 proyectil

para darle al aeroplano.

Soluci6n.-

La ecuacién de la trayectoria del proyectil es:

2

2V0 cos 9

2

Aplicando a1 punto de impacto (x,H) dc la Figura N° 3.24, se }401ene:H = x tg6 �024A (1)

2V3 cos: 9

FIGUIRA N° 3.24
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.13

3�034._ $59.1.)

_ H

V0

9 X

|<�024�024�024�024�024-�024X �024�024�024�024�024-�024>|

Bajo las condiciones del problema para que el proyectil pueda darlc al aeroplane se debe

cumplir que: x = Vt: v0tcos9, por lo que: v = V0 cos6 (2)

Ademés: tg e = L9 (3)
V0 cos 9

A 2 _ 2

De (3) en (1) tenemos: H =E �024i�024�024. Considerando (2): H =}402�024gi.

V0 cos}402 Zvf, cos26 v 2V2

Despejando V0 como funcion dc x tenemos: V0 =i +i (4)

�030 x son 6 2 v sen 9

El valor de 3 para el cual V0 es minima se obtiene de: (1% = 0 .
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O = �024i+�024i;de donde: x = I (5)

X2 sen9 2vsen9 3

2H

Reem lazando (5) en (4)�030v -LE
P ' °"�034�034�024f2H 2vsen9

�024v sen 9

E

gH g H gH

. . . _ T \/2gH_\/7 \/�0302�030. _J2gH .6
' Slmph}401candaV0 "�030"�034_ sene + 2sen9 �024sene + sen6 'Luego' V°"�034�034_ sene ( )

Como el émgulo 0 no esté a}401nde}401nido,debemos tener cuidado de dar la solucion al problema

en funcién de los parémetros conocidos g, H y v, por lo que de (6) y (2):

vomin sen6 = ,/ 2gH ; entonces: vgm senz 9 = 2gH

vom cos9 = v; entonces: vgm cos2 6 = V2

Sumando miembro a miembro: vém = V2 + 2gH; luegoz vomin = J V2 +2gH .

E1 éngulo de disparo 9 queda de}401njdade (2): cose =L 6 6 = cos�0301L] .

vom J V2 + 2 gH

Problema 3.14.-

Es necesario lanzar desde el suelo una pelota a través de una pared vertical dc altura E que se

encuentra a una distancia §, como se rnuestra en la Figura N° 325. g,Para qué velocidad inicial

minima vomin esto se realizaré? (,Bajo que éngulo 6 con relacién a la horizontal deberé estar

dirigida en este caso la velocidad?

FIGURA N° 3.25

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.14

g T2
g H

' é/ .

Z
H ST}401

Soluci6n.-

. , ' . . g X2
La ecuaclon de la trayectona del proyectll es: y = x tge �024T.

2 V3 cos2 9
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- 2
Considerando el punto (s,H) de la F1" gura N° 3.26, tenemos: H = s tg6 �0242.

~ 2 V3 cos2 6

FIGURA N° 3.26

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.14

Y 7
/

é
_ ¢ HV0 g

%
%�031
Q X

|<�024�024�024�024�024-5 j�024>|

2 2

Despejando el valor de V022 = s tg 6 �024H; también: 2 V3 cos2 6 = �024gS�024
' 2v§cos26 stg9-H

gsz gsz
V0 = A-A :  «

2c0s26(stg6�024H) 2ssen6cos6�0242I-Icos26

g-S2 gsz
V0 = A = A (1)

ssen26�024H(l+cos26) ssen26�024Hcos26�024H

Del denominador de (1):

ssen 29�024Hcos26 = J 52 +H2 S3129; �024Js2 +H2 cos26;�030;
2 2 2 2J s + H J s +H

Considerando cl triéngulo de la Figura N° 3.27:

ssen26�024Hcos26= J s2 +H2 sen26cos¢�024Js2 +H2 cos26 send)

FIGURA N° 3.27
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 3.14

. s

Aplicando el seno de la suma de dos zingulost ssen 26 �024Hcos26 = J 52 +1-I2 sen (26�024-11>) (2)

2

Reemplazando (2) en (1): V0 = �024�024jiS6~(3)

J 52 +H2 sen(26�024¢)�024H

E1 valor de 6 para el cual V0 es un minimo se obtiene de: 1% = 0.
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1[ 852
d9 1] 2 H2 29- �024H

0 =% ;de donde: �024gs2di;[./ s2 +H2 sen(26�024¢)�024H]= o
gs

J s2 +H2 sen(29�024¢)�024H

Luego: 1] H2 +s2 (2)cos (29 �024db) = 0 ; de donde: cos (26-4)) = 0-

Por1oque:29�024¢= E; y 9 = 3+2 (4)

2 4 2

gsz gsz gsz (,[s2+H7- +H)
De (4) en (3): vomin = �024�024�024�024j= �024�024j~= Tij-

.Is2+H2 sen;-H \I52+H2 �030H 5 +H �030H

Finalrnente: vomin -= J g(./ S2 +H2 +1-I) .

Problema 3.15.-

Un cuerpo cae desde una altura Q sin velocidad inicial. Durante su recorrido choca contra un

plano inclinado }401joy colocado a una altura h que tiene un éngulo de inclinacién igual a 45°.

Debido al choque del cuerpo contra el plano inclinado, su velocidad toma la direccién

horizontal que se muestra en la Figura N° 3.28. j,Cuz'11 debe ser la mzon entre las alturas I_-1 y b

para que el tiempo de caida del cuerpo sea el méximo posible?

FIGURA N° 3.28

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3.15

I 9

L//W/W /L/// //R)/A

Soluci6n.- ,

El tiempo de caida para el cuerpo serzi: t = t, +t2; donde t,, seré el tiempo que emplea en

chocar contra el plano inclinado en movimiento de caida libre y t2, seré el tiempo que emplea

posteriormente hasta chocar contra el piso en una trayectoria parabélica.

Para el movimiento en caida libre: H �024h = %gtf ; entonces: t1 = I .
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Para la trayectoria parabblicaz h = igt}401;entonoes: t2 = �031%.

Luego: t= {�024L_h)+
8 8 -

. . h . . 2H
Consxderando qu<_:: x = E, podemos escnbnrz t = ?(,]1-x +5).

E1 valor de 5 para el cual 1 es maximo se obtiene de: ((3-1 = 0 , por lo que:

. X '

dt ]2H d ' (211 -1 1
�024=0=~�024�024�024(,l1�024+ = �024�024�024�024+�024�024

dx g dx X�031J?) g 2�030/1�024x2�030/I

Dedonde: .j1�024x=\/�024;;1�024x=x; 1=2x; x=l.

? 2

Como: x-=-�024h�024_,~entonces: Finalmente: .

H H 2 2
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CAPi'1'ULO IV

MOVIMIENTO CURv1'LiNEo

4.1. Introduccién

E1 caso més general del movimiento de traslacién de una particula es el movimiento curvilineo,

en el cual su movimiento no es rectilineo, ni esta limitado necesariamente a un plano del

espacio, por lo que no pueda describirse usando las ecuaciones que se han deducido en el

capitulo anterior. Asimismo, las magnitudes vectoriales que describen el movimiento del

cuerpo no pueden representarse, por la di}401cultadque implica, mediante los vectores unitarios

i , j y k ligados a los tres ejes positivos del sistema de coordenadas elegido como elemento

del sistema de referencia.

En este caso, es conveniente representar las magnitudes fisicas que describen el movimiento de

la particula mediante una triada dc vectores unitarios 131. , }401Ny }401gligados a la particula en

movimiento.

Como un caso particular se estudiaré cl movimiento circular de una particula, introduciendo las

magnitudes }402sicasangulares que facilitarén su estudio y las ecuaciones que las pueden

relacionar para algunos casos especi}401cos.

4.2. Velocidad

Como se estudié en la seccién 3.6, la velocidad V que posee la particula en un instante de

tiempo t se detennina considerando un intervalo de tiempo At muy peque}401oque tienda a cero

.. . : . A�034da
de tal forma que: v = l1mv = hm �024r= �024r

Al�024>0 At�024>0At dt

Tomando en cuenta el cambio de posicién de la particula As seg}401nla trayectoria, esta

ecuacién se puede expresar como:

_ . A? . A? . As
v= In-n�024�024=hm�024hm�024�024

V mo At Awe As Am At

. . _ . A" .
Como en el limlte cuando As �024>0, se uene que |Ar| = As; entonces ling; = 11, es un vector

-v s

. . . , . As ds .
umtano tangente a la trayectona en ese punto. Ademas, = E = V es la rapndez de la

�024D

, . . _ df ds . .
particula segun la trayectona en ese mstante. Luego: v =E = an = vuT (4.1)

Como se indicé, 61 Vector velocidad siempre es tangente a la trayectoria en todo punto.

4.3. Aceleracién

La aceleracién 5 que posee una partieula en un instante de tiempo t se determina de:

_ d?! d . dv . d}401T
a=�024=�024vu =�024�024u+v�024�024 4.2

dt dt( T) dt T dt ( )

Consideremos una porcién elemental de la trayectoria curva ds comprendida en el plano XY,

como se muestra en la Figura N° 4.1. En el instante de tiempo ; la particula posee la velocidad
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V cuyo vector, segim la tangente a la curva, forma un zingulo ¢ con el eje X. Entonces, la

representacién analitica del vector unitario tangente, es: GT = cos¢i + send) j.

Luego: * (1%=%(cos¢i+sencb:i)=(�024sen¢i+cos¢})% (4.3)

De}401nimosel vector unitario nonnal: fl�034= �024sen¢i+cos¢ j (4.4)

Este es un vector unitario perpendicular a la tangente a la curva y esté dirigido hacia el centro

C de la curvatura.

FIGURA N° 4.1

�031 VECTORES UNITARIOS NORMAL Y TANGENCIAL

Y
C . I.

9 E x
d) A : aft"

u I,
P A N :d . 4 dt

. s .

S
, ,.t .

. ' x�031?r>+d4> X

Al transcurrir un intervalo de tiempo in}401nitesimaldt, la particula experimenta un

desplazamiento ds segim la trayectoria y en el instante dc tiempo t+dt su velocidad, y por

ende su vector unitario tangente, forma un éngulo ¢+d¢ con el eje X, siendo d¢ el éngulo

cornprendido entre las perpendiculares a las tangentes en estos tiempos y por el arco ds.

dq) dc) ds d¢
L I �024= �024�024= -�024

"eg° dt ds dt V ds

De la Figura N° 4.1: ds = pdtb , donde p es el radio dc curvatum y :1) se expresa en radianes.

Luego: E = 1 . Entonces: d�024¢= X I (45)
ds p dt p

. _ d}401rv .
De (4.4) y (4.5) en (43), se uene. F = �024u,, (4.6)

P

. . - dv A V2 .
De (4.6) en (4.2), so: tiene: a = gt-uT +�024�024uN (4.7)

P

Se de}401nela componente tangencial de la aceleracién al vector: 5, =% }401T (4.8)

I 2

Se de}401nela componente normal de la aceleracién al vector: 5,, = v�024{IN (4.9)

P

Entonces: 5 = aT CIT + a�034fl�034 (4.10)

Se debe observar que la aceleracién tangencial resulta del cambio que experimenta la rapidez
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de la particula, mientras que la aceleracién normal 0 centripeta se debe al cambio en la

direccion de la velocidad.

�031FIGURA N° 4.2

VECTORES V Y 5 EN TERMINOS DE 131- Y }401N

51- �030V!�031

A V \\
X�030uT \

/1�031}401n �0351�031

/�031 5 *"

s N

Considerando 1a"representacion analitica de los vectores V y 5 en vtérminos de los-vectores

unitarios fl, y fl�034, como muestra la Figura N° 4.2, podemos resolver los siguientes productos:

-9 _ . . . �030.5
v.a=(vuT).(aTuT +aNuN)=va,;de donde: aT =�024V~v�024 (4.11)

\7x 5 = (v}401T)><(aT}401T+ aN}401N)= vaN(}401Tx fr" ) = vau}401n;donde se ha de}401nidoel vector

unitario binormal: I33 = fl, x }401N.Luego, |Vx .1 | = Va�034;dc donde: a�035= |�024�030L«a�024l(4.12)
�024 v

. . V2 | V x 5 I .
De las ecuaciones (4.9) y (4.12), tenemos: �024=�024.Luego, el radio de curvatura p se

p v

V3

determina dc: p =}401' (4.13)
1 v x a |

4.4. Movimiento circular

E1 movimiento circular es un caso particular del movimiento curvillneo y esté. referido a un

plano del espacio. En este caso, como muestra la Figura N° 4.3, la particula se mueve a lo largo

de una trayectoria circular de radio R y su desplazamiento §, seg}402mla trayectoria, se relaciona

con el éngulo en el centre 0 desplazamicnto angular G, segfm la relaciénz s = R6 (4.14)

FIGURA N° 4.3

MOVIMIENTO CIRCULAR

V

t + dt

�030ds
. : t

S
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4 Se debe tener en cuenta que la ecuacién (4.14) es valida en la mcdida que el desplazamiento

angular 6 5c cxprese en radjanes.

4.5. Velocidad angular

. , , ., ds d dR de
La velocidad de la partlcula, segun la ecuacion (3.8), es: v =E = a(R 9) = $9 +R}

. . dR
Como el radm R de la trayectona es constante, entonces: F = 0 .

. , d6
De}401namosla veloc1dad angular, segun: co = �024dT (4.15)

La velocidad angular m de}401nidapor la ecuacién (4.15) se expresa en radfs o s�034.Entonces,

tomando en cuenta lo anterior, tenemos que: v = R 0) (416) '

4.6. Aceléracién angular

La accleracién de la particula, dc acuerdo a la ecuacién (3.11), es:

d d dR d
a=�024V=�024(Rm)=�024w+R�024m.

dt dt dt dt

Como el radio -R de la trayectoria es constante, entonces: E3 = 0.

., , I do)
De}401namosla acelerac1on angular, segun: 0. =E (4.17)

La aceleracién angular or de}401nidapor la ecuacién (4.17) se cxpresa en rad/ S2 0 S-2 . Entonces,

tomando en cuenta lo anterior, tencmos que: a = R or (4.18)

4.7. Ecuaciones del movimiento circular

Las ecuaciones del movimiento circular establecen las relaciones que existen entre las

magnitudes }401sicasusadas para describir cl movimiento circular de una particula en ciertos

casos especi}401cos. ' '

Las ecuaciones del movimiento circular que generalmente se deducen y sc muestranl son las

que se re}401erenal movimiento circular de un cuerpo con velocidad angular constante y con

aceleracién angular constante.

�030 4.7.1. Movimiento con velocidad angular constante

Si cl movimiento circular que rcaliza una particula cs con velocidad angular constante,

. . d9
entonces, por de}401nicxén:03 = E = cons tan te; dc donde: d6 = codt.

' - 9 I I

Luego. Lode = [0 (ndt = mjo dt

Donde el limite inferior de integracién sc ha de}401nidoa partir de la condicién inicial:

9(t = O) = 60; esto es, la posicién angular inicial de la particula respecto al sistema de

referencia.
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Integrando y evaluando: 9 �02490 = cot. Luego, la posicién angular de la particula en cualquier

' instante de tiempo es dada por: 9 = 90 + oat (4.19)

La ecuacién (4.19) de}401neuna funciéu del tiempo 6 = 6(t) y recibe el nombre de la ley del

movimiento circular umforme, la que se podré comparar con la ecuacién (3.13) obtenida en la

seccién 3.9 del movimiento de una particula con velocidad constante.

Por otro lado, en este caso especi}401cola particula realiza desplazamientos angulares iguales en

tiempos iguales. La caracteristica de este movimiento es que es periédico; esto es, el

movimiento se repite a intervalos regulares de tiempo. El tiempo que tarda la particula en dar

una vuelta completa se de}401necomo el periodo T.

Luego, en la ecuacién (4.19) tenemos que cuando 9 �02490 = 2 1: , entonces t = T y la ecuacién se

escribe como: 21: = o)T; de donde: on = 2% = 27tf (4.20)

En la ecuacién (4.20), f =% representa lafreéuencia del movimiento; esto es, el n}401merode

vueltas en cada unidad de tiempo.

4.7.2. Movimiento con aceleracién angular constante

Si el movimiento circular que realiza una particula es con aceleracién angular constante,

entonces, por de}401niciénzon = (ETC: = constante , de donde: dco = adt.

nu I K�031

Luego: Ludo) = �030[0adt = (XL dt

Donde el limite inferior de lntegracién se ha de}401nidoa partir de la condicién inicial:

co(t = 0) = (no; esto es, la velocidad angular inicial de la particula respecto a1 Sistema de '

referencia.

Integrando y evaluando obtenemos: co�024-can= at. Luego, la velocidad angular de la particula

en cualquier instante de tiempo es dada por: co = coo + at (4.21)

Ademas, como: co = d�024e;entonces: d6 = codt y j°de = J}401oadt

dt 9v 0

Donde el limite inferior de integracién se ha de}401nidoa pat}401rde la condicién inicial:

6(t = O) = 90; esto es, la posicién angular inicial de la particula respecto" al Sistema de

referencia. -

Reemplazando 0) de la ecuacién (4.21), tenemos: d9 = J'(:(co0 + on t) dt = Kmodt + gm t dt
0

Integrando y evaluando: 9 �02460 = (.001 + %at�031 (4.22)

Ademas, de la ecuacién (4.21) tenemos: co�031= (mo + at)�031= (03 + <1(2 coot + atz)
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Como dc la ecuacién (4.22) tenemos que: 2(6) �02490) = 2c-not + out�031;y en funcién de la posicién

angular 9, la velocidad angular de la particula es dada por: of = 0): + 2 on (6 - 60) (4.23)

Las ecuaciones (4.21), (4.22) y (4.23), se podran comparar con las ecuaciones (3.15), (3.16) y

(3.19), respectivamente, obtenidas en la seccion 3.10 del movimiento de una particula con

aceleracién constante.

4.8. Relaciones vectoriales en el movimiento circular

Consideremos una particula que se mueve a lo largo de una trayectoria circular de radio R,

como muestra la Figura N° 4.4. Su desplazamiento in}401nitesimalQ, scg}401nla trayectoria, de

acuerdo a lo establecido en la ecuacién (4.14) se relaciona con el angulo in}401nitesimalen el

centre de, segim la relacion: ds = R de (424)

FIGURA N° 4.4

VECTORES EN EL MOVIMIENTO CIRCULAR

Z ,
65, d6

 m t d? t+dt

V Y

X 0

En el limite, cuando el intervalo de tiempo tiende a cero, la longitud del arco Q descrito por la

particula durante su movimiento equivale al modulo del vector desplazamiento in}401nitesimal

d�030r�030,entonces: ds = | d? 1. Ademés, en la Figura N° 4.4 se observa que: R = | �030r�031lsencb. Como cl

movimiento circular de la particula puede ser en sentido horario o anti-horario, es conveniente

considerar e1 desplazamiento in}401nitesimalangular d6 como una magnitud vectorial dé cuya

direccién es perpendicular al plano del movimiento segim el sentido positivo del ejc Z, dc tal

forma que: d6 = | d9l.

Reemplazando estas relaciones en la ecuacion (4.24), tenemos: | d?| = l? | sen¢| dé| = | dé x f|

Luego: df = dé x r (4.25)

Relacionando al intervalo in}401nitesimalde tiempo dt, tenemos: E = gt? x i . Considerando que:

- dr . _ dé _ - _
v =E y que el vector velocidad angular es: 0) = E; entonces: v = co x r (4.26)
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. . . . _ d�030
La aceleracién de la particula en el movlmlento clicular, se detcrmma de: a = d�024:. Tomando

en cuenta la ecuacion (4.26), obtenemos: 5 = ad;((T) x F) = (ET? x f + (T) x i�024:.

. . _ d(B _ d? . . ,
Cons1derando el vector aceleraclon angular: (1 = E y que: v = E; podemos escr1b1r.

' E=6c><?+cB><V (4.27)

�030Tomando en cuenta la ecuacion (4.26): 5 = 6: x F + (1') x (E) x f) (4.28)

Observar que el triple producto vectorial (B x (63 x ?) es un vector dirigido hacia el centre de la

circunferencia, en la direccién y sentido del vector unitario normal, por lo que al comparar la

ecuacién (4.28) con la ecuacion (4.10), podemos identi}401carque la componente normal de la

aceleracion se pucde expresar como: 5,, = 6) x (6') x f) (4.29)

Por otro lado, el producto vectoria] 6: x f es un vector dirigido seg}401nla tangente a la

circunferencia, en la direccion y sentido del vector unitario tangente, por lo que al comparar la

ecuacién (4.28) con la ecuacién (4. 10), podemos identi}401carque la components tangencial de la

aceleracién se puede expresar como: 5T = (1 x F (4.30)

4.9, Problemas

Problema 4.1.-

Cierta particula A se mueve por una tmyectoria conocida con la aceleracién tangencial aT = if,

donde 5 es un vector constants que coincide en direccién con el eje X y E es 1m vector unitaxio

ligado con la particula A y dirigido por la tangente a la trayecvoria, hacia el lado del incremento de

la cmva, como muestra la Figura N° 4.5. Hallar la velocidad de la panicula en funcién de la

coordenada 2_<, si en el punto x = 0 la velocidad es igual a cero.

FIGURA N° 4.5

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 4.1

?

A

5

O

X

Soluci6n.-

Seglin condicion del problema, Ia aceleracién tangencial es: aT = 5.? ...(1)

, . dv dv ds dv
P f ' : = �024= �024�024= �024...or de m1c1on a]- dt ds dt v ds (2)

De (2) y (1): vfgsi = 5.? ; dc donde: vdv = (z'a.'.�030E)ds= a(1)cos9ds '

Dela Figura N�0344.6: dscos6 = dx. Luego: vdv = adx

OX �035
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Integrando: L: vdv = afgdx ; dé donde tenemos: = ax�030.

Finalmente: .]2ax

FIGII_RA N° 4.6

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.1

E

d
A S9:dy

dx 5
X

Problema 4.2.-

Una frarticula de mueve a lo largo de un arcade circunferencia de radio 1{_. Su velocidad depende

de la distancia cubierta §, segim v = k�030/;, donde l_< es una constants. Hallar el éngulo entre el

vector aceleracién total y el vector velocidad como una funcién de~ §.

Soluci6n.- �030

En la Figura N°.4.7, el éngulo entre el vector aceleracién total 2'1�031y cl vector velocidad V , en la I

direccién y sentido que la componente tangencial de la aceleracién 5T , es dado por:

_ 3_Ntg9 �024aT ...(l)

�031 2 2 2
�030 Por de}401nicion,la componente normal de la aoeleracion es: aN = V? =w =% ...(2)

FIGURA N° 4.7

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.2

V . 5T

v(s = 0) = 0

Asimismo, la components tangencial de la aceleracion es: aT =% = = v:1i�024:

d k k2
Lgego: a = an/E>E(kJ§>= an/'s')(m> =7 ...(3)

2

Reemplazando (2) y (3) en (1), tenemos: tg9 = Finalmente: .tg6 =%
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Problema 4.3.-

Una particula se mueve por el arco de una circunferencia de radio 13 scgllm la ley s = ksen out ,

donde § es el desplammiento a partir de la posicion inicial, medido a lo largo del arco, l_< y Q son

constantes. Hallar: (a) el modulo de la aceleracién de la particula en las posiciones s = 0 y

s = ik; (b) el valor minjmo de la aceleracién y el desplazamiento que le corresponde.

Soluci()n.-

. ., ds d
Por de}401mclonzV = �024= �024(ksen cat) = kcocos cot .

�024 dt dt

Luego, la aoeleracién tangencial: at = E1 = dg(kcocos mt) = -kcoz sen cot = -0325 . (1)
I t

. , V2 (kw cos rnt)2 kzwz cos2 cot
La aceleracxon normal: an = ~�024=T =T

R R R

. kzcoz (l �024senzcot) (92
Tamb ' : a =�024T=�024�024k2-52 2I6�034.. R R ( ) ( )

(a) El modulo de la aceleracion: a = Jag +2112 . (3)

02 0,4
De (1) y (2) en (3): a = [$09 -s2)]2 +(�024a>2s)2 ; de donde: a = §(k2 �024s2)2H0452.

. �030°2]222 22 �030°2k2 2Luego: 21:? (k �024s) +R s .Entonces: a(s =0) =T y a(s = ik)=co k

(b) El valor de § para el cual z_1 es minimo se obtiene de ? = 0.
s

2 2 2 _ 2 _ 2

Entonces: 1 gal (k2 �024s2)2+R2s2 = 0. Luego: m�024%L = 0

d5 R R 2�030((kz�024s2)2+R2sz

de donde: -2(k2 �024s2)+ R2 = O. Resolviendo: 252 �0242k2 +R2 = 0. Lucgo: 252 = 2k2 -R2.

' 2 _ 2 2

Despejando: s = }402= ik 1�024R�024
2 21:2

2
2 2 _ 2 2 __ 2

El valor minimo de Q, seré: amiu =6; k2 �024-2�030;+R2 LR�024
R 2 2

2 2 2 4 2 l 4 2 2
am" =°°_ k2 __k2 +R_ +k2 R2_R_ =�030°_k2R2_R_}4021_R_;

R 2 2 R 4 R 4k2

R 2

Finalmentez - = -2k 1- �024

�034�030�034�034�0307 [NJ

<2 77



Problema 4.4.-

_ _ X2 Y2

Una particula se mueve con una velocxdad v , de médulo constants, por la curva �0242.+-E5= 1,

a

"donde a_1 y 9 son constantes. Hallar su aceleracién en el punto x = O y el radio de la curvatura

de la trayectoria en este punto. �031

Soluci6n.-

- dv _ _. _ _ .
Como I V} = v = constante, entonces: 23-I = E = 0 y a = aN. Luego: a .L V en cualquler

posicién de la particula, como muestra la Figura N° 4.8.

FIGIJIRA N° 4.8

» PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.4

Y�030- �024
b V Vx

V -b

A �030X2y2_ �030 .y2_ x2_a2_x2. . 2_b2(a2_x2)

De. ;§+�024b7�0241,tenemos.b�0242�0241�024;5�024j§�024�024�024,de donde. y -222.

Luego: y = 341212 �024x2.

dy bd \/7*�031;b1('2"%%) b "%
v =�024=�024�024(a �024x>=~(�024>�024=�024�024�024
Y dt adt a 2 la2_X2 a /a2_X2

1?�030d dx dx d /2
d a2�024x2�024(x-�024)�024x�024(�024a2�024x2)

.a :}401=_§[A dt dt dt dt 1
3' dt a a2 _ X2 _7

'2 dx

dzx dx dx dx 1 (_2x)(*)./ 2 _ 2 _ _ A _ i _ M.dt_

ya __E{ a X [X dtl +(dtXd:)] X dt(2) /a2_x2}
Y " a a2 _ X2

J 2 _ 2 2 - _ XVa __B[ a x (xztx +vx)+xv,, yfjxz] a __E[(a2 _X2)(xaX +V§)+x2 V2],

y �030a a2-_X2 �030 ' y " a (a2 _x2)3/2

En x=0,setieneque: ax =0 y Vx :v;porloque: a=ay.

. __�030 bazvz .-_ _bv2 �030
Flnalmente. |a(x = o)| = |ay(x = o)1=1 721:. De donde. |a(x �0240)! �024�024a-2-
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, _ 2 bvz - V2 _ a2
Ademas como. [a(x = 0)] =7: |aN 1 =?, tenemos. p =V .

Problema 4.5.-

V Una particula se mueve en un plano xy a una velocidad V = oLi+Bx3, donde y son los

versores de los ejes 3 e y. 0: y [3 son constantes. En el memento inicial la particula se

encontraba en el origen. Hallar: (a) su aceleracién y (b) la ecuacién de su trayectoria; (c)

Demostrar que el radio de curv_atura de la tpayectoria es dado por:

3/2

D 421 ~c*�024xrB on

Soluci6n.�024

. _ _ �031.�030 ~. _. 7 ". dx ': dy ':
(a) La velocldad es. v= oL1+Bx} , de la forma:v=vx1+vy}=E1+E]..,(1)

Por def1nicién,1a aceleracién es: 5 = %:~I = §t�024(oL§+[3xj)= ...(2)

Considerando (1 ) en (2); V

(b) De (1) las componentes de la velocidad son:

dx x t
vx =E=0.,dC donde. [0 dx =j0otdt, porlo que. x=at ...(3)

_ dy _ . y _ t
vy �024E�024Bx,dedonde. [0 dy-jOsxdt...(4)

De (3) en (4): j"�031dy=j�030astdt-por lo que�030y =oL[3£ (5)0 0 , . 2

Observar que las ecuaciones (3) y (5) son las ecuaciones paramétricas que de}401nenla ecuacién

2 2

de la trayectoria. Luego, de (3) en (5): y = (13% =%0.[3(§) .

Finalmente, la ecuacién de la trayectoria es:
(1

I . . V3
(e) E1 radlo de curvatura se determma de: p = i�034T.

| v x a |

2 2 2 3/2 2 2 2 3/2

Reemplazando valoresz p = = 

- |(0t1+BXJ)><(0tl3J)| . I <12 Bkl

p a [(12 +(a2 /0L2)B2x2]3/2 _ [1+(B2 /a2)x2]3/2(a2)3/2

0:2 B (12 [3

2 3/2

Sirrlpli}401candozp =[%j[1+(�030:L�024�030j]

C} 79



Problema 4.6.- _

Las coordenadas de una particula en movimiento son: x = t2 e y = (t �0241)�031.Encontrar

expresiones para: (a) la ecuacién de la trayectoria, (b) 6! valor minimo de la velocidad y la

rapidez, (c) [as aceleraciones tangencial y normal y (d) el radio de curvatura en cualquier instante

de tiempo.

Soluci6n.-

(a)De x= t2,set1'ene 5:1 ('1)

De y=(t�0241)2,setiene�030/§=t�0241(2)

De (1) y (2): �030U= J: -1 ;de donde la ecuacién de la trayectoria es: J; �024�030/7=1

(b) Por de}401niciénla velocidad es: x7 = vxx�031+ vy} (3)

Elm6dulo,de1a�024velocidades:v = ,( vi +v: (4)

dx d
Dod: =�024�024=�0242 =21 5nevx dt dt(t) ()

dy d(t�024l)2
Vy =E=T=2(t�0241)...

De (5) y (6) en (3), la velocidad es: \7 = 2ti + 2(t�0241)j (7)

De (5)y(6) en (4), la rapidez es: v = J 4t2 +4(t�0241)2=,/ 8t2 �0248t+4(8)

El valor de y para el cual y es minimo, se _obtiene de: :]T: = 0.

16t-8 1
Luego:_O=�024~�024>j;dedonde:16t�0248=Oy t=�024...(9)

2,) 8t2 �0248t+4 2

De (9) en (7) la velocidad minima es: V/min = entonces:

De (9) en (8) la rapidez minima es: vmin = J 2 �0244+4. Luego:

L I ., .1 Z =E=[2ti+2(t�0241)3.(2i+2})=4t+4(t�0241).
(c) aace eracwn tangencla es a�030V j�024�024  T

a�030= 2t+2t�0242�030Luegozat = 4t�0242

,/2n2�0242:+1 ,/2t2�0242:+1

. ]\7><§| |[2:i+2(t�0241)j]x(2i+2})q|4:12-4(t�0241)12|
La aceleraclén no a} : =j=T =T-

m as a�034v ./st2�024st+4 ./8t2�024st+4

a =�024�024*MLuego' a =T~2

�034,/st2�024st+4 " ./2:2-2t+1 v
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3 2 _ 3/2 3 2 _ 8 4 3/2

(d) El radio de curvatura es: p = TVT = =L.¥
|v><a| |[2tr+2(t�024l)_]]><(21+2_])||4tk�024-4(t�024l)�030k|

2 _ 3/2 2 _ 3/2

p =at83*�034=-4St�035).Entonces: p = 2(2t2 �0242t+1)3/2
|4kl 4

Problema 4.7.-

Una rueda de 0,2 m de radio, gira de forma que la relacion entre el angulo de giro del radio de

la rueda y el tiempo viene dado por la ley 6(t) = 5 + 6t2 + 0,5t3 , donde 6 se mide en radianes y

1 en segundos. Hallar, referidos a los puntos que se encuentran en el horde de la rueda y al }401nal

del cuarto segundo de haber comenzado el movimiento cl modulo de: (a) la velocidad angular,

(b) la velocidad lineal, (e) la aceleracion angular, (d) la aceleracion tangencial y (e) la

aceleracion nonnal.

Soluciou.-

, . . <19 d 2 3 2
(a) El modulo de la velocidad angular es: (0 =E = a(5+ 6t + 0,51 ) = (12t+1,5t )rad/s

Entonces: co(t = 4s) = [l2(4)+1,5(4)2]rad/s. Luego: co(t = 4s) = 72 rad/s

(b) El modulo de la velocidad lineal es: V = (DR . _

Entonces: v(t = 4s) = (72 rad/s)(0,2 m). Luego: v(t = 4 s) = l4,4m/s

(e) E1 modulo de la aceleracion angular es: on = 52-? = %(l2t +1,5t�031)rad/Vs�031= (12 + 3t)rad/ s2

Entonces: a(t = 4s) = [12 + 3(4)]rad/s�031.Luego: (x(t = 4s) = 24 rad/s�031

((1) E1 modulo de la aceleracion tangencial es: a, = 01R.

Entonces: a,(t = 4s) = (24rad/s2)(0,2m). Luego: a,(t =4s) =4,8m/$2

(e) El modulo de la aceleracion normal es: a" = co2R .

Entoncesz a�034(t = 4s) = (72 rad/s)�031(0,2 m) . Luego: a,, (t = 4s)=1O36,8m/s2

Problema 4.8.-

Un punto se mueve por una circunferencia de 10 m de radio, con una aceleracion tangencial

constante. Hallar su aceleracion normal a los 20 5 de haber comenzado a moverse, sabiendo

que al }401nalde la quinta vuelta su velocidad lineal es de 10 m/s. V

Solucion.-

La Figura N° 4.9 nuestra un -esquema del enunciado del problema. Como Ia aceleracion

tangencial aT es constante, entonces la aceleracion angular on también sera constants, puesto

que a1 = OLR; donde el radio R de la circunferencia también es constants. Luego, el modulo de

la velocidad angular del punto en funcion del desplazamiento angular es dado por:

dl �034�030



m�031= mg +2a(e'�024eo);

donde podemos considerar que: A9 = 6 �02490 y one = 0 , ya que inicia su movimiento en t = 0 .

FIGURA N° 4.9

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.8

51

t = 205

t = 0

Entonces: (02 = 2aA6; de donde: oo2R2 = ZGRZ A6.

Considerando que: v = coR y a, = aR , tenemos: V2 = 2a, RAB; dc donde: a, =

2

Como: v(A6 = 101:) = 10m/s ; tenemos: a.r = �024= im/s2
2(1Om)(101r_) 21:

Ademés, el mbdulo de la velocidad angular del punto en funcién del tiempo es dado por:

(1) = coo +at; donde podemos considerar que: (00 = 0.

Entonces: on =at; de donde: o)R =ocRt. Considgrando que: v = o)R y a, =ocR, tenemos:

v =aT t. Luego, pa.ra t = 203 v = (2�0241~m/s2)(2Os)= Em/s.
TI.�031 1:

2 2 2 2

La aceleracién normal del punto es: a�034= V�024.Para t = 205 , a" �031= .
R (l0m)

. 10 2 '
Fmalmentez a1, = �0242m/s

1r

Problema 4.9.- _

Una particula se mueve desaceleradamcnte a lo largo de una circunferencia de radio 3, dc modo

que en cualquier instants de tiempo sus aceleraciones tangencial y nonnal son igualcs en médulo.

En el instante inicial, la velocidad de la particula es igual a V0. Hallar: (a) la velocidad de la

particula como una funcién del tiempo y como una funcién de la distancia cubierta §. (b) la

aceleracién total de la particula como una funcién dé la velocidad y la distancia cubierta §.

Soluci6n.-

La Figura N° 4.10 nuestra un esquema del enunciado del problema.

. . . . _ _ V2
(a) En cualquner mstante de nempo se tlene que: 1 aT I = I aN I. = 3:.

Como el movimiento es desacelerado: arr }401-F= �024�254%}401-I...(!)

Q? *2



dv v2 dvdt . _ vdv tdt_ �0301V_t
Luego. �024E�024E , de donde. �024$�024§.Resolv1endo. �024Lov�0242�024JOE , tenemos. V�030V0 �024R .

.,_11_t . '1_t 1_v0t+R _ _ V0
Tamb1en. V E �024E. Despejando v. V �024R + V0 �024 VOR . Luego. v �024j�024[1+(V0t/RH

FIGURA N° 4.10

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.9

51 ..
» v

�030t

t = 0

dv dv ds dv dv V2 dv ds
P Id 1: =�024�024=�024,�024�024=�024~.L :�024�024=�024' :�024=�024�024�024.orotroao,de()aT dt dsdt vds uego vds R,dedonde V R

. . vdv_ sds_ _ v_ s
Reso1v1endo por mtegraclon. L07 �024-1.0E , de donde. Ln v| V0 �024�024E.

Luego: Ln v �024Ln V0 =Ln:�024%.Finalmentez . . . (2) _

o ' .

(b) Por de}401nicién:5 = EN 4�031-5.1.;de donde: a = Jag +21%

I 2 2 2 2 I 2 2 �030/52

De (1), tenemos: a = = .Luego: a = TV ...(3)

2 2

Reemplazando (2) en (3):

Problema 4.10.-

La particula P gira en una trayectoria circular de radio 13 de modo que su vector posicién T

gira respecto al punto 0 con velocidad angular (1) constante, como muestra la Figura N° 4.11.

Detenninar los médulos de la velocidad y la aceleracién de la particula.

FIGURA N° 4.11

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 4.10

F P

0
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Soluci6n.-

Sea 6, en la Figura N° 4,12, cl éngulo que fonna el vector f con el eje X del Sistema de

Referencia elegido. Por de}402niciénzV =% ..(1)

_ FIGURA N° 4.12

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.10

Y
P

A¢A X

0W

., r R
De la ley de los senos en el tnangulo OPC: »n =:

sen(7r �02426) sene

Como: sen(1r �02429) = sen26 , entonces: �024�024r�024=A ; de donde: r = 1&1�035.
sen26 sen}402 sene

Luego: F = r(cos9§ + sen63) = �024RS�030£9(cos61°+ senej)

sen6

Ademés como: sen29 = 2sen6 cose , entonces:

? = R(:.�02425e;"e°:1:}°5°cosei + senzej) = R(2cos�031ei +sen2e3) ..(2)

.. Cl 2 1* 1 _. d9 2* d9 1
De (2) en (1): v = a;[R (2005 91+ sen29_])]. V = R[2(2)cos6(�024sen6)E1+(2)(cos29)E})]

Considerando que: co = �024%:\7 = 2Ro)[2 cos6 senei �024cos 263)] = 2R0) (sen29§ �024cos293)

E1 modulo de la velocidad es: v = 2R cox/senz 26 + cos�03126 ; de donde:

. . 4 dV d ¢ 1
Por otro lado, la aceleracxon es: a = E? = �024d�024t[2Ro)(sen291�024cos 29 1)]

_ d9 7 d9 ': 2 a 1
a = 2Rco[cos 29(2)Et�0241�024(�024sen29)(2)EJ=4Rco (�024cos29 1 �024sen26})

51 = �0244R(o2(cos 29 i + sen26])

E1 modulo de la aceleracién es: a = 4Ro)�0311/cos�03120 1? + sen�03129 ; de donde:

Problema 4.11.- '

Un disco de radio 3 rueda con velocidad angular constants on a lo largo del plano horizontal XZ.

Demostrar que el vector posicion dc cualquier punto sobre su borde es dado por:
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F = R(mt�024sencot)i+R(1�024coscot)3,donde el tiempo 1 se mide desde el instants en que el

punto se encuentra en contacto con el plano horizontal. Hallar las expresiones de la velocidad y

la aceleracién del punto.

Soluci6n.-

Consideremos que el disco rueda desplazéndose en la direccién positiva del eje X; de tal forma

que cuando transcurre un tiempo 3, el punto Q - sobre su borde - se ubica en la posicion Q�031y el

punto P - también sobre su borde - se ubica en la posicion P�031,como muestra la Figura N° 4.13.

FIGURA N° 4.13 -

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.1 1

Y E

Q P�031

; R

6 _:__£1_ _ -

/ ' R

' X
P:«�024s= R9�024>lQ�031

Luego, la posicién del punto P�031respecto al punto P es�030dado por:

f = (S-RCOS(1)l+(R+RSCl�030l0.)j...(1)

Observar que: 5 = R6 ...(2)

cosa = cos (9�02490°)= cos9cos90°+sen9sen90° = sen9 ...(3)

senon = sen(6�02490°)= sen9cos90°�024cos9sen90°= -0056 ...(4)

De (2), (3) y (4) en (1), tenemos: F = (R9 �024Rsen6)i + (R �024R cos 9)}

Ademzis, como: B = on , tenemos: F = R(cot �024sen (nt)i + R(l �024coscot)3

Por de}401nicion,la velocidad del punto es dada por: V =

V =:%[R(cot�024sena)t)i+R(l�024coso)t)3}= R[(m�024cocoscnt)i+cosen<nt}]

Finalmente: V ¥ R co[(1�024cos(nt)i + sen cut 3]

Por de}401nicion,la aceleracion del punto es dada por: 5 =

5 = %{Rco[(1-coscot)i+sencot3]} =_ Rc-3(oJsenu)ti+a)coscot3)

Finalmentez 5 = R (o2 (sen on i +cos (otj)

Problema 4.12.-

Un disco de radio 13 rueda a lo largo de un plano horizontal con velooidad angular on constante.

Demostrar que en cada instante la velocidad de un punto sobre su borde es perpendicular a la

linea que une ese punto con el punto de contacto del disco con el plano. Si p. es la distancia

entre estos puntos, demostrar que la magnitud de la velocidad del punto que se mueve es cop.
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Soluci6n.-

Como se debe demostrar que la velocidad de un punto sobre el borde del disco, tal como el

punto P�031de la Figura N° 4.14, es perpendicular a la linea que une este punto con el punto de

contacto del disco con el plano, tal como el punto Q�031,esto es, perpendicular al vector Q'P�030= (3 ,

entonces se debe demostrar que: 6.6 = 0.

FIGURA N° 4.14

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 4.12

. �030 Y

\

| I

g Q P- ' x
1�031I<�024�024�024s='R9�024>|Q�031

Para determinar la velocidad del punto P�031,se debe determinar su posicién ? respecto a un

sistema de referencia, como el mostmdo en la Figura N° 4.14. Para este }401n,consideremos que el

disco rueda desplazéndose en la direccién positiva del eje X; de tal fonna que cuando transcurre

un tiempo 1, cl punto Q - sobre su borde - se ubica en la posicién Q�031y el punto P - también sobre

su borde - se ubica en la posicién P�031,como muestra la Figura N° 4.14.

Luego, la posicién del punto P�031respecto al punto P es: F = (s �024R cos 0:) i + (R + R sen 11)} ...(1)

Observar que: s = R 9 ...(2)

cosa = cos(9�02490°)= cos6cos90°+ senesen 90° = sene ...(3)

senoz = sen(6 �02490°)= sen6cos90°�024cos6sen90°= �024cos9...(4)

De (2), (3) y (4) en (1), tenemos: F = (R6 �024Rsen9)i+ (R -R cos 9)}

Ademés, como: 6 = to t , tenemos: F = R(o)t �024sen wt) i + R(1�024cos0303 041(5) V

Por definicién, la velocidad del punto es dada por: V =

�0307= %[R(o)t�024sena)t)i+R(l �024cosLot)i]= R[(o)�024a)coso)t)i+cosenu)t}]

Finalmente: V = R i'n[(1�024cos(at) i +sen cot 3] (6)

De laFigura: r=W+.3; de donde: ,3=i�0241TQ�034'

[3 = R((nt �024scnu)t)i+R(1�024coso)t)3�024Ro)ti= �024Rsen u>ti+ R(] �024cosmt)] ...(-7)

Luego: V43 = Rco[(1�024cos(ot)i+seno)t3].[�024Rsencoti+R(1�024cosc)t)3

i'<.f> = Ru)[(1�024coscot)i+sencotj].[�024Rsenmt i +R(1 �024coscot)]j

$1.53 = R2 a)(�024seno)t+seno)t cosmt +sen cot �024senmtcos cut) = 0

De (6), la magnitud de la velocidad es: v = R a),I(1�024coscot)2 +'sen2 (ot

De (7), la magnitud del vector 6 cs: p = Rdsenz out + (1 �024cosmt)2

Finalmente, de (7) en (6):
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CAPITULO V

MOVIMII-INTO RELATIVO

5.1. Introduccién

Del estudio de los dos _capitu1os anteriores se puede inferir que el movimiento es un concepto

relativo por cuanto siempre debe estar referido a un sistema de referencia elegido

convenientemente por un observador. Entonces, podemos pensar que si dos observadores

eligen sistemas de referencia diferentes, las magnitudes }402sicasque determinan el movimiento

de una particula serén diferentes en cada sistema de referencia. Més aim, si bien hasta ahora se

ha considerado un sistema de referencia }401jopara el estudio del movimiento de la particula, cs

posible considerar su estudio respecto a sistemas de referencia en movimiento.

En este capitulo formularemos las ecuaciones que relacionan las observaciones hechas por

diferentes observadores; esto es, deduciremos las ecuaciones de transformacién para las

magnitudes }401sicasque describen el, movimiento de la particula en una y otro sistema de

referencia, Considerando especi}401carnentelos movimientos relativos de traslacién uniforms y

uniformemente acelerado y de rotacién uniforme.

. 5.2. Posicién relativa

Considerernos las dos particulas 1 y 2 de la Figura N° 5.1, cuyas posiciones, respectb a un

observador 0 en el sistema de referencia mostrado, son de}401nidaspor los vectores posicién fl y

F2 , respectivamente, en un instante de tiempo arbitrario. Se de}401nela posicién de la particula 2

respecto a la particula 1, al vector posicién de la forma: fzl = r2 �024f] (5.1)

FIGURA N° 5.1

POSICION RELATIVA

Z

1£

2

72
0 Y

X ,

Asimismo, se de}401nela posicién de la particula 1 respecto a la particula 2, a1 vector posicién de

la forma: rm : ?1 �024?2 ...(5.2)

De las ecuacniones (5.1) y (5.2), es fécil ver que: fzl = �024f]2;esto es, los vectores posicién F2]

y F12 tienen el mismo médulo, la misma direccién pero sentidos opuestos.
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5.3. Velocidad relativa

Consideremos ahora que las dos particulas 1 y 2 de la Figura N° 5.2 estén eh-movimiento,

respecto a_ un observador 0 en el sistema de referencia mostrado, tal que sus velocidades en ese

instanteson de}401nidaspor los vectores V1 y V2, respectivamente. Por de}401nicién,la velocidad

de la particula 2 respecto a la particula 1, seré la rapidez del cambio de la posicién de la

I I _ d?21 d _ _ d?2 dfl

pamcula 2 respecto a la pamcula 1, esto es_: V21 = �024dt�024= 502 �024I1) = T! -W �030

También: V2] = \72 �024V1 (5.3)

FIGURA N° 5.2
VELOCIDAD RELATIVA

Z _ ' _ �030721
* V1 \ V2?

" V1

; V2 _ V12
I.�031_. V2

"I I�030F /:2 V71

0 : Y

X I

Asimismo, la velocidad de la particula 1 respecto a la articula 2, seré la rapidez del cambio de_ P

Ia posicnén de la particula 1 respecto a la particula 2, esto es:

V -_."�0342=£(; _; ,_£�030E_£�030f2
. 12�031dt dt1_ 2�024dtdt

También: V12�030= V] �024V2 (5.4)

De las ecuaciones (5.3) y (5.4), es fécil Ver que: V21 = �024V]2; esto es, los vectores de velocidad

V21 y V12, que se muestran en la Figura 5,2, tienen el mismo médulo, la misma direccién pero

sentidos opuestos.

FIGURA N° 5.3

�034ACELERACIONRELATIVA

Z _

V] . .\ 5%

1. �034V2 51
31 52 an

r,�030_ /2 8%»
�024_�030_. 1'2,�031 al

0 .' Y

X =.

5.4. Aceleracién relativa

Consideremos ahora que las dos particulas 1 y 2 de la Figura N° 5.3 estzin en movimiento,

respecto a un observador 0 en el sistcma de referencia mostrado, tal que sus aceleraciones en
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Por de}402nicién,la veiocidad de la particula P respecto al sistema de referencia 0�031es V�030:9;? y

. . - dfo
la velocidad del Sistema de referencia O�031respecto al s1stema de referencla 0 es u =T.

* df

Luego: v'=d3t(i�024?0)=�030;�024:�024�024dT°.Emonces:s7'=v�024a (5.8)

Por de}401nicién,la aceleracién de la particula P respecto al sistcma dc referencia 0�031es: 5': (3%

y la aceleracién del Sistema _de rcferencia O�031respecto al Sistema de referencia 0 es

-d}401» ., __,d_-di'/d}401. .-_
a0 = d�024t= 0. Luego, de la ecuaclon (5.8). a = aw �024u) = E�024�024dt-, de donde. a�031:a (5.9)

Observar que, de la ecuacién (59), en ambos sistemas de referencia se determina la misma

aceleracién para la particula. Esto indica que cualquiera de los sistemas de referencia

considerados se podré usar para describir la dinémica de la particula.

Si por facilidad consideramos que los sistemas de referencia 0 y 0�031coinciden en el instante de

tiempo t = 0, se tiene que To = }401ty la ecuacién (5.7) se escdbiré como: f�030:17 �024}401t_ (5.10)

' La ecuacién vectorial (5.10) conjuntamente con la ecuacién t�030:t, que indica el hecho que los

observadores ubicados en los sistemas de refcrencia O y 0�031estén usando el mismo tiempo, se

denominan Transformaciones Galileanas.

5.6. Movimiento relativo de traslacién uniformemente acelerado

Consideremqs un sistema de referencia O�031que se traslada con aceleracién constante 50

respecto a un Sistema de refetencia fijo O. Si en el inswnte dc tiempo 3 y respecto al sistema de

referencia 0, la posicién del sistema de referencia 0�031es de}401nidapor fo y la_ posicién de una

particula P es de}401nidapor F, entonces, la pqsicién F�030de la particula respecto a1 Sistema de

referencia 0�031,en el mismo instante dc tiempo L, se obtiene del uiéngulo vectorial de -la Figura

N° 5.5,donde: ?0+f'=f. Luego: f'=f�024i"o (5.11)

I FIGURA 5.5

MOVIMIENTO DE LA PARTICULA RESPECTO A LOS SISTEMAS O Y 0�031EN

MOVIMIENTO RELATIVO DE TRASLACION UNIPORMEMENTE ACELERADO

Z!

3 P V

Z O, Y) a �030.

X�031

0 Y

X
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Como se indicara en la seccién anterior, si la particula P esté en movimiento respecto al

sistema de referencia O por la trayectoria § de la Figura N�0345.5, de tal forma que su velocidad

es V en el instants dc tiempo 1, su posicién varia con el tiempo de acuerdo a alguna ley

expresada simbélicamente como: F = ?(t); esto es, el vector posicién f seré. una funcién del

tiempo 1. Del mismo�030modo, segun Ia ecuacién (5.11), la posicién de la particula P respecto al

sistema de referencia O�031vaxiaré con el tiempo dc acuerdo a alguna otra ley expresada

simbélicamente como: f�030:f�030(t) . _

. . . . . . , .., d"
Por de}401mc1(')n,la velocidad de la particula P respecto al slstema de referencxa 0 es V = �024d�024rt�024y

. . . . . .. dfo
la ve1oc1dad del sxstema de referenma O�031respecto al s1stema de referencla 0 es V0 =Tt.

-,d_- drd?o _-,_-
Luego: v =E(r�024ro)=~a{�024F.Entonces.v =v�024vO (5.12)

Ademés, si la particula P esté en movimiento respecto a1 Sistema de referencia O por la

trayectoria § de la Figura N° 5.5, de tal forma que su aceleracién es 5 _en el instante. de.tiempo

3, su velocidad varia con el tiempo de acuerdo a alguna ley expresada simbélicamente como:

V = V(t); esto es, el vector velocidad V seré una funcién del tiempo L De] mismo modo, seg}401n

la ecuacién (5.12), Ia velocidad de la particula P respecto a1 Sistema de referencia O�031Variaré

con el tiempo de acuerdo a alguna otra ley expresada simbélicamente como: V7�030:V�030(t).

Por de}401nicién,Ia aceleracién de la particula P respecto a1 sistema de referencia 0�031es: 5': (i�024:

. . . . . - d"
y la ace1erac1én del slstema dc referencla O�031respecto a1 slstema de referencxa 0 cs 30 = ~(%9�024.

. _ _ - " d�030 , - _
Luego, de la ecuac1én (5.12): a�030:%(v�024vo)= %�024%;de donde: a�030= a�024a0 ' (5.13)

Observar que en la ecuacién (5.13) la aceleracién E0 es consecuencia del movimiento relativo

entre los sistemas de referencia. V

�030 FIGURA 5.6 I

DESPLAZAMJENTO INFINITESIMAL DE LA'PARTICULA EN EL MOVIMIENTO

RELATIVO DE ROTACION UNTFORIVIE

�030° df
V'dt

}401rdéxr

�031f

O�0310

5.7. Movimiento relativo de rotacién uniforme

Consideremos un sistema de referencia O�031que gira con velocidad angular constants (1')

respecto a un sistema de referencia }401joO, como muestm la Figura N° 5.6.
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Si una particula estzi en reposo respecto al sistema de referencia giratorio O�031,entonces su

desplazamiento in}401nitesimalen el sistema de referencia }401jo0, es dado por: df = d6 x f.

Pero, si la particula se mueve respecto al sistema de referencia giratorio 0�031a la velocidad V�030,

en el tiempo dt realiza el desplazamiento in}401nitesimalcomplementario V'dt, por lo que su

desplazamiento in}401nitesimalen el sistema de referencia }401jo0, Como se muestra en la Figura

N° 5.6, es dado por: df=déxf+v'dt (5.14)

Relacionando a1 tiempo dt, obtenemos la ecuacién de transformacién de velocidadesz

df dé dt -
~�024�024=~�024�024" "'�024.L 2 "=' �035' 5,15dt dt><r+v dt uego V (o><r+v ( )

E1 cambio in}401nitesimalen V es: d?! = (Bx d?+d\"/' (5.16)

- FIGURA 5.7 �031

CAMBIO INFINITESIMAL DE LA VELOCIDAD DE LA PARTICULA EN EL

MOVIMIENTO RELATIVO DE ROTACION UNIFORME '

�031 i'dt -/�031

 > d§xV'

 VI

I 0�031O

Si la panicula se moviera con velocidad constante x7�030respecto al sistema de referencia

giratorio 0�031,el cambio in}401nitesimalde la velocidad dir�035,en este sistema de referencia, se

determina sélo por su giro en el éngulo dé , junto con el sistema de referencia giratorio O�031,y

es: d\7'=d§xw7'.

Pero si la panicula se inueve con aceleracién constante 5�030, respecto al sistema de referencia

giratorio 0�031,en el intervalo in}401nitesimalde tiempo dt, tendré un cambio in}401nitesimalen su

velocidad igual a 5'dt , por lo que el cambio in}401nitesimalde la velocidad dV�030,en este sistema

de referencia, como muestra la Figura N° 5.7, se detennina por:

di7'=d5x\7'+§'dt (5.17)

Reemplazando (5.14) y (5.17) en (5.16): dV=63x(d5><?+?I'dt)+d§xV'+§'dt

Relacionando a1 tiempo dt, obtenemos la ecuacién de transformacién de aceleracionesz

g=é')x(d�024exf+V'}402)+@XV'+§'g�030de donde: i=6)><(cY)><f+\7�030)+rB><\7'+§'.
dt dt » dt dt dt �031

. Resolviendo: §=6)x(6Jxf)+2E3x?i'+§' (5.18)
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En la ecuacién (5,18), 5 y 5�030son las aceleraciones de la particula en los sistemas de referencia

O y 0�031,respectivamente. Asimismo, el término �0242(I)><i'I'es la aceleracién de Coriolis y el

término �024<I)><(c7)>< F) es la aceleracién axipetal 0 cenrrt}401zga,ambas determinadas en el sistema

de referencia giratorio O�031.Observar que tanto la aceleracion de Coriolis, como la aceleracién

axipetal son consecuencia del movimiento relativo entre los sistemas de referencia y no son

debidas a cambios en los estados dc movimiento de la particula.

5.8. Problemas

Problema 5.1.-

Dos particulas se mueven a lo largo de los ejes de x e y, con velocidades V1 = 2i m/ s y

V2 :3] m/ s. En t: 0 estén en las posiciones P1(�0243,0)m y P2(O,�0243)in . (a) Hallar el vector V

(72 �024f1)que representa la posicién de la particula 2 relativa a la particula 1, como }401mciéndel

tiempo. (b) j,D<')nde "y cuéndo las particulas estén lo mas cerca posible?

Solution.-

Un diagrama esquemzitico de la posicion inicial de las paniculas se muestra en la Figura N°

5.8, donde también se ha representado el vector que de}401neIa posicién de la particula 2

respecto a la particula 1. -

FIGURA N° 5.8

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.1

P1<�024s,o> X

E2 ~fl �03072

P2(o,�0243>

(a) For de}401niciénrV7 = g; de donde: df = Vdt .

t

Luego los vectores posicién de las particulas 1 y 2 son:

Particula I: _|':13i.df1=_[(:V,dt=J'(;2idt;de donde: F1=(2t~3)i metros. V

Particula 2: Lriidfz = J�030(:\"/zdt= L:3]dt; dc donde: P2 = (3t�0243)} metros.

Luego, la posicion de la particula 2 relativa a la particula 1 es:

r2 4] = (3�0242t)i+(3t�0243)jmetros

(b) La distancia entre las par}401culas:D =| F2 �024?1{=J (3 �0242 t)2 +(3t�0243)2= J 13 t2 �02430t+18
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El valor de y para el cual la distancia 2 es minima se obtiene de: 112 = 0.

' t

Luego: £5/13t2 �02430t+18)=O ; entonces: = 0.

dt 2�030/13t2�02430t+l8

15
Luego: 26t�02430 = 0; dc donde: .

Las posiciones do las particulas, cuando estan lo mas cerca posibles, seran:

2 . '- ': 9
P1 = [2(�024:§)�0243]1; reducnendo: 6 P1(�024E,0)metros

~. . ~ 1 6
F2 = [3U�024§)�0243]j;reduclendo: r2 = T653 6 P2(0,}401)metros

Problema 5.2.-

Una bola se deja caer desde un punto de coordenadas (8 m, 16 In). A1 mismo tiempo, otra bola�031

se lanza desde el origen con una rapidez de 20 m/s bajo un éngulo de tiro de 30°. (a)

Determinar la distancia mini1na de separacién de las dos bolas. (b) (;En qué instante se produce

esta separacion rninima? (c) Dar las coordenadas de las dos bolas en dicha posicion.

Soluci6n.-

La Figura N° 5.9 muéstra un esquema del enunciado del problema 5.2.

A FIGURA N° 5.9
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.2

Y

------.-..-.----..,(3,16)

F1 fi -3

F, 5

.' X

0

Para todo movimiento acelcrado se cumple: F = ?0 + V01 +%§ t2 .

Para la bola 1, tenemos las condiciones: fo = (8l+16:j) m; V0 = 5; 5 = �0249,83m/S2.

Luego: f, = (si+16j�024%t23) m ; también: f, = [si+(16�0244,9t2)3]m (1)
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�030 Las condiciones para la bola 2: f0 = 6; V0 = 20 (cos30°l +sen30"}) m/s; 5 = �0249,8}m/s2

.. e '5 9 8 ': . , _. 7 ':
Luego: :2 =[(10«/31 +10_;)t�024�031Tt2J] m; tambnenz r2 =[l0«/§t1+(l0t�0244,9t3)_1]m (2)

La posicion de la bola 2 respecto a la bola 1 es dada por:

F2 �024i"1=(10x/.:t�0248)i+[10t�0244,9t2�024(l6�0244,9t2)]jm =(10~/§t�0248)i+(10t�024l6)jm.

(a) La distancia de separacion de las bolas seré:

D= H241 1 =1/(1O~/§t�024�0248)2+(1Ot�02416)2={/300t2�024l60x/§t+64+l00t2�024320t+256

D = �030I400t2 �024(160x/3t+320)t+320= J 400t2 -597,13t+320 (3)

El valor dc L para el cual la distancia Q es minima, se obtiéne de: :12 = 0.

t

�024d-(,/400:2 �024597,l3t+320)= 0; entonces:1 = 0.
dt T 2 \,r4oo:2 �024597,13:+32o

597,13 .,
Luego: 800t �024597,13 = 0; de donde: t = W s; 0 tambienz t = 0,746 s.

Reemplazando en (2) tenemos:

Dm = V1 400 (0,746): �024597,13(0,746) + 320 ; también: Dmin = 9,856 m

(b) De lo resuelto en (a) el instante en que se produce la separacién mjnima es: t = 0, 746 s

(c)De(1):?1={8l+[16�0244,9(O,746)2]j}m= (8l+13,27§) m

Luego, en t = 0,746 5, las coordenadas de la bola 1 seran: (8 m,13,27 m)

De (2): £2 = {1oJ§(o,746)§ +[10(0,746)�0244,9(0,746)2]}}m = 02,92? +4,73j) m

Luego, en t = 0,746 s , las coordenadas de la bola 2 serén: (l2,92 m, 4,73 m)

Problema 5.3.�024 V

Del punto (0,0) , ver Figura N° 5.10, se tiran simulténeamente dos objetos con la misma rapidez

inicial V0 , bajo diferentes angulos 6 y :1) respecto a la horizontal. (a) ¢;Cual sera la velocidad del

movimiento de los objetos cl uno respecto al otro? (b) (;Cuél sen�031:la distancia erme los objetos al

pasar un tiempo E? El movimiento dc los objetos es de avance.

FIGURA N° 5.10

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 5.3

Y

V0 V0

£3 A X

Soluci6n.- I

(a) Como ambos objetos se mueven con aceleracion constante, se veri}401caque: 9 = V0 + it;

donde 5: 2: �024g:i.
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Dela Figura N° 5.11, para el objeto 1:_ V1 = v0(cos9 i+senB3)�024gt3

Para el objeto 2: V2 = v0(�024cos¢§+sen¢])�024gt3

La velocidad del objeto 1 respecto a1 objetc 2, seré: A A

\712 = w�030/1-V2= v0(cos9 i+sen9j)-v0(�024cos¢i+sen¢j)

FIGURA N° 5.11

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.3

V2 Y

1 V

2 V0 V0 t 1

I2 -111 X

t = 0

Resolviendo: ?I12:=~v0(cos9+ cos¢)f+ v0(sen 0�024sen¢)j

También: V 12 = .[ [v0(cos6+cos¢ )] 2 +[v0(sen6�024sen ¢)] 2 _

V12 = «[v3(cos2 0 +9032 4) + 2 cosecoscb +sen26 + senzd) �0242sen Gsen 4)) V

V12 =4 V3 [2+ 2(cos9cos¢�024sen9sen¢)]= J 2v% [1 +cos(6+¢)] = �0314v3

Puesto que: = cos2 cc; entonces: V12 = I 4v(2) cos2

Finalmente: V 12 = 2V0 cos

(b) La distancia entre los objetos al pasar un tiempo ;, seré: 512 -_- V12�030:.

Finalmente: 512 = 2 vot cos[e�024;Q)

También, como <_:l movimiento de los objetos es con aceleraciénl constante, se veri}401caque:

_ _. _ 1 _. _. �024~ _. _. 1
r: r0+v0t+§at2;con r0 :0 y a=g=�024g_].

Para el objeto 1: E1 = Vot+~%§t2 = v0t(cos6;+sen93)�024%gt2]

Para el objeto 2: f2 = \70t+%5t2 = v0t(�024cos<[>§+scn¢3)�024%gt23

La posicién del objeto ] respecto al objcto 2, seré:

F12 = ?1�024f2=v0t (cos6 i+sen9j)�024v0t(�024c0s¢i+sen¢j)

Luego: F12 = v0t(cos0+cos¢ )§ +v0t(sen6�024sen¢)3
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La distancia entre los ébjetos es: s 12 = F12 | = ,�031[vot (co's9+ cosat )] 2 +[v0t (sen 6 - sen cl) )] 2

s 12 = 1/vgt2(cos2 9+cos2 ¢+2cos6cos¢+sen29+sen2¢�0242sen6sen¢)

s12 =1] V312[2+2(C0SeC0S¢�024SeI19SCl�031l¢)]= J Zvgtz [1+cos(6+¢)]

s 12 = /4 vgtz = �0314v%t2cos2 .

Recordar que: 2-1+6:5 2�034= cos2 on . Finalmente: s 12 = 2 v0tcos(L-5 (1))

Problema 5.4.-

Un automévil se mueve en linea recta con rapidez constante de 20 rn/s. Si se va a disparar un

proyectil desde el automévil bajo un éngulo 9 rqspecto a la horizontal, con rapidez v�031respecto

al automévil, de manera que el proyectil regrese al automévil después de que éste haya

recorrido 80 m, gcuéles serian los valores de v�031y 9?

Soluci6n.-

Consideremos que el automévil constituya un sistema de referencia 0�031en traslacién con

velocidad constante in = 20 (ml s)i. Luego, su posicién en el instante de tiempo 3, respecto a un

observador }401jo0, como muestra la Figura N° 5.12, es dado por: E, = it = 20tm/51¢ ...(1)

' FIGURA N° 5.12

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.4

Y �030________ .

V , v�031/'"�031f \�034~,
�031 fl \�034

2 \ X

1 1 0 F1 09 1�035: a

Si el proyectil debe volver al automévil cuando su posici(;n sea fo = 80m; , el tiempo del

movimiento del proyectil seré. obtenido de la ecuacién (1), segun: 80 mi = 20tm/s1?; de

donde: t =xi = 4s.
20 m / s

En la Figura N° 5.12, la ecuacién que relaciona las posiciones de la particula en los sistemas de

referencias mévil O�031y }401jo0, es: ?'= F �024fo (2)

En el instante de tiempo 3, la posicién del proyectil respecto al automévil 0�031es:

_ .. - : ~. I 1
1'': v't+%gt2 = v't(cos61+scn6_1)�024§gt2J.

En el instants de tiempo t = 4s , tenemos: P�031:[4 v'(cos.6f + sen93)�02480 3]m ...(3)

En el instante dc tiempo t=4s , la posicién del proyectil respecto a1 observador }401jo0 es:

i=8omi... (4)

De (3) y (4) en (2): [4v'(coseE+senej) �0248oj]m = 80mi�024801m�030i�030
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Resolviendoz 4 v'cos9 = 0 .(5) y 4v'sen0 �02480 = 0 ...(6)

De (5): cose = O ; de donde:

De (6): v'= im/s ; de donde:

4sen90°

Por facilidad, se ha considerado que el valor de la gravedad es g = 10 m/sz .

Problema 5.5.-

Un observador situado a determinada altura Q observa el movimiento de un auto que se mueve

con una velocidad constante V sobre la pista. En el momento que el auto pasa debajo de él, se

deja caer desde el reposo. Detcrminar, con relacién al observador que cae: (a) la posicién, (b)

la trayectoria, (c) la velocidad y (d) la aceleracién del auto.

Soluci6n.-

(a) Segfm el enunciado del problema, el observador mévil O�031cumple un movimiento de caida

libre respecto a un observador }401joO ubicado en la pista, por lo que su ley de movimiento se

I , .. - I - , . - 1 A ~.
expresa segun: r0 = r00 +§gt�031.Anal1t1camente,r0 = (H�024§gt�031))(1)

FIGURA N° 5.13

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.5

Y

0�031(t= 0)

Tfoo
I �031t = tH ( )

F.

V X

1 t = O t = t

Como el auto se mueve sobre la pista con velocidad constante V, su ley dc movimiento se

expresa seg}401n:f = Vt. Analiticamente: F = Vt; (2)

De la Figura N° 5.13, Ia ecuacién que relaciona las posiciones de la particula en los sistemas de

referencias mévil O�031y }401jo0, es: f'= ? �024F0 (3)

_, ': 1 1 -, 7 1 ':
De(1)y(2) en (3): r = vt1�024(H�024§gt2)J;dc donde: r =vt1+(§gt2 -H)_]

(b) Como cl movimiento relativo al observador que caf se ubica en el plano X�031Y�031,entonces la

representacién analitica de ?', es: F�030:x'i + y�030j. Comparando con el rcsultado obtenido en la

parte (a), encontramos las siguientes ecuaciones paxamétricasz x'= Vt e y'= -:�024gt�031�024H.

Eliminando la dependencia del tiempo, tenemos la ecuacién de la trayectoria:

. 1 x�0302 . . gx"
y = �024H.F1nalmente,y = ?;2�024�024H
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La gré}401cade la trayectoria en el plano X�031Y�031se muestra en la Figura N° 5.14.

FIGURA N° 5.14

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.5

�030Y!

"2H/ gV X9

0!

.1-1 -

(c) Por de}401nicién,la velocidad V7�030del auto, respecto a] observador que cae, es: V/'= .

Luego: \7'= _�024:�024t-[vt1¢+(%gt2�031�024H)}]. Finalmente, . '

- (d) For de}401n1'cién,la velocidad 5' del auto, respecto a1 observador que cae, es: 5': %I�024.

_, d A. A. . _, ':
Luego: a = -(E(v1+ gt_|).F1nalmente,

Problema 5.6.-

En un do, a la distancia I_. de la orilla, esté. anclada una balsa. La velocidad de la corriente del

rio junto a la orilla es nula y crece proporcionalmente a la distancia a ella, de manera que junto

a la balsa es g. Una motonave se dirige desde la orilla hacia Ia balsa. Respecto del agua, la

motonave desarrolla Ia velocidad y. (;C<')mo debe el motorista oxientar la motonave al

desafracar para que, sin tener que corregir después la velocidad, ésta atraque a la balsa

exactamente en frente del punto de partida? g,Qué tiempo tardaré la motonave en recorrer cl

camino es estas condiciones?

Soluci6n.-

Por de}401niciénde velocidad relativaz Vm, = \7m �024Vt (1)

Donde: Vmr =\7 es la velocidad de la motonave respecto al rio; Vm es la velocidad de la

rnotonave respecto a la orilla y V, = }401(x)es la velocidad del rio a una djstancia 3 de la orilla.

FIGUBA N° 5.15

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.6

Y

V . e (Le) x
x

5(X) -
L 1!

Luego de (1): Vm = V+}401(x).. (2)
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Si 6 es el angulo de la orientacién de la motonave al desatracar, entdnces, respecto al sistema

de referencia de la Figura N�0345.15, tenemos que: 7 = v(cos9 i +sen6 j) .. (3)

Como la velocidad de"1a corriente del n'o crece proporcionalmente a la distancia a la orilla,

entonces: 29:2; y }401(x)=3: -33 (4)

x L L L

De (3) y (4) en (2): vm = v(cose §+sen93)�024¥3 .

Resolviendo: Vm = vcos 0 + (y sen6 �024uTX)3= vxi + vyi

. , . dx , x t
Obtenemos las ecuaciones parametncas: vx = �024(�024j�024= v cose ; de donde: I0 dx = [0 v cosedt.

- t

Luego: x=vtcos6 (5) -

Ademas: V), = 15 = vsen9�024u�024x(6)

dt . L

' De (5) en (6): vy =}402=vsen6�0241ll=vsen6�024}402£S:�024()S�024e;dedonde:

dt L L

. y t uvtcose uvt2cos6
d = (vsen6�024�024�024~;dt . Luego: y =vtsen9�024�024�024�024�0247)L, y L, L > 2L (

En el instante en el que la motonave se encuentra con la balsa, las coordenadas son (L,0).

Entonces:

Para x = L en (5), tenemos:

v cos 6

' 2

Para y_ = 0 en (7), tenemos: 0 = vtsene~ 

2
Entonces; vtsene = ;de donde: Sena= =3%

2 L 2 L 2 L v cos 6

Finalmentez sene = -U-

2 v

Problema 5.7.-

Una barra dispuesta horizontalmente gira a velocidad angular constante (Y) alrcdedor de un eje

vertical, }401jadoa una mesa y que pasa por uno de sus extremos. Por la bana se mueve un

peque}401ocollarin. Su velocidad respecto a la barra varia seg}401nla ley V�030= kf, donde l_< es una

constante y ? es el radio vector que caracteriza la distancia desde el eje de rotacién al collarin.

Encontrar, respecto a la mesa: (a) la velocidad y la aceleracién del collarin como una funcién de

7 y (b) e] zingulo entre los vectores velocidad y aceleracién en el proceso dc movimiento.

Soluci6n.-

(a) De la ecuacién de transformacién de la velocidad V dc] collarin en un sistema de referencia

inercial y su velocidad V�031en un sistema�034de referencia no inercial giratorio con velocidad

angular cT),tenemos: V=w7'+c1')><f (1)
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Seg}401ndato: V'=kf ;.. (2)

De <2) en <1): - <3>

Representada gré}401caxnenteen la F1' gura N° 516.

FIGURA N�0315.16

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.7

('3

Les X f "
KJ f \7

De la ecuacién de transfonnacién de la aceleracién 5 del co11an'n en un sistema de referencia

inercial y su aceleracién 5�030en un sistema de referencia no inercial giratorio con velocidad

angular 5): 5:5�031-1f2(T)><x7'+cT)><(c"o><?) (4)

Porde}401nicién: a"1'=}402=}402£r�024)�024=k£=k\7'(5)

dt dt dt

De (2)en(5): §�031=k(kf)=k2f(6)

Ademzis: 2c'6><\7'=2(T)xkf=2k(73><? (7)

Considerando que: A x (E x C) = (A.C)1§ �024(A13) (3

c"o><(cT)><f) = (63.f)(T)�024(cT).cT))f;de donde: cI)x(63><f) = -032 f (8)

De (6), (7) y (8) en (4): E1�031= k2 f+2kcT)><f�024co2f

Luego: 5 =(k2 �024-(x)2)_r'+2k(I)><'r�030(9)

Representada gré}401camenteen la Figura N° 5.17.�030

FIGURA N° 5.17
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 5.7

(73

(�030<2" °°22?....-...=~-

(b) Por de}401njciénde producto escalar: \"/.5 = vacos6 ; de donde: cose = E (10)

v a

De}401namosanaliticamente los vectores V y 5 en funcién de los vectores unitarios tangente y

normal: V=�024kr}401N+cor}401T(11)

Luego: v=,/k2r2+(o2r2 =_r1(k2+o)2 (12)
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5: �024(k2�0246)2)r}401N+2k�030cor}401T(13)

Luego: a = �030I(k2 �024m2)2 1'2 +4k2co2r2 = n] (k2 �024co2)2 +4k2o)2

a = r,[ (k2 �024o)2)2+4k2co2 = ml k4 +034 �0242k2co2+4k2co2

a = n/ k4 +w4 +2k2m2 = r,/(kl +co2)2 = r(k2 +032) (14)

'�024�030�030.�024k2�0242�0302k�030
De (11), (12), (13) y (14) en (10):cos6= k�034�030N+�030°�034�031T)[( �030�035)�034�031NJ�031�030�030�031�035�031T]

(rd k2 +o)2 )[r(k2 +o32)]

cos 6 _ kr2(k2 �024(n2)+2ko)2r2_ k(k2 �024m2)+21«n2

_ ,2(k2 + m2)3/2 �024 (k2 H02);/2

k3 �024kcoz +2ko)2 k3 +ko)2 k(k2 + £02)
cos-e=#�024=�024_�024~�024�024=�024�024«j

(k2 H92);/2 (k2 +032):/2 (kz +a,2)3/2 -

. k
Fmalmente: (>036--~�024�024

J k2+o)2
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CAPiTUDO VI

DINAMICA DE UNA PARTiCULA

6.1. Introduccién

La descripcion completa del movimiento de un cuerpo Va més allé de lo estudiado en la

cinema�031tica,por cuanto en esta parte de la mecénica solo se defmieron las magnitudes }402sicas

que permjtian describir el movimiento del cuerpo respecto a un sistema de referencia y no se

hizo ninguna referencia alas causas que producen su movimiento.

En general, los cuerpos en la naturaleza no se encuentran solos, sino que estén rodeados por

otros cuerpos con los cuales puede interaccionar. La experiencia evidencia que el movimiento

de un cuerpo es el resultado de sus interaociones con otros cuerpos, las cuales se describen

mediante una magnitud }401sicavectorial denominada fuerza, la cual se puede expresar por

diferentes leyes, dependiendo de las magnitudes }402sicasque la determinan.

En este capitulo estudiaremos Ia dimimica, entendida como la parte de la mecénica que estudia

la relacién entre cl movimiento de un cuerpo y las causas que lo producen. Revisaremos las

leyes de Newton y defmiremos las clases de fuerzas. Finalmente, estudiaremos como resolver

la dinémica de los cuerpos en sistemas de referencia no inerciales.

6.2. Sistema de referencia inercial

Cuando nos introducimos al estudio del movimiento, en la seccion 3.2 de}401nimoslos sistemas

inerciales de referencia, como aquellos cuyo estado de movimiento es constante, esto es, se

encuentran en reposo 0 en movimiento con velocidad constante. En estos sistemas son vélidas

las leyes de Newton y se observa que cumplen las siguientes caracteristicas:

- E1 tiempo es homogéneo y el espacio es homogéneo e isotrépico.

La homogeneidad del tiempo consiste en que el transcurso de los fenémenos fisicos

observados, en iguales condiciones, durante diferentes intervalos de tiempo es el mismo. La

homogeneidad e isotropia del espacio consiste en que las propiedades del espacio son

iguales en diferentes puntos yen cada punto, idénticas en todas las direcciones.

- Se ctmiplen las ecuaciones dc Transfonnacién Galileanas. _

Estas ecuaciones dc transformacién se trataron en la seocion 5.5 y corresponden a las

formulas de transformacién de las coordenadas de una particula material desde el sistema

de referencia inercial O a otro sistema de referencia inercial O�031que se traslada con

velocidad constante }401respecto al sistema de referencia inercial O. Asi, ?'= i�031�024}401ty t�030:t.

A panir de estas ecuaciones se obtuvo que la ecuacién de transformaeion de velocidades

era: V�030:\7 �024�030}401y que la ecuacién de transformacién de aceleraciones era: 5�030:5. Segfm esta

}401ltimaecuacién, la aoeleracion de una particula material es igual en todos los sistemas

inerciales de referencia.

- Sus estados de movimiento permanecen invariables en el tiempo. Se dice entonces que los

sistemas inerciales de referencia son �034inertes�035.
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6.3. Primera Ley de Newton

A1 iniciar el estudio del movimiento de un cuerpo empleamos convenientemente una

abstraccién o idealizacién para simpli}401carsu estudio: la particula. Como un cuerpo tiene

asociado una propiedad intrinseca que es su masa, entonces el cuerpo seré representado por una

particula material. _

Si la particula material es libre, entonces no estaré. sujeta a la accién de otras particulas y su

estado de movimiento sera invariable en el tiempo, esto es, estaré inene. La particula libre se

movera con velocidad constante en una trayectoria rectihnea, o estara en reposo, respecto a un

sistema de referencia, 0 de otra forma, se moveré por inercia respecto a este sistema de

referencia. Este sistema de referencia deberé considerarse inercial.

Consideremos la Primera Ley de Newton 0 Principio de Inercia de Galileo-Newton, el cual

establece que "Toda particula libre siempre se mueve con velocidad constante

La_ inercia de un' cuerpo est.-£1 relacionada con su estado de movimiento, por 'cuanto, la

experiencia muestra que todos los cuerpos ejercen cierta resistencia a cualquier intento de

cambiar su estado de movimiento. La propiedad que expresa el grado de resistencia del cuerpo

a cambiar su estado dc movimiento, se denomina inercia. Como medida de la inercia se usa la

magnitud fisica fundamental denominada mam.

6.4. Momentum Linea]: Principio de Conservacién

E1 estado dinémico de una particula se caracteriza por su inercia y su estado de movimiento. Si

consideramos que para una particula la inercia es una medida de su masa m y su estado de _

movimiento esté representado por su velocidad V, se puedc de}401niruna magnitud }401sicaque

asocie estos dos elementos y que llamaremos el momentum lineal, de}401nidaoperacionalmente

seg}401n: f) = my (6.1)

Como es fécil de observar, el momentum lineal }401es una magnitud }401sicavectorial con la

misma direccion y sentido que el del vector velocidad.

Se puede enunciar de otm manera Ia rrimera ley de Newton: "Tada particula libre posee

momentum lineal constante ".

Consideremos un sistema aislado constituido por dos particulas materiales de masas ml y m_,_ ,

que en el instante de tiempo ; poseen, respectivamente, velocidades V] y V2, ocupando las

posiciones que se muestran en la Figura N° 6.1 de la pagina 105. El momentum lineal total del

sistema seré:

in = 151 +§2 = ml?/1+ mzyz (6.2)

Si las particulas estén sujetas a su interaccién mutua, en el instante de tiempo t'= t+At

poseerém, respectivamente, velocidades V} y 72, ocupando las nuevas posiciones que se

muestran en la Figura N° 6.1 de la pégina 105. En este instame, el momentum lineal total del

sistema serzi:

fa�031= }")'1+}401'2= ml?/'1+m2V'2 (6.3)
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Como el sistema de particulas es aislado, esto es, libre de intemcciones, entonces su

momentum lineal seré. constante. Luego: f2 = 13 '.

De las ecuaciones (6.2) y (6.3) tenemos: 131 +132 = + 52 = constante (6.4)

La ecuacién (6.4) establece que: �034Elmomentum lineal total de un sistema formado por dos

particulas materiales que estén szgjetas solamenle a su interaccién mutua en un sistema

inercial de referencia pernzanece constante�035.Estev resultado constituye el Principio de

Conservacién del momentum lineal, uno de los principios fundamentales y universales de la

Fisica. �031

I FIGURA N° 6.1 I

INTERACCION ENTRE DOS PARTICULAS

ml '

V�030 \t�031V]

m V�031I�030t _�030 2

x x t�031
m2

.�030\�030t�0307

m2 2

Se debera observar que este principio se cumple en cualquier sistema de particulas aislado y en

cualquier instante de tiempo del movimiento de las particulas al interior del sistema. Para un

sistema aislado de N particulas materiales en un sistema de referencia inercia], en general, el

Principio de Conservacion del momentum lineal se formula asi:

N

f)=f)1+f32+[53+...+f>N=Zfxi(t)=constante;Vt (6.5)

i=l

6.5. Segunda y Tercera Ley de Newton

La ecuacion (6.4) se puede escribir como: 5'1 �024f)] = [32 �024[32 6 5'1 �024[31 = �024(}3§�024['52)

Si los cambios de momentum lineal de las particulas 1 y 2 son, respectivamente, A131 = ff} -51

y Af;32 = f)'2 -132 , entonces: Afal = �024Af)2 I (6.6)

La ecuacion (6.6) expresa que durante la interaccién entre las ldos particulas del sistema aislado

existe un intercambio de momentum lineal; esto es, el incremento en el momentum lineal de la

particula l eyidencia un decremento en el momentum lineal de la particula 2 en igual

magnitud, o viceversa.

Para determinar la rapidez del intercambio instantaneo de momentum lineal entre las paxticulzis

debemos relacionar la ecuacién (6.6) al intervalo de tiempo At = t'�024t, y luego obtener el limite

cuando At tienda a cam.

, AI31 A132 - - Al-31 - A132
At :�024�024=�024:b':1�024�024=�024lT51 enemos que At At y tam ien mime At M120 At
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. . d�035d�035
Segim el eélculo d1ferenc1a1: $1 = �024% (67)

De}402namosque la medida de la rapidez del cambio de momentum lineal de una particula como

resultado de una interaccién con otras sea una magnitud }401sicavectorial que llamaremos la

- _ d�030
fuerza F, entonces podemos formular que: F = d�024f (6.8)

La ecuacién (6,8) es una fonnulacién de la Segunda Ley de Newron que, en esencia, de}401neel

concepto de fuerza como una magnitudfisica vectorial que expresa cuantirarivamerite el efecto

del resultado de una interaccién entre dos o mds cuerpos. Este efecto sobre un cuerpo puede

ser una aceleracidn o una deformacién.

. ., �024 d �031dm - d�030
Consxderando la ecuaclon (6.1) en (6.8) tenemos: F =% =E v + md�024�030t/

Como en los limites de la mecanica clésica la masa E es una magnitud }401sicaconstante,

dm - d�030 �024 -
entonces: F = O y como a = (T: , tenemos: F = m a (6.9)

La eeuacién (6.9) constituye la ecuacién fundamental de la dinémica de una particula material

y su solucién es el preblema fundamental de la dinémica que implica hallar: a) la fuerza neta

que act}401asobre la particula material, si se conocen la masa y la ley de movimiento de la

particula material y 1)) la ley del movimiento de la particula, si se conocen la masa, las }401xerzas

que actvfzan sobre ella y las condiciones iniciales del movimiento.

Regresando a la eeuacién (6.7), tenemos: F1 = -132 (6. 10)

La ecuacién (6.10) es la formulacién de la Tercera Ley de Newton 0 Principio de Accio'n-

Reaccién que establece que: �034Lasfuerzas con las que dos cuerpos actzfan uno sobre el otro,

son siempre de igual rnédulo y direccién en cualquier instante de tiempo independientemente

del movimiento de los cuerpos, y estdn dirigidas en sentidos comrarios a lo largo de la recta

que une estos cuerpos�035.Esto signi}401ca,que las fuerzas de interaccién surgen siempre a pares.

Ambas fuerzas estan aplicadas a diferentes cuerpos y son de la misma naturaleza.

6.6. Clases de Fuerzas �030

Todas las distintas fuerzas que se observan en la naturaleza pueden explicarsc en funcién de

euatro interacciones basicas que ocurren entre las paxticulas elementales y que constituyen las

fuerzas fundamentales. Por otro lado, la fuerza gravitatoria y la fuerza eleetromagnética basica,

en manifestaciones complicadas, da lugar a fuerzas ordinarias que se observan sobre los

cuerpos a nivel macroscépico y que constituyen las fuerzas de eontaeto. Cada una de estas

fuerzas se expresa por su propia ley.

6.6.1. Fuerzas Fundamentales

Son aquellas que se expresan generalmente segim la ley de la inversa del cuadrado de la

distancia entre las particulas. Estas fuerzas son la fuerza gravitatoria, la fuerza

electromagnética, la fuerza nuclear fuerte y la fuerza nuclear débil, las cuales se describen a

continuacién.
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Fuerza Gravitatoria

La fuerza gravitatoria es una consecuencia de la Ley de Gravitacién Universal enunciada por

Newton que establece que �034Todoslos cuerpos se atraen entre si con una fuerza directamente

proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la

dislancia que los separa�035.Asi, I3 = �024G35? (5-1 1)
r

donde: G = 6,67><10�031�034Nmz /Kg}, es la constante de gravitacién universal. La Figura N° 6.2

esquematiza el formulismo de la ecuacidn (641 1).

FIGURA N° 6.2 I

LEY DE GRAVITACION

Z

mz

1"�031 _
F

f
Y .

X �030"1

Mas adelante, haremos un estudio mas detallado de esta ley y veremos como Henry Cavendish

determiné experimentalmente del valor de la constant: G de gravitacién universal, usando una

balanza de torsién.

Si en la ecuacién (6.11), m, = MT es la masa de la Tierra, in; = m es la masa de un cuerpo

ubicado en la proximidad de la supcr}401cieterrestre de radio 1' = R, , tenemos:

_ M A
F = �024G;2�031�034r (6.12)

. RT

., . - MTm . -
Comparando la ecuaclon (6.12) con la ecuacién (6.9) obtenemos: F = �024GVr= ma.

T .

, ., - _ MT .
De aqui observamos que la aceleracion es: a = g = �024G�024}4017r (6.13)

T

y la denominaremos la aceleracién de la gravedad que asume diversos valores dependiendo

del Valor de RT.

La fuerza dc gravedad se formulani como: ii�030= mg (6.14)

Fuerza electromaguética

La fuerza electromagnética resulta de la interaccién entre particulas que poseen carga eléctrica.

Este fenémeno incluye a la fuerza clectrostatica, que act}401aentre cargas que se encuentran en

reposo y también al efecto combinado de las fuerzas eléctricay magnética que actlian entre

cargas eléctricas que se mueven una respecto a la otra.
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La fuerza electrostética se rige por la Ley de Coulomb para dos particulas eléctricas de cargas

q, y qz separadas una distancia [ y que se formula segfm: E = k~q�030:ii'.A diferencia de la
1'

fuerza gravitatoria esta fueru puede ser dc atraccién o repulsion. Esta ley deja de tener validez

si las cargas adquieren movimiento.

La fuerza electromagnética también tiene un alcance in}401nitoy como es mucho mas fuerte que

la fuerza de gravedad describe casi todos los fenémenos de nuestra experiencia cotidiana.

Fuerza nuclear fuerte

La fuerza nuclear fuerte tiene lugar en particulas subatémicas, es de corto alcance y es la que

�031mantieneunidos a los protones en el n}401cleodel atomo, a pesar de la fuerza de repulsion

eléctrica entre ellas debido a que los protones son particulas cargadas positivamente.

Esta fuerza es un centenar de veces mas intensa que la fuerza electromagnética y gracias a ella

los protoncs y neutrones pennanecenunidos. Esta fuerza, en su forma sirnpli}401cada,varia con

�024r/R '

la distancia r > R, segfm la ley: F = �024K%y tiene un alcanee R 51045 m.
r

Fuerza nuclear débil

Esta es una fonna de interaccion entre paniculas elemenlales, tiene muy poco alcance y surgen

en procesos dc desintegmcién radioactiva, tal como la desintegracion beta; por ello no solo

puede ocasionar efectos puramente atractivos 0 repulsivos, sino que también puede producir el

cambio de identidad de las par}401culasinvolucradas, es decir, lo que se conoce como una

reaccion de particulas subatomicas. Esta interaccion mediada por los bosones W y Z varia con

�024m
« - r 3 W1�031 - -13

la drstancra r, segun: �0242y tiene un alcance de 10 m.
1- .

6.6.2. Fuerzas de Contacto

A pesar de que las interacciones gravitatoria y electromagnética se encuentran en la base de

toda la diversidad innumerable de los fenémenos mecanicos, e1 anélisis de los fenomenos, en

particular de los macroscépicos, resultaria muy complejo si partiéramos en todos los casos de

estas interacciones fundamentales. Por eso es conveniente introducir otras leyes de fuerza

aproximadas las que en principio pueden ser obtenidas de las fuerzas fundamentales. Con este

}401nvamos a introducir las siguicntes }401rerms-.

Fuerza super}401cial

Son aquellas que se originan en la interfase que forman dos cuerpos que se encuentran en

contacto. A nivel microscépico, una interfase es la region limite donde convergen las

moléculas de dos medios de naturaleza distinta.

Consideremos un bloque de masa Q que se encuentra sobre una superfrcie horizontal, como

muestra la Figura N° 6.3 de la pagina 109. En este caso, la interfase la fonnarén por un lado las

moléculas que constituyen el bloque y por otro lado las moléculas que constituyen la super}401cie

horizontal.
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. ' FIGURA N° 6.3 _

ROZAMIENTO ESTATICO Y CINETICO

/ R C 355

1:; F1
: Movirniento

?= F E }401x ' F

_ (a) mg 5 (b) mg

f :

fsm}401x------�024A�030A-------�030-I-

(0)

�030 f, = F �030

fl; = �035kN

0 F

Regién estética ' Region cinética

Evidentemente, sélo las moléculas' �030quese encuentren al interior de uno u otro medio se

enoontrarén en equilibrio, pero las moléculas ubicadas en la interfase no se encontraran en

equilibrio y existira una fuerza resultante en la direccion perpendicular a la interfase que

llamaremos lafuerza normal N.

Si al aplicar una fuerza horizontal 17�034al bloque éstc no se mueve es porque, como resultado de

las interacciones entre las moléculas de la interfase, se origina una fuerza paralela a la interfase

1: que llamaremos lafuerza de rozanziento estdtica. En estos casos, se tiene que fs = -13 ; esto

es, la fuerza de rozamiento estética tiene el mismo valor que la fuerza aplicada y esta dirigida

en la misma direccién, pero en el sentido opuesto. En estos casos se formula que:

F5 5 �024uSN}401T (6.15)

donde us es el coe}401cientede rozamiento estatico cuyo valor depende dela naturaleza de los

medios en contacto y 111- es un vector unitario en la direccion de la tendencia al movimiento.

Es decir, habré un valor maximo de fuerza dc rozamiento estatica. Ver Figura N° 6.3 (a) y (c).

Si seguimos aumentando el valor de la fuerza aplicada, el bloque en ese instante inicia su

movimiento. Instantaneamente la fuerza de rozamiento que se opone al movimiento del bloque

disminuye hasta el valor fk = ukN , que llamaremos la fuerza de rozamienta cinética, la cual se

mantendra aproximadamente constants. Ver Figura N° 63 (b) y (c). -

En estos casos se formula que: ?k = �024ukN111- (6.16)

donde pk es el coe}401cientede rozamjento cinético cuyo valor depende de la naturaleza de 105
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medios en contacto y }401-I= % es un vector unitario en la direccion de la velocidad del bloque.

El coe}402cientedc rozamiento no solo depende de la naturaleza de los materiales, sino que

también depende de las condiciones de pulimentacion de las super}401ciesen contacto, de la

temperatura, de las peliculas super}401ciales,etc. En general, pk < us; El intervalo de valores

tipicos del coe}401cientede rozamiento }402uct}401aentre 0,03 y 1,0.

Fuerza Eléstica

Cuando los cuerpos se deforman, varia la distancia entre los étomos que lo constituyen dando

origen a fuerzas de naturaleza electromagnética que tienden a restableoer las dimensiones

iniciales del cuerpo regresando los étomos a su posicion original de equilibrio. Para peque}401as

deformaciones, esta fuerza es proporcional al dcsplazamiento del étomo de la posicion de

equilibrio y esto orientada hacia esta posicion.

La fuerza eléstica F5 se fonnula de acuerdo a la ley de Hooke, segon: 135 = �024kf (6.17)

donde 3 es una constante positiva - constante eléstica - que depende de la naturaleza del cuerpo

y E es el vector que caracteriza el desplazamiento del étomo de la posicion de equilibrio.

Esta fuerza se observa macroscopicamente en cuerpos elasticos deformados como resortes,

muelles o bandas de goma y cesa cuando el cuerpo recupera su forma o dimension original.

Fuerza de Arrastre

Es la fuerza de rozamiento que ejerce un }402uidoa un cuerpo que se mueve en él. Esta fuerza es

de}401nidapor la ley de Stokes y se fonnula segfm: I-if = �024knV (6.18)

donde el coe}402cientede friccion lg depende de la geometria del cuerpo, n es la viscosidad del

}402uidoy \7 es la velocidad del cuerpo respecto al }402uido.

Si el cuerpo es esférico de radio R, entonces: k = 6itR y Ff = �02461tRnV (6.19)

Tension

La tension en una cuerda, un hilo o una cadena es el modulo de la fuerza que un segmento de la

cuerda, el hilo o la cadena ejerce sobre el segmento que se encuentra inmediatamente a

continuacion.

En general, la tension puede variar a través de la cuerda, e1 hilo o la cadena, sin embargo, en

los problcmas que trataremos en este libro, no se va a considerar la masa de las cuerdas, de los

hilos y de las cadenas, ya que vamos a considerar que son peque}401as,de manera quetoda

variacion en la tension debida al peso de la cuerda, del hilo 0 de la cadena seré despreciable y,

por lo tanto, también se despreciaran las variaciones en la tension debidas a alguna aceleracion

de la cuerda 0 la cadena. La tension T se formula en este }401ltimocaso como: T" = cons tan te .

CE/' 110



6.7. Dinémica del movimiento curvilineo: Fuerza tangencial y normal

Sea en la Figura N° 6.4 una particula material dc masa m_ en movimiento a lo largo de la

trayectoria curvilinea §. Como se determino en la seccion 4.3, en el instante dc tiempo en el que

la particula ocupa la posicion sobre la curva defmida por el radio de curvagura p, su aceleracion

poseeré dos componentes: la aceleracion tangencial ET = aT}401Ty la aceleracion normal

EN = aN}401N, por lo que la aceleracién de la particula se expresaré seg}401n:

' _ . ,. dv . V2 .
a=aTu, +aN u}, =d�024uT+�024uN

t P

FIGURA N° 6.4 '
COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA FUERZA EN EL MOVIMIENTO

CURVILINEO

1?, 5

\�034}401T \\ \ .

,, ,r F

x'i }401n P,/�031

S in �030K.C

De la Segunda Ley dc Newton, la fuerza 13 causante de una aceleracién 5 de una particula de

masa _m se formula como: 1:" = m5.

2 2

V Luego: F=m(aT }401T+a,,}401N)=m(:�024:}401T+v?}401N)=m%}401T+mvF}401N(6.20)

Como cada uno de los ténninos de esta 1�0311ltimaecuacion oorresponde a una fuerza, podemos

identi}401carlas componentes tangencial ii�030,y normal in de la Fuerza actuando sobre la particula

en el movimiento curvilineo, segfm:

E = maT FAT = m%}401T;que es la responsable del cambio en el modulo de la velocidad y

_ 2 _

FN = ma}, }401n= mV�024}401N;que es la responsable del cambio en la direacion de la velocidad, las

P

que se muestran en la Figura N° 6.4.

Observar que:

- Si el movimiento de la particula fuera en una trayectoria rectilinea, entonces el radio de

2

' curvatura p tiende al in}401nito,por lo que el término V�024�024>0 y la fuerza resultante solo es

' P

. -�024 . dv .
tangencial; esto es: F = Fu, = ma�024t�024uT.

- Si la particula cumple un movimiento circular uniforme, entonces la rapidez y y el radio de

giro p del movimiento son constantes, por lo que el térrnino ST: = O y la fuerza resultante .
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2
, �024 v .

solo es normal; esto es: F = F" = m�024�024uN.

P

6.8. Dinaimica en sistemas de referencia no inerciales

Como ya se ha indicado, la ecuacién fundamental de la dinémica se cumple solamente en los

sistemas de referencia inerciales, pero existen otros casos en los que es necesario obtener la

solucién del problema en sistemas de referencia no inerciales. Entonces surge el problema de

detenninar como debe cambiar la ecuacién fundamental de la dinémica para que se aplique a

los sistemas de referencia no inerciales. .

Para mostrar como hacerlo, consideremos una particula material de masa Q sobre la que actua

la Fuerza F en un sistema de referencia inercial O y un sistema de referencia no inercial O�031

cuyo movimiento respecto al sistema de referencia inercial 0 se conoce. .

Si el sistema de referencia no inercial 0�031se traslada con aceleracion constante 50 respeoto al

sistema de referencia inercial 0, podemos usar la ecuacién de transformacion de la aceleracién

(5.13) para expresar la aceleracién 5' de la particula en el sistema de referencia no inercial O�031,

seg}402n:5�030= 5 �024�02450, donde 5 es la aceleracién de la particula en el sistema de referencia inercial

O.

Luego: m 5 �031= m 5- m 50 . Escribamos la ecuacion como: 17�035�031= F + F0 . (6.21)

La ecuacién (6.21) debe interpretarse asi: Para resolver la dindmica de una particula en urz

sistema de referencia no inercial p/anteamos la dindmica de la particula como si ésta se

ubicara en un sistema de referencia inercial e introducimos convenientemente unafuerza de

inercia F0 = �024m50. Esrafuerza de inercia, pseudofuerza ofuerza}401cticiaF0 estard dirigida

en sentido opuesto al de la aceleracién 50.

Si el sistema de referencia no inercial O�031gira con velocidad angular constante (T) respecto al

sistema de referencia inercial O, podemos usar la ecuacion de transformacién de la aceleracion

(5.18) para expresar la aceleracion ii�031de la particula en el sistema de referencia O�031,segun:

5'=5�02463><(cY)><f)�0242cT>><\7',donde 5 es la aceleracion de la particula en el sistema de

referencia inercial O, F es el vector posicion de la particula en el instante en el que su

velocidad es V�031,respecto al sistema de referencia no inercial O�031.

Luego: m§'=1n5�024m63x((7)><f)�0242mrT)><V'.'

Escribamos la ecuacién como: F�031= F +13%�034+ FCC, (6.22)

La ecuacion (6.22) debe interpretarse asi: Para resolver la dindmica de una particula en un

sistema de referencia no inercial giratorio p/arzteamos la diminzica de laparticula como si ésta

se ubicara en un sisrenm de referencia inercial e inlroducimos convenientemente dos fuerzas

de inercia condiciomzdas por el movimiento giratorio del sistema no inercial respecto al

inercial: lafuerza centrifuga Fee�034= �024m(T)><(cox f) y la}4014erzade Coriolis Fcol. = �0242mrI)><V�030.
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6.9. Problemas

Problema 6.1.-

Sobre un plano inclinado se encuentra una pesita sobre la cual act}401auna fue'rz.a F igual al doble

del peso de la pesita y dirigida hacia aniba paralela al plano, en forma paralela. El coe}401ciente

de rozamiento entre la pesita y el plano es igual a 1. (;Bajo que éngulo 0: la aceleracién de la

pesita seré minima y cuél es esta minima aceleracién? -

Soluci6n.-

Dela Figura N° 6.5: N = mgcosot . Luego: f, = pN = mgcoscz ; ya que: 1,; =1 .

FIGIIRA N° 6.5 _

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.1

_ fq
- > F

Q �024.

x 3 fr

La ecuacién del movimiento serzi: F �024m gsenon �024f, = ma .

Como: F = 2m g ; entonces: '

2mg�024mgsenu�024mgcosa = ma

Luego: a = [2 -(S6110. + cosoL)]g

El valor de on para el cual Ia aceleracién 2: es minima se obtiene de: d1 = 0.

do.

Entonces: 1 [2 �024(sen on + cos oL)]g = 0.

don

Derivando: 0 = �024g(cosoL+ sen on); obtenemos: tgoc = 1; por lo que: 0: = 45° .

Para este émgulo, la aceleracién del cuerpo es minima. Luego: a = [2 �024-(sen 45° +cos45�034)]g ; de

donde: a = 0,58 g. Finalrnentez a = 5, 74m / s2 .

Problema 6.2.-

Un peque}401obloque empieza a desliz_arse por un plano inclinado, que forma un éngulo 9 con la

horizontal. El coe}401cientede rozamiento u depende del camino recorrido § seg}401nla ley 1.1 = ks ,

donde K es una constante. Encontrar la distancia recorrida por el bloque hasta su parada y su

velocidad maixima por este camino.

Soluci6n.-

Aplicando la Segunda ley dc Newton al bloque de la Figura N° 6.6: 138 + N + F, = mi .

En representacién analitica: mg (sen}401i�024cos 9 3) + N �024p.N; =

(mgsen9�024p.N)§+(N�024mgcos9)3= ma;
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Identi}401cando: mg sen6 �024uN = ma (1)

N �024mgcose = 0; dc donde: N = mgcos6 (2)

FIGURA N° 6.6

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.2

,:"'i-»._,�031_\ - 1:1

, �031\~~.fl�031~

. V Fg

Reemplazando (2) en (1): mg sene �024k s mg cos 6 = ma; por lo que: a = g (sen9 �024ks cos 9)

Por de}401niciénza =% = , entonces: v (3% = g(sen9�024k scos 9)

2 2

Integrando: L: vdv = J: g(sen6�024kscos6)ds; de donde: V? = g(ssen0 �024l%cos9)

k s2 I
Luego: v = 2g (5 sen6�024�0242�024cos6)(3)

Cuando cl bloque se detiene: v = 0 y s =

El valor de § para el cual g es un méximo se obtiene de: :11 = 0.

s

0 =l .Luego: sene = kscose ;de donde: s =E (4)
2 k S2 k

2g(ssen9�024~2�024cos6)

! 2

De (4) en (3): vmax = 2g[%sen9�024 cosj . Simpli}401candozvmax = J }402.

Problema 6.3.-

Un bloque peque}401oempieza a deslizar desde lo alto de una cu}401a}401jacuya base es L, como se

muestra en la Figura N�0346.7. B1 coe}401cientede friccién entre e1 bloque y la cu}401aes 3. g,A qué

valor del alngulo 6, el tiempo dc deslizamiento seré minimo?

FIGURA N° 6.7

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.3
~ .

HT L �024?>l
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Soluci6n.-

Dinémica del bloque, tenemos: I7�034= mi.

Del D.C.L. de la Figura N° 68: N +?, + mg = ma.

FIGURA N° 6.8

' PARA LA SOLUCION DBL PROBLEMA 6.3

A / �030$1
_ �030~-�030_�030N

_�030d

1 �034X/
:<�024-�024L �024�024�024>:

En representacion anahtica; N3 �024k N; + mg(sen9i �024-oos 6})�024='ma§

De donde: (N�024mgcos6)3=6;1uego: N = mgcose (1)

(�024kN+mgsen9)§ = ma i; Iuego: �024kN + mgsene = ma (2)

De (1) en (2): �024kmgcose + mgsen9 = ma. Simpli}401cando:a = g(sen9 �024kcos 9) (3)

Para un movimiento con aceleracién constants se cumple que: P �024fo = \�030/°t+$512 (4)

Sea cl desplazamiento del bloque sobre la cu}401a:i" �024fo = d§.

Dela FiguraN° 6.8: L = dcose, por lo que: f�024�031r;)= Lsecel? (5)

Por condicién del problema V0 = 5 (6)

. ._ 2 ,.

De (5) y (6) en (4): Lsec6i = i. Luego: :2 = �024�0242]�034�031i°�024(7)
2 g (sane �024k cos B)

Derivando (7) respecto a 6: 2tg 2 11: .(sen9 �024k cos 6) sece tg9 �024sec9(cos0 + ksene)

C19 E (sene �024kcos 9)2

El valor do 9 para el cual gcs minimo se obtiene de: % = 0.

Entonces: (sen9 �024k cose) tg6 �024(cos9 + k sen6) = 0

2

Como: tg9 = Sig; entonccs: §El�024e�024ksene �024cos 9 �024k sene = 0

cos 9 cos 6 _

sen26 sen 26 �024C082 9
�024�024�024�024cos9 = Zksene; dc donde: �024?{�024= 2ksen9
cos 9 cos 9

senze �024cos2 9 �024(cos26 �024-senze) cos 26 1
Luego: k=�024�024�024=�024�024>�024�024=�024�024=�024:

2 sene cos 6 2 sen9 cos 9 sen29 tg 26

1 . 1 _1 I
Entonces: tg 29 = �024�024. Fmalmente: 9 = �024tg �024~

k 2 k
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Problema 6.4.-

Determinar las aceletaciones de los bloques de masas m; y m; y la tcnsién en las cuerdas del

sistema de la Figura N° 6.9. Las poleas tienen peso despreciable y friccién nula, las cuerdas

son homogéneas e inextensibles y los cuerpos deslizan sin friccién.

FIGURA N° 6.9

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.4

�030_ 7 mo
///// / //./é 0

7

_ . �030r////2:"//,//,/.

Soluci6n.�024

Dinémica del cuerpo 1: F = mlil

Del D.C.L. de la Figura N° 6.10: N+T1+ rn1§= m151.

FIGURA N° 6.10

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.4

- : 3�031
N

mlé

Analiticamente: N3 + T1i�024m1gj= m1a1i;de donde: (N �024m1g)j = 5;

Luego: N = m1g(1)

T1 i = m1ali;de donde: T1: mlal (2)

Dinémica de la polea: F = mpap = mpa,

De1D,C.L.de1a Figura N° 6.11: T, + 21"; + mpg = mp5,.

FIGURA N° 6.11

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.4

} T1

2 T2 + m Pg

Analiticamentez T, j �02421", j �024mpg] �030=�0241nPal.j; .

De donde: 2T, �024T, + mpg = mpal (3)

Dinémica del cuerpo 2: F = mziiz
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Del D.C.L. de la Figura N�0346.12: T; + mzé = mlall

FIGURA N° 6.12

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.4

m2§$2

Analiticamente: (T2 �024mzg) j = -mzaz j ; de donde: mlg �024T2 = mla, (4)

De (2) y (3): 2T2 �024mlal+mllg = mp al; de donde: 2T2 +mp g = (ml +mP)al (5)

De (4)+(5): 21112 g+mp g = (ml +mll)al +2m2a2; (2m2 +mll)g = (ml +mp)al +2m2a2

Considerando que: ml, << ml y mp << m2: 2m2 g = ml al +2m2 a2 (6)

Sean yl, e y; , en la Figura N° 6.13, las distancias instantémeas que descienden,

respectivamente, la polea ycl cuerpo 2 ,y. sea Lo 1a.1ong1'tud de_1a cuerda.

. A FIGURA N° 6.13

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.4

A �030�031 £1

Y2
I

- -__I_,_.
I I

'_ _ _' b

'///V/, �030�034"'

Posicién 1: L0 :2a+2yp +m+y2 +b

Posicién 2: L0 = 2a+7tr+b+2y2

d�035 61.23�031 ,
Igualando tenemos: y, = 2yP. Luego: T}? = 2?�035; o a, = Zap

Como la distancia yl, que baja la polea es igual a Ia distancia x1 que recorre el cuerpo 1 por el

plano horizontal, entonces: a2 = 2al (7)

�030 _ 2m g , 4m g
De7en6:2m =ma+4 .D and:a=?2�024a=�024�024�0242:() () 23 11 '�03423155139-J 0 1 (m1+4m2) Y 2 (m1l_4m2l

2m m g V
136(2); T] =42

(ml +4m2)

De (4): mg �024T2= mlal ; dc donde: T2 = m2(g�024a2)

4m g 4m,
Reeml do: T = -4 =m 1�024�024%;�024

P am 2 �030"2(ml +4m2):| 2 g[ (ml +4m2)]

m +4m �0244m m m g
T2 = mzgl: �030(ml_l_�0302lIf)2]; de donde: T2 =T(m11_l42m2)
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Problema 6.5.-

En el sistema mostrado en la Figura N° 6.14, determinar la aceleracién del cuerpo 2, 51' su masa

es n veces mayor que la del cuerpo 1 y el éngulo entre el plano inclinado y la horizontal es

igual a on. Las masas de las poleas y de los hilos, asi como el rozamiento, son despreciables por

su peque}401ez.

FIGURA N° 6.14

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6. 5

/0

F
on I 2

Soluci6n.-

Dinétmica del cuerpo 1: T7 = m,§,

Del D.C.L. de la Figura N° 6.15: N, + T, + m,§ = m,5,.

FIGURA N° 6.15

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA N° 6.5

y\ 1:1, T, 32

 
_ (X\\

mlg �030

Analiticamcntez .N, + T, 1 + m,g(�024senai�024cosoL3) = m,a,; de donde: (N, �024m,g cos 00] = 6.

Luego: N, =m,gcos0c... (1) , _ �031

(T, �024m,gsenoL)i = m,a, i ; de donde: T, �024m,gsena= m,a, (2)

Dinémicé de la poleaz T3 = mpip = mp5,

Del D.C.L. de la Figura N° 6.16: T, + 2T2 + mpg = mp5,.

FIGURA N° 6.16

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.5

$12 T2 '+ m Pg ~

Analiticamente: T, 3- 2T, �024mpg} = �024mPa,; de donde: 2T, �024T, + mpg = mpa, (3)

Dinémica del cueqso 2: F = m,a,

@(



Del D.C.L.de la Figura N° 6.17: T�031:+ mz}401= 111252.

FIGURA N° 6.17

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.5

mfg�031[E32

Analiticamentez (T2 �024m,g) j = �024m2a2j ; de donde: mzg - T2 = mzaz (4)

De (2) y (3): 2T2 �024mlal�024mlgsena + mpg = ml, al

2T2 + (ml, �024mlsenu)g= (ml +mll)al

Considerando que: ml, << ml: 2T2 �024mlgsenoc = mlal (5)

Sean yl, e yz, en la Figura N° 6.18, las distancias instanténeas que descienden, respectivamente,

la polea y el cuerpo 2 y sea Lo la longitud de la cuerda.

FIGURA N° 6.18

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.5

-. -- . -..

. ~ �030a

. ' 13'

V2
I

- -- -1... -.

l_ _ _:

Posici(')n1:Ll, =2a+ 2yl, + 7:r+b

Posicién 2: L0 = 2a -,H:r + b + yz
. dz dzy

Igualando tenemos: y, = Zyp. Luego: F322 = 2�024<1tT";6 a2 = Zal,

Como la distancia yl, que baja la polea es igual a la distancia X1 que sube el cuerpo 1 por el

plano inclinado, entonces: a2 = 2al (6)

De (6) en (5): 4T, �024-2 mlg senoc = mlaz (7)

De (4): 4m2g-�0244T2= 4m2a2 (8)

De (7) + (8): 4m2g �024Zmlgsena = (1nl + 4m2)a,.

Despejandol a2 : (4 m2 �0242 ml senoL)g = (411 ml �0242ml senoc)g l Luego: a2 = 2(2n�024sena)g

(ml+4m2) (ml+4}nml) (1+4n)
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Problema 6.6.-

En el sistema mostrado en la Figura N° 619, hallar: (a) la aceleracién de cada bloque y (b) la

tensién en las cuerd_as, si el coe}401cientede rozamiento cinético entre los bloques dc masas m1'y

mz es p. Considere que la super}401ciehorizontal y las poleas carecen de rommiento y los

bloques se sueltan desde el reposo.

FIGURA N° 6.19

DEL ENUNCLADO DEL PROBLEMA 6.6

1.

.

Soluci6n.- '

Dinzimica del cuerpo 1: F = mlél . '

Del D.C.L. de la Figura N° 6.20: 1?I,+F, +1n1§+T1= mlil.

FIGURA N° 6.20

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.6

Y 3 V

_ F11 _

_-T1 .

, mlé

Analiticamentez N13+ p.LN1§�0241n1g3�024T1i=~m1a1i; de donde: (pN1�024T1)i=�024m1a1§.

T] �024pN1=m]a1 (1)

(N1�024m1g)j=6; de donde: N1: m1g(2)

Dinémica del cuerpo 2: 13 = 111252

Del D.C.L._ de la Figura N° 6.21: N2 +17�034,+'T, + mg + 311+ T2 = mzéz.

FIGURA N° 6.21

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.6

Y;
N2

Fr + T1 T2 X

: mzg + 1:11
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Analiticamente: N2 3- uN1 �024T1�024m2g3�024N1 + T2 = m2a2§

De donde: (�024-uN1�024T1+T2)§=m2a2 E. Luego: T2 �024uN1�024T1= m2a2 (3)

. (N2 �024m2g�024Nl)j=0;de donde: N2 = m2g+N1(4)

Dinémica del cuerpo 3: F = m3§3

Del D.C.L. de la Figura N° 6.22: T2 +m3§ = m3i3.

FIGURA N° 6.22

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.6

Y! -

T2

m3§

Analiticamente: (T2 - m3g)3 = �024m3a3; de donde: m3g �024T2= 111333 (S)

Considerando las cuerdas inextensibles: at = a2 = a3 = a (6)

(a) De (3) + (5): -uN1 �024T,+m3g = (m2 +m3ja (7)

De (1) + (7): _�0242pN1+m3g = (ml +m2 +m3)a

�0242
Considerando (2): �0242p mg + m3g =(m1 + m2 + m3)a . Luego: a =m 

(ml + m2 + m3)

(b) De (2) en (1): T1 �024pmlg = m1a;de donde: T1: pmlg + mla

�0242 �0242T1=um1g+(m3 Hm1)m18= �034+(m3 P-T111) mlg

(m1+m2+m3) (m]+m2 +1112)

T1 = %W m1g.Luego: T1=[ :lm1g
(m1+m2+m3) I (m1+m2+m3)

De (5): m3g �024T2= m3a ; de donde: T2 = m3g �024m3a '

_ 2 _ ~
T2 =m3g_ = 1_<m+2»:"1L n13g

(m,+m2+m3) (m1+m2+m3)

T2 = I}402m3g_ Finalmenteg T2 =[ :lm3g

(m2+m2+m3) (m1+m2+m3)

Problema 6.7.-

Una cadena }402exiblede longitud L y peso E esta colocada inicialmente en reposo sobre una

super}402ciesi friccién ABC, estando D a una distancia L �024a de B, como muestra la Figura N°

6.23 de la pzigina 122. Demostrax que cuando e1 extremo D llega al punto B la velocidad de la

cadena es: v = �030Kg/L)(L2�024a2)senoL .
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FIGURA N° 6.23

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA .6.7

I�030L - a "�031|
A

[ D B"\§:a:\,

. on C

Soluci6n.-

Sea g, en la Figura N° 6.24, la longitud de la porcién de cadena sobre el plano inclinado, por lo

que la longitud de la porcién de cadena sobre el plano horizontal seré. L - x.

FIGURA N° 6.24

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.7

|<-,L -'x ->l '
A

i D B�030\}401{\/

. a C

V Consideremos el modelo equivalente a dos bloques de masas ml = A x y m2 = 7.(L �024x)

unidos por una cuerda homogénea e inextensible, como se muestra en la Figura N�030�0316.25. En las

relaciones mostradas A es la densidad lineal de la cadena.

. FIGURA N° 6.25

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.7

Y: _

N2 T YX �030 I.

A Iinao T �030N
' .. 1. _ m g \

2 I �030�030

mlg '
. on C

Dinémica de la porcién 1 de cadena sobre el plano inclinadoz F = 1111 5 .

Asi: 'T+fI1 +1331 = ml 5

Analiticamentez �024Ti+N1 ]+m1g (sen oLi�024cosaj)=ml ai

Identi}401candotérminos semejantes:

(�024T+m1gsenoc)i= m1ai;de donde: AxgsenoL�024T= Axa ...(l)

(N1�024m1gcoSa)3=5;dedonde: N1: hxgcosu ...(2)

Dinémica de la porcién 2 dc cadena sobre el plano horizontal: F = m2 5 .

Asi: �035l�034+N2+122 = mzi

 / 122



Analiticamente: T i + N2 3- mzgi = m2 af

Identi}401candotérminos semejantes:

T; = mza i; de donde: T = ML �024x)a...(3)

(N2 �024m2g)j=6; de donde: N2 = 7.(L�024x)g...(4)

De (1) + (3): kxgsenon = 7..xa+l(L �024x)a

Resolviendoz x g sen on = L a ; de donde: a = % gsen cc.

dx
Como: a =% = $13; = v:�024:;tenemos: vdv = T):-gsenondx

It d~j�035d�024[L"dL �030}401v-gsXZLnegran 0. 0V v�024a Lgsena x. uego. 2 0�024Lena 2 B

2 2 _ 2

Evaluando: = ig~senaj(L2 a );de donde: V2 = %sen a(L2 �024a2)

' Finalmente: v = . �031%(L2�024a2)senoL , _

Problema 6.8.-

La cadena de longitud I_. se suelta del reposo en la posicién mostrada en la Figura N° 6.26 y tiene

su}401cienteseslabones colgando para iniciar el movimiento, El coe}401cientede rozamiento entre los

eslabones y la super}401ciehorizontal es p.. Despreciando el rozamiento en la arista, demostrar que la

velocidad de la cadena cuando cl (ultimo eslabén abandona el borde de la mesa es: v = �024(T%_I'�024'�034-5.

FIGURA N° 6.26

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6. 8

}<-�024-L - 1:?->1

f
h

L

A

Sea 2;, en la Figura N° 6.27, la longitud de la porcién de cadcna suspendida cuando ésta se

encuentra en movimiento acelerado, por lo que. la longitud de cadena sobre la mesa as L �024x.

FIGURA N° 6.27

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.8

F, I<�024L - x I T�030

<�024

FE,

Dimirnica de la porcién 1 de cadena sobre la mesa: I3 = 11115. Asi: T +I:I +1-5, + 13;, = ml}401.
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Analiticamentez Ti + N3 �024uNf �024L%mg3 =¥mai

(T�024pN)i=%1na§; de donde:T�024uN=1%xma...(1)

(N�024¥mg)j= 5; de donde: N =%mg �030..(2)

L�024 L-
De (2) en (1): T�024p�024I:§mg=T{ma...(3) >

Dinémica de la porcién 2 de cadena suspendida de la Figura N° 6.28: 17�034= m25 .

FIGURA N° 6.28

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.8

i
T
X

i .
I-�030S2

T +i5g2 = 11125. Anal1'tica1nente: (T-%mg)3 = -�024%ma};de donde: %mg �024T= %ma ...(4)

De (3) y (4): %mg�024pL1+xmg = [%+%ma . Obtenemos: a = %[x �024p.(L �024x)] . (5)

Por de}401nicién:a = d�024V= = v}402...(6)
dt dx dt dx . «

d V
De (6) y (5): VEV = %[x �024p.(L �024-x)]. Integrando: Lvdv = %_|'l:'[x�024u(L�024x)]dx

V2 g X2 X2 L g L2 2 L2 b2 b2
�024=�024�024�024L �024�024=�024�024�024�024�024�024�024�024�024Lb�024-
2L[2�035(x2)bL2�034(L2)2�035(2) .

2 L2 bl

V7=3[�0245(1-u)]{7(l+u)-uLb]}--~(7)

En las condiciones del estado inicial cuando la cadena esté en reposo, x = b y la ecuacién (5)

toma Ia forma: 0 = %[b �024p(L �024b)]; de donde: b = u(L -b) y de aqui: b = (1�024"+L�024).4.(8)

. ll

2 2 2 2 2 2

1) 8 7 ; 1�031.=§ L_ _ _i -1
e( )en() 2 L�0342 (1 11) 20+�034),0+») 0+�034)

2 L2 2L2 ZLZ

L25 [_(,_,,, _ .&#_L
2 L 2 2(l+p) (1+}1)

v2_g L_2 H21} _E _ #2 _g]_ 1_�0352_,_�0352

7�030f{2 (1'�035)+2(1_+p)�0302 (1 �035)+(1+u)�030T(1+],1)

Finalmente: f�024gl�030�024
1+};
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Problema 6.9.-

En el arreglo mostlado en la Figura N�0346.29, se conocen las masas Q del cuerpo y _M_' de la cu}401a,

asi como el éngulo 9 de la cu}401a.Las masas de la polea y el hilo son despreciables. No existe

}401iccién.Hallar la aceleracién de la cu}401a.

FIGURA N° 6.29

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6,9

m ,8 /

9 g

/A//////�031,/,../.«//.;,//12,//1%//¢///é}

Soluci6n.-

Djnémica del cuerpo: F = mil

DelD.C.L.dé1a Figura N�030�0316.30: 1111+ T+ mg = ma, = man +52)

FIGURA N° 6.30
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA_6.9 .

Y �0301:1) T

x/é \\

111 Q \\

Donde, de la Figura N° 6.31: 512 = 51-52 es la aceleracién del cuerpo respecto a la cu}401ade

aceleracién 52. '

FIGURA N° 6.31

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.9

512 E E 51

52

Analiticamente: N] 3- Ti+mg(sen0i �024cos63)= m'[a12 f+ a2(-�024case; �024sen63)].

Considerando que: 1 in | = { 52 |, tenemos: (m gsene �024T); = ma2(1�024�024cos9)i.

mgsen9�024T= ma2(1-cos6) (1)

(Ni �024mgcos 6)} = �024ma2sen63 ; de donde: N1�024mgcose = �024ma2sen9 (2)

Dinémica de la cu}401a:1:�030= M52 �030 >

Del D.C.L.de la Figura N° 6.32 de la pégina 126: 111, +T + M g + T'+1?12 = M52

N1(sen9§�024cos63)+T;�024Mg}+T'(�024cos6§~�024sen6})+N2 = Maz

Considerando que: 1T| = | T'], tenemos:

(Njsen}401+T�024Tcose)i= Maz i ; de donde: N1sen6+T(1�024cos6)= M212 (3)

(�024N1cos6�024Mg�024Tsen9+N2)j = 5; de donde: N2 �024N1cos9�024Mg�024Tsen6= 0(4)
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FIGURA N° 6.32

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.9

_ 5 y
. N2 �030

�030T _

9 , AZ

T�030' F1,
M2: -

De (2) x �024sen6 : �024N1sen6+ m gsen9 cos.6 = ma2sen26 (2�031) '

De (3) + (2�031):T(1�024cose) + In gsen9 0056 = (M+ msen26)a2 ... (5)

De�030(1)><(l�024cos6):mgsen(:)(1�024cos9)�024T(l�024cos6)= ma2(1 �024cos6)2 (1�031)

De (5) + (1�031):mgsene = [m(1�024cos 6)2 +M + rnsen26]a:,_

- mgsene =[m(1�0242cose+cos29)+M+msen26]a2 V

mgsen9=[m(1�0242cos9+c0s29+sen26)+M]a2 '

In gsene = [2m(l �024cos 9) + M] 212. Finalmentez a2 = �024�024E}402

[M + 2m(1�024cos 6)]

Problema 6.10.-

Determinar las aceleraciones de los bloques y la cu}401apara el sistema mecénioo representado en la

Figura N�030�0316.33. No existe friccién entre las super}401ciesen contacto. Las masas de la polea y de la

cuerda inextensible se pueden despreciar.

v FIGURA N° 6.33

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.10

A1:
Z//4:3 /4/// / 2/, / //r' ../////..�0314,�031//,/f

' /

E
Soluci6n.-

�030 Dinémica del cuerpo 1: F = mil .

Del D.C�030L.de la Figura N° 6.34: N1+m§ = mél = m(§12 +52).

FIGURA N° 6.34

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.10

y�030\1211

' _ O\
m g \
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Donde: 512 = 51-52 , de la Figura N° 6.35, es la aceleracién del cuerpo respecto a la cu}401ade

aceleracién 52.

, FIGURA N° 6.35

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.10

512 E E 51

52

Anahticamente: NI:i+mg(sen9i�024cos03)=1n[a12;+a2(- cos9i�024sen9])];

mgsen9f=(ma12 �024ma2c0s6)§; de donde: mgsene = man �024ma2cos9 (1)

(N1�024mgcos 6)} = �024mazsen}402}401;de donde: N1�024mgcos6= �024ma2sen6(2)

Dinémica de la cu}402a:I-5 = M 52

Del D.C.L. de la Figura N° 6.36: 1?I,+T+ 2m g + 1312 = 2m 52.

1-�034IGIURAN�0346.36

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA N° 6.10

_ E y

�030f_.-�031.�030_

3 _

_ I N1
2mg ;

Analiticamente: N1(sen6i�024cos63)+T-�0242mg]+N2 = 2m a2

(N1sen9 +T)§ = Zmaz i; de donde: N1sen6+T = 2m a2 (3)

(�024N,cose�0242mg+N2)3=6;dc donde: N2 �024N1cos6�0242mg=0.... (4)

Dinémica del cuerpo 2:17�030= miz.

De1D.C.L. de la Figura N° 6.37: T +m g = ma,

FIGURA N° 6.37

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.10

y 3 A
T

- . _-- .3�030.

mi?

Analiticamentez (T�024mg)3= �024ma2: de donde: mg -T = maz (5)

» De (2) x �024sen9:-Nlsene + mgsen9cos6 = ma2sen26 (2�031)

De (3) + (2�031):T + mgsene c056 = ma2(2+sen29) (6)

De (5) + (6): mg(1+sen9c0s6)= ma2(3+ sen2e) �030 '
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Finalmentet a2 = § (7)

(3 + sen2G)

También: 52 = l ... (7)

(3 + sen26)

De (7) en (1): mgsene =ma12�024 

(3 + senze)

3 2
an = gsene + g(1+ sene cos9)cos6 = (3 sen9+ sen 6 + cose + sene cos 9)g

(3 + sen26) (3 + sen2e)

a = (3 sen6 + sen39 + cos6+ sene(1�024senze) g _ (4 sene + cos 9) g

�0302 (3+sen2e) (3+sen2e)

Vecto}401almentej5,12 =

+ sen

Como: 51 = 512 + 52

5 _ (4sen9+cos9)g(�024cos6l�024sen63)+ (1+sen9cos9)gl

1 (3+sen2e) (3+sen2e)

5 _ (sen26 +cos2 6 +senG cos 9 �0244sen6 cos 6 �024cos2 9) gl + g(�0244sen26 �024sene cos 6)} '

M 1 (3+sen29) (3+sen2e)

Luego: 51 : g(sen29 �0243se2n9 cos 6) _ g(4sen29 + se2n9 cos 9)

(3 + sen 9) (3 + sen 0)

Problema 6.11.-

En el sistema mostrado en la Figura N° 6.38, la bola tiene una masa 7] veces mayor que la de la

barra, de longitud L. Las masas de las poleas y los hilos, asi como el rozamiento, son

despreciables. La bola se ubica al mismo nivel del extremo inferior de la barra y se suelta. 4;Al

cabo de qué tiempo la bola estaré al 1nismo nivel del extremo superior de la barra?

FIGURA N° 6.38

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.11

7/ , ,

L
/.

Soluci6n.-
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Dinémica de la bola: F = 11135:

Del D.C.L. de la FiguraN° 6.39: T1 +17"gc = ma}401a.

FIGURA N° 6.39

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 641]

1 f1 I
. �031 meg

Analiticamente: T13�024meg} = meae 3; dc donde: Tl �024meg = meac... (1)

Dinémica de la barra: 1:�030= mbib

Del'D.C.L. de la.Figura N° 6.40: T2 + }401sh= 11'1'b'5b.

�030 FIGURA N° 6.40
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.11

T2
mbé

Analiticamente: T2 j�024mbgj= -mbab j; de donde: mbg �024T2= mbab (2)

Dinémica de la polca: 13 = mpip = mpic

Dfal D.C.L. de la Figura N° 6.41: T1 + 2T2 +111) = mpie.

FIGURA N° 6.41

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.1 1

T1

2 T2 + mpg

Analiticamente: T1 3- 2T2 3- mpg} = �024mp-as; dc donde: 2T2 �024TI+ mpg = mpae (3)

Sean yp e yb, en la Figura N° 6.42 de la pégina 130, las distancias instanténeas que descienden,

respectivamente, la polea y la barra y sea Lo la longitud de la cuerda.

Posicién1:L0 = 2a+ Zyp + 27rr+yb +b

Posicién 2: L0 = 2a +2m+2yb +b

. dzyb dzyp ,
Igualando tenemos: yb = 2 yp. Luego:V = 2?; 0 ab = 2a)).
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Como la distancia yp que baja la polea: es igual a la distancia ye que sube la bola, entonces:

ab=2ae ...(4) '

FIGURA N° 6.42

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.11

a:j::: ::::: :1�031:

Yb"
'5 �031:::�030~:;:"�030j

De(1)+ (3): 2T2 +(mp �024me)g=(me +mp)ae.

"Considerando que: mp << me: 2T2 �024meg=1neae (5)

De (4) en (2): mbg �024T2 = 2mbac (6)

De (5) + (6): 2mbg-�024meg= (4mb + me)ae

(2m �024m)g (2�024m/m )g 2-
Luego: ae =Abjej =Let; =(J (7)

, (4mb+m°) (4+m=/mb) (4+n)

�030.. 2 �024 '2
Entonces: as =-(-�024�02432-g�024_;(8)

(4 + 11)

De (7) en (4): ab = ;por lo que: 5b = (9)

(4 �024+n) (4 + 11)

Del movimiento de la bola respecto a la barra, tenemos: ?eb = Yoeb + Goebt +-:-}401ebtz;

Donde: Feb = Lj; ?0eb�031=0;Voeb = 0.

_ _. _. 2- A. 2 2- ~. 3 2- 1
De(8)y(9); aeb zae �024ab= J+ J= J

(4+T1) (4 +11) (4+11)

. _ 2 A

Reemplazando: Lj=¥2mgt j; de donde: t= $144+Tl) .
2(4+n) V3(2�024n)g

Problema 6.12.- .

Un ciclista maneja su vehiculo a lo largo de una circunferencia, de radio 3, en un plano

horizontal. El coe}402cientede friccion depende solamente de la distancia { hasta su centro O

seg}401n:k = k0[1�024-%];donde k0 es una constante. Hallar el radio de la circunferencia, con

centro en el punto O, por la que el ciclista puede moverse con la mélxima velocidad, (;Cuél es

esta velocidad? '

S0luci6n.-
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Del diagrama de cuerpo libre sobre el ciclista de la_ Figura N° 6.43: 1.7g + 1:1 + F, = m 5.

FIGURA N° 6.43

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.12

I N M

. f R

Fa '
Analiticamente: �024mg}401b+N}401b+ kN}401N= maN }401N.

2

Luego: (+mg+N)}401b=0;dedonde:N=mg ....(1) y kN}401N=mL}401N....(2)

1'

Como:_ k = k0[1�024(1)] (3) ~
R

~ r , V2 A ,1 r
De (3)y(1)en(2): ko I�024�024mguN =m�024�024uN;1uego:v = 1|:k0gr1�024�024 (4)

R r �030J R

El valor de 5 para el cual la velocidad y es mzixima, se obtiene de: (:11: = 0.

r
2 A

1 k°g[1_[i:M 21' R�030
0 = 3�024-:�024:;dc donde:1�024E= O. Luego: I = 3 (5)

WT]-J R

Reemplazando (5) en (4): Vmx = I k0g[%][]

. . �030 R�0301 L ' 1
Stmph}401candozvmax = kogg E . Fmalmente: vmax = 5,] kOgR

FIGURA N° 6.44

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.13

0
ii}

N�030-N-H�030.--------- ___."

Problema 6.13.-

El sistema de la Figura N° 644 se compone de una bana Iisa en fonna de L, dispuesta en un

plano horizontal y de una bocina A, de masa Q, unida mediante un resorte impondemble, de
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constante eléstica l_<, a1 punto B. B1 sistema gira alrededor de un eje vertical qtie pzisa por el

punto O a una velocidad angular oonstante 6). En el maroo de un observador inercial, hallar el

alargamiento relativo del resorts.

Soluci6u.- . I

Respecto a un observador inercial, la bocina describe un movimiento circular uniforme. Luego:

F = m 5 = In 5N

DelD.C.L.de1a Figura N° 6.45: NV +1?IH + mg+FS = mEiN.

FIGQRA N" 6.45

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.13

V " 5'�035*§~~\\
V * \

A Fs �030;

" "�030&�030.....frq;,"~'*"'4 }401r

mé

En represenzacion analitica:

NV }401g+NH(�024cos9}401T+sen9C1N) �024mg}401n+kx(sene LET +cose}401N)= moozr }401N

Siendo ;(_ el estiramiento del resorte.

Luego: (NV-mg)}401B=0; NV =mg (1)

(�024NHcose + kxsene) }401T=5 ; de donde: �024NHcos9+ kxsen6 = O ..(2)

(NH sen9+ kx cos 9)}401N= mcoz r}401N;de donde: NHsen9 + kx cose = mo)2 r (3)

De (2) x sen 6: �024NHsen9cos6+kxsen2e = 0

De (3) x cos 6: NH sen6oos6+kxcos2 6 = mcnz rcose

Sumando miembro a miembro: kx = mo-)2 rcose (4)

Dela figura: rcos9 = L0 + x (5)

Siendo Lo la longitud del resorte sin deformar.

De (5) en (4): kx = mcol (Lo + x) .

kx = mu)2 Lo +1na)2 x ; de donde: (k�024mco2)x= mtnz Lo

. x mm2 1
Fmalmente: �024= �024�024�024~=�024j�024

Lo k�024mo)2(k/mo32)�024-1

Problema 6.14.-

Un pequefio casquillo de masa Q se desliza libremente por una barra horizontal lisa, que gira a

velocidad angular constante E5 alrededor de un eje vertical }401joque pasa por uno de sus extremos.

Enoontrar la components horizontal la fuerza que actfia sobre el casquillo por el lado de la
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barra en el instante cuando él se encuentra a la distancia [ del ej e. E1 casquillo en el instante inicial

se encomxaba directamente junto al eje en reposo.

Soluci6n.- �030

De la segunda ley de Newton en el sistema de referencia giratorio, tenemos: 13': mi�030.

Luego: 17�034+13'ce+1710 = mi�030

De1D.C.L. de1aFiguraN° 6.46: m§+NV +NH �024m(I)><((I)><?)-2m}401')xV'=m§�030.

FIQURA N° 6.46

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA N° 6.14

Z�031!

63

12' 1, , E:

J .�024-T �030* ~~ -_\

I; A x

�031 i�030 N ,7 -
\ N"

f % " __

�030 Fco mg )2; �030

Para el observador giratorio el casquillo tiene movimiento rectilineo segim el_ eje X�031mostrado,

1uego:�024mgIE'+NvI2'+ NH ]'+mw2r§'�0242mmv'3'= m%;'

Identi}401candoténninos semejantes: �024mg+ NV -�024-_0; de donde: NV = mg (1)

NH �0242mwv'=0;de donde: NH = Zmcov�030(2)

incozr = mg ; de donde: oazr =E$= v'dl y v'dv' = cozrdr

dt _ dr dt dr

Integrando' }'Vlv'dv'= (02! rrdr' luego' XE =-(lg Y V'2 = o)2r2 ' de donde: v�030= our (3)
�0300 0 �031 ' 2 2 �031

De (3) en (2): NH = 2 m co(a) r) . Finalmentez

Problema 6.15.-

A una barra lisa AB, dispuesta horizontalmente, se le hace girar a velocidad angular constante (Ta

alrededor de un eje vertical }402joque pasa por su extremo A. For la barra se desliza libremente un

manguito de masa m_ que se mueve desde el punto A con una velocidad inicial V0. Hallar la

}401Jer2adc Coriolis que obra sobre el manguito en el memento cuando éste se ubicé a la distancia g

del eje dc rotacién.

Soluci6n.�024

De la segunda ley de Newton en el sistema devreferencia giratorio, tenemos: 13�030:mi�030.
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Luego: I'5+F;e +110 = mi�030.

Del D.C.L. de la FiguraN° 6.47: m«'g'+NV +NH �024m(Y)><(cT)><i")�0242m(T)><V'=m5�030.

FIGURA N° 6.47

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA N° 615

Z�031f

(73

l&' 1, _.Y�031,'

I; A » *.

. V 1' N ,.'_

X Na

? v 5x X ...

________-. -- �034�030>~=_Fae

Fl, mg 56�030

Para el observador giratorio cl casquillo tiene movimiento rectilineo segim el eje X�031mostrado,

luego: �024mg1Ag'+NV l<'+ NH j'+mco2ri'�0242mcov'3'= malt?

Identi}401candotérminos scmejantes: �024mg+ NV = 0 ; de donde: NV '= mg (1)

NH �0242mo3v'= 0 ; dc donde: NH = 2moov'... (2)

mwzr = mg; de donde: cozr = = WE y v�030dv'= mzrdr
dt dr dt dr

.V'.. 2? V'2 V: <D2f2 .22 22
Integrando. Lev dv =0) IOrdr;1uego:7�0247=Ty v �024VO:0) r ;

de donde: v�030= J (0212 +v§ (3)

Como la fuerza de Coriolis es: 110 = -2 mcov�030:i'(4)

De (3) en (4): 110 = �0242mo)1lco2r2+v§ 3�030.

Problema 6.16.-

A un disco horizontal de radio 3 se Ie hace girar a la velocidad angular constante 63 alrededor de

un eje vertical }401joque pasa por su borde. Poi" la periferia del disco se mueve unifonnemente con

respecto a este }401ltimouna particula de masa Q. En el instante, cuando la distancia entre la

particula y el eje de rotacion es méxima, la resultante de las }401ierzasdc inercia que act}401ansobre

ella en el sistema de referencia ligado con el disco, se hace oero. Hallar: (a) la aceleracion de la

particula con respecto al disco; (b) la dependencia de la resultante de las fuerzas de inercia con la

distancia hasta el eje de rotacion.

Soluci6n.�024

Las fuerzas dc inercia que act}401ansobre la particula de masa Q en el sistema de referencia ligado

con el disco son: la fuerza dc Coriolis -2 m 63 x V�030,y la }401xerzaoentrifuga �024m63 x (6) x f) .
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Entonces su resultante seré: E�034= -2 111 (Tax V �030�024In (Bx ((T)x f). _

(a) Para que la resultante de las fuerzas de inercia sea cero, cuando la distancia entre la particula y

el eje de rotacién sea méxima, las }401xerzasdc inercia deben estar dispuestas como se rnuestra en la V

Figura N° 6.48.

FIGIIRA N° 6.48
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.16

Etangente

' (6) X f)

eje In

5) ' �024m(T) x ((7) x f)

V.

Luego: I7�030-m= �0242m(T)xV'�024mcT)x(cToxf)=5

�0242m(�024oaa;,)x(v'}401;)�024m(�024ma;,)x(�024m}401;,x�0242R}401'n)=5

2mcov'}401'n�024m(�024oa}401'b)x(�0242coRlift) :5

2mcov'}401'n�0242mo)2R13'�034= 5; de donde: 2mm(v'�024u)R)}401'n=(-)

Entonces: V�030= COR. �031

Como la particula cumple un movimiento circular uniforme de radio R respecto al disco:

1a�024R �024 R .Luego.

(b) En una posicién arbitraria de la particula, las fuerzas de inercia, de médulos

2mmv'= 2mc-32R y moazr , sc disponen como se muestra en la Figura N° 6.49, formando un

éngulo (1 80° �024on).

FIGURA N�0346.49

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.16

eje

p , tangents
. (B _�031,1:

. . �031(pxr)

, �024m6) x (5) x f)

-�030' "V �030/I

Luego: Fin = �030/(2mo)2R)2+ (mco2r)2 + 2(2m(n2R)(mco2r) cos (1 80�030�031�0240:)

Pin = �030{4m2o)4R2 + m2 u)4r2 �0244m2 co4R rcos on
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Dela Figura: cost): =% = {E

Reemplazandoz Fin = moa2.I4R2 + r2 �0244Rr(r/2R)

En =moa2.[4R2+r2�0242r2.Luego:Fin =mco2�030/4R2�024r2 ~

Prol;lema 6.17.-

E] sistema de la Figura N° 6.50 se compone de una barra lisa en forma de I_., dispuesta en un

plano horizontal y de una bocina A, de masa Q, unjda rnediante un resorte imponderable, de

constante eléstica 15, al punto B. El sistema gira alrededor de un eje vertical que pasa por el

punto O a una velocidad angular constante (I). En el marco de un observador no inercial }401joal

sistema rotante, hallar el alargamiento relativo del resorte.

FIGURA N° 6.50

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 6.17

0
B

�030H-�034H�035-0"-H�030A

Soluci6n.-

Respecto a un observador no inercial }401joal sistema rotante, la bocina esté es reposo. Luego:

1-:'=m5';con5'=(�024). .

Del D.C.L. de 1aFiguraN° 6.51: NV +1113 +mg+1?s �0242m(T)><V'�024md')><((T)><F): 6.

FIGURA N° 6.51

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.17

Z�031*

.. .. �030L�031___ _

{C ' 5, �030\\\�030\

A 11�035F5 -, �030V�031
1" �024 '

X�031 6 1' G x_,�030'

�024mQ) x (0) x r)

mé

Como: V�030= 5 , entonces: NV +fIH +mfg+1:�030S�024mcT)><((I)x?):5

En representacién analitica: NV 12 '�024NH 3'�024mgl2'�024kx '+ moJ2r(cos6f '+ sen6j') = 6

Siendo 3 el estiramiento del resone.

Luego: (NV-mg)k'= 6; NV = mg (1)
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(�024NH+mu)2 rsen6)3' =5; NH = mcoz rsen}401 (2)

(�024kx+mco2rcos8)i' =5 kx = mcoz rcose (3)

Dela }401gura:rcose = Lo +x (4)

Siendo Lo la longitud del resorte sin deformar.

De (4) en (3): kx = mcoz (L0 + x) = mcoz Lo +mcu2 x; Iuegoz (k -m(n2)x = moaz L0.

2

Finalmentez L =-1- = j1�024
Lo k�024-mo)2 (k/mo)2)�024l

Problema 6.18.- -

En el vértice de una esfera lisa de radio 1_{ se colocé un peque}402ocuerpo. Luego se Ie comunicé a la

esfera una aceleracién constante 50 en direccion horizontal. y. el cuerpo comenzb a deslizarse

hacia abajo. Hallar: (a) la velocidad del cuerpo respecto a la esfera en el momgnto de. la <

separacién; (b) el éngulo 6° entre la vertical y el radio vector trazado desderel centre de la»-esfera .

al punto donde tiene Iugar la separacién y (c) el valor de 60 cuando a0 = g .

Soluci6n.-

De la segunda ley dc Newton en el sistema de referencia no inercial, tenemos: E5�030:1n5'.

Del D.C.L. de la Figura N° 6.52: I3+I:"o = mi�030;m§+N+F0 = mi�030. '

FIGURA N° 6.52

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 6.18

\ F1

.- F°
�034,e K

_ ,' u ~

30 ,6" mg T

Para el observador no inercial cl cuerpo tiene movimiento curvilineo, luegoz

> I I2

mg(cos6 {IN + sen6 f1T)�024N }401N+ma°(cos9}401T�024sen9}401N)= m[(:%}4011-+ v?}401NJ

- . V12 ' V12

(mgcose �024N�024ma°sen6)}401N= III? CIN; mgcos6 �024N �024maosen6 = m? .. (1)

- .v dv�030.v dv'
(mg sene + mac cos 9 )uT = m�024d?uT; mg sene + mac cos6 = m -3�030-

gsen9+ao cose = tit =53]:-3-: =%v�030,de donde: v�030dv'=(gsen9+a0 cos6)ds
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. - I2

Integrando: L v�030dv'= I:(gsen9 + an cos6)Rd9; V? = R[�024goose]: + a°sen6| 3] .

�030 . v'2=2R[g(1�024cos6)+a°sen9] .....(2)

(a) En el momenta de la separacién del cuerpo de la esfcra, tenemos que: N = 0 y 9 = 90.

:2

I Luego, de (1): mgcosen �024maoseneo = mvi�024 (3)

De (2) en (3): g cos 9° �024aoseneo = 2[g (1 �024coseo ) + aosen9°]

g coseo -aoseneo = 2 g -�0242gcos90+2aosen6°

3gcos6° �024-3ausen6n = 2g; de donde; gcoseo �024a°sen6°= gg

coseo =3+-aiseneo... (4)

3 g

> D4 2"2�0242R1�0242a°9ee( )en( ). v �024 g 3+�024;sen0 +a0sen

v'2 = 2R[g �024%g�024aoseneo + aosene] = Finalmente: v'= J%g~

an 2 a0
(b) De (4): �024�024-sen6�030,= cosen �024�024. Sea 11 = �024.

g 3 g

Elevando al cuadrado: n�031sen16o= cos2 60 �024§cos9°+3

4 4 4 4
1120- cos2 B0) = cos2 0° �024§cos6o+3; (l+n2)cos2 9° �024§cos6o+(;�024n2)= 0

5:,/�030�024�030�0244(1+n2)(5�024n2>
Resolviendo la ecuacién: cos 90 = 3�024�0249�024�024T9�024

2(1+n1_)

}402l}401fE�0244(£�024n2+312-n4)
C0390= 

V , 2(1+n2)

E: /4n2�024%n2+4114) $1221 �031g+n1�031-§i2?n«/ 5+9n2

9 = j�024�024�024�024;= �024�024�024»= �024�024�024-�024

°°S ° 2(1+n2) 2<1+n2> 2(1+n2)
2 ./ 5 9 2

Finalmente, cos 60 = �024-*'�024T]ZJr2�024Tl�024.

3(1+n )

J 4
(c) Cuando a0 = g , entonces 11 =1 y c0590 =H=E\�024/�024�024i_-.Finalmente: 60 =16,87°

3(1+1) 6 �031
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CAPiTULO VII

TRABAJO Y ENERGiA

7.1. Introduccién ~

En el capitulo anterior se ha visto que cuando se conooen las leyes dc las fuerzas que actfran

sobre una particula y su estado, esto es su posicién y su velocidad, en cierto instante inicial de

tiempo, es posible determinar el estado de la particula en cualquier instante de tiempo posterior

a partir de la determinacién de la aeeleracién de la particula. mediante la segunda ley de

Newton. Esto evidentemente solo es posible en la medida que las leyes dc fuerzas indiquen que

éstas son constantes o que varian en funcién del tiempo.

Entonces, gcomo podriamos deterrninar el estado de la particula en el caso de que las fuerzas

_ fundamentales y las fuerzas elésticas, que varian en funcién de la posicién, act}401ansobre ella?

Surge, entonces, la necesidad de enfocar de forma diferente cl estudio de la mecénica de la

,part1'cula introduciendo el concepto }401sicode trabajo, el que nos conduciré a de}401nirel concepto

de la energia y el principio de su conservacién.

7.2. Trabajo I

Consideremos una particula material en movimiento, segim la trayectoria § mostrada en la

Figura N° 7.1, bajo la accién de una Fuerza E que, en general, puede variar durante el proceso

del movimiento de la particula. En el desplazamiento in}401nitesimald? de la particula, en la

direccién de la tangente a la curva en ese instante, esta fuerza se puede considerar constante y

su componente en la direccién del desplazamiento originaria tal desplazamiento.

' ,FIGURA N° 7.1 _

MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA MATERIAL BAJO LA ACCION DE UNA

FUERZA

3�031di \ 2

1 E
s

F
�030 Y

X 0

El efecto de la componente tangencial de la }401rerzaFT que produce el desplazamiento

in}401nitesimalQ de la particula, segfm la trayectoria en ese instante, sc denomina e1 trabajo

in}401nitesimaldW y se cuanti}401camediante 1a expresién: dW = FTds. (7.1)

Luego, el trabajo debido a la fuerza 1:�030para el desplazamiento de la particula desde la posicién

1 a la posicién 2, se expresaré por: W12 = L2 F-rds _ (7.2)
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La integral definida por la ecuacién (7.2) puede resolverse si la componente tangencial de la

fuerza F, es una constante 0, en general, si esté de}401nidacomo una funcién de §. En este }401ltimo

caso, una representacion gré}401caarbitraria de la funcién FT = FT (s) se muestra en la Figura N�034

7.2. Se observa que el trabajo in}401nitesimaldW corresponde al area del rectangilo sombreado

y, por lo tanto, el trabajo efectuado sobre la particula quedar}401determinado por el area total bajo

la curva FT = FT (s).

FIGURA N° 7.2 I

EL TRABAJO REALIZADO DE 1 A 2 IGUAL AL AREA BAJO LA CURVA

FT

�030 '

;:::;:;::::�0303=;:;a:;;;::;2&:;:;::::: s
0 1 ds 2

Si en la ecuacién (7.1) consideramos que: FT = |F |cos6 y ds = |df{, siendo 9 el éngulo entre

los vectores F y d?, tendremos: dW = |13 |cosG |dfl 0 més simplementez dW = I7�034.di" (7.3)

Luego, el trabajo debido a la fuerza F para el desplazamiento de la particula desde la posicibn

1 a la posicion 2, se expresara por: W12 = _[ 1:".df. (7.4)

Se observaré entonces que el trabajo es una magnitud fisica escalar que cuanti}401cael efecto de

una fuerza o una resultante dc fuerzas que produce el desplazamiento de una particula.

Observar ademés que el trabajo puede ser una cantidad positiva, negativa o cero, dependiendo

del valor del éngulo formado entre la }401lerzay el desplazamiento. Su unidad de medida en el

Sistema Intemacional es N-in que se denomina Joule, cuyo simbolo es J.

Si expresamos analiticamentc la }401xerza13 y el desplazamiento in}401nitesimaldf , tenemos que:

I7�030=Fxi+Fy3+FZl< y 'df=dxi+dyj+dzk

Entonces: W12 =j12(1=xi+1=yj+Fz12).(dxi+dy3+dziE)

Luego, el trabajo debido a la fuerza 13 para el desplazamiento de la particula desde la posicién

l a la posicién 2, se expresaré por: W12 = LZFX dx + Fy dy + F2 dz (7.5)

En general, las fuerzas que act}401ansobre una particula debido 211 media con el que interact}401a

pueden ser constantes 0 variables. En este ultimo caso, las fuerzas pueden variar en funcion dc

la posicién F, en funcién del tiempo 1: 0 en funcion de la posicion f y el tiempo ;,

simulténeamente, de}401niendoun campo de fuerzas; como por ejemplo, el campo de fuerzas de

gravedad de la Tierra. Si la fuerza en cada punto del campo no depende del tiempo, esto es,

13 = 17�034(?),se tendré un campo de fuerzas estacionario. Ademas, si el trabajo realizado por la '

fuerza de un campo de fuerzas estacionario no depende de la trayectoria seouida por la

particula, sino sélo depende de su posicién inicial y }401nal,entonces tendremos zjn campo de
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fuerzaspotencial y las fuerzas de este campo son llamadas conservativas.

7.3. Potencia

En aplicaciones précticas en ingeniexia, como es el caso especial del disefio de rnaquinas,

interesa saber no 5610 el trabajo que se pueda efectuar sino también la rapidez con que este

trabajo se realiza; surge aqui la necesidad dc de}401nirun concepto que mida la capacidad para

producir trabajo.

Se de}401nelapotencia P como una magnitud fisica que cuanti}401cala rapidez con la que se realiza

. .. . dW
un trabajo. Su expresion viene dada por: P =Y (7.6)

' En el sistema intemacional la potencia se mide en Joules por segundo (J/s), unidad que se

denomina watt 0 vatio cuyo sirnbolo es W.

De la ecuacién (7.6), tenemos que el Irabajo in}401nitesimales dado por: dW = Pdt.

�030. . 2

Luego, el trabajo reahzado se determma de: L dW = [:2 Pdt
1

Como, en general, la potencia no es constante, entonces: AW = L2 dW = [:2 P(t)dt.
1

Defmimos la poterzcia media 0 potencia promedio § a aquel valor de potencia considerado

constants que en el mismo intervalo de tiempo, At=t2�024t1,realiza la misma cantidad de

trabajo. Entonoes: AW = }401t�035dt = §(t2 -11) = 1_�031At;de donde: 1-3 = �024AA�024�030:] (7.7)

I

Luego, se deduce que laporencia media 0 potenciapromedio § durante un intervalo dc tiempo

At se obtiene dividiendo el trabajo total realizado AW entre ese intervalo dc tiempo.

A panir de las expresiones anteriores es posible relacionar la potencia desarrollada por una

~ . . _ , , I7�030.�030�024 �034
fuerza F aplxcada a una panicula y la velocidad V de esta, segun: P = 51% = 71:11 = F .

Luego, la potencia serzi: . P = 13.? (7.8)

Observar que la potencia puede ser una cantidad positiva, negativa o cero, dependiendo del

valor del émgulo formado entre la fuerza y la velocidad.

7.4. Energia Cinética y el Teorema del Trabajo y la Energia

Considerando la fomiulacién de la componente tangencia] de la fuerza F1, segfm Io expresado

por la ecuacién (6.18), en la ecuacién (7.2), tenemos que el trabajo realizado por una fuerza o

una resultante de fuerzas para lograr cl desplazamiento de una particula de masa Q desde la

. . , . . , 2

p0Sl0l0n 1 a la 11005101011 2, es: W12 = _[12FTds = I12m:�024:ds=_[1 mdv:�024:=_[]2m vdv

Si consideramos que en las posiciones 1 y 2 la particula posee velocidadcs v1 y V2,

"2
. 1 V2 V2 1 1 '

respectivamente, tenemos. W12 =_[v1 m v dv = HI?�030= Em vg �024Em V12

�030'1
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Este resultado muestra que independientemente de la ley que defina el tipo de fuelza actuando

sobre la particula y la trayectoria que siga ésta para desplazarse desde la posicién 1 a la

posicién 2, el txabajo realizado sobre ella se expresaré como la diferencia entre magnitudes

}401sicasde la forma %mv7' que se pueden asociar a cada una de las posiciones de la panicula

que defmen su estado. Esta magnitud }401sicaque se deriva del movimiento de la particula se

. , , , . �031 1
de}401mxacomo energza cirzetzca y la formularemos como: K = ~2~ m V2 (7.9)

. 1 1
Entonces: W12 =§mv§�024§mv12=K2 �024K1=AK ~ (7.10)

La ecuacién (7.10) se conoce como el Teorema de trabajo y la energia que establece que �034El

trabajo realizado por una }401xerzao la resultante de fuerzas aplicada a una particula, para

desplazarla de la posicién correspondiente a su estado I a la posicién correspondiente :11

estado 2, es igual al cambio que experimenta la energia cinética de la particula entre estas

posiciones�035.Debemos tener en cuenta que esta ecuacidn es vélida }401nicaxnenteen un sistema de

referencia inercial. 1

Observar que cuando la rapidez de la particula es constante, no existe variacién de la energia

cinética de la particula y el trabajo de la fuerza sobre ella es cero, Ademés, la unidad de medida

de la energia cinética en el Sistema Intemacional también es el Joule.

7.5. Trabajo efectuado por una fuerza constante

Si en la ecuacién (7.4) consideramos que la fuerza 1:�030es constante, entonces el trabajo realizado

por la fuerza para conseguir el desplazamiento de una particula desde la posicién 1 a la

posicién 2, seré dado por: W12 = E12 I7�030.df= I7�034.j;12df = 13.62 �024?1)

Considerando que el desplazamiento de la particula es de}401nidapor: A? = F2 �024F1 , tenemos:

W12=F.(f2�024f1)=F.Af (7.11)

Este resultado muestra que si la fuerza que actL'1a sobre una particula es constante, el tmbajo

realizado por esta }401xerzaes independiente de la trayectoria que una a las posiciones 1 y 2.

Una importante aplicacién de la ecuacién (7.11) es la determinacién del trabajo realizado por la

fuerza de la gravcdad 1*-7g que act}401asobre una particula que 'sc mueve en las proximidades de la

super}401cieterrestre donde se considera que esta fuerza es constante.

Luego: W12 = Fg .(?2 �024-F1):Fg .A'r'.

Si la fuerza que act}401asobre una particula es constants, entonces su aceleracién es oonstante y

la méxima extensién del movimiento de la particula estaré limitada a un plano del espacio,

describiendo una trayectoria parabélica, tal como muestra la Figura. N�0357.3.

Considerando que: F3 = �024mg3y A? = (X2 �024x1)§+ (y2 �024y1)3, 1

tenemos: W12 = �024mgj. [(x2 �024x1)i+(y2�024y1)j].

Luego: W12 = �024mg(Y2 �024y;) = -(mg 3/; �024mg 3/1) (7112)
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Este resultado muestra que independientemente de la trayectoria que siga la particula para

desplazarse desde la posicién 1 a la posicién 2, el trabajo realizado por la fuerza de la gravedad

sobre ella se exprcsaré como la diferencia entre magnitudes }402sicasde la forma m gy que se

pueden asociar a cada una de las posiciones de la particula que de}401nensu estado.

�030 FIGURA N° 73
TRABAJO DE LA FUERZA DE GRAVEDAD V

Y

m 2 X
Q 2,y2)

1�031

/ Fg
- X

0 ' _

7.6. Energia Potencial

Se ha de}401nidoque si el trabajo realizado por la fuerza de un campo de fuerzas estacionario no�030

depende de la trayectoria seguida por la particula, sino sélo depende de su posicién inicial y

}401nal,entonces se tiene un campo de fuetzas potencial y las fuerzas de este campo son llamadas

conservativas. De otra forma, una fuerza seré conservativa si su dependencia con la posicién de

la particula es tal que el tmbajo realizado por ella se puede expresar como la diferencia entre

los valores de una magnitud }402sicaque dependa de la posicién, de la forma U(x,y,z), evaluada

en las posiciones inicial y }401nalque denominaremos energia potencial. Entonces, si 17 es una

fuerza conservativa, se "cumple que: Wu = I12F.d? = U1 �024U2 = �024AU (7.13)

Comparando el resultado expresado por la ecuacién (7.13) con la ecuacién (7.12), tendremos

que la magnitud }401sicamgy que se deriva del cambio de posicién de la particula se de}401niré

como una forma de energia potencial que llamaremos energia potencial graviratoria y la

formularemos como: Ug = mg y (7.14)

Luego: W12 =�024(mgy2�024mgy1)=�024(Ug2�024Ug])=�024AUg(7.15)

La ecuacién (7.15) establece que: �034Eltrabajo realizado por la }401zerzade la gravedad es igual

al decremenlo de la energia potencial gravitatoria de la particula�035.

Por otro lado, si expresamos la ecuacién (7.13) en forma in}401nitesimal:dW =I3.d'r' = �024dU;

donde �024dUes el decremento de la energia potencial en la direccién del desplazamiento df.

Luego: FT ds= �024dU;de donde: FT =�024:�024E.Observar que se debe expresar e1 cambio de la

energia potencial U en términos de una derivada parcial porque se to1na,en una determinada

direccién y porque ademés: U = U(x,y,z).

Considerando que las proyecciones del vector desplazamiento in}401nitesimalsobre los ejes

coordenados X, Y y Z son, respectivamente, dx, dy y dz y que las proyecciones de la fuerza
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sobre estos mismos ejes eoordenados son, respectivamente, Fx , Fy y Fl , tenemos que:

aU aU aU
=�024:F =�024�024�024�024F =�024:_ >

F�035 6x �0313' By y 1 62

Tomando en cuenta la representacién analitica de la fuerza: I3 = Fx i+ Fy +Fz k , tenemos:

~ 5U: 3U�030:3U�03013¢ 3': 3* ~
=�024�024-�024�024�024�024k=�024�024�024�024�024kU , ,

F ax] 6y] 62 (BXH-6y)+6z J (XYZ)

. . 3 ': 5 1 3 ~
De}401namosel operador nabla V al vector simbélico de la forma: V =3)? +a�024y_]+Ek, y al

producto de este vector por la funcién escalar U como el gradieme.

Entonces: F = -VU(x, y, x) = �024gradU(x, y, z) (7.16)

E! concepto del gradients es mas fécil de eomprender si introducimos la idea de super}401cie

equipotencial, esto es, �030unasuper}401cieen la que todos sus puntos tienen la misma energia

potencial U. .

De la ecuacién FT = �024%se deduce que la proyeccién del vector F sobre cualquier direccién

que sea tangente a la super}401cieequipotencial en un punto es igual a cero. Esto significa que

este vector es perpendicular a la super}401cieequipotencial en ese punto y que esta dirigido en la

direecién a la disminucién de U. Luego, el gradiente de la energia potencial U es un vector

dirigido por la perpendicular a la super}401cieequipotencial en direccién al aumento de la energia

potencial U. V

7.7. Trabajo realizado por una fuerza variable

Consideremos el caso de la fuerza elastica F5 = �024k?actuando sobre una particula, siendo 15 la

constante eléstica y 1" el vector posicién de la particula respecto a un sistema de referencia.

Entonces el trabajo realizado por esta fuerza sera expresado como:

f2 __ _ _ r2 1 1

W�035= [Fl �024kr.dr=�024Ljr1rdr = �024(�0242~kr§�024§kr12)

Este resultado muestra que independientemente de la trayectoiia que siga la particula para

desplazarse desde la posicién 1 a la posicién 2, el trabajo realizado por la fuerza eléstica sobre

ella se expresarzi como la diferencia entre magnitudes }402sicasde la fonna gkrz que se pueden

asociar a cada una de las posiciones de la particula que de}401nensu estado. Esta magnitud }401sica

que se deriva del cambio de posicién de la particula se de}401niréentonces como energfa

potencial e/dstica y la fonnularemos como: Us = % krz (7.17)

1 1
Luego: W12 = �024(§kr%�024§kr12)=�024(Us2�024U51) = �024AUS (7.18)

7.8. Fuerzas conservativas y no conservativas

Como se de}401niéen la seccién 7.2, lasfuerzas conservativas son aquellas fuerzas cuyo trabajo

realizado, para desplazar una particula desde una posicién correspondiente a un estado inicial,

a otra posicién correspondiente a un estado }401nal,por cualquicr trayectoria arbitraria, no
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depende de la trayectoria entre las dos posiciones. En este sentido, la fuerza dc la gravedad y la

fuerza elastica son fuerzas conservativas toda vez que, como se observé en las secciones 7.6 y

7.7, el trabajo realizado por estas fuerzas sélo depende de las poslciones de la particula en el

estado inlcial y }401nal.

La panicularidad de las fuerzas conservativas es que el trabajo realizado por ellas a través de

una trayectoria cerrada es cero. Se fonnula entonces que: ggidf = O (7.19) .

Por el contrario, lasfuerzas no conservativas son aquellas fuerzas cuyo trabajo realizado, para �030

desplazar una particula desde una posicién correspondiente a un estado inicial, a otra posicién

correspondiente a un estado }401nal,depende de la trayectoria entre las dos posiciones. Un caso

de fuerza no conservativa es la fuerza de frlccién que siempre se opone al desplazamiento de la

particula. El trabajo realizado por esta fuerza es negativo, por lo que se denominan fuerzas

disipativas.

7.9. Conservacién de la Energia

De acuerdo a la ecuacién (7.10), el teorema de trabajo y la energia establece que, en un sistema

de referencia inercial, el trabajo realizado por una fuerza o la resultant: de fuerzas aplicada a

unavpartlcula, para desplazarla de su estado inicial 1 al estado }401nal2, es igual al cambio que

experimenta su energia einética; esto es: W12 = Ilzidf = AK .

I FIGURA N�0347.4

MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA POR AC_CION DE FUERZAS CONSERVATIVAS

Y EXTRANAS

m Estado 2

7 KM
- V

/ C + FCXC 2

�031 Estado 1 f2

(K1,U -

S fl Y

X 0 V

En general, como muestra la Figura N° 7.4, la fuerza que act}401asobre la particula puede ser la

resultante de fuerzas conservativas (136) y fuerzas no conservativas, que tienen otro origen y

V que llamaremos fuerzas extra}401as(Fm) , dc manera que:

2 - - _ 2 �024 _ 2 - _
wn =j1(Fc+Fw).dr=j1 Fc.dr+I1FeXt.dr=AK.

�030 Puesto que el trabajo realizado por las fuerzas conservativas se puede cxpresar como un

decremento de la energia potencial de la particula, entonces: Lz}401c.d? = �024AU.

- Reemplazando tenemos: �024AU+ L2Fm .df = AK . .

Ademas, el trabajo realizado por las fuerzas extra}401ases: Wm = Lzfext .d?.
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Luego: Wm = AK + AU (7.20)

La ecuacién (7.20) es la formulacién del Principio de Conservacién de la energia que

establece que: �034Enun sistema de referencia mercial. el trabajo realizado porfuerzas extra}401as

actuando sobre la particula para desplazarla de la posicién inicial. correspondiente al estado

1, a la posicién }401nal,correspondienre al estado 2, por una determinada trayectoria, es igual a

la suma de los cambios en su energia cinética y potencial entre esos estados ypor la misma

trayectaria�035.

Desarrollando la ecuacién (7.20): We,�034= K2 �024K1 + U2 �024U1 = (K2 + U2 ) �024(K1 + U1) . �030

De}401namosla energia mecénjca total B de la particula en un estado a la suma de su energia -

cinética K y su energia potencial U en ese estado, entonces: E = K + U.

Luego: Wen = E2 �024E1= AB (7.21)

La ecuacién (7.21) es otra fonnulacién del Principio de Conservacién de la energia que

establece que: �034Enun sistema de referencia inercial, el trabajo realizado porfuerzas extra}401as

actuando sobre la particula, para desp/azarla de la posicién inicial, correspondiente al estado

' 1, a lapasicizin}401rzal,correspondiente al estado 2, par una determinada trayectoria, es igual al

cambio en su energia mecdnica total entre esos estados ypor la misma trayectoria�035. v

Observar que si no existen fuerzas extra}401asactuando sobre la particula, entonces an (7.21)

tenemos que: Wm = 0 y por lo tanto: AB = 0 . Esto es, la energia mecénica total de la particula

permanece constante. Por otro lado, si las fuerzas extra}401asactuando sobre la particula son

disipativas, como el caso de fuerzas de rozamiento, cntonoes an (7.21) tenemos que: Wm < 0 '

y por lo tanto: AE < 0. Esto es, la energia lnecémica total de la particula disminuye.

7.10. Problemas

Problema 7.1.- _ '

Hallar el trabajo realizado por el campo de fuexzas F = (Axz +By)§+ Cy23 en el movimiento

de la particula a lo largo del recorrido triangular OabO de la Figura N° 75. LBS potencial el

campo de fuerzas? V

' ' FIGURA N° 7.5

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.1

. Y _

b

X

0 a

Soluci6n.- V

WOabO =Woa+Wab +Wbo-~- (1) . A�030
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Por de}401niciénW�035= _[12F.df = I12[(Ax2 +By)i+cy2 }].(dxi+dy3)

Luego: W12 �024_-J'12(Ax2 +By) dx + Cyzdy

,0

(a) Para la recta Oa: Woa = J'((0a 0))(Ax2 +By)dx +Cy2dy

' A 3 3 Aa3
Como en Oat y=0; dy =0; tenemos: Woa =I§Ax2dx=Tx} =T (2) '

. O

(0.5) 2 2 �030
(b) Para la. recta ab: wab = [(21 0) (Ax +By)dx+Cy dy A

Como en ab: y =�024Bx+b;dy =�024Bdx.

a a

wab =j.°[Ax2 +B(�024_3x+b)]dx+c(-9x+b)2(�0249dx)
3 . a a a

2 2 '

wab =j°[Ax2 �0249Bx+bB+(Lcx2�02423�031~cx+b2c)(�0249)]dx
3 a a2 a a

3 3 3

W ,, =[°[Ax2 �024EBx+bB�024E~Cx2+2b�024Cx�024b�024C]dx
8 3 _ a a3 a2 a

AX3 ° bBx2 ° 0 b3cx3 9 2b3c_x2 ° b3Cx °
Wab=�024�024~�024-~�024+bBx| �024T+�024�024�024T .

3a2aa a3a3a2a2aaa

3 2 - 3 3 3 2 3wab =_Aa +bBa _bBa+b Ca _2b Ca +b Ca

. 3 2a 3a3 2a2' a
3 3 3 3 '

w =�024�024Aa+ati�024abB+E~g�024b3C+b3C.Luego:w =�024~�024�024A�034�024@+b�024C_..(3) '
. ab 3 2 3 V 3�035 3 2 3

(c) Para la recta b0: Who = I ((313) (Axz +By)dx +Cy2dy

3 ° 3
. Como en b0: x = 0; dx = O; tenemos: Who = L:)Cy2dy = �024b�024C(4)

3 b 3

_ V Aa3 Aa3 abB b3C b3C
De (2), (3) y(4) en (1). Woabo _�0243�024�024T�024T+T�024�0243-

�030 Finalmente: Woabo = �024% _

Como un campo dc fuerzas es potencial si el tmbajo realizado por el campo estacionario de

. fuerzas no depende de la trayectoria, esto es, el trabajo reahzado por el campo de fuerzas sélo

depends de las posiciones inicia] y }401nal.Como en este caso la trayectoria es cerrada, e1

desplazamiento es nulo y deberiamos tener Woabo =0. Luego, e1 campo dc fuerzas no es

potencial.
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Problema 7.2.- g .

Sobre una particula act}401ala fuerza P = 2xyi+x23 (N). Hallar cl trabajo efectuado por la

fuerza al moverse la articula del punto (0,0 al punto (2,4 , siguiendo las siguientesQ P

irayectoriasz (a) a lo largo del eje X desde (0,0) liasta (2,0) y, paralelamente al eje Y, hasta

(2,4); (b) a 10 largo del eje Y desde (0,0) hasta (0,4) y, paralelamente al eje X, hasta (2,4), (c) a

lo largo de la recta que une ambos puntos; (d) a lo largo de la parabola y = X2. LES

conservativa osta fuerza?

Soluci6n.-

. . , 2 - .. (14) ¢ 2 1 7 1
Por dc}401mciontW�035= L F.dr. Luego: W,2_= LM)(2xy1+x )).(dx1+dy})

_ (2.4) 2 _ .
Entonces. W�035= J�030w'0)2xydx + x dy.

FIGU_RA N° 7.6

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.2

. Y(m)

(2) .
(0,4) (2.4)

_ (3 '0) _
(2) (4)

5 X(m)

(0,0) (1) (2,0) '

. . O _ '0, (2.0) 2 (2.4; - 2 �030
Trayectona 1 de la Figura N 7.6. Wu = Lo o)(2 x ydx +�030xdy)+_[a o)(2 x ydx + x dy)

Para la primera integral tenemos: y-= 0 y dy = 0 . '

Para la segunda integral tenemos: x = 2 y dx = 0.

Luego: W3�031= j:[2 x (0)dx + x2 (0)) + [012 (2)y(0) + (2)2dy]

W3�031= o +j:4dy = 4y] 3 ; de donde: W5,�035=16J

. . O _ (2) _ (0.4) 2 (2.4) 2
Trayectona 2 de la Figura N Wu �024J10 °)(2 x y dx + x dy) +J'(0 4)(2x ydx + x dy)

Para la primera integral tenemos: x = O y dx = 0.

Para la segunda integral tenemos: y = 4 y dy = 0.

Luego: wff�031= j:[2(o) y(O) + (0)2dy]+ [012 x (4)dx + x�031(o)]

O, 2 Z 2

W1�030:�031=0+Jo8xdx=8x3';ded0nde: W,�03022�031=16J '

0

Trayectoria 3 de la Figura N° 7.6: W3�031= L(o2:))(2 x y dx + xzdy)
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' Como la ecuacién de la trayectoria es: y = 2 x ; entonces: dy = 2 dx .
2 .

2 2 x3

W}? = L[2 x(2 x)dx + x2(2 dx)] = J.06x2 dx = 6?�030

0

Finalmente: W,�030§�031= 16 J-

Trayectoria 4 de la Figura N° 76: Wfz�034= J::))(2 x y dx + xzdy)

Como la ecuacién de la trayectoria es: y = X2; entonces: dy = 2 x_dx.

- 2
2 2 x4

W3�031= L[2x(x2)dx+x�031(2xdx)]=L4)? dx = 4�0244�024L

Finalmente: W12�035= 16 J

Puesto que el trabajo realizado por la fuerza es independiente de la trayectoria, entonces la

fuerza es conservativa.

Problema 7.3.-

Sobre una particula act}401ala fuerza F = (2x2 i+3y2 3)N/ m2. Hallar cl trabajo realizado por

esta fuerza cuando la particula se mueve desde el punto A hasta el punto D en la Figura N° 7.7,

segimz (a) la recta AD, (b) la trayectotia ABD y (e) la trayectoria ACD. CD es un cuadrante

circular. LE3 conservativa esta fuerza?

FIGURA N° 7.7

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.3

Y(m)

B D(3.3)

A E.

1X m)

C

Soluci6n.- _

Por defmiciénz W12 = _[1213.d? = L2 (2x2 i+ 3y2 ).(dx + dyj). Luego: W12 = L2 2x2dx + 3y2dy.

. _ (323? 2 2 �030(a) Para la tecta AD�030WAD _ [(01) 2x dx+3y dy

' 2

Como: y =3x+l, entonces: dy = Zdx. Luego: WAD = I 32x2dx+3[Ex+1J [Zdx) .

" 3 3 0 3 3

T 3 8 8 26 x3 8 x2 3 .
, W = 2 2+�0242+�024x+2d= �024�024�024+�024�024+2

AD I0�0359x 3 H 93 32 X0

WAD = (26+12'+6)J. Luego: WAD = 441
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(b) Para Ia lrayectoria ABD: WAD = WAD + WDD ' _

_ (Q3) 2 2 (3,3) 2 2WAD _j(0_1) 2x dx+3y dy+j(0_3) 2x dx+3y dy

Como en AB: x = 0; dx = O y en BD: y =3; dy = 0 ; tenemos:

3 3

WAD �024L3y dy+j0 2x dx �0243�0243�024L+2? 0 �024[(271)+18]J. Luego. WAD -44]

(c) Para la trayectoria ACD: WAD = WAC + WCD

_ (°=°) 2 2 (3,3) 2 2WAD {(0,1) 2x dx+3y dy+_[(0,0)2x dx+3y dy A

- Como en AC: x =0; dx = 0 y en CD: X2 +(y�0243)2=9; entonces: x2 +y2 �0246y+9=9.

. �0242
Resolwendo: x2 + y2 �0246y = 0; de donde: x = �030[6y�024y2 y dx =m.

2 x/6y �0243'2

0 3 (6 �0242y) 3
W = 32d 26�0242�024�024d32dAD L Y y+_[0 (Y y)2 y+j�0310yY

y3 ° 3 Y3 3

WAD =3�024+1 (6y�024y2>�0342(6�0242y)dy+3�024 . .
3 1 0 3 O

Haciendo: u =6y-y2; du = (6�0242y)dy;u(y =0)=0; u(y=3)=9

. 9 _

WAD =(b�0241)+j9u1/2du+(27�024o)= 26+Zu3/2| = 26+3(9)3/2
O 3 0 3

WAD =(26+l8)J.Luego: WAD =44] '

A la luz de los resultados, el trabajo no depends de la trayectoria, entonces la fuerza es

conservativa.

Problema 7.4.- �030

Un cuerpo de masa Q ubicado sobre un plano horizontal se desplaza con velocidad inicial V0.

Hallar: (a) La potencia media desarrollada por la fuerza de triccién durante todo el tiempo del

movimiento, si cl coe}401cientedc friccion cs 1.1. (b) La potencia instanténea méxima desarrollada

por la fuerm de friccion, si e] coe}401cientede friccion varia segfm p.= bx, donde l_) es una

constante y 3 es la distancia recorrida por el cuerpo desde que inicia e1 movimiento.

Soluci6n.�024

�030 - -r - . �030W12
(a) Por de}401mcronde potencla. P = Tt (1)

_ Observar que debido a la aocion de la fuerza dc rozamiento 13, = �024uNi, el cuerpo llegaré al

reposo. Si u es constants la desaceleracién también seré constante.

. �030 mvg mvg
Del teorema del trabajo y la energia: W12 = AK = K2 �024K1= 0�024�0242�024�024.W12 = �024�024i�024(2)
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. �030 Ademés: V2 �024V1=§t.Ana1iticamente:(0�024V0)§=at§.Luego: a =�024\,t�024°...(3)

�030Dela dinémica: I7�030= m5. Entonces, de1D.C.L. de la Figura N° 7.8: 13, + N + mg = mi.

�031 FIGQRA N° 7.8
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.4

N�031 _ .

V1: V0 \-72 = 0

:7 :'�034-x

Fr
»

Analiticamentez �024pN§+N}�024mg}= mag. Tenemos: �024p.N=ma (4) N = mg (5)

De (5) en (4): -�024p.mg=ma; de donde: a = �024;,1g(6)

De (3) y (6): �024pg=�024:t9�024;de donde: t=:�024;(7)

_ 2 _

De (2)y(7) en (1): P=�024Eg[;/0-.Luego: ' '
ZVO 2

�030 (b) Si u=bx; de�030(6),tenemos:a=:�024:=%%x?=V§%=�024bgx.

. . v x . .V2-V3 »bgx2
Resolv1endo. Ive vdv �024�024bgJ'0xdx , de donde. �0242�024�024�024-7.

Luego: V2 �024v3= �024bgx2;de donde: v =,�031V%�024bgx2 (7)

Por de}401nicién,la potencia instanténea desarrollada por la fuerza dc rozamiento scré:

P=F,.\7... (8)

Luego: P =�024bxmgi.,/V3�024bgx2§=�024bxmg,Ivg�024bgx2 (9)

El valor de 3 para el cual P es méxima se obtiene de: 33? = 0.

d 2b
0 = �024bmg�024d;(x,[v(2,�024bgx2) = �024bmg(,[V%�024bgx2�024 )

. 0 g

2

Tenemos: JVE �024bgx2mi; V3 �024bgX2 =bgx2

Jvg �024bgx2

Luego: V3 =2bgx2; de donde: x 3% =v�0240(10)
25% ,/2bg

' 9 . �030 V0 2 Vg
De (10) en( ). Pm�034=�024b(m)mgV0 �024bg(§b�024g)

�030 V V2 V V . mvzx/E
Pmax = �024b(}401)mg,,V%-70 = �024b(�024�030/§%g.)1ng�024\/%.Fmalmentez Pmx = �024�024°2�024~
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�030 - Problema 7.5.�024 _

�030 Una particula de masa Q gira en una trayectoria circular de radio I_{ con una aceleracién normal

que varia en funcién del tiempo segim la ley aN =kt2, donde 3 es una constante. Hallar la

dependencia entre la potencia de las fuerzas que act}401ansobre la particula y el tiempo; asi

como, el Valor medio de esta potencia durante los prirneros 1 segundos dc movimiento.

Soluci6n.- I .

Porde}401nicién:P=1'=.v (1)

Por dato del problema: aN = k t2, (2) I \

2 . .

Por de}401nicién:aN = �034E= kt�031,dc donde: v = x/kR t2. También: v = x/kR :2 {IT (3)

Ademés: F = F143, +FN}401N= maT}401,+maN}401N (4)

Por de}401niciénzaT = 3?: = £6/kR t) = «lkR (5)

De(5)y(2)en(4): ]3=m«/kR}401T+mkt2}401N...(6) b

De (6) y (3) en (1): P = (mx/kR aT +mkt2 }401N).x/kR:2 aT

Lues°= .
. . �024 AW

La potencra medxa es dada por: P = »AT (7) I

' . dW
Como la potencra es: P = �024Et�024,entonces: dW = P dt = rr1kRtdt

. . 1 t 1 2
El trabajo reahzado es: AW=I0mkRtdt = mkR�030[otdt= 3mkRt (8)

. �030B 2 A

De (8) en (7) y considerando que At = t, tenemos: P = . Finalmente:

Problema 7.6.- V

Actuando con la fuerza I3 dirigida siempre por la tangente a la trayectoria, se hizo subir muy

lentamente a un monticulo de altura }_1 y longitud de su base £�031un cuerpo peque}402ode masa m.

Hallar e1 trabajo realizado por esta fuerza, si 1; el coe}401cientede friccién.

FIGURA N° 7.9

DEL ENIJNCIADO DEL PROBLEMA 7.6

F

h
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�030 �030 Soluci6n.- A

�030 Aplicando cl teorema del trabajo y la energia: W�035= AK .

Como el cuerpo peque}401ose mueve Ientaménte: AK = 0 y W�035= 0

Por de}401nicién:wn = L2i5.df = 0. Dela Figura N° 7.10; j12(F+ 1?I+F, +I7�030g).df= 0

FIGURA N° 7.10

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.6

.\ Y; §

N 501?
[HT ---___._9_..X.

_ 6< F�031 �030. h

uN / �031Fg

[ .

2�024_2- 2�024_2�024a_'2-__ 2�024,2�024,2�024,
j11=.dr+[1N.di+j1f,.dr+j1Fg.dr =O,dedonde. [1 1=.dr_-[1 N.dr�024I1f,.dr�024J1Fg.drV

Analiticamente: ~ �031 �031

2 �024L 2 , , 2 , , 2 , A ,
�030 I1 F.dr = �024J1�024NuN.ds uT �024I] �024pmgcos6uT.dsuT �024_{1mg(�024sen6uT+ cose uN).ds uT

2 �024 _ 2 2 ' 2 �024 _ I h

J] F.dr =0+.[1 pmgdsoos6+_[1mgdssen6;de donde: L F.dr =y.1mgI0 dx+mg_[0 dy. 7

J12 id? = umg e + mg in . Finalmente: _[12F.df = mg (pf + h) - '

Problema 7.7.�024 .

Una teja de masa Q desliza desde el reposo por un plano inclinado que forma un éngulo on con la

horizontal, y al recorrer en el plano horizontal la distancia g se detiene. Hallar el trabajo realizado

por las }401xerzasdc rommiento en todo el trayecto, Considerando que el coe}401cientede friccion es p..

Soluci6n.- V

Aplicando el Teorema del Trabajo �024Energia al tramo 1-2 dc longitud § de la Fi gura N° 7.11:

FIGURA N° 7.11

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.7

7, =6 - 1:1 �031 ~
' 1 Frl 1

5 dfl 1:12 I

a I? a V, Frz d}402 x73 = 6

3 2 L 3

is V
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. v_ _ __ �030�030�030_ _ I _

W�035= AK =K, �024K1=%mv§.Luego:L: N1.dr1 +L: F}402.drl+L: Fg.dr1 =�0242�024mv%.

Como N _Ld1""_[S N d? :0 Tenemos�030[5 13 cl? +IS1ng(senoci�024cosoc])dx;=lmv2
I I- 0 1' 1 ' �0300 r1�0311 0 �030 2 2

s » _ s �031 1 s - , 1
I0 Fr1.dr1 +�030J.0mgsenocdx = Emvg; de donde: L) Fr].dr1 + mgssena = Emvg .

_ _ 1 -
Luego: L:Fr1.dr1= Emvg �024mgssena...(l) V '

Aplicando cl Teorema del Trabajo �024Energia al tramo 2-3 de longitud L de la Figura N° 711: _

1 L ~ _ L -» _, L ~ _ 1

W23 = AK = K, �024K2 = o �024§mv§.Luego: jo N2.dr2 +[0 F,2_dr2 +j0 Fg.dr2 = �024§mv%. .

�031 �024 A - _ 'L �024 - ' L �024 _
Como N2 J_dr2 y Fg _Ldr2 , entonces: L) N2.dr2 = 0 y [0 Fg.dr2 =0.

L �024 _ 1
�030Tenemos: L) Fr2.dr2 = �024§mv%...(2)

s -�024 _ L �024 ..

De (1) + (2): Wmz = [0 Fr1.dr1+I0 Fr2.dr2 = �024mgssena...(3) .

Dinémica de la teja en el tramo 1-2 de: la Figura N° 7.11: 1:�030= m§,; 13,, + N, + 1.75 = mil -

Anahticamente: �024uN, + N1+ mg(senocf �024cosocfi) = ma, 1?

(-}.LN1+ mgsenoL)f = ma, f ; de donde: mgsena �024p.N, = ma, ...(4) �030

(N, �024mgcosa)j= 0 ; dc donde: N,-= mgcosor. ...(5) -

De (5) en (4): mgsena �024u.mgcosa= ma, Luego: a, = g(sena�024pcosa)

Dela cinemética de la teja en el tramo 1-2 de la Figura N° 7.11: V3 = V12 + 25l.(? �024'r'0).

Reemplazando valoresz vg = 2 g(senoL�024ucos 0015;; de donde: vi = 2gs(senoL - pcosoz) ...(6)

Dinémica de la teja en el tramo 2-3 de la Figura N° 7.11: I3 = m§1.Luego: 13,2 + N2 +Fg = m§2

Analiticamente: �024uN2f+ N2 3�024mg3= mazi

-uN2i=ma21f;de donde: ~pN2 =ma2 ...(7)

(N2 �024-mg)j=0;dc donde: N2 = mg ...(8)

De (8) en (7): �024p.mg= m 3.2. Luego: 212 = �024p.g

Dela cinemética de la teja en el tramo 2-3 de'1a Figura N�0357.11: v§ = v% + 2§2.(f �024Eb).

Reemplazando valores: 0 = v% �0242ug§.Li.Luego: vi = 21.LgL ...(9)

L
D6 9: ~ :2 -ddd:=�024�024"�024}...1e( )y() 2gs(sena ucosa) pgL, e on e s (Sena__uc0Sa) (0)

De (10) en (3): Wmz = L: 1_5r1.d}401+'[: 13r2.df2 = �024mg[ )sma.

. _ s �024 _ L �024 __ pmgL
Fmalmente. Wmz = �030[0Fr1.dI�0301+1-0 VFr2.d1'2 =" -
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K �030 .

�030 Problema 7.8.~ �030 - ,

Uno de los extremos de una cadena de masa m y longitud L que se encuentra sobre una mesa

cuelga del borde de la misma. Cuando la parte suspendida constituye un factor 11 de la longitud

de la cadena, ésta comienza a deslizarse. g,Qué trabajo realizarén las fuerzas de rozamiento, que

act}401ansobre la cadena, durante su deslizamiento total desde la mesa?

Soluci6n.-

Sea 11L, en la Figura N° 7.12, la longitud de la porcién de cadena suspendidaeuando ésta se

encuentra en equilibrio, por lo que la Iongitud de cadena sobre la mesa es L �02411L .

FIGURA N° 7.12

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.8

F, l<�024L - nL I T
<-

F3,

De la Dinémica de la porcién 1 de cadena sobre la mesa: I3 = 5. Asi: 141:1 +13, +1381 = 5. ~

Analiticamente: T?+Nj�024pNi�024L�024�031LLLmgj=6.(T�024pN)§= 6; de donde: T =m ...(1)

L - L 1 -�030 \
(N�024Tnmg)J= 0; de donde: N=(l�02411)mg...(2)

De (2) en (1): T = p.(1~n)mg ...(3)

FIGURA N° 7.13

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.8

. 1: V
T

11L

_ i
F82

De la Dinémica de la porcién 2 de cadena suspendida de la Figura N° 7.13: F = 5 . >

> T+Fg2 =5.AnaI1'ticamente: (T�0241�024Lmg)3=6;dedonde: T=nmg ...(4) .

De (3) y (4): p.(l�02411)mg=nmg. Luego: p =1�024:1�024T1�024...(5)

FIGURA N° 7.14
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.8 '

d N

F, I<�024L �024x I '-f�031

- 4--

F3,

Sea 5, en la Figura N° 7.14, la longitud de cadena que cuelga en un instants de su movim1'ent_o.

Entonces: N+ F81 = 6 .
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4 .

�024 �024 �024 ~. L-
De donde: N= �024Fg1=�024(LTl)�030«)mgj.Luego:N:-(~�024[�030i)mg...(6)

Por de}401nicién:13'. = �024|.LN§...(7)

De (5) y (6) en (7): F, = -1-_T�030�024T](I�031]+){)m-g1T.

Por de}401nicién,el trabajo realimdo por la fuerzayde rozamiento durante su deslizamiento total

. L �024 _ L 11 (L �024x) ¢ ':
desde la mesa es. W, = InLF,.dr = IHL-1�024:~}401Tmg1.dx1 .

A mg L�030 mg L X2 L
W'='}401WInL�030L�030�031�030�031�030�030�031�030�034(T�024}401�034711L

2 _ 2L2) m g

W =_Lm_g_ L2_ L2 _g�030_i_=__L 2L2._2 L2_L2 2L2
, (Hm ( n ) 2 2(1_n)L( 11 +71 )

_ _n_ma£ _ _ 2 _ _@ _ 2

nmgL(1-n)2 . . _ n(1-n)mgL
W, = �024-W.Fmalmente. W, �024�024�024~�024§�024 »

Problema 7.9.-

Partiendo del reposo, desde la super}401ciede la Tierra, asciende un cuérpo de masa Q sobre el

que act}401auna fuerza que varia con la altura de elevacién y segfm la ley F = �0242m§(1�024ay),

donde g es una constante positiva. Detenrninar: (a) el trabajo realizado por esta fuerza en la

' primera mjtad del camino de ascenso y (b) el correspondiente incremento de la energia

potencial del cuerpo en el campo gravitatorio de la Tietra, supuesto homogéneo.

Soluci6n.-

Sea }_1 la méxima altura alcanzada por el cuerpo en el nivel 2 de la Figura. N° 7.15. Aplicando

el Teorema del Trabajo y la Energia a los puntos 1 y 2: W12 = AK . �031

2�034 2 _ _

Luego: IF.d? = K2 �024Kl.Entonces: I(F+Fg).df =-;�0241nv%�024%mv]2.
1 1

FIGURA N° 7.15

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.9

-------�024-----2;v2=O

[ {iv = �0242mg(1�024ay)

h .

L T 13 = m§
y 2 .

- u;-------�024--l;v1=O

Como el cuerpo parte del reposo VI = 0 y en la méxima altura V2 = 0, tenemos:

2

J.[-2m§(1�024ay)+m_g'].d?=0.
1

 / I56



( . .

Luego: �0242mgj:<1�024ay)<�0243>.dy3+j:mg<�0243>.dy3=o.

a 2 h I
2mg�030r�030(1�024ay)dy�024mg'{hdy=0;2mgy|:;�024y �024mgy|l(;=0 �031

0 0 2 0

ah2 I
2mg h�024�0242-�024�024mgh= 0; de donde:1�024ah=0. Luego: h =�024.

a

/2 _ _ /Za _ _ _ V

(a) W =r F.dr = r�0242mg(1�024ay).dr= 0

0 0

1/2 2 1/2a .

W = 2mg [(1 �024nay)dy= 21ng[y|:)/2�035�024-Ely
0 2

0

_ , 1 I a" 1 2 1 1 . 3 '3 mg
:2 �024�024�024z .: �024�024�024:= : _ : W=�024�024�024:

_ W "�030g[2a2[2a) ] 2"�030g[2a8a:I 2'"g[sa] L�034°g° 4a

bAU= �024=1/2 F'.l t-A'U=9L() 8 mg(y2 yl) mg( a). ma men e. 8 2a

Problema 7.10.- .

_ Un cuerpo de masa _n_1 se encuentra sobre un plano horizontal liso, sujeto a un resorte de rigidez

g, el cual esté. }401joa la articulacion P, Ver Figura N° 7.16. La longitud del resone no deformado

es L0. En el instante injcial cl cuerpo esté desviado de la posicién de cquilibno una distancia g

y luego se suelta. Determinar la velocidad del cuerpo en el instante que pasa por la posicién dc

equilibrio.

FIGURA N° 7.16

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.10

I<�024a �024�024>I
0 In

7 J/%///////// . //4

. L g

i x ,,  

S0luci6n.- '

Aplicando el Principio de conservacion de la energia al cuerpo entre los estados inicial y

cuando pasa por la pqsicion de equilibrio, tenemos: Wm = AK + 2 AU = AK + AUS + AUS .

Como e1 cuerpo se mueve en direccién horizontal, entonces: AUE = 0.

�024 - 1 1 1 I
Luego: _[N.dr = EmV2,�024*2�030mV3+5kx2 �024§lo:(2,.

W�030 157



Como en la Figura N° 7.17, la fuerza de interaccién nonnal N actL'1a perpendiculannentc a la

direccién del desplazamiento del cuerpo: JN.df = 0. Ademés, en la posicién inicial del

cuerpo: V0 = 0; x0 = \/L2 +212 �024L0.Cuando el cuerpo pasa poi" la posicién de equilibrio: I

X = L -�030L0.

�030 FIGURA N° 7.17
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.10

F1

V . _ - - . . - ~ In
�254:|I l .- I .

7 /�031,�031,/(gf//////4

E FL E .':Fg

Simpli}401candoy reemplazando valores: 0 = mvz + k (L �024Lo )2 - k(\J L2 + a2 �024L0)2.

0 =mv2 +k(L2 �0242LL0+L%,)�024k(L2+a2 �0242L0\/L2+212 +L%,) '

o = mvz +k(Lz �0242LL0+L2o�024L2�024a2+ 2L0\/L2 +a2 �024L%,)

o = mvz +k(-2LL0 �024a2+2Lo\/L2 +a2 ) = mvz �024k[a2+2L0(L-x/L2 +a2 )1

k
mvz = k[a2 +2L0(L�024\/L2 + a2 )1. Finalmentez v = , (Eu? +2L0(L�024«/L2+ a2 )1

Problems 7.11.-

Una peque}401abolita desliza sin velocidad inicial de la c}401spidede una rampa lisa de altura }402que

tiene un trampolin horizontal. Ver Figura N° 7.18. 4;Con que�031altura _l1 del trampolin, la bolita

recorreré la mayor distancia §? (,Cua'1l es el valor de §? '

FIGURA N° 7.18 '

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.11

. H �030 . �030

Soluci6n.-

Aplicando el Principio de conservacién de la energia entre los puntos 1 y 2 de la Figura N°

7.19: Wm =AK+AUg. Luego: J'1?I.d? = 0 = %mg �024-0+mgh�024mgH.

Despejando: imvg = mg(H �024h); obtenemos: vg = 2g(H �024h). .
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Cuando la bolita abandona la rampa, describe una trayectoria pambélica. De la ecuacién de la

2

trayectoria de un proyectil: y = x tg6 �024�0245g�024x�024T.

2V2 cos 6
2 .

Aplicando para 9 = 0° y el punto (s,�024h)de la Figura N° 7.19, tenemos: �024h '= isj .

. �030 2[2g<H�024h)] .
> FIGURA N° 7.19

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.1 1

1 N a

H _. 2 V2 X

I N.R. 11 s

Q « (S. -h)

Despejando: 52 = 4(H �024-h)h ; por lo que: 5 = 2x[Hh �024hz (1) ,

El valor de h para el cual § es maximo se obtiene de: E = 0.

e Luego: 0=2[1j}402;dedonde:H�0242h=06 h=E (2)

U 2 \/Hh�024h2 2 �031

2

Reemplazando (2) en (1): s = 2\,�030H(E)�024H�024.

J 2 4

2 2 IT

Simpli}401candozs = 2.. �024EL = 2 IH�024. Finalmentez .

2 4 N 4

. ; FIGURA N° 7.20

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.12

. A 5 J

E 2r Ii

__ ----._7:._.-.-. _ -.

. r I B _

. Problema 7.12.-

e, �030 Una cuenta de masa m se lanza desde el punto A, en el alambre sin rozamiento que se mueatra

en la Figura, N�0357.20, con una. rapidez inicial V0. El alambre se halla en un plano vertical. (a)

(;Cua'l seré su velocidad cuando llegue al punto B? (b) [A que�031altura _l1 viajaré a lo largo de la

parte vertical antes de que inviena su movimiento? (c) 1,Qué }401lexzamedia de rozamiento seré

necesaria para poner la cuenta en reposo en el punto B?
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A y

(3) Aplicando el Principio de conservacién de la energia a la cuenta entre los puntos A y B, de

la Figura N° 7.21, tenemos: We,�034= AK + ZAU = AK +AUS +AUg.

FIGURA N° 7.21
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.12

> As j %

\ C
5 2r T A

«/3 r5 h

V �030 .1)____._;___§9§I�030_l_N~B-_
r 2 I B

Como sobre la cuenta no act}401anfuerzas elésticas, entonces: AU5 = 0. A

B �024 _ 1 1 - ' -
Luego: IA N.dr = Egnv}401�024§mvg+mgyB �024mgyA.

Como la fuerza de interaccién normal N act}401aperpendiculannente a la direccién del

desplazamiento de la cuenta: _[:I:I.df = 0. Ademés, en la posicién A de la cuenta: VA = V0;

yA = «/3 r . Cuando la cuenta pasa por la posicién B: yB = O .

-�024 Reemplaiando valores: 0 = %mv§ �024%mv%+ O �024x5 rm g .

0=v%;�024v3�0242~/§rg;dedonde:vB="v3+2«/irg �030 .

(b) Aplicando el Principio de conservacién de la energia a la cuenta entre los puntos A y C de .

Ia Figura N�030�0317.21, tenemos: Wm = AK + ZAU = AK + AUs-+AUg. �030

9 Como sobre la cuenta no act}401anfuerzas elésticas, entonces: AUS = 0.

C �024 _ 1 I
Luego: IA N.dr =-2-mvé �024�0242�024mvi+mgyC -mgyA.

C-omo la fuerza de interaccién normal �0301:1 actila perpendicularmente a la direccién del

desplazarniento de la cuenta: J-fI:I.d?= 0. Ademés, en la posicién A de la cuenta: VA = V0;

yA = x/31'. Cuando Ia cuenta alcanza la posicién C: vc = O y yc = h.

Reemplazando valores: 0 = �024%mvg+ m g h �024x/3 rm g . '

�030 V 2

0: �024v%;+2gh�0242«/grg;de donde: 2gh= V3-i~2x/§rg.Fina1mente: h=%I9+~/Er

E

(c) Aplicando e1 Principio de conservacién de la energia a la cuenta entre los puntos A y B de

la Figura N° 7.21, tenemos: Wm = AK+ ZAU = AK +AUs +AUg.
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Como sobre la cuenta no act}401anfuerzas elésticas, entonces: AUS = 0.

Luego:]-2l:l:I.dY+�030[1l:l3,.df=-;�024mv%,-%mv,2,�030+mgyB �024mgyA.

Como la fuerza de interaccién nonnal I-(I act}401aperpendiculaxmente a la direccién del

desplazamiento de la cuenta: I:I:I.df = 0. Ademés, en la posicién A de la cuenta: VA = V0;

yA = x/§ r . Cuando la cuenta alcanza la posicién B: VB = 0 y yB = 0.

Reemplagando valores: J':�024§r}401-r.dsf1T =�0300 �024émvg + O�024x/grmg.

~ B l
. �024�024Fr_[Ads=�024§mv%�024\/grmg. �030I

Considerando que para la trayectoria AD, ds = 2r de y que para la trayectoria DB, ds = rdB,

�024 D B 1 �030
: tenemos: Fr(_[A 2rd6+J'Drd6)=Emv%+\/irmg

Considerando los émgulosz l_7,-(2r [:3d9 + rfgde) = gmv}401+ «/3 r m g .

Integrando: F;(2;3n�024+r1I:)=%mvg+«/grmg;de donde: l?;(5%) =%mv3 +x/irmg.

.9

. ~ 3m V8 �030
�030 Fmalmente: Fr = %(�024+ x/5 r g)

5 7: r 2

Problema 7.13.-

Una cadcna }402exiblede longitud L y peso _V! esté colocada inicialmente en reposo sobre una

super}401ciesi friccién ABC, estando el extremo D a una distancia L �024a de B, como muestra la

Figura N° 7.22�030Demostrar que cuando el extremo D llega al punto B la velocidad de la cadena

es: v = x/(g /L)(L2 �024a2)senoc' .

FIGURA N° 7.22

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.13

|<- L - ->|0 A D 3 B/4\a I

V . I on > C

$oluci6n.- .

Aplicando cl Principio dc conservacién de la energia entre los estados 1 y 2 de la Figura N°

7.23, tenemos: Wm = AK + AUg = K2 �024K, + Ug, �024Ug,.

~ - 1 1
= Luego: jN.dr=§m2v§ �024§m,vf+m2gh, �024mlgh, �030 . �031

Donde: H11 =ka, m2 =kL, V1=0, V2 =v, h1=�024%senoc,hz =�024%senoL,siendo A la

densidad lineal de la cadena. -
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�030 Considerando que las fuerzas de interaccién por contacto normal 1:1 entre la cadena y las

super}401ciesen las cuales se apoya, act}401aperpendicularmente a la direccién del movimiento de

la cadena, el tmbajo realizado por estas fuerzas es cero.

FIGURA N° 7.23

�030 . PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.13

N]

A N.R. ' i a 1:12 A N.R. "\L III �030

(3/2) 5°�034°�0303* \ (L/2) senoc "
ml ~ \

m2

Estado 1 a C Estado 2 a C -

1 2 L a
Entonces, reemplazando valores, tenemos: 0 = EALV �0240 + ).Lg (-ESCIIO.) �024hag (-§senoL) .

Resolviendo: 0 ='Lv2 �0240 �024'L2gSena + azg senot

Lvz = Lzgsena �024azgsena = g(L2 �024a2)senoL . Finalmente: v = �030Kg/ L) (L2 �024a2)senoL

Problema 7.l4.- �030

Sobre una super}401ciehorizontal se ubica una tabla con un bloque de masa 11 ubicado sobre ella

que se ha }401jado,mediamc un cordén elastico liviano no defonnado dc longitud L0 , a un punto 0.

Ver Figura N° 724. El coe}401cientede }401icciénentre el bloque y la tabla cs 11. La tabla se mueve

lentamente hacia la derecha hasta que el bloque empieza a resbalar sobre ella Esto ocurre en el

momento que el cordén se desvia desde la vertical un alngulo 9�030Hallar e1 trabajo que ha sido

realizado hasta ese momento por la fuerza de }401icciénque act}401asobre el bloque en el sistema de

referencia }401joa la super}401cie.

FIGURA N° 7.24

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.14

7// //
0 . I .

. LO

.,£(4%$,�031.//,/// //'/////�031/¢//////é

Soluci6n.-

Aplicando el Principio de Conservacién .de la Energia entre los estados inicial y }401nal,tenemos:

Wm = AK +AUg + AUS; donde Wm es el trabajo realizado por la fuerza de friccién sobre el

bloque. Como la tabla se mueve lentamente haciendo que el bloque no se mueva respecto a

> ella, entonces: AK = 0. Ademés, como el desplazamiento del bloque, respecto al sistema de

' referencia }401joa la super}401cie,es horizontal, entonces: AUg = 0.

Luego: We,�034= AUS =�024;�024kx2(1)
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\ Donde 1_( es la constants eléstica del cordén eléstico y 5 su estiramiento para la posicién }401nal

del sistema que se muestra en la Figura N° 7.25.

V FIGURA N° 7.25 .

. PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.14

I '/,7 //.//z

059 Lo +)I(:J .

Lo: F 6

I S I":

r''�030�030.7

I \ "z%////./�031/////////4' /7/X/////,/V/////7//.

mg »

L L 1- 9
Dela }401guraN° 7.25: cos6 = �024°;de donde: x =�024�024�030L£Z(2)

L0 + x cos 6 V »

Antes de que el bloque empiece a resbalar sobre la tabla: Z? = 5. .

Luego: 1:I+I�0247s+m§+13r = 5.

Analiticamentez N]+ kx(�024sen6§+cos63)�024mg} +pN§ = 5

(�024kxsen6+;.1N)i=5;dedonde: pN=kxsen(-) (3) -

(N+kxcosG�024mg)3=5;dc donde: N: mg�024kxcos6 (4)

De (4) en (3): pmg-ukxcos}402= kxsene.

Luego: k=2 (5)

(sene + p cos 9) x �030 .

1 2 1
De (5) en (1): we,�034= �024~»�035�034�030gxj=-2 (6)

2 (sene + 5,: cos 9) x 2 (sene + 11 cos 0) _

L 1- 6
Finalmente de (2) en (6): Wm =l 

2 (sen9+p.cos 9)cos9

Problema 7.15.-

La energia potencial de una particula en cierto campo se expresa: U = �024%�024E , donde g y l_J son

. r I .

constantes positivas, g es la distancia hasta el centro del campo. Hallar: (a) el valor de 5

correspondiente a la posicién de equilibrio de la particula y (b) el valor méximo de la fuerza de

atraccién. (c) Representar gré}401camentelas dependencias U(r) y F(r).

Soluci6n.-

(a) La posicién de equilibrio de la particula corresponde a su valor minimo de energia Umm.

�030 Luego el valor de g para el cual la energia U(r) es minima, se obtiene dc: �030:::U= 0 .

Derivando: �0242�024:+ �024bi= 0 ; de donde obtenemos: r = 2-3. . .

]' ]" b . '
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~ (b) La fuerza F(r) asociada a la enérgia potencial U(r) de la particula, se determina a partir de:

F=�024gg..Entonces: F(r)= -1 :2-E .Luego: F(r) E +E�030�024£2.

dr (1? r T I3 r �030

El valor de 1 para el cual la Fuerza de atraccién F(r) es maixima, se obtienc de: :�024F= O .

r

Derivando: �0246�024a+& = 0 ; de donde: r = 11-.
4 3 b

r r

3 3 ' 3 _ . 3

Reemplazando en F(r), tenemos: Fm�034= +12; �024L2 =L3:

27 a 9 a 27 a

. b3 , �030
F1n§1mente. Fmax = �0242�0247zi�0242-.

2a a b b2
(c) Reemplazando el valor de 1' = �024en'U = �024�024�024, tenemos: Umin = �024�024.

b [2 I 43'

Las gré}401casde las dependencias pedidas se muestran en la Figura N° 7.26.

b FIGURA N° 726

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.15 -

U(r)

F(r) .

o '

Problema 7.16.-

Un muelle liviano dc rigidez 3 y longitud I_. esté. en posicién vertical sobre una mesa. Desde la

altura E, respecto al nivel de la mesa, cae sobre el muelle una bolita de masa ;n_. 4;Qué

velocidad m}401ximatendri la bolita durante su movimiento hacia abaj 0? No hay rozamiento.

Soluci6n.�024

Sea 5, en la Figura N�030�0317.27, la compresién del muelle en un cierto instants. Por e1Principio dc

Conservacién de la Energia: Einicial = E}401m,. Luego: rngH = lmvz + mg (L �024x) + lkxz.

2 2

Despejando: gmvz = mg(H�024L+ x)�024%kx2;Obtenemos: V2 = 2g(H �024L+x)�024�024k~x2;
m.

de donde: v=. , 2g(H�024L+x)�024£X2 (1)
\ m .
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�030 FIGURA N° 7.27

PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.16
. .

. 1

H 1

I
1 O

L E

X Estado Estado

inicial }401nal '

E1 xi/alor de 5 para cl cual la velocidad y es méxima se obtiene de: :�024V= 0 .
x

d +#*k�034:1 2% - 25 X
Luego: 0 = E1�030/2g(H�024L+x)-�024x=§ 

m Vf2g(H�024L+x)-Exz

Se debe cumplir que: 2g �02423x = 0 ; de donde: x =% (2)
m

2 2 »

Reemplazando (2) en (1): vmax = {2g(H�024L+E~g~)�024-E-mi .
N�031 k m k2

2 2 2 2

Entonces: Vmax =1�0302g(H �024L)+�024%g-�024�024x�024n�024kg�024�024. Luego: vmax = J 2g(H�024L)+%.

FIGURA N° 7.28 A

DEL ENUNCIADO DEL PROBLEMA 7.17

57

° T
to

% P A i

.

B .

Problema 7.17.-

En la Figura N° 7.28, un peque}401obloque A, de masa m, que descansa sobre un plano

horizontal liso estzi }401jadopor hilos al punto P y, a través de una polea sin peso, a un peso B que

posee la misma masa que el bloque. Ademés, cl bloque esté también }401jadoal punto O _
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x mediante un resorte liviano, no defonnado, de longitud Z0 y rigidez k = 5mg/ (0. Se quéma el

hilo PA y el bloque empieza a moverse. Hallar la velocidad del bloque en el momento que este�031:

a punto de dejar el plano. �030

Soluci6n.- .

Aplicando el Principio de Conservacién dc la energia a los estados inicial y }401naldel sistema de la

Ftgura N° 7.29: Wm = AK +AUg +AUS.

FIGQRA N° 729
PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.17

E 9
. [OE C0 + X

. ;' It }_ _ y. _ �030

7///2"//////////Z.�031.�031.�0314/4:�031///�031/74::

11.5 �030T

. y . A

i

1 2 1 2 2 1 5mg 2 A
0 = [�024(2m)v�0240]+(�024mgy�0240)+(�024kx-0) 0 = mv �024mgy+�024(�024�024�024)x

2 2 2 ['0 '

2 5gX2
De donde: v =gy�024�024�024(1)

2 [0

Del D.C.L. para el bloque A de la Figura N° 7.30, tenemos: is +N + T +mg = m 5.

FIGURA N° 7.30

_ PARA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 7.1.7

Y 1 �030
_ N

F -

_.s. - _ 9 T. _?S

I11 22

Analiticamentez k x(�024sen9f+ cosej) +N]+ Ti�024mg} = ma;

Obtenemos: �024-kxsen 9 + T = ma (2)

kxcos9+N-mg =0 (3)

Cuando el bloque A esté a punto de deja: el plano, N = 0 y de (3): k x cos 9 = mg . .

Usando e1 Valor de kt (5%)xoos9 = mg ; de donde: (j�024x)oos6=1 (4) V

- 0 o -

K

Ademés,de1a Figura N° 7.29: cose = To (5)
Z O + x
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x _ 5x _ 20 ['0 '

D6 (5) en (4)1 (�024)(�024�024�024)= 1; de donde: x =�024(6)
£0 �2540+x 4

Ademés: y2 + £3 = (.60 +x)2 (7)

e 2 2562
. 2 2_ 0 . _ 2 2_

De(6)en(7). y +50 _[z20+Tj ,dedonde. y +20 -731

2 94"?) _ 3:0
Bntonccs: y =�024�024~�024;tamb1én:y=�024...(8) .

16 4

3 e 5 e 19 6 [19 e
De(8)y(6)en(l): v2=�024g;�0249�024�024§2�024°=%.Luego:w./= %
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K I TABLA N�0346.1

MAGNITUDES, SIMBOLOS, UNIDADES SI Y DIMENSIONES

-Hj
E .

�024-j

% %
I �030
I %

E
%

Z
�024 '

E

I
~

1
j

Fuente: Autoria propia _
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IABLA N° 6.2 I

PRINCIPALES FORMULAS EN CINEMATICA

Posicién _ , ~ 1 , 2 _

r �024r0 = vat +Eat ; a =constante

V 1 ed d _ - _ _
co 1 a v2=v§+2a.(r�024r0);a=constante

_ .. . h �031 . _ 1 9 g X2
I Ecuaclon de la trayectona de un proyectll y �024(g )X 2 V3 C082 6

2 29

Alcance Vertical de un pl-oyectil 2 g

�030 . 2 2 2 Gt 9 2 2 9 9
Alcance horlzontal de un proyectll R = �024�030:9�024(£§�024�024�024-§«=�024 

. S 3

, v=,/v§�0242vogtsen9+g2t2

Rapidez de un proyectil

v = J V52 �0242 g y

Aceleracién en el movimiento curvilineo

. . .. d . Vi '
Aceleracxén tangenctal a7 = �024vu, ; a7 = �024

dt v

. , - V2 . | V x 5 |
Aceleraclon normal 3.}, = �024uN;aN =j

p v

. �030 V�031
Radno de curvatura p = �024_�024�024_�024,�024

[ v x a I

6 = 60 +cot; rn =constante

Posicién an lar 1
gu 6-60 =0)ot+§0.t2; oL_=constante

. V
Velocndad angular 1 2 .

' co =c-)0+2oL(9�02460);oL=constante

Velocidad en el movimiento circular

Aceleracién en el movimiento circular

 
velociaaammva

Ecuacién de transformacién de posiciones 7' = 7 �024fo; 50 = COIIS tanfe fraslacién

Ecuacién de transforrnacién de velocidades V�030= V �024V0; 50 = cons tan te traslacién

Ecuacién dc transformacién de aceleraciones 5' = 5 -" 50; 50 = 00115 fan te tfaslacié}402 -

Ecuacién de transformacién de velocidades

Ecuacién de transfonnacién de aceleraciones 5 = 6) x ((3 x f) + 2 (,7) x x�031/'+5 '; C3 = Collstanfe

Fuente; Autoria propia �024
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I TABLA N° 6.3 ' '

PRINCIPALES FORMULAS EN DINAMICA Y ENERGIA

. Principio dc conservacién del �024_ �024 - �024 ~ _ N - _' �030 , V �030

momentum lineal p_ p1 + P2 +p3 +"'+pN _ gipia) _ constan �030C�031t

�024 d}401�024 _
Segtmda ley de Newton F = E; F = m a

F = �024G ; ii : m gr

Componente tangencial de la fuerza E = maT }401T= m:�024:}401T

2

P

Dinémica en 3 R- no inercial traslacién

Dinémica en S. R. no inercial rotacién F�030= F + fee" + Fem �030

decenmfuga
dedecoriohs %

_ F2 * �024. _ 2I W12 _jF1 F.dr, W12 _jl FTds

Trabajo 2

W12 =L Fx dx+Fy dy+l-�034Zdz

dt �031

V Teqrema Trabajo-energia W12 = %m vg �024%mvf= K2 �024K1 = AK

F =�024VU<x,y»x>=�024aradU<x.v,z>

Energia potencial eléstica Us = %k r2

I Principio de conservacién de la energia Wm = E2 �024E1= AE

Fuente: Autoria propia
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. V11. ANEXOS

TABLA N° 7.1. FORMULAS DE DERIVADAS

TABLA N° 7.2. FORMULAS DE INTEGRALES INDEFINIDAS

�030 I 0 .
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�030 I TABLA N° 7.1

FORMULAS DE DERIVADAS

I %(cx") = ncx�034�0301

d du dv _
- 501 i V) �024E iE - >

d du
$011) �024CE

d dv du
a(uv) �024uEx�024+va

�031 5 _d_ B _v(du/dx)�024u(dv/dx) ,

dx V ' V2 .

. a §X�030(un)=nun�0241$xi

dx du dx

�030*1= �034Jd_�034 �030

E �024d�024senu = cos ug}402
dx dx

icos u = �024senud�024u
�030 dx dx

- d _ 2 du

M ilnu =
dx u dx '

d du �031

é

Fuente: Spiegel, Manual de Fénnulas y Tab1as.Mateméticas, 1970
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_ ' TABLAN°7.2 .

FORMULAS DE INTEGRALES INDEFINIDAS

n+1

1 n :L�031I jx dx n+1,(n¢l)

dx

dx 1 -
3 1:-I {a+b}! bln(a+bx)

dx 1 �030

4 I�0242=�024=(a + bx) b(a + bx)

. dx _l _]x '

  
I xdx =+lln(a2+x2)

a2:x2 -2 _

dx
7 J'T=sen�0301£

,/a2_x2 a V

dx .

E J�030 =lI!(X+\}X2ia2)

x _a

I  
 

_[tgaxdx=�024%ln(oosax)

2 =§_sen2ax
{sen axdx 2 T

2 =5 sen2ax
. Ices 2+T

14 J"�030_�0301"=_,/,,2_x2
- ,/a2_x2

15 I~}402L=dx2ia2 �030

N/X23282

Ix/a2 -xzdx =%(xxIa2 �024x2+a2sen�0301E)

17 I_*£L.=;�030__
(X2+a2)3/2 azx/xZ+az

18 J�030__"�0301"__=___�030_ '
(X2+3�0242)3/2 \/X2-I-32

a

_[lnaxdx=(xlnax)�024x

Fuente: Serway, Fisica. Tomo I, 1997. ' '
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