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11. PROLOGO

La Teoria Cuantica de Campos constituye en la actualidad una teoria muy importante pues

_ a través de ella se puede estudiar las propiedades e interacciones de las particulas

}401mdamentales,por ejemplo, de electrones, positrones y fotones, es decir en el émbito de la

Electrodinamica Cuantica. En este contexto, la Teoria Cuantica de Campos es la base

fundamental para el entendimiento de los fenémenos en la naturaleza.

En este texto se toma en cuenta los conceptos, leyes y principios bésicos de la Teoria

Cuéntica de Campos. Ademés, con la }401nalidadde tener una mejor comprensién del

comportamiento de las particulas elementales, como electrones, positrones y fotones, se

consideran las interacciones entre ellas, Ias cuales llevan a los diagramas de Feynman.

Se ha elaborado un texto de naturaleza teérico-practice, redactado en lenguaje simple. En

cada capitulo se exponen de manera clara, directa y concisa las de}401nicionesy formulaciones de

los temas considerados.
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II]. INTRODUCCION

En el presente texto se desarrolla la cuantizacién de los campos libres muy importante en el

estudio de las interacciones de campos, los diagramas de Feynman. Asimismo, se estudia los

procesos elementales en la Electrodinémica Cuéntica y correcciones radiativas onsiderando

diferentes métodos de regularizacién.

En el texto se consideran, en el Capitulo I el estudio de las simetrias de Lorentz y Poincare�031

en la teoria cuéntica de campos. En el Capitulo II se presenta la teoria clésica de campos. En el

Capitulo III se estudia Ia cuantizacién de campos libres. En el Capitulo IV se consideran las

interacciones de los campos. En el Capitulo V se presentan lo sdiagramzis de Feynman. En el

Capitulo VI se estud-ian los procesos cIementales en la Electrodinémica Cuéntica. En el

Capitulo VII se aborda el tema de las coxrecciones radiativas.

La importancia del texto radica en el hecho de que constituye un instrumento que permite

facilitar el proceso ense}401anza-aprendizaje,dc acuerdo con los Objetivos y contenidos de los

programas o}401ciales,de la asignatura Teoria Cuéntica dc Campos I que se imparte en las

carreras de ciencias. Asimismo; debido a su enfoque predominantemente método inductive-

deductivo a través del cual ha sido posible mostra: el desarrollo de] formulismo que describen

Ios conceptos descritos, asi como también, el anélisis de las demostraciones desarrolladas,

prepara al estudiante para el estudio de la mecénjca cuéntica a nivel més avanzado.
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IV. CUERPO DEL TEXTO O CONTENIDO
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cAPiTULO I

SIMETRiAS DE LORENTZ Y POINCARE EN TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

1.1 INTRODUCCION

En la actualidad para realizar investigaciones en muchas areas de la }401sica,la Teoria Cuantica

de Campos es muy importante debido a que permite estudiar las propiedades e interacciones de

las paniculas }401mdamentalesdesde el analisis de las propiedades microscopicas de sélidos y

liquido. En este sentido el texto que se Va desarrollar comprende la exposicion de los

fundamentos de la Teoria Cuéntica de Campos basado en el rigor matemético de las

de}401nicionesy formulaciones de los temas considerados, esta orientado a los estudiantes

interesados en realizar investigacion en Electrodinémica Cuéntica, asi como en Fisica de

Particulas Elementales, aunque por los temas tratados resultan también de interés a otras éreas

como Fisica Nuclear, Fisica Estadistica y Materia Condensada. Asimismo, para una mejor

comprension de los nuevos conceptos en cada capitulo se resolverzin problemas de aplicacién.

Por otro lado, como es conocido, historicamente, los avances en la }401sicahan sido obtenidas a

través de considerar simetrias en las leyes }401sicas.Aunque no siempre estas simetrias fueron

descubiertas de manera directa, muchas veces el descubrimiento de nuevas leyes }402sicas

posibilito considerar nuevas simetrias. Asimismo, el Teorema de Noether dice que toda

cantidad }401sica�034conservada�035en un sistema }401sicoproviene de una simetn�031a.

Una manera de estudiar simetrias es a través de la aplicacion de transformaciones en las leyes

fisicas. En este sentido, la teoria de grupos es la herramienta adecuada para formular y

desarrollar los principios de simetrias propias en la Fisica. En dicha teoria se desarrollan las

caracteristicas que presentan los sistemas }401sicosy que provienen de las simetrias. De esta

manera, e1 estudio de la teoria de grupos, es muy fundamental para solucionar diferentes de la

_ }401sica.La teoria de grupos juega un rol fundamental en la llamada teoria de representaciones, la

cual permite clasi}401carlos objetos }401sicossegim la simetria que subyace al sistema de interés".

La teoria de grupos es un campo muy amplio. Este capitulo, considera dicha teoria como

introductorio.

Asi en lo que sigue de este capitulo, vamos apresentar la de}401niciénde grupos. Un grupo es un

conjunto de elementos G : {g1,g2,g3____} que satisfacen una ley de composicion y que dos

elementos g, y gz que pertenecen a G se le asigna otro elemento glgz que cumplen los

siguientes axiomas: '

Propiedad de Clausura

El primer axioma de la teoria de grupos, de clausura, debe ser valido para cualquier par de

elementos en el grupo y el resultado de la operacion debe ser otro elemento del grupo.

Si g, y g2 penenecen a G entonces gl 0 g, también pertenecen a G.

Propiedad Asociativa _

Este axioma indica que la operacién de grupo debe ser asociativa.

Si g1 , gz y gspertenecen a G entonces se cumple que (g, og2)og, = g, o(g2 o g3).

10



Elemento Identidad

Un grupo debe tener un elemento identidad.

Existe un elemento e del grupo tal que para todo elemento g, , donde i =1,2,3,~-, se cumple

que 8; °9=9°g. =8,»-

Elemento Inverso �030

Un grupo debe tener un elemento inverso para cada elemento.

Para cualquier elemento gl, donde i=1,2,3,--~, existe un elemento gfl tal que se cumple

gi-°g.v" =8 y g.�034�030°g.=e-

Grupo Abeliano

Algunas veces los grupos son llamados de Abeliano. Si g, y gj , donde i,j =1,2,3,---,

pertenecen a G entonces se cumple que g, o gI = g I. o g,.

Existen un gran mimero de ejemplos de gnipos. Los mas familiares son los aritméticos. Los

enteros fozman un grupo sobre la operacién de adicién. Similarmente los mimeros reales y los

n}401meroscomplejos forman grupo sobre la operacién de adicién. Otro grupo importante es

Ilamado el grupo Euclideano que considera todas las transformaciones del plano que dejan

invaxiante las distancias. Por ejemplo una transformacién del plano lleva un punto (x, y) a otro

punto (x�031,y�031)y si la distancia entre los dos puntos transformados es la misma que la distancia

entre los puntos originales entonces la transfonnacién se llama de simetria.

Por otro lado, una clase importante de subgrupos del grupo Euclideano son los grupos de

simetrias. Es decir, dado una }401gurageométrica en el plano el grupo de simetria de la }401gura

consiste de todas las simetrfas que transforman puntos de la }401guraa puntos de la }401gura.Por

ejemplo, si la }401guraes un circulo centrado en el origen, entonces la simetria que preserva el

circulo considera rotaciones alrededor del origen y re}402exionesde cualquier linea que atraviesa

el origen. De la misma manera, si la }401guraes un cuadrado entonces el grupo de simetria

incluye rotaciones de 0°, 90°, 180° y 270'�031alrededor del centro del cuadrado y re}402exionesa -

través de las dos diagonales del cuadrado asi como también re}402exionesde las dos Iineas de

simetria que pasan por el centro y paralelo a un lado. Este es un ejemplo de un grupo }401nito.En

este caso tiene 8 elementos y es no abeliano.

Asimismo, se pueden clasi}401cara los grupos de orden in}401nito,como grupos discretos in}401nitos,

es decir si sus elementos pueden enumerarse, o bien grupos continuos, en cuyo caso, sus

elementos pueden considerarse puntos de un espacio continuo, asi los elementos de un grupo

continuo G pueden paxametrizarse mediante un conjunto de Variables reales

g(x1,x2 ,---,x,,) = g(5c). En lo que sigue vamos a estudiar un subconjunto de estos grupos, que

tiene un papel preponderante en diversos campos de la }401sica.

1.2 GRUPOS DE LIE

Como mencionamos los grupos continuos tienen uno o més parametros que varian

continuamente dentro de un intervalo dado, por ejemplo el grupo S0(2) cuyos elementos son

dados por las matrices R(go). Ahora de los diferentes grupos continuos existe una clase de

particular interés conocida como grupos de Lie. Una propiedad de los grupos de Lie es que los
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parémetros de un elemento producto son funciones analiticas de los parémetros de los factores.

Esta caracteristica analitica de las funciones en los grupos de Lie, permite introducir el

concepto de generador del grupo. '

1.2.1 Generadores

Suponga que R(6'¢) representa la matriz de una rotacién in}401nitesimal15¢ del sistema de

coordenadas:

cos5¢ sen5¢

R(5¢) = [ J,
-sem5�030¢cos6'¢

ademés, como 5g) es in}401nitesimal,entonces

1 M

R(5¢) = I
_ �0246¢ 1

1 5 1 0 0 1
R(5¢) = ¢ = + (W ,

_§¢ 1 0 1 -1 0

R(6¢) = 1 + ia26¢ ,

donde (72 es una de las matrices de Pauli. De esta manera, una rotaeién 6:]: in}401nitesimalpuede

ser representada con la ayuda de una matriz de Pauli. Ademés 02 es el generador de la

rotacién.

Para el caso de la rotacién }401nitase obtiene por la aplicacién sucesiva de rotaciones

in}401nitesimales,asi ¢7 = N§¢ cuando N �024>oo . De esta manera, tenemos que

Kw) = 1im(R(6«/2))�035,

R(¢) = lim(1+io'26(p)N,

. �030 5¢> NR :1 1 1 ,(w) m[ f N J

R(¢) = 6�035�035-

Ej emplos de grupos de Lie son:

S0(2) grupo de las matrices onogonales de orden 2 cuyo determinante es 1,

0(3) gfupo de matrices ortogonales de orden 3,

U(l) grupo de matrices unitarias de orden 1.

1.3 GRUPO DE LORENTZ

Otro grupo de interés en la }401sica,son las transformaciones de Lorentz, por ejemplo las

ecuaciones de Maxwell son invariantes frente a estas transfonnaciones.

' % 12



Para determinar dichas transformaciones en el contexto de la teoria de grupos, vamos a

considerar que la velocidad v que relacionalos referenciales S�031y S es el eje x , inicialmente

es v << c . En este caso, las transformaciones de Lorentz se reducen alas transformaciones de

Galileo, asi con la }401nalidadde obtener el generador de este grupo, vamos a considerar de inicio

las transformaciones de Galileo para una velocidad in}401nitesimal6v.

De esta manera, se tiene que:

xi�031= xl �024t5v ,

xi = X] - xoé}402,

donde x0 = ct y ,6 = X. Asimismo, por simetria tenemos

c

xi) : xo �030xlg}402»

lo cual asegura que

x",2 �024x,'Z= xg �024x,Z,

es decir, la invariancia de la magnitud dsz , exigida en la relatividad especial.

Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas de la siguiente manera:

x�031 1 0 x 0 1 x

T = ° -6/2 ° ,
xl O 1 x, 1 0 x,

x�031 x

xl X1

_ . 0 1
donde 0'1 es la matriz de Paul1 1 0 .

Para obtener la transformacién }401nitase aplica N veces la transformacién in}401nitesimal

(1 �024é}402al).Asi, haciendo N �024>oo , tenemos que

Rm) = 1im(R<6m)�035,

R(}402)= lim(1 �024a,5/1)�035,

o" p N
R = lim 1- ~'�024,(/3) ( N ] %

con ,0 = N5,3 . De esta manera, se obtiene

�030 R(/3) = e"�031�035'.

Y .

: e_pal .
x,�031 x,
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A continuacién vamos a expandir e""" , es decir:

2 4 3 5

e�030P0'1=1[1+L+L+...j_g][p+L+L+...],

2! 4! 3! 5!

I e""" =1cosh p �024alsenhp ,

()6?) = (1 cosh p �024oqsenhp) [X0 J ,
x1 x, '

xf, _ cosh p 0 0 senhp xo

xf �024 0 cosh p senhp 0 x] �031

x; = cosh p �024senhp x0

x,�031 �024senp cosh p x, �031

x[, = cosh pxo �024senhpx,

x,�031= �024senhpX0 + cosh px, .

Para determinar los coeficientes cosh p y senhp hacemos x,�031= 0 y obtenemos

tghp = E = /3.

asi el factor de Lorentz es

, -;
�030[1�024,62

Ademés de

senhzp = coshz p -1,

senh2p=;/2 -1,

senhp = }402y.

Por 10 tanto, las transformaciones de Lorentz en la direccién del eje x son:

I�031= }'(X �024Vt) ,

y�031= y,

z�031= z ,

t�031= 7(t�024%2x).

% 14



Asimismo, la expresién

R(}402)= e"�031°",

es la representacién del referido grupo y 0'] es el generador de grupo debido a las

transformaciones para el movimiento relativo en la direccién x. Ademas, las transformaciones

de Lorentz en x son:

x�031=7(x-vr).y'=y, z'=z y r�031=y<r�024%zx>.

Que pueden ser representadas como

7 -7/3 0 0

Aap _ -m 7 0 0
T 0 0 1 0 ' *

0 0 0 1

Este procedimiento presentado puede ser extrapolado para considerar las coordenadas y y z ,

tal que las transformaciones de las coordenadas del espacio-tiempo se escriben como

x�035�024>x�035'= /\"�030px�035,

donde x�035.= (x° , xl , xz , x3 )= (ct, x, y, 2). Asi, la representacién de grupo es dado por

Aap = e"5'5 .

1.4 REPRESENTACIONES TENSORIALES Y ESPINORIALES

En la seccién anterior se estudio la representacién del grupo de Lorentz en cuatro dimensiones.

Debemos indica: que dicha representacién es irreductible y no es la mas de dimension

peque}401a.Para el caso de la representacién vectorial de Lorentz, dada por:

Aa}401= e\%W""Ja;

donde Wat, y J�034/3son los parametros y generadores de grupo, respectivamente. En este

contexto, la transformacién de un 4�024vectores

V/I : A/I}401y/I,

o

_ 11
V�035�024A I, V/,.

A partir de estas representaciones se pueden constmir en dimensiones superiores considerando

el producto tensorial. Las representaciones resultantes se llaman tensoriales y sus vectores son

tensores de diferentes indices, conocidos como orden. Por ejemplo un tensor de dos indices

contravariantes Tup se transforrna como

T"�034�031= A",A�035.sT"�031.

Esta representacién producto tensorial es reducible. E1 tensor Tn/, puede ser simétrico o

antisimétrico, en esos casos en las transformaciones mantienen su simetria. La traza es un

/ 15



invariante escalar. Asimismo, los tensores de orden dos pueden ser escritos como una suma

directa de subespacios invariantes e irreductibles, es decir:

1
T�035=Zg�035�035T+A"�035+S"�035,

donde

T = gm,T"�035= T: ,

1
A�035=�024(T�035�035�024T�035"),

2

1
S�034�035=§(T"�035+T"�034).

De esta manera, tensores T�035,T " 1;, Ta�035y T�035son representaciones equivalentes, es decir

reductibles, del grupo de Lorentz.

Debido a que las transformaciones de Lorentz considera el subgrupo de rotaciones y sus

generadores son las matrices de Pauli, entonces en las representaciones vectoriales o

tensoriales estén contenidas la representacion de espin entero. En principio el caso de espin

semientero no debe ser considerada debido a que (por ejemplo espin del electron 1/2) en la

transformacién de rotacién para el espin, se tiene que

R5=1/2(0) ¢ Rs-1/2(27r)= _l

�030 Sin embargo, si recordamos en mecénica cuéntica los observables son cuadréticos en la funcién

de onda, asi un signo negativo global puede ser aceptado. El grupo de las rotaciones

}402sicamenteimponante es SU(2) que signi}401cael grupo de matrices unitarias de orden 2 cuyo

deterrninante es la unidad. En este caso, la representacion elemental de SU(2) tiene dimension

2 y se llaman representacién espinorial o espinor. Sus generadores son dados por

. g 1

S�031= �024o",

2

donde _

x 0 1
. 0' = , .

1 0

O -i
0'2 = �030 ,

I 0

1 0
0�031= ,

_ 0 -1

son las matrices de Pauli.

Ademés, como las representaciones de SU(2) se obtienen a partir del producto tensorial de

espinores, en particular las representaciones (S,,S2) del grupo de Lorentz se pueden construir

. . . . . 1 .
a partir del producto tensorial de las representaciones espmoriales (%,0) y (0,5) que tiene

i 16



dimension (2S1 +l)(2S2 +1) = 2 y sus vectores son llamados de espinores de Weyl y tienen

dos componentes.

1.5 REPRESENTACIONES SOBRE CAMPOS

Recordando que un campo es una funcion de las coordenadas del espacio-tiempo, tal que es

invariante sobre la transformaciones de Lorentz, es decir si

2:" �024>x"�030=A",ax�0319,

que para el caso in}401nitesimal

x"�030= x�035+ ébc�035,

el campo ¢(x) satisface

¢(X) = ¢'(x')-

Es decir, se buscan teorias donde los campos son invariantes sobre transformaciones de

Lorentz. Asi, para hallar las respectivas representaciones en este espacio de funciones,

consideramos las siguientes variaciones:

x�035�024>x"'= x" +6x",

¢(x) -> ¢'(x) = 4130:) + 5¢(x)-

A partir del cual, se tiene

5¢(x) =¢'(X) -¢(X),

545(1) =¢'(X' - K50 - ¢(x),

5¢(x) = ¢'(x') -¢(x) �0245,,¢(x")rir�034.

6¢<x> = ¢'(x'> -¢<x> +§W.,,<J"">fx'a,¢<x>,

6¢<x> = ¢'(x'>�024¢(x)+ §W.,,J,�034"¢<x>,

donde J"4�031son los generadores de la representacién in}401nitesimaldel grupo de Lorentz sobre

el campo ¢(x).

1.6 GRUPO DE POINCARE .

Como es conocido en las leyes }401sicasse exige que las mismas sean invariantes sobre:

0 Translaciones espaciales y temporales (homogeneidad del espacio y del tiempo).

0 Rotaciones (isotropia del espacio).

0 Transfonnaciones dc Lorentz (exigencia de la relatividad especial).

Todas estas transformaciones juntas forman el Grupo de Poincare�031,también Ilamado grupo no

homogéneo de Lorentz. En este caso las coordenadas de espacio-tiempo se transforman como:

x"' = x�035+ a�034.

Si consideramos el caso in}401nitesimala" = .9�035, entonces \
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x"' = x�035+ 6�035,

x"�031= (l�024i£/,P}402)x",

se tiene que

}401x"=8�035=�024isl,P�035x�034, '

donde P�035:16�035. - �031

De esta manera, los generadores del grupo de Poincaré para unan translacién in}401nitesimalson

dados por las componentes del 4-momento P�035. Asi, la representacién de () se puede escribir

como

�031 T = e�030�035"Pl.

Por otro lado, como Ios campos forman representaciones de dimensién in}401nitadel grupo de .

Lorentz, cuyos generadores son:

J "5 = L"�035+ S�034�035,

donde 11'�035= z'(x"6/�031�024x�0356")y S "5 depende si el campos es escalar, Vectorial, tensorial 0

espinoria]. A continuacién, determinemos cual es la representacién de translacién. Para esto,

consideremos que

x"�030= x�034+ a�034,

Y

(1506) = (15 (X )-

Entonces, haciendo una translacién in}401nitesimala�034= 8" , se tiene

5¢(X) =¢'(x) -¢(x) ,

5¢(X) = ¢'(x' - S) - ¢(x),

5¢(X) = ¢'(x') �024¢(X)- 6/�0315,;¢(x)1

W00 = -8�035<3;.¢(x)

Ahora, si comparamos con

' ¢'<x'�024e>=e""�030�034�035�035¢'<x'>.
tenemos que

5¢(x)=1'�254,zP�035¢(X).

asiz "P" = 1'6�035,10 cual es consistente con el resultado anterior.

1.7 PROBLEMAS

., 1 02 62 62 62 . .
1. Muestre que la ecuacion de onda 7;: = �0241:+�0241;I+�024:l,es invariante frente a 121

c at 6x 6y 62

transformacién de Lorentz, en la direccién x.

L .

Considerando las transformacién de Lorentz, a saber %
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x�031=7(x-vt),y'=,v, z�031=z,t'=7(t-}402zx),

donde y: 1 Z .

,/1-%
C

Comenzando del hecho que u'(x', y�031,z',t�031)= u(x, y, z, t) , tenemos

@_}402'Z'+}402'<9_"
ax ax�031ax at�03161�030�031

9u_-,2u;_,:<'>_u'
ax ax�031c2 6!�031�031

621: 2 a2u' 2 v2 6211'

. a�035T2 *7 277 -

De la misma manera, se tiene

a}401 at�035 ax�035�031

l ayl ayI2 �031

aw
622 az:2 ' 1

As1',tenemos 1

, yz a2u;+}/zvz a2u._-2621/+ 2}402a2u:+azu:+a2u.

C�0242at;2 C2 6:2 "7 &xI2 7 46/2 :2 6,2�031
x c I By z

2 2 2 I 2 1 v 2 I 2 I

7Y2(1_L)�0303/':=(1_�035_2)§_.�0347+5_�0342+�0309_7�0302,
c c 0!�031 c 6):�0316y�03162�031

1 Bzu�031Bzu�03162u' 61u'

�0242}401=}401+T+T
c at 6x By 62

2. Muestre que las matrices ortogonales 2x2 forman un grupo sobre la multiplicacién dc

matrices. .

EE
Sabemos que la propiedad dc las matrices ortogonales cs

007 :1.

Ahora, si tomamos dos elemcntos cualesquiera del conjunto de matrices ortogonales, a saber

O, y OJ , entonces _
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0 = 010/ ,

OOT =0,0J(0,0/)T,

007�030= 0,0J0f0,�031,

00�031= 0,.0,.�031,

00�031=1.

Se tiene que las matrices satisfacen la asociatividad del producto, es decir

(0,0,)0k = 0, (0, 01;) -

Para este conjunto de matrices el elemento neutro es la identidad, a saber �030

1 0

0 1 '

Para determinar la inversa, es inmediato de la propiedad de matrices ortogonales, es decir de

007�031:1,

se tiene que

0�034= 07 .

Por lo tanto, las matrices ortogonales 2x2 forman un grupo sobre la multiplicacién de matrices.

3. En el caso de los grupos de Lie, dada las siguientes representaciones, determine en cada

caso, los generadores de grupo:

¢ ¢ 1 0 0
cos �024sen

R(¢) =[ J y R(¢) = 0 cos¢ sen¢ .

sen¢ cos¢
0 �024sen¢ cos¢

Solucién

Determinando la derivada R(¢) , es decir

dR(¢) _ �024sen¢' �024cos¢

d¢ �030 cos¢ �024sen¢ �031

pero

513 («s = 0) = ia,
d¢ -

donde 0' es el generador, entonces

. 0 1
0' =2 .

1 0

De la misma manera, se tiene 1%
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�031 . 0 0 0 "

S = 0 0 -1�031. j

0 i 0

1.7.1 Problemas propuestos

1. Muestre que las matrices unitarias de orden n forman un grupo sobre la operacién de

multiplicacién de matrices. . i

2. Dado los siguientes conjuritos y leyes de composicién. Determine si son grupos y, si no, .

identi}401queque propiedad de grupo no es satisfecha. .

a) Los mimeros racionales, excluyendo el cero, en la operacién de multiplicacién.

- b) Los enteros no negativos en la'opera<:i<')n de adicién.

c) Las raices n de la unidad,'es decir eZ�031""�035",para m = 0,1,2,...,n -1 , en la operacién

de multiplicacién. _

d) E] conjunto de los numeros complejos en la operacién de multiplicacién.

3. �030Sea1//(x,y, 2) la funcién que car_a<_:_teriza un estado }401sicode un sistema. Se efectiia una '

rotacién in}401nitesimalM de dicha funcién alrededor de| eje z . Determine el generador

de rotaciones.

. , .. . , . , 691/ 712 aw
4. La ecuacion de Schrodinger para una pamcula libre de masa m es lhma = �0247 ~ 6 7 .

I ._m x�030

Mostrar que esta ecuacién es_ covariante sobre la transformacién L// «> L//�031= emu/, donde

at e SR . "
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CAPlTULO 11

TEORlA CLASICA DE CAMPOS

2.1 INTRODUCCION

En la actualidad existe un gran numero de particulas fundamentales, es decir, ademas del

electron, proton, neutron y foton son conocidas muchas otras. Una caracteristica mas notable

del comportamiento y hoy aceptada es la dualidad onda-particulai Esto quiere decir que en

algunos aspectos ellas se comportan como ondas y en otros como particulas. Aunque los

aspectos corpusculares fueron estudiadas en primer lugar y posteriormente con la aparicion de

la teoria cuéntica las propiedades de onda. Sin embargo, en el caso del foton fue en orden

contraria, pues ya era conocida la teoria de| campo electromagnético cuando se comprendio

que ciertas propiedades de las mismas pueden ser explicadas si se acepta la existencia cle

, entidades discretas llamadas fotones.

Por otro lado, cuando se desarrolla un estudio teorico del comportamiento de las referidas

particulas, es mas productivo considerar en primer lugar la descripcion ondulatoria y luego la

corpuscular. En este contexto, el caso ondulatorio exige el desarrollo de una teoria clésica de

campos, después sobre las consideraciones de la teoria cuantica es posible hacer una

interpretacion corpuscular.

La Teoria Clasica de Campos es una teoria }401sicaque trata sobre el estudio de la interaccion de

uno 0 mas campos clasicos con la materia. Las ramas de la fisica donde estén presentes los

campos clésicos son, por ejemplo: Relatividad General; Electromagnelismog Ieoria de Yang-

Mills y materia condensada; en consecuencia la teoria clésica de campos considera los casos no

relativistico, asi como también el relativistico. La dinamica de los fenomenos }401sicos,asociados

con campos clésicos, es descrila por un campo }401sico.

La idea de un campo }401sicoes asignarle a una cantidad }401sicauna funcién en cada punto del

espacio�024tiempo(generalmente de una manera continua). Es decir, ademas de evolucionar

temporalmente en el tiempo, presentan variacion en el espacio. Esas caracteristicas hacen que

_ . los campos fisicos sean considerados como sistemas con un numero in}401nitode grados de

libertad. Las peculiaridades que presentan estos campos hacen que sus ecuaciones dc

_movimiento sean dadas en términos de derivadas parciales en lugar de las ecuaciones

diferenciales ordinarias. E1 término �034teoriaclasica de campos�035es comunmente reservado para

describir las teorias }401sicascomo electromagnetismo y gravitacion, dos de las fuerzas

fundamentales de la naturaleza.

Asimismo, la idea de un campo continuo es introducida con el fin de evilar el concepto de

�034Acciona Distancia�035entre las particulas. Las fuentes de los campos son las cargas que tienen

las particulas. La idea es extrapolada hasta el punto de consideran�030que el campo existe sobre

alguna forma, mismo en ausencia de particulas. Es decir, suponemos que los campos estan

asociados a otros tipos de particulas fundamentales. de la misma manera que el campo

electromagnélico esta asociado a los fotones. Estos campos no tienen necesariamente el mismo

grado de complejidad que el campo electromagnético; algunos son mucho ma's simples. La

hipétesis fundamental es que el comportamiento ondulatorio de cualquier tipo de particula

puede ser resumido en un sistema de ecuaciones de campos, con una 0 mas variable de campo.

Adicionalmente las ecuaciones deben ser invariantes en las Iransformaciones de Lorentz.



obedeciendo de esta manera el requisito relativista de que todas las leyes de la naturaleza

presentan la misma forma en todos los sistemas de referencia.

2.2 ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

Para desarrollar la teoria clésica de campos, es conveniente considerar la formulacién

lagrangiana. Debido a que la dinémica del sistema es descrita por una funcién, conocida como

la lagrangiana. Luego tomando en cuenta el principio variacional aplicado a la lagrangiana se

obtienen las ecuaciones de movimiento, las cuales gobieman la evolucién del sistema. Ademas,

dos razones importantesjusti}401canel hecho de considerar la formulacion lagrangiana, a saber:

1. La lagrangiana 0 la integral de la densidad lagrangiana sobre el espacio-tiempo, debe ser

invariante frente a todas las simetrias de la teoria en estudio. Este aspecto es el mas aceptado

por las teorias relativistas, debido a que permite tratar el espacio y el tiempo de la misma

manera, en contraste a otras aproximaciones donde la descripcién es para una evolucion

temporal.

2. Indicada por Dirac y desarrollada por Feynman; es que permite la formulacién de integrales

de camino de la mecanica cuantica. De tal forma que el operador de evolucién para una

funcién dc onda de la mecanica cuantica pueda ser expresado como una suma sobre todos los

caminos.

Para introducir los conceptos bésicos de la formulacién lagrangiana es conveniente iniciar

desde la mecanica clasica. Para esto, consideremos un sistema de n particulas dc igual masa.

Su movimiento clasico es descrito en ténninos de las q,.(!) (i =1,2,3,...,n) coordenadas. Estas

3 n coordenadas describen una trayectoria en el espacio-tiempo. De acuerdo a la Iey de

Newton, tenemos

m<'I'.(I) = F.-(!)-

Que para el caso de fuerzas conservativas, se tiene que

dV

F, = �024d�024,
�030L-

donde V es el potencial que perturba a las particulas.

Dado el valor de las coordenadas q,(t) y las velocidades q,(z) en un tiempo dado, las leyes de

Newton permiten construir la trayectoria completa en términos de las funciones de coordenadas

q, (1) . Altemativamente, se puede determinar }401nicamenteuna trayectoria especi}401candoel valor

de las coordenadas q,.(z) en dos tiempos diferentes, es decir q,, = q,(t,) y q�035= q,(t2). De esta

manera, de la in}401nitaVariedad de maneras en la cual el sistema }401sicopuede moverse desde q,,

hasta qn, la ecuacién de Newton considera (micamente una trayectoria particular.

Ahora supongamos que un mimero real identi}401cacada trayectoria entre q�034y q,2. Un objeto

que asigna un n}401meroa una funcién es una Funcional y se denota por S[q,(I)]. Es posible

de}401niruna funcional, llamada ACCION, tal que el niimero asignado al camino }401sicoentre q,.,

y qn es predicho por la Iey de Newton correspondiente a un valor estacionario de esta
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funcional. En otras palabras, existen dos aproximaciones altemativas al problema, el cual

tienen resultados equivalentes:

1. Solucionar las ecuaciones de Newton.

2. Encontrar la trayectoria para el cual la funcional accién tiene un minimo.

Con la }401nalidadde desarrollar la segunda altemativa, vamos a de}401nirla funcional accién

S [q, (t)], que sera la integral temporal de la lagrangiana L(q, ,q,.), es decir

'1

Slq.-(1)1 = JdIL<q.(r>,q,<:)). (2.1)
�030I

Observe que (2.1) es una funcional, asigna un mimero a cada trayectoria dada, descrito por

q,(t). Por otro lado, el principio variacional dice que la trayectoria seguida por un sistema

}401sicoes aquella para la cual S[q,(r)] tiene un extremo, es decir -

5s[q,.(:)] = 0, (2.2)

para todas las trayectorias q,(I) que tienen los puntos extremos en (=1, y !=t2. Este

principio variacional es conocido como PRINCIPIO DE HAMILTON.

Independientemente de la forma de la iagrangiana, se puede mostrar que las soluciones del

principio de Hamilton satisface la Ilamada ecuacién dc Euler-Lagrange, también conocida

como ecuacién de movimiento, dada por

:1 al. aL '
�024�024.�024�024�024= 0. (2.3)

d! 0q.« 5:1.

Por tanto, el movimiento clésico de un sistema de particulas se obtiene del principio de

Hamilton e inversamente cualquier solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange corresponde

a un punto estacionario de la funcional accién.

Ahora, si la lagrangiana es conocida,�031elsiguiente paso es construir constantes de movimiento,

es decir, cantidades que permanecen invariantes en el tiempo. Por ejemplo, cuando L no

depende explicitamente de q�030., caso en el cual se tiene que 6.1�031= o , el momento generalizado

69:

p,, de}401nidocomo pi =:99�024_L,es una constante. Este resultado es inmediato de (2.3). Estas

�030I.-

constantes son llamadas las integrales de momento de las ecuaciones dc movimiento. De esta

manera, podemos indicar que la ventaja de la formulacién lagrangiana radica que considera

una funcién escalar, �034lalagrangiana�035,la cual puede ser de}401nidapara cualquier conjunto dc

coordenadas generalizadas q,.(I). Si la teoria en estudio tiene simetria, entonces la accién debe

ser invariante sobre esa simetria. En ese caso, se puede mostrar que las correspondientes

ecuaciones de Euler-Lagrange son invariante en el sentido que las transformaciones de simetria

aplicada a una solucién dada dc estas ecuaciones llevaran a otras soluciones. La propiedad de

invariancia es algunas veces todo lo que se necesita de manera de deducir la accién ara un

sistema dado. %
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Hasta aqui hemos tratado con un sistema }401nitode grados de libertad. La transicién a un

n}401meroin}401nitode grados de libenad es necesario para el tratamiento de sistemas continuos, tal

como un sélido vibrando, desde que su movimiento es descrito especi}401candolas coordenadas

de posicién de todos los puntos. El caso continuo puede ser aproximado tomando el limite

apropiado de un sistema con un n}401mero}401nitode coordenadas discretas. Asi, se considera una

funcién ¢(x,t) y sus derivadas parciales 61¢(x,t) y 6x¢(x,t), pero puede ser fécilmente

generalizada. Una relacién importante es la accién, la cual puede ser escrita como:

12 Z �030

s[¢<x,z>] = [at I dxI<¢<x,r),¢<x,r>,a,¢<x,r>>.
2, 0

Las ecuaciones de Hamilton para ¢(x,t) se obtienen del principio de Hamilton. Para una

transfonnacién in}401nitesimal:

¢(x,r) �024>¢(x,t) + 6¢(x,t),

6

0,¢(x,r) �024>0,¢(x,t)+56¢(x,t),

6x¢(x,t) �024>6,¢(x,t) + %6¢(x,t),

entonces,

as[¢<x,r>]= s[¢(x,t)+a¢(x,z)]�024S[¢(x,z>],

" �031 61 61 6 61 6
5S ,t=ddxj5 , T6, �024�024�024�024�024�024�0246,,

W" )1 'l [a¢<x,z> "K" 0+ a<a,¢<x,z» at�030W �031�035+ a<a,¢<x,z>> ax�0304�034'�035
pero

Id,l__fZ5¢ = i5¢l:1 _J�030d,.�030ZE_.§L};¢�031

,l 0(3,¢) 6! 0(3.¢) ' ,�030 5! 5(5,¢)

�031 at a 61 �030a 61
jdxT�0245¢:�0245¢|;~jdx�024T ¢.
0 3(5u¢) Bx 3(5x¢) 0 3x t3(5,¢)

asi�031

�030 at a a1 a 61
5S , = d dz? Leia:0,

W" 0] �031l�031�030¢[a¢(x,r> at a<a,¢(x,r>> ax a(a,¢(x,z>>
la igualdad a cero es por (2.2), de esta expresién se obtiene:

a1 *3 61 _3 at _0 A

3¢(x,f) at 5(5,¢(x,t)) ax 5(3,¢(x,f)) �031

es la ecuacién de Euler�024Lagrangepara un sistema continuo.

La generalizacién para sistemas continuos en mas dimensiones es ahora obvio, y se puede

extender simplemente las de}401nicionesde la densidad lagrangiana y las ecuaciones de Euler-

lagrange.
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2.2.1 Formalismo lagraugiano de la teoria clzisica de campos

A continuacién, vamos a considerar tipos arbitrarios de campos, sin especi}401carlos grados de

libertad que ellos describen. Estos campos serén funciones del 4-vector del espacio-tiempo

x�034= (x0,x1,x2,x3) = (ct,�024x,�024y,�024z)0 X�035= (x°,x',x2,x3)= (ct,x,y,z).

En este caso, la densidad lagrangiana depende de los campos y sus primeras derivadas, es decir

1.�031= I (¢,6# ¢). También se puede considerar que el campo interact}401acon una fuente extema de

esta manera describe un sistema no cerrado. Por ejemplo, cuando se quiere estudiar los campos �030

eléctricos y magnéticos producidos por una distribucién de corriente eléctrica. Este es posible

describir considerando una fuente extema en la densidad lagrangiana, cuya dependencia de la

fuente es 2 = Z(¢,6,, ¢,x�034).

Por otro lado, de}401nimosla funcional accién como

S = IZ(¢,6#¢,x" )1�030):. (2.5)

Supongamos, que el campo ¢ esté de}401nidoen una regién R del espacio-tiempo, con frontera

6R . Ahora considerando las variaciones en las coordenadas x�035y en el campo ¢, variaciones

estas que se anulan en la frontera 6R , es decir 6'¢ = 0 y &x�035= O ,

x�035�024)x"' = x�035+ 5x�035, (2.6)

¢(X) -> ¢'(X) = ¢(x) + ¢(x)- (2-7)

La densidad lagrangiana (2.5) depende explicitamente de las coordenadas x�034.Lo cual sucede

cuando el campo ¢ interact}401acon una fuente extema. De}401nimosla Variacién total como

¢'(x') = (1506) + A¢(x),

donde A¢(x) en primera orden de &r�035es

A¢(x) = 5¢(x)+ (5,,¢)5 X�035-

La variacién de la accién es dada por _

as = jz(¢',a,,¢',x'�035}1�034x'�024jz(¢,a,,¢,x�035)1�034x,

donde d�034x'= J(x',x)d�030xy J(x',x) es el Jacobiano de la transformacién x�031�024>x.

De (2.6) se tiene

J �031-d 3x,�035-16 }401x"(X,X)�024Cl? �024+ /_l(

Considerando solo términos hasta segunda orden, tenemos

as = IZ(¢',6#¢',x"�030X1 + 0#(6x"))i�034x�024�030[Z(¢,6#¢,x")i"x,
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5s=j(5e+za,,(6x�035))14x, (2.8)

donde

6
5! =%6¢+i5(6#¢)+i:l5x". (2.9)

(M 6(6�035¢) 6x

También de la ecuacién (2.7), tenemos _

5(6#¢) = 6�035§(¢). (2.10)

Sustituyendo las relaciones (2.9) y (2.10) en (2.8) y colocando

0 " - at] 5 " Z 6 5 "�035(Z5x)�0245�0307x + �034(x),

obtenemos la siguiente expresién:

63 61?
6S: �0246¢+�024�0246(é'¢)+6 (£5x") d�030x. (2.11)

{(6425 a<a.¢> �034 �035

El tercer término es una divergencia total. El segundo ténnino puede ser escrito como

$645), 2 5�03515¢ _a#i 5),,
0(6',¢) 5(5,,¢) 5(5,,¢)

donde el primer término también es una divergencia total.

Podemos escribir las divergencias totales como las integrales sobre la frontera OR (Teorema de

Gauss). De esta manera(2.11) se escribe como

as =j }402ayl 5¢d�030x+ji5¢+l5x" day. (2.12)
R 545 ¢9(<9,¢) M 5(5,,¢)

Por hipétesis 6¢ = 0 y dz�035= 0 sobre 6R, asi el segundo término en (2.12) se anula y la

condicién de accién estacionaria, 5 S = O , implica las ecuaciones de Euler-Lagrange:

. gm�0351 =0. (2.13)
5115 5(5,,¢)

2.3 TEOREMA DE NOETHER

Vamos a estudiar otras consecuencias del uso del principio variacional. Es decir, usando las

simetrias de la accién se derivara principios dc conservacién. Por ejemplo, en mecénica clésica,

si el hamiltoniano es independiente del tiempo, entonces la energia es conservada. De la misma
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manera, si el hamiltoniano es invariante frente a transformaciones de traslacién entonces el

momento es conservado.

Independencia Temporal implica conservacién de la energia.

Independencia de traslacién implica conservacién del momento.

Independencia rotacional implica conservacién del momento angular orbital.

En teoria de campos y fisica de particulas un teorema importante es el Teorema de Noether, el

cual dice: si la accién es invariants por una reparametrizacén de transformacién en x�034y ¢ , es

decir, es invariante si la accién es invariante sobre algtin grupo de transformacién en x�035y ¢, _

entonces existe una o mas cantidades conservadas, es decir, combinaciones de campos y sus

derivadas son invariantes sobre las transformaciones.

El Teorema de Noether considera las conservaciones de energia, momento, momento angular y

otros n}401meroscuénticos (isospin, extra}401eza,...) el cual la particula poseen, como carga

isospin, color, etc.

59 =j £4�034-153 5¢d�034x+jif5¢+I&c�034day =
R 5¢ 5(3,J¢) BR 3(5#¢)

j %�024a#K 5¢d�030x+ji5¢+1&:~ +l(a,¢)§xV �024i(6V¢)6'xVdo),

R 3¢ 5(5,,¢) 6R 9(5A¢) 5(5,,¢) 3(5,,¢)

as =j §l:�0246#ii 5¢d4x+
R 345 5(5#¢)

62 82
+ T(5¢ + (6V¢)§x")�024�024~�024(6V¢)6x�034�024Zzix�035do�030. (2.14)

am») a<a,,¢> "

Por otro lado, como

x�034�024>x"�030= x�035+5x�034,

¢(x) �024>¢'(«*) = 11506) + 5¢(x).

podemos de}401niruna variacién total en ¢ , A¢ por

¢'(x') = ¢(x) + A¢(x) .

A¢(x) = ¢'(x') - ¢(x) + ¢(X') * ¢(x') ,

= ¢'(X') - ¢(X') +¢(X') - 11506).

= 5¢(x) +¢(X') - ¢(X)-

De esta manera, se tiene %
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¢(x"�030)= ¢(x" + 636�035)=¢(x�034)+ 3,,¢(x")<53c�035,

¢<x') �024M = (a,,¢)<»c".

Por lo tanto,

- A¢(x) = 541506) + (5,,¢)5x�035-

Asi reemplazando en (2.14), tenemos

as =1 £4�035l 5¢d�030x+jlA¢�024®:day, (2.15)
R W5 0(3,,¢) 3,; 5/°(3,.¢)

donde

66
91' =T(9V¢)�0245V"(- (2-16)

5(3,.¢)

Ahora, vamos a considerar que la accién S es invariante sobre un grupo de transformaciones I

in}401nitesimalesen x" y ¢ , el cual para transfonnaciones in}402nitesimalesson de la forma

Ax"=X�031V�0316a)", (2.17)

A¢=<D}4026a)", (2.18)

donde co�030es un parémetro in}401nitesimal.De esta manera, del segundo termino de (2.15),

tenemos

[Lida �024®}401,�031XZ)6a)�031do�034= 0,
5R <3(5,,¢)

y\como 6 cu" es arbitrario, entonces se obtiene

JJ: do}, = 0,
BR

donde

J�035= id) �024®"X�035.

A a<a,¢> �035�034

Por otro lado, usando el Teorema de Green para pasar la integral de super}401ciea una integral de

volumen, se tiene

[J5 do�035= J0#Jj�031d�034x= = 0,

an R �031

por lo tanto,

6}402Jj�030=0. (2.19)

Es decir, tenemos una corriente Jj�030conservada. La existencia de esta corriente se obtuvo de la

invariancia de la accién sobre las transformaciones (2.17) y (2.18). Ademés de (2.19), se tiene

para un instante del tiempo
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I a,,J3d�031x+j a,J;d3x = 0, (2.20)
V V

y usando el Teorema de Gauss en el segundo término de la expresion anterior, es decir

j a,J;d�031x= jJ;'da,. = 0,
_ V av

sobre la consideracién que los campos se anulan en la super}401cie�030De esta manera, (2.20) se

reduce a

d
�024jJ3d�031x= 0.
dr ,,

Si ahora de}401nimos,para t constante

Q = j J3d�031x,
V

entonces

d
_ = 0 �031

dt Q�035

es decir, se tiene una carga conservada. Resumiendo, la simetria de la accién implica la

conservacién de una corriente, el cual Ileva a un principio de conservacién.

2.3.1 Tensor energia-momento y momento angular

Continuando con el estudio realizado en el capitulo anterior referente al Tensor de energia-

momento ®ff , es necesario estudiar sus componentes, asi de

6L

0:�030= �024(aV¢>�0246:'L, (2.21)
<9(3,.¢)

se tiene:

0 y = 0 y V = 0

93 = i<ao¢> �02468L,
<3(5o¢) V

6L ~
98 = �024_¢�024L ,

19¢

ademés, como

H = Z P. 4} - £
1:0 .

Y

0L

P. = :7 '

aqi

entonces (93 es una densidad de ehergia y para

0 y = 0 y v at 0 y
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6L
9?, = j(6,¢)�0246fL,

3(5o¢)

0�030:= -35-(a.¢>�02463£.
6¢ �030

Por otro lado, para el caso de una translacién in}401nitesimalrespecto del origen del espacio-

tiempo, es decir,

Ax�035= 5" , (2.22)

M} = 0 , (2.23)

asi,

Ax�035=Xf6w" =6�035, (2.24)

entonces

X�031;= 6;�031.

De la misma manera, dc .

A¢=<1)�035z5a)"=0, (2.25)

tenemos que

CD�035= O.

y como la corriente es dada por,

J_f�031= $615 �024G"XZ,

3(3,,¢) "

entonces

J/I = _@#Xn = _GA 54 = _®u�031

v r; V 7/ V V

asi, para el caso )4 = 0 y v ¢ 0, se tiene que J3 = -93 y como

1]�030.1fd�031x= 0,
dt ,,

obtenemos que

ije° d�031x= 0
dt V ' �031

De esta manera, (-33 es una cantidad que se conserva, en analogia con la mecénica clzisica, seré

el 4�024momentoo energia�024momentodel campo ¢(x). Por lo tanto, (2.21) puede ser Ilamado un

tensor dc energia�024momento.Por ejemplo, si consideramos la siguiente densidad Iagrangiana:

1 }402 m2 2 »
L = §(a�035¢Xa¢)�0247¢, (2.26)

se tiene que

0L 1
: �0246�035+ 6�035= 6*�030,

6i6�035¢2 ( ¢ ¢) ¢

asi, en (2.21) tenemos

92 = (3"¢)(3,;¢) - 55L.
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9*" = g�030�035®;= g�030�035<a�034¢><a,,¢>�024g�031�0356;£.

9�035= (0�034¢)(<3�030"¢)- §�035"£-

Por lo tanto, este tensor es simétrico en ,u y v. De esta manera, para el campo escalar, el

tensor energia-momento es simétrico. Sin embargo, en general no es claro que (2.21) sea

simétrico. Ademas, no es }401nico,es decir, es posible adicionar un término de la forma 6) fA"

donde f�034V= �024f "1" , entonces

a,.a. /W = 6.6,, W = -6.6. /W = -6.6. /W,
luego, si hacemos p 4-) /1, se tiene

aye) f�030�035"=0. (2.27)

De esta manera, de}401nirnosun nuevo tensor de la forma:

T�035= ®�031�035+6)f"�030�034 (2.28)

tal que, usando (2.27) se obtiene

6wT�030�035= 0119"�031,

ycomo JV�035=�024(9fy 6#Jj�030=O,entonces 6�034(-D5 =0,asi �030

�031 6�035T �030V= 0,

es decir, este nuevo tensor de energia�024momentoes conservado como el anterior, Ia adicionv de

este tensor extra al tensor energia-momento no afecta la energia y el momento, el cual son

cantidades medibles. Este tensor 7�035�035es Ilamado tensor de energia�024momentocanénico.

Existe otra razén para que T �034Vsea simétrico, el cual surge cuando consideramos el momento

angular. En este caso, se exige que la accion sea invariante frente a rotaciones espaciales, es

decir

6x�031=§"x�031, (2.29)

-5"�031=-§�035Q (2-30)

donde i, j 2 1,2,3 y §"' es una matriz antisimétrcia que describe las rotaciones.

Ahora, como el grupo de rotacion es un subgrupo del grupo de Lorentz, es posible generalizar

(2.29):

5x�035=§V"x�035, (2.31)

con 9�035�035= -5 V�035. De esta manera, (2.31) puede ser escrito como:

5x�034=Xj,§"", (2.32)
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donde X; = 6;�031x6. Ademés, como cf�035= -5�035entonces X; es antisimétrico en pa, es

decir X; = X; . En este caso, para encontrar la corriente de Noether conservada usamos

6L
Jj�031= �024(DV�024®f;XZ,

'3(<9,¢)

el cual para CDV = 0 y sustituyendo T�034"por ®"" se tiene que

J5�030= �024Tq�034X3 .

Sin embargo, en este caso X�030;no es de dos indices, si no de tres, es decir

J "P" = �024T,,"X�035"".

Por otro lado, como 5�035�035es antisimétrico en p y a, solamente la parte de X antisirnétrica en

sus indices inferiores contribuyen en (2.32), asi podemos tener de:

6 x�034= X1165�035

haciendo p <�024>0'

�030 5x�035=�024x:,§�034�035,

luego sumando estas expresiones, se obtiene:

1= 5<x:, 9
de esta manera, si de}401nimos

1 .
X; = 5(x:., �024x:,,) V

entonces ,

1 5Jam : _§(T�035#X}402P0__ Tylxlxrz /1),

y si usamos Xi, = 6;�031X, , tenemos que

1
J�034"�030= �024E(T,,�0356"�035x" �024T,;�0306�035�035x�035),

#190 1 /I/I 0 W 9 -J =~§(T x �024Tx ). (2.33)

Ahora, para p = 0 se tiene que:

J°"" = �024l(T°Px�035�024T°"x�035).
2

Ademés, antcriormente encontramos que T°�034es el 4-momento del campo ¢ entonces

podemos de}401nirla densidad de momento angular del campo ¢ , como:

m0;1v =(T0;1xv _ T0vx;A)

y el momento angular es dado por
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M�035= j(T°#xV �024T°�035x")d3x,

0 podemos escribirlo de la forma:

MW =jm°�035�034d3x.

Por otro lado, para estudiar si es una cantidad conservada, hacemos

apmw�031= ap(TWx�034)�0246p(T�031"x�034

apmow = (apT»u)xv +T"�034(aFxV)�024(apT�035�035)x�034-T»~(a,x~),

Bpf}402/l"�031"= T�035�0356;�024T�035�0315f,�031,

6�030,9�030l/1"�035= T�035�024T�030�035,

es decir, si la densidad del momento angular del campo ¢(x) es conservada debe tener que

T V�030= T�035.

Por tanto, la conservacién del momento angular exige que el tensor de energia-momento sea

' simétrico. Ademés, se tiene para un instante del tiempo que

[ap9vWd�031x= jaom°�034d�031x+ _f6,.�030M"�031"d3x= 0,
V V V

;aom°~vdsx+ ywvda, = 0,
V BV

y como en las fronteras el campo es nulo, entonces el segundo término del lado izquierdo es

nulo, asi tenemos que

d V
�024j 9W dax = 0.
dt ,,

Si ahora de}401nimos,para I constante

QV = I
V

entonces
d .

�024Q= 0,
dz �035

es decir, encontramos una carga conservada. For 10 tanto, existen tres componentes del

momento angular del campo ¢ que son componentes espaciales de M�034V, es decir M12 , M 23

y M31. Tres componentes tipo espacio-tiempo M "1, M 02 y M °3 que estén relacionados con

el centro dc masa del sistema y son conservadas en virtud de la invariancia puramente de las

transformaciones de Lorentz.

/45
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2.4 CAMPOS ESCALARES

Como mencionamos anteriorrnente un campo es una funci<')n de las coordenadas del espacio-

tiempo, tal que es invariante sobre las transformaciones de Lorentz. En particular el estudio de

los campos escalares es muy didéctico toda vez que ellos estain asociados a particulas que no

tienen carga y espin cero caso en el cual es descrito por un campo escalar real, 0 en el caso que

tenga carga es descrito por un campo escalar complejo. A continuacién presentamos el estudio

de estos dos tipos de campos.

2.4.1 Campo escalar real

La ecuacién dc Klein-Gordon es una ecuacién de ondas relativista, descubierta por Erwin

Schrfidinger, como alternativa relativista a la ecuacién con su nombre. La densidad lagrangiana

es

2

L = 3(a ¢)(6�035¢)�024�031�035~¢2
2 " 2

Ahora para detenninar la ecuacién de movimiento del campo ¢, usamos Euler-Lagrange, es

decir

2_ 5!�030L = 0,
5¢(x) 5(5,,¢(X))

y de (2.26), tenemos

6L 1 6 ,,,,

T�0243=�024�024(�024)g (a ¢)(aV¢)),
6 0#¢ 2 6 6#¢ ( a

6L 1 W
= �024 5�0356 + �034V5�0356 ,Tm 2(g A a¢) g u( V¢))

6L 1 (
= �024a�035¢+a�034¢)=aw,

aia#¢i 2

6L

6�035T = �024at(a"¢(x>)»
5(5,.¢(x))

L

a�024= �024m2¢<x>,
5¢(x)

entonces la ecuacién de movimiento para ¢ seré:

(a�034a#+ m2)¢(x) = 0. (2.34)

Reconocemos que estas son las ecuaciones de movimiento tipo Klein-Gordon, para el campo

¢(x) . Ademés, se puede determinar e1 tensor energia-momento, es decir

92 = (3�031�030¢)(3,;¢)-5,fL, /%
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9'" = g""®�030,§= g�035�035(6�034¢)(6,,¢)- g�035'<3,�030,�030£,

9�035�035= (<9�034¢)(5"¢)- g""£A

Donde observamos que este tensor es simétrico en y y v. De esta manera, para el campo �030

escalar, el tensor energia-momento es simétrico. Asimismo, es posible mostrar que la densidad

lagrangiana L , es invariants sobre la transformacién de gauge.

De la expresién anterior se puede determinar la densidad de energia asociada, a saber

®°° = (5°¢)(5°¢) - g°°£,

, 2

- ®°° = 45 �024L,

_ 2 2

®°° = «15 �024i<aa¢><a�034¢)+�031"~¢%
�030 2 2

. 2 1 . 2 1 A m2
®oo = _ _ _V2 __ 2 ,

¢ 2 ¢ + 2 ¢ + 2 ¢

_ Z 2

800 = A lg: L 2, I

2 ¢ + 2 ¢ + 2 ¢

el cual es de}401nidapositiva.

2.4.2 Campo escalar complejo

E1 campo escalar tiene dos componentes reales ¢l (x) y ¢2 (x). Asi, podemos escribirlo como:

«500 = i(¢. (x) + z'¢2<x>),
J5

. 1 ,

at (x) = 5(¢1.<x> �024z¢2<x>),

donde los campos ¢(x) y ¢'(x) son independientes.

De esta manera, la densidad lagrangiana

L (¢<x>,a,¢<x);¢'<x),a�035¢'(x))= (a,¢<x))(a�034¢�030<x>)�024m2¢<x>¢�030<x>,(2.35)
es real, 10 cual puede ser veri}401cadosi hacemos

. 1 , 1 , ,, '

(6.¢<x>X6�035¢<xJ)= 3(a.¢.<x) +za,¢2<x>)�030�024F-2�024(a�035¢.(x>�024za¢2<x>),
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. 1 .
(a#¢<x>)(a"¢ <x>)= 3((a,,¢1<x))(a�034¢1<x>)�024z(a,¢,<x>)(a�034¢2<x>)+

+i(a,¢2<x>Xa�035¢1<x>)+(a#¢2(x>)(a"«>2<x>)),

. 1 1

(a}402¢<x>)(a�034¢<x>)= 5(a,.¢]<x>)(a�035¢.<x>)+5(a,¢2<x))(a"¢2(x>),

asimismo,

Z

�024m2¢<x>¢�030(x) = �024�031"7(¢[<x>+ we <x>X¢1(x) �024i¢z co),

2 ' m2 2 a . 2
-m ¢(x)¢ (X) = --2*(¢; (I)-I¢1(x)¢2(x)+l¢2(x)¢.(x)+¢z (x)),

2 - ml 2 "'2 2
-"1 ¢(x)¢ (I) = -7415. (X)-7952 (X),

asi,

2 1 2

L («>1(x>,a�035¢.<x>;¢2<x»,a"¢2<x>)= §(a,,«a<x>)(a�035¢,<x>)-%¢}401<x>+5(am<x>Xa�035¢z(x>)�024�031"7,
es decir, la densidad lagrangiana es una suma de densidades lagrangianas de los campos

escalares reales. Ahora, si queremos determinar Ia ecuacién de movimiento del campo ¢ y ¢' ,

usamos Euler-Lagrange. Por ejemplo, para ¢�030consideramos

"+5 �024 = o,
<9¢ (X) 3(5�034¢(36))

y de (2.35), tenemos

6 L
.j = ""2¢(x) 3

53¢ (X)

6[.
6�035�024,�024�024�024�024= -0�0356 ¢(x),

(a<a�035¢or») ( �030)
y la ecuacién de movimiento para ¢ sera:

(a}402a}402+ m2 )¢(x) = 0. (2.36)

De la misma manera se puede obtener la ecuacién de movimiento para el campo ¢' , dada por:

(a}402au+ m2)¢'(x) = 0 . (2.37)

Reconocemos que estas son las ecuaciones de movimiento tipo Klein-Gordon, para los campos

independientes ¢(x) y ¢'(x). Por otro lado, es posible mostrar que la densidad lagrangiana

L , es invariante sobre las transformacién de gauge, dada por %
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¢(x) �024>e�030�034¢(x)= 11/06). (2-38)

¢'(X) �024>e'�034¢'(x)=I//(X), (2-39)

donde A es una constante real. Las relaciones (2.38) y (2.39) son llamadas �034Transformaci('m

de Gauge Global�0350 de �034primertipo�035.Es posible mostrar que (2.35) es invariante sobre estas

transformaciones, para este hacemos:

L (w(x).a,w(x);z/(x),a�034w'(x>)=(a))x(x))(a"«)/'(x))�024m�031!//(x)v/(x),

L (w(x),a,w(x);w�030(x),aw/(x>)=a)(e�034�034¢(x))a�034(e�034¢'(x))�024m2(e"�034¢(x))(e"�034¢'(x)).

' L (I//(X),0�035!//(x);v/'(x),�2549�035I/(x))=(a,.¢(x)Xa"¢'(x))�024m2¢(x)¢�030(x),

L (w(x),a#w(x);«/(x),a�035w'(x))=L (¢(x).a,¢(x);¢�030(x),a�035¢'(x)),
es decir, la densidad lagrangiana (2.35) es invariante sobre las transformaciones de gauge

global. Por otro lado, para el caso de A peque}401o(parémetro de transformacién in}401nitesimal),

la transformacién, es su forma in}401nitesimal,es dada por:

-,- . A2 .A3
«//(x) =e �034¢(x)=[1�024zA�024�024+z�024�024-�024-]¢(x),.

2! 3!

2 3

u/(x) = e�030�034¢�030(x)= 1+z�030A�024�034�024�024z*A�024�024~~~¢�030(x),�024
2! 3!

y como A es peque}401o,podemos despreciar términos del tipo A2, A3, frente a A, de esta

manera las expresiones anteriores se reducen a la forma:

z)/(x) = e"�034¢(x)= (1�024z'A)¢(x)= ¢(x) �024z'A¢(x), (2.40)

u/(x) = e�030�034¢�030(x)=(1+iA)¢�030(x)= ¢�030(x)+ iA¢�030(x). (2.41)
Ademés, como

!//(x) = ¢(x) + 5 4506), (Z42)

w�030(x)= ¢�030(x)+6¢'(x). (2.43)
entonces comparando (2.40) con (2.41) y (2.42) con (2.43), se obtiene que:

5 (1506) = -iA¢(x), (2-44)

5¢�030(x)= z'A¢�030(x). (2.45)

De la misma manera, tenemos: I
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6(a,,¢<x>)= a,.(6¢<x>) = �024z'A(a.¢<x>),

5(a�035¢�030(x))=a#(§¢�030(x))=z'A(a�035¢�030(x)).

Debemos observar que como las transformaciones (2.40) y (2.41) no consideran el espacio-

tiempo, tenemos que es solamente interno, es decir, transformaciones solo sobre el propio

¢(x). Si ahora consideramos el grupo de transformaciones in}401nitesimalesen x" y ¢(x) , el

cual para transformaciones in}401nitesimalesson de la forma

Ax�035= Xf,�03050" , (2.46)

A¢(x) = d>}402(x)5a)�034, (2.47)

donde to�034es un parzimetro in}401nitesimal,se tiene que X�030;= 0 y en consecuencia Ax�034= 0. Sin

embargo, para las transforrnaciones in}401nitesimalesen ¢(x) y ¢'(x) , dadas por (2.44) y (2.45),

respectivamente, se tiene que al comparar con (2.46) y (2.47) el parémetro in}401nitesimalto�034es

A y

C13,. (96) = �034i¢(x), (2-43)

<D:,(x)= i¢�030(x). (2.49)

Por otro lado, considerando e1 Teorema de Noether, se tiene que la corriente conservada, el

cual es dada por:

J: =i<I>.<x>�024®:x;'.
5(5,,¢(x))

y como X: = 0 entonces

J5�031= �024-�024§£�024CDV (x) .

_5(3,.¢(x))

Pero como en este caso los indices intemos de ¢(x) tiene que ser sumados, de esta manera se

tiene contribuciones de ¢(x) y 515' (x) , es decir:

J�034=�024~L®(x)+L®'(x),

3('3,.¢(x)) 5(5,,¢ (x))

y usando (2.48) y (2.49), obtenemos

J�034= i(�024i¢<x>)+%(i¢'<x>), (2.50)
<3(<3,,¢(x)) 0(<9 (25 (96))

més aun de

L (¢<x>.a,¢<x);¢ <x).a�034¢(x) )= (a,,¢<x>Xa�034¢'<x>)�024m�031¢(x>¢'(x>.

tenemos que

6L
�0247.�024= a�034¢<x>,
009 V5 (X))
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L= a+'¢�030(x) ,

5(5,,¢(X))

asi (2.50) se escribe como:

J�034= z'(¢�030<x>a�035¢<x>�024¢<x>a*'¢'<x>). (2.51)

Ahora para estudiar si de esta expresién podemos obtener cantidades conservadas hacemos:

. am = z'[a,,(¢'<x>a�035¢<x>)�024a#(¢<x)a�035¢�030(x>)],

a,,J�035= i[(a#¢'<x>Xa�035¢<x))+¢' <x>a,,a"¢<x> �024(a,,¢<x>j)(a"¢'<x))~¢<x>a#a"¢�030<x>],
y usando (2.36) y (2.37), tenemos que

6�035J�034= 0,

es decir, la 4-divergencia de J " es nula. En este caso la cantidad conservada para un instante

del tiempo viene dada por

I 80Jfd3x +j a,J;d3x = 0,
V V

y usando el Teorema de Gauss en el segundo termino de la expresién anterior, es decir

I a,J;d3x = jJ;�030da,.= 0, (2.52)
V 0V

ademés sobre la consideracién que los campos se anulan en la super}401cie.De esta manera,

(2.52) se reduce a: y

1] J3d3x = 0.
dt V

Si ahora de}401nimos,para t constante

QV =j J3d3x,
V

entonces se tiene -

d
_ = 0�031

dt Q"

donde Q =_iI(¢'(x)6°¢(x) �024¢(x)6°¢�030(x))dV, es la cantidad conservada y se identi}401caracon

la carga eléctrica.

Debemos mencionar que esta cantidad identi}401cadacon la carga eléctrica no contiene la carga

e del electron. Es una expresion clésica debido a que no contiene ft. No esté cuantizado, es

decir, no se encuentra de acuerdo con el hecho que las cargas eléctricas real todas parecen ser

m}401ltiplosde una cantidad bésica. Ademés observe que si el campo es real ¢(x) = ¢'(x), Q es

nulo y no existe cantidad conservada. Por tanto, identi}401camosuna cantidad conservada Q,

como resultado de la invariancia�030dé la accion sobre una transformacion de gauge

¢(x) �024>e""¢(x) y ¢'(x) �024>e"�030¢'(x). En este caso como A es una constante estas

transformaciones deben ser las mismas en todos los puntos del espacio-tiempo, es una
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transforrnacion global. Sin embargo, este requerimiento no es posible, debido a que de acuerdo

con la relatividad, debe existir un tiempo minimo igual al tiempo de viaje de la luz, es decir, la

transforrnacién de gauge global contradice la relatividad. Por esta razén, la consideracién de

que A sea una constante debe ser modi}401cada. _

2.5 CAMPOS ESPINORIALES

Otro campo importante que debemos tomar en cuenta es el campo espinorial, el cual considera

los campos vectoriales y tensoriales. Como es conocido mediante campos tensoriales se pueden

representar algunas magnitudes }402sicasinclusive también considerando campos espinoriales

dichas magnitudes }401sicaspueden ser representadas. Sin embargo, existen casos donde lo

contrario no es posible, es decir, algunos campos espinoriales no tienen sus anélogos

tensoriales. En este contexto los campos espinoriales son més generales que los campos

vectoriales y tensoriales.

En teoria cuéntica de campos una particula se encuentra asociada con un campo. Asimismo,

como las dos grandes familias de particulas conocidas son los bosones y fermiones, siendo las

primeras descritas por los campos vectoriales o tensoriales y las segunda por campos

espinoriales. En este caso la descripcién es mediante los espinores de Weyl, es decir I//R y 1;/L ,

de tal manera que los 4-vectores de Lorentz pueden ser escritos como

it/;0�035u/R,

V/Z8�034://,_,

donde 0'�035= (1,6') y E�035= (l,�0245').Asimismo, la densidad lagrangiana, es dada por:

L = in//,fE�0346�035t//L,

la consideracién de i asegura que la lagrangiana sea hennitica. Para determinar sus ecuaciones

de movimiento y como q/L y w; son independientes, dos ecuaciones de Euler-Lagrange deben

ser determinadas, a saber

Exta}402.//1�030= 0 �031

(60 �024o"'6,)1,z/L= O,

que es la ecuacién de Weyl para (/1L y se observa que es equivalente a la ecuacién de Klein-

Gordon para una particula no masiva. De la expresion anterior, tenemos que

60WL = a-�030all//L:

39/�031;= V2�030//1;

Por otro lado, el tensor de energia-momento es

6L
. 0°�030=j(a";uL)�024g°"L,

6(5.,v/L) .

6"�035= iwza"a�035«/a,
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asi, la densidad de energia es

H=®°° =1�030://[E°6°://L,

H = it//Z301//L.

Asimismo, la ecuacion de Eu1er�024Lagrangepara 1/1 R es

cr�0346�035t//R= 0 ,

(an +0-lat)�030//R= 07

que es la ecuacion de Weyl para 1//R y se observa que es equivalente a la ecuacién de Klein-

Gordon para sus dos componentes. De la expresién anterior, tenemos que

60�030//R= -5161�030/�031R=

6(2)�031//R= vzll/Ir

También, el tensor de energia-momento es

9�035�035=i(6"u/, )-g"�035L,
0(5.,<//L) �031

ea}402=1.�030//Ila-aa}402l//R!

asi, la densidad de energia es

H = ®°° =1�031!//;a°6°1//R,

H =1�030://;6°t//R.

2.6 CAMPO ELECTROMAGNETICO

Como es conocida las Transforrnaciones de Lorentz trata de la misma manera los cambios dc

las coordenadas del espacio y del tiempo. De esta manera, en las ecuaciones dc Maxwell 1%

coordenadas xx, = (x0,x_,,x2,x3) = (ct,�024x,�024y,�024z)deben aparecer en una forma simétrica, asi las

referidas ecuaciones deben ser rescrita en funcién de rotacionales y divergencias en cuatro

dimensiones. Una formulacion de las ecuaciones de Maxwell que trata las coordenadas del

espacio y tiempo de manera equivalente se llama Formulacion Covariante. En este contexto,

iniciamos nuestro estudio considerando las ecuaciones de Maxwell, las cuales son dadas por:

vi = 47rp, (2.53)

�2547xf2�0241%=4�024�035J, (2.54)
c 62�030 0
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63 = 0, (2.55)

VxE+l£=o. (2.56)
c 6t

Siendo la primera la Ley de Gauss, (2.54) la Ley de induccién de Faraday, la tercera indica que

no existen cargas magnéticas ajsladas y la cuarta representa la Ley de Ampere.

Es posible determinar la ecuacién de continuidad (conservacién de la carga local), para esto de

(2.53) y (2.54) se tiene �030

8 �024�024 - 6
�024V.E = 4 �024, 2.57
a:( ) �035(it P ( )

v.(�254xE)-lv.E="1v.j,
c at c

lZ(Vi)=_4lV.j, (253)

c 6t c

igualando las expresiones (2.57) y (2.58), obtenemos

a�024p+V-j=O. (2.59)
at

Por otro lado, recordando que el caso del campo electromagnético se puede estudiar de dos

maneras, una de ellas es considerando los potenciales, a saber escalar ¢ y vectorial Z 0 en

términos de los campos eléctrico E y magnético 3. Si tomamos en cuenta los potenciales,

entonces de (2.55), tenemos

E = V x Z, (2.60)

el cual sustituyendo en (2.56)

:0,

c 6!

V x (E + 1%) = 0 ,
c 6!

entonces

E + = �024V¢,
c E?!

5 E=�024la�024A�024V¢. (2.61)
c 82

De esta manera, los campos eléctrico y magnético se encuentran escritos en términos de los

potenciales ¢ y 171. En este sentido el conocimiento de ellos, permitiré determinar E y B .

Asi, para precisar la dinémica de ¢ y /#1 , estas pueden ser obtenidas a partir de
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ex 1; .151 = .413,
c at c

reemplazando (2.60) y (2.61) en la expresién zmterior, tenemos

�024--1a_1a,?147:-
v V A --�024�024v--�024=�024J,

X( X ) c6t( ¢c6t) c

�024-_ -_1a- lab? 47:-
V V«A �024V2A�024�024V�024�024�024=�024.I,

( ) + c at ¢ + c1 at! c

2 _

�0241;§TA+V(VA+13"3)�024V2}1'=4�024�035J. (2.62)
c at c at c

Ademzis, en

V173 = 47rp ,

« 1 a2 _
V. --�024�024V = 4 ,( C at at) rm

1 6 �024 �024 �0242
�024�024V-A+V¢=�02447rp. (2.63)
c 6t

Ahora, observando las ecuaciones (2.62) y (2.63) tenemos que los potenciales estzin acoplados.

Antes de continuar, debemos indicar que ¢ y /-1 no determinan univocamente E y B,pues1as

transformaciones dc gauge considerando una funcién escalar A arbitraria dejan invariants

dichos campos, a saber

.71�031= Z + VA ,

entonces,

E�031= V x /�030I�031,

3' =v><(;1+vA),

l_?'=V></3+\-7><VA,

E�031= V x Z ,

B�031= 1?.

De igual manera,

, _ 1 BA

¢ _ ¢ c at �031

E�031= -161 _ V¢' ,

c at
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~ 1 8 �024 - �024 1 6A
E�031=�024�024�024A VA �024V�024-~�024,

c 6t( + ) (¢ c at )

E�031= �024la�024A�024l3W�024V¢+1V§�0313,
c at c at c 61

E�031= �024la�024A-119-VA�024W + 13%,
c at c 6! c 61�030

E�031= _la_A _ §¢ �031

c at

E�031= E.

Asi, como A es arbitraria entonces existe in}401nitas}401mcionesescalares que satisfacen

I1�031= Z + VA ,

I. _la_�031\
¢ _ ¢ 0 B! -

Regresando a la ecuacién (2.62) y considerando el gauge de Lorentz, es decir

V-Z1+l%=0, (2.64)
c at

se reduce a

1 61,71 - , �024 47: �024
'�024�024VA=�024J, 2.65

' c2 61�030: c ( )

la cual representa una ecuacién para 2 . Del mismo modo, de (2.64) tenemos

1 a - _ 1 62¢
�024~V - A �024�024= 0,
c ar( )+ c�0316:2

y considerando (2.63)

1 61¢ _
c7?�02447rp�024V2¢= 0,

1 52¢ 4 2
�024�024�024�024�024V = 4 . 2.6602 6,2 ¢ mo ( )

. Por otrollado, recordando que en la métrica

ds2 = czdtz �024dx2�024dy2-1122 ,

el D'alembertiano es de}401nidapor

1 62 �024
= __ _ V2 ,

D c2 Eitz

entonces, (2.66) y (2.65) se pueden escribir como /¥V
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a ct = �024�035(pa),
c

D 2 = 4�024�035J.
c

Ahora si de}401nimosel 4-potencial A�034= (¢,Z) y la 4-corriente J" = (cp,.7), las expresiones

anteriores se uni}401canen

4
u A" = �024�035J", (2.67)

c

conocida como ecuacién de los potenciales. En este mismo sentido, la ecuacién de continuidad

es escrita como

6,,J" =0, (2.68)

y el gauge de Lorentz

6aA" = 0. (2.69)

Es decir, tenemos expresiones (2.67), (2.68) y (269) escritas de forma covariante.

2.6.1 Ecuaciones de Maxwell covariante

Para obtener las ecuaciones de Maxwell en su forma covatiante, vamos a comenzar

considerando las componentes de

E = -153 �024W ,
c 6!

es decir,

Ex = 3% _ La
c at 6x

E = -15�030;_}402
�031(2 6t ay �031

E_ 2 gm; _1
�030 c 6t 62

1 _

Y Com -0, = 50. an = (6o,V), (15 = A0 Y (-A,,-A,.,-A_,) = (A1,A;,A,), entonccs las
c

expresiones anteriores son rescritas de la siguiente manera:

E, = 60A, �0246,A0,

E2 = BDAZ -6214�030,,

E3 = ac/13 -63/10.
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Estas relaciones tienen una forma de �034rotacional�035en t. Asimismo, de 3 = V x ,7! se tiene que

1as�030componentesdel campo magnético representan un rotacional. Asi, podemos concluir que E"

y E forman e1 rotacional 4-dimensional de A�034. Ademés, observe de las expresiones anteriores

que dos indices se deben considerar y que de la inversion de los mismos se tiene �030

Ell = 61140 'aoA1= �034(aoA1'61/10) = E1:

E5 = a2Ao �030ac/12= �030(aoA2�030a2Ao)= E2 > .

E; = 63/10 �030aoA3= �030(ac/13�030a3/lo)= Esv

es decir, e1 rotacional aplicado a un vector produce un tensor antisimétrico. Ahora, en 4

dimensiones un tensor antisimétrico tiene 6 componentes independientes. De esta manera,

de}401nimosel tensor campo electromagnético F como

F�035=6"A" �0246�035A�034, (2.70)

con F"�035= ~F�035".

De acuerdo con la de}401nicion(2.70) algunas componentes del tensor antisimétrico del campo

electromagnético, son dadas por

I F01 =a0Al _alA0�031

F°1=l%+@ = -1; = _F1°

c 8! 6:: X �031

F02 :a0A1 _a2A0

6A
F02=lA_{+§g=_Ey:_F20

c at By

F03 =aoA3 _a3Ao

F03 =l%+%=_E =_F3°

C 62�030 62 Z 7

F12 ___alA2 _aZAI

�031 F�035=�024ai+%=�024B=-F�034
ax ay �030 �031

F13 = 61/43 _a3Al

F13 = _%+§�0314_x=By =_}:'3"

6x 62

F23=a2A3_a3A2�031 4
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A 6A
F" =�024?�024i+�024�031=�024Bx=�024F�035.

ay 62

Asi, F �034/7es dada por

0 �024E,�024Ey-5,

Fa�035:E, 0 �024B,. By

E}, Bl 0 �024B, �031

E, �024By B, 0

donde F°° =0, F" =0, F�035=0 y F�035=0. _

I Ahora, considerando las ecuaciones de Maxwell no homogéneas, a saber dadas por (2.53) y

(2.54), vamos a escribirlas en su fonna covariante. Para esto escribimos (2.53) de la siguiente

manera

V-3 = 4�024�035(/96),
c

y como F�035= E,, F2" =Ey y F�035= E], entonces

v.1;~=l3p°°+3F'° +9420 +f�031.F3°=4�024�035J°,
c at 6;: 6y 62 c

6aF"° =4lJ°. . (2.71)
c

Del mismo modo, de _ l "I

vx 3-1% = 31},
c 6! c

tenemos _

472'

(3,132 -513, -3oE,,0,B, -<13; ~3oE,,0,B, -3,3, -595,) = 7(J,.J_,,J_.),

471'
6yBz �0246,By �02460E, = TJX,

6:8, �024a,B:�02460Ey=4�024�035J,,
c

47t
6,By �0246,8; �02460Ez= �024:J,.

Para el primer caso, tenemos I

62F�034+ 63F�034+60F°�030= EJX,
c

y como F�035= O, entonces %
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6aF"" = 4�024"J'.
c

De la misma forma, se tiene:

a F122 ___ ii./Z

41 C �031

aaF�034�031= 4�024�035J�031.
c

Estas expresiones conjuntamente con (2.71) pueden ser uni}401cadasen

ad}-W" = 4�024�035J�035, (2.72)
c

que representan las ecuaciones dc Maxwell no homogéneas en su forma covariante.

Para el caso de las ecuaciones de Maxwell homogéneas, a saber dadas por (2.55) y (2.56), y

siguiendo un procedimiento similar, se tiene para (2.55)

6XBx +6yBy +6:Bz = 0,

6,19, +02B2 + (3333 = 0,

a1(a2A3 _ 63/12) + 62 (as/11 _a1A3) +a3(a1A2 _ 62/11) = 0 :

61F23 +6217}, +6317�035= 0. (2.73)

De la misma manera, -

vxE+la_B=o, ~
c 61 �030

(6yE, �0246zEy+ 60Bx,6,EX �0246xE:+6oBy,6XEy �0246yEX +6031) = 0,

(a2Fo3 "a3F02 + aoF32=a3FlJI _alFl)3 +a0F13va|Foz �030a2Fo1J�035601721) = 0�031

a2Fo3 +a3F2o +aoF32 :0:

631:0: + a|F3o + 601713 = 0 >

a1Fo2 +a2Fl0 +a0F2I = 0'

Uni}401candolas expresiones anteriores con (2.73), se obtiene

6rFa/,+8_1F/,,+6l,Fm =0. (2.74)

For otro lado, considerando el tensor de Levi-Civita 5�035�035cuya propiedad son 'si dos indices se

repiten es nulo y si la permutacién de indices es par es uno, se puede escribir las ecuaciones

homogéneas en una forma similar alas no homogéneas. Para esto de}401nimos: /M
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�030W�031=%g"�035"�031F,,,,

. 1 ,, .
donde �034F""es el tensor dual de F75. Asi, considerando �0242�0246M en (2.74), es decir

1 We F 1 We F 1 �034MaF �024038 r or/3+3�030;41 l?r+§8 /7 }4021_�031

1 11,1? 5 1 all 6 1 M775
B7(§£ 7 Fw)+6a(§£ �031F/,r)+6,,(§£ F�035)= 0,

6 1 ""�035"F6 1 "�0315�035�031F6 1 �031�035"�031F-0X55 ,1/y)+ «(E5 ,«;,)+ 355 m)�024,

6/F�035+a,,�030F�034"+6�030.,�031F*"�034= 0,

6,�030F�035"= 0. (2.75)

Asi, las ecuaciones de Maxwell son dadas en su forma covariante por (2.72) y (2.75).

2.7 PROBLEMAS

1. Determine la densidad lagrangiana para un campo complejo la cual sea invariante frente

a transformacién de gauge local, es decir: (I) �024->¢�031= e"A"�030)¢y ¢' �024>¢" = e""�030)¢�030.

Solucién

De acuerdo con el enunciado del problema, tenemos b

¢(x) -> e�030"�034"¢(x)= 51/06) , (2-76)

¢'(x) �024>�254�035�034�035¢'(X) = I//' (X) , (2.77)

donde A(x) es una funcién de las coordenadas del espacio-tiempo. Sobre esta transformacién

la densidad lagrangiana

£ (¢(x>,a,¢<x>;¢�030<x>,a"¢�030<x>)= (6,.¢(x>X6"¢�030<x>)-m2¢<x>¢�030<x>,
se transforma de la siguiente manera:

L ii//(x)>a,,'/�031(7C)§�030//.(xba}402l//'(X))=(6,,«//(x))(6�035v/'(x))-mzt//(x)!//(x),

L (I//(x),r3#u/(x);z//'(x>,6�034r/(x>)=al(e"�034*�031¢<x>)a"(e'�034�030*�031¢�030<x))�024mi(e"�034�034�031¢(x>)(e"�034<�034¢�030<x>),

L il/�031(x):a,,l//(XXV/.(X>,5#1//�030(17))=(�024:e-'�034*�031al<A<x>)¢<x>+e"�034�030*�031al<¢<x>>)x
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(ie"�034�031a"<A(x)>¢'<x)+e'�034�034�031a"<¢'(x>))�024m�031e"�034�030>e�030�034"¢<x)¢�030<x>,

L (w<x),a,w<x);w'<x»,a�035u/<x>)=(6.¢<x>)(a�035¢�030<x>)-m2¢<x>¢'<x> +

(6�035A(x)X6"A(x))¢(x)¢'(x)�024i(6�035A(x)X6"¢'(x))1§(x)+i(6�035A(x)X6�035¢(x))¢'(x),

L (w<x),a,w<x>;w�030<x>.a�034w'(n)=L (¢(x).a,,¢<x>;¢'(x),a�035¢'<x))+

(a,.A(x)Xa"A<x))¢<x>¢�030<x)�024i(a.A<x))(a�034¢�030(x>)¢<x>+ig"*g..(aiA<x>)(a*¢<x>)¢' (x),

y como g�0341gW= 6'5 y luego haciendo /1 = ,u se tiene:

L (u/(x),ayw<x>;w'(n,a�034u/(x))=L (¢(x>,a,¢<x>;¢'<x),a"¢�030(x))+

(a,A<x>)(a*A<x))¢<x>¢' (x) + i(a,,A(x>)(¢�030<x>a"¢(x)�024¢<x>a"¢�030<x)).

L (cm),a,w<x>;w'<x),a�035v/(x))=L (¢<x).a,¢(x);¢'(x>,a�034¢'<x>)+(e.A(x))I*,

donde J�034es la corriente del campo ¢(x). Observe que en este caso la densidad lagrangiana no

es invariante sobre las transformaciones de gauge local. De esta manera, la siguiente tarea es

obtener una densidad lagrangiana que sea invariante frente a transformacion de gauge local.

Con este propésito, para el caso de A(x) peque}401o(parémetro de transformacion in}401nitesimal),

consideramos la transforrnacién, es su forma in}401nitesimal,dada por:

-.A .. . /\2(X) ./\3(X)
I//(X): e "¢(x) =(l �0241A(x)�024T+1T�024---j¢(x),

u/(x) = e'�034"�031¢�030<x>=[1+iA<x>�024%�024i%�024---]¢'(x>.

y como A(x) es peque}401o,podemos despreciar términos del tipo A2 (x) , A�031(x),frente a

A(x) , de esta manera las expresiones anteriores se reducen a la forma:

I//(X) = e"'�034("¢(X)= (1 - 1'/\(x))¢(x) = (1506) ~ 1'/\(x)¢(x), (2-73)

gu�030(x) = e"�034*>¢�030(x)= (1 + iA(x))¢�030(x) = ¢�030(x) + rA(x)¢�030(x). (2.79) '

Ademés, como

V/(X) = ¢(X) + 5 $1506) 3 (2-30)

I//'(X)=¢'(X)+5¢'(x). (231)

entonces comparando (2.78) con (2.80) y (279) con (2.81), se obtiene que:

5 9506) = -I�031/\(x)¢(x), (2-32)

5¢�030(x)= iA(x)¢'(X), (2-83)

/% 51



y ademés dc (2.80) y (282) se obtiene,

6.:/z<x) = 6. (am �024iA<x>¢<x>) = a.¢<x> �024r(a.A<x))¢<x> �024z'A<x> (a.¢<x>), (2.84)
asimismo, de (2.80) tenemos

0,. (6¢<x>) = a.(w(x> �024¢<x>) = 6,91/(x) �024am). (2.85)

y usando (2.84) asi como el hecho que 6�035permuta con la variacién 6 , la expresiori anterior es

escrita de la siguiente fonna:

5(6�035¢(x))= �024i(6#A(x))¢$(x)�0241�031/\(x)(a,,¢(x)). (2.86)

Similarmente, considerando (2.81) y (2.83) se tiene:

5(a�035¢'(x))=i(6�034A(x))¢'(x) + z'A(x)(6�034¢'(x)). (2.87)

Observamos que las expresiones (2.86) y (2.87) tienen términos extras _ ,(a~A(,))¢(,) y

i(a*'/\(x))¢�030(x),respectivamente. Estos términos extras hacen que la Accién no sea invariants

sobre transformaciones de gauge local, como mostramos a continuacién.

La variacién de la densidad lagrangiana es

EL 3L BL . 6L .
L = �024 �024 ,6 am) 6¢(x) + �024(�024�024jaam�0355(a,,¢(x))+ a}402x)5¢ (x) +-2a}402}402x)5(au¢ (x))

ahora usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos ¢(x) y ¢�030(x) _. es decir

_5.L_ _ 5 L 2 0,
3¢(x) �0340(5.¢(x))

_.a_i _a#[_Lj = () 3

53¢ (X) 3(0"¢ (30)

en el primer y tercer ténnino del lado derecho de la expresién anterior, se tiene

M M M . aL ,, . _
6L _ ay [ j6¢(x) +  §(6u¢(x))+a~[%}s¢ (x) + 6(6 ¢ (x))

Luego, considerando los términos de variaciones para ¢(x) y ¢°(x) dadas por (2.82), (2.83),

asi como sus derivadas respectivas (2.86) y (2.87), se obtiene

all , 6L . .
6L - a}402[ J(�0241A(x)¢(x))+ [�024{B/1A(x))¢(x)�0241A(x)(6/1¢(x)]j+

3L . 9 3L . /,1 J * . ( )1 *
a»%a#¢_(x»j(;A(x)¢ (x))+3((%)(.(a A(x) ¢ (x) + zA(x) a ¢ (x) ,
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6L BL
= :~a _' _' a55 5, [(.,(6#¢(x» ¢<x>j( zA<x>) jjam) #A<x>j¢<x>)+

BL . . . 6L K ,u j * J
3�034T _ a A ,

[6<a"¢'<x»¢ (x)]('A(x))+�0316(a�034¢(all (X) �030�0350�030)

los términos 5 __5L¢(x) y a»[i�030_¢-mjson divergencias totales que no contribuyen

, �0346(<3,,¢(x)) 5(5"¢ (x))

a la variacién de la accién. Ademés, como

6L

a<a"¢�030<x»�030a�035¢(")�031

6L .
�024�024�024= a" ,
a<ay¢<x» ¢ 0�030)

entonces

M = �024;(a�035¢�030(x)X8#A(x))¢(x) + i(6�035¢(x)X6�034A(x))¢'(x),

V 51: = �024i(a�034¢'(x))(a,,A(x))¢(x)+1�030gM(a�030¢(x))g�035*�031(a,,A(x))¢�030(x),

M 5L = -1-(a#¢�030(x)X8}402/\(x))¢(x)+ :55 (6�031l¢(x)X0}402A(x))¢'(x),

6L�031=z�030(a,A(x>)(¢'<x>(a�035¢<x>)�024¢<x>(a"¢'<x)))

5L = (6�035A(x))I", (2.37)

donde J�035= i(¢'(x)6�034¢(x)�024¢(x)a�035¢�030(x)) es la corriente del campo escalar complejo. De esta

manera, la accién no es invariants sobre transforrnacién de gauge local. Para hacer que dicha

Accién sea invariante, vamos a introducimos un nuevo cuadrivector AF (x) que se acoplaré

con la corriente J�034, asi la densidad lagrangiana L tendré un término extra, dado por:

~ L, = �024eJ�034A�035(x). (2.88)

Més a}401n,vamos a imponer que sobre la tiansformacion de gauge local, el campo A,1 (x) se

transforme como:

A�035(x)�024>A;,(x) = A}402(x)+l6�035A(x)= A#(x) +5A#(x), (2.89)
e

llamada transforrnacion de gauge. Ahora la variacién de L1 es

5L, = �024e(6J�034)A�035(x) �024J�034(6'A(x)) = Ae(5 J�035)A# (x) �024J�035(%6�035A(x)j,

5L, = �024e(§J")A�035(x)�024J�035(6#A(x)). (2.90)

De esta expresién el término �024J"(aMA(x)) Ileva a que 6L en (2.88) sea nula, sin embargo,

ahora se tiene un término extra, �024e(5#J�035)A#(x),el cual se debe anular. Con este propésito, y
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considerando la corriente J�035=i(¢'(x)8*�030¢(x)�024¢(x)a�035¢'(x))asi como las transformaciones

(2.82), (2.83), (2.86) y (2.87), obtenemos

61" = i6(¢'(x)a�034¢<x>�024¢<x>a�034¢'<x>),

«W = i((6¢'<x>)a"¢<x> + ¢'<x>(6(a"¢<x>>)�024(a¢<x>)a�034¢�030<x>�024¢<x>(6<a�034¢'<x)))),

61�034= z'(iA<x>¢' <x>)a�034¢(x)+ at�030(x)(�024i<a"A<x>>¢(x) �024iA(x)(a�035¢(x>))�024

i(�024z'A(x>¢<x>)a"¢'<x>�024:¢<x)(i<a"A(x)>¢'(x>+iA<x>(a�035¢'(x>)),

5J�035= 2¢(x)¢'(x)(a~A(x)). (2.91)

De esta manera, considerando (2.88), (2.90) y (2.91) tenemos que

5L + «SL1 = -2 e¢(x)¢' (x)(6"A(x))A# (x) . (2.92)

Como ocurrié anteriormente, observamos que existe un término extra en la variacién de la

densidad lagrangiana L+ Ll, asi con el objetivo de que (2.92) sea nula, vamos adicionar un

término, dado por:

5: =e2A,,(x)A"(X)¢(x)¢'(x)-

Nuevamente debemos calcular la variacién de L2, teniendo en cuenta la transformacién dc

gauge para Al, (x) dada por (2.89), asi como (2.82) y (2.83), se tiene que

5L, = e2(5A# (x))A�035(x)¢(x)¢'(x) + e2A}402(x)(5A"(x))¢(x)¢'(x)+

e�030A.(x>A�034<x)(6¢(x>)¢�030(x>+e�035A,<x>A�035<x)¢<x)(6¢'(x)),

5.52 = ez[%B�035A(x)jA�034(x)¢(x)¢'(x)+e2/1�034(x)£%6"A(x)j¢(x)¢'(x)+

92/1,, (X)/1" (x)( �0241'/\(x)¢(x))¢' (X) + 82/1,, (I)/1�035(x)¢(x)(I'/\(x)¢' (16)),

64 = e(a,,A<x>)A�035<x>¢(x>'¢'<x>+ eA,. <x>(a�035A<x>)¢(x)¢�030<x>,

6L, = eg..,(a�034A<x>)g"�035A,<x)¢<x>¢�030(x>+ eA. <x)(a*�030A<x>)¢(x)¢'(x),

M, = e6�031«(a�034A<x))A,<x)¢<x>¢'<x)+eA,,<x>(a�034A(x))¢<x>¢'<x>, 2

5L, = 2e¢(x)¢'(x)(6"A(x))A#(x). (2.93)
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Observemos que este ténnino es igual a (2.92) pero con el signo cambiado, asi de (2.92) y

(2.93), tenemos que:

6L+5L, +6132 = 0.

Por lo tanto, la nueva densidad lagrangiana total, dada por L + L, +LZ, es ahora invariante

sobre transfonnacién de gauge local. Por otro lado, como introducimos un campo extra Ay (x)

el cual se acopla a la corriente J" , necesitamos tener en la densidad lagrangiana total una que

contenga sélo al campo de gauge AN) y que ademés sea invariante de gauge, es decir, sin

acoplamientos con los campos ¢(x) y ¢'(x). De esta manera, defmimos el rotacional del

campo A�035(x)como:

F,.=5uA.(x)-6.A,(x)- (2-94)

Es inmediato veri}401carque esta expresién es invariante sobre (2.89), es decir

13; = 6�035AL(x)�024a,A;(x),

F�030;= Bug/1.,(x) + l0,A(x)j �0246,(A,(x)+16,/\(x)j 3
�254 8

Fly = 3,.AV(x) - 5.-4,.(x)=

Fljv = FM .

Considerando la de}402nicién(2.94) construimos la densidad lagrangiana asociada al campo

A�035(x)como:

-C. =�024%F""F.., (2.95)

donde el factor �024}esnecesario porque pennite obtener las ecuaciones de Maxwell no

homogéneas a partlr de las ecuaciones de Euler-Lagrange. De esta manera, sumando todas las

densidades lagrangianas, obtenemos la densidad lagrangiana total, dada por:

L. =(6,.¢<x)Xa�035¢�030(x>)�024m2¢(x)¢'(x)�024eJ�034A,(x>+ e2A,.(x>A�034(x>¢<x>¢'<x>�024%F""F,...
que se puede reescribir como

L. =(a.¢<x))(a�035¢'<x>)�024m2¢(x>¢'<x> ~ ez'(¢'(x>6"¢<x> �024¢<x>a�034¢�030<x>)A.(x> +

82/1.(x)A�035(x)¢(x)¢'(X) -%F�034"F,,V,

L. =(a,.¢<x>)(a"¢' <x>)�024ml¢<x>¢'<x> �024ez'¢'<x>g�034�034(a.¢<x>)g..A�034<x>+

z'e¢<x)(a"¢'(x))A.(x) +e�035A.(x>A"(x)¢<x)¢�034(x)�024%F�035"F.,.

£1 =(6.¢<x)X6�035¢�030(x>)~m2¢<x>¢'<x>�024eizm¢'<x)(a.¢(x>)A"<x>+

ie¢(x>(a�035¢'<x>)A,,(x)+e2A.<x)A�035<x)¢<x>¢�030<x>�024%F�035�031F.,
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£7 =(au¢<x> + ieA,<x)¢<x>)(a"¢'<x> �024ieA"<x>¢�030<x))�024mZ¢<x>¢�030(x) �024%F�035vF}402V'

Para que la densidad lagrangiana sea més general posible, vamos a considerar fuentes extemas

j y j�030acopladas a los campos ¢'(x) y ¢(x), respectivamente, y el campo de gauge A# (x)

acoplado a j , por lo tanto se tiene

L1�031= (am) + ieA,(x> ¢<x>)(a"¢'<x> �024ieA"<x)¢'<x>)�024m2¢<x> ¢' (x) �024% F""F,, �024

j.¢(x)_j¢(x)_j#Ay(x)' (2.96)

For otro lado, si consideramos la densidad lagrangiana original, es decir

L (¢<x>,a#¢<x>;¢'<x>,a�034¢'(x) )= (a,¢<x)Xa�035¢�030<x>)�024m�031¢<x>¢'00,
con (2.96) observamos que 6�035¢(x)es reemplazado por 6#¢(x)+ieAu(x)¢(x), asi podemos

de}401nir:

D�035¢(x)= a,¢(x) + ieA/J (x) ¢(x) = (ay + ie/1�030,(x))¢(x) ,

y de la misma manera,

D�034¢'<x>= a�034¢�030<x>�024z'eA�034<x)M) = (a# �024z�030eA"<x>)¢'(x>.

Estas expresiones son conocidas como el Acoplamiento minimo o Derivada covariante de los

campos ¢(x) y ¢'(x) , respectivamente. Debemos mencionar que diferente de Bu¢(x) y

6"¢'(x), D#¢(x) y D�034¢'(x)Sc transfonnan en forma covariante sobre una transformacién de

gauge local, es decir

6(D,¢<x>) = �024iA(x>D,¢<x> ,

5(D*�030¢�030(x)) = iA(x) D"¢'(x).

De esta manera, la densidad lagrangiana total e invariante frente a transformacién de gauge

local, es dada por:

L1 =(D,.¢(X)XD�035¢'(x))-m2¢(X)¢' (X) - % F�031"F,.V�024J"¢(x) - 1'¢(X)- f"A,,(x)-

2. Demuestre la ecuacién (2.3) si q,.(t) �024>q,(t) + 6q,(t), q,(t) �024>q,(:) + 6q,(t) y, 6q1(t1) = 0

Y 5 q.(�0312)= 0 -

Solucién

Determinando la variacién de la accién, a saber

6S[q,�024<z>]= Slq,-(I) + 6q,<r>]�024S[q.<r>],
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'1 aL aL d
5S[¢I;(f)]= df('?5<1.(I)+�024.�024�0245q.»(7)jv (2-97)

I, aqm aq,<r> dr
pero como

L

1 £54. =a�024.15q.~+5Bi q,(t),
dz�030aq, Bqi dt dt aq,

tenemos que

- * L
a�024�030.iaq.=1 "�024.aq.-1 1. am,
aq, dt d! aq, dr aq,

entonces (2.97) es dado por

I I
2 d I d

6S[q.<r>]=Jdr �024aL�0246q.<r>�024�024�024�030.9�030�024aqm +jdr�024-éiaq. ,
,, 5q,(t) dr 6q,(r) . ,, d! 59.0)

aL d aL aL .,
6S[q.<r>]=Id�031*~~ .�024aq.<r)+�024.�0246q.-|,,

,, aq.<r> dr aq.(r) Mr) '
y como 6 q,(t,) = 0, 5q,(t2) = 0 y 5 q, (t) es arbitrario, se obtiene:

. 1 a_L 2-0 a
» dr aq. aq, '

2.7.1 Problemas propuestos .

1. Considere que la densidad lagrangiana para un campo escalar es dada por

L = §(a.¢Xa"¢)�024V<¢>v �034°"dev<¢)=�024§m1¢2+a¢~

a. derive la ecuacién de movimiento para el campo ¢ ,

b. gra}401queel potencial V(¢) y determine el valor de ¢ = ¢0 con (15 > 0 el cual es un

minimo de estabilidad de V(¢),

c. derive expresiones para el tensor energ1'a�024momentoy la densidad Hamiltoniana.

2. Considere la densidad lagrangiana L = %(¢'B,¢ �024(6,¢')¢)�0242i(6,¢'X6,¢).

m

a. Encuentre la ecuacién de movimiento.

b. Encuentre el tensor energia-momento.

3. Demuestre que <9_°�031+ ad, £9 + V Q = O corresponde a la ecuacién de movimiento para un
at 6x Bx}

campo escalar �030Pcuya densidad lagrangiana es L = $4311», +%\yj _ gnpfx , donde (kg.

4. Dada las transformaciones in}401nitesimalespara el campo y las coordenadas,

¢'(x) = ¢(x) +5¢(x) y x"�030= x�034+ 5x�034, demuestre
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a. A¢(x) = 5¢(x) + (a�035¢)ax#,donde A¢(x) = ¢'(x') �024¢(x)es la variacién total del

campo,

b. 6�035= 6;.

5. Para un campo escalar real ¢ , que satisface la ecuacién de Klein-Gordon en la ausencia de

. . ., 1 Z . .
cualquier mteraccion L = §(6#¢X6�034¢)�024m7¢2�024V(¢)�024}¢, donde J es una constante,

derive las ecuaciones de movimiento.

6. Para las siguientes densidades lagrangianas derive las ecuaciones de movimiento:

a. Para un campo escalar real ¢ , que satisface la ecuacién de Klein-Gordon en la ausencia

de cualquier mteraccion L(¢,6�035¢,})=H¢X6�034¢)�024m2¢2)�024V(¢)�024}¢, donde 1 es

una constante.

b. Para un campo escalar complejo ¢ L(¢,6#¢,¢',6�034¢�030)=(6#¢X6"¢')�024mz¢'2.

7. Consideremos una densidad lagrangiana con dos fuentes extemas j y j�030acopladas con

los campos ¢ y ¢' respectivamente y el campo de gauge A acoplado con j . Si

. . . 1 . .

L = (5,.¢ + ieA,.¢X5"¢ -ieA"¢ )-.#2¢¢ - ZF,,..F"" - 1 ¢ - J'¢ - J'�035A,,,encuentre las

ecuaciones de movimiento de los campos 51} y ¢' .
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CAPITULO Ill

CUANTIZACION DE CAMPOS LIBRES

3.1 INTRODUCCION

La necesidad de estudiar fenémenos cuanticos relacionados con la radiacién, llevo a la idea de

cuantizar los campos, siendo histéricamente el primero de ellos el campo electromagnético. La

teoria que se obtuvo es conocida como electrodinémica cuémica y el cuanto dc radiacién

asociado con el campo electromagnético es el fotén. En la actualidad todas las particulas

elementales pueden ser descritas en términos de cuantos de sus campos asociados. Existen dos

formas de realizar la cuantizacién de los campos, la primera es considerando las relaciones de

conmutacién conocidas de la mecanica cuéntica y la segunda via las integrales de camino�030

En la naturaleza existen dos tipos de familias de particulas bien diferenciadas, a saber los

llamados bosones y fermiones. El primero de ellos son particulas cuyo espin es entero y los

" segundos espin semientero. Asi, cuando se va a cuantizar bosones se consideran las relaciones

' . de relaciones dc conmutapién dc Heisenberg. Para el caso de fermiones se consideran las

relaciones de anticonmutacidn.

Cuando se éonsideré la ecuacién relativista de Klein�024Gordonpara que describa el

comportamiento de una sola particula se encontraron ciertas di}401cultades,aparecen soluciones

dc energia negativa y la corriente de probabilidad no es de}401nidapositiva. tal como ocurre en la

, mecanica cuéntica. Por estas razones la ecuacién relativista de Klein-Gordon fue dejada de

' lado, en realidad debido a estas problemas fue el motivo por la cual Dirac dedujo la ecuacion

que Ileva su nombre. Posteriormente, la di}401cultadpresentada fue solucionada por Dirac,

descubriendo que cada particula tiene asociada una antiparticula.

En la cuantizacién de los campos el modelo que se toma en cuenta es de| oscilador arménico.

En ella, una nueva interpretacién de los campos clésicos es realizada, a saber ellos son

considerados como operadores de campo, de tal manera que ahora los coe}401cientesde las

soluciones son interpretados como operadores, siendo uno el de creacién de particula y el otro

de aniquilacién de las mismas. 0 en caso contrario pueden ser operadores de creacién y

V . aniquilacién de las antiparticulas. Este procedimiento es conocido como Segunda

Cuantizacién.

* 3.2 �030 CAMPOS ESCALARES

En esta seccién vamos a considerar la ecuacién de Klein-Gordon dcscrita por un campo escalar

real ¢(x). Como estudiamos en el capitulo anterior, para determinar la dinamica del referido

campo, consideramos Ia densidad lagrangiana

L_1(a X,:)m22 .
-3 11¢ 5 ¢ �024�024;¢~ (31)

" cuya ecuacién de movimiento es dada por (2.34), es decir

(a"a�034+ n}401)¢(x)= 0. (3.2)



Asimismo, para determinar Ia energia del campo de Klein-Gordon, se puede obtener a partir

del tensor energia-momento, de}401nidoen el capitulo anterior, a saber

9'�035= (5"¢)(3"¢) �024g�034"L,

y la densidad de energia es dada por

1 �030Z1 - ml
®°° =�024+�024V2+�0242.

2 ¢ 2 ¢ 2 ¢

Por otro lado, como la energia (hamiltoniano) es

H = I0°°d 3 x,

entonces,

H = j§(<ao¢)2 +W + m2¢2>d3x.

Observe que la energia es de}401nidapositiva. En este caso no surge el problema de soluciones

con energia negativa.

La solucion de la ecuacién (3.2) es

¢(x) = IL(ae""" +be"�034)
(27r)32w,(

donde los coe}401cientesde la expansion son arbitrarios, wk = W?�031+m7 y la medida en el

integrando es elegida de tal manera que sea un invariante relativista.

Como mencionamos anteriormente, en el método de segunda cuantizacién una nueva

interpretacion tiene el campo escalar ¢(x) , a saber es un operador de campo, en consecuencia

como la bases, dadas por las exponenciales, no pueden tener esta caracteristica, son los

coe}402cientesque tendrén cl carécter de operadores, asi la solucién es dada por

A d3k . _ ,�034�031\ ,0,
¢(x)= �024-�024�024�024é(a(k)e' +a�030(k)e' ). (3.3)

I (27r)32aJk

A continuacién imponemos las relaciones de conmutaciénz

[¢(2,z),n(2',:)] = :5�031(2 �0243?�031),

[¢<2,r>,¢<2',r)] = 0,

[rr(f,r),7r(f�031,t)]= 0,

donde 7r(3?,t) es elmomento conjugado canonico del campo ¢(x) de}401nidopor

an �030
7z'(x) = .j,

a¢(»c) /Z5,

60



que para el caso de la densidad Iagrangiana dada por (3.1) es

#06) = 450�030)~

A continuacién debemos determinar los operadores de creacién y aniquilacién, para este

de}401nimos

1 vib
me) =Te , (3.4)

((27!) 260;.) 2

el cual forma un conjunto ortonormal, es decir,

f; (x)i5,,f,,(x)d3x = 530? �024IE�031), (3.5)

donde, se ha de}401nidoz

/�030<x>5o/<x> = f'(x)(0of(x)) �024(aw (x))f(x)-

De esta manera, sustituyendo (3.4) en (3.3) tenemos que

~ d°k A H .
¢<x> = j�024�024�0243�024�024<a<k>/k(x) + a (km 0:»,

,](2n') 2a)k

para determinar, a partir de esta expresién, los operadores de creacién y aniquilacién,

consideramos (3.5) y obtenemos las siguientes relaciones:

ave) = Id3x\!(2�035)32wk.f1:(x)i5o¢(x)s

a�030(k�031)= jd3x'./(2z:)�0312w,¢(x'):E>0;;,(x').

Continuando con la cuamizacién de campos libres y recordando que estamos considerando el

caso del campo de Klein-Gordon, cuya hamiltoniana es dada por

1 _ 7

H = J§<<a.,¢>2 +V2¢+ m2¢->d3x,

y el campo escalar es

¢(x) = ILE(ae""�030+ be"�034)
(2;z)�0302a;k

donde los coe}401cientesde la expansién, a y b , son arbitrarios; wk = x/IE2 +m2 = k0 y la

medida en el integrando es elegida de tal manera que sea un invariants relativista.

Ademés, en la segunda cuantizacién el campo escalar ¢(x) tiene una nueva interpretacién, a

saber es un operador de campo. Asi, como las exponenciales no pueden tener esta

caracteristica, son los coe}401cientesque tendrzin el carécter de operadores, asi tenemos
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~ (131? . _k, , ,,
¢(x) = 'j(a(k)e ' +a+(/C)?�031)- (3-3)

I (27r)3 Zwk

A continuacién imponemos las relaciones de conmutacién:

[¢()�030c,t),7r(2?',t)]= 1'53 (2 �0247),

[¢<m,¢<x',r>] = 0,

[n<2,z),n<x',r)] = o,
donde 7r(f,t) es el momento conjugado canénico del campo ¢(x) de}401nidopor

7z'(x) = ,

a¢(x)

. nor) = ¢3<x) .

Asimismo, en una teoria cuzintica es necesario de}401nire1 tama}401ode los vectores, el cual es

obtenido a través de un producto intemo en el espacio vectorial de las soluciones de la

ecuacién de Klein-Gordon, dada por

(f,g) = I/�030<x>iéog<x)d3x,

con

1 -.-
fl: (X) =ET�034I�034,

V ((Zn') 260;) 2

(3.4)

v 1 -11:

fk (X) =Ty?

(an) 24¢) 2
el cual forma un conj unto ortonormal, es decir,

_[fk'(x)i5,,f,,(x)d3x = 530? �024IE�031), (3.5)

donde, se ha de}401nido:

f�030(x)5of(x) = f�030(x)(5of(36)) - (aof*(x))f(X)-

De esta manera, sustituyendo (3.4) en (3.3) tenemos que

~ d�031k. .+ .
¢(x> = J�0243<a<k)fk (x) + a (km 0:»,

,/(2n) Zwk

para determinar, a partir de esta expresién, los operadores de creacién y aniquilacién,

consideramos (3.5) y obtenemos las siguientes relaciones:
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doc) = Jd�031xJ<7r?Zf;<x>iéo¢<x>,

a* 0:�031)= Jd�031x'\/&rr>Tw<x'>i5o21.<x'>.

ave) = Jd�031xJi/;<x>iéo¢(x>,

a*<k'> = jd�031x3/i¢<x'>z'éo/k.<x'>.

De las expresiones anteriores, vamos a determinar las relaciones de conmutacién de ac?) y

a* (k), es decir

[a(k),a*(k')]= [d�031xJ<mW»I/;(x>z'6u,¢(x)j ¢(x'>i5omx'> �024

Id�031x'}40127>Tm¢(x,)i5o}401'onId3x 1; (x)i5o¢(x)a

[&<k>,a*<k'>]= IWW1/;<x>z�0305.,¢<x>Id�031x�031Ji¢(x')i5o.f:'(xl) �024

Id�031x'~/i¢<x'>i5o/1.<x'>jd�031xx/E/;<x>iéo¢<x),

[a<k>,a*<k'>]= �024<2n)�031jd�031xd�031x'«/}402/;<x><5.,¢(x))¢<x'>5on-(x�031>+

+ (2203 Id3xd3x'J?1?»E¢<x')<é.,/k.<x'>>/;<x)éo¢(x>,

[a<k>,a*<k'>]= �024<2n>�031jd�031xd�031x'J@[/;(x><5o¢<x)),«$<x'>5o/kr<x'>],

[a(k),a*(k')]= �024(27r)3_[d3xd3x'\[41EE><

[ff (X)(5o¢(x)) - (0of{ (x))¢(x), ¢(X')5of,,- (x') �034(5o¢(x'))f.A (x')J»

[a<k>,&*<k'>]= �024<2n>�031Jd�031xd�031x'J�030WZ{[f;<x)(ao¢<x>>,¢<x'>ao/kl<x'>]�024

[/;<x>ao¢<x>,<a.,¢<x'>>/..<x'>]�024[wax<x>>¢<x>,¢<x'>ao/.<x�031>]+kao./�030k.(x))¢(x)v(a0¢(x�031))fk'(x�031)]}>

[a(k>,a*<k'>]= �030(Z703Idsxdaxlw/%{fk.(X)[a0¢(x)»¢(x�031)]6o.71'(X')-

f1:(x)|:ao¢(-x):ao¢(x')1fk'(x,)�034aofk.(x)[¢(x)s¢(x,)]ao}401'(x')+60./;(X)[¢(x):ao¢(x�031)]/1'051)}:

V [a<k>,a* (k'>]= �024<2n>�031Id�031xd�031x'JW{/;<x>[zr<x>,¢<x'>]aofk,<x'>�024
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/;<x>[n<x>,n<x'>1n. <x'> - aofk.(x)[¢(x)s¢(x')b0fk�031(xv + 602'; <x>[¢<x>.zr<x'>]f, <x'>},

y como

[¢<2,r), n(2',r)] = i6�031<2�0242'),

[¢<r,r), ¢<2',t>] = 0,

[n(2,z>,n<2',r>] = 0,
entonces,

[&<k>,a*<k'>]= (2:03 Id3xd�031x�031J�030Ww.'<x>5..f..<x')[¢(x>,zr<x'>],

[a(k),a* (k')] = (2n')3 jd3xd�031x'J4_m,aT,/;(x)5of,(x'):a�031(x�0242'),

[a<k).a* <k')]= <2zr>�031J4"aZa7Jd�031x/k'<x)i5on<x>,

ademés, recordando que /2 = k; �024ml, entonces cuando 1? = kg,�031�024m2 y como

wk = x/F-:1? , asi para k = k�031se tiene que wk = m, y asi se obtiene que

[a(k),a* (k')]= (27r)32a),,63(IE �0241?').

Similarmente se puede mostrar que

[a<k),a<k'>]=0, .

l&*(k),&* (k')] = 0. .

Ahora, construimos el operador n}401merode paniculas, de}401nidacomo

A�030/(k)= a�030(k)a(k).

De este modo, se obtiene que

lN<k),N<k'>J= [iv <k)a<k>,a*<k'>a(k'>],

lA7<k>,A7(k')J= 6:�030<k)[&<k),a* (k'>]a(k'> + a* (k')[2z* <k),a<k'>]a(k>,

lN(k>,N(k'>J= 6* <k>[a<k>,a* <k'>]a<k'> �024a�030(k')[a<k'>,a* <k>]a<k>,

[K/(k),1\�030I(k')]=51* (k)(2;;)�0312a;k53(I?�024/2')a(k') �024a* (k�031)(27r)32w,,.5�031(IE �024l?�031)&(k),

[X/(k), J�254r(k')j=&*(k)(27r)�0312a)k¢i(k)�0245* (k)(2;:)3 2az,,&(k),
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[Mk),A�030/(k')j=0.

En consecuencia, los autoestados de los operadores Mk) y Mk�031)se pueden considera: como

una base. Pero es necesario determina: sus autovalores, los cuales vamos a llama: n(k) , asi

Mk)|n(k)) = n(k)| n(k)) .

Ademés, se puede mostrar las siguientes relaciones:

lMk>,a* (k>J= [a*(k)a<k>,a*(k)],

lz\7<k>,a*<k>J= a*<k>[a<k>,a*<k>]+ {a*<k>,a*<k>]a<k>,

lA7(k>,a+(k>J= 21* <k>[a<k>,&* <k>],

[Mk),a* (k)J = a* (k).

De igual manera,

[Mk),a(k)]= �024a(k).

Podemos encontrar

<fv<k>a* (Io �024a�030<k)N<k>>|n(k)) = c�030«*<k>|n<k>>,

N<k>£z* <k>| n(k)) �024a* <k>N(k>| n(k)) = if <k)| n(k)),

1"v<k)2z*(k)\n<k>> �024n<k>a* (k)tn<k>> = or <k>1n<k>)

Mk)a*(k)|n(k)) = (n(k)+1)[1*(k)]n(k)).

La interpretacién de esta expresién dice que si |n(k)) es autoeslado de Mk) con autovalor

n(k), entonces a*(k)|n(k)) también autoestado de Mk) con autovalor (n(k)+1). De la

misma manera,

(N(k>&<k> �024é<k)I�254'(k>>|n<k)>= �024a<k>|n(k)),

1?/<k)a<k>|n(k)> �024a(k>N(k>| n(k)) = �024a<k)|n<k)),

fv<k>a<k)| n(k)) �024n<k>a<k)|n<k>) = �024iz<k>1n<k)>

N<k>zz<k>\ n(k)) = (n(k) �0241)a<k>|n<k)>,
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entonces, si ]n(k)) es autoestado de 190:) con autovalor n(k), entonces &(k)|n(k)> también

autoestado de AA/(k) con autovalor (n(k)�0241).

Por otro lado, si interpretamos a AA/(k) como un operador n}401merode particula entonces su

autovalor n(k) representa el mimero de particulas, asi E2�030(k)[n(k)> tiene una particula mas, es

decir crea una particula. Para el otro caso, &(k)|n(k)) disminuye en uno el n}401merode

particulas, a saber (n(k)-1). Por esta razén a Ez�031(k)y Zz(k) se les llama operadores de

creacién y aniquilacién dc particulas, respectivamente.

Ahora, debemos determinar el espectro de energia, dada por

�0301 { �0342 '* * - �034 2 *2 3
H = J; <ao¢<x>> +v¢<x)«v¢(x)+m ¢ (x>}d x.

y como >

. d3k _ . A .

#505) = ~*-�024(a(k)e"'�034+l1*(k)e"�034),
I (27t)�0312a),,

entonces

ao«3(x> = j�024diL<a<k><�024iko>e*�031�034+ av (km >e'**) ,
(27r)32a)k

<ao¢3(x>>�031= j}402~<a<k><�024rko>e*'�035+a*<k><ik.,)e'**)x
(27r)32mk

dsky A I .1 �024:'x ~+ r~r i'x

jfrrzmkl(a(k)(�0241ko)e* +a (k )(zkO)e* ),

~ 61:13:15]?�031 A .. ~ ,-'
(ao¢(x))2 =j(2}402)T{�024a(k>a(k><k..ko)e�034�034+a<k>a (k)(koko)e "*'*�035+

k k�031

a*<k>&<k'>(koka)e�030<*~*�030>*�024a�031vow (k')<k.,k.;)e"***'>�030},

J 3 V v

(6,,¢(x))2 = j {�024&(k)a(k')e"�030***"*+a(k)a*(k')e"'�034""�035+
(271) 4a)ka)k.

&+(k)&(k7)eI(k-k�031)!_ &+(k)a+(kr)e1'(k+k�031)x},

V Wu) = j�024i3"�024<z�030z<k)<�024z�030I?)e"*�030+ a*(k><z�030I?>e"*'>,
(27r)32a)k

_ . _ A (131; _ . _
V =%_?______*k__-k �024xkx A-wk-k I/CK

¢<x> ¢<x> I (27193 2% <a( >( 2 )e +a < X: >e >><
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J�030 (&(k') (�024i1E')e-'*'*+ 51* (k�031)(il?�031)e""�030),

(V¢?(x))2 = j%:;ff(;(k';i)}a(k)a(k')e�034�030***'>�030+ a(k)a*(k')e"<*�030*�030>*+

adv (k)&(kI)ei(lc�024k')x_ a+ (kr)e1(k+l(')x }�031

�0302 __ dzk - -Ilcx ~+ an dlkl A I �024ik'x M I ik�031x

<¢<x» �024f#�024(2�035)3Mk <a(k>e + a me )1 �024jwk,<a<k)e + a (k >e ),

(¢3<x>>�031= j~�030£'}402<&<k)e"**+ a*<k>e�030�034)<a<k'>e"**+ 6* <k')e'*">,
(27r)°4a)ka),,

�0302 _ dak dzkl A ~ : �0241(k+k�031)x- ~+ : �024:(I(-k�031)x

<¢<x» �024j-~�024(27r)640% {a<k>a<k >e + a<k>a or )e +

+&+(k)&(k«)e:(k-/ax + &+ (k)&+(kI)ei(Ir+Iz')x},

" dzk 3k'kkI '* " I ~I+�031x A A+ v �024iv�031x
](<9o¢(x))�031d�031x= j La(k)a(k )je <* �034d�031x+ a(k)a (k )J'e <* �034d3x+

+ &"(k)Ez(k�031)J e"***'>*d�030x+a*(k)a*(k')je'�034**�035�030d�030x},

j(aD¢?(x))2d3x = j �024&(k)a(k')e"�030*°**6>'5(IE+ 1?�031)+ a(k)a* (k')e�034<*°'*6"5(/E�024/E�031)+
(27r)°4a)kark.

+ a* (k)zi(k�031)e""°"*"�0356(l?�024I?) + 5* (k)&* (k')e'<*°**6>'5(/E + /E')},

A 3 _

I <ao¢<x))�031d�031x= j%{a(k>a*<k> +a*<k>a<k)},

J'(V¢7(x))2 d�031x= I �024&(k)a(k')je"�030***�031>*d3x+ a(k)a*(k')je"<�035'*'>�030d3x+

a+ (k)a(kI)J�031ei(k�024l;�031)xd3x_ 6+ (kl)-[ei(I(+k')xd3x},

j(V¢3(x))�031dsx = j {�024a(k)a(k')e�034�030*°**6>'a(/Z+ 1E')+ a(k)a* (k')e""�030°"*6"6(IE-1?) +
(27r)54a)ka),, V

a* (k)[z(k�031)e""°"�034"�0316(/E�02412') �024a*(k)a*(k')e"*°**6>'5(1E + 1?)},
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3

I <V¢<x>>2d3x = J%{&*(k>a<k> + &*(k>a<k>}

3 3 I

](¢(x))2d32? = ] {a(k)a(k')je"�030***'>*d�0312+ a(k)a* (k')je"<*-*'>*d32 +

+&+(k)&(kr)J�030eI(k�024k')xd3£+a1»(k)&+<kr)J'e|(k+k')xd3f}�031

S 3 I

_[(¢(x))2d3:? =Il7]£�0301�024L{&(k)&(k�031)e""�030�034�035�0305�0356(k+ k')+ a(k)a�030(k')e"�030*n�030*�034'5(1E�024k�031)+
(27r) 4wka>,

+ 5* (k)a(k')e�034*°�030*6>'5(1E�02412') + 12* (k)a+ (k')e"*v**6>'5(1E + 1E')},

~ (131? k
H: �024�024:°'k"k �035k'k,I (make {a( >a ( >+a < M >}

A d3/E k
H = 4 �030*k �030k l ,J(2mk0{a < M >+2}

de esta manera, obtenemos la energia para el caso del campo de K1ein�024Gordon,que en términos I

del operador n}401merode particulas es dado por:

~ d31E k A
H = �024°�024(k) +i}.

I (27r)32k0 {N 2

3.3 CAMPOS DE 1:s1>iN �030/2 I

En la seccién anterior estudiamos la cuantizacién de un campo escalar para particulas de espin

cero. Sin embargo, en la naturaleza existen particulas que tienen un momento angular

intrinseco, Ilamado espin. I

E1 estudio de los campos de espin �030/2considera particulas las cuales satisfacen el principio de

exclusién de Pauli, es decir obedece la estadistica de Fermi-Dirac, dichas particulas son

llamados de fexmiones. De esta manera, queremos determinar e1 espectro de energia asociado

con los campos de Dirac.

Comenzamos considerando la solucién de la ecuacién de Dirac, es decir .

013/? m . �024 �024 _-k, ~ �024 �024 ,0,

�031 1/106) = :�024(a,,(k)u"(k)e' +b.I(k)V�035(k)e'),
I (27r)3 kn .12.;

W) = [L231 Z(b.:<I?>}401�034(I?>e'*�030+ a;(I?>v�034<I�254)e*"*�035),
(27?) kc H2
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donde u�034)y v"'2) son los espinores de energia positiva y negativa, respectivamente. _

Asimismo, :3�034(1?) es un operador dc aniquilacién y I;+(I;) es un operador de creacién. El

hamiltoniano es

H=jd�031xa{,

H = jd�0312w*<x>i3w<x),
at

H = ija}402xjL331 Z(a;(1E)u*�034(1E)e'**+ba(lE)v""�031(IE)e""�031)x '
(277) k0a=I,2

l 3�034:
dk .-,.,'�024,.,-./x u�024..,-�024..,.».

j�024(2�035),k}4025a;2(aa.(k)u(k )(�024zk0)e* +bu,(k)v (k )(zk0)e" ),

d�031/Ed�031/E�031m2 �024 �024 - �024 .H:- d3�024T + k �030k.+nz k 2' kl _.k: 1(lz�024k)x. II 4 my k0k�030I]a,aZ=1�030£aa(>a,( )u ()u < )< z.,)e +

�031 a; <I�254>b;.<I?')u�034'<I?)v"�031(IE')(ik.;)e"�034*�035�030+ bu(I?)a.,(I?')v*�034(I?>u"�031(IE'><�024iks>e�034�030***'>�030+

bu(lab;(IE')v*"<I?)v"'(I?9<ik.:)e-"*'*"},

d�0311Ed�031E'm�031k'_ _ _ ._ T . .- -, .
H: 0 + k �031kl +a k a kl 1(ko�024Iro)Id3�0241(k~k)x_J~�024~(2�035)6rs )aa( )u <)u < )e I xe

a; b;�031(];:)u+u(];)vnz'(EI)ei(lr,,+k,�031,)1J'd3fei(E+l?')i+17�035(E)aa'(E:)v+a (k�030)ua�031(];r)e�024i(ko+k(,)1.[d3fe-I(l?+E�031).i

�024bu(I?)b;.(l?')v�034'(I?)v"'(l?�031)e"("°"�034�035'_{d�031fe"";"?�035},

d�031/Emzla _�024_- - -._ ,H: To d3kr6k_k; + k Ikl m k a kl r(lq,�024kg)1_IO�035),M ( y1a( )a.,< >u <)u < )e

jd3IE'5(IE + IE')a;(IE)12;.(1E')u*�034(1E)v�034�031(IE')e"*°*�0306"+ I d�031IE'6(IE+ 1E')ba(1E)aa,(1E')v*�034(;E)u�034'(/E')e�034<*°**6>'

. �024j d�031IE'6(IE�024l?�031)ba(E)bg.(l?')v"�031(l?)v"'(l?�031)e""�030°"�034�035�031

(131; m2k' �024 �024 �024 » �024

H= :�024,"a;(k)a(,'(k)u�034�031(k)�034(k)-
I an)�031k.,k0 "

a;(I?>b;<�024I�254>u*"(IE>v�034'<�024I�254>e�035�034+b,,(IE>a.,.<�024IE)v*"(IE)u"'(�024I?)e�030�035'*�024b,(I?)b;<I?>v*"<I?)v�034'<I?>}
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d3/Em2k' {_ -5 �024 �024E
H: �024�024:,"a;(k)aa.(k)�0246aa,�024ba(k)b;,(k)�0245, ,

J-(2703 koko mg; m m W

3-

H = jL3�035�031�024E2 a;(k) Zaa.(k)6m,. �024ba(k)Zb;(k)5M,},
(277) kg nr=l_2 zr�031=l,2 a�031=l,2

d3]; mk �024 �024 �024 ~

H: ?�024°�034$(k)l1.,(k)�030ba(k)bZ(k)-
'[(27T)3 ko a=ZI_2{ }

- Sin embargo, observamos que esta expresién no es de}401nidapositiva, debido a que el término

ba (I?) b; (/3) contribuye en forma negativa. Para obtener que la contribucién sea positiva,

vamos a de}401nirel producto normal fermiénico, a saber

:ba(]�254)b¢:(];):=_b4:(];)ba<E):
entonces,

H=jd�0312-;u*(x)i3.,/(x);
at �031

o

1131? mk - _ _ _
H=�024�024�024°�034kk+b*kbk,[(2703 kg a=Zm{a.,< >a,,< > ¢.< > a( )}

el cual es de}401nidapositiva.

3.4 CAMPO ELECTROMAGNETICO

En esta seccién, vamos a presentar la cuantizacion del campo electromagnético. Las

componentes de los campos magnético y eléctrico se encuentran de}401nidosen un tensor

antisimétrico

F"/�031= a"A�035�024a/�031A�034.

En general cuantizar campos sin masa presenta di}401cultades,como es el caso del campo

electromagnético, el cual tiene dos componentes independientes, sin embargo es descrito

covariantemente por un 4-vector A�035.Cuando se escoge dos de estas componentes y se

cuantizan, se pierde la covariancia requerida. Sin embargo, para mantener la covariancia, se

tendria dos componentes mzis.

A continuacién presentamos, en analogia a la cuantizacion del campo escalar, la cuantizacién

del campo electromagnético en dos gauge, a saber de Radiacién y de Lorentz.

GAUGE DE RADIACION

En este caso, se tiene que %7
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¢ = 0,

V . 21 = 0.

Ademés, los momentos conjugados de los campos son .

77" = = 0,
6A0

7:�030=�0303�0244=�024/'1"�0248�031A°=5�030,
6A,

donde L = �024%FMF�030"�031es la densidad lagrangiana del campo electromagnético. Ahora,

imponemos las relaciones de commutacién usuales:

[A�030(f,t),E�031(2',z)j= �024i5�03076�031(5c�030-2�031). (3.6)

Sin embargo, observe que no es consistente con la condicion de radiacion V - /-1 = 0, toda vez

que

[a,A' (i,t),E�031(:',z)j= �024ia,5"5�031(i�0242'),

[6,/1�030(2?,t),E�031(f�031,t)J=�024i6�03163()?�024f'),

[a,A�030(:?,t),E�031(2',z)J¢ 0 .

Por esta razon, debemos reformular las relaciones de commutacion (3.6). Para esto, vamos a

sustituir 5,] por un tensor A�035.de segunda orden, simétrica. Con este }401n,escribimos 53 (2 -2�031)

en su forma integral, asi (3.6) es dada por

[A�030(:?,t),E�031(f�031,t)]=-125�030!�024�02413 je"<�035'>d�0311?.

(270

Ahora, colocando 6�035.dentro de la integral y sustituyéndolo por AU , tenemos

1 �024 -7 - 1 1 �030i�024i' �030[A (x,t),E�031(x ,r)]= _.(2?)3jA'e�030*�030�031d�030k, (3.7)

tomando la divergencia

_ 1 V _ , _
[V-A(i,t),E�031(:?�031,t)]=�024i�024-�024�024[ k�030A")e"�030""�034�031d3k,

(2703 I

y como el lado izquierdo es nulo, entonces el derecho solo se anula con la condicion de

transversalidad para A �030J, es decir
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3 .

Zk,A�035= 0.
i=1

Para determinar A�035observe que el es un tensor y es funcién de las componentes kI . Por otro

lado, tenemos que el tensor més general posible de segundo orden, formado con las

componentes de k es del tipo

A�035= A(I?�031)5�0307+B(l?�031)k�030k".

Ahora imponiendo la condicién de transversalidad, obtenemos

.. �031k/

A�035:6�035�024LE2. (3.8)

Reemplazando (3.8) en (3.7), la relacién de conmutacién es

A i �024 ' �024; - 1 i k/kl 1"-Li�031�030
[A (x,t),E/ (x ,:)]= �024z%j[a�031-75-} �034�031d3k,

ademés, tenemos las reglas de conmutacién usuales

lA�030(2,t>,AJ<2',r>J=0,

[E (i,t),E�031(2',r)j= 0.

Como el gauge de radiacion, que es un subgauge del gauge de Lorentz, entonces por la

condicién de Lorentz

BEA�034= O ,

tenemos que las ecuaciones de Maxwell no homogéneas en el vacio

DA�035�0246"(6/IA")=0,

son escritas como �030

:1 A�034= 0.

Ademeis, en este gauge, se tiene que �030

¢ = 0,

entonces,

El ,3 = 0.

De esta manera, tenemos una ecuacién de Klein-Gordon sin masa. Podemos escribir sus

soluciones como una combinacién lineal de e�030�035�034y em. Los coe}401cientesdeben ser vectores,

llamados de polarizacién que denotaremos por 5°�031)(k), donde at = 1 y 2. Por la tanto,

2<x> = I Z5�034°(k><a�030�034><k>e"�034+ a�030�034"<k>e'�034>,3 (3.9)
(Z}402)2/to H2
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y como en el gauge dc radiacién V - /�030I= 0, entonces se tiene

/E - :?�030�034�031(k)= 0.

. ., ., IE �030 _(,,
Por lo tanto, para una d1recc1on de propagaclon W, los vectores .9 (k) son transversales, y

pueden ser escogidos ortonormales, es decir

s�034"�031(k)-§�034">(k)= 5�035.

Como hicimos en le caso de Klein-Gordon, de}401nimoslas }401mcionesde base (fk , fk') y

determinamos los coe}401cientesa�034�035(k)y a�030")*(k)en términos de las funciones fk (x). Asi,

(3.9) es escrita de la siguiente manera

�034 dz]; A�031a 11 a �031u

A<x>={[3Es�030�031<k>(a�030)<k>n(x>+a< > (km 0:» (3.10)
,/(27r) 2ko a=l.2

y como (fk , fk�030)forma un conjunto completo ortonormal, podemos obtener

a�034�035(k)= _[d3f,[(27r)�0312k0}401'(x)i5o§�030�034�031(k)~ }1(x),

at�035(k) = �024_[d32,/(2n)�0312k,, fk (x)i50E�034�035(k)�02421(x).

A partir de estas expresiones se obtienen las relaciones de conmutacién, dadas por

[a�030"�031(k>,a�030�034"*<k')]=(2«r)�0312k.,«a.,r«33(IE�024IE�031),

la<°�031<k),a�030"�035(k'>J=o,

|_a�030")"(k), am�030(k')j = o.

Para determinar la energia del campo, consideramos

1 _ _ 1 ; _ '
H=§j(E�031+B2)d32=§j(A2+(VxAf)d32, »

y como

. (vx/3)? =�024Z-V2/3

entonces

1 4 _ _.

H=§j(A�030�024A~v�031A)d32. (3.11)

Reemplazando (3.10) en (3.11), obtenemos
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k d3k +
H =�031°T(a�030�034>(k)a�030�035>*(k)+a�030�035�031(k)a"")(k)).

El (2;r)34k,,

Adernés, con la }401nalidadde evitar la divergencia de la energla del vacio, hacemos un

ordenamiento normal de los operadores, asi el hamiltoniano se reduce a

k :13]? +

3 H I= °j(a�030"�031(k)a�034"(k)),
a=zuI(27r)32k0

que representa la energia total del campo electromagnético.

GAUGE DE LORENTZ

En este caso, la covariancia es mantenida. Asi, las 4 componentes de A# y H�034son

consideradas y obedecen las siguientes relaciones de conmutacién covariante

[A#(x),nV(x')]= �024igW§3(f�0242'), (3.12)

|_A/1(x)�031AV(x�031)J:0,

[n,,(x),nV(x�031)j= 0,

donde gM es el tensor métrico de Minkowski.

Por otro lado, el campo A /1 es dado por

Am) =[iii Za:<k)(a*(k>e"*�030+ a�030*<k)e�030*°�030),
(277) zko a:l,2,3

en este caso, los cuatro 4-vectores de polarizacion 8(0) , 8(1) , 8(2) y 5(3) son invariantes de

Lorentz, 8(0) es tipo tiempo y 8(1), am y 8(3) son tipo espacio que satisfacen:

8(2) ,g(A'> = gm�0309 _

Ahora, suponemos que el fotén se mueve en la direccién del eje z, asi k�035= (k,0,0,k) y

. 1 O 0 0

5(0): 0, g(1>=1,£<2>= 0, 5(3): 0�031

O 0 1 0

O 0 0 1

con

k - em) = 0.

Los fotones con polarizacién 8(0) son llamados tipos escalates, con 5(3) longitudinal y con

5�035�031y 5�034)transversales. Ahora, el momento canonico para ,u = 0 , es
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}402y= :Fvo _gyo((,aA.),

ypara v=0 y v=i,setiene

n°=�024A°+v-,2 (3.13)

n" =a'A°�024/'1'. (3.14)

Por otro lado, de la relacién de conmutacién (3.12) para v = 0 y (3.13) obtenemos:

[A#(i,t),I'10(£',t)]= igW§3()? �0242'),

lA�035(J?,t),/.1°(5c",t)J=�024igM,63(f�024a?�031).�030V (3.15)

_ Para v :2�030y usando (3.14), tenemos

[A�035(;�031c,t),l'I,(2',r)]= ig,,.53 (2 �0242'),

[A,, (x,r),£4' (:',r)]= �024igM53(2 �0242'). (3.16)

For 10 tanto, de (3.15) y (3.16) se tiene una relacién més general, a saber

[AF (f,t), A, (2',z)] = igm}401�031(2 �0242').

Por otro lado, como (fk ,f,,�031)forman un conjunto completo ortonormal, obtenemos

a�030�034(k) = f;<x>iéos�034>"<k>A.(x),

a<�034>*(k)= -�030:1)j0132,/if, (x):é,gW(k)A, (x).

Las relaciones de conmutacién de los operadores a"�034(k) y am�030(k) , son dadas por

' [am (k),a<'*�030>+(k')]= �0242(27r)3k,g"°'a3 (IE �0241?�031),

la�034)(k),a<"'>(k')J = 0,

[a�030�034>*(k),a�030�034'>*(k')J= 0.

Los operadores de aniquilacién y creacién a(k) y a*(k) para (2 = 1,2,3, es decir, los fotones

longitudinales y transversales, no presentan problemas y se procede de la manera usual. Sin

embargo, la relacién de conmutacién para fotones escalares es

%�031
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[a�030°>(k),a�030�034°�031*(k')]=�0242(2n)3k06�031(IE�024IE�031).

Asimismo, la energia para el foton escalar es

H = j(A#(x)1'1�035(x)�024L(x))d�0315e,

1 - ~ V _
H = �024EI(A#A�034+(6kAV)(8"A ))d3x,

k d�031l?3 +
H = °j~ (a�034"�035'(k)a(�034�031(k)�024a(°�031(k)a�030°�031(k)).

I (2n)�0312k0

3.5 PROBLEMAS

1. Considerar un campo dc Klein-Gordon real.

a. Obtener las expresiones de los operadores de 4-momento P�034y momento

angular M�034en términos de los operadores de creacién y aniquilacién.

b. Comprobar que P�035y M" satisfacen las reglas de comnutacién de los

generadores del grupo de Poincaré.

2. Suponer que la cuantizacién del campo de Klein-Gordon real, se realiza con

relaciones de anticonmutacion, en lugar de las relaciones de conmutacion canénica.

Demostrar que dado dos puntos espacios-temporales x�035e y�034separados

espacialmente (x�024y)�031<0, [¢(x),¢(y)]¢ 0, {¢(x),¢(y)}¢0 y por lo tanto no se

satisface en principio de microcausalidad.

3. Considerar un campo de Dirac libre. Demostrar que en términos de los operadores de

creacion y aniquilacién, el Hamiltoniano es dado por

H = Zk°(a:<I�254)a,(IE)�024b,(I?)b:(IE>>.
k,r

Interpretar }401sicamenteel resultado suponiendo que se cuantiza con conmutadores o

anticonmutadores.

4. Comprobar que el operador de densidad dc corriente de la ecuacion de Dirac

J�034(x) = 17/�030(x);/"1//(x), satisface la relacién lJ�034(x),J�034(y)J = 0 , si (x �024y)Z < 0 , como

I requiere el principio de microcausalidad para dos observables situados en puntos del

espacio-tiempo que no estén conectados causalmente.

5. Para la cuantizacién del campo electromagnélico en el gauge de radiacion, derive las

siguientes expresiones:

a�034�035(k)= jd�0312,/(2z:)�0312k,,f;(x)i505<�034>(k). /"1(x),

a@*(k) = �024jd�031i,/(2n)32k0fk (x)i50§"�035(k)~Z(x).
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6. Para la cuantizacién del campo electromagnético en el gauge de Lorentz, derive la

siguiente expresiénz

k £131? 3 +
H = L (a�034�035"(k)a�034�031)(k)�024a�030°�031(k)a�030°�031(k)).

-[ (27r)�031Zko 0:;
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cAPiTULO IV

INTERACCIONES DE CAMPOS

4.1 INTRODUCCION -

Hasta ahora estudiamos la teoria cuéntica de los campos libres. Sin embargo, un estudio ma's

real debe considerar que los campos se encuentran en interaccién. En este caso, las particulas

pueden ser dispersadas, creadas 0 aniquiladas. De esta manera, las ecuaciones de campo que se

deben solucionar son no lineales.

En la electrodinémica cuantica, por ejemplo, es muy di}401cilla solucién de ecuaciones de campo

no homogéneo. No obstame, una solucién aproximada puede ser obtenida a parir de la teoria de

perturbacién en la representacién de interaccién, donde el hamiltoniano del sistema es dividido

en dos partes, una corresponde a los campos libres y la otra a la parte de interaccién. E] término

de interaccién es considerado como una perturbacién, 'si la interaccién es su}401cientementedébil.

4.2 LA MATRIZ S �024

Como mencionamos para estudiar la interaccién de los campos vamos a .c0nsiderar la

representacién de interaccién y obtener una solucién en serie de perturbacién que permita

describir procesos de colisién. Esta solucién es conocida como la expansién de la matriz S�030

Dicha expansién tiene mucha importancia toda vez que contiene Ia informacién relacionado

con los procesos de colisién, a partir del cual se puede obtener la amplitud de transicién para

un proceso determinado a cualquier orden de la teoria reperturbacién.

A continuacién consideramos la interaccién de campos, para el cual

H = H0 + Hm ,

donde

Him = J-him (/V')d3i = __[/im (x)d3§-

Para determinar la amplitud de transicién desde un estado inicial a otro }401nal,determinamos

<bla(tr)> = <b|eviH(r,�024I,)�030a>,

luego, considerando el limite cuando (IV, �024I,.)�024+no, obtenemos

(bl-9|aa> ='Iim~,-.,<b|e*""�035�035"|a>- A
la amplitud de transicién de un estado inicial a otro }401nal. �030

4.3 TEORiA DE PERTURBACIONES .

Recordando que para estudiar la evolucién temporal de un estado, es posible efectuarla a través

del operador de evoluciém temporal U(I,I0), que satisface la siguiente ecuacibn

S 78



8 .
EU(t,to) = �0241H,(t)U(t,t0),

cuya solucién es

U(t,to) = 1 �0242'] H, (1, )U(z1,:o )dz1 .

Ahora, para solucionar esta ecuacién, vamos a considerar el método de iteracién, a saber

Um) =1�024ijH,<r.>dn<1�024ijH,<rz>U<t2,ro)drz>,

continua.ndo

t I I, n

Um) =1�024iJH,<r.>dr.+('i)2IH:(�0311)d�0311_[H1(�0312)d72(1�030i_[H/(t3)U(�0313s�031o)df3)-
'0 '0 '0 '0

Generalizando, se puede obtener la siguiente expresién:

I I 1.

Um) =1�024z'JH,<r.>dr.+<�024z'>2jH,(r,)dr. JH,<r2>dr2 +---
1o '0 '0

I 1. 1,,_,

+(�024i)"jdr,jdr,Jdt,,H,(t1)H,(t2)~--H,(t,,)+--- (4.1)

Para obtener una forma més conveniente, vamos a estudiar la siguiente expresiénz

[2 =_[dtlIHI(tI)HI(t2)dt2! .

'0 '0

entonces,

1 I. I I;

Idr. JH,(r.)H,<r1>dr2 =Idr1[dr1H, (r2 >H, <r.> ,
'0 �030v �030u '11

y si de}402nimos

Idrz jar, =_[dt2_[d1,(E)(t2 �024r,),

donde ®(t2 �024ti) es una funcién paso, asi obtenemos

jdrzjdrl = [41, Idtz,

1,, 2,, 1., t,

por lo tanto

1 I. I 1

12 = jun] [11, (t,)H, (:2 )dt2 =jdt, IH, (:2 )H, (t,)dt2 ,

�030o '0 in 1| /

L
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I I. 1 I -'1 1 r 1

[dz] j H, (t1)H, (r2 )dr2 = §_[dt1J'H,(t1)H, (t2)dt2 + 5]dt, j H, (t2)H, (t1)dr2 . (4.2)
I9 to to 20 _ ID I,

Esta expresién puede ser escrita en forma mas compacta. Para esto introducimos el Producto-T

u Ordenador Temporal, el cual es de}401nidopara Bosones y Fermiones, respectivamente, como

, ¢<x>,¢(x'), s: x > x�031
T{¢<x),¢<x)}= , . �0303 °

4 ¢<x>,¢<x>, sz x. >x.,

' ¢(x),¢(x'), six > x'

T{¢<x>.¢<x>}= , . �030,�031°
�024¢<x ),¢<x>, sz x0 > xo

Considerando la primera integral en (4.2), del lado derecho tenemos para t, 2 12

H,(I1)H1(T2) :T{H1(t1)H1(tz)}s

y para la segunda integral cuando t2 2 t,

H,<z.)H,(r1> = T{H, <t.>H,<:t1>} .

Asi, (4.2) es escrito como

I 7 I Y II 1 l

j dt, jH, (t,)H, (marl =5Ia�031t1[IT{H,(t1)H, (t,)}dt2 + IT{H, (5)11, (t,)}dt2j. (4.3)

'0 '0 '0 '0 '1

Sin embargo, es obvio que para el caso de los bosones T{H, (t1)H, (t2)} = T{H, (tl)H, (t1)}. El

caso de los fermiones no representa problemas, debido a que los hamiltoniannos H, (t) en

general tienen siempre pares de fermiones. De esta manera, el intercambio en las posiciones de

HI (t) siempre tiene un n1'1mer0 par de signos negatives. Por lo tanto, tenemos que (4.3), puede

ser escrita como

1 I. 1 t

_[dt] [H, (t1)H, (z2)dz2 = % jdt, jT{H, (:1 )H, (;z)}d:,.
lg lg 10 10

Esta férmula puede ser generalizada para n factores del hamiltoniano de interacci('>n,�030asaber

I /1 (".1 1 I I I

Jdr.Idr2--- Jdr.H,<r1>--»H,<r.>=;JdrJdr2-~-Jdr.T{H,<r.>---H,<r.>},
I0 1., to '10 10 10 _

d0ndet]>t2>t,>~~~>z�030". V

Usando los resultados anteriores, (4.1) puede ser escrita como

.2 (_1.)2 : I,

U(t,t0)=1�024zId!1T{H,(t1)}+TId2�030Jdt2T{H,(t])H,(t2)}+«.-+
to ' ID ID
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Jfffdnldrz Idr,T{H,(r1>.~-H, <r,)}+--~
' la 20 20

o podemos expresarla de la siguiente manera

_, _. .. 2 ' 1

Um) = T[1+ Z%Idr.Idr2 Ida {H,<r. >H, <tz)- - ~H. cm], (4.4)
"=1 �030lo 1,, to

En fon'na mas compacta, es dada por

�024:J"H,<:.>-ix.

U(r,to) =Te '° . (4.5)

Asimismo, podemos rescribir la forma de U(1,10) en términos de la densidad hamiltoniana de

interaccién h, (x) , es decir

H, = jh, (x)d32?

donde la integracién es sobre todo el espacio.

Luego en (4.4), tenemos

Q _. ,. 1 ' 1

A U(t,t0) = T[1+Z%jdr1jdx, jar�035{[h,(x,)d�031£,_[h,(x2)d35c�0302h,(x,,)d�031i,,
"=1 ' to to 1,,

o

:0 _. n r ' 1

U(t,t,,) = T[1+ zLn�031?�024jd"x1jd�030x3-.-jd�034x"{h,(x1)h,(x2)---h,(xn)}j,(4.6)
"=1 ' to in lo

con d"x = d3fdt .

Por lo tanto (4.5) puede ser escrita como

. -.:[h,(x).1�030x

U(t,to)=Te '0 .

Por otro lado, si el estado inicial es }401jadopara to �024>no y el estado }401nalpara t -9 oo , entonces

la amplitud de probabilidad para que el sistema realice una transicién de un estado inicial a un

estado }401nal,es dada por

V 5.; = (f I0(°°,*=°>| 1') :
Ilamada amplitud de dispersién o elemento de matriz S, la cual es obtenida dc (4.6)

S = U<�024oo,oo>= 1+ 2% jd�030x]Id�030x2'[d4xnT{h1(xl)h](x1)'�035h[(xn)}'(4.7)
r-:1 - 4, 4° _.=o E
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En esta ecuacién podemos observar que la matriz S contiene el término Ilamado de autoenergia

correspondiente al pn'mer ténnino 1, el cual esta presente mismo en el caso de paniculas que

no se encuentran en interaccién.

4.4 DESARROLLO DE LA MATRIZ S

La ecuacién (4.7) con producto temporal no es adecuado para realizar calculos de dispersion.

Una ma.nera descubierta por Wick es descomponer los productos temporales ordenados en

producto normalmente ordenados, en el cual todos los operadores de interaccién se encuentran

a la derecha de todos los operadores de creaeién.

La identidad mas trivial es

T{¢,.<x]>} =: ms.) :,

Para obtener un producto de tiempo ordenado de dos campos, multiplicamos la expresion

anterior por la derecha por un operador de campo arbitrario ¢B (xz) , esto es

T{¢A <x1>}¢,, (xi) = rm (x1)¢5(x2)} =: 75.4 (x1) :¢B (x2),
Pero como cualquier campo ¢(x) puede ser escrito como

¢(x) =¢*(x)+¢'(x),

entonces

T{¢A (X1 )¢B 052)} = (X1 (x2)+ ¢,: (xi (xz ) + ¢; (xl)¢t; (X2 ) + (X1 (X2 ) v (43)

donde todos los términos excepto ¢;(x1)¢ �0303 (x2) estan ordenados normalmente

Este término puede ser ordenado normalmente conmutando (0 anticonmutando) ¢,; (x2) con

gt; (x, ) , usando las relaciones

l¢Z (xi ), ¢§ (X2 )1, = 41*} (X. )¢E (mi #55 (X2 )¢I (X1) = (4-9)

donde el signo (-) es usado para el caso de bosones y (+) para fermiones.

Observemos que (4.9) es una funcién C-n}401mero,porque puede ser expresado en términos del

valor esperado del vacio del ordenamiento temporal de los campos ¢A (x,) y 45,, (x2), es decir

para 11 > (2 , tenemos

[¢.:(xl)5¢1;(x2)L =<0|T{¢,,<x1>¢,,(x2>lo). (4.10)

Sustituyendo (4.9) en (4.8), obtenemos

T{¢A (X1 W19 (X2 = (xi (X2 ) + ¢.; (xx (X2) + (xx )s¢z; (x2)L i 45:; (X2 (xi ) +¢,; (xx (x2) 2

o

T{¢A(x1)¢B(x2)} == ¢A(xl)¢B(x2) : +<0|T{¢A(x1)¢B(x2)}|0>' (4.11)
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En la ecuacién (4.11) podemos perrnutar ¢A(x1) y 455 (xz), pero por la de}401niciénde los

productos ordenados normal y temporal esta ecuacién es invariante sobre permutacién, por lo

tanto (4.11) es una relacién valida en general.

Para obtener la descomposicién del producto-T, de T{¢A (x, )¢H (x2 )¢C (x3)} multiplicamos

(4.11) por la derecha por ¢C (x3) y considerando tl > :2 >13, obtenemos la siguiente expresién:

T{¢A(xn)¢a(x2)¢c(x3)} =: in (x1)¢s(x2) : ¢c (x, > + <0iT{¢A (x1)¢E (x2 >} 0)¢c (x3).

Descomponiendo ¢C (x3) en sus panes de frecuencias positivas y negativas, y sustituyendo en

el primer término del lado derecho de la ecuacion anterior, obtenemos

T{¢A (xi )¢B (xz )¢c (X3 :3 ¢.4 (xl )¢5 (X2) 3 (x3 )+ 3 ¢.4 (xx )¢a (X2) 3 (x3) + I

<0iT{¢A (x1)¢B(x2)}0>¢C(x3)'

El primer ténnino del lado derecho esta ordenado normalmente, pero e1 segundo término no.

Para que sea ordenado normalmente, conmutamos (o anticonrnutamos) sucesivamente ¢C (x3)

T{¢,4 (X1 )¢B (xz )¢C (X3 :3 ¢A (xi )¢s (xz )¢c (X3) 3 +¢.4 (x1)<0|T{¢B (xz )¢c (x3)}i 0) +

¢B(x2)<0iT{¢A <x1>¢c txn}401o)+ ¢c (x3)<0iT{¢A <x1>¢,, (x2)ii0>a
para t, >t2 > t3.

De esta manera, podemos generalizar para ti factores, a saber

T{¢A(x1)¢B(x2)'"¢N(xn)}=i¢A(x1)¢B(x2)"'¢iv(xn):+¢,4(x1)"'¢N(xn)<0iT{¢B(x2)¢c(x3)}iO>+

¢B(x2)."¢N(xn)<OlT{¢A(X1)¢C(x3)}0>+¢C(x3)"'¢N(xn)<0iT{¢A(xl)¢B(x2)}i0>+'" <4.12>

Es decir, la suma del lado derecho contiene todos los posibles conjuntos entre pares

de operadores. Esta relacién es Ilamada e1 Teorema de Wick.

4.5 PROBLEMAS

1. Demuestre cl Teorema de Wick (ecuacién (4.12)). i

2. Demuestre que el operador de evolucién en la representacién de interaccién, es

dado por

1 (_i)2 1 fl

U(r,t0) = 1- iJ'dt,T{H,(t,)}+�0242T_[dt,_[dt2T{H,(t,)H, (r2)}+--.+

�030a ' '0 '0
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I I 1

+�024'�024jdt,J'dt,--«jdtnT{H,(r,)--~H,(:n)}+---
7'' A I I00 D

3. Determine el Teorema de Wick en términos de productos normales con una

contraccién, con dos contracciones, con tres contracciones, y asi sucesivamente.
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- CAI�031iTULOv . -

DIAGRAMAS DE FEYNMAN

5.1 INTRODUCCION

= En este capitulo vamos a estudiar gra}401casque permiten describirjnteracciones en la

electrodinamica cuantica, a saber, los diagramas de Feynman. Desarrollado por Richard

Feynman, permite estudiar las interacciones y propiedades de las particulas subatémicas.

�024 Con este }401n,estudiamos los propagadores para los campos complejos de Klein-Gordon. el

_ . campqde Dirac y el campo electromagnético.

5.2 PROPAGADOR DE FEYNMAN

5.2.1 Propagador del campo complejo dc Klein-Gordon

. El campo complejo de Klein-Gordon, que describe particulas cargadas, es descrito por los

siguientes campos:

~ d�031/E. _ A _ V .
A ¢<x>= �0244<a<k)e"*"+b*<k>e'**>,

I (2/r)"2w�030.

- d-�030IF ~ �024 . �024
+ = �024:lu ~+k Mu;

¢ (x) j(m.2wk<< e +a < >e >y

donde &(IE), 21* (IE), 50?) y l;*(l?) son los operadores de creacién y aniquilacién de particulas

�031 y antipaniculas, respectivamente.

�030Loscampos é(x) y q3*(x) pueden ser descompuestos partes de frecuencias positivas y

negativas, es decir

¢3�030(x)= [ia<I?>e"** (5 I)
(2zr)�0302w, �031

' ¢3*<x> = J (I?>e�031*' (5 2)
(27,)-120)�030 �031 '

~ + d�030/E~ A .
V (x)= �024?b(k)e�035�035. (5.3)

I(2}402)32wk

. A - av: . _ k+ : + k ,r_ 54
<15 (X) ( )8 ( )

Por otro lado, los operadores 510;), &*(l?)_. 130?) y l;*(lE) salisface-,'n las siguientes relaciones

de commutacién:
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[a(IE),a*(IE')]= (27r)32a2,,63(lE �024I?'), (5.5)

[13(IE),z3* (1?')j= an)�0312a)k63 (IE �024IE�031), (5.6)

" l&<IE>,a(I?'>J= 0, (5.7)

[&*(I?),a*<I?'>}= o, (5.8)

lI$<I?),I3(I?'>J= 0, (59)

[13*(1E),13*(IE')]=o. (5.10)

Usando las relaciones ((5.1)-(5.10)), podemos obtener las relaciones dc commutacién

siguientes:

. _ d3/E . . .A . _.
.(x),¢+ (xi) = jie-:.»,(x,,-x.,)e.Hx�024x)�031 (5.11)

b J I (2n)�0312a;,

[<3'<x>,¢*�030<x')]=�024IL3lEe�034�035*�034°�034*"�031e""�034�030i",(5.12)
(27!) 2a),,

% b'<x>,¢*�031<x'>J=o,

[é�030(x>,¢*'(x'>J=0.

Imroduciendo las siguientes de}401niciones

d3}; _. . .�024. _,
A+ (x_ xi) = _1- jjem),(xo-xu)e1kv(x�024.r)�031

I (27r)32a)k

d�031IE ~ ,A. _ ; = .jm,(x,,�024x;,)�024:k-(R-E), 5J4
(x x) ;j(2�035)32mke e ( )

podemos expresar (5.1 1) y (5.12) como

[¢3* (x),¢*�030(x')J= m (x �024x'), (5.15)

L23'<x),¢*�030<x')J=iA*<x�024x'>. (5.16)

Ademés, haciendo uso de las defniciones (5.13) y (5.14), podemos obtener otra relacién de

conmutacién, a saber

[$<x),«3* <x'>]= �024i[LEe""�034"�031sen(wk(x0 �024xs», (547)
(277)3wk

Si hacemos uso de la siguiente defmicién, 2%
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1 d3]; :7 2-2' .
A(x�024x)=_IWek�030)sen(a)k(xo �024xD)), (5.18)

entonces (5.17) se reduce a

[¢(x),¢* (x')j= z'A(x �024x�031).

Observamos que A(x�024x�031)es una funcién impar, que satisface la relacién de cornmutacién

[¢i(x),¢3(x�031)J.Ademés, A(x �024x�031)es una solucién de la ecuacién de Klein-Gordon, a saber

(aya}402+m2)A(x�024x')= 0.

De (5.18) para tiempos iguales tenemos el siguiente resultado:

~ A(x-x�031)=A(2?�024f�031,0)=0. (5.19)

y como A(x�024x')es una funcién invariante dc Lorentz, se puede veri}401carque la ecuacién

(5.19) es valido para todo el intervalo tipo espacio-tiempo, es decir para (x�024x')2< 0 e indica

que los dos campos, con este intervalo de tiempo, conmutan. De esta manera, si el campo es un

observable }401sico,las medidas de los campos en dos puntos, con una separacién tipo espacio no

deben interferir, lo cual es cpnocido como Principio de Causalidad.

I - e'WL-(Xa""'o)

Por otro lado, considerando las ecuac1ones (5.13) ,y (5.14), se puede expresar T

wk

como una integral de contorno en un plano complejo ko, para 10 cual se toma en cuenta el

teorema de residuos de Cauchy, es decir:

�024m.<x.,�024xe> �030[ku(XU�031Xi))
en 2 J'_;ndk0 ,

2aJk 2727 C+(ko �024-a),()(k0+a)k) 1

donde cl contomo C�031, es dado por la Figura 5.1: ,

FIGURA 5.1

CONTORNO C�031. i

1'1�030kn

,5 = _E
C

in =& R�030"0
C

C�030

Fuente: Autoria propia.

Ademés, tenemos que

k§�024az,f=k�031�024m�031. %
_ I
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Por lo tanto, A�030(x �024�024x�031)se expresa como:

+ I 1 �024ik(x~x")

A (x�024x) = �024:4_[�024e�0243�024�0247d�030k.
(27r) C. k �024m

Asimismo, para el caso A" (x �024x�031), se obtiene la siguiente expresién:

' �024 I 1 e-1lz(x-x")

A (X�024X)=-Tj}401dk,

(27!) C. k �024m

donde el contomo C�030se presenta en la Figura 5.2:

FIGURA 5.2

CONTORNO C�030.

In �030in

4
=51 1:: in �031

h C

Fuente: Autoria propia. I _

También, debemos mencionar que la }401mciénA(x�024x�031)puede ser representada por la siguiente

integral�030

I V 1 e�024ik(x�024x")4

A(x�024x)=�024�0244jz�0242dk,
(27!) Cl k �024m

siendo el contorno C, dado por

FIGURA 5.3

CONTORNO C I.

In '9;

�030 R: kn

I - Fuente: Autoria propia.  
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A continuacién, vamos a estudiar Ia funcién (0 propagador) de Feynman AF, la cual es de

mucha importancia en la teoria cueintica de campos, debido a la utilidad en el desarrollo de la

teoria de perturbacién covariante.

Por otro lado, de (5.15) se puede observax que A*(x�024x�031)puede ser escrita como el valor

esperado del vacio de un producto de dos operadores de campos, es decir: .

iA* (x �024x�031)= (0|¢(x) ¢' (x')| 0) .

De la misma manera, de (5.16) tenemos que A�030(x �024x�031)es dado por:

iA�031(x�024x')= �024(0|¢*(x')¢(x)|0).

Ahora, si de}401nimosel Ordenador Temporal 0 Producto-T como (para bosones)

+ ¢(x)¢" (x'), six > x�031

T{¢<x>,¢ (x3}={ , , _ �030j ",
#5 (x)¢(x), 51 xo > xo

donde esta de}401niciénimplica que los operadores son colocados de manera cronolégica, con el

tiempo creciente de la derecha para la izquierda.

También, considerando la funcién de paso:

, 1, si x0 > x3

906.; -xo) = . , ,
0, s1 xo >x0

e1P1-oducto-T puede ser escnto como:

T{¢(x),¢+ (x')} = 90% �024X.3)¢(x)¢�031(x') + @(X£ �024Xe )¢+ (x') ¢(x)-

Con estas consideraciones, podemos de}401nirel propagador de Feynman AF como el valor

esperado del vacio del Producto-T, a saber

iAF(x�024x')=(o|T{¢(x)¢*(x')}10). (5.20)

Por lo tanto:

, A+(x�024x'),six >x'
AF(x�024x)= _ I _° ° V. (5.21)

�024A(x�024x), SI xo <x0

SIGNIFICADO DE A F (x �024x�031)

Observemos de (5.20) que pma x0 > xf, , el valor esperado del vacio es dado por

(0[¢(x)¢* (x�031)|0) . De esta manera, se puede pensar que esta expresién representa una particula

que fue creada en 2:�031, propagéndose�030hasta x , donde es aniquilada. En este mismo

razonamiento, para xo < xg , se tiene que el valor esperado del vacio es dado por

<0|¢"(x') ¢(x)|O> , la cual se puede interpretar de manera semejante, es decir, crea una

antiparticula en x se propaga hasta x' donde es aniquilada.
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Estos eventos se pueden representar mediante Ia siguiente Figura:

FIGURA 5.4

(a) x0 > xg, (b) x; > xo

Tempo

-�024--------�024------------9

1:�030
,4 Jr.�031

(U) s�030\�030 /I: -

�030>4
I I

_ Fuente: Autoria propia.

Las Iineas punteadas representan la propagacién de la particula en la direccién de la }402echa,a

saber, de x�031hasta x o viceversa. For 10 tanto AF(x�024x�031),0 el valor esperado del vacio, se

puede comprender como un propagador que es conocido como el Propagador de Feynman para

las parciculas del campo complejo de Klein-Gordon.

Por otro lado, también es posible representar A ,_. (x �024x�031)en su forma integral, es decir:

1 e�024Ilr(x�024x")

A �024�031= �024�024�024~d�034k, 5.22F()�030x) (m.,CjFk1_m2 < )

donde el contomo CF es el siguiente:

FIGURA 5.5

CONTORNO CF.

1'11 1%»

C1_ at _

+ 0. 1:: 1:,

Fuente: Autoria propia.

Para veri}401carque (5.22) Ileva a (5.20), completamos en el caso x0 > 9:; el contomo CF con el

semiplano inferior y por tanto vamos a obtener que A F (x �024x�031)= N (x �024x�031). Lo mismo sucede

7%



si x,, < x[,, para la cual completamos cl contomo CF con el semiplano superior y obtenemos

A,.(x�024x')= A'(x�024x').

Debemos mencionar que existe la otra posibilidad, en lugar de deformar el contomo como en la

Figura 5.6, podemos desplazar los polos una distancia in}401nitesimal5 del eje real y después

que la integracién fuera realizada, se toma s �024�024>O . Asi, se tiene que

kz �024mZ=ko2 -60: �024ir7,

donde 7; = Zmks es una cantidad in}401nitesimal�030La }401guraen este caso; es dada por:

FIGURA 5.6

POLOS DESPLAZADOS.

�030Inii:

C

E

�030 : R: t:,,

to : -3�030f�031)

c

Fuente: Autoria propia.

- de donde

1 e�024xk(x�024x")

A �024�031 =j ea}402k.
�030(xX) (2n)�030C-[kl �024m�031+2»;

Ahora, si de}401nimos

~�024~'�024�024- A (k)
k2 �024m2 +i17 F �031

tenemos

AF (2: �024x�031)= �0241~je"�034*'*">AF(k)d�034k,

. ~ (2704 CF

donde A F (k) es el Propagador de Feynman en el espacio de momento.

5.2.2 Propagador del campo de Dirac I ,

E1 campo de Dirac describe paniculas de espin % , y es descrito por los siguientes campos:
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d 3 I; m .

#106) = :�024(17,, (k)u"(k)e"'°' + d§(k)V"(k)e"°�030),
I (2703 ko £1.22

_ (131? m , _ ,9, _ _.,,

'//(X) = ?�024(b.,(k)u"(/08�030+61�034(k)V"(k)e �030),
J-(277): k0 egg

donde um) y v"�0302�031son los espinores de Dirac de energia positiva y negativa, respectivamente.

En este caso, los campos (//(x) y 1,7(x) pueden ser descompuestos en sus partes de frecuencias

positivas y negativas, es decir

d 3]? m -

'//�030(I)=-'-�034Hba(k)u"(k)�254""�030,
I(27r)3 1502;;

d3]? ' m �024

U/�030(X)=j�024d£(k)v"(/<)e�030�035,
[(27203 kl�031)u=Zl,2

(131? m

I/7+(x)= T�024d.,(k)17�034(k)e"'�034.
I (27r)�031k0,,=Z._,

4131? m

u7'(x)= �024�024b.:<k>z7�034<k>e"�030.
JO�035)!kn E�030: y

Ahora, usando las siguientes relaciones de anticonmutacién:

+ . k - -,{ba(k), 17,. (k )}= (2n)�031;°6�031(k�024k )5�034,

+ I k �034"1{da(k),da,(k )}= (2n)�031;°6�031(k�024k )5�034,

{b,(k>,b,,(k'>}= o, '

{d.. <k>,d..,(k')}= 0,

{lag <k>,b;(k')} = o,

- {d;(k>,d;.<k'>}=. 0. . .

Determinamos los siguientes anticonmutadores: _

4- �024�024~I dz]; a -42�031 -1{WI (xwj (x )}= I07; Emu, (k)u, (k)e In�031 (5.23)

' 0 l= .

y como los espinores de Dirac, satisfaéen:

V 92



Zuf (k),7f' (k) = ,

a=l,Z 2m i j

Zvf (k)17/9' (k) =
a=1_2 2m U. .

entonces (5.23) es dado por:

_ d 3]? _.,, _ ..4» , �024 I : ~ pa 1 (x x) 3 r

{u/. (x) w, (x >} (zy , + m),, jT2(2}402)3mke

Ademés, la integral de la ecuacién anterior, puede ser reemplazada por la ecuacién (5.13), es

decir:

{V/,.* (x),.7; (x')} = (way + m)�035A�030(x �024x�031). �030

Si generalizamos, obtenemos:

{W7 <x),u7;<x'>} = is* (x �024x�031), (5.24)
donde

S�030(x�024x')= (iy"6# + m)A"(x�024x').

De la misma manera, usando (5.14), obtenemos para A//" (x) y :7�030(x�031)e1 siguiente resultado:

{g/'(x),¢,7+(x')}= iS'(x �024x�031), (5.25)

con

S'(x�024x')=(iy"6#+m)A�030(x�024x'). L

También, se puede mostrar que

, {c/r<x),«7'(x'>}=o,

{v/*<x>,q7*<x'>}= 0.

Los resultados anteriores, permiten obtener la siguiente relacién, a saber:

{w<x>,u7<x'>} = is<x �024x�031),
donde '

�030 S(x�024x')=S*(x�024x')+S"(x�024x�031).

Asi, sustituyendo en esta ecuacién las formas expiicitas de S * (x �024x�031)y S ' (x �024x�031),

obtenemos:



S(xv�024x�031)= (i;/�0346#+ m)A(x - x�031).

Sus formas integrales dc S�030(x �024x�031)y S�030(x �024x�031)son: _

�034k .
, S+(x_x/)=_ 1 4 Id4k erk(K�024x)�031

(27r) C. k �024m

"k .
s�030(x4x�031)=Z�0304 '|'d�034k�024�024-�024�024(}/Z �030+ T) e'�034�035>,

(27r) C. k �024In

con los contomos C �030y C�031siendo los mismos del caso de Klein-Gordon.

Por otro lado, para el Propagador Fermiénico dc Feymman, de}401nimosSF de la siguiente -

manera:

is. (x �024x�031)= (0|T{«//(x)!/7(x')}| 0). (5.26)

Ademés, el Producto-T del campo dc Dirac es de}401nidopor:

_ , I//(I)!/7(x'), sf x > x�031
T{w<x>,w(x>}= - , ° ,

"I//(x )<//(x), 51 xo >xo

y cbnsiderando, nuevamente la funcién paso, tenemos:

T{u/(x)!/7(x')} = ®<x., �024x:,>w<x)u7<x') + ®(x.'. �024xo)v7(x�031)u/(x). (5.27)

Asimismo, de (5.25) observamos que

iS�030(x �024x�031)= <0�030;//(x)I7(x�031)|0). (5.28)

De la misma manera, para S �030(x �024x�031)de (5.24) se tiene:

z'S�031(x �024x�031)= �024(0|g7(x')l//(x)|0) . (5.29)

For 10 tanto, usando (5.27), (5.28) y (5.29) en (5.26) obtenemos:

SF(x�024x')=(i;/"By+m)AF(x�024x'), I

y su forma integral es:

; 1 (r}402k+ m) -i x-.r'
sF(x�024x)=__4jd*kD.~e*�030L (5.30)

(27!) C; k �024m + 217

donde la integracién es sobre el eje real �024co < ko < +00, como en la Figura 5.

La integral (5.30) es conocida como el Propagador de Dirac, y en la Figura 7 se presenta el

Propagador del campo de Dirac en términos de los diagramas de Feynman.

/ 94



FIGURA 5.7

(a) x,, >x;, PROPAGACION DEL ELECTRON DE x�031HASTA x

(b) x;, > xo, PROPAGACION DEL POSITRON DE x HASTA x�031.

A Tenwo

I x

% R

1' x�031

Fuente: Autoria propia.

Si x0 > x[,, entonces el propagador (5.26) se convierte en (5.28) que puede ser intexpretado

como la creacién de un electrén en x�031,propagéndose hasta x donde es aniquilado. De la

misma manera, si xo < x(�031,,entonces el propagador (5.26) se convierte en (5.29), y puede ser

interpretado como la cmisién de un positrén en X, propagéndose hasta x�031, donde es

aniquilado. ,

Observe, en estos diagramas, que la }402echasobre la linea del fermién esta dirigido del punto

asociado al campo y7 en x�031hasta el punto asociado a y/ en x, es decir, se encuentra en la

misma direccién del tiempo para los electrones y direccién opuesta para los positrones.

- 5.2.3 Propagador del campo electromagnético

El campo electromagnético, el cual describe campos de radiacién, es descrito por el siguiente

campo: ,

A.,<x> = I Ze:(k><a�030<k)e"'**+a�034<k>e"*�030>,
(270 Zko /t=0.l,2,3

cuyas partes de frecuencias positivas y negativas son dadas por:

cm?
A;(x) = :�024s"(k)a*(k)e"**, (5.31)

'f(2�035)3Zko /1=§2,3a

(131?
A�030(x)=7 s�030(k)a�030*(k)e"°' (5.32)

a J-(277)) Zko 1=g2,3¢

Ahora, usando las siguientes relaciones de conmutacién: -

[a*(k),a*'*(k')]= �0242(2n)3k0g�034�0315�031(1E�0241?�031),
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la*<k>,a*'<k'>J= 0,

la**<k>,a�034<k'>J=o, '
asi como las ecuaciones (5.31) y (5.32), tenemos ,

[Ag (x),/1; (xI)]= _ga}402J e�024:k(x�024x')�031

(27!) 2%

[A;<x>,A;<x'>]= gap Jie�030*<*'*'>,A
(2703 2a,,

[A;(x),A,:<x'>]= o,

[A;(x),A;(x')J= 0.

De esta manera, tomando en cuenta estas de}401niciones,tenemos que

1131? ,; A 4.
A ,A '=' j'�030*'�030)�024'. 5.33[ a (x) E (x )] zg,,, I (W wk e Sen(a)k (X0 xo » ( >

Més aim, considerando (5.18) la expresién anterior puede ser escrita como:

[A (x). A,, <x'>] = iDa}401(x - x�031),
donde

Da,,(x�024x�031)= �024ga¢,A(x�024x'). (5.34)

Ademés, como la representacién integral dc A(x �024x�031)es dado por �031

_ �024ik(x�024x")

A(x �024x�031)= #4je�0242.2~d�034k,
(27r) C�030k �024m

pero en este caso la masa del campo electromagnético, el fotén tiene masa cero, asi (5.34) es:

Dab (x �024x�031)= 1irl(;l<_ga}401A(x�024x'».

Ahora, siguiendo la metodologia de los casos anteriores, de}401nimosle propagador de Feynman

del fotén de la siguiente manera:

_ m,.,,,, (x �024x�031)= (0|T{Aa (x)/1,? (x')}1 0).

Por lo tanto, siguiendo el mismo procedimiento para el célculo del propagador de Feynman en

el caso del campo complejo dc Klein-Gordon, tenemos que:
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Dm,g(x �024x')= lim(-g.,;Ap(x-x')),
/n�024>0

donde AF (x �024x�031)es dado por

AF(x�024x�031)=Ljg-*<*-*'�034AF(k)d�030k,
(2704 C,

asi AF�035(x �024x�031)puede ser expresado como:

D (x �024x�031)= ~�0241�024�024J'd�030ke"""�034""D(k)
F415 (2704 Fat? �031

con

conocido como el propagador del fotén en el espacio de momento.

La interpretacién }402sicaes similar al caso del campq complejo dc Klein-Gordon y en este caso

e1 propagador de fotén es representado gré}401camentepor:

FIGURA 5.8 �031

PROPAGADOR DEL FOTON.

(a) "
i_;\/\/\,r\/xrw)

Fuente: Autoria iaropia.

5.3 CAUSALIDAD

En la seccién anterior estudiamos los propagadores de Feynman para el campo complejo de

Klein-Gordon, el campo dc Dirac y el campo electromagnético. Ademas, como dichos

propagadores son amplitudes de probabilidades de que una panicula se crea en x�031

propagandose hasta x donde es aniquilado. Asi, si suponemos que x0 > x; , entonces,

AF<x�024x'>= <0|[¢*(x>,¢�030<x>]0>= <o|¢*<x)¢�030<x'>|o),
implica que surge un problema, a saber, que la probabilidad de propagacién de una particula

desde x�031hasta x con (x �024x�031)2< 0, es decir fuera de su cono de luz, no es cero sino que cae '

exponencialmente para distancias grandes.

Por otro lado, es conocido que el principio de causalidad se cumple si el conmutador de dos

campos considerados en puntos separados por un intervalo espacial se anula, es decir

conmutan. Como ejemplo, vamos a determinar el comnutador para el caso del campo complejo

dc Klein-Gordon cuando (x �024x')2 < 0 , a saber:

d3]; . d3 �030'1 ' _ I _ > _ _ _ _

[¢(x),¢*(x)]= jf,)32wk I (2n)3:�034wk'[(a(k)e"** + b�030(k)e"�034),(b(k)e"�031°�030+ a*(k)e"�034
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d3/E d3/E�031 �024 �024 .k y _ �024 _,
, + = T w�035:ak,a+ k -�030(X-*>+b+k,bk '*<�034>,[M is (x)] I (mazwk J (W 2% {I < ) ( >]e [ ( ) < >]e }

[¢<x),¢*(x'>]= <0|¢<x>,¢*<x')|o)�024<o|¢*<x'>¢<x)|o),

[¢<x>,¢<x'>]= A<x�024x'>�024A<x�031�024x>. (5.35)

Esta expresién indica que A(x �024x�031)es la amplitud de probabilidad que una particula creada en

x�031se propague hasta x, mientras que A(x�031�024x)es la amplitud de probabilidad de que una

antiparticula creada en x se propaguc hasta x�031.Asi, si no existieran las antiparticulas se

violaria el principio de causalidad. Es decir, las dos contribuciones son necesarias y. como

tienen valores idénticos e1 conmutador (5.35) pueden anularse fuera del cono de luz, dc tal

manera que no hay correlacién entre observaciones no conectadas causalmente.

También, debemos indicar que este resultado ha sido posible por que los campos escalares

satisfacen relaciones de conrnutacién y no dc anticonmutacion, de lo contrario el principio dc

causalidad no se habria cumplido. Para cl caso de los campos fermiénicos, ellos deben

anticonmutzu para asegurar la causalidad.

5.4 TEOREMA DE WICK

Como estudiamos en el Capitulo 4, el desarrollo de la matriz S llevo a la relacion (4.12), la cual

es conocida como el Teorema de Wick. Este muestra que se puede escribir los productos

temporales de campos como suma de ciertos productos normales de los mismos campos. De

esta manera se puede expandir el operador S en una suma de productos normales, que permite

desarrollar el célculo de sus elementos de matriz.

La expresién encontrada para el Teorema de Wick en el caso de N campos, es dada por:

T{¢A (xi )¢s (X2 �030'¢N (xn :5 ¢A (xl )¢B (X2 ) �030' '¢N (xn) 3+¢,4 (X1 ' '¢1v (xn )<OiTi¢3 (x2)¢c (xl 0) +

¢B(X2)�034�030¢N(xn)<OiT{¢A(x1)¢C(x3)}|0>+¢C(x3)�035'¢N(xn)<0|T{¢A(xl)¢B(x2)}4020>+N.(5.36)

Es decir, el producto temporal dc N campos es igual al producto normal de estos campos, mas

la suma de los productos normales donde se ha hecho una contraccién entre cualesquiera dos

de los campos, mas la suma de los productos normales con dos contracciones entre

cualesquiera dos parejas de campos etc. Sin embargo, como estudiamos en la seccién (5.1), las

expresiones dadas para los valores esperados en el vacio representan Ios propagadores de

Feynman. De esta manera, si se considera un proceso donde intervienen campos complejos de

Klein-Gordon, 0 el campo de Dirac 0 del campo electromagnético, los valores esperados deben

ser sustituidos por los correspondientes propagadores de dichos campos.

5.5 DIAGRAMAS DE FEYNMAN

En cl capitulo 4 Se obtuvo la expansion de la matriz S en términos dc valores esperados en cl.

vacio de productos dc campos en la imagen de interaccion ordenados temporalmente.

Asimismo, en la seccién anterior e1 Teorema de Wick, es decir expresar los términos de la

Z 98



expansién S como una suma de productos normal, fue expresado en términos de productos de

propagadores de particulas entre puntos espacios temporales distintos xo ¢ x(�031,.En esta seccién

vamos a calcular el elemento de matriz para un cierto orden de la teoria de perturbacién, lo cual

Ileva a los conocidos diagramas de Feynman, es decir una manera de interpretar los términos

y en la expansién de Wick.

Por ejemplo, del Teorema de Wick para el caso de dos campos, tenemos que

T{¢A(xl)¢B(x2)} =: ¢A(x1)¢B(x2) : +<0lT{¢A (x.)¢,,<x,)}o), (5.37)
y como vimos anteriormente la amplitud <0|T{¢A (x, )¢B (x2 )}]0) es interpretado como el

propagador de Feynman, es decir:

<0|T{¢,. (x1)¢B(x2)}'0> = iAF(x] �024X2):
que describe una particula creada en xz-, propagandose hasta x1, donde es aniquilada. Asi

(5.37) es escrita como

T{¢,4 <x1)¢3<x2>} == ¢,, cx. >¢3<x2> : +iAF(xl �024X2),
ademés, observando que la diferencia entre T{¢A (x, )¢B (x2)} y 245,, (x,)¢,, (x, ): es una funcién

mimero-c dado por iAF(x, �024x2) entonces si tomamos los valores esperados ambos miembros

en (5.37), tenemos que �030

<0N:¢A(xI)¢B(x2):|0> = 0,

asi,

<0|T{¢A (x1)¢a (xz)}i0) = iAF(xl �030�031�0302)-

De esta manera, una representacién gra}401cade la expresién anterior es:

(o|T{¢.<x,>¢,,<x,>}1o>= x2 -�024�024�024�024~~�024�024-x.

Para el caso de tres campos, tenemos

_T{¢A(x])¢B(x2)¢C(x3)}=: ¢,4(x1)¢5(x2)¢c(-X3) 2 +¢A(x|)<O[T{¢;;(x2)¢c(x3)}l0>+

¢B(x2)<0|T{¢A(xl)¢C(x3)HO) + ¢c(x3)<0|T{¢A(x1)¢a(xz)a0>s
para t, >t2 >t3. A

Ahora, tomando los valores esperados ambos miembros, tenemos que

<01T{¢,4 (x1)¢B(x2)¢C <x3>}I 0) = (ol :¢A(xl)¢B(xZ)¢C(x3) 3|O)+(0|¢A(x1)�0300X0�031T{¢/;(x2)¢c(x3)}�0300>

+ (om (xz >| 0)<o1T{¢,, (x.)¢c (x,>}1o> +<0|¢c (x3 >| o><oiT{¢,4 <x1>¢5<x2)Ho>, If
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<0�030T{¢A(X1 )¢B (X2 )¢C (X3 O> = 0 5

es decir, en este caso dc tres campos no presenta diagramas de Feynman.

Para el caso de cuatro campos, tenemos

T{¢/1 (X1 )¢B (X2 )¢C (x3 Wu (X4 :3 ¢A (X1 )¢E (X2 )¢C (X3 )¢D (X4) :+¢A (X1 )¢3 (-x2 )(0|T{¢c (x3 )¢D (X4

+ ¢B(x2)¢D(x4)<0|T{¢A(x1)¢C(x3)}�031O>+¢B(x2)¢C(x3)<O|T{¢A(xI)¢D(x4)}�030O>

+ ¢, (x. )¢D(x4 ><o|T{¢,, (xz We om} o> + ¢,, (x1 )¢c (x3 )<O|T{¢E (X2 )¢D <x..>}1o>

+ ¢,, (xl)¢B(x2 ><o\T{¢c (x3 )¢D(x4)}| o> + <0|T{¢A (x. )¢B (x2 >}( 0><0|T{¢c (x3)¢D(x4 >} 0)

+ <o|T{¢,4 (x. >¢c<x;)H 0)<otT{¢B (x2)¢D <x4>}1 o> + <O|T{¢A (x1)¢D(x4)}| o>(o|T{¢B<x2>¢c <x3>}1 0),

asi, tomando los valores esperados ambos miembros, se tiene que

<0lT{¢A(x1)¢B (xzm (x3)¢D (x4>}| o> = (0|T{¢A (xl >¢g (x2 )}1 0><0|T{¢c (x3)¢D(x4 )}| 0)

+ <0|T{¢A(x1)¢c <x3>}1o><o1T{¢B<x2>¢D<x4>}1o> + <O|T{¢A<x1)¢D(x4)}|0)<0|TgB(x2)¢C (x3>}|o>

0 términos de los propagadores de Feynman:

<0|T{¢A(xl)¢B(x2)¢C (x3)¢D(x4)}|0> = iAF(x1 �024x2)iAF(x3�024x4) + iAF(xl �024x,>iAp (x2 �024x4)

+iAF(x1_ x4 )iAF(x2 _ X3) :

cuya representacién grzi}401caes

' <0|T{¢A (x1)¢3(x2)¢c (x3)¢u(x4)}�0300>=

�030I. F2 xi�030 ,1:

= + 5 E +

En el }401ltimogré}401colas Iineas se cruzan pero no se intersecan. De esta manera, se puede

continuar y obtener los diagramas de Feynman considerando més campos. Estos son los

diagramas dc Feynman en el espacio de posiciones.
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5.6 REGLAS DE FEYNMAN

En la seccion anterior presentamos la interpretacién de los propagadores en términos de los

diagramas de Feynman, a saber, para el caso de cuatro campos, cuya representacion gra}401caes

sencilla. Sin embargo, para determinar los elementos de matriz de orden n se debe considerar l

todos los diagramas de Feynman posibles de n vértices. En este sentido, el célculo

perturbativo es muy complejo pero se puede obtener una forma sistematica a través de las

reglas de Feynman.

La mejor manera de entender es con un ejemplo sencillo. Ahora bien, como vimos, para el caso

de cuatro campos, se tiene

<0lT{¢,4 (x1)¢3 (xz)¢C (X3 )¢D (X4 0) = iAF (X1 _ x2 )iAr (X3 �035x4)+iAF(x1_ 3�030;)iAr (X2 _ X4)

+iAF(x1'�024X4 )iAr (X2 " x3) a

que representa una suma del producto de dos propagadores de Feynman.

De esta manera, siguiendo con la interpretacion de que el propagador representa la propagacion

de una paxticula, el tercer término del lado derecho se puede entender como un diagrama en el

que todos los puntos xi (i =1,2,3,4) estan conectados a través del pnnto de interaccién. Si

continuamos a ordenes superiores observariamos que solo algunos términos contribuyen, y de

nuevo corresponderian a diagramas en los que todos los puntos estan conectados entre si a

través de interacciones. Es decir, solo los diagramas conexos contribuyen a los procesos de

dispersion. En efecto, el patron que emerge es que las contribuciones a la amplitud de

dispersion se pueden construir orden a orden en los diagramas de Feynman, donde solo

diagramas conexos contribuyen. Las conexiones internas corresponden con las interacciones y

se conocen como vértices. Estos vértices se unen con propagadores para formar el diagrama

completo. Es preferible considerar el espacio de momentos. Siendo mas explicitos, en el caso

que estamos estudiando las reglas en el espacio de momentos son:

a. Dibujaf un diagrama hecho a partir de lineas que se juntan en vértices con estrictamente 4

segmentos.

b. Asignar un momento k, a cada linea.

c. En cada vértice entran 4 momentos. Imponer conservacion del momento en cada Vértice y

a}401adirun factor ii. '

d. For cada llnea interna a}401adirun propagador de Feynman con el momento correspondiente

1
A (k) = ~�024-�024�024-�024.

F k2 �024m2 + i 77

e. Por cada lazo cerrado (loop) a}401adiruna integral al momento corriendo en el loop

1
. �0244jd�030k. .

(27!)
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E Multiplicar por el factor de sirnetria.

En resumen, siguiendo estas reglas podemos calcular en principio a un orden arbitrario en 2.,

ya que cada término en la expansién de la matriz S le corresponde un diagrama.

5.7 PROBLEMAS '

1. Determine, en términos de los propagadores de Feynman, el ordenamiento temporal

para cinco y seis campos respectivamente.

2. Muestre, para el caso de los campos fermiénicos, que ellos satisfacen el principio de

V causalidad. "

3. Considerando las reglas de Feynman, gra}402quelos diagrarnas de Feynman para el caso

de seis campos. -
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CAPiTULO Vl�031 '

PROCESOS ELEMENTALES EN ELECTRODINAMICA CU/-'\NTlCA

6.1 INTRODUCCION

En este capitulo. comenzamos la aplicacién en Electrodinémica Cuantica, es decir el estudio de

las interacciones entre el electrén, su antipanicula el positrén y el fotén. De esta manera. el

propésito del presente capitulo es estudiar los procesos elementales de interacciones entre las

paniculas antes referidas_ en el régimen relativista. Para Io cual, debemos considerar los

diagramas de Feynman.

6.2 REGLAS DE FEYNMAN DE LA ELECTRODINAMICA CUANTICA .

Como estudiamos en el Capitulo anterior, para determina: los elemenios de matriz de orden n

de la matriz S debemos considerar todos los diagramas de Feynman posibles de n vértices

que tengan como Iineas externas al lado izquierdo las que correspondan a las particulas

presentes en el estado inicial y que tengan como Iineas extemas al lado derecho las que

corresponden a las particulas en el estado }401naly a continuacién tomar en cuenta las reglas de

Feynman. -

Siguiendo ias reglas de Feynman, Ias consideraciones que se deben tener en cuenta para

obtener los diagramas de Feynman cuando se estudian procesos en Electrodinémica cuantica

son: �030

a. Para cada vértice considerar un factor iey".

b. Para cada linea de fotén intemo, se debe considerar el factor,

. . �030ga}401
�030D/«a/:0�030)=In 9

. asi como un momento k , es decir.

Ita
( -3/'\M.~'"-,_,"\_,:"-,_w:"�030\,_/�030W

c. Para cada Iinea interna del fermién, considerar cl factor,

. . . I
- :s,�024<p>=:%.

P_.,}�035-m+n7

ademés, un momento p, a saber:

P

O �024�024�024�024j+�024e.

d. Para cada linea externa, consideran�030: ~ _



0 Para cada electron inicial: u,(p) ,

pT.

0 Para cada electron }401nal:17, (p) ,

o 

0 Para cada positron inicial: 17, (p) , _

P -�024%�024<~�024%�024�024¢

0 Para cada positron }401nal:v, (p) ,

o�024:4�024�024�024�024�024�024P

o Para cada fotén inicial: 3", (k)

�030 (a)
In -.;�031\/\f\/\f\j'

0 Para cada fotén }401nal:em (k)

(a). ,r"I;f\f\f\f\_/�030�030E

e. Los factores de espinores para cada linea de fermion son ordenados, de tal manera que de

derecha a izquierda, ellos aparecen en la misma secuencia de la linea del fermion en la

direccién de la }402echa.

f. Para cada loop cerrado de fermion, se toma en cuenta la traza y se le multiplica por un

factor (-1).

g. Los 4-momentos asociados con las tres 11'neas que se encuentran en cada vértice satisface

la conservacién de energia-momento.
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h. Multiplicar la expresién por un factor de fase 5p el cual es igual a +1 (-1) si el n}401merode

intercambios es par (impax) en 1a»vecindad de los operadores de fermiones requerida para

escribir los operadores de ferrniones en el orden normal correcto.

6.3 PROCESOS ELEMENTALES

En esta seccién iniciamos la aplicacién del Teorema de Wick en la expansién de perturbacién

que llevaré a1 conjunto de todos los posibles elementos (f |S[ 1') de la matriz S , para una

hamiltoniana de interaccién dada.

�030 . Para la Electroclinémica Cuéntica la hamiltoniana de imeraccién es dada por:

H, = �024eit/7(x)7�034A,(x)://(x) 2.

De (4.7) consideramos la matriz S expandida como:

s = fl5" ,
n-0

donde

L S" 4% [d�030x1Id�030x2_[d4xnT{H1(x1)H1<xZ)"'Hl(xn)}'
n�030�024no �024uo -ca

Para el caso n =1 , tenemos:

S�030= jd"x,T{H,(x,)}, _

S�030= Id�030x1T{-e:«z7(xl)7�034A,.(x1)t//(x1):}.

Considerando el Teorema de Wick, tenemos que:

Jd�030x.T{�024e:u7<x. )yllA}1(xI )1//(x.) :}= �024eJd�030x1:V7(xI)7FA;1(xl)�030//(x]):�030

A continuacién escribiendo cada campo en sus frecuencias positivas y negativas, obtenemos:

S�030= �024eId�030x1«7*<x1>r"A;(x1>w�030(xx)+eId�030x]w�030<x.>r"«7*<x.)A;<x.)

�024e Id"x1A,I(x1)v7�031(x.)7�035I//�030(x.)+ eId"x1A,I(x1)u/'(x.)7�035I/7*(x1)
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�024e '[d4x1l/7_(x1)7}402A;:(X1)!//$(xl) �024eJd�030x.v7'(x.)7":/x�030<x.>A;<x,>

�024eId�030x.«/7�030(x1)A;(x.)7�034I//�030(x,)�024eId�030xu/7'(x1)7�035A,j(x1)t//'(x,)

Ahora, considerando los resultados anteriores, se debe hacer la interpretacién de cada una de

estas integrales, los cuales nos lleva.ra.n a los diagramas dc Feynman. De esta manera, tenemos:

Primera integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xi se aniquila un

positrén, un electrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

I FIGURA 6.1 ,

ANIQUILACION DE UN FOTON Y UN PAR.

e_

7 '�031�0301

e�030 �030

Fuente: Autoria propia.

Segunda integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xl se aniquila un

)0sitr('>n, un fotén y se crea un positrén. E1 diagrama correspondiente es:

I I-�034IIGURA6.2 I ,

ANIQUILACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN POSITRON. '

 »

7 X1

Fuente: Autoria propia.

Tercera integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xi se aniquila un

positrén, un electrén y se crea un fotén. El diagrama correspondiente es: M

' 106



I FIGURA 6.3 I

CREACION DE UN FOTON Y ANIQUILACION DE PARES.

. �254-

�031 xi�030 7

e+

Fuente: Autoria propia.

Cuarta integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un

positrén, se crea un positrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

, ' FIGURA 6.4 I V

CREACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN POSITRON.

g 

x1 7

, - Fuente: Autoria propia.

Quinta integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xl se aniquila un

electrén, un foto'n y se crea un electrén. El diagrama correspondiente es:

_ I FIGURA 6.5 ' ,

ANIQUILACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN ELECTRON.

 I

7 xx

Fuente: Autoria propia.

Sexta integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un

fotén y se crea un electrén y un positrén. El diagrama correspondiente es: y
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I FIGURA 6.6 ,

ANIQUILACION DE UN FOTON Y CREACION DE PARES.
E-

7

e+

Fuente: Autoria propia.

Sétima integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un

electrén y se crea un electrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

�031 F[GURA 6.7 I I

ANIQUILACION Y CREACION DE UN ELECTRON Y UN FOTON.

+£L E

mmx1 7

Fuente: Autoria propia.

Octava integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xl se crea un

positrén, un electrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

�031 FIGURA 6.8�031

CREACION DE UN FOTON Y UN PAR.

e-

XI 7

8.

Fuente: Autoria propia.

Debemos indicar que�031todos los procesos descritos anteriormcnte no suceden en la naturaleza,

toda vez que ninguno de ellos conserva la energia y el momento del proceso }401sico,en la cual

se tiene que k2 = 0 para un fotén y p2 = m2 para fermiones. De esta manera, tenemos que

</IS'|i>=0~ E 4%
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A continuacién, vamos a considerar el ténnino a segunda orden en la matriz S, es decir

S2 =�024("i)2ma�030god�030T{H H }2, I 351 X2 1051) 1(x2)

2 (4)2 0° 4 W 4 �024 /4 �024 /3
S =7 Id xl Id x2T{<�024e«/(awA,,(x1)t//(x1))(-ed/(x2)7 Ap(x2)�030//(xz))}-

Usando el Teorema de Wick, en la expresién anterior obtenemos:

- 2 an H:

S2 = Te» fd�034x1I d�030x21I/7(x1)7,lAy(x1)�030//(xl)l/7(x2)71�031A}401(x2)�030//(X2):-

�030e2m 4 Q 4 �024 u ~ /1
�024Idxl Id 3�030:it//(x1)7 A;z(xl)l//(x1)!//(x2)y A,;(x2)u/(x2):-

2! _m _m d

"92 m 4 w 4 �024 p �024 1:
7Id x1 Id x2 It//(x,)7 A�030u(xl)W(x1)l//(X-2)yA,;(x2)«//(x2):-

- _m _w  

�030e2m 4 w 4 �024 11 �024 /1'
7_[d X1 Id X2 3�030//(X07A;,(x1)';V(x1)l/�031(x2)7A/3(x2)'/�031(x2)3�024

. _w _w  1

"92 do 4 no 4 A u �024 /2
7Id x1 Id X2 2-/x<x1)y AI<x1>w<x1)w<x2>y A}402(x2)'/l(x2):_

 *�030j�031

�030B2Q 4 w 4 .�024 u �024 /I .
7Id x1Id x2-I//(x1)7 A#(x1)t//(X1)!//(x2)7 Ap(x2)'//(x2)--

II,

�024Z W xx:

3% -{déxl J-d4x2 3�030/7051)7#A,,(x1)'/�031(x1)�030/7(x2)7}402Ap(x2)�030/�031(x2)3 '

_ �030d? 

__e2 <0 4 a: A j �030I 1 [3

7Id x1Id X23�030//(x1)7Ay(x1)I//(X1);//(xz);' A;;(x2)v/(x2):- (6.1)

'  �031

 ,



La interpretacién de estos términos, nos Ileva a concluir que para el primer caso no representa

ningiin proceso real, de la misma manera que los procesos descxitos para n :1, con la

diferencia que ahora es en dos puntos independientes, a saber x] y xz .

La segunda y tercera integral son términos idénticos, el cual se prueba permutando los

operadores

I/7(X1)7�035A,,(x.)9I/(X.)1/7(Xz)7�035Ap(Xz)W(xz)=
Ta

V7062)7�034A,,(xz)l//(X2)!/7(X.)7�035Ap(x1)l//(X1)-

Haciendo x1 (�024->x2 en la tercera integral y sumando el resultado con la segunda integral, se

obtiene

S: =�024e1Id�034x.Id�030x2It/7(x.)7�030/1,.(xx)1;/(x1)v7(xz)7"A,g(x2)t//(xz):-
we �024no T

Esta relacién tiene una contraccién dc fcrmiones, que es dada por el propagador de�030Feynman

para el campo de Dirac y corresponde a un fermién virtual.

Para hacer una interpretacién de la expresién anterior, consideramos primero tz < t, , caso en el

cual podemos imaginar un electrén virtual que se propaga de x2 hasta xl. Ahora, para 11 <12,

indica que un positrén Virtual se propaga de xi hasta x2. Si unimos estos dos casos, tenemos

un fermién virtual que se propaga de x2 (asociado a 17 ) hasta xl (asociado a 1//). Ademas,

tiene dos operadores de fermiones y fotones contraidos. Estos aniquilan 0 cream particulas en

los estados iniciales y }401nales,llamados paniculas extemas. '

A continuacién escribiendo los campos 1/7(x) , 1//(x) y A(x) en sus partes de frecuencias

positivas y negatiVas,'obtenemos:

II/7(x.)7"A,,(x.)1//(x.)l/7(Xz)7�035A,;(xz)¢//(X2)==
.}401,._,

17+(X1)7!�031/1,:(x1)7pA;(xz)i//+(xz)iSF(x1_x2) _

�024V/_ (752 )�030/7*(XI )7�035/1,:(x1 )7}402AI3(X2 )iS[7 (xl _ x2) +

+ WA};(X2)7�035AZ(x1)'/7+(x.)l//*(}¢2)iSF(X1-362)-

- V/_(X2)7pA;;(x2)�030/7+(x|)7�035A,:(x1)iSF(x|�024X2) +

+ 7,114,: (xi )7/�031A;;(x2)'/7*(x| )�031//+(x2 )[SF (X1 _ X2) _

�024lV_(x2)7}402A;:(xI)V7+(xI)}/IIAE(x1)iSF(xl�024x2)+ 7



+7'34;(x1)7"A,Z(x2)!/7+(x1)!//+(X2)iSp(X1-x2)-

-V/'(xz)7�035A,I(xi)7�035A,§(x2)*/7+(X1)l'Sp (X1 -x2)+

+ I/7'(x1)7�035A;(x;)7�035AE(x2)I//+(x2)iSp(X1 �024X2) +

+I/7-(x1)u/�030(x2)7"'A§(X1)7�035A2(x2)iSF (X1 -X2) +

+ I/7'(x1)7�035A,§(x2)7�035AZ.(X1)!//+(X2)i5p (X1 -362) +

+ 1/7�030(X1 )1//'(x2)}'�035A;(x2)7"/1; (X1 )i5} (X1 �024X2) +

+ '47�030(X1 )7"/1,] (I. )7�035/1,?(x2)v/* (x;)1'-5'; (X1 - X2) +

+ I/7�030(X1)7"A,I(x1)I//_(xz)7�035/1,?(xz)iSp(x1- x2)+

. +I/7�030(x1)7�035A,7(x1)7�035A£(xz)'//*(Xz)i5F(x1-x2)+

+L7�030(X.)7�034/1,I(x1)7�035A,E(x2)V/+(x2)iSp(X1-x2)+

+ 1/7" (X1 )7"/1,} (x1)7�035A,§(X2 )1!/" (X; )iSp (X1 - X2 )- (6?)

Como es légico, vamos a escoger de estas expresiones aquellos que describen procesos }401sicos

reales.

DISPERSION COMPTON.

Para estudiar este proceso considez-zumos el estado inicial �0301e',17>.Ademés, debemos toma! en

cuenta 1a.parte de frecuencia positiva dc 1//(x2), el cual aniquila el eleqtrén inicial y de lg parte

de frecuencia negativa de u/(xl) que crea el electrén }401nal.Lo mismo para A ,1 (x,) y A5 (x2) .

De esta manera, los términos que contribuyen son dados por las siguientes expresiones:

3/ = -92TWX1Td4x2'/7"(x.)7"iSF(x1�024X2)7�035A,I(I1)A,§(x2)l//+(X2),

3,, = �024e�031Td4x1 ]id4x2l/7�031(x1)y�035iSF(xl �024xz)/�031A,;(X2 )A; (x1)g/* (x2) .

Los correspondientes diagramas son: '

 /{



FIGURA 6.9

« DISPERSION COMPTON.

7

7

S, =

x2 x,

e�030 e�031

7

xx

S11 =

e ' �030e '

7

Fuente: Autoria propia.

DISPERSION COMPTON PARA POSITRONES. '

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial |1e�030,1y>.Ademés, debemos tomar en

cuenta la parte de frecuencia positiva de 1/7(x2) , el cual aniquila el positrén inicial y de la parte

de frecuencia negativa de 1//(xl) que crea cl positrén }401nal.Lo mismo para A#(x1) y A /, (xz ) .

De esta manera, los términos que contribuyen son dados por las siguientes expresiones:

S111 = �024eZId�034x1Id"x2t//�030(x.>y�035isF(x.�024x2>y"A;<x,>A;<x2)u7*<x2>,

SIV = �024e2I d�030x1Id�030xzv/�031(x.)7�035iSp(x.�024_x2>y�035A,;<x2>A;<x1>z7*(x2>.

Los correspondientes diagramas son: /g
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�031 FIGURA 6.10

DISPERSION COMPTON PARA POSITRONES.

7 7

S111 =

X2 xl

e~ e4�031

7

SIV : X2 xi �030

e. e.

Fuente: Autoria propia.

ANIQUILACION DE PARES

Para estudia: este proceso consideramos el estado inicial ]1e�030,1e�031).

El término que contribuye es dado por la siguiente expresién: �030

sy = �024e2jwx, _[d4x2A;(xl)7"iS,.(xl �024x, )7"/1,; (x2)1,77�030(x])1/7�030(x2),

E1 correspondiente diagrama es:

1 13



FIGURA 6.11

ANIQUILACION DE PARES.

. e" y

7�030!

SV =

x2

e-

Fuente:'Autor1'a propia.

CREACION DE PARES

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial [17,1}/> .

E1 término que contribuye es dado por la siguiente expresiénz

sy, = -22 jd�034x,jd�030x2y7'(x,)y�035isF(x,�024x2)y�035z,7*(x2)A;(xl)A,;(x,),

El correspondiente diagrama es:

FIGURA 6.12

CREACION DE PARES.

7 e�030

xi V

Sn : X2

2.

7

Fuente: Autoria propia. W
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A continuacién consideramos el cuarto tétmino de (6.1), a saber:

S; = Tam ]3d�030x23�0307(x1)7/�030(Ag(X1)//(x1)'7(x2)§7pAp(xz)'//(xz)2�030

» Observemos que esta expresién tiene cuatro operadores de ferrniones no centraidos, de esta

manera el proceso que describe es dispersién fermién-fermién. Asimismo, el término de

contfaccién fotén-fotén es el propagadot de fotén.

Como en el caso anterior, escribimos los campos 1/7(x) , gz/(x) y A(x)�031en sus partes de

frecuencias positivas y negativas, es decir:

/ II7(x1)7�034/4,,(X1 )1//(X1)!/7(x2)7�035A,;(x2)I//(X2)I=

V I/7*(x1)7�035l//+(x1)l/7+(x2)7�035l//+(xz)iDw(x.�024x2)-

_ -I//'(x2)7�0313I/7*(X2)!/7+(x1)7"V(X1)iDw(x1-xz)+

+ I/7�030(x2)7�035I//*(x2)</7*(x1)7�035I//*(x1)iDw(x1 -x2) +

+1/7�030(x2)7�035V/(X2)!/7+(x1)7�035!//+(x1)iDp,,;;(X1-362)-

�030 -I//'(x1)7"l/7+(x1)l/7*(x2)7/31/V(xz)iDp,,/;(x1-362)-

-£1/'(X1)7�035<//(X2)!/7+(x.)7�035l/7+(x2)iDp,,p(x1-x2)+

I/7-062�030)7�034!//�030(X1)1/7*(Xx)7�035t//*(xz)iDp,,p(x1-xz)+

W�031(xl)7�035v7�030(x2)1//�030(x2)7"</7�030(x1)iDp,,,,(x.�024x2)+

.4 977'(x.)7�035AI/*(x.)l/7+(x2)7�035|//�031(x2)iDp,.;(x;-xz)+

V(x.>W'<x2>u7*(x2>y"ux*<x1>iDW(x, �024x2>�024

-I/7�030(X1)7�035!/7'(x2)9I/+(X1)7�035W+(x2)iDp,,,;(X,-x2)+

17-(X1);/ul7_(x2)l//_(x2);/}401t//+(x1)iDF;1/3(x. �024x1>+ �031

I/7�030(X1)7�035l//'(x1)l/7+(Xz)7Bl//*(xz)iDm(x1-xz)~

AZ
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�030171751 )}/�030ll//_(xl)�030//�024(x2)7}402�030/7+(x2)iDFy}401(X1 �024x2 ) +

97- (X1 )7�035W_(x1)�0307_(X2 )7}401'/�031+(X2 )iDF;4,0 (x1 �030x2) '

' I//_(xi)}/#�030l7-(xi)./7-(x2)7}401V/-(X2)iDF;1}402(x1_X2) -

De estas expresiones, escogemos aquellos donde los términos contribuyen a procesos }401sicos

reales, por ejemplo:

DISPERSION DE MOLLER

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial |1e' ,1e' >.

En este caso, e1 término que contribuye es: �031

e2m4m4�024�024,l�024�024 + p~+ ~
S =3 Id x. Id �031�0302�030/�031(x.)7 w (max (my w (x2)1DF;43(xl_x2)'

Ahora, debido a que los electrones son parliculas idénticas, vamos a identi}401cara los clectrones

iniciales y }402nalescomo 1,2 y 1',2'respec1ivarnente. De esta manera, de la expresién anterior

tenemos cuatro términos que contribuyen al proceso, sin embargo estas cuatro contribuciones

constituyen dos pares que son diferentes por el intercambio de las variables x, <�024>x2. Por lo

tanto, considerando solo uno de estos pares y multiplicando el resultado por 2, tenemos que los

términos que contribuyen son:

V-62:04 $4 �024- ;I�024- + /7 + '
SI = ; Id xl Id xz�030//1'(x1)7 V/2' (x2)'//1 (x|)7 W2 (x2)1Dr;.}401(xx-962):

e2 an 4 no 4 �024�024 ;1�024�024 + }402+ -

S11 = �030EId x1J-d x2�030//1'(x2)}�031'/�0312'(x1)'/�0311(X07 W2 (x2)lDF/,1[i(xl -752)-

Donde, el signo negative es debido a la estadistica de Fermi, en la cual los campos son

antisimétricos, con la permutacién de los electrones }401nalcs.De esta manera, los

correspondientes diagramas son: >
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Sin embargo, la segunda y tercera integral constituyen un par que son diferentes solo por el

intercambio de las variables de integracién xl <�024>x2 , es decir, representan un mismo diagrama.

Lo mismo sucede con las otras dos integrales. De esta manera, consideramos solo S,, y SW ,

las cuales serén, multiplicadas por 2, obteniéndose:

SV = -92 JId4x1 J-dd-x2�03077(x1)?/FV/-(x2)�030/7+(x2)7}402V/+(x1)iDF,,.p(x1 _ 352) a

S1�031!= e2 Jd�030x.J.d4x2V7_(xx)7�035!//�024(x1)lrl7+(x2)}//31//+(x2)iDrpp(x|�024x2)'

Asi, los correspondientes diagramas son:

FIGURA 6.14

DISPERSION DE BHABA.

e" e�031

xi

S, =

2

3+ 6.

e" e"

SW = X1 2

6+ 9+

Fuente:_Autor1�031apropia.

DISPERSION POSITRON - POSITRON

Para estudia: este proceso consideramos el estado inicial }1e* ,1e�030).

En este caso, el téxmino que contribuye es:

_ 92 W 4 an 4 A u - �024-+ ,/1�024+ .

S �024�0245_Jdx1_Jd w (my «/1 (saw (aw w (x2)lDF;:}402(Xl�024x2>.
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Este caso es similar al estudiado en la dispersién de Moller, de este modo los términos que

contribuyen son:

S1/71 = �024e2[mi I d�030x2w17(x.)7�035r//;(xz)IZ�031(x1)7�035!/72*(x2)iDw(x1�024x2),

SW]! = +e2Jd4x1 _[d4xz'/�03117(xz)7�035'//;(x1)�030/71+(x1)7}402V72+(x2)iDm..p(x1�030X2

Asi, los correspondientes diagramas son:

�031 FIGURA 6,.15 I

DISPERSION POSITRON - POSITRON.
1.

XI/

1

SW! :

2 x2 2'

2/

J/
1

Slim:

2 x2

1,

Fuente: Autoria propia.

A continuacién, vamos a considerar el quinto y sexto término de (6.1). Este caso, es similar al

1 del segundo y tercer término, por lo tanto tenemos el siguiente resultado:

Sé = �024e�031Jd�034x,jd�034x2:u7<x.>y�035A,.<x.>w<x.>u7<x2>y"A,,<xz>w<xz)n (6.3)

 4

Esta expresién tiene dos operadores de fermiones no contraidos, por el cual se tiene dos

procesos, es decir, un fermién en el estado inicial y }401nal,que puede ser un electrén 0 un

positrén.

Del integrando de (6.3), tenemos _ %
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3�030/7(X|)7}402A,.(x1)�030//(X1)l/7(x2)7}402A}401(x2)'/�031(x2)5:
\__,,a

__.:�030,j,

W+(x1)7#iS1-�030(X1�030x2 )7!�034//+(xz )iDF,.p (X1 �030X2) �030

�034W�030(X2 )7#iSr (xm �024x2)7}402�0307+(x1)iD/-',4a(x|�030xz ) +

�030/7_(x1)7#iSF(xl�024x2 )7�035!//+(X2 )iDF;4}402(x1 - xz ) +

'7_(x1)7#1-SI-�030(X1_x2)}/)6�030)!/((x2)iDFp[3(x1�024x2)' _

Como antes, de estas expresiones escogemos el término que contribuye a1 siguiente proceso:

AUTOENERGLK DEL ELECTRON

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial �0311e'>. Este caso, se tiene:

S�035= �024e2Jd�030x,jd�034x2.,7�030(x1)y"isF(xl�024x2)y/G,/*(x2)iDW(x, �024xz).

La interpretacién de esta expresién, indica que las propiedades de un electrén libre se

modi}401candebido a la interaccién con el campo electromagnético. Una consecuencia de esta

interaccién, el electrén libfe se convierte en un electrén }401sico.En esta situacién, la masa del

electrén }401sicoes diferente respecto del electrén libre, razén por la cual, la energia del sistema

cambia.

E1 diagrama correspondiente es:

FIG}JRA 6.16 �031

. AUTOENERGIA DEL ELECTRON.

SIX : �024 
e�031 x2 x1 e'

I Fuente: Autoria propia.

Considerando ahora el sétimo término de (6.1), tenemos:

�024�2542Q 4:0 1 1 -

S; =7 jd�030x,Jd�030x2:ll/(XI);/FA};(x))l//(x1)�030//(X2);/l]A}402(x2)l//(X2):3
�030 .

del cual, se obtiene: . 9
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W70�030:)7�035-4,.(X1 )'//(X1 ) �030/7052)7/214,9 (x2 )�030//(x2)5:
. \_,,4 �031

\_____j\,T_,

_ iSF (x1 �030x2)7#iSF(x1" x2)7}402A;(x2)A,:(x1)�034

' _iSF(x1_x2)7#iSF(x1_x2)}//�031A;;(x2)A,:(xl)_

-1-SF(xl_ x2)7}402iSF(xx �031x2)7}402A,:(x1)A;(X2) �034

�024iS, (x, �024xi);/�034iSF(xl �024xz);/"A; (xi )Al} (x2).

E1 término que contribuye a un proceso }401sicoes:

AUTOENERGiA DEL FOTON 0 POLARIZACION DEL vAcio

Para es_tudiar este proceso consideramos el estado inicial [1;/>.

Este caso, se tiene de las expresiones anteriores que el segundo y tercer término contribuycn a

este proceso. Ademés, observe que dichos términos son diferentes por el cambio de variables

de x, (-) xz , en otras palabras, representan el mismo diagrama. De este modo, tenemos:

SX : e2 Id�030x,Id4x11'SF(x] �024xz );/"iS,,. (x, �024x2 )}/�035A;(x, )A; (x,). (6.4)

Debemos indicar, de acuerdo con (6.4), que el fotén puede crear un par virtual electr6n-

positrén, que luego es aniquilado, como consecuencia de la interaccién del campo

electromagnético con el campo del electrén-positrén.

El correspondiente diagrama es:

FIGURA 6.17 '

POLARIZACICN DEL VACIO.

Sx = 7 X 7

X2

Fuente: Autoria propia.

Para tenninar el estudio de la aplicacién de la matriz S a segunda orden", vamos a considerar e1

octavo término de (6.1), es decir:

C!) N �024�030 -

8; = �024Jd�030x,Id�030x231//(x1)}�031�035A,4(X1)!//(x1)'//(x2)7}402A;z(x2)�030//(X2)z.
2! _m _m �024,�024«

.

A ~�024�024~�024r�024%/g
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Como se concluye inmediatamente de esta expresion, no existen Iineas externas en

- consecuencia, no produce ninguna transicién. Ademas, el estado inicial es '0) , razén por la

cual a1 diagrama correspondiente se le denomina del vacio. Asi, de la expresion anterior, se

tiene:

�024e2 m 4 w 4 _ II, . }402,

SXI =7 Id xl Id x11SF.(x2 �024x,)71DFF/,(x1�024x2)y1SF(x1�024x2),

cuyo diagrama es:

FIGURA 6.18 ,

DIAGRAMA DEL VACIO.

Fuente: Autoria propia.

6.4 EL PROPAGADOR Y LOS ESTADOS DE POLARIZACION

En el proceso de cuantizacion del campo electromagnético de manera covariante se

consideraron cuatro estados de polarizacién, dados por los vectores 6�034(/3, A) los cuales

satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad y completitud:

3,.,(];:1)5}402(]E:/1'):�030"1614�031:

d0nde770=�0241yr7,=1,772=l,273=1, -

me�035(1E,,1)g"(1E,,1) = ~g�031�034'..

Asimismo, sea 6?�035un vector tipo temporal, el cual satisface 6A6�034=1 y 6° > 0. Asi,

3�035(IE,0) : 9�035,

representa el vector de polarizacion escalar. En lo que sigue llamaremos 8�034(133) el estado de

polarizacion longitudinal en el plano 6�024ksi £�035(l?,3)0"= 0 y 5�035(1?,3)£"(lE,3) = -1, de este

modo:

_ I�030_ I�030

. £�035(k,3)=T,�030(kgw .

.l(k0)2 �024kz

Los otros dos Vectores de polarizacién, a saber los Lransversales, 3*�030(IE1) y 8�035(I32) vamos a

considerarlos ortogonales entre si y perpendiculares al plano 6? �024k , tal que

.e;(IE,,1)a�035(1E,/1'):-5�035,

donde /l=1,2 y /'L'=1,2.
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P

. 6.5 POLARIZACIONES DE LOS BOSONES VECTORIALES

En los procesos de la electrodinzimica cuéntica estudiados, esté presente el fotén, el cual es un

boson vectorial no masivo, posee dos estados de polarizacién transversales. Si por ejemplo, se

considera un sistema de referencia tal que k" = (a), 0,0,a2), se tiene que

e"(l?,1) = (0,1,o,0), I

£"(l?,2) = (o,o,1,o),

son lineales, mientras que

5�035URL) = (0, cos (9, isen}402,0) ,

5�035(lE,R) = (0,cos 6,�024isem9,0),

son elipticas.

_ Ahora si sumamos sobre los estados de polarizacién, obtenemos:

Z 8L(/3,/1)EV(l?.l) = -g,,V + AW,
1.

donde,

1 0 0 0

0 0 0 0
A V = .

�0350 0 0 0

4 O 0 0 -1

- Asi, debido a la invariancia dc gauge, AW puede ser dejado de lado, de tal manera que la

amplitud en un proceso de electrodinémica cuzintica donde se tome en cuenta un fotén externo

de momento k puede escribirse como:

M(l?,/1): 5; (IE,/1)M�035(lE). M

_ Para el caso de un bosén vectorial masivo, tiene tres estados de polarizacién, a saber uno

longitudinal y dos transversales. En este caso el sistema de referencia que se elige es en reposo,

es decir k" = (m, 0,0,0) y los estados de polarizacién son dados por

e"(1E,1)=(0,1,0,0), A

s�034(IE,2>= (0,o,1,o),

g�034(E,3)= (o,0,o,1).

Del mismo modo, al caso anterior si sumamos sobre los estados de polarizacién, obtenemos:
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Z s;<I?,2>ey(I?,A) = �024gw+ Apv�031
1.

donde,

1 0 O 0

A _ 0 O O 0

"V " 0 0 0 0 �031 A

O 0 0 0

en el sistema de referencia en reposo.

6.6 LA SIMETRiA DE CROSSING Y LAS VARIABLES DE MANDELSTAM

En los procesos estudiados de la electrodinémica cuéntica, se presentaron casos dc integrales

que tienen la misma contribucién por el cambio de variable x, 4-) x2. Similarmente se tiene

que existen elementos de matriz que estén relacionados mediante la simetria de crossing, es

decir Ia matriz S es la misma reemplazando los mornentos convenientemente.

, Por otro lado, para poder describir Ia cinemética de los procesos de dos cuerpos es conveniente

de}401nirlas variables de Mandelstam, las cuales permitirén la aplicacién de la simetria crossing.

Por ejemplo, si tenemos dos procesos descritos por:

1 + 2 -�024>3 + 4 ,

. 1 + 3 �024>5 + 4,

se tiene que

knkz "�031pupzv

y considerando la simetria crossing, tenemos

kl 2-171 " _k2:P2-

Ahora, de}401niendolas variables:

5 =(k1+k2)2 :_(P1+P2)2y

t=(k|_pl)2=(p2_k2)29 '

, u=(k|�030p2)2=(P1�030k2)2a

entonces, haciendo kl (-) �024p,, se obtiene de la simetria croossing:

(s,t,u) <�024>(r,s,u). '

De esta manera, se puede comprobar que s+t+u es igual al cuadrado de las masas de las

cuatro particulas extemas.
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Por ejemplo, de los procesos anteriormente estudiados tenemos que la dispersion Bhabha tiene

simetria de crossing con la dispersion de Moller, es decir:

Bhabha: e"e' �024->e*e�031por simetria crossing 3 <�024>u se tiene Mollerz e�030e�031�024>e'e'4

Otto caso, es la dispersion de Compton con aniquilacién de pares, es decir:

Compton: :27 �024>:27 por simetria crossing s <�024>tse tiene Aniquilacion: e�030e�030�024>r}/.

6.7 PROBLEMAS

1. Para cada uno de los procesos estudiados, en segunda orden de la teoria de perturbaciones,

en la electrodinémica cuantica, encontrar las amplitudes de transicién de un estado inicial a

otro }401nal.

2. Siguiendo Ia metodologia para el estudio de procesos en electrodinamica cuéntica a

segimda orden, determine los diagramas de Feynman para cuarta orden.

3. Discuta si para los procesos elementales estudiados para electrodinamica cuéntica, existe

simetria dc crossing.

125



CAPiTULO VII

CORRECCIONES RADIATIVAS

7.1 INTRODUCCION

En este Capitulo, se estudia los métodos de regularizacién sobre las integrales divergentes

consecuencias de la teoria de perturbaciones aplicada a los procesos de la electrodinamica

cuantica en las interacciones entre el electron, su antiparticula el positron y el foton.

7.2 CORRECCIONES CUANTICAS: LOOPS

Para estudiar los diferentes procesos en la electrodinamica cuantica, se consideré teoria de

perturbaciones en la representacion de interaccion. Esto llevo a interpretar integrales en los

diagramas de Feynman. E1 desarrollo perturbativo se realizo en la carga del electron. Sin

embargo, la teoria de perturbaciones también puede ser realizada en términos de la constante

de planck, es decir de it , lo cual permite estudiar efectos cuanticos.

Para justi}401caresta a}401rmacion,debemos recordar que cuando se realiza la cuantizacién de

campos escalates, la relacion de conmutacion de los operadores de creacion y aniquilacién es

dada por:

la<p),a*<p'>J= <2zr>�030h6�031<;-2-5�031).

De la misma manera, cuando se determine los propagadores de Feynman, se obtiene:

1 if; ,
S�030x�024x'=�024�024�024-�024�024d4 ee"�035(�034".

I-( ) (27r)�030ipp2�024m2+i77

Ademas, en cada vértice de interaccién de los diagramas de Feymnan se debe introducir una

potencia de 7: , debido a que la accién tiene dimensiones de it y de esta manera el operador de

evolucién en el argumento de la exponencial tiene un término ff�031.

En este contexto, cada propagador introduce una potencia de I) y cada vértice un h" . Asi, el

estudio del nlimero de loops se puede discutir en términos de las potencias de h en un

diagrama de Feynman. De esta manera, en un diagrama que tiene I Iineas intemas y V

Vértices, entonces si L representa el mimero de loops, la relacién entre ellos es:

L = I �024V + 1.

Asi, como cada propagador tiene una potencia de 72 y cada vértice de 71"�030, entonces en un

diagrama conexo con L loops, la dimension tiene orden de 71�035�031= h�034.De esta manera, un -

desarrollo considerando loops, corresponde a un desarrollo en potencias de h .

7.3 DIVERGENCIAS ULTRAVIOLETAS »

Una consecuencia de considerar teoria de perturbaciones en la Electrodinzimica Cuéntica es el

surgimiento de las divergencias ultravioletas o de grandes momentos. Para esto observemos
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que en el estudio de los diagramas de Feynman los propagadores tienen las siguientes

expresiones:

, 1 (W16 + m) -, -1 .SF(x_x)=j�030J�031d4kZj_£:2j�030ek(xx),

(27r) CF k �024m +177

1 d _.k _ ..
D (x�024x�031)=jd ke "�030"D (k)Fan (2�035)�030I Fall �031

donde -

_ gal�031

D k) =T
F°}402( kz +i1]

Ahora, en cualquiera de los casos y como los momentos toman valores desde cero hasta el

in}401nito,entonces para grandes momentos (k �024>co) estas integrales no son bien de}401nidas,es

decir se tendrén integrales divergentes.

Este es un tema de controversia para la teoria penurbativa de la Electrodinamica Cuantica. Una

solucion a esta dificultad de la teoria es el tratamiento de regularizacién, que veremos en la

siguiente seccion.

7.4 REGULARIZACION DE DIAGRAMAS DIVERGENTES

En la seccion anterior se observo las di}401cultadessurgidas de considerar teoria de

perturbaciones en la Electrodinamica Cuantica, a saber integrales divergentes. En esta seccién,

vamos a presentar métodos que van a permitir, de alg}401nmodo, que estas integrales divergentes

sean }401nitasintroduciendo un parémetro de regularizacion. Este procedimiento matemético no

es iinico, en realidad existe una Variedad dc métodos de regularizacion, y las integrales

regularizadas dependen del fonnalismo considerado. Sin embargo, cuando la teoria original es

restablecida, los resultados }402sicos}402nalesserén independientes del método de regularizacion

utilizado.

En general, una vez que se obtienen las integrales regularizadas se observa que las mismas no

estan de acuerdo con las�030exigencias de invariancia, como son la de Lorentz, de Gauge,

rotacional, etc. En consecuencia, un criterio tomado en cuenta para obtener una regularizacién

adecuada es aquella que preserva tantas simetrias }401sicacuantas posibles.

En lo que sigue vamos a presentar tres métodos de regularizacion: Método de Cut-Off (corte),

Método de Pauli-Villars y de Regularizacion Dimensional, para un caso especi}401co:la

polarizacion del vacio, en la aproximacién de un loop.

METODO DE CUT-OFF (CORTE)

Este método es el procedimiento mas simple y mas antiguo, en el cual la region de grandes

momentos es aislada en las integrales divergentes. En este caso, la invariancia de traslacién es

quebrada y en consecuencia un cambio del momento en la integral modi}401cael resultado.

Ademas, la invarianeia de Gauge no se preserva en este procedimiento de regularizacién.
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El caso de la polarizacién del vacio, fue estudiado en el capitulo anterior. Ademés, recordando

que la amplitud de transicién desde un estado inicial a otro final, es dado por: '

1 3
fSZ(7->7)!�030=(2n)�0346<k-k>-�024M, (7.1)

< I I) �030(277)3(2ko)g .
donde

_ 2 a _ }402

M:e;<k.)[%Jd4p )s;<k>. <v.2>
(Zn) (P -m +n7)((p-k) �024m+177)

es llamada la amplitud de Feynman para el proceso de polarizacién del vacio. �031

Observemos que la integral es cuadraticamente divergente cuando p �024>oo, debido a que la

integral puede ser expresada aproximadamente como:

1% ~1' 2

I P4 ~ .312? ~

El método indica que una manera de regularizar esta integral es multiplicéndola por le factor de

convergencia:

/(pl A�031>�024(i)�0313 7

donde A es el parémetro de cut-off. Observe que para grandes valores pero }402nitosde A la

4

integral se comporta aproximadamente como y de este modo para p grande es bien

p .

de}401niday convergente, pues:

4

Jldfip z lim L2 .

P """° P _

Por otro lado, de}402niendo

or _ /1

Raa(k2,=Id«p ,

(P -m +I7I)((p�024k)-m +N/)

se tiene que:

_ e2 E

M =(�0242;e:(k.)R�035<k2>e;(k)-

Asimismo, vamos a de}401nir,la expresién

N�035�035=Tr((p + m)r"(p �024k + m)7"),

N"�035=4<p"(p�035�024k�030)�024g""p-<p�024k>+p�035<p�034�024k">+ m�031g�034�035>.M

De esta manera, la expresién regularizada es dada por: E
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n}401 _A2 2

R:"�031<k�035>=d°p�024�024�024�0245�024�024�024[,T]-
I (P2-m2+i77)((P-k):-mz+1'77) P�030-A2

Ahora, usando la expresiénz

1 �030 �030�031 1
-�024=r(4>jdx[dyjdzT�024�0247,
aoanazaa o o o (00 +(a1�030ao)x'*'(a2""1)}�031+(�0343"�0307z)-"-')

con ao =((p�024k)2�024m2),al =(p2 �024_mZ),az =(p2 �024Az)y a} = (p2 �024A2),se obtiene:

I x y up

Rf�035(kz.)=A�030l"(4)dx dy dzd�030p .
�030E �030IQ�030; I (pl�0242pk(1�024�024x)�024kzx+k2�024mz+(m2�024Az)y)�030

A continuacién hacemos e1 cambio de variable: _

p�031=p-k_(1-x),

y debido a la isotropia y homogeneidad del procesb en" 'el espacio-tiempo, tenemos entonces:

' Ia mp _ 1 u}402 I 2

p P �02433 (p) .

Asi, '

I x y _1_ a}401I2_ 1: [J _ q}402 _ k2 1 a}402

R"{�031(k1)=4A�030f(4)IdxIdyIdzId°p' .(7.3)

0 0 0 (p +kx(l-x)+m �024(m�024A)y)

Observe que la integral en p�031tiene dos singularidades en el planb complejo de pg. Para evitar

esta di}401cultadhacemos una rotacién de 90° alrededor del origen de| plano complejo de pg,

conocida como la rotacién de Wick. En este contexto se tiene que pf, = ip,�031,,d�030p�031= id�034p�031y

pr: = _p,2 _ '

Usando,

¢

I =i�0351M_:lEjy_"23, (7_4)

(:2 +2pq+1+n7) 1�030(n)(I-4)

)1 4 �030_ u -

I =_i�0351}402:�03012jH="23, (75)

(:2 +2pq+!+n7) 1'01) (I-q)

p v 4 _ _ [I |�031 _ 2 av �030

ITPLW = ,»,,2}402'}402 ,,,Z4A (7.6)
(p +2pq+I+H7) 21"(n) _ (t-q)

Se tiene,
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_iC Tr((P+":)}�031"(l7�0245+A,)7�0315)

�030(p�031�024Ai+i7I)((p-k)2 �024Ai+in>

donde los A: son las correspondientes masas de los campos fenniénicos considerados.

Ademés, deben satisfacer las siguientes relaciones, que aseguran que el integrando puede ser

expresado como #:

C1 + C2 =1,

C1A21+ C2/V, = ml.

Ahora, como en el mégodo anterior:

Na!�031

R""(k�031)=d�030p ,
�030 I (p2 �024m2+ir7)((p-k)�031�024m2+ir7)

y usando:

1 �030 1
_ : I}402y],

ab 0 (b + (a �024b)x)

entonces,

I all

N
R�0341�031(k2)=dx d4p .

1 3',�030 I (pz�0242pIcx+k2x�024m2)2

A continuacién hacemos cl cambio de variable:

17�031= p �024kx,

y nuevamente debido a la isotropia y homogeneidad del proceso en el espacio-tiempo, tenemos

entonces:

I I 1 I

p �034P�035=Zg�034�035(p)�031~

Asi, se obtiene que

Ra}402(k1)=jdxId¢p,4(�024§-g"'E_p'1�0242k�035k�035x(1�024x)+g"�0305x(l�024x)k2+m2g"�0306).

' ,, (p'1 +k�031x(1�024x)�024m�031)�031

Haciendo una rotacién de Wick y considerando coordenadas esféricas en el espacio

cuadridimensional, se tiene que

an 2 2 I 13 F 2 5'2 �030
RI:=l'8'd k"k�024"kby. < ) egg 2: 1! x(�024( g >x< x) n(m,_k,x0_x»+

1 2 3 .1; 2 1 2 n1] or a
_ +50 �024~2�024gkx(1�024x)�024Emg+2x(1�024x)kk )).

Por'lo tanto,
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l 02

Rf�035(k1)=1im(87rZi(k"k"�024g�035"k2)x(l �024x)dx1n�024a�024

9"�035 E ("I2 - kZX(1- 36))

02 62

�024C,ln+Z2j�024C2In$Z~2a)).

(A, �024kx(1�024x)) (A2 �024kx(1�024x))

Asi, tenemos que

R�034"(kZ)�0244Lzi(k�034k�035�024g""k1)(�0246jx(1x)dxln "'2 +
�031 3 0 (m2 �024k2x(l~x))

A2 A2

+ C, ln~; + C2 ln�0242),
m m

o

Ra}402(k2)_}401(kak}402_ ¢}402k2)(1n£_5}401x(1�024x)}401m$)(7 4)

�031 3 g ml 0 (ml �024k2x(l�024x))

Observe que el factor (k"k�035�024ga}401kz)garantiza Ia invariancia de Lorentz. Como en el caso anterior

el térrnino divergente sera absorbido por los llamados contra términos en el proceso de

renorrnalizacién.

REGULARIZACION DIMENSIONAL

La idea de este método, es manteniendo el integrando }401jo,una integral m}401lliplese puede

convertir en convergente si se reduce el n}401rnerode integrales. Por ejemplo, las integrales

cuadridimensionales linealmente divergentes pueden ser }401nitas,si el espacio-tiempo fuera de

dos dimensiones. En esta regularizacién la dimensién del espacio-tiempo es }401jadaen D < 4 y

luego se sustituye en la integral cuadridimensional divergente por una integral D dimensional

convergente.

Este método de regularizacién no viola ninguna invariancia }401sicaexcepto que el espacio-

tiempo no es cuadridimensional.

Continuando con el ejemplo de la polarizacién del vacio, tenemos que

Ra/?(k2)=Jav4p Tr((p+m)7�034(p-if+m)7�030'))

(p�031-m2 +iI7)((p - Ir)�031�024m�031+177)

Y

N�035=4(p"(p" -k�035)-g"�035p-(p-k)+p"(p"-k")+m�031g"�035)-

En este caso, para regularizar consideramos la siguiente integral:

a _ a
RfF(k=)=Id�035p 

(p -m +rr7)((p-k) -m +i77) }402
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Usando: I

;- jdx 1
ab 0 (b+(a�024b)x)2�031

entonces,

1 Na}402

R'4�031(k?)=dx ,1�035a_.�024_T.

�030 { I p(p2�0242pkx+k2x-m2)2

A continuacién hacemos el cambio de variable:

p'=p-/on

Y

1In 1;? :_ nz}402 r2

P p Dg (P) ,

se obtiene:

1 up :2

Ra/91,1 :4 2g_ R/id,�030db '___,i�254__,( > i« D g ) I p (p,2+k2x(1_x)_m2)2 +

. a ., . , 11�035+(�024x(1�024x)(2kk�035�024g"k2)+mzg I�031)jd"p ). (7.3)

Para reducir estas expresiones, usamos:

2 D 2 2+ _a F _g_

Iw=i(_1)�034-'�035�031Az' Bbi, (7.9)

(q -A)�034 2 F(I1)

d�035 , ,, �030y�0319- Dr(a�0242)
. I2%=�031(�0301)n A�0303;, V (7.10)

q ) (0!)

yobtenemos,

Rla}401(k2)=_ (kukz:_gaukz)}401}402 ,(7.11)

W) o (�024k2x(1�024x)+m1)"?

Ahora, para la expresién regulaxizada, restamos del integrando de la relacién anterior el

término con k = 0 , es decir:

47r%il"(2�024�024Q)
R�030'�030�031k2 =4 k�034k"�024�034"16,_ , ( ) rm�031( g )><

' 1 1
X JZXU -X)dX( �024 s

0 (�024kZx(1�024x)+m2)2 (m2) 2
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y usando la siguiente relacién, para expandir la expresion entre paréntesis, a saber

. Z 3

a�031=1+xlna +T(xlna) +Llna) +---,
2! 3!

obtenemos para D = 4 :

9, . . ,, ,, �030 k�0311-
R/"(k�030)=8urz(k k�035�024g�035k2)Ix(1�024x)dx|n(1�024�024?)-

0

Debemos indicar que esta expresién no presenta términos adicionales como en los dos casos

anteriores. De esta manera, podemos decir que el método de regularizacién dimensional es el

més adecuado para la regularizacién de la divergencia ultravioleta en el caso de la polarizacién

del vacio.

7.5 RENORMALIZACION DE LA ELECTRODINAIVHCA CUANTICA

En la seccion anterior presentamos tres procedimientos de regularizacién para el caso de la

polarizacion del vacio. Observamos que dos de los métodos estudiados presentan en las

expresiones regularizadas términos adicionales divergentes, como mencionamos ellos son

absorbidos en un proceso de renormalizacion.

La idea de esta técnica, renormalizacién, es aislar las divergencias, que posteriormente son

reinterpretadas como rede}401nicionesde no observables o renormalizaciones de la masa, la carga

y constantes dc acoplamiento de la teoria. Debemos indica: que esto no puede ser realizado en

todas las teorias dc campos cuanticos.

Tales teorias, en el cual todas las divergencias pueden ser absorbidas en la renormalizacion de

la masa, carga y constantes de acoplamiento son conocidas como teorias de campos �031

renormalizables.

7.6 PROBLEMAS .

1. Demostrar a panir de la relacién (6.4) que la amplirud dc transicién desde un estado inicial

a otro }401nal,es dado por (7.1).

2. Demostrar la relacién (7.7) a partir de (7.3), considerando (7.4), (7.5) y (7.6).

3. Demostrar la relacion (7.1 1) a partir de (7.8), considerando (7.9) y (7.10).
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6 yl. APENDICE

Contiene Figuras que han sido e'laborad6s�030porel autor del proyecto, segun se indica:

9 Fig}401ra5.]: Contorno C�030.

o Figura 5.2: Contorno C '.

- Figura 5.3: Contdrno C , .

o Figura 5.4: (a) x�030,> x[,, (b) x(�031,> xo

- Figura 5.5: Contorno C,,.

0 Figura 5.6: Polos desplazados.

- Figura 5.7: (a) xo >x[,, Propagacién de| electrén dc x�031hasta x

(b) x[, > xo, Propagacién del positrén de x hasta x�031.

o Figura 5.8: Propagador del Fotén. _

0 Figura 6.1: Aniquilacién de un fotén y un par.

0 Figura 6.2: Aniquilacién de }401nfotén y dispersién de un positrén.

I Figura 6.3: Clreacién de un fotén y aniquilacién de pares.

0 Figura 6.4: Creacién de un fotén y dispersibn de un positrén.

o Figura 6.5: Aniquilacién de un fotén y dispersién de un electrén.

0 Figura 6.6: Aniquilacién de un fotén y creacién de pares.

I Figura 6.7: Aniquilacién y creacio'n de un electrén y un folbn.

o Figura 6.8: Creacién de un fotén y pun par. I

0 1Eig1.1ra 6.9: Dispersion Compton.

o Figura 6.10: Dispersién Compton para Positrones.

0 Figura 6.1 1: Aniquilacién de pares. �030 .

- Figura 6.12: Creacién de pares. �030I I

0 Figura 6.13: Dispersién de Moller.

}402.



- Figura 6.14: Dispersién de Bhabha.

0 Figura 6.15: Dispersién Positrén - Positrén.

0 Figura 6.16: Autoenergia del electrén.

0 Figura 6.17: Polarizacién del vacio.

0 Figura 6.18: Diagrama del vacio. %
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VII. ANEXOS

Contiene Tabla de los propagadores de Feynamn considerados en el d¢sérroll0 del presente

proyecto de investigacién, segim se indica: �031

o Tabla 1.1. Propagadores de Feynman.



Tabla 1.1: Propagadores de Feynman.

Propagador de

' Feynman del

campo complejo Ap(x�024X)=�024�031TI9H )AF(k)d�030k
. (222) C,

de Klein-

Gordon

Propagador de

. 1 (Wk + m) VF S _ I =T d4kj_Al_:__ �024:k(x�024x)

eynman del F()�03035) (2}402),,C_[F k, _m, �034.779

campo dc Dirac

Propagador del

I 1 �0241 x4x"

campo Dm2(x"�030)=(�0242}401I�035""9�035)Dm(k)

electromagnético
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11. PROLOGO

La Teoria Cuantica de Campos constituye en la actualidad una teoria muy importante pues

_ a través de ella se puede estudiar las propiedades e interacciones de las particulas

}401mdamentales,por ejemplo, de electrones, positrones y fotones, es decir en el émbito de la

Electrodinamica Cuantica. En este contexto, la Teoria Cuantica de Campos es la base

fundamental para el entendimiento de los fenémenos en la naturaleza.

En este texto se toma en cuenta los conceptos, leyes y principios bésicos de la Teoria

Cuéntica de Campos. Ademés, con la }401nalidadde tener una mejor comprensién del

comportamiento de las particulas elementales, como electrones, positrones y fotones, se

consideran las interacciones entre ellas, Ias cuales llevan a los diagramas de Feynman.

Se ha elaborado un texto de naturaleza teérico-practice, redactado en Ienguaje simple. En

cada capitulo se exponen de manera clara, directa y concisa las de}401nicionesy formulaciones de

los temas considerados.
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II]. INTRODUCCION

En el presente texto se desarrolla la cuantizacién de los campos libres muy importante en el

estudio de las interacciones de campos, los diagramas de Feynman. Asimismo, se estudia los

procesos elementales en la Electrodinémica Cuéntica y correcciones radiativas onsiderando

diferentes métodos de regularizacién.

En el texto se consideran, en el Capitulo I el estudio de las simetrias de Lorentz y Poincare�031

en la teoria cuéntica de campos. En el Capitulo II se presenta la teoria clésica de campos. En el

Capitulo III se estudia Ia cuantizacién de campos libres. En el Capitulo IV se consideran las

interacciones de los campos. En el Capitulo V se presentan lo sdiagramzis de Feynman. En el

Capitulo VI se estud-ian los procesos cIementales en la Electrodinémica Cuéntica. En el

Capitulo VII se aborda el tema de las coxrecciones radiativas.

La importancia del texto radica en el hecho de que constituye un instrumento que permite

facilitar el proceso ense}401anza-aprendizaje,dc acuerdo con los objetivos y contenidos de los

programas o}401ciales,de la asignatura Teoria Cuéntica dc Campos I que se imparte en las

carreras de ciencias. Asimismo; debido a su enfoque predominantemente método inductive-

deductivo a través del cual ha sido posible mostra: el desarrollo de] formulismo que describen

Ios conceptos descritos, asi como también, el anélisis de las demostraciones desarrolladas,

prepara al estudiante para el estudio de la mecénjca cuéntica a nivel més avanzado.
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cAPiTULO I

SIMETRiAS DE LORENTZ Y POINCARE EN TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

1.1 INTRODUCCION

En la actualidad para realizar investigaciones en muchas areas de la }401sica,la Teoria Cuéntica

de Campos es muy importante debido a que permite estudiar las propiedades e interacciones de

las paniculas }401mdamentalesdesde el anélisis de las propiedades microscopicas de solidos y

Iiquido. En este sentido el texto que se Va desarrollar comprende la exposicion de los

fundamentos de la Teoria Cuéntica de Campos basado en el rigor matemético de las

de}401nicionesy formulaciones de los temas considerados, esté orientado a los estudiantes

interesados en realizar investigacion en Electrodinémica Cuéntica, asi como en Fisica de

Particulas Elementales, aunque por los temas tratados resultan también de interés a otras éreas

como Fisica Nuclear, Fisica Estadistica y Materia Condensada. Asimismo, para una mejor

comprension de los nuevos conceptos en cada capitulo se resolverzin problemas de aplicacién.

Por otro lado, como es conocido, historicamente, los avances en la }401sicahan sido obtenidas a

través de considerar simetrias en las Ieyes }401sicas.Aunque no siempre estés simetrias fueron

descubiertas de. manera directa, muchas veces el descubrimiento de nuevas leyes fisicas

posibilito considerar nuevas simetrias. Asimismo, el Teorema de Noether dice que toda

cantidad }401sica�034conservada�035en un sistema }401sicoproviene de una simetria.

Una manera de estudiar simetrias es a través de la aplicacion de transformaciones en las Ieyes

fisicas. En este sentido, la teoria de grupos es la herramienta adecuada para formular y

desarrollar los principios de simetrias propias en la Fisica. En dicha teoria se desarrollan las

caracteristicas que presentan los sistemas }401sicosy que provienen de las simetrias. De esta

manera, e1 estudio de la teoria de grupos, es muy fundamental para solucionar diferentes de la

_ }401sica.La teoria de grupos juega un rol fundamental en la llamada teoria de representaciones, la

cual permite clasi}401carlos objetos }401sicossegim la simetria que subyace al sistema de interés".

La teoria de grupos es un campo muy amplio. Este capitulo, considera dicha teoria como

introductorio.

Asi en lo que sigue de este capitulo, vamos alpresentar la de}401niciénde grupos. Un grupo es un

conjunto de elementos G : {g1,g2,g3____} que satisfacen una ley de composicion y que dos

elementos g, y gz que pertenecen a G se le asigna otro elemento glgz que cumplen los

siguientes axiomas: '

Propiedad de Clausura

El primer axioma de la teoria de grupos, de clausura, debe ser valido para cualquier par de

elementos en el grupo y el resultado de la operacion debe ser otro elemento del grupo.

Si g, y g2 penenecen a G entonces gl 0 g, también pertenecen a G.

Propiedad Asociativa _

Este axioma indica que la operacién de grupo debe ser asociativa.

Si g1 , gz y gspertenecen a G entonces se cumple que (g, og2)og, = g, o(g2 o g3).
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Elemento Identidad

Un grupo debe tener un elemento identidad.

Existe un elemento e del grupo tal que para todo elemento g, , donde i =1,2,3,~-, se cumple

que 8; °9=9°g. =8,»-

Elemento Inverso �030

Un grupo debe tener un elemento inverso para cada elemento.

Para cualquier elemento gl, donde i=1,2,3,--~, existe un elemento gfl tal que se cumple

gi-°g.v" =8 y g.�034�030°g.=e-

Grupo Abeliano

Algunas veces los grupos son llamados de Abeliano. Si g, y gj , donde i,j =1,2,3,---,

pertenecen a G entonces se cumple que g, o gI = g I. o g,.

Existen un gran mimero de ejemplos de gnipos. Los més familiares son los aritméticos. Los

enteros forman un grupo sobre la operacién de adicién. Similarmente los mimeros reales y los

n}401meroscomplejos forman grupo sobre la operacién de adicién. Otro grupo importante es

Ilamado el grupo Euclideano que considera todas las transformaciones del plano que dejan

invaxiante las distancias. Por ejemplo una transformacién del plano lleva un punto (x, y) a otro

punto (x�031,y�031)y si la distancia entre los dos puntos transformados es la misma que la distancia

entre los puntos originales entonces la transfonnacién se llama de simetria.

Por otro lado, una clase importante de subgrupos del grupo Euclideano son los grupos de

simetrias. Es decir, dado una }401gurageométrica en el plano el grupo de simetria de la }401gura

consiste de todas las simetrfas que transforman puntos de la }401guraa puntos de la }401gura.Por

ejemplo, si la }401guraes un circulo centrado en el origen, entonces la simetria que preserva el

circulo considera rotaciones alrededor del origen y re}402exionesde cualquier Iinea que atraviesa

el origen. De la misma manera, si la }401guraes un cuadrado entonces el grupo de simetria

incluye rotaciones de 0°, 90°, 180° y 270'�031alrededor del centro del cuadrado y re}402exionesa -

través de las dos diagonales del cuadrado asi como también re}402exionesde las dos Iineas de

simetria que pasan por el centro y paralelo a un lado. Este es un ejemplo de un grupo }401nito.En

este caso tiene 8 elementos y es no abeliano.

Asimismo, se pueden clasi}401cara los grupos de orden in}401nito,como grupos discretos in}401nitos,

es decir si sus elementos pueden enumerarse, o bien grupos continuos, en cuyo caso, sus

elementos pueden considerarse puntos de un espacio continuo, asi los elementos de un grupo

continuo G pueden paxametrizarse mediante un conjunto de Variables reales

g(x1,x2 ,---,x,,) = g(5c). En lo que sigue vamos a estudiar un subconjunto de estos grupos, que

tiene un papel preponderante en diversos campos de la }401sica.

1.2 GRUPOS DE LIE

Como mencionamos los grupos continuos tienen uno o més parémetros que varian

continuamente dentro de un intervalo dado, por ejemplo el grupo S0(2) cuyos elementos son

dados por las matrices R(go). Ahora de los diferentes grupos continuos existe una clase de

particular interés conocida como grupos de Lie. Una propiedad de los grupos de Lie es que los
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parémetros de un elemento producto son funciones analiticas de los parametros de los factores.

Esta caracteristica analitica de las funciones en los grupos de Lie, permite introducir el

concepto de generador del grupo. '

1.2.1 Generadores

Suponga que R(6'¢) representa la matriz de una rotacién in}401nitesimal15¢ del sistema de

coordenadas:

cos5¢ sen5¢

R(5¢) = [ J,
-sem5�030¢cos6'¢

ademés, como 5g) es in}401nitesimal,entonces

1 M

R(5¢) = I
_ �0246¢ 1

1 5 1 0 0 1
R(5¢) = ¢ = + (W ,

_§¢ 1 0 1 -1 0

R(6¢) = 1 + ia26¢ ,

donde (72 es una de las matrices de Pauli. De esta manera, una rotaeién 6:]: in}401nitesimalpuede

ser representada con la ayuda de una matriz de Pauli. Ademas 02 es el generador de la

rotacién.

Para el caso de la rotacién }401nitase obtiene por la aplicacién sucesiva de rotaciones

in}401nitesimales,asi ¢7 = N§¢ cuando N �024>oo . De esta manera, tenemos que

Kw) = 1im(R(6«/2))�035,

R(¢) = lim(1+io'26(p)N,

. �030 5¢> NR :1 1 1 ,(w) m[ f N J

R(¢) = 6�035�035-

Ej emplos de grupos de Lie son:

S0(2) grupo de las matrices oitogonales de orden 2 cuyo determinante es 1,

0(3) gfupo de matrices ortogonales de orden 3,

U(l) grupo de matrices unitarias de orden 1.

1.3 GRUPO DE LORENTZ

Otro grupo de interés en la }401sica,son las transformaciones de Lorentz, por ejemplo las

ecuaciones de Maxwell son invariantes frente a estas transfonnaciones.
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Para determinar dichas transformaciones en el contexto de la teoria de grupos, vamos a

considerar que la velocidad v que relacionalos referenciales S�031y S es el eje x , inicialmente

es v << c . En este caso, las transformaciones de Lorentz se reducen alas transformaciones de

Galileo, asi con la }401nalidadde obtener el generador de este grupo, vamos a considerar de inicio

las transformaciones de Galileo para una velocidad in}401nitesimal6v.

De esta manera, se tiene que:

xi�031= xl �024t5v ,

xi = X] - xoé}402,

donde x0 = ct y ,6 = X. Asimismo, por simetria tenemos

c

xi) : xo �030xlg}402»

lo cual asegura que

x",2 �024x,'Z= xg �024x,Z,

es decir, la invariancia de la magnitud dsz , exigida en la relatividad especial.

Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas de la siguiente manera:

x�031 1 0 x 0 1 x

T = ° -6/2 ° ,
xl O 1 x, 1 0 x,

x�031 x

xl X1

_ . 0 1
donde 0'1 es la rnatnz de. Paul1 1 0 .

Para obtener la transformacién }401nitase aplica N veces la transformacién in}401nitesimal

(1 �024é}402al).Asi, haciendo N �024>oo , tenemos que

Rm) = 1im(R<6m)�035,

R(}402)= lim(1 �024a,5/1)�035,

o" p N
R = lim 1- ~'�024,(/3) ( N ] %

con ,0 = N5,3 . De esta manera, se obtiene

�030 R(/3) = e"�031�035'.

Y .

: e_pal .
x,�031 x,
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A continuacién vamos a expandir e""" , es decir:

2 4 3 5

e�030P0'1=1[1+L+L+...j_g][p+L+L+...],

2! 4! 3! 5!

I e""" =1cosh p �024alsenhp ,

()6?) = (1 cosh p �024oqsenhp) [X0 J ,
x1 x, '

xf, _ cosh p 0 0 senhp xo

xf �024 0 cosh p senhp 0 x] �031

x; = cosh p �024senhp x0

x,�031 �024senp cosh p x, �031

x[, = cosh pxo �024senhpx,

x,�031= �024senhpX0 + cosh px, .

Para determinar los coeficientes cosh p y senhp hacemos x,�031= 0 y obtenemos

tghp = E = /3.

asi el factor de Lorentz es

, -;
�030[1�024[32

Ademés de

senhzp = coshz p -1,

senh2p=;/2 -1,

senhp = }402y.

Por 10 tanto, las transformaciones de Lorentz en la direccién del eje x son:

I�031= }'(X �024Vt) ,

y�031= y,

z�031= z ,

t�031= 7(t�024%2x).
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Asimismo, la expresién

R(}402)= e"�031°",

es la representacién del referido grupo y 0'] es el generador de grupo debido a las

transformaciones para el movimiento relativo en la direccién x . Adernés, las transformaciones

de Lorentz en x son:

x�031=7(x-vr).y'=y, z'=z y r�031=y<r�024%zx>.

Que pueden ser representadas como

7 -7/3 0 0

Aap _ -m 7 0 0
T 0 0 1 0 ' *

0 0 0 1

Este procedimiento presentado puede ser extrapolado para considerar las coordenadas y y z ,

tal que las transformaciones de las coordenadas del espacio-tiempo se escriben como

x�035�024>x�035'= /\"�030px�035,

donde x�035.= (x° , xl , xz , x3 )= (ct, x, y, 2). Asi, la representacién de grupo es dado por

Aap = e"5'5 .

1.4 REPRESENTACIONES TENSORIALES Y ESPINORIALES

En la seccién anterior se estudio la representacién del grupo de Lorentz en cuatro dimensiones.

Debemos indicar que dicha representacién es irreductible y no es la mas de dimension

peque}401a.Para el caso de la representacién vectorial de Lorentz, dada por:

Aa}401= e\%W""Ja;

donde Wat, y J�034/3son los parémetros y generadores de grupo, respectivamente. En este

contexto, la transforrnacién de un 4�024vectores

V/I : A/I}401y/I,

o

_ 11
V�035�024A I, V/,.

A partir de estas representaciones se pueden constmir en dimensiones superiores considerando

el producto tensorial. Las representaciones resultantes se llaman tensoriales y sus vectores son

tensores de diferentes indices, conocidos como orden. Por ejemplo un tensor de dos indices

contravariantes Tup se transforrna como

T"�034�031= A",A�035.sT"�031.

Esta representacién producto tensorial es reducible. E1 tensor Tn/, puede ser simétrico o

antisimétrico, en esos casos en las transformaciones mantienen su simetria. La traza es un
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invariante escalar. Asimismo, los tensores de orden dos pueden ser escritos como una suma

directa de subespacios invariantes e irreductibles, es decir:

1
T�035=Zg�035�035T+A"�035+S"�035,

donde

T = gm,T"�035= T: ,

1
A�035=�024(T�035�035�024T�035"),

2

1
S�034�035=§(T"�035+T"�034).

De esta manera, tensores T�035,T " 1;, Ta�035y T�035son representaciones equivalentes, es decir

reductibles, del grupo de Lorentz.

Debido a que las transformaciones de Lorentz considera el subgrupo de rotaciones y sus

generadores son las matrices de Pauli, entonces en las representaciones vectoriales o

tensoriales estén contenidas la representacion de espin entero. En principio el caso de espin

semientero no debe ser considerada debido a que (por ejemplo espin del electron 1/2) en la

transformacién de rotacién para el espin, se tiene que

R5=1/2(0) ¢ Rs-1/2(27r)= _l

�030 Sin embargo, si recordamos en mecanica cuantica los observables son cuadréticos en la funcién

de onda, asi un signo negativo global puede ser aceptado. El grupo de las rotaciones

}402sicamenteimponante es SU(2) que signi}401cael grupo de matrices unitarias de orden 2 cuyo

determinante es la unidad. En este caso, la representacion elemental de SU(2) tiene dimension

2 y se llaman representacién espinorial o espinor. Sus generadores son dados por

. g 1

S�031= �024o",

2

donde _

x 0 1
. 0' = , .

1 0

O -i
0'2 = �030 ,

I 0

1 0
0�031= ,

_ 0 -1

son las matrices de Pauli.

Ademés, como las representaciones de SU(2) se obtienen a partir del producto tensorial de

espinores, en particular las representaciones (S,,S2) del grupo de Lorentz se pueden construir

. . . . . 1 .
a partir del producto tensorial de las representaciones espmoriales (%,0) y (0,5) que tiene
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dimension (2S1 +1)(2S2 +1) = 2 y sus vectores son llamados de espinores de Weyl y tienen

dos componentes.

1.5 REPRESENTACIONES SOBRE CAMPOS

Recordando que un campo es una funcién de las coordenadas del espacio-tiempo, tal que es

invariante sobre la transformaciones de Lorentz, es decir si

2:" �024>x"�030=A",ax�0319,

que para el caso in}401nitesimal

x"�030= x�035+ ébc�035,

el campo ¢(x) satisface

¢(X) = ¢'(x')-

Es decir, se buscan teorias donde los campos son invariantes sobre transformaciones de

Lorentz. Asi, para hallar las respectivas representaciones en este espacio de funciones,

consideramos las siguientes variaciones:

x�035�024>x"'= x" +6x",

¢(x) -> ¢'(x) = 4130:) + 5¢(x)-

A partir del cual, se tiene

5¢(x) =¢'(X) -¢(X),

545(1) =¢'(X' - K50 - ¢(x),

5¢(x) = ¢'(x') -¢(x) �0245,,¢(x")rir�034.

6¢<x> = ¢'(x'> -¢<x> +§W,,,<J"">fx'a,¢<x>,

6¢<x> = ¢'(x'>�024¢(x)+ %Wa}402Jfa}402¢(x)!

donde J"4�031son los generadores de la representacién in}401nitesimaldel grupo de Lorentz sobre

el campo ¢(x).

1.6 GRUPO DE POINCARE

Como es conocido en las Ieyes fisicas se exige que las mismas sean invariantes sobre:

0 Translaciones espaciales y temporales (homogeneidad del espacio y del tiempo).

0 Rotaciones (isotropia del espacio).

0 Transfonnaciones dc Lorentz (exigencia de la relatividad especial).

Todas estas transformaciones juntas forman el Grupo de Poincare�031,también Ilamado grupo no

homogéneo de Lorentz. En este caso las coordenadas de espacio-tiempo se transforman como:

x"' = x�035+ a�034.

Si consideramos el caso in}401nitesimala" = .9�035, entonces
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x"' = x�035+ 6�035,

x"�031= (l�024i£/,P}402)x",

se tiene que

5x" = 8�035= �024isl,P�035x�034,

donde P�035:16�035. - �031

De esta manera, los generadores del grupo de Poincaré para unan translacién in}401nitesimalson

dados por las componentes del 4-momento P�035. Asi, la representacién de () se puede escribir

como

�031 T = e�030�035"Pl.

Por otro lado, como Ios campos forman representaciones de dimensién in}401nitadel grupo de .

Lorentz, cuyos generadores son:

J "5 = L"�035+ S�034�035,

donde 11'�035= z'(x"6/�031�024x�0356")y S "5 depende si el campos es escalar, Vectorial, tensorial 0

espinoria]. A continuacién, determinemos cual es la representacién de translacién. Para esto,

consideramos que

x"�030= x�034+ a�034,

Y

(1506) = (15 (X )-

Entonces, haciendo una translacién in}401nitesimala�034= 8" , se tiene

5¢(X) =¢'(x) -¢(x) ,

5¢(X) = ¢'(x' - S) - ¢(x),

5¢(X) = ¢'(x') �024¢(X)- 6/�0315,;¢(x)1

W00 = -8�035<3;.¢(x)

Ahora, si comparamos con

' ¢'<x'�024e>=e""�030�034�035�035¢'<x'>.
tenemos que

5¢(x)=1'�254,zP�035¢(X).

asiz "P" = 1'6�035,10 cual es consistente con el resultado anterior.

1.7 PROBLEMAS

., 1 02 62 62 62 . .
1. Muestre que la ecuacion de onda 7;: = �0241:+�0241;I+�024:l,es invariante frente a 121

c at 6x 6y 62

transformacién de Lorentz, en la direccién x .

L .

Considerando las transformacién de Lorentz, a saber %
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x�031=7(x-vt),y'=,v, z�031=z,t'=7(t-}402zx),

donde y: 1 Z .

,/1-V7
C

Comenzando del hecho que u'(x', y�031,z',t�031)= u(x, y, z, t) , tenemos

@_}402'£'+%'<9_"
0x ax�031ax a1�03161�030�031

9u_-,2u;_,:<'>_u'
ax ax�031c2 6!�031�031

621: 2 a2u' 2 v2 6211'

y�035W�035

De la misma manera, se tiene

a}401 at�035 ax�035�031

aw
l ayl ayI2 �031

aw
622 az�034' �030

As1',tenemos

,�030 }/2 alur }/2v2 azun _ -2 a2uI 2V2 a2uv azul a2u:

c_ZW+7-75'7"�03152"�035Ta�024~+T*a�024~=x c I By z

2 2 2 I 2 1 v 2 I 2 I

7Y2(1_L)�0303/':=(1_�035_2)§_.�0342_+5_�0342+�0309_7�0302,
c c 0!�031 c ax�0316y�03162�031

1 Bzu�031Bzu�03162u' 61u'

TT =}401+T +T
c at 6x By 62

2. Muestrc que las matrices ortogonales 2x2 forman un grupo sobre la multiplicacién dc

matrices. .

EE
Sabemos que la propiedad dc las matrices ortogonales cs

007 :1.

Ahora, si tomamos dos elementos cualesquiera del conjunto de matrices ortogonales, a saber

O, y OJ , entonces _

% 19



0 = 010/ ,

OOT =0,0J(0,0/)T,

007�030= 0,0J0f0,�031,

00�031= 0,.0,.�031,

00�031= 1.

Se tiene que las matrices satisfacen la asociatividad del producto, es decir

(0,0,)0k = 0, (0, 01;) -

Para este conjunto de matrices el elemento neutro es la identidad, a saber

1 0

0 1 '

Para determinar la inversa, es inmediato de la propiedad de matrices ortogonales, es decir de

007�031:1,

se tiene que

0�034= 07 .

Por lo tanto, las matrices ortogonales 2x2 forman un grupo sobre la multiplicacién de matrices.

3. En el caso de los grupos de Lie, dada las siguientes representaciones, determine en cada

caso, los generadores de grupo:

¢ ¢ 1 0 0
cos �024sen

R(¢) =[ J y R(¢) = 0 cos¢ sen¢ .

sen¢ cos¢
0 �024sen¢ cos¢

Solucién

Determinando la derivada R(¢) , es decir

dR(¢) _ �024sen¢' �024cos¢

d¢ �030 cos¢ �024sen¢ �031

pero

513 («s = 0) = ia,
61¢

donde 0' es el generador, entonces

. 0 1
0' =2 .

1 0

De la misma manera, se tiene 1%
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�030 ' . U U U

�030 S = 0 0 �024i.

V �030 0 i 0

V 1.7.1 Problemas propuestos

1. Muestre que las matrices unitarias de orden n forman un grupo sobre la operacién de

multiplicacién de matrices. . i

" - 2. Dado los siguientes conjuritos y Ieyes de composicién. Determine si son grupos y, si no,

�030 identi}401queque propiedad de grupo no es satisfecha. .

' a) Los mimeros racionales, excluyendo el cero, en la operacién de multiplicacién.

_ - b) Los enteros no negativos en la'opera<:i<')n de adicién.

�030 c) Las raices n de la unidad,'es decir eZ�031""�035",para m = 0,1,2,...,n -1 , en la operacién

de multiplicacién. _

�030 d) E] conjunto de los numeros complejos en la operacién de multiplicacién.

3. �030Sea1//(x,y, 2) la funcién que cai_a<_:_teriza un estado fisico de un sistema. Se efectixa una

. rotacién in}401nitesimalM de dicha funcién alrededor de| eje z . Determine el generador

' . de rotaciones.

4 L . , .. . , . , 691/ /�03012aw
\ . a ecuacion de Schrodinger para una pamcula Iibre de masa m es lhma = �0247 ~ 6 7 .

I ._m A"

~ Mostrar que esta ecuacién es_ covariante sobre la transformacién L// «> L//�031= emu/, donde

_ at e SR . "
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CAPlTULO 11

TEORlA CLASICA DE CAMPOS

2.1 INTRODUCCION

En la actualidad existe un gran numero de particulas fundamentales, es decir, ademas del

electron, proton, neutron y foton son conocidas muchas otras. Una caracteristica mas notable

del comportamiento y hoy aceptada es la dualidad onda-particulai Esto quiere decir que en

�031 algunos aspectos ellas se comportan como ondas y en otros como particulas. Aunque los

aspectos corpusculares fueron estudiadas en primer Iugar y posteriormente con la aparicion dc

, la teoria cuéntica las propiedades de onda. Sin embargo, en el caso del foton fue en orden

contraria, pues ya era conocida la teoria de| campo electromagnético cuando se comprendio

que ciertas propiedades de las mismas pueden ser explicadas si se acepta la existencia cle

I entidades discretas llamadas fotones.

Por otro lado, cuando se desarrolla un estudio teorico del comportamiento de las referidas

particulas, es mas productivo considerar en primer Iugar la descripcion ondulatoria y Iuego la

corpuscular. En este contexto, el caso ondulatorio exige el desarrollo de una teoria clésica de

campos, después sobre las consideraciones de la teoria cuantica es posible hacer una

interpretacion corpuscular.

La Teoria Clasica de Campos es una teoria }401sicaque trata sobre el estudio de la interaccion de

uno 0 mas campos clésicos con la materia. Las ramas de la fisica donde estén presentes los

�031 campos clésicos son, por ejemplo: Relatividad General; Electromagnelismog teoria de Yang-

Mills y materia condensada; en consecuencia la teoria clésica de campos considera los casos no

relativistico, asi como también el relativistico. La dinamica de los fenomenos fisicos, asociados

con campos clésicos, es descrila por un campo }401sico.

La idea de un campo }401sicoes asignarle a una cantidad fisica una funcién en cada punto del

espacio�024tiempo(generalmente de una manera continua). Es decir, ademas de evolucionar

temporalmente en el tiempo, presentan variacion en el espacio. Esas caracteristicas hacen que

�031 _ . los campos fisicos sean considerados como sistemas con un numero in}401nitode grados de

Iibertad. Las peculiaridades que presentan estos campos hacen que sus ecuaciones dc

_movimiento sean dadas en términos de derivadas parciales en Iugar de las ecuaciones

diferenciales ordinarias. E1 término �034teoriaclasica de campos�035es comunmente reservado para

describir las teorias }401sicascomo electromagnetismo y gravitacion, dos de las fuerzas

fundamentales de la naturaleza.

Asimismo, la idea de un campo continuo es introducida con el fin de evitar el concepto de

�034Acciona Distancia�035entre las particulas. Las fuentes de los campos son las cargas que tienen

las particulas. La idea es extrapolada hasta el punto de considerar que el campo existe sobre

alguna forma, mismo en ausencia de particulas. Es decir, suponemos que los campos estan

asociados a otros tipos de particulas fundamentales. de la misma manera que el campo

electromagnélico esta asociado a los fotones. Estos campos no tienen necesariamente el mismo

4 grado de complejidad que el campo electromagnético; algunos son mucho ma's simples. La

hipétesis fundamental es que el comportamiento ondulatorio de cualquier tipo de particula

puede ser resumido en un sistema de ecuaciones de campos, con una 0 mas variable de campo.

Adicionalmente las ecuaciones deben ser invariantes en las Iransformaciones de Lorentz.



obedeciendo de esta manera el requisito relativista de que todas las Ieyes de la naturaleza

presentan la misma forma en todos los sistemas de referencia.

2.2 ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

Para desarrollar la teoria clésica de campos, es conveniente considerar la formulacién

lagrangiana. Debido a que la dinémica del sistema es descrita por una funcion, conocida como

la lagrangiana. Luego tomando en cuenta el principio variacional aplicado a la lagrangiana se

obtienen las ecuaciones de movimiento, las cuales gobieman la evolucién del sistema. Ademés,

dos razones importantesjusti}401canel hecho de considerar la formulacion lagrangiana, a saber:

1. La lagrangiana o la integral de la densidad lagrangiana sobre el espacio-tiempo, debe ser

invariante frente a todas las simetrias de la teoria en estudio. Este aspecto es el més aceptado

por las teorias relativistas, debido a que permite tratar el espacio y el tiempo de la misma

manera, en contraste a otras aproximaciones donde la descripcién es para una evolucion

temporal.

2. Indicada por Dirac y desarrollada por Feynman; es que permite la formulacién de integrales

de camino de la mecanica cuzintica. De tal forma que el operador de evolucién para una

funcién dc onda de la mecanica cuéntica pueda ser expresado como una suma sobre todos los

caminos.

Para introducir los conceptos bésicos de la formulacién lagrangiana es conveniente iniciar

desde la mecénica clésica. Para esto, consideramos un sistema de n particulas dc igual masa.

Su movimiento clasico es descrito en términos de las q,.(!) (i =1,2,3,...,n) coordenadas. Estas

3 n coordenadas describen una trayectoria en el espacio-tiempo. De acuerdo a la Iey de

Newton, tenemos

m<'I'.(I) = F.-(!)-

Que para el caso de fuerzas conservativas, se tiene que

dV

F.- = �024d�024,
�030L-

donde V es el potencial que perturba a las particulas.

Dado el valor de las coordenadas q,(t) y las velocidades q,(z) en un tiempo dado, las Ieyes de

Newton permiten construir la trayectoria completa en términos de las funciones de coordenadas

q, (1) . Altemativamente, se puede determinar }401nicamenteuna trayectoria especi}401candoel valor

de las coordenadas q,.(z) en dos tiempos diferentes, es decir q,, = q,(t,) y q�035= q,(t2). De esta -

manera, de la in}401nitavariedad de maneras en la cual el sistema }402sicopuede moverse desde q,,

hasta qn, la ecuacién de Newton considera (micamente una trayectoria particular.

Ahora supongamos que un mimero real identi}401cacada trayectoria entre q�034y q,2. Un objeto

que asigna un n}401meroa una funcion es una Funcional y se denota por S[q,(I)]. Es posible

de}401niruna funcional, llamada ACCION, tal que el n}401meroasignado al camino }401sicoentre q,.,

y qn es predicho por la Iey de Newton correspondiente a un valor estacionario de esta
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funcional. En otras palabras, existen dos aproximaciones alternativas al problema, el cual

tienen resultados equivalentes:

1. Solucionar las ecuaciones de Newton.

2. Encontrar la trayectoria para el cual la funcional accién tiene un minimo.

Con la }401nalidadde desarrollar la segunda altemativa, vamos a de}401nirla funcional accién

S [q, (t)], que seré la integral temporal de la lagrangiana L(q, ,q,.), es decir

'1

Slq.-(1)1 = JdIL<q.(r>,q,<:)). (2.1)
�030I

Observe que (2.1) es una funcional, asigna un n}401meroa cada trayectoria dada, descrito por

q,(t). Por otro lado, el principio variacional dice que la trayectoria seguida por un sistema

}401sicoes aquella para la cual S[q,(r)] tiene un extremo, es decir -

5s[q,.(:)] = 0, (2.2)

para todas las trayectorias q,(I) que tienen los puntos extremos en (=1, y !=t2. Este

principio variacional es conocido como PRINCIPIO DE HAMILTON.

Independientemente de la forma de la iagrangiana, se puede mostrar que las soluciones del

principio de Hamilton satisface la llamada ecuacién dc Euler-Lagrange, también conocida

como ecuacion de movimiento, dada por

:1 al. aL '
�024�024.�024�024�024= 0. (2.3)

d! 0q.« 5:1.

Por tanto, el movimiento clésico de un sistema de particulas se obtiene del principio de

Hamilton e inversamente cualquier solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange corresponde

a un punto estacionario de la funcional accién.

Ahora, si la lagrangiana es conocida,�031elsiguiente paso es construir constantes de movimiento,

es decir, cantidades que permanecen invariantes en el tiempo. Por ejemplo, cuando L no

depende explicitamente de q�030., caso en el cual se tiene que 6.1�031= o , el momento generalizado

69:

p,, de}401nidocomo pi =:99�024_L,es una constante. Este resultado es inmediato de (2.3). Estas

�030I.-

constantes son llamadas las integrales de momento de las ecuaciones dc movimiento. De esta

manera, podemos indicar que la ventaja de la formulacién lagrangiana radica que considera

una funcién escalar, �034lalagrangiana�035,la cual puede ser de}401nidapara cualquier conjunto dc

coordenadas generalizadas q,.(I). Si la teoria en estudio tiene simetria, entonces la accion debe

ser invariante sobre esa simetria. En ese caso, se puede mostrar que las correspondientes

ecuaciones de Euler-Lagrange son invariante en el sentido que las transformaciones de simetria

aplicada a una solucién dada dc estas ecuaciones llevaran a otras soluciones. La propiedad de

invariancia es algunas veces todo lo que se necesita de manera de deducir la accién ara un

sistema dado. %
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Hasta aqui hemos tratado con un sistema }401nitode grados de Iibertad. La transicién a un

n}401meroin}401nitode grados de Iibertad es necesario para el tratamiento de sistemas continuos, tal

como un sélido vibrando, desde que su movimiento es descrito especi}401candolas coordenadas

de posicién de todos los puntos. El caso continuo puede ser aproximada tomando el limite

apropiado de un sistema con un n}401mero}401nitode coordenadas discretas. Asi, se considera una

funcién ¢(x,t) y sus derivadas parciales 61¢(x,t) y 6x¢(x,t), pero puede ser fécilmente

generalizada. Una relacién importante es la accién, la cual puede ser escrita como:

12 Z �030

s[¢<x,z>] = [at I dxI<¢<x,r),¢<x,r>,a,¢<x,r>>.
2, 0

Las ecuaciones de Hamilton para ¢(x,t) se obtienen del principio de Hamilton. Para una

transfonnacién in}401nitesimal:

¢(x,r) �024>¢(x,t) + 6¢(x,t),

6

0,¢(x,r) �024>0,¢(x,t)+56¢(x,t),

6x¢(x,t) �024>6,¢(x,t) + %6¢(x,t),

entonces,

as[¢<x,r>]= s[¢(x,t)+a¢(x,z)]�024S[¢(x,z>],

" �031 61 61 6 61 6
5S ,t=ddxj5 , T6, �024�024�024�024�024�024�0246,,

W" )1 'l [a¢<x,z> "K" 0+ a<a,¢<x,z» at�030W �031�035+ a<a,¢<x,z>> ax�0304�034'�035
pero

Id,l__fZ5¢ = i5¢l:1 _J�030d,.�030ZE_.§L};¢�031

,l 0(3,¢) 6! 0(3.¢) ' ,�030 5! 5(5,¢)

�031 at a 61 �030a 61
jdxT�0245¢:�0245¢|;~jdx�024T ¢.
0 3(5u¢) Bx 3(5x¢) 0 3x t3(5,¢)

asi�031

�030 at a a1 a 61
5S , = d dz? jjeie:0,

W" 0] �031l�031�030¢[a¢(x,r> at a<a,¢(x,r>> ax a(a,¢(x,z>>
la igualdad a cero es por (2.2), de esta expresién se obtiene:

a1 *3 61 _3 at _0 A

3¢(x,f) at 5(5,¢(x,t)) ax 5(3,¢(x,f)) �031

es la ecuacién de Euler�024Lagrangepara un sistema continuo.

La generalizacién para sistemas continuos en més dimensiones es ahora obvio, y se puede

extender simplemente las de}401nicionesde la densidad lagrangiana y las ecuaciones de Euler-

lagrange.

25



2.2.1 Formalismo lagraugiano de la teoria clzisica de campos

A continuacién, vamos a considerar tipos arbitrarios de campos, sin especi}401carlos grados de

Iibertad que ellos describen. Estos campos serén funciones del 4-vector del espacio-tiempo

x�034= (x0,x1,x2,x3) = (ct,�024x,�024y,�024z)0 X�035= (x°,x',x2,x3)= (ct,x,y,z).

En este caso, la densidad lagrangiana depende de los campos y sus primeras derivadas, es decir

1.�031= I (¢,6# ¢). También se puede considerar que el campo interact}401acon una fuente externa de

esta manera describe un sistema no cerrado. Por ejemplo, cuando se quiere estudiar los campos

eléctricos y magnéticos producidos por una distribucién de corriente eléctrica. Esto es posible

describir considerando una fuente externa en la densidad lagrangiana, cuya dependencia de la

fuente es 2 = Z(¢,6,, ¢,x�034).

Por otro lado, de}401nimosla funcional accién como

. S = IZ(¢,6#¢,x" )1�034):. (2.5)

Supongamos, que el campo ¢ esté de}401nidoen una regién R del espacio-tiempo, con frontera

6R . Ahora considerando las variaciones en las coordenadas x�035y en el campo ¢, variaciones

estas que se anulan en la frontera 6R , es decir 6'¢ = 0 y &x�035= O ,

x�035�024)x"' = x�035+ 5x�035, (2.6)

¢(X) -> ¢'(X) = ¢(x) + ¢(x)- (2-7)

La densidad lagrangiana (2.5) depende explicitamente de las coordenadas x�034.Lo cual sucede

cuando el campo ¢ interact}401acon una fuente externa. De}401nimosla Variacién total como

¢'(x') = (1506) + A¢(x),

donde A¢(x) en primera orden de &r�035es

A¢(x) = 5¢(x)+ (5,,¢)5 X�035-

La variacién de la accién es dada por _

as = jz(¢',a,,¢',x'�035}1�034x'�024jz(¢,a,,¢,x�035)1�034x,

donde d�034x'= J(x',x)d�030xy J(x',x) es el Jacobiano de la transformacién x�031�024>x.

De (2.6) se tiene

J �031-d ax,�035-16 air�035(X,X)�024Cl? �024+ /_l(

Considerando solo términos hasta segunda orden, tenemos

as = IZ(¢',6#¢',x"�030X1 + 0#(6x"))i�034x�024�030[Z(¢,6#¢,x")i"x,
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5s=j(5e+za,,(6x�035))14x, (2.8)

donde

6
5! =%6¢+i5(6#¢)+i:l5x". (2.9)

(M 6(6�035¢) 6x

También de la ecuacién (2.7), tenemos _

5(6#¢) = 6�035§(¢). (2.10)

Sustituyendo las relaciones (2.9) y (2.10) en (2.8) y colocando

0 " - at] 5 " Z 6 5 "�035(Z5x)�0245�0307x + �034(x ),

obtenemos la siguiente expresién:

63 61?
6S: �0246¢+�024�0246(é'¢)+6 (£5x") d�030x. (2.11)

{[6425 a<a.¢> �034 �035

El tercer término es una divergencia total. El segundo ténnino puede ser escrito como

$645), - 5�03515¢ _a#i 5),,
0(6',¢) 5(5,,¢) 5(5,,¢)

donde el primer término también es una divergencia total.

Podemos escribir las divergencias totales como las integrales sobre la frontera OR (Teorema de

Gauss). De esta manera(2.11) se escriba como

as =j }402ayl 5¢d�030x+ji5¢+l5x" day. (2.12)
R 545 ¢9(<9,¢) M 5(5,,¢)

Por hipétesis 6¢ = 0 y dz�035= 0 sobre 6R, asi el segundo término en (2.12) se anula y la

condicién de accién estacionaria, 5 S = O , implica las ecuaciones de Euler-Lagrange:

. gm�0351 =0. (2.13)
5115 5(5,,¢)

2.3 TEOREMA DE NOETHER

Vamos a estudiar otras consecuencias del uso del principio variacional. Es decir, usando las

simetrias de la accién se derivara principios dc conservacién. Por ejemplo, en mecénica clésica,

si el hamiltoniano es independiente del tiempo, entonces la energia es conservada. De la misma
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manera, si el hamiltoniano es invariante frente a transformaciones de traslacién entonces el

momento es conservado.

lndependencia Temporal implica conservacién de la energia.

lndependencia de traslacién implica conservacién del momento.

lndependencia rotacional implica conservacién del momento angular orbital.

En teoria de campos y fisica de particulas un teorema importante es el Teorema de Noether, el

cual dice: si la accién es invariants por una reparametrizacén de transformacién en x�034y ¢ , es

decir, es invariante si la accién es invariante sobre algtin grupo de transformacién en x�035y ¢, _

entonces existe una o mas cantidades conservadas, es decir, combinaciones de campos y sus

derivadas son invariantes sobre las transformaciones.

El Teorema de Noether considera las conservaciones de energia, momento, momento angular y

otros n}401meroscuénticos (isospin, extra}401eza,...) el cual la particula poseen, como carga

isospin, color, etc.

59 =j £4�034-153 5¢d�034x+jif5¢+I&c�034day =
R 5¢ 5(3,J¢) BR 3(5#¢)

j %�024a#K 5¢d�030x+ji5¢+1&:~ +l(a,¢)§xV �024i(6V¢)6'xVda,,

R 3¢ 5(5,,¢) 6R 9(5A¢) 5(5,,¢) 3(5,,¢)

as =j §l:�0246#ii 5¢d4x+
R 345 5(5#¢)

62 82
+ T(5¢ + (6V¢)§x")�024�024~�024(6V¢)6x�034�024Zzix�035do�030. (2.14)

am») a<a,,¢> "

Por otro lado, como

x�034�024>x"�030= x�035+5x�034,

¢(x) �024>¢'(«*) = 11506) + 5¢(x).

podemos de}401niruna variacién total en ¢ , A¢ por

¢'(x') = ¢(x) + A¢(x) .

A¢(x) = ¢'(x') - ¢(x) + ¢(X') * ¢(x') ,

= ¢'(X') - ¢(X') +¢(X') - 11506).

= 5¢(x) +¢(X') - ¢(X)-

De esta manera, se tiene %
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¢(x"�030)= ¢(x" + 636�035)=¢(x�034)+ 3,,¢(x")<53c�035,

¢<x') �024M = (a,,¢)<»c".

Por lo tanto,

A¢(x) = 541506) + (5,,¢)5x�035-

Asi reemplazando en (2.14), tenemos

as =1 £4�035l 5¢d�030x+jlA¢�024®:day, (2.15)
R W5 0(3,,¢) 3,; 5/°(3,.¢)

donde

66
91' =T(9V¢)�0245V"(- (2-16)

5(3,.¢)

Ahora, vamos a considerar que la accién S es invariante sobre un grupo de transformaciones I

in}401nitesimalesen x" y ¢ , el cual para transfonnaciones in}402nitesimalesson de la forma

Ax"=X�031V�0316a)", (2.17)

A¢=<D}4026a)", (2.18)

donde co�030es un parémetro in}401nitesimal.De esta manera, del segundo termino de (2.15),

tenemos

[Lida �024®}401,�031XZ)6a)�031do�034= 0,
5R <3(5,,¢)

y\como 6 cu" es arbitrario, entonces se obtiene

JJ," do}, = 0,
BR

donde

J�035=L(I) �024®"X�035.

a<a,¢> �035�034

Por otro lado, usando el Teorema de Green para pasar la integral de super}401ciea una integral de

volumen, se tiene

[J5 do�035= J0#Jj�031d�034x= = 0,

an R �031

por lo tanto,

6}402Jj�030=0. (2.19)

Es decir, tenemos una corriente Jj�030conservada. La existencia de esta corriente se obtuvo de la

invariancia de la accién sobre las transformaciones (2.17) y (2.18). Ademés de (2.19), se tiene

para un instante del tiempo
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I a,,J3d�031x+j a,J;d3x = 0, (2.20)
V V

y usando el Teorema de Gauss en el segundo término de la expresién anterior, es decir

j a,J;d�031x= jJ;'da,. = 0,
V 6V

sobre la consideracién que los campos se anulan en la super}401cie�030De esta manera, (2.20) se

reduce a

d
�024jJ3d�031x= 0.
dr ,,

Si ahora de}401nimos,para t constante

Q = j J3d�031x,
V

entonces

d
_ = 0 �031

dt Q�035

es decir, se tiene una carga conservada. Resumiendo, la simetria de la accién implica la

conservacién de una corriente, el cual Ileva a un principio de conservacién.

2.3.1 Tensor energia-momento y momento angular

Continuando con el estudio realizado en el capitulo anterior referente al Tensor de energia-

momento ®ff , es necesario estudiar sus componentes, asi de

6L

0:�030= �024(aV¢>�0246:'L, (2.21)
<9(3,.¢)

se tiene:

0 y = 0 y V = 0

93 = i<ao¢> �02468L,
<3(5o¢) V

6L ~
98 = �024_¢�024L ,

19¢

ademés, como

H = Z P. 4} - £
1:0

Y

0L

P. = :7 '

aqi

entonces (93 es una densidad de ehergia y para

0 y = 0 y v at 0 y
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6L
9?, = j(6,¢)�0246fL,

3(5o¢)

0�030:= -35-(a.¢>�02463£.
6¢ �030

Por otro lado, para el caso de una translacién in}401nitesimalrespecto del origen del espacio-

tiempo, es decir,

Ax�035= 5" , (2.22)

M} = 0 , (2.23)

asi,

Ax�035=Xf6w" =6�035, (2.24)

entonces

X�031;= 6;�031.

De la misma manera, dc .

A¢=<1)�035z5a)"=0, (2.25)

tenemos que

CD�035= O.

y como la corriente es dada por,

J_f�031= $615 �024G"XZ,

3(3,,¢) "

entonces

J/I = _@#Xn = _GA 54 = _®u�031

v r; V 7/ V V

asi, para el caso )4 = 0 y v ¢ 0, se tiene que J3 = -93 y como

1]�030.1fd�031x= 0,
dt ,,

obtenemos que

ije° d�031x= 0
dt V ' �031

De esta manera, (-33 es una cantidad que se conserva, en analogia con la mecénica clzisica, seré

el 4�024momentoo energia�024momentodel campo ¢(x). Por lo tanto, (2.21) puede ser Ilamado un

tensor dc energia�024momento.Por ejemplo, si consideramos la siguiente densidad Iagrangiana:

1 }402 m2 2 »
L = §(a�035¢Xa¢)�0247¢, (2.26)

se tiene que

0L 1
: �0246�035+ 6�035= 6*�030,

6i6�035¢2 ( ¢ ¢) ¢

asi, en (2.21) tenemos

92 = (3"¢)(3,;¢) - 55L.
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9*" = g�030�035®;= g�030�035<a�034¢><a,,¢>�024g�031�0356;£.

9�035= (0�034¢)(<3�030"¢)- §�035"£-

Por lo tanto, este tensor es simétrico en ,u y v. De esta manera, para el campo escalar, el

tensor energia-momento es simétrico. Sin embargo, en general no es claro que (2.21) sea

simétrico. Ademés, no es }401nico,es decir, es posible adicionar un término de la forma 6) fA"

donde f�034V= �024f "1" , entonces

a,.a. /W = 6.6,, W = -6.6. /W = -6.6. /W,
Iuego, si hacemos p 4-) /1, se tiene

aye) f�030�035"=0. (2.27)

De esta manera, de}401nirnosun nuevo tensor de la forma:

T�035= ®�031�035+6)f"�030�034 (2.28)

tal que, usando (2.27) se obtiene

6wT�030�035= 0119"�031,

ycomo JV�035=�024(9fy 6#Jj�030=O,entonces 6�034(-D5 =0,asi

�031 6�035T �030V= 0,

es decir, este nuevo tensor de energia�024momentoes conservado como el anterior, Ia adicionv de

este tensor extra al tensor energia-momento no afecta la energia y el momento, el cual son

cantidades medibles. Este tensor 7�035�035es Ilamado tensor de energia�024momentocanénico.

Existe otra razén para que T �034Vsea simétrico, el cual surge cuando consideramos el momento

angular. En este caso, se exige que la accion sea invariante frente a rotaciones espaciales, es

decir

6x�031=§"x�031, (2.29)

-5"�031=-§�035Q (2-30)

donde i, j 2 1,2,3 y §"' es una matriz antisimétrcia que describe las rotaciones.

Ahora, como el grupo de rotacion es un subgrupo del grupo de Lorentz, es posible generalizar

(2.29):

5x�035=§V"x�035, (2.31)

con 9�035�035= -5 V�035. De esta manera, (2.31) puede ser escrito como:

5x�034=Xj,§"", (2.32)
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donde X; = 6;�031x6. Ademés, como cf�035= -5�035entonces X; es antisimétrico en pa, es

decir X; = X; . En este caso, para encontrar la corriente de Noether conservada usamos

6L
Jj�031= �024(DV�024®f;XZ,

'3(<9,¢)

el cual para CDV = 0 y sustituyendo T�034"por ®"" se tiene que

J5�030= �024Tq�034X3 .

Sin embargo, en este caso X�030;no es de dos indices, si no de tres, es decir

J "P" = �024T,,"X�035"".

Por otro lado, como 5�035�035es antisimétrico en p y a, solamente la parte de X antisimétrica en

sus indices inferiores contribuyen en (2.32), asi podemos tener de:

6 x�034= X1165�035

haciendo p <�024>0'

�030 5x�035=�024x:,§�034�035,

Iuego sumando estas expresiones, se obtiene:

1= 5<x:, 9
de esta manera, si de}401nimos

1 .
X; = 5(x:., �024x:,,) V

entonces

1 5Jam : _§(T�035#X}402P0__ Tylxlxrz /1),

y si usamos Xi, = 6;�031X, , tenemos que

1
J�034"�030= �024E(T,,�0356"�035x" �024T,;�0306�035�035x�035),

#190 1 /I/I 0 W 9 -J =~§(T x �024Tx ). (2.33)

Ahora, para p = 0 se tiene que:

J°"" = �024l(T°Px�035�024T°"x�035).
2

Ademés, anteriormente encontramos que T°�034es el 4-momento del campo ¢ entonces

podemos de}401nirla densidad de momento angular del campo ¢ , como:

m0;1v =(T0;1xv _ T0vx;A)

y el momento angular es dado por
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M�035= j(T°#xV �024T°�035x")d3x,

0 podemos esctibirlo de la forma:

MW =jm°�035�034d3x.

Por otro lado, para estudiar si es una cantidad conservada, hacemos

apmw�031= ap(TWx�034)�0246p(T�031"x�034

apmow = (apT»u)xv +T"�034(aFxV)�024(apT�035�035)x�034-T»~(a,x~),

Bpf}402/l"�031"= T�035�0356;�024T�035�0315f,�031,

6�030,9�030l/1"�035= T�035�024T�030�035,

es decir, si la densidad del momento angular del campo ¢(x) es conservada debe tener que

T V�030= T�035.

Por tanto, la conservacién del momento angular exige que el tensor de energia-momento sea

simétrico. Ademés, se tiene paxa un instante del tiempo que

[ap9vWd�031x= jaom°�034d�031x+ _f6,.�030M"�031"d3x= 0,
V V V

;aom°~vdsx+ ywvda, = 0,
V BV

y como en las fronteras el campo es nulo, entonces el segundo término del lado izquierdo es

nulo, asi tenemos que

d V
�024j 9W dax = 0.
dt ,,

Si ahora de}401nimos,para I constante

QV = I
V

entonces

:1
�024Q= 0,
dz �035

es decir, encontramos una carga conservada. For 10 tanto, existen tres componentes del

momento angular del campo ¢ que son componentes espaciales de M�034V, es decir M12 , M 23

y M31. Tres componentes tipo espacio-tiempo M "1, M 02 y M °3 que estén relacionados con

el centro de. masa del sistema y son conservadas en virtud de la invariancia puramente de las

transformaciones de Lorentz.
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2.4 CAMPOS ESCALARES

Como mencionamos anteriormente un campo es una funcién de las coordenadas del espacio-

tiempo, tal que es invariante sobre las transformaciones de Lorentz. En particular el estudio de

los campos escalates es muy didéctico toda vez que ellos estain asociados a particulas que no

tienen carga y espin cero caso en el cual es descrito por un campo escalar real, 0 en el caso que

tenga carga es descrito por un campo escalar complejo. A continuacién presentamos el estudio

de estos dos tipos de campos.

2.4.1 Campo escalar real

La ecuacién dc Klein-Gordon es una ecuacién de ondas relativista, descubierta por Erwin

Schrfidinger, como altemativa relativista a la ecuacién con su nombre. La densidad lagrangiana

es

2

L = 3(a ¢)(6�035¢)�024�031�035~¢2
2 " 2

Ahora para detenninar la ecuacién de movimiento del campo ¢, usamos Euler-Lagrange, es

decir

2_ 5!�030L = 0,
5¢(x) 5(5,,¢(X))

y de (2.26), tenemos

6L 1 6 ,,,,

T�0243=�024�024(�024)g (a ¢)(aV¢)),
6 0#¢ 2 6 6#¢ ( a

6L 1 W
= �024 5�0356 + �034V5�0356 ,Tm 2(g A a¢) g u( V¢))

6L 1 (
= �024a�035¢+a�034¢)=aw,

aia#¢i 2

6L

6�035T = �024at(a"¢(x>)»
5(5,.¢(x))

Y

L

a�024= �024m2¢<x>,
5¢(x)

entonces la ecuacién de movimiento para ¢ seré:

(a�034a#+ m2)¢(x) = 0. (2.34)

Reconocemos que estas son las ecuaciones de movimiento tipo Klein-Gordon, para el campo

¢(x) . Ademés, se puede determinar e1 tensor energia-momento, es decir

92 = (3�031�030¢)(3,;¢)-5,fL, /%
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9'" = g""®�030,§= g�035�035(6�034¢)(6,,¢)- g�035'<3,�030,�030£,

9�035�035= (<9�034¢)(5"¢)- g""£A

Donde observamos que este tensor es simétrico en y y v. De esta manera, para el campo

escalar, el tensor energia-momento es simétrico. Asimismo, es posible mostrar que la densidad

lagrangiana L , es invariants sobre la transformacién de gauge.

De la expresién anterior se puede determinar la densidad de energia asociada, a saber

®°° = (5°¢)(5°¢) - g°°£,

, 2

- ®°° = 45 �024L,

_ 2 2

®°° = «15 �024i<aa¢><a�034¢)+�031"~¢%
�030 2 2

. 2 1 . 2 1 A m2
®oo = _ _ _V2 __ 2 ,

¢ 2 ¢ + 2 ¢ + 2 ¢

_ Z 2

800 = A lg: L 2, I

2 ¢ + 2 ¢ + 2 ¢

el cual es de}401nidapositiva.

2.4.2 Campo escalar complejo

E1 campo escalar tiene dos componentes reales ¢l (x) y ¢2 (x). Asi, podemos escribirlo como:

«500 = i(¢. (x) + z'¢2<x>),
J5

. 1 ,

at (x) = 5(¢1.<x> �024z¢2<x>),

donde los campos ¢(x) y ¢'(x) son independientes.

De esta manera, la densidad lagrangiana

L (¢<x>,a,¢<x);¢'<x),a�035¢'(x))= (a,¢<x))(a�034¢�030<x>)�024m2¢<x>¢�030<x>,(2.35)
es real, 10 cual puede ser veri}401cadosi hacemos

. 1 , 1 , ,, '

(6.¢<x>X6�035¢<xJ)= 3(a.¢.<x) +za,¢2<x>)�030�024F-2�024(a�035¢.(x>�024za¢2<x>),
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. 1 .
(a#¢<x>)(a"¢ <x>)= 3((a,,¢1<x))(a�034¢1<x>)�024z(a,¢,<x>)(a�034¢2<x>)+

+i(a,¢2<x>Xa�035¢1<x>)+(a#¢2(x>)(a"«>2<x>)),

. 1 1

(a}402¢<x>)(a�034¢<x>)= 5(a,.¢]<x>)(a�035¢.<x>)+5(a,¢2<x))(a"¢2(x>),

asimismo,

Z

�024m2¢<x>¢�030(x) = �024�031"7(¢[<x>+ we <x>X¢1(x) �024i¢z co),

2 ' m2 2 �030 . 2
-m ¢(x)¢ (X) = --2*(¢; (I)-I¢1(x)¢2(x)+l¢2(x)¢.(x)+¢z (x)),

2 - ml 2 "'2 2
-"1 ¢(x)¢ (I) = -7415. (X)-7952 (X),

asi,

2 1 2

L («>1(x>,a�035¢.<x>;¢2<x»,a"¢2<x>)= §(a,,«a<x>)(a�035¢,<x>)-%¢}401<x>+5(am<x>Xa�035¢z(x>)�024�031"7,
es decir, la densidad lagrangiana es una suma de densidades lagrangianas de los campos

escalares reales. Ahora, si queremos determinar Ia ecuacién de movimiento del campo ¢ y ¢' ,

usamos Euler-Lagrange. Por ejemplo, para ¢�030consideramos

"+5 �024 = o,
<9¢ (X) 3(5�034¢(36))

y de (2.35), tenemos

6 L
.j = ""2¢(x) 3

53¢ (X)

6[.
6�035�024,�024�024�024�024= -0�0356 ¢(x),

(a<a�035¢or») ( �030)
y la ecuacién de movimiento para ¢ seré:

(a}402a}402+ m2 )¢(x) = 0. (2.36)

De la misma manera se puede obtener la ecuacién de movimiento para el campo ¢' , dada por:

(a}402au+ m2)¢'(x) = 0 . (2.37)

Reconocemos que estas son las ecuaciones de movimiento tipo Klein-Gordon, para los campos

independientes ¢(x) y ¢'(x). Por otro lado, es posible mostrar que la densidad lagrangiana

L , es invariante sobre las transformacién de gauge, dada por %
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¢(x) �024>e�030�034¢(x)= 11/06). (2-38)

¢'(X) �024>e'�034¢'(x)=I//(X), (2-39)

donde A es una constante real. Las relaciones (2.38) y (2.39) son llamadas �034Transformaci('m

de Gauge Global�0350 de �034primertipo�035.Es posible mostrar que (2.35) es invariante sobre estas

transformaciones, para esto hacemos:

L (w(x).a,w(x);z/(x),a�034w'(x>)=(a))x(x))(a"«)/'(x))�024m�031!//(x)v/(x),

L (w(x),a,w(x);w�030(x),aw/(x>)=a)(e�034�034¢(x))a�034(e�034¢'(x))�024m2(e"�034¢(x))(e"�034¢'(x)).

' L (I//(X),0�035!//(x);v/'(x),�2549�035I/(x))=(a,.¢(x)Xa"¢'(x))�024m2¢(x)¢�030(x),

L (w(x),a#w(x);«/(x),a�035w'(x))=L (¢(x).a,¢(x);¢�030(x),a�035¢'(x)),
es decir, la densidad lagrangiana (2.35) es invariante sobre las transformaciones de gauge

global. Por otro lado, para el caso de A peque}401o(parémetro de transformacién in}401nitesimal),

la transformacién, es su forma in}401nitesimal,es dada por:

-,- . A2 .A3
«//(x) =e �034¢(x)=[1�024zA�024�024+z�024�024-�024-]¢(x),.

2! 3!

2 3

u/(x) = e�030�034¢�030(x)= 1+z�030A�024�034�024�024z*A�024�024~~~¢�030(x),�024
2! 3!

y como A es peque}401o,podemos despreciar términos del tipo A2, A3, frente a A, de esta

manera las expresiones anteriores se reducen a la forma:

z)/(x) = e"�034¢(x)= (1�024z'A)¢(x)= ¢(x) �024z'A¢(x), (2.40)

u/(x) = e�030�034¢�030(x)=(1+iA)¢�030(x)= ¢�030(x)+ iA¢�030(x). (2.41)
Ademés, como

!//(x) = ¢(x) + 5 4506), (Z42)

w�030(x)= ¢�030(x)+6¢'(x). (2.43)
entonces comparando (2.40) con (2.41) y (2.42) con (2.43), se obtiene que:

5 (1506) = -iA¢(x), (2-44)

5¢�030(x)= z'A¢�030(x). (2.45)

De la misma manera, tenemos: I
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6(a,,¢<x>)= a,.(6¢<x>) = �024z'A(a.¢<x>),

5(a�035¢�030(x))=a#(§¢�030(x))=z'A(a�035¢�030(x)).

Debemos observar que como las transformaciones (2.40) y (2.41) no consideran el espacio-

tiempo, tenemos que es solamente intemo, es decir, transformaciones solo sobre el propio

¢(x). Si ahora consideramos el grupo de transformaciones in}401nitesimalesen x" y ¢(x) , el

cual para transformaciones in}401nitesimalesson de la forma

Ax�035= Xf,�03050" , (2.46)

A¢(x) = d>}402(x)5a)�034, (2.47)

donde to�034es un parzimetro in}401nitesimal,se tiene que X�030;= 0 y en consecuencia Ax�034= 0. Sin

embargo, para las transforrnaciones in}401nitesimalesen ¢(x) y ¢'(x) , dadas por (2.44) y (2.45),

respectivamente, se tiene que al comparar con (2.46) y (2.47) el parémetro in}401nitesimalto�034es

A y

C13,. (96) = �034i¢(x), (2-43))

<D:,(x)= i¢�030(x). (2.49)

Por otro lado, considerando e1 Teorema de Noether, se tiene que la corriente coriservada, el

cual es dada por:

J: =i<I>.<x>�024®:x;'.
5(5,,¢(x))

y como X: = 0 entonces

J5�031= �024-�024§£�024CDV (x) .

_5(3,.¢(x))

Pero como en este caso los indices internos de ¢(x) tiene que ser sumados, de esta manera se

tiene contribuciones de ¢(x) y 515' (x) , es decir:

J�034=�024~L®(x)+L®'(x),

3('3,.¢(x)) 5(5,,¢ (16))

y usando (2.48) y (2.49), obtenemos

J�034= i(�024i¢<x>)+%(i¢'<x>), (2.50)
<3(<3,,¢(x)) 0(<9 (25 (96))

més aun de

L (¢<x>.a,¢<x);¢ <x).a�034¢(x) )= (a,,¢<x>Xa�034¢'<x>)�024m�031¢(x>¢'(x>.

tenemos que

6L
�0247.�024= a�034¢<x>,
009 V5 (X))
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L= a+'¢�030(x) ,

5(5,,¢(X))

asi (2.50) se escribe como:

J�034= z'(¢�030<x>a�035¢<x>�024¢<x>a*'¢'<x>). (2.51)

Ahora para estudiar si de esta expresién podemos obtener cantidades conservadas hacemos:

am = z'[a,,(¢'<x>a�035¢<x>)�024a#(¢<x)a�035¢�030(x>)],

a,,J�035= i[(a#¢'<x>Xa�035¢<x))+¢' <x>a,,a"¢<x> �024(a,,¢<x>j)(a"¢'<x))~¢<x>a#a"¢�030<x>],
y usando (2.36) y (2.37), tenemos que

6�035J�034= 0,

es decir, la 4-divergencia de J " es nula. En este caso la cantidad conservada para un instante

del tiempo viene dada por

I 80Jfd3x +j a,J;d3x = 0,
V V

y usando el Teorema de Gauss en el segundo termino de la expresién anterior, es decir

I a,J;d3x = jJ;�030da,.= 0, (2.52)
V 0V

ademés sobre la consideracién que los campos se anulan en la super}401cie.De esta manera,

(2.52) se reduce a: y

1] J3d3x = 0.
dt V

Si ahora de}401nimos,para t constante

QV =j J3d3x,
V

entonces se tiene -

d
_ = 0�031

dt Q"

donde Q =_iI(¢'(x)6°¢(x) �024¢(x)6°¢�030(x))dV, es la cantidad conservada y se identi}401caracon

la carga eléctrica.

Debemos mencionar que esta cantidad identi}401cadacon la carga eléctrica no contiene la carga

e del electrén. Es una expresién clésica debido a que no contiene ft. No esté cuantizado, es

decir, no se encuentra de acuerdo con el hecho que las cargas eléctricas real todas parecen ser

m}401ltiplosde una cantidad bésica. Ademés observe que si el campo es real ¢(x) = ¢'(x), Q es

nulo y no existe cantidad conservada. Por tanto, identi}401camosuna cantidad conservada Q,

como resultado de la invariancia�030dé la accién sobre una transfonnacién de gauge

¢(x) �024>e""¢(x) y ¢'(x) �024>e"�030¢'(x). En este caso como A es una constante estas

transformaciones deben ser las mismas en todos los puntos del espacio-tiempo, es una
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transformacién global. Sin embargo, este requen'miento no es posible, debido a que de acuerdo

con la relatividad, debe existir un tiempo minimo igual al tiempo de viaje de la luz, es decir, la

transforrnacién de gauge global contradice la relatividad. Por esta razén, la consideracién de

que A sea una constante debe ser modi}401cada. _

2.5 CAMPOS ESPINORIALES

Otro campo importante que debemos tomar en cuenta es el campo espinorial, el cual considera

los campos vectoriales y tensoriales. Como es conocido mediante campos tensoriales se pueden

representar algunas magnitudes }402sicasinclusive también considerando campos espinoriales

dichas magnitudes }401sicaspueden ser representadas. Sin embargo, existen casos donde lo

contrario no es posible, es decir, algunos campos espinoriales no tienen sus anélogos

tensoriales. En este contexto los campos espinoriales son més generales que los campos

vectoriales y tensoriales.

En teoria cuéntica de campos una particula se encuentra asociada con un campo. Asimismo,

como las dos grandes familias de particulas conocidas son los bosones y fermiones, siendo las

primeras descritas por los campos vectoriales o tensoriales y las segunda por campos

espinoriales. En este caso la descripcién es mediante los espinores de Weyl, es decir I//R y 1;/L ,

de tal manera que los 4-vectores de Lorentz pueden ser escritos como

at/;0�035u/R,

V/Z8�034://,_,

donde 0'�035= (1,6') y E�035= (l,�0245').Asimismo, la densidad lagrangiana, es dada por:

L = in//,fE�0346�035t//L,

la consideracién de i asegura que la lagrangiana sea hennitica. Para determinar sus ecuaciones

de movimiento y como (;/L y w; son independientes, dos ecuaciones de Euler-Lagrange deben

ser determinadas, a saber

Epa,�031.//1�030= 0 �031

(60 �024o"'6,)1,z/L= O,

que es la ecuacién de Weyl para (/1L y se observa que es equivalente a la ecuacién de Klein-

Gordon para una particula no masiva. De la expresién anterior, tenemos que

60WL = �0307�030a.l/�031L:

39/�031;= V2�030//1;

Por otro lado, el tensor de energia-momento es

6L
. 0°�030=j(a";uL)�024g°"L,

6(5.,v/L) .

6"�035= iwza"a�035«/a,
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asi, la densidad de energia es

H=®°° =1�030://[E°6°://L,

H = it//Z301//L.

Asimismo, la ecuacién de Eu1er�024Lagrangepara 1/1 R es

cr�0346�035t//R= 0 ,

(an +°'ia:)�030/�031R= 07

que es la ecuacién de Weyl para 1//R y se observa que es equivalents a la ecuacién de Klein-

Gordon para sus dos componentes. De la expresién anterior, tenemos que

60�030//R= -5161�030/�031R=

6(2)�031//R= �254291/R�031

También, el tensor de energia-momento es

9�035�035=i(6"u/, )-g"�035L,
0(5.,<//L) �031

ea}402=1.�030//Ila-aa}402�030//R!

asi, la densidad de energia es

H = ®°° =1�031!//;a°6°1//R,

H =1�030://;6°t//R.

2.6 CAMPO ELECTROMAGNETICO

Como es conocida las Transformaciones de Lorentz trata de la misma manera los cambios dc

las coordenadas del espacio y del tiempo. De esta manera, en las ecuaciones dc Maxwell 1%

coordenadas xx, = (x0,x_,,x2,x3) = (ct,�024x,�024y,�024z)deben aparecer en una forma simétrica, asi las

referidas ecuaciones deben ser rescrita en funcién de rotacionales y divergencias en cuatro

dimensiones. Una formulacién de las ecuaciones de Maxwell que trata las coordenadas del

espacio y tiempo de manera equivalente se llama Fonnulacién Covariante. En este contexto,

iniciamos nuestro estudio considerando las ecuaciones de Maxwell, las cuales son dadas por:

vi = 47rp, (2.53)

�2547xf2�0241%=4�024�035J, (2.54)
c 62�030 0
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63 = 0, (2.55)

VxE+l£=o. (2.56)
c 6t

Siendo la primera la Ley de Gauss, (2.54) la Ley de induccién de Faraday, la tercera indica que

no existen cargas magnéticas ajsladas y la cuarta representa la Ley de Ampere.

Es posible determinar la ecuacién de continuidad (conservacién de la carga local), para esto de

(2.53) y (2.54) se tiene �030

8 �024�024 - 6
�024V.E = 4 �024, 2.57
a:( ) �035(it P ( )

v.(�254xE)-lv.E="1v.j,
c at c

lZ(Vi)=_4lV.j, (253)

c 6t c

igualando las expresiones (2.57) y (2.58), obtenemos

a�024p+V-j=O. (2.59)
at

Por otro lado, recordando que el caso del campo electromagnético se puede estudiar de dos

maneras, una de ellas es considerando los potenciales, a saber escalar ¢ y vectorial Z 0 en

términos de los campos eléctrico E y magnética 3. Si tomamos en cuenta los potenciales,

entonces de (2.55), tenemos

E = V x Z, (2.60)

el cual sustituyendo en (2.56)

:0,

c 6!

V x (E + 1%) = 0 ,
c 6!

entonces

E + = �024V¢,
c E?!

5 E=�024la�024A�024V¢. (2.61)
c 82

De esta manera, los campos eléctrico y magnético se encuentran escritos en términos de los

potenciales ¢ y 171. En este sentido el conocimiento de ellos, permitiré determinar E y B .

Asi, para precisar la dinémica de ¢ y /#1 , estas pueden ser obtenidas a partir de
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ex 1; .151 = .413,
c at c

reemplazando (2.60) y (2.61) en la expresién zmterior, tenemos

�024--1a_1a,?147:-
v V A �024�024�024�024v�024�024�024=�024J,

X( X ) c6t( ¢c6t) c

�024-_ -_1a- lab? 47:-
V V«A �024V2A�024�024V�024�024�024=�024.I,

( ) + c at ¢ + c1 at! c

2 _

�0241;§TA+V(VA+13"3)�024V2}1'=4�024�035J. (2.62)
c at c at c

Ademzis, en

V173 = 47rp ,

« 1 a2 _
V. �024�024�024�024V = 4 ,( C at at) rm

1 6 �024 �024 �0242
�024�024V-A+V¢=�02447rp. (2.63)
c 6t

Ahora, observando las ecuaciones (2.62) y (2.63) tenemos que los potenciales estzin acoplados.

Antes de continuar, debemos indicar que ¢ y /-1 no determinan univocamente E y B,pues1as

transformaciones dc gauge considerando una funcién escalar A arbitraria dejan invariants

dichos campos, a saber

.71�031= Z + VA ,

entonces,

E�031= V x /�030I�031,

3' =v><(;1+vA),

l_?'=V></3+\-7><VA,

E�031= V x Z ,

B�031= 1?.

De igual manera,

, _ 1 BA

¢ _ ¢ c at �031

E�031= -161 _ V¢' ,

c at
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~ 1 8 �024 - �024 1 6A
E�031=�024�024�024A VA �024V�024-~�024,

c 6t( + ) (¢ c at )

E�031= �024la�024A�024l3W�024V¢+1V§�0313,
c at c at c 61

E�031= �024la�024A-119-VA�024W + 13%,
c at c 6! c 61�030

E�031= _la_A _ §¢ �031

c at

E�031= E.

Asi, como A es arbitraria entonces existe in}401nitas}401mcionesescalares que satisfacen

I1�031= Z + VA ,

I. _la_�031\
¢ _ ¢ 0 B! -

Regresando a la ecuacién (2.62) y considerando el gauge de Lorentz, es decir

V-Z1+l%=0, (2.64)
c at

se reduce a

1 61,71 - , �024 47: �024
'�024�024VA=�024J, 2.65

' c2 61�030: c ( )

la cual representa una ecuacién para 2 . Del mismo modo, de (2.64) tenemos

1 a - _ 1 62¢
�024~V - A �024�024= 0,
c ar( )+ c�0316:2

y considerando (2.63)

1 61¢ _
c7?�02447rp�024V2¢= 0,

1 52¢ 4 2
�024-�024-�024V = 4 . 2.6602 6,2 ¢ mo ( )

Por otrollado, recordando que en la métrica

ds2 = czdtz �024dx2�024dy2-1122 ,

el D'alembertiano es de}401nidapor

1 62 �024
= __ _ V2 ,

D c2 Eitz

entonces, (2.66) y (2.65) se pueden escribir como /¥V
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4

a ct = �024�035(pa),
c

D 2 = 4�024�035J.
c

Ahora si de}401nimosel 4-potencial A�034= (¢,Z) y la 4-corriente J" = (cp,.7), las expresiones

anteriores se uni}401canen

4
u A" = �024�035J", (2.67)

c

conocida como ecuacién de los potenciales. En este mismo sentido, la ecuacién de continuidad

es escrita como

6,,J" =0, (2.68)

y el gauge de Lorentz

6aA" = 0. (2.69)

Es decir, tenemos expresiones (2.67), (2.68) y (269) escritas de forma covariante.

2.6.1 Ecuaciones de Maxwell covariante

Para obtener las ecuaciones de Maxwell en su forma covatiante, vamos a comenzar

considerando las componentes de

E = -153 �024W ,
c 6!

es decir,

Ex = 3% _ La
c at 6x

E = -1% _}402
�031(2 6t ay �031

E_ 2 -1% _1
�030 c 6t 62

1 _

Y Com -0, = 50. an = (6o,V), (15 = A0 Y (-A,,-A,.,-A_,) = (A1,A;,A,), entonccs las
c

expresiones anteriores son rescritas de la siguiente manera:

E, = 60A, �0246,A0,

E2 = BDAZ -6214�030,,

E3 = ac/13 -63/10.
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Estas relaciones tienen una forma de �034rotacional�035en t. Asimismo, de 3 = V x ,7! se tiene que

1as�030componentesdel campo magnético representan un rotacional. Asi, podemos concluir que E"

y E forman e1 rotacional 4-dimensional de A�034. Ademés, observe de las expresiones anteriores

que dos indices se deben considerar y que de la inversion de los mismos se tiene �030

Ell = 61140 'aoA1= �034(aoA1'61/10) = E1:

E5 = a2Ao �030ac/12= �030(aoA2�030a2Ao)= E2 > .

E; = 63/10 �030aoA3= �030(ac/13�030a3/lo)= Esv

es decir, e1 rotacional aplicado a un vector produce un tensor antisimétrico. Ahora, en 4

dimensiones un tensor antisimétrico tiene 6 componentes independientes. De esta manera,

de}401nimosel tensor campo electromagnético F como

F�035=6"A" �0246�035A�034, (2.70)

con F"�035= ~F�035".

De acuerdo con la de}401nicion(2.70) algunas componentes del tensor antisimétrico del campo

electromagnético, son dadas por

I F01 =a0Al _alA0�031

F°1=l%+@ = -1; = _F1°

c 8! 6:: X �031

F02 :a0A1 _a2A0

6A
F02=lA_{+§g=_Ey:_F20

c at By

F03 =aoA3 _a3Ao

F03 =l%+%=_E =_F3°

C 62�030 62 Z 7

F12 ___alA2 _aZAI

�031 F�035=�024ai+%=�024B=-F�034
ax ay �030 �031

F13 = 61/43 _a3Al

F13 = _%+§�0314_x=By =_}:'3"

6x 62

F23=a2A3_a3A2�031 4
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A 6A
F" =�024?�024i+�024�031=�024Bx=�024F�035.

ay 62

Asi, F �034/7es dada por

0 �024E,�024Ey-5,

Fa�035:E, 0 �024B,. By

E}, Bl 0 �024B, �031

E, �024By B, 0

donde F°° =0, F" =0, F�035=0 y F�035=0. _

I Ahora, considerando las ecuaciones de Maxwell no homogéneas, a saber dadas por (2.53) y

(2.54), vamos a escribirlas en su fonna covariante. Para esto escribimos (2.53) de la siguiente

manera

V-3 = 4�024�035(/96),
c

y como F�035= E,, F2" =Ey y F�035= E], entonces

v.1;~=l3p°°+3F'° +9420 +f�031.F3°=4�024�035J°,
c at 6;: 6y 62 c

6aF"° =4lJ°. . (2.71)
c

Del mismo modo, de _ l "I

vx 3-1% = 31},
c 6! c

tenemos _

472'

(3,3; -513, -3oE,,0,B, -<13; ~3oE,,0,B, -3,3, -595,) = 7(J,.J_,,J_.),

471'
6yBz �0246,By �02460E, = TJX,

6:8, �024a,B:�02460Ey=4�024�035J,,
c

47t
6,By �0246,8; �02460Ez= �024:J,.

Para el primer caso, tenemos I

62F�034+ 63F�034+60F°�030= EJX,
c

y como F�035= O, entonces %
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6aF"" = 4�024"J'.
c

De la misma forma, se tiene:

a F122 ___ ii./Z

41 C �031

aaF�034�031= 4�024�035J�031.
c

Estas expresiones conjuntamente con (2.71) pueden ser uni}401cadasen

ad}-W" = 4�024�035J�035, (2.72)
c

que representan las ecuaciones dc Maxwell no homogéneas en su forma covariante.

Para el caso de las ecuaciones de Maxwell homogéneas, a saber dadas por (2.55) y (2.56), y

siguiendo un procedimiento similar, se tiene para (2.55)

6XBx +6yBy +6:Bz = 0,

(3,3, +02B2 + (3333 = 0,

a1(a2A3 _ 63/12) + 62 (as/11 _a1A3) +a3(a1A2 _ 62/11) = 0 :

61F23 +6217}, +6317�035= 0. (2.73)

De la misma manera, -

vxE+la_B=o, ~
c 61 �030

(6yE, �0246zEy+ 60Bx,6,EX �0246xE:+6oBy,6XEy �0246yEX +6031) = 0,

(a2Fo3 "a3F02 + aoF32=a3FlJI _alFl)3 +a0F13va|Foz �030a2Fo1J�035601721) = 0�031

a2Fo3 +a3F2o +aoF32 :0:

631:0: + a|F3o + 601713 = 0 >

a1Fo2 +a2Fl0 +a0F2I = 0'

Uni}401candolas expresiones anteriores con (2.73), se obtiene

6rFa/,+8_1F/,,+6l,Fm =0. (2.74)

For otro lado, considerando el tensor de Levi-Civita 5�035�035cuya propiedad son 'si dos indices se

repiten es nulo y si la permutacién de indices es par es uno, se puede escribir las ecuaciones

homogéneas en una forma similar alas no homogéneas. Para esto de}401nimos: /M
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�030W�031=%g"�035"�031F,,,,

. 1 ,, .
donde �034F""es el tensor dual de F75. Asi, considerando �0242�0246M en (2.74), es decir

1 We F 1 We F 1 �034MaF �024038 r or/3+3�030;41 l?r+§8 /7 }4021_�031

1 11,1? 5 1 all 6 1 M775
B7(§£ 7 Fw)+6a(§£ �031F/,r)+6,,(§£ F�035)= 0,

6 1 ""�035"F6 1 "�0315�035�031F6 1 �031�035"�031F-0X55 ,1/y)+ «(E5 ,«;,)+ 355 m)�024,

6/F�035+a,,�030F�034"+6�030.,�031F*"�034= 0,

6,�030F�035"= 0. (2.75)

Asi, las ecuaciones de Maxwell son dadas en su forma covariante por (2.72) y (2.75).

2.7 PROBLEMAS

1. Determine la densidad lagrangiana para un campo complejo la cual sea invariante frente

a transformacién de gauge local, es decir: (I) �024->¢�031= e"A"�030)¢y ¢' �024>¢" = e""�030)¢�030.

Solucién

De acuerdo con el enunciado del problema, tenemos

¢(x) -> e�030"�034"¢(x)= 51/06) , (2-76)

¢'(x) �024>�254�035�034�035¢'(X) = I//' (X) , (2.77)

donde A(x) es una funcién de las coordenadas del espacio-tiempo. Sobre esta transformacién

la densidad lagrangiana

£ (¢(x>,a,¢<x>;¢�030<x>,a"¢�030<x>)= (6,.¢(x>X6"¢�030<x>)-m2¢<x>¢�030<x>,
se transforma de la siguiente manera:

L ii//(x)>a,,'/�031(7C)§�030//.(xba}402l//'(X))=(6,,«//(x))(6�035v/'(x))-mzt//(x)!//(x),

L (I//(x),r3#u/(x);z//'(x>,6�034r/(x>)=al(e"�034*�031¢<x>)a"(e'�034�030*�031¢�030<x))�024mi(e"�034�034�031¢(x>)(e"�034<�034¢�030<x>),

L il/�031(x):a,,l//(XXV/.(X>,t9#1//(X))=(�024:e-'�034*�031al<A<x>)¢<x>+e"�034�030*�031al<¢<x>>)x
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(ie"�034�031a"<A(x)>¢'<x)+e'�034�034�031a"<¢'(x>))�024m�031e"�034�030>e�030�034"¢<x)¢�030<x>,

L (w<x),a,w<x);w'<x»,a�035u/<x>)=(6�035¢<x>)(a�035¢�030<x>)-m2¢<x>¢'<x> +

(6�035A(x)X6"A(x))¢(x)¢'(x)�024i(6�035A(x)X6"¢'(x))1§(x)+i(6�035A(x)X6�035¢(x))¢'(x),

L (w<x),a,w<x>;w�030<x>.a�034w'(n)=L (¢(x),a,,¢<x>;¢'(x),a�035¢'<x))+

(a,,A(x)Xa"A<x))¢<x>¢�030<x)�024i(a�035A<x))(a�034¢�030(x>)¢<x>+ig"*gM(aiA<x>)(a*¢<x>)¢' (x),

y como g�0341gW= 6'5 y Iuego haciendo /1 = ,u se tiene:

L (u/(x),ayw<x>;w'(n,a�034u/(x))=L (¢(x>,a,¢<x>;¢'<x),a"¢�030(x))+

(a,A<x>)(a*A<x))¢<x>¢' (x) + i(a,,A(x>)(¢�030<x>a"¢(x)�024¢<x>a"¢�030<x)),

L (cm),a,w<x>;w'<x),a�035v/(x))=L (¢<x),a,¢(x);¢'(x>,a�034¢'<x>)+(e}402A(x))I*,

donde J�034es la corriente del campo ¢(x). Observe que en este caso la densidad lagrangiana no

es invariante sobre las transformaciones de gauge local. De esta manera, la siguiente tarea es

obtener una densidad lagrangiana que sea invariante frente a transformacién de gauge local.

Con este propésito, para el caso de A(x) peque}401o(parémetro de transformacién in}401nitesimal),

consideramos la transforrnacién, es su forma in}401nitesimal,dada por:

-.A .. . /\2(X) ./\3(X)
I//(X): e �030�031¢(x)=(1�0241A(x)�024T+1T�024---j¢(x),

w'(x) = e'�034"�031¢�030<x>=[1+iA<x>�024%�024i%�024---]¢'(x>.

y como A(x) es peque}401o,podemos despreciar términos del tipo A2 (x) , A�031(x),frente a

A(x) , de esta manera las expresiones anteriores se reducen a la forma:

I//(X) = e"'�034("¢(X)= (1 - 1'/\(x))¢(x) = (1506) ~ 1'/\(x)¢(x), (2-73)

gu�030(x) = e"�034*>¢�030(x)= (1 + iA(x))¢�030(x) = ¢�030(x) + rA(x)¢�030(x). (2.79)

Ademés, como

V/(X) = ¢(X) + 5 $1506) 3 (2-30)

I//'(X)=¢'(X)+5¢'(x). (231)

entonces comparando (2.78) con (2.80) y (279) con (2.81), se obtiene que:

5 9506) = -I�031/\(x)¢(x), (2-32)

5¢�030(x)= iA(x)¢'(X), (2-83)
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y ademés dc (2.80) y (282) se obtiene,

6.:/z<x) = 6. (am �024iA<x>¢<x>) = a.¢<x> �024r(a.A<x))¢<x> �024z'A<x> (a.¢<x>), (2.84)
asimismo, de (2.80) tenemos

0,. (6¢<x>) = a.(w(x> �024¢<x>) = 6,91/(x) �024am). (2.85)

y usando (2.84) asi como el hecho que 6�035permuta con la variacién 6 , la expresién anterior es

escrita de la siguiente fonna:

5(6�035¢(x))= �024i(6#A(x))¢$(x)�0241�031/\(x)(a,,¢(x)). (2.86)

Similarmente, considerando (2.81) y (2.83) se tiene:

5(a�035¢'(x))=i(6�034A(x))¢'(x) + z'A(x)(6�034¢'(x)). (2.87)

Observamos que las expresiones (2.86) y (2.87) tienen términos extras _ ,(a~A(,))¢(,) y

i(a*'/\(x))¢�030(x),respectivamente. Estos términos extras hacen que la Accién no sea invariants

sobre transformaciones de gauge local, como mostramos a continuacién.

La variacién de la densidad lagrangiana es

EL 3L BL . 6L .
L = �024 �024 ,6 am) 6¢(x) + �024(�024�024jaam�0355(a,,¢(x))+ a}402x)5¢ (x) +-2a}402}402x)5(au¢ (x))

ahora usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos ¢(x) y ¢�030(x) _. es decir

_5.L_ _ 5 L 2 0,
3¢(x) �0340(5.¢(x))

_.a_i _a#[_Lj = () 3

53¢ (X) 3(0"¢ (30)

en el primer y tercer término del lado derecho de la expresién anterior, se tiene

M M M . aL ,, . _
6L _ ay [ j6¢(x) +  §(6u¢(x))+a~[%}s¢ (x) + 6(6 ¢ (x))

Luego, considerando los términos de variaciones para ¢(x) y ¢°(x) dadas por (2.82), (2.83),

asi como sus derivadas respectivas (2.86) y (2.87), se obtiene

all , 6L . .
6L - a}402[ J(�0241A(x)¢(x))+ [�024{B/1A(x))¢(x)�0241A(x)(6/1¢(x)]j+

3L . 9 3L . /,1 J * . ( )1 *
a»%a#¢_(x»j(;A(x)¢ (x))+3((%)(.(a A(x) ¢ (x) + zA(x) a ¢ (x) ,
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6L BL
= :~a _' _' a55 5, [(.,(6#¢(x» ¢<x>j( zA<x>) jjam) #A<x>j¢<x>)+

BL . . . 6L K ,u j * J
3�034T _ a A ,

[6<a"¢'<x»¢ (x)]('A(x))+�0316(a�034¢(x)}[ (X) �030�0350�030)

los términos 5 __5L¢(x) y a»[i�030_¢-mjson divergencias totales que no contribuyen

, �0346(<3,,¢(x)) 5(5"¢ (x))

a la variacién de la accién. Ademés, como

6L

a<a"¢�030<x»�030a�035¢(")�031

6L .
�024�024�024= a" ,
a<ay¢<x» ¢ 0�030)

entonces

M = �024;(a�035¢�030(x)X8#A(x))¢(x) + i(6�035¢(x)X6�034A(x))¢'(x),

51: = �024i(a�034¢'(x))(a,,A(x))¢(x)+1�030gM(a�030¢(x))g�035*�031(a,,A(x))¢�030(x),

5L = -1-(a#¢�030(x)X8}402/\(x))¢(x)+ :51�031;(a*¢(x)Xa}402A(x))¢'(x),

6L�031=z�030(a,A(x>)(¢'<x>(a�035¢<x>)�024¢<x>(a"¢'<x)))

5L = (6�035A(x))I", (2.37)

donde J�035= i(¢'(x)6�034¢(x)�024¢(x)a�035¢�030(x)) es la corriente del campo escalar complejo. De esta

manera, la accién no es invariants sobre transforrnacién de gauge local. Para hacer que dicha

Accién sea invariante, vamos a introducimos un nuevo cuadrivector AF (x) que se acoplaré

con la corriente J�034, asi la densidad lagrangiana L tendré un término extra, dado por:

~ L, = �024eJ�034A�035(x). (2.88)

Més a}401n,vamos a imponer que sobre la tiansformacién de gauge local, el campo A,1 (x) se

transforme como:

A�035(x)�024>A;,(x) = A}402(x)+l6�035A(x)= A#(x) +5A#(x), (2.89)
e

llamada transforrnacién de gauge. Ahora la variacién de L1 es

5L, = �024e(6J�034)A�035(x) �024J�034(6'A(x)) = Ae(5 J�035)A# (x) �024J�035(%6�035A(x)j,

5L, = �024e(§J")A�035(x)�024J�035(6#A(x)). (2.90)

De esta expresién el término �024J"(aMA(x)) Ileva a que 6L en (2.88) sea nula, sin embargo,

ahora se tiene un término extra, �024e(5#J�035)A#(x),el cual se debe anular. Con este propésito, y
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considerando la corriente J�035=i(¢'(x)8*�030¢(x)�024¢(x)a�035¢'(x))asi como las transformaciones

(2.82), (2.83), (2.86) y (2.87), obtenernos

61" = i6(¢'(x)a�034¢<x>�024¢<x>a�034¢'<x>),

«W = i((6¢'<x>)a"¢<x> + ¢'<x>(6(a"¢<x>>)�024(a¢<x>)a�034¢�030<x>�024¢<x>(6<a�034¢'<x)))),

61�034= z'(iA<x>¢' <x>)a�034¢(x)+ at�030(x)(�024i<a"A<x>>¢(x) �024iA(x)(a�035¢(x>))�024

i(�024z'A(x>¢<x>)a"¢'<x>�024:¢<x)(i<a"A(x)>¢'(x>+iA<x>(a�035¢'(x>)),

5J�035= 2¢(x)¢'(x)(a~A(x)). (2.91)

De esta manera, considerando (2.88), (2.90) y (2.91) tenemos que

5L + «SL1 = -2 e¢(x)¢' (x)(6"A(x))A# (x) . (2.92)

Como ocurrié anteriormente, observamos que existe un término extra en la variacién de la

densidad lagrangiana L+ Ll, asi con el objetivo de que (2.92) sea nula, vamos adicionar un

término, dado por:

5: =e2A,,(x)A"(X)¢(x)¢'(x)-

Nuevamente debemos calcular la variacién de L2, teniendo en cuenta la transformacién dc

gauge para Al, (x) dada por (2.89), asi como (2.82) y (2.83), se tiene que

5L, = e2(5A# (x))A�035(x)¢(x)¢'(x) + e2A}402(x)(5A"(x))¢(x)¢'(x)+

e�030A.(x>A�034<x)(6¢(x>)¢�030(x>+e�035A,<x>A�035<x)¢<x)(6¢'(x)),

5.52 = ez[%B�035A(x)jA�034(x)¢(x)¢'(x)+e2/1�034(x)£%6"A(x)j¢(x)¢'(x)+

92/1,, (X)/1" (x)( �0241'/\(x)¢(x))¢' (X) + 82/1,, (I)/1�035(x)¢(x)(I'/\(x)¢' (16)),

64 = e(a,,A<x>)A�035<x>¢(x>'¢'<x>+ eA,. <x>(a�035A<x>)¢(x)¢�030<x>,

6L, = eg..,(a�034A<x>)g"�035A,<x)¢<x>¢�030(x>+ eA. <x)(a*�030A<x>)¢(x)¢'(x),

M, = e6�031«(a�034A<x))A,<x)¢<x>¢'<x)+eA,,<x>(a�034A(x))¢<x>¢'<x>, 2

5L, = 2e¢(x)¢'(x)(6"A(x))A#(x). (2.93)
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Observemos que este ténnino es igual a (2.92) pero con el signo cambiado, asi de (2.92) y

(2.93), tenemos que:

6L+5L, +6132 = 0.

Por lo tanto, la nueva densidad lagrangiana total, dada por L + L, +LZ, es ahora invariante

sobre transfonnacién de gauge local. Por otro lado, como introducimos un campo extra Ay (x)

el cual se acopla a la corriente J" , necesitamos tener en la densidad lagrangiana total una que

contenga sélo a1 campo de gauge AN) y que ademés sea invariante de gauge, es decir, sin

acoplamientos con los campos ¢(x) y ¢'(x). De esta manera, defmimos el rotacional del

campo A�035(x)como:

F,y=5..Av(x)-6VA,(x)- (2-94)

Es inmediato veri}401carque esta expresién es invariante sobre (2.89), es decir

13; = 6�035AL(x)�024a,A;(x),

F�030;= BHE/1.,(x) + l0,A(x)j �0246,(A,(x)+16,/\(x)j 3
�254 8

FL = 3,.AV(x) - 5V-4,.(x)=

Fljv = FM .

Considerando la de}402nicién(2.94) construimos la densidad lagrangiana asociada al campo

A�035(x)como:

-C, =�024%F""F,y, (2.95)

donde el factor �024}esnecesario porque pennite obtener las ecuaciones de Maxwell no

homogéneas a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. De esta manera, sumando todas las

densidades lagrangianas, obtenemos la densidad lagrangiana total, dada por:

L7 =(6,,¢<x)Xa�035¢�030(x>)�024m2¢(x)¢'(x)�024eJ�034A,(x>+ e2A;1(x)A#(x)¢(x)¢'(x)�024%F�035vF;lV!
que se puede reescribir como

Ly =(a,¢<x))(a�035¢'<x>)�024m2¢(x>¢'<x> ~ ez'(¢'(x>6"¢<x> �024¢<x>a�034¢�030<x>)A#(x> +

82/1#(x)A�035(x)¢(x)¢'(X) -%F�034"F,,V,

L, =(a,,¢<x>)(a"¢' <x>)�024ml¢<x>¢'<x> �024ez'¢'<x>g�034�034(a,,¢<x>)gwA�034<x>+

z'e¢<x)(a"¢'(x))A#(x) +e2Ay(x)A}402(x)¢(x)¢t(x)�024%F�035VF;4y!

£1 =<a#¢(x)Xa#¢�030(x))~m2¢(x)¢.(x)_ei5a}402¢.(x)(aa¢(x))A}402(x)+

ie¢(x>(a�035¢'<x>)A,,(x)+e2A�035<x)A�035<x)¢<x>¢�030<x>�024%F�035�031F#,
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£7 =(au¢<x> + ieA,<x)¢<x>)(a"¢'<x> �024ieA"<x>¢�030<x))�024mZ¢<x>¢�030(x) �024%F�035vF}402V'

Para que la densidad lagrangiana sea més general posible, vamos a considerar fuentes extemas

j y j�030acopladas a los campos ¢'(x) y ¢(x), respectivamente, y el campo de gauge A# (x)

acoplado a j , por lo tanto se tiene

L1�031= (am) + ieA,(x> ¢<x>)(a"¢'<x> �024ieA"<x)¢'<x>)�024m2¢<x> ¢' (x) �024% F""F,, �024

j.¢(x)_j¢(x)_j#Ay(x)' (2.96)

For otro lado, si consideramos la densidad lagrangiana original, es decir

L (¢<x>,a#¢<x>;¢'<x>,a�034¢'(x) )= (a,¢<x)Xa�035¢�030<x>)�024m�031¢<x>¢'00,
con (2.96) observamos que 6�035¢(x)es reemplazado por 6#¢(x)+ieAu(x)¢(x), asi podemos

de}401nir:

D�035¢(x)= a,¢(x) + ieA/J (x) ¢(x) = (ay + ie/1�030,(x))¢(x) ,

y de la misma manera,

D�034¢'<x>= a�034¢�030<x>�024z'eA�034<x)M) = (a# �024z�030eA"<x>)¢'(x>.

Estas expresiones son conocidas como el Acoplamiento minimo o Derivada covariante de los

campos ¢(x) y ¢'(x) , respectivamente. Debemos mencionar que diferente de Bu¢(x) y

6"¢'(x), D#¢(x) y D�034¢'(x)Sc transfonnan en forma covariante sobre una transformacién de

gauge local, es decir

6(D,¢<x>) = �024iA(x>D,¢<x> ,

5(D*�030¢�030(x)) = iA(x) D"¢'(x).

De esta manera, la densidad lagrangiana total e invariante frente a transformacién de gauge

local, es dada por:

L1 =(D,.¢(X)XD�035¢'(x))-m2¢(X)¢' (X) - % F�031"F,.V�024J"¢(x) - 1'¢(X)- f"A,,(x)-

2. Demuestre la ecuacién (2.3) si q,.(t) �024>q,(t) + 6q,(t), q,(t) �024>q,(:) + 6q,(t) y, 6q1(t1) = 0

Y 5 q.(�0312)= 0 -

Solucién

Determinando la variacién de la accién, a saber

6S[q,�024<z>]= S[q,-(I) + 6q,<r>]�024S[q.<r>],
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'1 aL aL d
5S[¢I;(f)]= df('?5<1.(I)+�024.�024�0245q.»(7)jv (2-97)

I, aqm aq,<r> dr
pero como

L

1 £54. =a�024.15q.~+5Bi q,(t),
dz�0306(1, Bqi dt dt aq,

tenemos que

�030 L

a�024�030.iaq.=1 $57: -1 1. am,
aq, dt d! aq, dr aq,

entonces (2.97) es dado por

I I
2 d I d

6S[q.<r>]=Jdr �024aL�0246q.<r>�024�024�024�030.9�030�024aqm +jdr�024-éiaqr ,
,, 5q,(t) dr 6q,(r) . ,, d! 59.0)

aL d aL aL .,
6S[q.<r>]= Id�031*~~ .�024aqr<r)+�024.�0246q.-|,,

,, aq.<r> dr aq.(r) Mr) '
y como 6 q,(t,) = 0, 5q,(t2) = 0 y 5 q, (t) es arbitrario, se obtiene:

i 5�031_L_3_L _ 0 '
dr aq. aq, '

2.7.1 Problemas propuestos .

1. Considere que la densidad lagrangiana para un campo escalar es dada por

L = §(a.¢Xa"¢)�024V<¢>v �034°"dev<¢)=�024§m1¢2+a¢~

a. derive la ecuacién de movimiento para el campo ¢ ,

b. gra}401queel potencial V(¢) y determine el valor de ¢ = ¢0 con (15 > 0 el cual es un

minimo de estabilidad de V(¢),

c. derive expresiones para el tensor energ1'a�024momentoy la densidad Hamiltoniana.

2. Considere la densidad lagrangiana L = %(¢'r?,¢ �024(6,¢')¢)�0242i(6,¢'X6,¢).

m

a. Encuentre la ecuacién de movimiento.

b. Encuentre el tensor energia-momento.

3. Demuestre que <9_°�031+ ad, £9 + V Q = O corresponde a la ecuacién de movimiento para un
at 6x Bx}

campo escalar �030Pcuya densidad lagrangiana es L = $4311», +%\yj _ gnpfx , donde (kg.

4. Dada las transformaciones in}401nitesimalespara el campo y las coordenadas,

¢'(x) = ¢(x) +5¢(x) y x"�030= x�034+ 5x�034, demuestre
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a. A¢(x) = 5¢(x) + (a�035¢)ax#,donde A¢(x) = ¢'(x') �024¢(x)es la variacién total del

campo,

b. 6�035= 6;.

5. Para un campo escalar real ¢ , que satisface la ecuacién de Klein-Gordon en la ausencia de

. . ., 1 Z . .
cualquier mteraccion L = §(6#¢X6�034¢)�024m7¢2�024V(¢)�024}¢, donde J es una constante,

derive las ecuaciones de movimiento.

6. Para las siguientes densidades lagrangianas derive las ecuaciones de movimiento:

a. Para un campo escalar real ¢ , que satisface la ecuacién de Klein-Gordon en la ausencia

de cualquier mteraccion L(¢,6�035¢,})=H¢X6�034¢)�024m2¢2)�024V(¢)�024}¢, donde 1 es

una constante.

b. Para un campo escalar complejo ¢ L(¢,6#¢,¢',6�034¢�030)=(6#¢X6"¢')�024mz¢'2.

7. Consideremos una densidad lagrangiana con dos fuentes externas j y j�030acopladas con

los campos ¢ y ¢' respectivamente y el campo de gauge A acoplado con j . Si

. . . 1 . .

L = (5,.¢ + ieA,.¢X5"¢ -ieA"¢ )-.#2¢¢ - ZF,,..F"" - 1 ¢ - J'¢ - J'�035A,,,encuentre las

ecuaciones de movimiento de los campos 51} y ¢' .
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CAPITULO Ill

CUANTIZACION DE CAMPOS LIBRES

3.1 INTRODUCCION

La necesidad de estudiar fenémenos cuénticos relacionados con la radiacién, llevo a la idea de

cuantizar los campos, siendo histc')ricamente el primero de ellos el campo electromagnético. La

teoria que se obtuvo es conocida como electrodinémica cuémica y el cuanto dc radiacién

asociado con el campo electromagnético es el fotén. En la actualidad todas las particulas

elementales pueden ser descritas en téxminos de cuantos de sus campos asociados. Existen dos

formas de realizar la cuantizacién de los campos, la primera es considerando las relaciones de

conmutacién conocidas de la mecanica cuéntica y la segunda via las integrales de camino�030

En la naturaleza existen dos tipos de familias de particulas bien diferenciadas, a saber los

llamados bosones y fermiones. El primero de ellos son particulas cuyo espin es entero y los

segundos espin semientero. Asi, cuando se va a cuantizar bosones se consideran las relaciones

. de relaciones dc conmutapién dc Heisenberg. Para el caso de fermiones se consideran las

relaciones de anticonmutacidn.

Cuando se éonsideré la ecuacién relativista de Klein�024Gordonpara que describa el

comportamiento de una sola particula se encontraron ciertas di}401cultades,aparecen soluciones

dc energia negativa y la corriente de probabilidad no es de}401nidapositiva. tal como ocurre en la

mecénica cuéntica. Por estas razones la ecuacién relativista de Klein-Gordon fue dejada de

' lado, en realidad debido a estas problemas fue el motivo por la cual Dirac dedujo la ecuacion

que Ileva su nombre. Posteriormente, la di}401cultadpresentada fue solucionada por Dirac,

descubriendo que cada particula tiene asociada una antiparticula.

En la cuantizacién de los campos el modelo que se toma en cuenta es de| oscilador arménico.

En ella, una nueva interpretacién de los campos clésicos es realizada, a saber ellos son

considerados como operadores de campo, de tal manera que ahora los coe}401cientesde las

soluciones son interpretados como operadores, siendo uno el de creacién de particula y el otro

de aniquilacién de las mismas. 0 en caso contrario pueden ser operadores de creacién y

V . aniquilacién de las antiparticulas. Este procedimiento es conocido como Segunda

Cuantizacién.

3.2 �030 CAMPOS ESCALARES

En esta seccién vamos a considerar la ecuacién de Klein-Gordon dcscrita por un campo escalar

real ¢(x). Como estudiamos en el capitulo anterior, para determinar la dinamica del referido

campo, consideramos Ia densidad lagrangiana

L_1(a X,:)m22 .
-3 �034�254155 ¢ �024�024;¢~ (31)

cuya ecuacién de movimiento es dada por (2.34), es decir

(a"a�034+ n}401)¢(x)= 0. (3.2)



Asimismo, para determinar Ia energia del campo de Klein-Gordon, se puede obtener a partir

del tensor energia-momento, de}401nidoen el capitulo anterior, a saber

9'�035= (5"¢)(3"¢) �024g�034"L,

y la densidad de energia es dada por

1 �030Z1 - ml
®°° =�024+�024V2+�0242.

2 ¢ 2 ¢ 2 ¢

Por otro lado, como la energia (hamiltoniano) es

H = I0wd3x,

entonces,

H = j§(<ao¢)2 +W + m2¢2>d3x.

Observe que la energia es de}401nidapositiva. En este caso no surge el problema de soluciones

con energia negativa.

La solucién de la ecuacién (3.2) es

¢(x) = IL(ae""" +be"�034)
(27r)32w,(

donde los coe}401cientesde la expansién son arbitrarios, wk = W?�031+m7 y la medida en el

integrando es elegida de tal manera que sea un invariante relativista.

Como mencionamos anteriormente, en el método de segunda cuantizacién una hueva

interpretacién tiene el campo escalax ¢(x) , a saber es un operador de campo, en consecuencia

como la bases, dadas por las exponenciales, no pueden tener esta caracteristica, son los

coe}402cientesque tendrén cl carécter de operadores, asi la solucién es dada por

A d3k . _ ,�034�031\ ,0,
¢(x)= �024-�024�024�024é(a(k)e' +a�030(k)e' ). (3.3)

I (27r)32aJk

A continuacién imponemos las relaciones de conmutaciénz

[¢(2,z),n(2',:)] = :5�031(2 �0243?�031),

[¢<2,r>,¢<2',r)] = 0,

[rr(f,r),7r(f�031,t)]= 0,

donde 7r(3?,t) es elmomento conjugado canénico del campo ¢(x) de}401nidopor

an �030
7z'(x) = .j,

a¢(»c) /Z5,
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que para el caso de la densidad Iagrangiana dada por (3.1) es

#06) = 450�030)~

A continuacién debemos determinar los operadores de creacién y aniquilacién, para esto

de}401nimos

1 vib
me) =Te , (3.4)

((27!) 260;.) 2

el cual forma un conjunto ortonormal, es decir,

f; (x)i5,,f,,(x)d3x = 530? �024IE�031), (3.5)

donde, se ha de}401nido:

/�030<x>5o/<x> = f'(x)(0of(x)) �024(aw (x))f(x)-

De esta manera, sustituyendo (3.4) en (3.3) tenemos que

~ d°k A H .
¢<x> = j�024�024�0243�024�024<a<k>/k(x) + a (km 0:»,

,](2n') 2a)k

para determinar, a partir de esta expresién, los operadores de creacién y aniquilacién,

consideramos (3.5) y obtenemos las siguientes relaciones:

ave) = Id3x\!(2�035)32wk.f1:(x)i5o¢(x)s

a�030(k�031)= jd3x'./(2z:)�0312w,¢(x'):E>0;;,(x').

Continuando con la cuamizacién de campos libres y recordando que estamos considerando el

caso del campo de Klein-Gordon, cuya hamiltoniana es dada por

1 _ 7

H = J§<<a.,¢>2 +V2¢+ m2¢->d3x,

y el campo escalar es

¢(x) = ILE(ae""�030+ be"�034)
(2;z)�0302a;k

donde los coe}401cientesde la expansién, a y b , son arbitrarios; wk = x/IE2 +m2 = k0 y la

medida en el integrando es elegida de tal manera que sea un invariants relativista.

Ademés, en la segunda cuantizacién el campo escalar ¢(x) tiene una nueva interpretacién, a

saber es un operador de campo. Asi, como las exponenciales no pueden tener esta

caracteristica, son los coe}401cientesque tendrzin el carécter de operadores, asi tenemos
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~ (131? . _k, , ,,
¢(x) = 'j(a(k)e ' +a+(/C)?�031)- (3-3)

I (27r)3 Zwk

A continuacién imponemos las relaciones de conmutacién:

[¢()�030c,t),7r(2?',t)]= 1'53 (2 �0247),

[¢<m,¢<x',r>] = 0,

[n<2,z),n<x',r)] = o,
donde 7r(f,t) es el momento conjugado canénico del campo ¢(x) de}401nidopor

7z'(x) = ,

a¢(x)

. nor) = ¢3<x) .

Asimismo, en una teoria cuzintica es necesario de}401nire1 tama}401ode los vectores, el cual es

obtenido a través de un producto intemo en el espacio vectorial de las soluciones de la

ecuacién de Klein-Gordon, dada por

(f,g) = I/�030<x>iéog<x)d3x,

con

1 -.-
fl: (X) =ET�034I�034,

V ((Zn') 260;) 2

(3.4)

v 1 -11:

fk (X) =Ty?

(an) 24¢) 2
el cual forma un conj unto ortonormal, es decir,

_[fk'(x)i5,,f,,(x)d3x = 530? �024IE�031), (3.5)

donde, se ha de}401nido:

f�030(x)5of(x) = f�030(x)(5of(36)) - (aof*(x))f(X)-

De esta manera, sustituyendo (3.4) en (3.3) tenemos que

~ d�031k. .+ .
¢(x> = J�0243<a<k)fk (x) + a (km 0:»,

,/(2n) Zwk

para determinar, a partir de esta expresién, los operadores de creacién y aniquilacién,

consideramos (3.5) y obtenemos las siguientes relaciones:
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doc) = Jd�031xJ<7r?Zf;<x>iéo¢<x>,

a* 0:�031)= Jd�031x'\/&rr>Tw<x'>i5o21.<x'>.

ave) = Jd�031xJi/;<x>iéo¢(x>,

a*<k'> = jd�031x3/i¢<x'>z'éo/k.<x'>.

De las expresiones anteriores, vamos a determinar las relaciones de conmutacién de (3(1?) y

a* (k), es decir

[a(k),a*(k')]= [d�031xJ<mW»I/;(x>z'6u,¢(x)j ¢(x'>i5omx'> �024

Id�031x'}40127>Tm¢(x,)i5o}401'onId3x 1; (x)i5o¢(x)a

[&<k>,a*<k'>]= IWW1/;<x>z�0305.,¢<x>Id�031x�031Ji¢(x')i5o.f:'(xl) �024

Id�031x'~/i¢<x'>i5o/1.<x'>jd�031xx/E/;<x>iéo¢<x),

[a<k>,a*<k'>]= �024<2n)�031jd�031xd�031x'«/}402/;<x><5.,¢(x))¢<x'>5on-(x�031>+

+ (2203 Id3xd3x'J?1?»E¢<x')<é.,/k.<x'>>/;<x)éo¢(x>,

[a<k>,a*<k'>]= �024<2n>�031jd�031xd�031x'J@[/;(x><5o¢<x)),«$<x'>5o/kr<x'>],

[a(k),a*(k')]= �024(27r)3_[d3xd3x'\[41EE><

[ff (X)(5o¢(x)) - (0of{ (x))¢(x), ¢(X')5of,,- (x') �034(5o¢(x'))f.A (x')J»

[a<k>,&*<k'>]= �024<2n>�031Jd�031xd�031x'J�030WZ{[f;<x)(ao¢<x>>,¢<x'>ao/kl<x'>]�024

[/;<x>ao¢<x>,<a.,¢<x'>>/..<x'>]�024[wax<x>>¢<x>,¢<x'>ao/.<x�031>]+kao./�030k.(x))¢(x)v(a0¢(x�031))fk'(x�031)]}>

[a(k>,a*<k'>]= �030(Z703Idsxdaxlw/%{fk.(X)[a0¢(x)»¢(x�031)]6o.71'(X')-

f1:(x)|:ao¢(-x):ao¢(x')1fk'(x,)�034aofk.(x)[¢(x)s¢(x,)]ao}401'(x')+60./;(X)[¢(x):ao¢(x�031)]/1'051)}:

V [a<k>,a* (k'>]= �024<2n>�031Id�031xd�031x'JW{/;<x>[zr<x>,¢<x'>]aofk,<x'>�024

%63



/;<x>[n<x>,n<x'>1n. <x'> - aofk.(x)[¢(x)s¢(x')b0fk�031(xv + 602'; <x>[¢<x>.zr<x'>]f, <x'>},

y como

[¢<2,r), n(2',r)] = i6�031<2�0242'),

[¢<r,r), ¢<2',t>] = 0,

[n(2,z>,n<2',r>] = 0,
entonces,

[&<k>,a*<k'>]= (2:03 Id3xd�031x�031J�030Ww.'<x>5..f..<x')[¢(x>,zr<x'>],

[a(k),a* (k')] = (2n')3 jd3xd�031x'J4_m,aT,/;(x)5of,(x'):a�031(x�0242'),

[a<k).a* <k')]= <2zr>�031J4"aZa7Jd�031x/k'<x)i5on<x>,

ademés, recordando que /2 = k; �024ml, entonces cuando 1? = kg,�031�024m2 y como

wk = x/F-:1? , asi para k = k�031se tiene que wk = m, y asi se obtiene que

[a(k),a* (k')]= (27r)32a),,63(IE �0241?').

Similarmente se puede mostrar que

[a<k),a<k'>]=0, .

l&*(k),&* (k')] = 0. .

Ahora, construimos el operador n}401merode paniculas, de}401nidacomo

A�030/(k)= a�030(k)a(k).

De este modo, se obtiene que

lN<k),N<k'>J= [iv <k)a<k>,a*<k'>a(k'>],

lA7<k>,A7(k')J= 6:�030<k)[&<k),a* (k'>]a(k'> + a* (k')[2z* <k),a<k'>]a(k>,

lN(k>,N(k'>J= 6* <k>[a<k>,a* <k'>]a<k'> �024a�030(k')[a<k'>,a* <k>]a<k>,

[K/(k),1\�030I(k')]=51* (k)(2;;)�0312a;k53(I?�024/2')a(k') �024a* (k�031)(27r)32w,,.5�031(IE �024l?�031)&(k),

[X/(k), J�254r(k')j=&*(k)(27r)�0312a)k¢i(k)�0245* (k)(2;:)3 2az,,&(k),

% 64



[Mk),A�030/(k')j=0.

En consecuencia, los autoestados de los operadores Mk) y Mk�031)se pueden considera: como

una base. Pero es necesario determina: sus autovalores, los cuales vamos a llama: n(k) , asi

Mk)|n(k)) = n(k)| n(k)) .

Ademés, se puede mostrar las siguientes relaciones:

lMk>,a* (k>J= [a*(k)a<k>,a*(k)],

lz\7<k>,a*<k>J= a*<k>[a<k>,a*<k>]+ {a*<k>,a*<k>]a<k>,

lA7(k>,a+(k>J= 21* <k>[a<k>,&* <k>],

[Mk),a* (k)J = a* (k).

De igual manera,

[Mk),a(k)]= �024a(k).

Podemos encontrar

<fv<k>a* (Io �024a�030<k)N<k>>|n(k)) = c�030«*<k>|n<k>>,

N<k>£z* <k>| n(k)) �024a* <k>N(k>| n(k)) = if <k)| n(k)),

1"v<k)2z*(k)\n<k>> �024n<k>a* (k)tn<k>> = or <k>1n<k>)

Mk)a*(k)|n(k)) = (n(k)+1)[1*(k)]n(k)).

La interpretacién de esta expresién dice que si |n(k)) es autoeslado de Mk) con autovalor

n(k), entonces a*(k)|n(k)) también autoestado de Mk) con autovalor (n(k)+1). De la

misma manera,

(N(k>&<k> �024é<k)I�254'(k>>|n<k)>= �024a<k>|n(k)),

1?/<k)a<k>|n(k)> �024a(k>N(k>| n(k)) = �024a<k)|n<k)),

fv<k>a<k)| n(k)) �024n<k>a<k)|n<k>) = �024iz<k>1n<k)>

N<k>zz<k>\ n(k)) = (n(k) �0241)a<k>|n<k)>,
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entonces, si ]n(k)) es autoestado de 190:) con autovalor n(k), entonces &(k)|n(k)> también

autoestado de AA/(k) con autovalor (n(k)�0241).

Por otro lado, si interpretamos a AA/(k) como un operador n}401merode particula entonces su

autovalor n(k) representa el numero de particulas, asi E2�030(k)[n(k)> tiene una particula mas, es

decir crea una particula. Para el otro caso, &(k)|n(k)) disminuye en uno el n}401merode

particulas, a saber (n(k)-1). Por esta razén a Ez�031(k)y Zz(k) se les llama operadores de

creacién y aniquilacién dc particulas, respectivamente.

Ahora, debemos determinar el espectro de energia, dada por

�0301 { �0342 '* * - �034 2 *2 3
H = J; <ao¢<x>> +v¢<x)«v¢(x)+m ¢ (x>}d x.

y como >

. d3k _ . A .

#505) = ~*-�024(a(k)e"'�034+l1*(k)e"�034),
I (27t)�0312a),,

entonces

ao«3(x> = j�024diL<a<k><�024iko>e*�031�034+ av (km >e'**) ,
(27r)32a)k

<ao¢3(x>>�031= j}402~<a<k><�024rko>e*'�035+a*<k><ik.,)e'**)x
(27r)32mk

dsky A I .1 �024:'x ~+ r~r i'x

jfrrzmkl(a(k)(�0241ko)e* +a (k )(zkO)e* ),

~ 61:13:15]?�031 A .. ~ ,-'
(ao¢(x))2 =j(2}402)T{�024a(k>a(k><k..ko)e�034�034+a<k>a (k)(koko)e "*'*�035+

k k�031

a*<k>&<k'>(koka)e�030<*~*�030>*�024a�031vow (k')<k.,k.;)e"***'>�030},

J 3 V v

(6,,¢(x))2 = j {�024&(k)a(k')e"�030***"*+a(k)a*(k')e"'�034""�035+
(271) 4a)ka)k.

&+(k)&(k7)eI(k-k�031)!_ &+(k)a+(kr)e1'(k+k�031)x},

Wu) = J�024i3"�024<z�030z<k)<�024z�030I?)e"*�030+ a*(k><z�030I?>e"*'>,
(27r)32a)k

_ . _ A (131; _ . _
V =%_?______*k__-k �024xkx A-wk-k I/CK

¢<x> ¢<x> I (27193 2% <a( >( 2 )e +a < X: >e >><
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J�030 (&(k') (�024i1E')e-'*'*+ 51* (k�031)(il?�031)e""�030),

(V¢?(x))2 = j%:;ff(;(k';i)}a(k)a(k')e�034�030***'>�030+ a(k)a*(k')e"<*�030*�030>*+

adv (k)&(kI)ei(lc�024k')x_ a+ (kr)e1(k+l(')x }�031

�0302 __ dzk - -Ilcx ~+ an dlkl A I �024ik'x M I ik�031x

<¢<x» �024f#�024(2�035)3Mk <a(k>e + a me )1 �024jwk,<a<k)e + a (k >e ),

(¢3<x>>�031= j~�030£'}402<&<k)e"**+ a*<k>e�030�034)<a<k'>e"**+ 6* <k')e'*">,
(27r)°4a)ka),,

�0302 _ dak dzkl A ~ : �0241(k+k�031)x- ~+ : �024:(I(-k�031)x

<¢<x» �024j-~�024(27r)640% {a<k>a<k >e + a<k>a or )e +

+&+(k)&(k«)e:(k-/ax + &+ (k)&+(kI)ei(Ir+Iz')x},

" dzk 3k'kkI '* " I ~I+�031x A A+ v �024iv�031x
](<9o¢(x))�031d�031x= j La(k)a(k )je <* �034d�031x+ a(k)a (k )J'e <* �034d3x+

+ &"(k)Ez(k�031)J e"***'>*d�030x+a*(k)a*(k')je'�034**�035�030d�030x},

j(aD¢?(x))2d3x = j �024&(k)a(k')e"�030*°**6>'5(IE+ 1?�031)+ a(k)a* (k')e�034<*°'*6"5(/E�024/E�031)+
(27r)°4a)kark.

+ a* (k)zi(k�031)e""°"*"�0356(l?�024I?) + 5* (k)&* (k')e'<*°**6>'5(/E + /E')},

A 3 _

I <ao¢<x))�031d�031x= j%{a(k>a*<k> +a*<k>a<k)},

J'(V¢7(x))2 d�031x= I �024&(k)a(k')je"�030***�031>*d3x+ a(k)a*(k')je"<�035'*'>�030d3x+

a+ (k)a(kI)J�031ei(k�024l;�031)xd3x_ 6+ (kl)-[ei(I(+k')xd3x},

j(V¢3(x))�031dsx = j {�024a(k)a(k')e�034�030*°**6>'a(/Z+ 1E')+ a(k)a* (k')e""�030°"*6"6(IE-1?) +
(27r)54a)ka),,

a* (k)[z(k�031)e""°"�034"�0316(/E�02412') �024a*(k)a*(k')e"*°**6>'5(1E + 1?)},
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3

I <V¢<x>>2d3x = J%{&*(k>a<k> + &*(k>a<k>}

3 3 I

](¢(x))2d32? = ] {a(k)a(k')je"�030***'>*d�0312+ a(k)a* (k')je"<*-*'>*d32 +

+&+(k)&(kr)J�030eI(k�024k')xd3£+a1»(k)&+<kr)J'e|(k+k')xd3f}�031

S 3 I

_[(¢(x))2d3:? =Il7]£�0301�024L{&(k)&(k�031)e""�030�034�035�0305�0356(k+ k')+ a(k)a�030(k')e"�030*n�030*�034'5(1E�024k�031)+
(27r) 4wka>,

+ 5* (k)a(k')e�034*°�030*6>'5(1E�02412') + 12* (k)a+ (k')e"*v**6>'5(1E + 1E')},

~ (131? k
H: �024�024:°'k"k �035k'k,I (make {a( >a ( >+a < M >}

A d3/E k
H = 4 �030*k �030k l ,J(2mk0{a < M >+2}

de esta manera, obtenemos la energia para el caso del campo de K1ein�024Gordon,que en términos I

del operador n}401merode particulas es dado por:

~ d31E k A
H = �024°�024(k) +i}.

I (27r)32k0 {N 2

3.3 CAMPOS DE 1:s1>iN �030/2 I

En la seccién anterior estudiamos la cuantizacién de un campo escalar para particulas de espin

cero. Sin embargo, en la naturaleza existen particulas que tienen un momento angular

intrinseco, Ilamado espin. I

E1 estudio de los campos de espin �030/2considera particulas las cuales satisfacen el principio de

exclusién de Pauli, es decir obedece la estadistica de Fermi-Dirac, dichas particulas son

llamados de fexmiones. De esta manera, queremos determinar e1 espectro de energia asociado

con los campos de Dirac.

Comenzamos considerando la solucién de la ecuacién de Dirac, es decir

013/? m . �024 �024 _-k, ~ �024 �024 ,0,

�031 1/106) = :�024(a,,(k)u"(k)e' +b.I(k)V�035(k)e'),
I (27r)3 kn .12.;

W) = [L231 Z(b.:<I?>}401�034(I?>e'*�030+ a;(I?>v�034<I�254)e*"*�035),
(27?) kc H2
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donde u�034)y v"'2) son los espinores de energia positiva y negativa, respectivamente. _

Asimismo, :3�034(1?) es un operador dc aniquilacién y I;+(I;) es un operador de creacién. El

hamiltoniano es

H=jd�031xa{,

H = jd�0312w*<x>i3w<x),
at

H = ija}402xJL31 Z(a*(1E)u*�034(1E)e'**+1; (1E)v*�035(/E)e""°')x
(277): k0a=I,2 0! a

�25413]? »- '1 «"1 .1 �024:'x �030+�030..z"..:i'x
�030[�024(2�035)3k}4026a®Lz(aa.(k)u(k )(�024zk0)e* +bu,(k)v (k )(zk0)e" ),

d�031/Ed�031/E�031m2 �024 �024 - �024 .H:- d3�024T + k �030k.+nz k 2' kl _.k: 1(lz�024k)xII 4 my kok�030:]a,aZ=1�030£aa(>a,( )u ()u < )< z.,)e +

a; <I�254>b;.<I?')u�034'<I?)v"�031(IE')(ik.;)e"�034*�035�030+ bu(I?)a.,(I?')v*�034(I?>u"�031(IE'><�024iks>e�034�030***'>�030+

bu(lab;(IE')v*"<I?)v"'(I?9<ik.:)e-"*'*"},

d�0311Ed�031E'm2k'_ _ _ ._ T . .- -, .
H: 0 + k �031kl +a k a kl 1(ko�024Iro)Id3�0241(k~k)x_J~�024~(2�035)6rs )aa( )u <)u < )e I xe

a; b;�031(];:)u+u(];)vnz'(EI)ei(lr,,+k,�031,)1J'd3fei(E+l?')i+17�035(E)aa'(E:)v+a (k�030)ua�031(];r)e�024i(ko+k(,)1.[d3fe-I(l?+E�031).i

�024bu(I?)b;.(l?')v�034'(I?)v"'(l?�031)e"("°"�034�035'_{d�031fe"";"?�035},

d�031/Emzla _�024_- - -._ ,H: To d3kr6k_k; + k Ikl m k a kl r(lq,�024kg)1_IO�035),M ( y1a( )a.,< >u <)u < )e

jd3IE'5(IE + IE')a;(IE)12;.(1E')u*�034(1E)v�034�031(IE')e"*°*�0306"+ I d�031IE'6(IE+ 1E')ba(1E)aa,(1E')v*�034(;E)u�034'(/E')e�034<*°**6>'

�024j d�031IE'6(IE�024l?�031)ba(E)bg.(l?')v"�031(l?)v"'(l?�031)e""�030°"�034�035�031

(131; m2k' �024 �024 �024 » �024

H= ?�024,"a;(k)a(,'(k)u�034�031(k)�034(k)-
I an)�031k.,k0 "

a;(I?>b;<�024I�254>u*"(IE>v�034'<�024I�254>e�035�034+b,,(IE>a.,.<�024IE)v*"(IE)u"'(�024I?)e�030�035'*�024b,(I?)b;<I?>v*"<I?)v�034'<I?>}
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d3/Em2k' {_ -5 �024 �024E
H: �024�024:,"a;(k)aa.(k)�0246aa,�024ba(k)b;,(k)�0245, ,

J-(2703 koko mg; m m W

3-

H = jL3�035�031�024E2 a;(k) Zaa.(k)6m,. �024ba(k)Zb;(k)6M,},
(277) kg nr=l_2 zr�031=l,2 a�031=l,2

d3]; mk �024 �024 �024 ~

H: ?�024°�034$(k)l1.,(k)�030ba(k)bZ(k)-
'[(27T)3 ko a=ZI_2{ }

Sin embargo, observamos que esta expresién no es de}401nidapositiva, debido a que el término

ba (I?) b; (/3) contribuye en forma negativa. Para obtener que la contribucién sea positiva,

vamos a de}401nirel producto normal fermiénico, a saber

:ba(]�254)b¢:(];):=_b4:(];)ba<E):
entonces,

H=jd�0312-;u*(x)i3.,/(x);
at �031

o

1131? mk - _ _ _
H=�024�024�024°�034kk+b*kbk,[(2703 kg a=Zm{a.,< >a,,< > ¢.< > a( )}

el cual es de}401nidapositiva.

3.4 CAMPO ELECTROMAGNETICO

En esta seccién, vamos a presentar la cuantizacion del campo electromagnético. Las

componentes de los campos magnético y eléctrico se encuentran de}401nidosen un tensor

antisimétrico

F"/�031= a"A�035�024a/�031A�034.

En general cuantizar campos sin masa presenta di}401cultades,como es el caso del campo

electromagnético, el cual tiene dos componentes independientes, sin embargo es descrito

covariantemente por un 4-vector A�035.Cuando se escoge dos de estas componentes y se

cuantizan, se pierde la covariancia requerida, Sin embargo, para mantener la covariancia, se

tendria dos componentes mzis.

A continuacién presentamos, en analogia a la cuantizacion del campo escalar, la cuantizacién

del campo electrornagnético en dos gauge, a saber de Radiacién y de Lorentz.

GAUGE DE RADIACION

En este caso, se tiene que %7
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¢ = 0,

V . 21 = 0.

Ademés, los momentos conjugados de los campos son .

77" = = 0,
6A0

7:�030=�0303�0244=�024/'1"�0248�031A°=5�030,
6A,

donde L = �024%FMF�030"�031es la densidad lagrangiana del campo electromagnético. Ahora,

imponemos las relaciones de commutacién usuales:

[A�030(f,t),E�031(2',z)j= �024i5�03076�031(5c�030-2�031). (3.6)

Sin embargo, observe que no es consistente con la condicion de radiacion V - /-1 = 0, toda vez

que

[a,A' (i,t),E�031(:',z)j= �024ia,5"5�031(i�0242'),

[6,/1�030(2?,t),E�031(f�031,t)J=�024i6�03163()?�024f'),

[a,A�030(:?,t),E�031(2',z)J¢ 0 .

Por esta razon, debemos reformular las relaciones de commutacion (3.6). Para esto, vamos a

sustituir 5,] por un tensor A�035.de segunda orden, simétrica. Con este }401n,escribimos 53 (2 -2�031)

en su forma integral, asi (3.6) es dada por

[A�030(:?,t),E�031(f�031,t)]=-125�030!�024�02413 je"<�035'>d�0311?.

(270

Ahora, colocando 6�035.dentro de la integral y sustituyéndolo por AU , tenemos

1 �024 -7 - 1 1 �030i�024i' �030[A (x,t),E�031(x ,r)]= _.(2?)3jA'e�030*�030�031d�030k, (3.7)

tomando la divergencia

_ 1 V _ , _
[V-A(i,t),E�031(:?�031,t)]=�024i�024-�024�024[ k�030A")e"�030""�034�031d3k,

(2703 I

y como el lado izquierdo es nulo, entonces el derecho solo se anula con la condicion de

transversalidad para A �030J, es decir
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3 .

Zk,A�035= 0.
i=1

Para determinar A�035observe que el es un tensor y es funcién de las componentes kI . Por otro

lado, tenemos que el tensor més general posible de segundo orden, formado con las

componentes de k es del tipo

A�035= A(I?�031)5�0307+B(l?�031)k�030k".

Ahora imponiendo la condicién de transversalidad, obtenemos

.. �031k/

A�035:6�035�024LE2. (3.8)

Reemplazando (3.8) en (3.7), la relacién de conmutacién es

A i �024 ' �024; - 1 i k/kl 1"-Li�031�030
[A (x,t),E/ (x ,:)]= �024z%j[a�031-75-} �034�031d3k,

ademés, tenemos las reglas de conmutacién usuales

lA�030(2,t>,AJ<2',r>J=0,

[E (i,t),E�031(2',r)j= 0.

Como el gauge de radiacion, que es un subgauge del gauge de Lorentz, entonces por la

condicién de Lorentz

BEA�034= O ,

tenemos que las ecuaciones de Maxwell no homogéneas en el vaclo

DA�035�0246"(6/IA")=0,

son escritas como �030

:1 A�034= 0.

Ademeis, en este gauge, se tiene que �030

¢ = 0,

entonces,

El ,3 = 0.

De esta manera, tenemos una ecuacién de Klein-Gordon sin masa. Podemos escribir sus

soluciones como una combinacién lineal de e�030�035�034y em. Los coe}401cientesdeben ser vectores,

llamados de polarizacién que denotaremos por 5°�031)(k), donde at = 1 y 2. Por la tanto,

2<x> = I Z5�034°(k><a�030�034><k>e"�034+ a�030�034�031�030<k>e'�034>,�031 (3.9)
(Z}402)2/to H2

% 72



y como en el gauge dc radiacién V - /�030I= 0, entonces se tiene

/E - :?�030�034�031(k)= 0.

. ., ., IE �030 _(,,
Por lo tanto, para una d1recc1on de propagaclon W, los vectores .9 (k) son transversales, y

pueden ser escogidos ortonormales, es decir

s�034"�031(k)-§�034">(k)= 5�035.

Como hicimos en le caso de Klein-Gordon, de}401nimoslas }401mcionesde base (fk , fk') y

determinamos los coe}401cientesa�034�035(k)y a�030")*(k)en términos de las funciones fk (x). Asi,

(3.9) es escrita de la siguiente manera

�034 dz]; A�031a 11 a �031u

A<x>={[3Es�030�031<k>(a�030)<k>n(x>+a< > (km 0:» (3.10)
,/(27r) 2ko a=l.2

y como (fk , fk�030)forma un conjunto completo ortonormal, podemos obtener

a�034�035(k)= _[d3f,[(27r)�0312k0}401'(x)i5o§�030�034�031(k)~ }1(x),

at�035(k) = �024_[d32,/(2n)�0312k,, fk (x)i50E�034�035(k)�02421(x).

A partir de estas expresiones se obtienen las relaciones de conmutacién, dadas por

[a�030"�031(k>,a�030�034"*<k')]=(2«r)�0312k.,«a.,r«33(IE�024IE�031),

la<°�031<k),a�030"�035(k'>J=o,

|_a�030")"(k), am�030(k')j = o.

Para determinar la energia del campo, consideramos

1 _ _ 1 ; _ '
H=§j(E�031+B2)d32=§j(A2+(VxAf)d32, »

y como

. (vx/3)? =�024Z-V2/3

entonces

1 4 _ _.

H=§j(A�030�024A~v�031A)d32. (3.11)

Reemplazando (3.10) en (3.11), obtenemos
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k d3k +
H =�031°T(a�030�034>(k)a�030�035>*(k)+a�030�035�031(k)a"")(k)).

El (2;r)34k,,

Adernés, con la }401nalidadde evitar la divergencia de la energla del vacio, hacemos un

ordenamiento normal de los operadores, asi el hamiltoniano se reduce a

k :13]? +

3 H I= °j(a�030"�031(k)a�034"(k)),
a=zuI(27r)32k0

que representa la energia total del campo electromagnético.

GAUGE DE LORENTZ

En este caso, la covariancia es mantenida. Asi, las 4 componentes de A# y H�034son

consideradas y obedecen las siguientes relaciones de conmutacién covariante

[A#(x),nV(x')]= �024igW§3(f�0242'), (3.12)

|_A/1(x)�031AV(x�031)J:0,

[n,,(x),nV(x�031)j= 0,

donde gM es el tensor métrico de Minkowski.

Por otro lado, el campo A /1 es dado por

Am) =[iii Za:<k)(a*(k>e"*�030+ a�030*<k)e�030*°�030),
(277) zko a:l,2,3

en este caso, los cuatro 4-vectores de polarizacion 8(0) , 8(1) , 8(2) y 5(3) son invariantes de

Lorentz, 8(0) es tipo tiempo y 8(1), am y 8(3) son tipo espacio que satisfacen:

8(2) ,su�031)= gm�0309 _

Ahora, suponemos que el fotén se mueve en la direccién del eje z, asi k�035= (k,0,0,k) y

1 O 0 0

5(0): 0, g(1>=1,£<2>= 0, 5(3): 0�031

O 0 1 0

O 0 0 1

con

k - em) = 0.

Los fotones con polarizacién 8(0) son llamados tipos escalates, con 5(3) longitudinal y con

5�035�031y 5�034)transversales. Ahora, el momento canonico para ,u = 0 , es
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}402y= :Fvo _gyo((,aA.),

ypara v=0 y v=i,setiene

n°=�024A°+v-,2 (3.13)

n" =a'A°�024/'1'. (3.14)

Por otro lado, de la relacién de conmutacién (3.12) para v = 0 y (3.13) obtenemos:

[A#(i,t),I'10(£',t)]= igW§3()? �0242'),

lA�035(J?,t),/.1°(5c",t)J=�024igM,63(f�024a?�031).�030V (3.15)

Para v :2�030y usando (3.14), tenemos

[A�035(;�031c,t),l'I,(2',r)]= ig,,.53 (2 �0242'),

[A,, (x,r),£4' (:',r)]= �024igM53(2 �0242'). (3.16)

For 10 tanto, de (3.15) y (3.16) se tiene una relacién més general, a saber

[AF (f,t), A, (2',z)] = igm}401�031(2 �0242').

Por otro lado, como (fk ,f,,�031)forman un conjunto completo ortonormal, obtenemos

a�030�034(k) = f;<x>iéos�034>"<k>A.(x),

a<�034>*(k)= -�030:1�031j0132,/if, (x):é,gW(k)A, (x).

Las relaciones de conmutacién de los operadores a"�034(k) y am�030(k) , son dadas por

' [am (k),a<'*�030>+(k')]= �0242(27r)3k,g"°'a3 (IE �0241?�031),

la�034)(k),a<"'>(k')J = 0,

[a�030�034>*(k),a�030�034'>*(k')J= 0.

Los operadores de aniquilacién y creacién a(k) y a*(k) para (2 = 1,2,3, es decir, los fotones

longitudinales y transversales, no presentan problemas y se procede de la manera usual. Sin

embargo, la relacién de conmutacién para fotones escalares es

%�031
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[a�030°>(k),a�030�034°�031*(k')]=�0242(2n)3k06�031(IE�024IE�031).

Asimismo, la energia para el fotén escalar es

H = j(A#(x)1'1�035(x)�024L(x))d�0315e,

1 - ~ V _
H = �024EI(A#A�034+(6kAV)(8"A ))d3x,

k d�031l?3 +
H = °j~ (a�034"�035'(k)a(�034�031(k)�024a(°�031(k)a�030°�031(k)).

I (2n)�0312k0

3.5 PROBLEMAS

1. Considerar un campo dc Klein-Gordon real.

a. Obtener las expresiones de los operadores de 4-momento P�034y momento

angular M�034en términos de los operadores de creacién y aniquilacién.

b. Comprobar que P�035y M" satisfacen las reglas de comnutacién de los

generadores del grupo de Poincaré.

2. Suponer que la cuantizacién del campo de Klein-Gordon real, se realiza con

relaciones de anticonmutacién, en Iugar de las relaciones de conmutacién canénica.

Demostrar que dado dos puntos espacios-temporales x�035e y�034separados

espacialmente (x�024y)�031<0, [¢(x),¢(y)]¢ 0, {¢(x),¢(y)}¢0 y por lo tanto no se

satisface en principio de microcausalidad.

3. Considerar un campo de Dirac Iibre. Demostrar que en términos de los operadores de

creacién y aniquilacién, el Hamiltoniano es dado por

H = Zk°(a:<I�254)a,(IE)�024b,(I?)b:(IE>>.
k,r

Interpretar }401sicamenteel resultado suponiendo que se cuantiza con conmutadores o

anticonmutadores.

4. Comprobar que el operador de densidad dc corriente de la ecuacién de Dirac

J�034(x) = 17/�030(x);/"1//(x), satisface la relacién lJ�034(x),J�034(y)J = 0 , si (x �024y)Z < 0 , como

I requiere el principio de microcausalidad para dos observables situados en puntos del

espacio-tiempo que no estén conectados causalmente.

5. Para la cuantizacién del campo electromagnélico en el gauge de radiacién, derive las

siguientes expresiones:

a�034�035(k)= jd�0312,/(2z:)�0312k,,f;(x)i505<�034>(k). /"1(x),

a@*(k) = �024jd�031i,/(2n)32k0fk (x)i50§"�035(k)~Z(x).
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6. Para la cuantizacién del campo electromagnético en el gauge de Lorentz, derive la

siguiente expresiénz

k £131? 3 +
H = L (a�034�035"(k)a�034�031)(k)�024a�030°�031(k)a�030°�031(k)).

-[ (27r)�031Zko 0:;
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cAPiTULO IV

INTERACCIONES DE CAMPOS

4.1 INTRODUCCION -

Hasta ahora estudiamos la teoria cuéntica de los campos libres. Sin embargo, un estudio ma's

real debe considerar que los campos se encuentran en interaccién. En este caso, las particulas

pueden ser dispersadas, creadas 0 aniquiladas. De esta manera, las ecuaciones de campo que se

deben solucionar son no Iineales.

En la electrodinémica cuéntica, por ejemplo, es muy di}401cilla solucién de ecuaciones de campo

rio homogéneo. No obstame, una solucién aproximada puede ser obtenida a parir de la teoria de

perturbacién en la representacién de interaccién, donde el hamiltoniano del sistema es dividido

en dos partes, una corresponde a los campos libres y la otra a la parte de interaccién. E] término

de interaccién es considerado como una perturbacién, 'si la interaccién es su}401cientementedébil.

4.2 LA MATRIZ S �024

Como mencionamos para estudiar la interaccién de los campos vamos a considerar la

representacién de interaccién y obtener una solucién en serie de perturbacién que permita

describir procesos de colisién. Esta solucién es conocida como la expansién de la matriz S�030

Dicha expansién tiene mucha importancia toda vez que contiene Ia informacién relacionado

con los procesos de colisién, a partir del cual se puede obtener la amplitud de transicién para

un proceso determinado a cualquier orden de la teoria reperturbacién.

A continuacién consideramos la interaccién de campos, para el cual

H = H0 + Hm ,

donde

Him = J-him (/V')d3i = __[/im (x)d3§-

Para determinar la amplitud de transicién desde un estado inicial a otro }401nal,determinamos

<bla(tr)> = <b|eviH(r,�024I,)�030a>,

Iuego, considerando el limite cuando (IV, �024I,.)�024+no, obtenemos

(bl-9|Va> ='Iim~,-.,<b|e*""�035�035"|a>-
la amplitud de transicién de un estado inicial a otro }401nal. �030

4.3 TEORiA DE PERTURBACIONES

Recordando que para estudiar la evolucién temporal de un estado, es posible efectuarla a través

del operador de evoluciém temporal U(I,I0), que satisface la siguiente ecuacibn
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8 .
EU(t,to) = �0241H,(t)U(t,t0),

cuya solucién es

U(t,to) = 1 �0242'] H, (1, )U(z1,:o )dz1 .

Ahora, para solucionar esta ecuacién, vamos a considerar el método de iteracién, a saber

Um) =1�024ijH,<r.>dn<1�024ijH,<rz>U<t2,ro)drz>,

continua.ndo

t I I, n

Um) =1�024iJH,<r.>dr.+('i)2IH:(�0311)d�0311_[H1(�0312)d72(1�030i_[H/(t3)U(�0313s�031o)df3)-
'0 '0 '0 '0

Generalizando, se puede obtener la siguiente expresién:

I I 1.

Um) =1�024z'JH,<r.>dr.+<�024z'>2jH,(r,)dr. JH,<r2>dr2 +---
1o '0 '0

I 1. 1,,_,

+(�024i)"jdr,jdr,Jdt,,H,(t1)H,(t2)~--H,(t,,)+--- (4.1)

Para obtener una forma més conveniente, vamos a estudiar la siguiente expresiénz

[2 = _[dtlIHI (t|)H1(t2)dt2 2

'0 '0

entonces,

1 I. I I;

Idr. JH,(r.)H,<r1>dr2 =Idr1[dr1H, (r2 >H, <r.> ,
'0 �030v �030u '11

y si de}402nimos

Idrz jar, =_[dt2_[d1,(E)(t2 �024r,),

donde ®(t2 �024ti) es una funcién paso, asi obtenemos

jdrzjdrl = [41, Idtz,

1,, 2,, 1., t,

por lo tanto

1 I. I 1

12 = jun] [11, (t,)H, (:2 )dt2 =jdt, IH, (:2 )H, (t,)dt2 ,

�030o '0 in 1| /

L
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I I. 1 I -'1 1 r 1

[dz] j H, (t1)H, (r2 )dr2 = §_[dt1J'H,(t1)H, (t2)dt2 + 5]dt, j H, (t2)H, (t1)dr2 . (4.2)
I9 to to 20 _ ID I,

Esta expresién puede ser escrita en forma més compacta. Para esto introducimos el Producto-T

u Ordenador Temporal, el cual es de}401nidopara Bosones y Fermiones, respectivamente, como

, ¢<x>,¢(x'), s: x > x�031
T{¢<x),¢<x)}= , . �0303 °

¢<x >,¢<x>, sz x0 > xo

' ¢(x),¢(x'), six > x'

T{¢<x>,¢<x>}= , . �030,�031°
�024¢<x ),¢<x>, sz x0 > xo

Considerando la primera integral en (4.2), del lado derecho tenemos para t, 2 12

H,(I1)H1(T2) :T{H1(t1)H1(tz)}s

y para la segunda integral cuando t2 2 t,

H,<z2)H,(r1> = T{H, <t2>H,<:t1>} .

Asi, (4.2) es escrito como

I 7 I Y II 1 l

j dt, jH, (t,)H, (marl =5Ia�031t1[IT{H,(t1)H, (t,)}dt2 + IT{H, (5)11, (t,)}dt2j. (4.3)

'0 '0 '0 '0 '1

Sin embargo, es obvio que para el caso de los bosones T{H, (t1)H, (t2)} = T{H, (tl)H, (t1)}. El

caso de los fermiones no representa problemas, debido a que los hamiltoniannos H, (t) en

general tienen siempre pares de fermiones. De esta manera, el intercambio en las posiciones de

HI (t) siempre tiene un n}401meropar de signos negativos. Por lo tanto, tenemos que (4.3), puede

ser escrita como

1 I. 1 t

_[dt] [H, (t1)H, (z2)dz2 = % jdt, jT{H, (:1 )H, (;z)}d:,.
lg lg 10 10

Esta férmula puede ser generalizada para n factores del hamiltoniano de interacci('>n,�030asaber

I /1 V.,.�030 1 I I I

Jdr.Idr2--- Jdr�035H,<r1>--»H,<rn>=;JdrJdr2-~-Jdr"T{H,<r.>---Hm},
I0 1., to '10 10 10

d0ndet]>t2>t,>~~~>z�030". V

Usando los resultados anteriores, (4.1) puede ser escrita como

.2 (_1.)2 : I,

U(t,z0) = 1 �024z_[dt1T{H,(t1)}+TJ'dt1J'dt2T{H,(t,)H,(t2)}+«..+
to ' ID ID
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Jfffdnldrz Idr,T{H,(r1>.~-H, <r,)}+--~
' la 20 20

o podemos expresarla de la siguiente manera

_, _. .. 2 ' 1

Um) = T[1+ Z%Idr.Idr2 Ida {H,<r. >H, <tz)- - ~H. cm], (4.4)
"=1 �030lo 1,, to

En fonna més compacta, es dada por

�024:J"H,<:.>-ix.

U(r,to) =Te '° . (4.5)

Asimismo, podemos rescribir la forma de U(t,tu) en términos de la densidad hamiltoniana de

interaccién h, (x) , es decir

H, = jh, (x)d32?

donde la integracién es sobre todo el espacio.

Luego en (4.4), tenemos

Q _. ,. 1 ' 1

A U(t,t0) = T[1+Z%jdr1jdx, jar�035{[h,(x,)d�031£,_[h,(x2)d35c�0302h,(x,,)d�031i,,
"=1 ' to to 1,,

o

:0 _. n r ' 1

U(t,t,,) = T[1+ zLn�031?�024jd"x1jd�030x3-.-jd�034x"{h,(x1)h,(x2)---h,(xn)}j,(4.6)
"=1 ' to in lo

con d"x = d3fdt .

Por lo tanto (4.5) puede ser escrita como

. -.:[h,(x).1�030x

U(t,to)=Te '0 .

Por otro lado, si el estado inicial es }401jadopara to �024>no y el estado }401nalpara t -9 oo , entonces

la amplitud de probabilidad para que el sistema realice una transicién de un estado inicial a un

estado }401nal,es dada por

V 5.; = (f I0(°°,*=°>| 1') :
llamada amplitud de dispersién o elemento de matriz S, la cual es obtenida dc (4.6)

S = U<�024oo,oo>= 1+ 2% jd�030x]Id�030x2'[d4xnT{h1(xl)h](x1)'�035h[(xn)}'(4.7)
r-:1 - 4, 4° _.=o E
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En esta ecuacién podemos observar que la matriz S contiene el término Ilamado de autoenergia

correspondiente al pn'mer ténnino 1, el cual esté presente mismo en el caso de paniculas que

no se encuentran en interaccién.

4.4 DESARROLLO DE LA MATRIZ S

La ecuacién (4.7) con producto temporal no es adecuado para realizar célculos de dispersién.

Una ma.nera descubierta por Wick es descomponer los productos temporales ordenados en

producto normalmente ordenados, en el cual todos los operadores de interaccién se encuentran

a la derecha de todos los operadores de creaeién.

La identidad més trivial es

T{¢,.<x]>} =: ms.) :,

Para obtener un producto de tiempo ordenado de dos campos, multiplicamos la expresién

anterior por la derecha por un operador de campo arbitraria ¢B (xz) , esto es

T{¢A <x1>}¢,, (xi) = rm (x1)¢5(x2)} =: 75.4 (x1) :¢B (x2),
Pero como cualquier campo ¢(x) puede ser escrito como

¢(x) =¢*(x)+¢'(x),

entonces

T{¢A (X1 )¢B 052)} = (X1 (x2)+ ¢,: (xi (xz ) + ¢; (xl)¢t; (X2 ) + (X1 (X2 ) v (43)

donde todos los términos excepto ¢;(x1)¢ �0303 (x2) estaln ordenados normalmente

Este término puede ser ordenado normalmente conmutando (0 anticonmutando) ¢,; (x2) con

gt; (x, ) , usando las relaciones

l¢Z (xi ), ¢§ (X2 )1, = 41*} (X. )¢E (mi #55 (X2 )¢I (X1) = (4-9)

donde el signo (-) es usado para el caso de bosones y (+) para fermiones.

Observemos que (4.9) es una funcién C-n}401mero,porque puede ser expresado en términos del

valor esperado del vacio del ordenamiento temporal de los campos ¢A (x,) y 45,, (x2), es decir

para 11 > (2 , tenemos

[¢.:(xl)5¢1;(x2)L =<0|T{¢,,<x1>¢,,(x2>lo). (4.10)

Sustituyendo (4.9) en (4.8), obtenemos

T{¢A (X1 W19 (X2 = (xi (X2 ) + ¢.; (xx (X2) + (xx )s¢z; (x2)L i 45:; (X2 (xi ) +¢,; (xx (x2) 2

o

T{¢A(x1)¢B(x2)} == ¢A(xl)¢B(x2) : +<0|T{¢A(x1)¢B(x2)}|0>' (4.11)
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En la ecuacién (4.11) podemos perrnutar ¢A(x1) y 455 (xz), pero por la de}401niciénde los

productos ordenados normal y temporal esta ecuacién es invariants sobre permutacién, por lo

tanto (4.11) es una relacién valida en general.

Para obtener la descomposicién del producto-T, de T{¢A (x, )¢H (x2 )¢C (x3)} multiplicamos

(4.11) por la derecha por ¢C (x3) y considerando tl > :2 >13, obtenemos la siguiente expresién:

T{¢A(xn)¢a(x2)¢c(x3)} =: in (x1)¢s(x2) : ¢c (x, > + <0iT{¢A (x1)¢E (x2 >} 0)¢c (x3).

Descomponiendo ¢C (x3) en sus panes de frecuencias positivas y negativas, y sustituyendo en

el primer término del lado derecho de la ecuacién anterior, obtenemos

T{¢A (xi )¢B (xz )¢c (X3 :3 ¢.4 (xl )¢5 (X2) 3 (x3 )+ 3 ¢.4 (xx )¢a (X2) 3 (x3) +

<0iT{¢A (x1)¢B(x2)}0>¢C(x3)'

El primer término del lado derecho esté ordenado normalmente, pero e1 segundo término no.

Para que sea ordenado normalmente, conmutamos (0 anticonrnutamos) sucesivamente ¢C (x3)

T{¢,4 (X1 )¢B (xz )¢C (X3 :3 ¢A (xi )¢s (xz )¢c (X3) 3 +¢.4 (x1)<0|T{¢B (xz )¢c (x3)}i 0) +

¢B(x2)<0iT{¢A <x1>¢c txn}401o)+ ¢c (x3)<0iT{¢A <x1>¢,, (x2)ii0>a
para t, >t2 > t3.

De esta manera, podemos generalizar para ti factores, a saber

T{¢A(x1)¢B(x2)'"¢N(xn)}=i¢A(x1)¢B(x2)"'¢iv(xn):+¢,4(x1)"'¢N(xn)<0iT{¢B(x2)¢c(x3)}iO>+

¢B(x2)."¢N(xn)<OlT{¢A(X1)¢C(x3)}0>+¢C(x3)"'¢N(xn)<0iT{¢A(xl)¢B(x2)}i0>+'" <4.12>

Es decir, la suma del lado derecho contiene todos los posibles conjuntos entre pares

de operadores. Esta relacién es llamada e1 Teorema de Wick.

4.5 PROBLEMAS

1. Demuestre cl Teorema de Wick (ecuacién (4.12)). i

2. Demuestre que el operador de evolucién en la representacién dc interaccién, es

dado por

1 (_i)2 1 fl

U(r,t0) = 1- iJ'dt,T{H,(t,)}+�0242T_[dt,_[dt2T{H,(t,)H, (r2)}+--.+

�030a ' '0 '0
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I I 1

+�024'�024jdt,J'dt,--«jdtnT{H,(r,)--~H,(:n)}+---
7'' A I I00 D

3. Determine el Teorema de Wick en términos de productos normales con una

contraccién, con dos contracciones, con tres contracciones, y asi sucesivamente.
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CAI�031iTULOv . -

DIAGRAMAS DE FEYNMAN

5.1 INTRODUCCION

En este capitulo vamos a estudiar gré}402cosque permiten describirjnteracciones en la

electrodinzimica cuéntica, a saber, los diagramas de Feynman. Desarrollado por Richard

Feynman, permite estudiar las interacciones y propiedades de las particulas subatémicas.

Con este }401n,estudiamos los propagadores para los campos complejos de Klein-Gordon. el

campqde Dirac y el campo electromagnético.

5.2 PROPAGADOR DE FEYNMAN

5.2.1 Propagador del campo complejo dc Klein-Gordon

El campo complejo de Klein-Gordon, que describe particulas cargadas, es descrito por los

siguientes campos:

~ d�031/E. _ A _ V .
¢(x) = �024;(a(k)e""'+b'(k)�254""),

I (2/r)"2w�030.

- d-�030IF ~ �024 . �024
+ = �024:lu ~+k Mu;

¢ (x) j(m.2wk<< e +a < >e >y

donde &(IE), 21* (IE), 50?) y l;*(l?) son los operadores de creacién y aniquilacién de particulas

y antipaniculas, respectivamente.

�030Loscampos é(x) y q3*(x) pueden ser descompuestos paftes de frecuencias positivas y

negativas, es decir

¢3�030(x)= [ia<I?>e"** (5 I)
(2zr)�0302w, �031

' ¢3*<x> = J (I?>e�031*' (5 2)
(27,)-120)�030 �031 '

~ + d�030/E~ A .
V (x)= �024?b(k)e"�035. (5.3)

I(2}402)32wk

~ - d3]? . �024 k+ : + k ,r_ 54
<15 (X) ( )8 ( )

Por otro lado, los operadores 510;), &*(l?)_. 130?) y l;*(lE) salisface-,'n las siguientes relaciones

de commutacién:
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[a(IE),a*(IE')]= (27r)32a2,,63(lE �024I?'), (5.5)

[13(IE),z3* (1?')j= an)�0312a)k63 (IE �024IE�031), (5.6)

l&<IE>,a(I?'>J= 0, (5.7)

[&*(I?),a*<I?'>}= o, (5.8)

lI$<I?),I3(I?'>J= 0, (59)

[13*(1E),13*(IE')]=o. (5.10)

Usando las relaciones ((5.1)-(5.10)), podemos obtener las relaciones dc commutacién

siguientes:

. _ d3/E . . .A . _.
.(x),¢+ (xi) = jie-:.»,(x,,-x.,)e.Hx�024x)�031 (5.11)

b J I (2n)�0312a;,

[<3'<x>,¢*�030<x')]=�024IL3lEe�034�035*�034°�034*"�031e""�034�030i",(5.12)
(27!) 2a),,

b'<x>,¢*�031<x'>J=o,

[é�030(x>,¢*'(x'>J=0.

Imroduciendo las siguientes de}401niciones

,13}; _. . .�024. _,
A+ (x_ xi) = _1- jjem),(xo-xu)e1kv(x�024.r)�031

I (27r)32a)k

d�031IE ~ ,A. _ ; = .jm,(x,,�024x;,)�024:k-(R-E), 5J4
(x x) ;j(2�035)32mke e ( )

podemos expresar (5.1 1) y (5.12) como

[¢3* (x),¢*�030(x')J= m (x �024x'), (5.15)

L23'<x),¢*�030<x')J=iA*<x�024x'>. (5.16)

Ademés, haciendo uso de las defniciones (5.13) y (5.14), podemos obtener otra relacién de

conmutacién, a saber

[$<x),«3* <x'>]= �024i[LEe""�034"�031sen(wk(x0 �024xs», (547)
(277)3wk

Si hacemos uso de la siguiente defmicién, 2%
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1 d3]; :7 2-2' .
A(x�024x)=_IWek�030)sen(a)k(xo �024xD)), (5.18)

entonces (5.17) se reduce a

[¢(x),¢* (x')j= z'A(x �024x�031).

Observamos que A(x�024x�031)es una funcién impar, que satisface la relacién de commutacién

[¢i(x),¢3(x�031)J.Ademés, A(x �024x�031)es una solucién de la ecuacién de Klein-Gordon, a saber

(aya}402+m2)A(x�024x')= 0.

De (5.18) para tiempos iguales tenemos el siguiente resultado:

~ A(x-x�031)=A(2?�024f�031,0)=0. (5.19)

y como A(x�024x')es una funcién invariante dc Lorentz, se puede veri}401carque la ecuacién

(5.19) es valido para todo el intervalo tipo espacio-tiempo, es decir para (x�024x')2< 0 e indica

que los dos campos, con este intervalo de tiempo, conmutan. De esta manera, si el campo es un

observable }401sico,las medidas de los campos en dos puntos, con una separacién tipo espacio no

deben interferir, lo cual es cpnocido como Principio de Causalidad.

I - e'WL-(Xa""'o)

Por otro lado, considerando las ecuac1ones (5.13) ,y (5.14), se puede expresar T

wk

como una integral de contorno en un plano complejo ko, pam 10 cual se toma en cuenta el

teorema de residuos de Cauchy, es decir:

�024m.<x.,�024xe> �030[ku(XU�031Xi))
en 2 J'_;ndk0 ,

2aJk 2727 C+(ko �024-a),()(k0+a)k) 1

donde cl contomo C�031, es dado por la Figura 5.1: ,

FIGURA 5.1

CONTORNO C�031. i

1'1�030kn

,5 = _E
C

in =& R�030"0
C

C�030

Fuente: Autoria propia.

Ademés, tenemos que

k§�024az,f=k�031�024m�031. %
_ I
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Por lo tanto, A�030(x �024�024x�031)se expresa como:

+ I 1 �024ik(x~x")

A (x�024x) = �024:4_[�024e�0243�024�0247d�030k.
(27r) C. k �024m

Asimismo, para el caso A" (x �024x�031), se obtiene la siguiente expresién:

�024 I 1 e-1lz(x-x")

A (X�024X)=-Tj}401dk,

(27!) C. k �024m

donde el contomo C�030se presenta en la Figura 5.2:

FIGURA 5.2

CONTORNO C�030.

In �030in

4
=51 1:: in �031

h C

Fuente: Autoria propia. I _

También, debemos mencionar que la }401mciénA(x�024x�031)puede ser representada por la siguiente

integral�030

I V 1 e�024ik(x�024x")4

A(x�024x)=�024�0244jz�0242dk,
(27!) Cl k �024m

siendo el contorno C, dado por

FIGURA 5.3

CONTORNO C I.

In '9;

�030

t R: E�035

- Fuente: Autoria propia.  
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A continuacién, vamos a estudiar Ia funcién (0 propagador) de Feynman AF, la cual es de

mucha importancia en la teoria cueintica de campos, debido a la utilidad en el desarrollo de la

teoria de perturbacién covariante.

Por otro lado, de (5.15) se puede observax que A*(x�024x�031)puede ser escrita como el valor

esperado del vacio de un producto de dos operadores de campos, es decir: .

iA* (x �024x�031)= (0|¢(x) ¢' (x')| 0) .

De la misma manera, de (5.16) tenemos que A�030(x �024x�031)es dado por:

iA�031(x�024x')= �024(0|¢*(x')¢(x)|0).

Ahora, si de}401nimosel Ordenador Temporal 0 Producto-T como (para bosones)

+ ¢(x)¢" (x'), six > x�031

T{¢<x>,¢ (x3}={ , , _ �030j ",
#5 (x)¢(x), 51 xo > xo

donde esta de}401niciénimplica que los operadores son colocados de manera cronolégica, con el

tiempo creciente de la derecha para la izquierda.

También, considerando la funcién de pasoz

, 1, si x0 > x3

906.; -xo) = . , ,
0, s1 xo >x0

e1P1-oducto-T puede ser escrito como:

T{¢(x),¢+ (x')} = 90% �024X.3)¢(x)¢�031(x') + @(X£ �024Xe )¢+ (x') ¢(x)-

Con estas consideraciones, podemos de}401nirel propagador de Feynman AF como el valor

esperado del vacio del Producto-T, a saber

iAF(x�024x')=(o|T{¢(x)¢*(x')}10). (5.20)

Por lo tanto:

, A+(x�024x'),six >x'
AF(x�024x)= _ I _° ° V. (5.21)

�024A(x�024x), SI xo <x0

SIGNIFICADO DE A F (x �024x�031)

Observemos de (5.20) que pma x0 > xf, , el valor esperado del vacio es dado por

(0[¢(x)¢* (x�031)|0) . De esta manera, se puede pensar que esta expresién representa una particula

que fue creada en 2:�031, propagéndose�030hasta x , donde es aniquilada. En este mismo

razonamiento, para xo < xg , se tiene que el valor esperado del vacio es dado por

<0|¢"(x') ¢(x)|O> , la cual se puede interpretar de manera semejante, es decir, crea una

antiparticula en x se propaga hasta x' donde es aniquilada.
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Estos eventos se pueden representar mediante Ia siguiente Figura:

FIGURA 5.4

(a) x0 > xg, (b) x; > xo

Tempo

-�024--------�024------------9

1:�030
,4 Jr.�031

(U) s�030\�030 /I: -

�030>4
I I

Fuente: Autoria propia.

Las Iineas punteadas representan la propagacién de la particula en la direccién de la }402echa,a

saber, de x�031hasta x o viceversa. For 10 tanto AF(x�024x�031),0 el valor esperado del vacio, se

puede comprender como un propagador que es conocido como el Propagador de Feynman para

las parciculas del campo complejo de Klein-Gordon.

Por otro lado, también es posible representar A ,_. (x �024x�031)en su forma integral, es decir:

1 e�024Ilr(x�024x")

A �024�031= �024�024�024~d�034k, 5.22F()�030x) (m.,CjFk1_m2 < )

donde el contomo CF es el siguiente:

FIGURA 5.5

CONTORNO CF.

1'11 1%»

C1_ at _

+ 0. 1:: 1:,

Fuente: Autoria propia.

Para veri}401carque (5.22) Ileva a (5.20), completamos en el caso x0 > 9:; el contomo CF con el

semiplano inferior y por tanto vamos a obtener que A F (x �024x�031)= N (x �024x�031). Lo mismo sucede
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si x,, < x[,, para la cual completamos cl contomo CF con el semiplano superior y obtenemos

A,.(x�024x')= A'(x�024x').

Debemos mencionar que existe la otra posibilidad, en Iugar de deformar el contomo como en la

Figura 5.6, podemos desplazar los polos una distancia in}401nitesimal5 del eje real y después

que la integracién fuera realizada, se toma s �024�024>O . Asi, se tiene que

kz �024mZ=ko2 -60: �024ir7,

donde 7; = Zmks es una cantidad in}401nitesimal�030La }401guraen este caso; es dada por:

FIGURA 5.6

POLOS DESPLAZADOS.

�030Inii:

C

E

�030 : R: t:,,

to : -3�030f�031)

c

Fuente: Autoria propia.

- de donde

1 e�024xk(x�024x")

A �024�031 =j ea}402k.
�030(xX) (2n)�030C-[kl �024m�031+2»;

Ahora, si de}401nimos

~�024~'�024�024- A (k)
k2 �024m2 +i17 F �031

tenemos

AF (2: �024x�031)= �0241~je"�034*'*">AF(k)d�034k,

. ~ (2704 CF

donde A F (k) es el Propagador de Feynman en el espacio de momento.

5.2.2 Propagador del campo de Dirac I '

E1 campo de Dirac describe paniculas de espin % , y es descrito por los siguientes campos:
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dik m a 41' + a I

I//(x) = jWEa=zL2<b.,<k>u <k>e *�030+ d.<k>v <k>e �030=3,

�024 daé m + -at 1 -2 -1�030

u/(x) =J@R§L;2<b,<k>u me �034+da(k)v one **>,

donde um) y v"�0302�031son los espinores de Dirac de energia positiva y negativa, respectivamente.

En este caso, los campos (//(x) y 1,7(x) pueden ser descompuestos en sus partes de frecuencias

positivas y negativas, es decir

d3]? m -

V/�030(I)=-�024*-ba(k)u"(k)�254"'�034,
IQ�035);kongj

d3]? ' m �024

U/�030(>�254)=j�024d§(k)v"(/<)e�030�035,
[(27203 kl�031)u=Zl,2

(131? m

I/7+(x) = T�024d.,(k)17�034(k)e""'.
I(27r)3 ko E�030,

4131? m

u7'(x)= �024�024b.:<k>z7�034<k>e"�030.
JO�035)!kn E�030: y

Ahora, usando las siguientes relaciones de anticonmutacién:

+ . 3 ko 3 �034�030I{ba(k), 17,. (k )}= (27z') ;a (k �024k )5�034,

+ I 3 k0 3 " "'1{da(k),da,(k )}= (27!) �0245(k �024k)5�034,
m

{b,(k>,b,,(k'>}= o, '

{d.<k>,d.,r(k')}=0,

{lag <k>,b;(k')} = o,

- {d;(k>,d;.<k'>}=. 0. .

Determinamos los siguientes anticonmutadores: _

dz/E m »
* ,�034*' = 1* f�031k_�030.�031k "�031�034, 5.23_ {w. (x) w, (x >} I W), ko ( >u, < >e < )

y como los espinores de Dirac, satisfaéen:
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Zuf (k),7f' (k) = ,

a=l,Z 2m i j

Zvf (k)17/9' (k) =

a=l,2 27" .,-

entonces (5.23) es dado por:

_ d 3}? _.,, _ ..4» , �024 I : ~ pa 1 (x x) 3 r

{u/. (x) w, (x >} (zy , + m),, jT2(2}402)3mke

Ademés, la integral de la ecuacién anterior, puede ser reemplazada por la ecuacién (5.13), es

decir:

{u/I (x),u7; M} = (1.;/}402ap+ m),, A�030(x �024x�031). �030

Si generalizamos, obtenemos:

{W7 <x),u7;<x'>} = is* (x �024x�031), (5.24)
donde

S�030(x�024x')= (iy"6# + m)A"(x�024x').

De la misma manera, usando (5.14), obtenemos para A//" (x) y :7�030(x�031)e1 siguiente resultado:

{g/'(x),¢,7+(x')}= iS'(x �024x�031), (5.25)

con

S'(x�024x')=(iy"6#+m)A�030(x�024x'). L

También, se puede mostrar que

, {c/r<x),«7'(x'>}=o,

{v/*<x>,q7*<x'>}= 0.

Los resultados anteriores, permiten obtener la siguiente relacién, a saber:

{w<x>,u7<x'>} = is<x �024x�031),
donde '

�030 S(x�024x')=S*(x�024x')+S"(x�024x�031).

Asi, sustituyendo en esta ecuacién las formas explicitas de S * (x �024x�031)y S ' (x �024x�031),

obtenemos:



S(xv�024x�031)= (i;/�0346#+ m)A(x - x�031).

Sus formas integrales dc S�030(x �024x�031)y S�030(x �024x�031)son: _

�034k .
, S+(x_x/)=_ 1 4 Id4k e:k(K�024x)�031

(27r) C. k �024m

"k .
s�030(x4x�031)=-(14 '|'d�034k�024�024-�024�024(}/Z �030+ T) e'�034�035>,

(27r) C. k �024In

con los contomos C �030y C�031siendo los mismos del caso de Klein-Gordon.

Por otro lado, para el Propagador Fermiénico dc Feymman, de}401nimosSF de la siguiente -

manera:

is. (x �024x�031)= (0|T{«//(x)!/7(x')}| 0). (5.26)

Ademés, el Producto-T del campo dc Dirac es de}401nidopor:

_ , I//(I)!/7(x'), sf x > x�031
T{w<x>,w(x>}= - , ° ,

"I//(x )<//(x), 51 xo >xo

y cbnsiderando, nuevamente la funcién paso, tenemos:

T{u/(x)!/7(x')} = ®<x., �024x:,>w<x)u7<x') + ®(x.'. �024xo)v7(x�031)u/(x). (5.27)

Asimismo, de (5.25) observamos que

iS�030(x �024x�031)= <0�030;//(x)I7(x�031)|0). (5.28)

De la misma manera, para S �030(x �024x�031)de (5.24) se tiene:

z'S�031(x �024x�031)= �024(0|g7(x')l//(x)|0) . (5.29)

For 10 tanto, usando (5.27), (5.28) y (5.29) en (5.26) obtenemos:

SF(x�024x')=(i;/"By+m)AF(x�024x'), I

y su forma integral es:

; 1 (r}402k+ m) -i x-.r'
sF(x�024x)=__4jd*kD.~e*�030L (5.30)

(27!) C; k �024m + 217

donde la integracién es sobre el eje real �024co < ko < +00, como en la Figura 5.

La integral (5.30) es conocida como el Propagador de Dirac, y en la Figura 7 se presenta el

Propagador del campo de Dirac en términos de los diagramas de Feynman.
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FIGURA 5.7

(a) x,, >x;, PROPAGACION DEL ELECTRON DE x�031HASTA x

(b) x;, > xo, PROPAGACION DEL POSITRON DE x HASTA x�031.

A Tenwo

I x

% R

1' x�031

Fuente: Autoria propia.

Si x0 > x[,, entonces el propagador (5.26) se conviene en (5.28) que puede ser intexpretado

como la creacién de un electrén en x�031,propagéndose hasta x donde es aniquilado. De la

misma manera, si xo < x(�031,,entonces el propagador (5.26) se convierte en (5.29), y puede ser

interpretado como la cmisién de un positrén en X, propagéndose hasta x�031, donde es

aniquilado. ,

Observe, en estos diagramas, que la }402echasobre la Iinea del fermién esté dirigido del punto

asociado al campo y7 en x�031hasta el punto asociado a y/ en x, es decir, se encuentra en la

misma direccién del tiempo para los electrones y direccién opuesta para los positrones.

- 5.2.3 Propagador del campo electromagnético

El campo electromagnético, el cual describe campos de radiacién, es descrito por el siguiente

campo: ,

A.,<x> = I Ze:(k><a�030<k)e"'**+a�034<k>e"*�030>,
(270 Zko /t=0.l,2,3

cuyas partes de frecuencias positivas y negativas son dadas por:

cm?
A;(x) = :�024s"(k)a*(k)e"**, (5.31)

'f(2�035)3Zko /1=§2,3a

(131?
A�030(x)=7 s�030(k)a�030*(k)e"°' (5.32)

a J-(277)) Zko 1=g2,3¢

Ahora, usando las siguientes relaciones de conmutacién: -

[a*(k),a*'*(k')]= �0242(2n)3k0g�034�0315�031(1E�0241?�031),
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la*<k>,a*'<k'>J= 0,

la**<k>,a�034<k'>J=o, '
asi como las ecuaciones (5.31) y (5.32), tenemos ,

[Ag (x),/1; (xI)]= _ga}402J e�024:k(x�024x')�031

(27!) 2%

[A;<x>,A;<x'>]= gap Jie�030*<*'*'>,A
(2703 2a,,

[A;(x),A,:<x'>]= o,

[A;(x),A;(x')J= 0.

De esta manera, tomando en cuenta estas de}401niciones,tenemos que

1131? ,; A 4.
A ,A '=' j'�030*'�030)�024'. 5.33[ a (x) E (x )] zg,,, I (W wk e Sen(a)k (X0 xo » ( >

Més aim, considerando (5.18) la expresién anterior puede ser escrita como:

[A (x). A,, <x'>] = iDa}401(x - x�031),
donde

Da,,(x�024x�031)= �024ga¢,A(x�024x'). (5.34)

Ademés, como la representacién integral dc A(x �024x�031)es dado por �031

_ �024ik(x�024x")

A(x �024x�031)= #4je�0242.2~d�034k,
(27r) C�030k �024m

pero en este caso la masa del campo electromagnético, el fotén tiene masa cero, asi (5.34) es:

Dab (x �024x�031)= 1irl(;l<_ga}401A(x�024x'».

Ahora, siguiendo la metodologia de los casos anteriores, de}401nimosle propagador de Feynman

del fotén de la siguiente manera:

_ m,.,,,, (x �024x�031)= (0|T{Aa (x)/1,? (x')}1 0).

Por lo tanto, siguiendo el mismo procedimiento para el célculo del propagador de Feynman en

el caso del campo complejo dc Klein-Gordon, tenemos que:
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Dm,g(x �024x')= lim(-g.,;Ap(x-x')),
/n�024>0

donde AF (x �024x�031)es dado por

AF(x�024x�031)=Ljg-*<*-*'�034AF(k)d�030k,
(2704 C,

asi AF�035(x �024x�031)puede ser expresado como:

D (x �024x�031)= ~�0241�024�024J'd�030ke"""�034""D(k)
F415 (2704 Fat? �031

con

conocido como el propagador del fotén en el espacio de momento.

La interpretacién }402sicaes similar al caso del campq complejo dc Klein-Gordon y en este caso

e1 propagador de fotén es representado gré}401camentepor:

FIGURA 5.8 �031

PROPAGADOR DEL FOTON.

(a) "
i_;\/\/\,r\/xrw)

Fuente: Autoria iaropia.

5.3 CAUSALIDAD

En la seccién anterior estudiamos los propagadores de Feynman para el campo complejo de

Klein-Gordon, el campo dc Dirac y el campo electromagnético. Ademés, como dichos

propagadores son amplitudes de probabilidades de que una panicula se crea en x�031

propagéndose hasta x donde es aniquilado. Asi, si suponemos que x0 > x; , entonces,

AF<x�024x'>= <0|[¢*(x>,¢�030<x>]0>= <o|¢*<x)¢�030<x'>|o),
implica que surge un problema, a saber, que la probabilidad de propagacién de una particula

desde x�031hasta x con (x �024x�031)2< 0, es decir fuera de su cono de luz, no es cero sino que cae

exponencialmente para distancias grandes.

Por otro lado, es conocido que el principio de causalidad se cumple si el conmutador de dos

campos considerados en puntos separados por un intervalo espacial se anula, es decir

conmutan. Como ejemplo, vamos a determinar el comnutador para el caso del campo complejo

dc Klein-Gordon cuando (x �024x')2 < 0 , a saber:

d3]; . d3 �030'1 ' _ I _ > _ _ _ _

[¢(x),¢*(x)]= jf,)32wk I (2n)3:�034wk'[(a(k)e"** + b�030(k)e"�034),(b(k)e"�031°�030+ a*(k)e"�034
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d3/E d3/E�031 �024 �024 .k y _ �024 _,,+ = ak:a+k �024z(x�024x)+b+k,bkI/((XX)�031[M is (x)] [fugaJ-�024(2�035),2% {I < ) ( >]e [ ( ) < >]e }

[¢<x),¢*(x'>]= <0|¢<x>,¢*<x')|o)�024<o|¢*<x'>¢<x)|o),

[¢<x>,¢<x'>]= A<x�024x'>�024A<x�031�024x>. (5.35)

Esta expresién indica que A(x �024x�031)es la amplitud de probabilidad que una particula creada en

x�031se propague hasta x, mientras que A(x�031�024x)es la amplitud de probabilidad de que una

antiparticula creada en x se propaguc hasta x�031.Asi, si no existieran las antiparticulas se

violaria el principio de causalidad. Es decir, las dos contribuciones son necesarias y. como

tienen Valores idénticos e1 conmutador (5.35) pueden anularse fuera del cono de luz, dc tal

manera que no hay correlacién entre observaciones no conectadas causalmente.

También, debemos indicar que este resultado ha sido posible por que los campos escalares

satisfacen relaciones de conmutacién y no de anticonmutacién, de lo contrario el principio de

causalidad no se habria cumplido. Para el caso de los campos fermiénicos, ellos deben

anticonmutzu para asegurar la Causalidad.

5.4 TEOREMA DE WICK

Como estudiamos en el capitulo 4, el desarrollo de la matriz S llevo a la relacién (4.12), la cual

es conocida como el Teorema de Wick. Este muestra que se puede escribir los productos

temporales de campos como suma de ciertos productos normales de los mismos campos. De

esta manera se puede expandir el operador S en una suma de productos normales, que permite

desarrollar el célculo de sus elementos de matriz.

La expresién encontrada para el Teorema de Wick en el caso de N campos, es dada por:

T{¢A (xi )¢s (X2 �030'¢N (xn :5 ¢A (xl )¢B (X2 ) �030' '¢N (xn) 3+¢,4 (X1 ' '¢1v (xn )<OiTi¢3 (x2)¢c (xl 0) +

¢B(X2)�034�030¢N(xn)<OiT{¢A(x1)¢C(x3)}|0>+¢C(x3)�035'¢N(xn)<0|T{¢A(xl)¢B(x2)}4020>+N.(5.36)

Es decir, el producto temporal de N campos es igual al producto normal de estos campos, mas

la suma de los productos normales donde se ha hecho una contraccién entre cualesquiera dos

de los campos, mas la suma de los productos normales con dos contracciones entre

cualesquiera dos parejas de campos etc. Sin embargo, como estudiamos en la seccién (5.1), las

expresiones dadas para los valores esperados en el vacio representan Ios propagadores de

Feynman. De esta manera, si se considera un proceso donde intervienen campos complejos de

Klein-Gordon, 0 el campo de Dirac 0 del campo electromagnético, los valores esperados deben

ser sustituidos por los correspondientes propagadores de dichos campos.

5.5 DIAGRAMAS DE FEYNMAN

En e_1 capitulo 4 Se obtuvo la expansién de la matriz S en términos de Valores esperados en cl.

vacio de productos de campos en la imagen de interaccién ordenados temporalmente.

Asimismo, en la seccién anterior e1 Teorema de Wick, es decir expresar los términos de la
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expansién S como una suma de productos normal, fue expresado en términos de productos de

propagadores de particulas entre puntos espacios temporales distintos xo ¢ x(�031,.En esta seccién

vamos a calcular el elemento de matriz para un cierto orden de la teoria de perturbacién, lo cual

Ileva a los conocidos diagramas de Feynman, es decir una manera de interpretar los términos

y en la expansién de Wick.

Por ejemplo, del Teorema de Wick para el caso de dos campos, tenemos que

T{¢A(xl)¢B(x2)} =: ¢A(x1)¢B(x2) : +<0lT{¢A (x.)¢,,<x,)}o), (5.37)
y como vimos anteriormente la amplitud <0|T{¢A (x, )¢B (x2 )}]0) es interpretado como el

propagador de Feynman, es decir:

<0|T{¢,. (x1)¢B(x2)}'0> = iAF(x] �024X2):
que describe una particula creada en xz-, propagzindose hasta x1, donde es aniquilada. Asi

(5.37) es escrita como

T{¢,4 <x1)¢3<x2>} == ¢,, cx. >¢3<x2> : +iAF(xl �024X2),
ademés, observando que la diferencia entre T{¢A (x, )¢B (x2)} y 245,, (x,)¢,, (x, ): es una funcién

mimero-c dado por iAF(x, �024x2) entonces si tomamos los valores esperados ambos miembros

en (5.37), tenemos que �030

<0N:¢A(xI)¢B(x2):|0> = 0,

asi,

<0|T{¢A (x1)¢a (xz)}i0) = iAF(xl �030�031�0302)-

De esta manera, una representacién gré}401cade la expresién anterior es:

(o|T{¢.<x,>¢,,<x,>}1o>= x2 -�024�024�024�024~~�024�024-x.

Para el caso de tres campos, tenemos

_T{¢A(x])¢B(x2)¢C(x3)}=: ¢,4(x1)¢5(x2)¢c(-X3) 2 +¢A(x|)<O[T{¢;;(x2)¢c(x3)}l0>+

¢B(x2)<0|T{¢A(xl)¢C(x3)HO) + ¢c(x3)<0|T{¢A(x1)¢a(xz)a0>s
para t, >t2 >t3. A

Ahora, tomando los valores esperados ambos miembros, tenemos que

<01T{¢,4 (x1)¢B(x2)¢C oro}! 0) = (ol :¢A(xl)¢B(xZ)¢C(x3) 3|O)+(0|¢A(x1)�0300X0�031T{¢/;(x2)¢c(x3)}�0300>

+ (om (xz >| 0)<o1T{¢,, (x.)¢c (x,>}1o> +<0|¢c (x3 >| o><oiT{¢,4 <x1>¢5<x2)Ho>, If
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<0�030T{¢A(X1 )¢B (X2 )¢C (X3 O> = 0 5

es decir, en este caso dc tres campos no presenta diagramas de Feynman.

Para el caso de cuatro campos, tenemos

T{¢/1 (X1 )¢B (X2 )¢C (x3 Wu (X4 :3 ¢A (X1 )¢E (X2 )¢C (X3 )¢D (X4) :+¢A (X1 )¢3 (-x2 )(0|T{¢c (x3 )¢D (X4

+ ¢B(x2)¢D(x4)<0|T{¢A(x1)¢C(x3)}�031O>+¢B(x2)¢C(x3)<O|T{¢A(xI)¢D(x4)}�030O>

+ ¢, (x. )¢D(x4 ><o|T{¢,, (xz We om} o> + ¢,, (x1 )¢c (x3 )<O|T{¢E (X2 )¢D <x..>}1o>

+ ¢,, (xl)¢B(x2 ><o\T{¢c (x3 )¢D(x4)}| o> + <0|T{¢A (x. )¢B (x2 >}( 0><0|T{¢c (x3)¢D(x4 >} 0)

+ <o|T{¢,4 (x. >¢c<x;)H 0)<otT{¢B (x2)¢D <x4>}1 o> + <O|T{¢A (x1)¢D(x4)}| o>(o|T{¢B<x2>¢c <x3>}1 0),

asi, tomando los valores esperados ambos miembros, se tiene que

<0lT{¢A(x1)¢B (xzm (x3)¢D (x4>}| o> = (0|T{¢A (xl >¢g (x2 )}1 0><0|T{¢c (x3)¢D(x4 )}| 0)

+ <0|T{¢A(x1)¢c <x3>}1o><o1T{¢B<x2>¢D<x4>}1o> + <O|T{¢A<x1)¢D(x4)}|0)<0|TgB(x2)¢C (x3>}|o>

0 términos de los propagadores de Feynman:

<0|T{¢A(xl)¢B(x2)¢C (x3)¢D(x4)}|0> = iAF(x1 �024x2)iAF(x3�024x4) + iAF(xl �024x,>iAp (x2 �024x4)

+iAF(x1_ x4 )iAF(x2 _ X3) :

cuya representacién grzi}401caes

' <0|T{¢A (x1)¢3(x2)¢c (x3)¢u(x4)}�0300>=

�030I. F2 xi�030 ,1:

= + 5 E +

En el }401ltimogré}401colas Iineas se cruzan pero no se intersecan. De esta manera, se puede

continuar y obtener los diagramas de Feynman considerando més campos. Estos son los

diagramas dc Feynman en el espacio de posiciones.
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5.6 REGLAS DE FEYNMAN

En la seccién anterior presentamos la interpretacion de los propagadores en términos de los

diagramas de Feynman, a saber, para el caso de cuatro campos, cuya representacion gré}401caes

sencilla. Sin embargo, para determinar los elementos de matriz de orden n se debe considerar

todos los diagramas de Feynman posibles de n vértices. En este sentido, el célculo

perturbativo es muy complejo pero se puede obtener una forma sistematica a través de las

reglas de Feynman.

La mejor manera de entender es con un ejemplo sencillo. Ahora bien, como vimos, para el caso

de cuatro campos, se tiene

<0|T{¢,4 (x1)¢3 (xz)¢C (X3 )¢D (X4 0) = iAF (X1 _ x2 )iAr (X3 �035x4)+iAF(x1_ 3�030;)iAr (X2 _ X4)

+iAF(x1'�024X4 )iAr (X2 " x3) a

que representa una suma del producto de dos propagadores de Feynman.

De esta manera, siguiendo con la interpretacion de que el propagador representa la propagacion

de una paxticula, el tercer término del lado derecho se puede entender como un diagrama en el

que todos los puntos xi (i =1,2,3,4) estan conectados a través del pnnto de interaccién. Si

continuamos a ordenes superiores observariamos que solo algunos términos contribuyen, y de

nuevo corresponderian a diagramas en los que todos los puntos estan conectados entre si a

través de interacciones. Es decir, solo los diagramas conexos contribuyen a los procesos de

dispersion. En efecto, el patron que emerge es que las contribuciones a la amplitud de

dispersion se pueden construir orden a orden en los diagramas de Feynman, donde solo

diagramas conexos contribuyen. Las conexiones internas corresponden con las interacciones y

se conocen como vértices. Estos vértices se unen con propagadores para formar el diagrama

completo. Es preferible considerar el espacio de momentos. Siendo mas explicitos, en el caso

que estamos estudiando las reglas en el espacio de momentos son:

a. Dibujaf un diagrama hecho a partir de Iineas que se juntan en vértices con estrictamente 4

segmentos.

b. Asignar un momento k, a cada Iinea.

c. En cada vértice entran 4 momentos. Imponer conservacién del momento en cada Vértice y

a}401adirun factor ii. '

d. For cada Iinea intema a}401adirun propagador de Feynman con el momento correspondiente

1
A (k) = ~�024-�024�024�024.

F k2 �024m2 + i 77

e. Por cada lazo cerrado (loop) a}401adiruna integral al momento corriendo en el loop

1
. �0244jd�030k.

(27!)
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E Multiplicar por el factor de simetria.

En resumen, siguiendo estas reglas podemos calcular en principio a un orden arbitrario en 2.,

ya que cada término en la expansién de la matriz S le corresponde un diagrama.

5.7 PROBLEMAS '

1. Determine, en términos de los propagadores de Feynman, el ordenamiento temporal

para cinco y seis campos respectivamente.

2. Muestre, para el caso de los campos fermiénicos, que ellos satisfacen el principio de

V causalidad. "

3. Considerando las reglas de Feynman, gra}402quelos diagrarnas de Feynman para el caso

de seis campos. -
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CAPITULO Vl�031

PROCESOS ELEMENTALES EN ELECTRODINAMICA CUANTICA

6.1 INTRODUCCION

En este capitulo. comenzamos la aplicacién en Electrodinémica Cuéntica, es decir el estudio de

las interacciones entre el electrén, su antipanicula el positrén y el fotén. De esta manera. el

propésito del presente capitulo es yestudiar los procesos elementales de. interacciones entre las

V paniculas antes referidas en el régimen relativista. Para Io cual, debemos considerar los

diagramas de Feynman.

6.2 REGLAS DE FEYNMAN DE LA ELECTRODINAMICA CUANTICA

Como estudiamos en el capitulo anterior, para determina: los elementos de matriz de orden n

~ de la matriz S debemos considerar todos los diagramas de Feynman posibles de n vértices

que tengan como Iineas externas al lado izquierdo las que correspondan a las particulas

. presentes en el estado inicial y que tengan como Iineas extemas al lado derecho las que

corresponden a las particulas en el estado }401naly a continuacién tomar en cuenta las reglas de

_ Feynman. -

Siguiendo ias reglas de Feynman, Ias consideraciones que se deben tener en cuenta para

obtener los diagramas de Feynman cuando se estudian procesos en Electrodinémica cuantica

son: �030

a. Para cada vértice considerar un factor iey".

b. Para cada Iinea de fotén intemo, se debe considerar el factor,

. . �030ga}401
�030D/«a/:0�030)=In 9

. asi como un momento k , es decir.

Ita
( -3/'\M.~'"-,_,"\_,:"-,_w:"�030\,_/�030W

c. Para cada Iinea intema del fermién, considerar cl factor,

. . . I
:s,�024<p>=:%.

P_.,}�035-m+n7

ademés, un momento p, a saber:

P

O �024�024�024�024j+�024m.

d. Para cada Iinea externa, considerar: ~ _



0 Para cada electron inicial: u,(p) ,

pT.

0 Para cada electron }401nal:17, (p) ,

o 

0 Para cada positron inicial: 17, (p) ,

P -�024%�024<~�024%�024�024¢

0 Para cada positron }401nal:v, (p) ,

o�024:4�024�024�024�024�024�024P

o Para cada fotén inicial: 3", (k)

�030 (a)
In -.;�031\/\f\/\f\j'

0 Para cada fotén }401nal:em (k)

(a). ,r"I;f\f\f\f\_/�030�030E

e. Los factores de espinores para cada Iinea de fermion son ordenados, de tal manera que de

derecha a izquierda, ellos aparecen en la misma secuencia de la Iinea del fermion en la

direccién de la }402echa.

f. Para cada loop cerrado de fermion, se toma en cuenta la traza y se le multiplica por un

factor (-1).

g. Los 4-momentos asociados con las tres 11'neas que se encuentran en cada vértice satisface

la conservacién de energia-momento.
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h. Multiplicar la expresién por un factor de fase 5p el cual es igual a +1 (-1) si el n}401merode

intercambios es par (impax) en 1a»vecindad de los operadores de fermiones requerida para

escribir los operadores de ferrniones en el orden normal correcto.

6.3 PROCESOS ELEMENTALES

En esta seccién iniciamos la aplicacién del Teorema de Wick en la expansién de perturbacién

que llevaré a1 conjunto de todos los posibles elementos (f |S[ 1') de la matriz S , para una

hamiltoniana de interaccién dada.

Para la Electroclinémica Cuéntica la hamiltoniana de imeraccién es dada por:

H, = �024eit/7(x)7�034A,(x)://(x) 2.

De (4.7) consideramos la matriz S expandida como:

s = fl5" ,
n-0

donde

S" 4% [d�030x1Id�030x2_[d4xnT{H1(x1)H1<xZ)"'Hl(xn)}'
n�030�024no �024uo -ca

Para el caso n =1 , tenemos:

S�030= jd�030'x,T{H,(x,)},

5' = Id�030x1T{-e:«z7(xl)7�034A,.(x1)t//(x1):}.

Considerando el Teorema de Wick, tenemos que:

Jd�030x.T{�024e:u7<x. )yllA}1(xI )1//(x.) :}= �024eJd�030x1:V7(xI)7FA;1(xl)�030//(x]):�030

A continuacién escribiendo cada campo en sus frecuencias positivas y negativas, obtenemos:

S�030= �024eId�030x1«7*<x1>r"A;(x1>w�030(xx)+eId�030x]w�030<x.>r"«7*<x.)A;<x.)

�024e Id"x1A,I(x1)v7�031(x.)7�035I//�030(x.)+ eId"x1A,I(x1)u/'(x.)7�035I/7*(x1)
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�024e_[d�034x1l/7�030(x1)7"A,§(x1)w�031(x1)-eId�034x.V7'(x.)7�035!//�030(x.)A;(x1)

�024eId�030x.«/7�030(x1)A;(x.)7�034I//�030(x,)�024eId�030xu/7'(x1)7�035A,j(x1)t//'(x,)

Ahora, considerando los resultados anteriores, se debe hacer la interpretacién de cada una de

estas integrales, los cuales nos 11eva.ra.n a los diagramas dc Feynman. De esta manera, tenemos:

Primera integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xi se aniquila un

positrén, un electrén y un fotén. E1 diagrama correspondiente es:

I FIGURA 6.1 ,

ANIQUILACION DE UN FOTON Y UN PAR.

e_

7 '�031�0301

e�030 �030

Fuente: Autoria propia.

Segunda integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xl se aniquila un

positrén, un fotén y se crea un positrén. E1 diagrama correspondiente es:

I I-�034IIGURA6.2 I ,

ANIQUILACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN POSITRON.

 »

7 X1

Fuente: Autoria propia.

Tercera integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xi se aniquila un

positrén, un electrén y se crea un fotén. El diagrama correspondiente es: M
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I FIGURA 6.3 I

CREACION DE UN FOTON Y ANIQUILACION DE PARES.

. �254-

�031 xi�030 7

e+

Fuente: Autoria propia.

Cuarta integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un

positrén, se crea un positrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

, ' FIGURA 6.4 I V

CREACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN POSITRON.

g 

x1 7

, - Fuente: Autoria propia.

Quinta integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xl se aniquila un

' electrén, un foto'n y se crea un electrén. El diagrama correspondiente es:

_ I FIGURA 6.5 ' ,

ANIQUILACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN ELECTRON.

 I

7 xx

Fuente: Autoria propia.

Sexta integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un

' fotén y se crea un electrén y un positrén. El diagrama correspondiente es: y
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I FIGURA 6.6 ,

ANIQUILACION DE UN FOTON Y CREACION DE PARES.
E-

y .

e+

Fuente: Autoria propia.

Sétima integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un

electrén y se crea un electrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

�031 F[GURA 6.7 I I

= ANIQUILACION Y CREACION DE UN ELECTRON Y UN FOTON.

+£L E

mmx1 7

Fuente: Autoria propia.

Octava integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto xl se crea un

positrén, un electrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

�031 FIGURA 6.8�031

CREACION DE UN FOTON Y UN PAR.

e-

XI 7

8.

Fuente: Autoria propia.

Debemos indicar que�031todos los procesos descritos anteriormente no suceden en la naturaleza,

toda vez que ninguno de ellos conserva la energia y el momento del proceso }401sico,en la cual

se tiene que k2 = 0 para un fotén y p2 = m2 para fermiones. De esta manera, tenemos que

</IS'|i>=0~ E 4%
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A continuacién, vamos a considerar el término a segunda orden en la matriz S, es decir

S2 =�024("i)2ma�030god�030T{H H }2, I 351 X2 1051) 1(x2)

2 (4)2 0° 4 W 4 �024 /4 �024 /3
S =7 Id xl Id x2T{<�024e«/(awA,,(x1)t//(x1))(-ed/(x2)7 Ap(x2)�030//(xz))}-

Usando el Teorema de Wick, en la expresién anterior obtenemos:

- 2 an H:

S2 = Te» fd�034x1I d�030x21I/7(x1)7,lAy(x1)�030//(xl)l/7(x2)71�031A}401(x2)�030//(X2):-

�030e2m 4 Q 4 �024 u ~ /1
�024Idxl Id 3�030:it//(x1)7 A;z(xl)l//(x1)!//(x2)y A,;(x2)u/(x2):-

2! _m _m d

"92 m 4 w 4 �024 p �024 1:
7Id x1 Id x2 It//(x,)7 A�030u(xl)W(x1)l//(X-2)yA,;(x2)«//(x2):-

- _m _w  

�030e2m 4 w 4 �024 11 �024 /1'
7_[d X1 Id X2 3�030//(X07A;,(x1)';V(x1)l/�031(x2)7A/3(x2)'/�031(x2)3�024

. _w _w  1

"92 do 4 no 4 A u �024 /2
7Id x1 Id X2 2-/x<x1)y AI<x1>w<x1)w<x2>y A}402(x2)'/l(x2):_

 *�030j�031

�030B2Q 4 w 4 .�024 u �024 /I .
7Id x1Id x2-I//(x1)7 A#(x1)t//(X1)!//(x2)7 Ap(x2)'//(x2)--

II,

�024Z W xx:

3% -{déxl J-d4x2 3�030/7051)7#A,,(x1)'/�031(x1)�030/7(x2)7}402Ap(x2)�030/�031(x2)3 '

_ �030d? 

__e2 <0 4 a: A j �030I 1 [3

7Id x1Id X23�030//(x1)7Ay(x1)I//(X1);//(xz);' A;;(x2)v/(x2):- (6.1)

'  �031

 ,



La interpretacién de estos términos, nos Ileva a concluir que para el primer caso no representa

ningiin proceso real, de la misma manera que los procesos descritos para n :1, con la

diferencia que ahora es en dos puntos independientes, a saber x] y xz .

La segunda y tercera integral son términos idénticos, el cual se prueba permutando los

operadores

I/7(Xi )7�035A,,(x.)9I/(X.)1/7(Xz)7�035Ap(Xz)W(xz)=
Ti

V7062)7�034A,,(xz)l//(X2)!/7(X.)7�035Ap(xi)l//(Xi)-

Haciendo x1 (�024->x2 en la tercera integral y sumando el resultado con la segunda integral, se

obtiene

S: =�024e1Id�034x.Id�030x2Ii/7(xi)}/AA,�034(xi)�030//(xi)!/7(x1)7}401A}401(x2)l//(x2):.
we �024no T

Esta relacién tiene una contraccién dc fcrmiones, que es dada por el propagador de�030Feynman

para el campo de Dirac y corresponde a un fermién virtual.

Para hacer una interpretacién de la expresién anterior, consideramos primero tz < t, , caso en el

cual podemos imaginar un electrén virtual que se propaga de x2 hasta xl. Ahora, para 11 <12,

indica que un positrén Virtual se propaga de xi hasta x2. Si unimos estos dos casos, tenemos

un fermién virtual que se propaga de x2 (asociado a 17 ) hasta xl (asociado a 1//). Ademés,

tiene dos operadores de fermiones y fotones contraidos. Estos aniquilan 0 cream particulas en

los estados iniciales y }401nales,llamados paniculas extemas. '

A continuacién escribiendo los campos 1/7(x) , 1//(x) y A(x) en sus partes de frecuencias

positivas y negatiVas,'obtenemos:

II/7(x.)7"A,,(x.)1//(16.)!/7(Xz)7�0303A,;(xz)¢//(X2)==
.}401,._,

17+(X1)7!�031/1,:(xi)7pA;(xz)i//+(xz)iSF(xi_x2) _

�024V/_ (752 )�030/7*(xi )7�035/1,:(xl )7}402AI3(X2 )iS[7 (xl _ x2) +

+ WA};(X2)7�035AZ(xi)'/7+(x.)l//*(}¢2)iSF(X1-362)-

- I//_ (X2 )7pA;;(x2)'/7+ (xi )7�035A,:(xi )iSF (xl �024X2) +

+ 7,114,: (xi )7/�031A;;(x2)./7*(xl )�031//+(x2 )[SF (X1 _ X2) _

_W_(x2)7}402A;(xI)V7+(xI)y}402A;(x1)iSF(xl�024x2)+ 7



+7'34;(x1)7"A,Z(x2)!/7+(x1)!//+(X2)iSp(X1-x2)-

-V/'(xz)7�035A,I(xi)7�035A,§(x2)*/7+(X1)l'Sp (X1 -x2)+

+ I/7'(x1)7�035A;(x;)7�035AE(x2)I//+(x2)iSp(X1 �024X2) +

+I/7-(x1)u/�030(x2)7"'A§(X1)7�035A2(x2)iSF (X1 -X2) +

+ I/7'(x1)7�035A,§(x2)7�035AZ.(X1)!//+(X2)i5p (X1 -362) +

+ 1/7�030(X1 )1//'(x2)}'�035A;(x2)7"/1; (X1 )i5} (X1 �024X2) +

+ '47�030(X1 )7"/1,] (I. )7�035/1,?(x2)v/* (x;)1'-5'; (X1 - X2) +

+ I/7�030(X1)7"A,I(x1)I//_(xz)7�035/1,?(xz)iSp(x1- x2)+

. +I/7�030(x1)7�035A,7(x1)7�035A£(xz)'//*(Xz)i5F(x1-x2)+

+L7�030(X.)7�034/1,I(x1)7�035A,E(x2)V/+(x2)iSp(X1-x2)+

+ 1/7" (X1 )7"/1,} (x1)7�035A,§(X2 )1!/" (X; )iSp (X1 - X2 )- (6?)

Como es légico, vamos a escoger de estas expresiones aquellos que describen procesos }401sicos

reales.

DISPERSION COMPTON.

Para estudiar este proceso considez-amass el estado inicial �0301e',17>.Ademés, debemos toma! en

cuenta 1a.parte de frecuencia positiva dc 1//(x2), el cual aniquila el eleqtrén inicial y de lg parte

de frecuencia negativa de u/(xl) que crea el electrén }401nal.Lo mismo para_ A ,1 (x,) y A5 (x2) .

De esta manera, los términos que contribuyen son dados por las siguientes expresiones:

3/ = -92TWX1Td4x2'/7"(x.)7"iSF(x1�024X2)7�035A,I(I1)A,§(x2)l//+(X2),

3,, = �024e�031Td4x1 ]id4x2l/7�031(x1)y�035iSF(xl �024xz)/�031A,;(X2 )A; (x1)g/* (x2) .

Los correspondientes diagramas son: '
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FIGURA 6.9

« DISPERSION COMPTON.

7

7

S, =

x2 x,

e�030 e�031

7

xx

S11 =

e ' �030e '

7

Fuente: Autoria propia.

DISPERSION COMPTON PARA POSITRONES.

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial |1e�030,1y>.Ademés, debemos tomar en

cuenta la parte de frecuencia positiva de 1/7(x2) , el cual aniquila el positrén inicial y de la parte

de frecuencia negativa de 1//(xl) que crea cl positrén }401nal.Lo mismo para A#(x1) y A /, (xz ) .

De esta manera, los términos que contribuyen son dados por las siguientes expresiones:

S111 = �024eZId�034x1Id"x2t//�030(x.>y�035isF(x.�024x2>y"A;<x,>A;<x2)u7*<x2>,

SIV = �024e2I d�030x1Id�030xzv/�031(x.)7�035iSp(x.�024_x2>y�035A,;<x2>A;<x1>z7*(x2>.

Los correspondientes diagramas son: /g
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�031 FIGURA 6.10

DISPERSION COMPTON PARA POSITRONES.

7 7

S111 =

X2 xl

e~ e4�031

7

SIV : X2 xi �030

e. e.

Fuente: Autoria propia.

ANIQUILACION DE PARES

Para estudia: este proceso consideramos el estado inicial ]1e�030,1e�031).

El término que contribuye es dado por la siguiente expresién:

sy = �024e2jwx, _[d4x2A;(xl)7"iS,.(xl �024x, )7"/1,; (x2)1,77�030(x])1/7�030(x2),

E1 correspondiente diagrama es:

1 13



FIGURA 6.11

ANIQUILACION DE PARES.

e* 7

7�030!

SV =

x2

6.

Fuente: 'Autor1'a propia.

CREACION DE PARES

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial [17,1}/> .

E1 término que contribuye es dado por la siguiente expresiénz

sy, = -22 jd�034x,jd�030x2y7'(x,)y�035isF(x,�024x2)y�035z,7*(x2)A;(xl)A,;(x,),

El correspondiente diagrama es:

FIGURA 6.12

CREACION DE PARES.

7 e�030

xi V

Sn : X2

2.

7

Fuente: Autoria propia. W
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A continuacién consideramos el cuarto término de (6.1), a saber:

S; = Tam ]3d�030x23�0307(x1)7/�030(Ag(X1)//(x1)'7(x2)§7pAp(xz)'//(xz)2�030

Observemos que esta expresién tiene cuatro operadores de fermiones no c<;nt1'a1'dos, de esta

manera el proceso que describe es dispersién fermién-fermién. Asimismo, el término de

contfaccién fotén-fotén es el propagadot de fotén.

Como en el caso anterior, escribimos los campos 1/7(x) , gz/(x) y A(x)�031en sus partes de

frecuencias positivas y negativas, es decir:

II7(x1)7�034/4,,(X1 )1//(X1)!/7(x2)7�035A,;(x2)I//(X2)I=

V I/7*(x1)7�035l//+(x1)l/7+(x2)7�035l//+(xz)iDw(x.�024x2)-

_ -I//'(x2)7�0313I/7*(X2)!/7+(x1)7"V(X1)iDw(x1-xz)+

+ I/7�030(x2)7�035I//*(x2)</7*(x1)7�035I//*(x1)iDw(x1 -x2) +

+1/7�030(x2)7�035V/(X2)!/7+(x1)7�035!//+(x1)iDp,,;;(X1-362)-

�030 -I//'(x1)7"l/7+(x1)l/7*(x2)7/31/V(xz)iDp,,/;(x1-362)-

-£1/'(X1)7�035<//(X2)!/7+(x.)7�035l/7+(x2)iDp,,p(x1-x2)+

I/7-062�030)7�034!//�030(X1)1/7*(Xx)7�035t//*(xz)iDp,,p(x1-xz)+

W�031(xl)7�035v7�030(x2)1//�030(x2)7"</7�030(x1)iDp,,,,(x.�024x2)+

.4 977'(x.)7�035AI/*(x.)l/7+(x2)7�035|//�031(x2)iDp,.;(x;-xz)+

V(x.>W'<x2>u7*(x2>y"ux*<x1>iDW(x, �024x2>�024

-I/7�030(X1)7�035!/7'(x2)9I/+(X1)7�035W+(x2)iDp,,,;(X,-x2)+

17-(X1);/ul7_(x2)l//_(x2);/}401t//+(x1)iDF;1/3(x. �024x1>+ �031

I/7�030(X1)7�035l//'(x1)l/7+(Xz)7Bl//*(xz)iDm(x1-xz)~

AZ
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�030171751 )}/�030ll//_(xl)�030//�024(x2)7}402�030/7+(x2)iDFy}401(X1 �024x2 ) +

97- (X1 )7�035W_(x1)�0307_(X2 )7}401'/�031+(X2 )iDF;4,0 (x1 �030x2) '

' I//_(xi)}/#�030l7-(xi)./7-(x2)7}401V/-(X2)iDF;1}402(x1_X2) -

De estas expresiones, escogemos aquellos donde los términos contribuyen a procesos }401sicos

reales, por ejemplo: '

DISPERSION DE MOLLER

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial |1e' ,1e' >.

En este caso, e1 término que contribuye es: �031

e2m4m4�024�024,l�024�024 + p~+ ~
S =3 Id x. Id �031�0302�030/�031(x.)7 w (max (my w (x2)1DF;43(xl_x2)'

Ahora, debido a que los electrones son parliculas idénticas, vamos a identi}401cara los clectrones

iniciales y }402nalescomo 1,2 y 1',2'respec1ivarnente. De esta manera, de la expresién anterior

tenemos cuatro términos que contribuyen al proceso, sin embargo estas cuatro contribuciones

constituyen dos pares que son diferentes por el intercambio de las variables x, <�024>x2. Por lo

tanto, considerando solo uno de estos pares y multiplicando el resultado por 2, tenemos que los

términos que contribuyen son:

V-62:04 $4 �024- ;I�024- + /7 + '
SI = ; Id xl Id xz�030//1'(x1)7 V/2' (x2)'//1 (x|)7 W2 (x2)1Dr;.}401(xx-962):

e2 an 4 no 4 �024�024 ;1�024�024 + }402+ -

S11 = �030EId x1J-d x2�030//1'(x2)}�031'/�0312'(x1)'/�0311(X07 W2 (x2)lDF/,1[i(xl -752)-

Donde, el signo negativa es debido a la estadistica de Fermi, en la cual los campos son

antisimétricos, con la permutacién de los electrones }401nalcs.De esta manera, los

correspondientes diagramas son: >
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Sin embargo, la segunda y tercera integral constituyen un par que son diferentes solo por el

intercambio de las variables de integracién xl <�024>x2 , es decir, representan un mismo diagrama.

Lo mismo sucede con las otras dos integrales. De esta manera, consideramos solo S,, y SW ,

las cuales serén, multiplicadas por 2, obteniéndose:

SV = -92 JId4x1 J-dd-x2�03077(x1)?/FV/-(x2)�030/7+(x2)7}402V/+(x1)iDF,,.p(x1 _ 352) a

S1�031!= e2 Jd�030x.J.d4x2V7_(xx)7�035!//�024(x1)lrl7+(x2)}//31//+(x2)iDrpp(x|�024x2)'

Asi, los correspondientes diagramas son:

FIGURA 6.14

DISPERSION DE BHABA.

e" e�031

xi

S, =

2

3+ 6.

e" e"

SW = X1 2

6+ 9+

Fuente:_Autor1�031apropia.

DISPERSION POSITRON - POSITRON

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial }1e* ,1e�030).

En este caso, el término que contribuye es:

_ 92 W 4 an 4 A u - �024-+ ,/1�024+ .

S �024�0245_Jdx1_Jd w (my «/1 (saw (aw w (x2)lDF;:}402(Xl�024x2>.
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Este caso es similar al estudiado en la dispersién de Moller, de este modo los términos que

contribuyen son:

S1/71 = �024e2[mi I d�030x2w17(x.)7�035r//;(xz)IZ�031(x1)7�035!/72*(x2)iDw(x1�024x2),

SW]! = +e2Jd4x1 _[d4xz'/�03117(xz)7�035'//;(x1)�030/71+(x1)7}402V72+(x2)iDm..p(x1�030X2

Asi�031,los correspondientes diagramas son:

�031 FIGURA 6,.15 I

DISPERSION POSITRON - POSITRON.
1.

XI/

1

SW! :

2 x2 2'

2/

J/
1

Slim:

2 x2

1,

Fuente: Autoria propia.

A continuacién, vamos a considerar el quinto y sexto término de (6.1). Este caso, es similar al

1 del segundo y tercer término, por lo tanto tenemos el siguiente resultado:

Sé = �024e�031Jd�034x,jd�034x2:u7<x.>y�035A,.<x.>w<x.>u7<x2>y"A,,<xz>w<xz)n (6.3)

 4

Esta expresién tiene dos operadores de fermiones no contraidos, por el cual se tiene dos

procesos, es decir, un fermién en el estado inicial y }401nal,que puede ser un electrén 0 un

positrén.

Del integrando de (6.3), tenemos _ %
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3�030/7(X1)7}402A,.(x1)�030//(X1)l/7(x2)7}402A}401(x2)'/�031(x2)5:
\__,,a

__.:�030,j,

W+(x1)7#iS1-�030(X1�030x2 )7!�034//+(xz )iDF,.p (X1 �030X2) �030

�034W�030(X2 )7#'.S1-' (x1 �024x2)7}402�0307+(x1)iD/-',4a(x1�030xz ) +

�030/7_(x1)7#iSF(xl�024x2 )7�035!//+(X2 )iDF;4}402(x1 - xz ) +

'/7_(x1)}/#iSF(x1_ x2 )7}402W((X2 )iDF;1,6 (X1 ' x2 ) -

Como antes, de estas expresiones escogemos el término que contribuye a1 siguiente proceso:

AUTOENERGLK DEL ELECTRON

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial �0311e'>. Este caso, se tiene:

S�035= �024e2Jd�030x,jd�034x21,7�030(x1)y"isF(xl�024x2);/"J1//�030(x2)iD,W,(x, �024xz).

La interpretacién de esta expresién, indica que las propiedades de un electrén Iibre se

modi}401candebido a la interaccién con el campo electromagnético. Una consecuencia de esta

interaccién, el electrén Iibre se convierte en un electrén }401sico.En esta situacién, la masa del

electrén }401sicoes diferente respecto del electrén Iibre, razén por la cual, la energia del sistema

cambia.

E1 diagrama correspondiente es:

FIG}JRA 6.16 �031

AUTOENERGIA DEL ELECTRON.

SIX : �024 
e�031 x2 x1 e'

Fuente: Autoria propia.

Considerando ahora el sétimo término de (6.1), tenemos:

�024�2542Q 4:0 1 1 -

S; =7 jd�030x,Jd�030x2=t//(x.)7�035/11(x,)1//(x1)v/(x2)7"A,,(x2)I//(X2)I,
�030 .

del cual, se obtiene: . 9
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W70�030:)7�035-4,.(X1 )'//(X1 ) �030/7052)7/214,9 (x2 )�030//(x2)5:
. \_,,4 �031

\_____j\,T_,

_ iSF (x1 �030x2)7#iSF(x1" x2)7}402A;(x2)A,:(x1)�034

' _iSF(x1_x2)7#iSF(x1_x2)}//�031A;;(x2)A,:(xl)_

-1-SF(xl_ x2)7}402iSF(xx �031x2)7}402A,:(x1)A;(X2) �034

�024iS, (x, �024xi);/�034iSF(xl �024xz);/"A; (xi )Al} (x2).

E1 término que contribuye a un proceso }401sicoes:

AUTOENERGiA DEL FOTON 0 POLARIZACION DEL vAcio

Para es_tudiar este proceso consideramos el estado inicial [1;/>.

Este caso, se tiene de las expresiones anteriores que el segundo y tercer término contribuyen a

este proceso. Ademés, observe que dichos términos son diferentes por el cambio de variables

de x, (-) xz , en otras palabras, representan el mismo diagrama. De este modo, tenemos:

SX : e2 Id�030x,Id4x11'SF(x] �024xz );/"iS,,. (x, �024x2 )}/�035A;(x, )A; (x,). (6.4)

Debemos indicar, de acuerdo con (6.4), que el fotén puede crear un par virtual electr6n-

positrén, que Iuego es aniquilado, como consecuencia de la interaccién del campo

electromagnético con el campo del electrén-positrén.

El correspondiente diagrama es:

FIGURA 6.17 '

POLARIZACICN DEL VACIO.

Sx = 7 X 7

X2

Fuente: Autoria propia.

Para tenninar el estudio de la aplicacién de la matriz S a segunda orden", vamos a considerar e1

octavo término de (6.1), es decir:

C!) N �024�030 -

8; = �024Jd�030x,Id�030x231//(x1)}�031�035A,4(X1)!//(x1)'//(x2)7}402A;z(x2)�030//(X2)z.
2! _m _m �024,�024«

.

A ~�024�024~�024r�024%/g
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Como se concluye inmediatamente de esta expresién, no existen Iineas externas en

consecuencia, no produce ninguna transicién. Ademés, el estado inicial es '0) , razén por la

cual a1 diagrama correspondiente se le denomina del vacio. Asi, de la expresién anterior, se

tiene:

�024e2 m 4 w 4 _ II, . }402,

SXI =7 Id xl Id x11SF.(x2 �024x,)71DFF/,(x1�024x2)y1SF(x1�024x2),

cuyo diagrama es:

FIGURA 6.18 ,

DIAGRAMA DEL VACIO.

Fuente: Autoria propia.

6.4 EL PROPAGADOR Y LOS ESTADOS DE POLARIZACION

En el proceso de cuantizacién del campo electromagnético de manera covariante se

consideraron cuatro estados de polarizacién, dados por los vectores 6�034(/3, A) los cuales

satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad y completitud:

3,.,(];:1)5}402(]E:/1'):�030"1614�031:

donde 770 =�0241y 77, =1, 772 =1, 773 =1,

me�035(1E,,1)g"(1E,,1) = ~g�031�034'..

Asimismo, sea 6?�035un vector tipo temporal, el cual satisface 6A6�034=1 y 6° > 0. Asi,

3�035(IE,0) : 9�035,

representa el vector de polarizacién escalar. En lo que sigue llamaremos 8�034(13,3) el estado de

polarizacién longitudinal en el plano 6�024ksi £�035(l?,3)0"= 0 y 5�035(1?,3)£"(lE,3) = -1, de este

modo:

_ I�030_ I�030

£�035(k,3)=T,�030(kgw .

.](k0)2 �024kz

Los otros dos Vectores de polarizacién, a saber los Lransversales, 3*�030(IE1) y 8�035(I32) vamos a

considerarlos ortogonales entre si y perpendiculares al plano 6? �024k , tal que

.e;(IE,,1)a�035(1E,/1'):-5�035,

donde /l=1,2 y /'L'=1,2.
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6.5 POLARIZACIONES DE LOS BOSONES VECTORIALES

En los procesos de la electrodinzimica cuéntica estudiados, esté presente el fotén, el cual es un

boson vectorial no masivo, posee dos estados de polarizacién transversales. Si por ejemplo, se

considera un sistema de referencia tal que k" = (a), 0,0,a2), se tiene que

e"(l?,1) = (0,1,o,0), I

£"(l?,2) = (o,o,1,o),

son lineales, mientras que

5�035URL) = (0, cos (9, isen}402,0) ,

5�035(lE,R) = (0,cos 6,�024isem9,0),

son elipticas.

Ahora si sumamos sobre los estados de polarizacién, obtenemos:

Z 8L(/3,/1)EV(l?.l) = -g,,V + AW,
1.

donde,

1 0 0 0

0 0 0 0
A V = .

�0350 0 0 0

4 O 0 0 -1

- Asi, debido a la invariancia dc gauge, AW puede ser dejado de lado, de tal manera que la

amplitud en un proceso de electrodinémica cuzintica donde se tome en cuenta un fotén externo

de momento k puede escribirse como:

M(l?,/1): 5; (IE,/1)M�035(lE).

_ Para el caso de un bosén vectorial masivo, tiene tres estados de polarizacién, a saber uno

longitudinal y dos transversales. En este caso el sistema de referencia que se elige es en reposo,

es decir k" = (m, 0,0,0) y los estados de polarizacién son dados por

e"(1E,1)=(0,1,0,0), A

s�034(IE,2>= (0,o,1,o),

g�034(E,3)= (o,0,o,1).

Del mismo modo, al caso anterior si sumamos sobre los estados de polarizacién, obtenemos:
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Z s;<I?,2>ey(I?,A) = �024gw+ Apv�031
1.

donde,

1 0 O 0

A _ 0 O O 0

"V " 0 0 0 0 �031

O 0 0 0

en el sistema de referencia en reposo.

6.6 LA SIMETRiA DE CROSSING Y LAS VARIABLES DE MANDELSTAM

En los procesos estudiados de la electrodinémica cuéntica, se presentaron casos dc integrales

que tienen la misma contribucién por el cambio de variable x, 4-) x2. Similarmente se tiene

que existen elementos de matriz que estén relacionados mediante la simetria de crossing, es

decir Ia matriz S es la misma reemplazando los momentos convenientemente.

Por otro lado, para poder describir Ia cinemética de los procesos de dos cuerpos es conveniente

de}401nirlas variables de Mandelstam, las cuales permitirén la aplicacién de la simetria crossing.

Por ejemplo, si tenemos dos procesos descritos por:

1 + 2 -�024>3 + 4 ,

. 1 + 3 �024>5 + 4,

se tiene que

knkz "�031pupzv

y considerando la simetria crossing, tenemos

kl 2-171 " _k2:P2-

Ahora, de}401niendolas variables:

5 =(k1+k2)2 :_(P1+P2)2y

t =(k| -p|)2 =(p2 _k2)29

, u=(k|�030p2)2=(P1�030k2)2a

entonces, haciendo kl (-) �024p,, se obtiene de la simetria croossing:

(s,t,u) <�024>(r,s,u). '

De esta manera, se puede comprobar que s+t+u es igual al cuadrado de las masas de las

cuatro particulas extemas.
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Por ejemplo, de los procesos anteriormente estudiados tenemos que la dispersion Bhabha tiene

simetria de crossing con la dispersion de Moller, es decir:

Bhabha: e"e' �024->e*e�031por simetria crossing 3 <�024>u se tiene Mollerz e�030e�031�024>e'e'4

Otro caso, es la dispersion de Compton con aniquilacién de pares, es decir:

Compton: :27 �024>:27 por simetria crossing s <�024>tse tiene Aniquilacion: e�030e�030�024>r}/.

6.7 PROBLEMAS

1. Para cada uno de los procesos estudiados, en segunda orden de la teoria de perturbaciones,

en la electrodinémica cuzintica, encontrar las amplitudes de transicién de un estado inicial a

otro }401nal.

2. Siguiendo Ia metodologia para el estudio de procesos en electrodinamica cuéntica a

segimda orden, determine los diagramas de Feynman para cuarta orden.

3. Discuta si para los procesos elementales estudiados para electrodinamica cuéntica, existe

simetria dc crossing.
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CAPiTULO VII

CORRECCIONES RADIATIVAS

7.1 INTRODUCCION

En este capitulo, se estudia los métodos de regularizacién sobre las integrales divergentes

consecuencias de la teoria de perturbaciones aplicada a los procesos de la electrodinamica

cuantica en las interacciones entre el electron, su antiparticula el positron y el foton.

7.2 CORRECCIONES CUANTICAS: LOOPS

Para estudiar los diferentes procesos en la electrodinamica cuantica, se considero teoria de

perturbaciones en la representacion de interaccion. Esto llevo a interpretar integrales en los

diagramas de Feynman. E1 desarrollo perturbativo se realizo en la carga del electron. Sin

embargo, la teoria de perturbaciones también puede ser realizada en términos de la constante

de planck, es decir de it , lo cual permite estudiar efectos cuanticos.

Para justi}401caresta a}401rmacion,debemos recordar que cuando se realiza la cuantizacién de

campos escalates, la relacion de conmutacion de los operadores de creacion y aniquilacién es

dada por:

la<p),a*<p'>J= <2zr>�030h6�031<;-2-5�031).

De la misma manera, cuando se determine los propagadores de Feynman, se obtiene:

1 if; ,
S�030x�024x'=�024�024�024-�024�024d4 ee"�035(�034".

I-( ) (27r)�030ipp2�024m2+i77

Ademas, en cada vértice de interaccién de los diagramas de Feymnan se debe introducir una

potencia de 7: , debido a que la accién tiene dimensiones de it y de esta manera el operador de

evolucién en el argumento de la exponencial tiene un término ff�031.

En este contexto, cada propagador introduce una potencia de I) y cada vértice un h" . Asi, el

estudio del nlimero de loops se puede discutir en términos de las potencias de fr en un

diagrama de Feynman. De esta manera, en un diagrama que tiene I Iineas internas y V

Vértices, entonces si L representa el mimero de loops, la relacién entre ellos es:

L = I �024V + 1.

Asi, como cada propagador tiene una potencia de 72 y cada vértice de 71"�030, entonces en un

diagrama conexo con L loops, la dimension tiene orden de 71�035�031= h�034.De esta manera, un -

desarrollo considerando loops, corresponde a un desarrollo en potencias de h .

7.3 DIVERGENCIAS ULTRAVIOLETAS »

Una consecuencia de considerar teoria de perturbaciones en la Electrodinzimica Cuéntica es el

surgimiento de las divergencias ultravioletas o de grandes momentos. Para esto observemos
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que en el estudio de los diagramas de Feynman los propagadores tienen las siguientes

expresiones:

I 1 (y�035k +m) _l. _.
SF(x_x)=j�030J�031d4kZj_£:2j�030ek(xx),

(27r) CF k �024m +177

1 d _.k _ ..
D (x�024x�031)=jd ke "�030"D (k)Fan (2�035)�030I Fall �031

donde

_ gal�031

D k) =T
F°}402( kz +i1]

Ahora, en cualquiera de los casos y como los momentos toman valores desde cero hasta el

in}401nito,entonces para grandes momentos (k �024>co) estas integrales no son bien definidas, es

decir se tendrén integrales divergentes.

Este es un tema de controversia para la teoria penurbativa de la Electrodinémica Cuéntica. Una

solucion a esta di}401cultadde la teoria es el tratamiento de regularizacién, que veremos en la

siguiente seccion.

7.4 REGULARIZACION DE DIAGRAMAS DIVERGENTES

En la seccion anterior se observo las di}401cultadessurgidas de considerar teoria de

perturbaciones en la Electrodinémica Cuéntica, a saber integrales divergentes. En esta seccién,

vamos a presentar métodos que van a permitir, de algfm modo, que estas integrales divergentes

sean }401nitasintroduciendo un parémetro de regularizacion. Este procedimiento matemético no

es (mico, en realidad existe una variedad dc métodos de regularizacion, y las integrales

regularizadas dependen del fonnalismo considerado. Sin embargo, cuando la teoria original es

restablecida, los resultados }402sicos}402nalesserén independientes del método de regularizacion

utilizado.

I En general, una vez que se obtienen las integrales regularizadas se observa que las mismas no

estén de acuerdo con las�030exigencias de invariancia, como son la de Lorentz, de Gauge,

rotacional, etc. En consecuencia, un Criterio tomado en cuenta para obtener una regularizacién

adecuada es aquella que preserva tantas simetrias }401sicacuantas posibles.

En lo que sigue vamos a presentar tres métodos de reguladzacion: Método de Cut-Off (corte),

Método de Pauli-Villars y de Regularizacion Dimensional, para un caso especi}401co:la

polarizacion del vacio, en la aproximacién de un loop.

METODO DE CUT-OFF (CORTE)

Este método es el procedimiento més simple y mas antiguo, en el cual la region de grandes

momentos es aislada en las integrales divergentes. En este caso, la invariancia de traslacién es

quebrada y en consecuencia un cambio del momento en la integral modi}401cael resultado.

Ademés, la invaxiancia de Gauge no se preserva en este procedimiento de regularizacion.
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El caso de la polarizacién del vaclo, fue estudiado en el capitulo anterior. Ademés, recordando

que la amplitud de transicién desde un estado inicial a otro }401nal,es dado por:

1 3

fSZ(7->7)!�030=(2n)�0346<k-k>-�024M, (7.1)
< I I) �030(277)3(2ko)g .

donde

_ 2 a _ }402

M:e;<k.)[%Jd4p )s;<k>. <v.2>
(Zn) (P -m +n7)((p-k) �024m+177)

es llamada la amplitud de Feynman para el proceso de polarizacién del vacio. �031

Observemos que la integral es cuadraticamente divergente cuando p �024>oo, debido a que la

integral puede ser expresada aproximadamente como:

1% ~1' 2

I P4 ~ .312? ~

El método indica que una manera de regularizar esta integral es multiplicéndola por le factor de

convergencia:

/(pl A�031>�024(i)�0313 7

donde A es el parémetro de cut-off. Observe que para grandes valores pero }402nitosde A la

4

integral se comporta aproximadamente como y de este modo para p grande es bien

p .

de}401niday convergente, pues:

4

Jldfip z lim L2 .

P """° P _

Por otro lado, de}402niendo

or _ /1

Raa(k2,=Id«p ,

(P -m +I7I)((p�024k)-m +N/)

se tiene que:

_ e2 E

M =(�0242;e:(k.)R�035<k2>e;(k)-

Asimismo, vamos a de}401nir,la expresién

N�035�035=Tr((p + m)r"(p �024k + m)7"),

N"�035=4<p"(p�035�024k�030)�024g""p-<p�024k>+p�035<p�034�024k">+ m�031g�034�035>.M

De esta manera, la expresién regularizada es dada por: E
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n}401 _A2 2

R:"�031<k�035>=d°p�024�024�024�0245�024�024�024[,T]-
I (P2-m2+i77)((P-k):-mz+1'77) P�030-A2

Ahora, usando la expresiénz

1 �030 �030�031 1
�024�024=r(4>jdx[dyjdzT�024�0247,
aoanazaa o o o (00 +(a1�030ao)x'*'(a2""1)}�031+(�0343"�0307z)-"-')

con ao =((p�024k)2�024m2),al =(p2 �024_mZ),az =(p2 �024Az)y a} = (p2 �024A2),se obtiene:

I x y up

Rf�035(kz.)=A�030l"(4)dx dy dzd�030p .
�030E �030IQ�030; I (pl�0242pk(1�024�024x)�024kzx+k2�024mz+(m2�024Az)y)�030

A continuacién hacemos e1 cambio de variable: _

p�031=p-k_(1-x),

y debido a la isotropia y homogeneidad del procesb en" 'el espacio-tiempo, tenemos entonces:

' Ia mp _ 1 u}402 I 2

p P �02433 (p) .

Asi, '

I x y _1_ a}401I2_ 1: [J _ q}402 _ k2 1 a}402

R"{�031(k1)=4A�030f(4)IdxIdyIdzId°p' .(7.3)

0 0 0 (p +kx(l-x)+m �024(m�024A)y)

Observe que la integral en p�031tiene dos singularidades en el planb complejo de pg. Para evitar

esta di}401cultadhacemos una rotacién de 90° alrededor del origen de| plano complejo de pg,

conocida como la rotacién de Wick. En este contexto se tiene que pf, = ip,�031,,d�030p�031= id�034p�031y

pr: = _p,2 _ '

Usando,

¢

I =i�0351M_:lEjy_"23, (7_4)

(:2 +2pq+1+n7) 1�030(n)(I-4)

)1 4 �030_ u -

I =_i�0351}402:�03012jH="23, (75)

(:2 +2pq+!+n7) 1'01) (I-q)

p v 4 _ _ [I |�031 _ 2 av �030

ITPLW = ,»,,2}402'}402 ,,,Z4A (7.6)
(p +2pq+I+H7) 21"(n) _ (t-q)

Se tiene, '
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_iC Tr((P+":)}�031"(l7�0245+A,)7�035)

�030(p�031�024Ai+i7I)((p-k)2 �024Ai+m)

donde los A: son las correspondientes masas de los campos fenniénicos considerados.

Ademés, deben satisfacer las siguientes relaciones, que aseguran que el integrando puede ser

expresado como #:

C1 + C2 = 1,

C1A21+ C2/V, = ml.

Ahora, como en el mégodo anterior:

Na!�031

R""(k�031)=d�030p ,
�030 I (p2 �024m2+ir7)((p-k)�031�024m2+ir7)

y usando:

1 �030 1
_ : I}402y],

ab 0 (b + (a �024b)x)

entonces,

I all

N
R�0341�031(k2)=dx d4p .

1 3',�030 I (pz�0242pIcx+k2x�024m2)2

A continuacién hacemos cl cambio de variable:

17�031= p �024kx,

y nuevamente debido a la isotropia y homogeneidad del proceso en el espacio-tiempo, tenemos

entonces:

I I 1 I

p �034P�035=Zg�034�035(p)�031~

Asi, se obtiene que

Ra}402(k1)=jdxId¢p,4(�024§-g"'E_p'1�0242k�035k�035x(1�024x)+g"�0305x(l�024x)k2+m2g"�0306).

' ,, (p'1 +k�031x(1�024x)�024m�031)�031

Haciendo una rotacién de Wick y considerando coordenadas esféricas en el espacio

cuadridimensional, se tiene que

an 2 2 I 13 F 2 5'2 �030
RI:=l'8'd k"k�024"kby. < ) egg 2: 1! x(�024( g >x< x) n(m,_k,x0_x»+

1 2 3 .1; 2 1 2 n1] or a
_ +50 �024~2�024gkx(1�024x)�024Emg+2x(1�024x)kk )).

Por'lo tanto,
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l 02

Rf�035(k1)=1im(87rZi(k"k"�024g�035"k2)x(l �024x)dx1n�024a�024

9"�035 E ("I2 - kZX(1- 36))

02 62

�024C,ln+Z2j�024C2In$Z~2a)).

(A, �024kx(1�024x)) (A2 �024kx(1�024x))

Asi, tenemos que

R�034"(kZ)�0244Lzi(k�034k�035�024g""k1)(�0246jx(1x)dxln "'2 +
�031 3 0 (m2 �024k2x(l~x))

A2 A2

+ C, ln~; + C2 ln�0242),
m m

o

Ra}402(k2)_}401(kak}402_ ¢}402k2)(1n£_5}401x(1�024x)}401m$)(7 4)

�031 3 g ml 0 (ml �024k2x(l�024x))

Observe que el factor (k"k�035�024ga}401kz)garantiza Ia invariancia de Lorentz. Como en el caso anterior

el término divergente seré absorbido por los llamados contra términos en el proceso de

renorrnalizacién.

REGULARIZACION DIMENSIONAL

La idea de este método, es manteniendo el integrando }401jo,una integral m}401lliplese puede

convertir en convergente si se reduce el n}401rnerode integrales. Por ejemplo, las integrales

cuadridimensionales linealmente divergentes pueden ser }401nitas,si el espacio-tiempo fuera de

dos dimensiones. En esta regularizacién la dimensién del espacio-tiempo es }401jadaen D < 4 y

Iuego se sustituye en la integral cuadridimensional divergente por una integral D dimensional

convergente.

Este método de regularizacién no viola ninguna invariancia }401sicaexcepto que el espacio-

tiempo no es cuadridimensional.

Continuando con el ejemplo de la polarizacién del vacio, tenemos que

Ra/?(k2)=Jav4p Tr((p+m)7�034(p-if+m)7�030'))

(p�031-m2 +iI7)((p - Ir)�031�024m�031+177)

Y

N�035=4(p"(p" -k�035)-g"�035p-(p-k)+p"(p"-k")+m�031g"�035)-

En este caso, para regularizar consideramos la siguiente integral:

a _ a
RfF(k=)=Id�035p 

(p -m +rr7)((p-k) -m +i77) }402
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Usando: I

1 l

__= J'dx__._1..j2,

ab 0 (b+(a�024b)x)

entonces,

1 Na}402

R"1�031(k?)=dx ,1�035T.

�030 E I p(p2�0242pkx+k2x-m2)2

A continuacién hacemos el cambio de variable:

12' = p-/on

Y

pmpr}401: %g:z}402(pr)2 �031

se obtiene:

G 1 zgap R ' P12

R1F(k2)=4I((T�024g/1)d7�030IdDP +
0

I2

ll�031 41 11 I p+(�024x(1�024x)(2kk�035�024g"k2)+mzg I�031)jd"p ). (7.3)

Para reducir estas expresiones, usamos:

2 D 2 2+ _a F _g_

J'%=i(_1)�034",,�031Az' BM (79)

(4 -A) 2 F(I1)

J'_.i=i(_1)°,,§A%"2 (7_1())

' (92 - A)" 2 Na) '

y obtenemos,

R;w(k2)=_ (kukz: _gaukz)}401}402 ,(7.11)

W) o (�024kzx(1�024x)+m1)Z'7

Ahora, para la expresién regulaxizada, restamos del integrando de la relacién anterior el

término con k = 0 , es decir:

47r%il"(2 -2)
R�030'�030�031k2 =4k"k" �024 �034"16,_ , ( ) rm�031( g )><

' 1 1
XJZXU -X)dX( �024�024*�024;f)s

0 (�024kZx(1�024x)+m2)2 (m2) 2
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y usando la siguiente relacién, para expandir la expresion entre paréntesis, a saber

Z 3

a�031=1+xlna +T(xlna) +Llna) +---,
2! 3!

obtenemos para D = 4 :

9, . . ,, ,, �030 k�0311-
R/"(k�030)=8urz(k k�035�024g�035k2)Ix(1�024x)dx|n(1�024�024?)-

0

Debemos indicar que esta expresién no presenta términos adicionales como en los dos casos

anteriores. De esta manera, podemos decir que el método de regularizacién dimensional es el

més adecuado para la regularizacién de la divergencia ultravioleta en el caso de la polarizacion

del vacio.

7.5 RENORMALIZACION DE LA ELECTRODINAIVHCA CUANTICA

En la seccion anterior presentamos tres procedimientos de regularizacién para el caso de la

polarizacion del vacio. Observamos que dos de los métodos estudiados presentan en las

expresiones regularizadas términos adicionales divergentes, como mencionamos ellos son

absorbidos en un proceso de renormalizacion.

La idea de esta técnica, renonnalizacién, es aislar las divergencias, que posteriormente son

reinterpretadas como rede}401nicionesde no observables o renormalizaciones de la masa, la carga

y constantes dc acoplamiento de la teoria. Debemos indicar que esto no puede ser realizado en

todas las teorias dc campos cuémicos.

Tales teorias, en el cual todas las divergencias pueden ser absorbidas en la renormalizacion de

la masa, carga y constantes de. acoplamiento son conocidas como teorias de campos

renormalizables.

7.6 PROBLEMAS .

1. Demostrar a panir de la relacién (6.4) que la amplitud dc transicién desde un estado inicial

a otro }401nal,es dado por (7.1).

2. Demostrar la relacién (7.7) a partir de (7.3), considerando (7.4), (7.5) y (7.6).

3. Demostrar la relacion (7.1 1) a partir de (7.8), considerando (7.9) y (7.10).
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6 v1. APENDICE

I Contiene Figuras que han sido élaborados por el autor del proyecto, segun se indica:

9 Fig}401ra5.]: Contorno C�030. �030

o Figura 5.2: Contorno C '.

- Figura 5.3: Contdrno C , . 6

o Figura 5.4: (a) x�030,> x[,, (b) x(�031,> xo

- Figura 5.5: Contorno C,,.

0 Figura 5.6: Polos desplazados.

- Figura 5.7: (a) xo >x[,, Propagacién de| electrén dc x�031hasta x

(b) x[, > xo, Propagacién del positrén de x hasta x�031.

o Figura 5.8: Propagador del Fotén. _

0 Figura 6.1: Aniquilacién de un fotén y un par.

0 Figura 6.2: Aniquilacién de }401nfotén y dispersién de un positrén.

I Figura 6.3: Clreacién de un fotén y aniquilacién de pares.

0 Figura 6.4: Creacién de un fotén y dispersibn de un positrén.

o Figura 6.5: Aniquilacién de un fotén y dispersién de un electrén.

0 Figura 6.6: Aniquilacién de un fotén y creacién de pares.

I Figura 6.7: Aniquilacién y creacio'n de un electrén y un folbn.

o Figura 6.8: Creacién de un fotén y yun par. I

0 1Eig1.1ra 6.9: Dispersion Compton.

o Figura 6.10: Dispersién Compton para Positrones.

0 Figura 6.1 1: Aniquilacién de pares. �030 .

. - Figura 6.12: Creacién de pares. �030I I

0 Figura 6.13: Dispersién de Moller.
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- Figura 6.14: Dispersién de Bhabha.

0 Figura 6.15: Dispersién Positrén - Positrén.

0 Figura 6.16: Autoenergia del electrén.

0 Figura 6.17: Polarizacién del vacio.

0 Figura 6.18: Diagrama del vacio. %
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V , VII. ANEXOS

Contiene Tabla de los propagadores de Feynamn considerados en el d¢sarroll0 del presente

proyecto de investigacién, segim se indica: �031

o Tabla 1.1. Propagadores de Feynman.



Tabla 1.1: Propagadores de Feynman.

Propagador de

' Feynman del

campo complejo Ap(x�024X)=�024�031TI9H )AF(k)d�030k
. (222) C,

de Klein-

Gordon

Propagador de

. 1 (Wk + m) VF S _ I =T d4kj_Al_:__ �024:k(x�024x)

eynman del F()�03035) (2}402),,C_[F k, _m, �034.779

campo dc Dirac

- Propagador del

I 1 �0241 x4x"

campo Dm2(x"�030)=(�0242}401I�035""9�035)Dm(k)

electromagnético

139


