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II. PROLOGO

La Teoria Cuantica de Campos constituye en la actualidad una teoria muy importante pues
a través de ella se puede estudiar las propiedades e interacciones de las particulas
fundamentales, por ejemplo, de electrones, positrones y fotones, es decir en el dmbito de la
Electrodinamica Cuantica. En este contexto, la Teoria Cuéntica de Campos es la base

fundamental para el entendimiento de los fendmenos en la naturaleza.

En este texto se toma en cuenta los conceptos, leyes y principios basicos de la Teoria
Cuantica de Campos. Ademas, con la finalidad de tener una mejor comprension del
comportamiento de las particulas elementales, como electrones, positrones y fotones, se

consideran las interacciones entre ellas, las cuales llevan a los diagramas de Feynman.

Se ha elaborado un texto de naturaleza tedrico-practico, redactado en lenguaje simple. En

cada capitulo se exponen de manera clara, directa y concisa las definiciones y formulaciones de

A

los temas considerados.



HI. INTRODUCCION

En el presente texto se desarrolla la cuantizacién de los campos libres muy importante en el
estudio de las interacciones de campos, los diagramas de Feynman. Asimismo, se estudia los
procesos elementales en la Electrodindmica Cudntica y correcciones radiativas onsiderando

diferentes métodos de regularizacion.

En el texto se consideran, en el Capitulo 1 el estudio de las simetrias de Lorentz y Poincaré
en la teoria cuantica de campos. En el Capitulo II se presenta la teoria clasica de campos. En el
Capitulo III se estudia la cuantizacion de campos libres. En el Capitulo IV se consideran las
interacciones de los campos. En el Capitulo V se presentan lo sdiagramas de Feynman. En el
Capitulo VI se estuciian los procesos clementales en la Electrodindmica Cuéantica. En el

Capitulo VII se aborda el tema de las correcciones radiativas.

La importancia del texto radica en el hecho de que constituye un instrumento que permite
facilitar el proceso ensefianza-aprendizaje, de acuerdo con los objetivos y contenidos de los
programas oficiales, de la asignatura Teoria Cuéantica de Campos 1 que se imparte en las
carreras de ciencias. Asimismo, debido a su enfoque predominantemente método inductivo-
deductivo a través del cual ha sido posible mostrar el desarrollo del formulismo que describen
los conceptos descritos, asi como también, el analisis de las demostraciones desarrolladas,

prepara al estudiante para el estudio de la mecénica cuantica a nivel mas avanzado.
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CAPITULO I
SIMETRIAS DE LORENTZ Y POINCARE EN TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

1.1 INTRODUCCION

En la actualidad para realizar investigaciones en muchas areas de la fisica, la Teoria Cuantica
de Campos es muy importante debido a que permite estudiar las propiedades e interacciones de
las particulas fundamentales desde el andlisis de las propiedades microscopicas de solidos y
liquido. En este sentido el texto que se va desarrollar comprende la exposicion de los
fundamentos de la Teoria Cudntica de Campos basado en el rigor matematico de las
definiciones y formulaciones de los temas considerados, esta orientado a los estudiantes
interesados en realizar investigacion en Electrodinamica Cudntica, asi como en Fisica de
Particulas Elementales, aunque por los temas tratados resultan también de interés a otras areas
como Fisica Nuclear, Fisica Estadistica y Materia Condensada. Asimismo, para una mejor
comprension de los nuevos conceptos en cada capitulo se resolverdn problemas de aplicacion.

Por otro lado, como es conocido, historicamente, los avances en la fisica han sido obtenidas a
través de considerar simetrias en las leyes fisicas. Aunque no siempre estas simetrias fueron
descubiertas de manera directa, muchas veces el descubrimiento de nuevas leyes fisicas
posibilitd considerar nuevas simetrias. Asimismo, el Teorema de Noether dice que toda
cantidad fisica “conservada” en un sistema fisico proviene de una simetria.

Una manera de estudiar simetrias es a través de la aplicacion de transformaciones en las leyes
fisicas. En este sentido, la teorfa de grupos es la herramienta adecuada para formular y
desarrollar los principios de simetrias propias en la Fisica. En dicha teoria se desarrollan las
caracteristicas que presentan los sistemas fisicos y que provienen de las simetrias. De esta
manera, el estudio de la teoria de grupos, es muy fundamental para solucionar diferentes de la
fisica. La teoria de grupos juega un rol fundamental en la llamada teoria de representaciones, la
cual permite clasificar los objetos fisicos segin la simetria que subyace al sistema de interés.
La teoria de grupos es un campo muy amplio. Este capitulo, considera dicha teoria como
introductorio.

Asi en lo que sigue de este capitulo, vamos a presentar la definicién de grupos. Un grupo es un
conjunto de elementos G = {gl,gQ,g3____} que satisfacen una ley de composicion y que dos

elementos g, y g, que pertenecen a G se le asigna otro elemento g,g, que cumplen los
siguientes axiomas: '

Propiedad de Clausura

El primer axioma de la teoria de grupos, de clausura, debe ser valido para cualquier par de
elementos en el grupo y el resultado de la operacién debe ser otro elemento del grupo.

Si g, v g, pertenecena G entonces g, o g, también pertenecena G .

Propiedad Asociativa )
Este axioma indica que la operacion de grupo debe ser asociativa.

Si g, g, ¥ g;pertenecen a G entonces se cumple que (g, °g,)og; =g, °(g,°&;)-

&
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Elemento Identidad
Un grupo debe tener un elemento identidad.

Existe un elemento e del grupo tal que para todo elemento g,, donde i =123, -, se cumple
que g, ce=¢e-g, =§;.

Elemento Inverso
Un grupo debe tener un elemento inverso para cada elemento.

Para cualquier elemento g, donde i=123,---, existe un elemento g;' tal que se cumple

g, og =eyg og =e.

Grupo Abeliano
Algunas veces los grupos son llamados de Abeliano. Si g, y g,, donde i,j =123,

pertenecen a G entonces se cumple que g,0g, =g, °g,.

Existen un gran numero de ejemplos de grupos. Los mas familiares son los aritméticos. Los
enteros forman un grupo sobre la operacion de adicién. Similarmente los nameros reales y los
numeros complejos forman grupo sobre la operacién de adicion. Otro grupo importante es
llamado el grupo Euclideano que considera todas las transformaciones del plano que dejan
invariante las distancias. Por ejemplo una transformacion del plano lleva un punto (x,y) a otro

punto (x’,y") y si la distancia entre los dos puntos transformados es la misma que la distancia
entre los puntos originales entonces la transformacion se llama de simetria.

Por otro lado, una clase importante de subgrupos del grupo Euclideano son los grupos de
simetrias. Es decir, dado una figura geométrica en el plano el grupo de simetria de la figura
consiste de todas las simetrias que transforman puntos de la figura a puntos de la figura. Por
ejemplo, si la figura es un circulo centrado en el origen, entonces la simetria que preserva el
circulo considera rotaciones alrededor del origen y reflexiones de cualguier linea que atraviesa
el origen. De la misma manera, si la figura es un cuadrado entonces el grupo de simetria
incluye rotaciones de 0°, 90°, 180° y 270" alrededor del centro del cuadrado y reflexiones a -
través de las dos diagonales del cuadrado asi como también reflexiones de las dos lineas de
simetria que pasan por el centro y paralelo a un lado. Este es un ejemplo de un grupo finito. En
este caso tiene 8 elementos y es no abeliano.

Asimismo, se pueden clasificar a los grupos de orden infinito, como grupos discretos infinitos,
es decir si sus elementos pueden enumerarse, o bien grupos continuos, en cuyo caso, sus
clementos pueden considerarse puntos de un espacio continuo, asi los elementos de un grupo
continuo G pueden parametrizarse mediante un conjunto de variables reales
g(x,,x,,+-,x,) = g(x). En lo que sigue vamos a estudiar un subconjunto de estos grupos, que

tiene un papel preponderante en diversos campos de la fisica.
1.2 GRUPOS DE LIE

Como mencionamos los grupos continuos tienen uno O mas parametros que varian
continuamente dentro de un intervalo dado, por ejemplo el grupo SO(2) cuyos elementos son

dados por las matrices R(g). Ahora de los diferentes grupos continuos existe una clase de
particular interés conocida como grupos de Lie. Una propiedad de los grupos de Lie es que los

#.,



parametros de un elemento producto son funciones analiticas de los parametros de los factores.
Esta caracteristica analitica de las funciones en los grupos de Lie, permite introducir el
concepto de generador del grupo. '

1.2.1 Generadores

Suponga que R(J¢p) representa la matriz de una rotacién infinitesimal Jp del sistema de
coordenadas:

R(5¢) = [
ademas, como Jdp es infinitesimal, entonces

R(5¢)—( L%
k= 1)

(1 &) (1o 0 1
{4 S el )

R(6¢) =1+i0,0¢,
donde o, es una de las matrices de Pauli. De esta manera, una rotacién &g infinitesimal puede

ser representada con la ayuda de una matriz de Pauli. Ademds o, es el generador de la
rotacion.

cosdp sendg
—sendp cosdp )

Para el caso de la rotacion finita se obtiene por la aplicacion sucesiva de rotaciones
infinitesimales, asi ¢ = Nd@ cuando N — . De esta manera, tenemos que

R(p) = lim(R(5p))" ,

R(p) = lim(1 +ic,60)"

. io,50\"

R(p) = lim| 1+ 222 |
(@) lm{. 3 )

R(@)=e".

Ejemplos de grupos de Lie son:

SO(2) grupo de las matrices ortogonales de orden 2 cuyo determinante es 1,
O(3) grupo de matrices ortogonales de orden 3,

U(1) grupo de matrices unitarias de orden 1.

1.3 GRUPO DE LORENTZ

Otro grupo de interés en la fisica, son las transformaciones de Lorentz, por ejemplo las
ecuaciones de Maxwell son invariantes frente a estas transformaciones.
% 12



Para determinar dichas transformaciones en el contexto de la teoria de grupos, vamos a
considerar que la velocidad v que relaciona los referenciales S° y S esel eje x, inicialmente

es v << c¢. En este caso, las transformaciones de Lorentz se reducen alas transformaciones de
Galileo, asi con la finalidad de obtener el generador de este grupo, vamos a considerar de inicio
las transformaciones de Galileo para una velocidad infinitesimal &v.

De esta manera, se tiene que:
X, =X, —tov,

’
X, =X —X,08,
v .. . ;
donde x, =ct y f =-. Asimismo, por simetria tenemos
c

! —
Xo =Xo — %08,
lo cual asegura que
2 2 2 2
Xo =% =Xy —X,

es decir, la invariancia de la magnitud ds’, exigida en la relatividad especial.

Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas de la siguiente manera:

(o D)oty o))
() o-owol)

0 1
donde o, eslamatriz de Pauli (l OJ .

Para obtener la transformacion finita se aplica N veces la transformacion infinitesimal
(1-8f0o,). Asi, haciendo N — <, tenemos que

R(B) =1im(R(5P))",
R(B) =lim(1-,88)",
R(ﬁ)=1im( —%ﬁ) ,

con p = NJf . De esta manera, se obtiene

R(B)=e"".



A continuacion vamos a expandir e #7' | es decir:

2 4 3 5
e“PO'l :l[l+p_+p_+..]_0-](p+£_+.}9_+...J,
21 4 35

e =1cosh p—osenhp,

(x?J =(lcosh p — o senhp) [xo J 5
A *
xg| _Jfcoshp 0 0 senhp\|(x,
x ) 0 coshp) (senhp 0O x, )
x| coshp —senhp)| [ x,
x ) |\ -senp cosh p x, )
x, = cosh px, —senhpx,

x, =—senhpx, +cosh px,.

Para determinar los coeficientes cosh p y senhp hacemos x| =0 y obtenemos

v
ighp=—=p,
C

asi el factor de Lorentz es

Ademaés de
senh’p =cosh? p-1,

senh’p=y® -1,
senhp = By .
Por lo tanto, las transformaciones de Lorentz en la direccion del eje x son:

x' = y(x-vt),



Asimismo, la expresion
R(p)=e"",
es la representacion del referido grupo y o, es el generador de grupo debido a las

transformaciones para el movimiento relativo en la direccion x. Ademas, las transformaciones
de Lorentz en x son:

X=y(x-vt), Y=y, 2=z y t’=y(r-%2x).

Que pueden ser representadas como

y = 0 0

- 0 0
pey=| 7 .

0 0 1 0

0o 0 0 1

Este procedimiento presentado puede ser extrapolado para considerar las coordenadas y y z,
tal que las transformaciones de las coordenadas del espacio-tiempo se escriben como

x* o x" = ANpx?,
donde x* = (x° xl x? %} )= (ct,x,y,2). Asi, la representacién de grupo es dado por

Aop=e?%,
1.4 REPRESENTACIONES TENSORIALES Y ESPINORIALES

En la seccion anterior se estudio la representacién del grupo de Lorentz en cuatro dimensiones.
Debemos indicar que dicha representacién es irreductible y no es la mas de dimension
pequeiia. Para el caso de la representacion vectorial de Lorentz, dada por:

1 ap
— W)

ANp=e? ,
donde W, y J “ son los pardmetros y generadores de grupo, respectivamente. En este

contexto, la transformacion de un 4-vector es
VH = A ﬁVﬂ ,
_A B
V,=AV,.

A partir de estas representaciones se pueden construir en dimensiones superiores considerando
el producto tensorial. Las representaciones resultantes se llaman tensoriales y sus vectores son
tensores de diferentes indices, conocidos como orden. Por ejemplo un tensor de dos indices

contravariantes 7, se transforma como
T = A%, A 5T7 .

Esta representacion producto tensorial es reducible. El tensor 7,, puede ser simétrico o

antisimétrico, en esos casos en las transformaciones mantienen su simetria. La traza es un



invariante escalar. Asimismo, los tensores de orden dos pueden ser escritos como una suma
directa de subespacios invariantes e irreductibles, es decir:

T =%g”ﬁT+A"" +8%,

donde
T= gaﬂT”” =T,

4% =@ -T%),

5% =%(T"" T i

De esta manera, tensores 1 5 Taﬂ . 7 4 y 7 son representaciones equivalentes, es decir
af a P
reductibles, del grupo de Lorentz.

Debido a que las transformaciones de Lorentz considera el subgrupo de rotaciones y sus
generadores son las matrices de Pauli, entonces en las representaciones vectoriales o
tensoriales estan contenidas la representacién de espin entero. En principio el caso de espin
semientero no debe ser considerada debido a que (por ejemplo espin del electrén 1/2) en la
transformacion de rotacion para el espin, se tiene que

R¥2(0) % R (27) = -1.
Sin embargo, si recordamos en mecanica cuantica los observables son cuadraticos en la funcién
de onda, asi un signo negativo global puede ser aceptado. El grupo de las rotaciones
fisicamente importante es SU(2) que significa el grupo de matrices unitarias de orden 2 cuyo
determinante es la unidad. En este caso, la representacion elemental de SU(2) tiene dimension
2 y se llaman representacion espinorial o espinor. Sus generadores son dados por

donde

son las matrices de Pauli.

Ademads, como las representaciones de SU(2) se obtienen a partir del producto tensorial de
espinores, en particular las representaciones (S,,S,) del grupo de Lorentz se pueden construir

a partir del producto tensorial de las representaciones espinoriales (%,0) y (0,%) que tiene



dimensién (28, +1)(2S, +1) =2 y sus vectores son llamados de espinores de Weyl y tienen
dos componentes.

1.5 REPRESENTACIONES SOBRE CAMPOS

Recordando que un campo es una funcion de las coordenadas del espacio-tiempo, tal que es
invariante sobre la transformaciones de Lorentz, es decir si

x* 5 x" = Apx?
que para el caso infinitesimal
X' = x® 4 de?,
el campo ¢(x) satisface
¢(x) = ¢'(x").
Es decir, se buscan teorias donde los campos son invariantes sobre transformaciones de
Lorentz. Asi, para hallar las respectivas representaciones en este espacio de funciones,
consideramos las siguientes variaciones:

o> x"=x"+6x",

#(x) = ¢'(x) = p(x) + 5 §(x).
A partir de!l cual, se tiene
Op(x) =¢'(x) - 9(x),
0¢(x) =¢'(x" - &) - §(x),

8p(x) = ¢'(x") - #(x) - 8 ,9(x" )",

59(x) = §'(x) =) + W,y (U )7 3,6(3),

0p(x) = ¢'(x") - 9(x) + % Wosd 7 $(%),

donde J ,“ﬁ son los generadores de la representacién infinitesimal del grupo de Lorentz sobre
el campo ¢(x).

1.6 GRUPO DE POINCARE

Como es conocido en las leyes fisicas se exige que las mismas sean invariantes sobre:
e Translaciones espaciales y temporales (homogeneidad del espacio y del tiempo).
e Rotaciones (isotropia del espacio). '

e Transformaciones de Lorentz (exigencia de la relatividad especial).

Todas estas transformaciones juntas forman el Grupo de Poincaré, también llamado grupo no
homogéneo de Lorentz. En este caso las coordenadas de espacio-tiempo se transforman como:

x*=x*+a".

Si consideramos el caso infinitesimal a¢” = £*, entonces
\
% 17



x' % =x" +E,

x"=(1 —i&'ﬂP‘g ) b ol
se tiene que
=¥ = —igﬁPﬁx’“,

donde P? =id”.

De esta manera, los generadores del grupo de Poincaré para unan translacion infinitesimal son

dados por las componentes del 4-momento P? . Asi, la representacién de () se puede escribir
como :

~ia PP
T=e ™ .

Por otro lado, como los campos forman representaciones de dimension infinita del grupo de .
Lorentz, cuyos generadores son:
J¥ =I® + 89,

donde L% =i(x*0® —x?8%) y S depende si el campos es escalar, vectorial, tensorial o
espinorial. A continuacién, determinemos cual es la representacion de translacién. Para esto,
consideremos que

x'H* =x" +g”,
b

#(x) =¢'(x").

Entonces, haciendo una translacién infinitesimal a* =¢”, se tiene
5p(x) =¢'(x) = $(x),
6p(x) =9'(x' ~ £) - $(x),
Sp(x) = ¢'(x") — §(x) — £70 ,4(x),

5p(x) = —£”3 ,p(x)
Ahora, si comparamos con
] —i(—£ 4 ] !
$(x'—e)=e " g(x),
tenemos que
Sp(x)=ie, P §(x),
asi, P” =i3”, 1o cual es consistente con el resultado anterior.

1.7 PROBLEMAS
1 &u 0w du du
o a ot e

transformacién de Lorentz, en la direccion x.

1.  Muestre que la ecuacién de onda es invariante frente a la

Solucion
Considerando las transformacion de Lorentz, a saber

18



Comenzando del hecho que #'(x', ¥, 2",y =u(x, y, z,t}, tenemos

@_6‘u'6x’+6u'6_t'
ox ox' ax ot ot

ou au’_ v ou'

ga_cﬂzyg }/cz or'’

8% 0% _.v 0%

—_— + .
% axl 4 axrz Y cd at'z
De la misma manera, se tiene
32u _ }/2 azu' +}/2V2 azu’
at2 atrl axrz ?
’u o™
ayz - ayrZ 2
d'u o’u'
ozt ozt

Asi, tenemos

}/2 aZMr }/2‘)2 azu: -2 aZur s v2 aZui alul azu:
2 r2 " 2 12 =¥ r2 +}’ 4 r2 + 12 + 2 ?
c” ot ¢’ ox ox ¢" Ot ay oz

2 v2 alur VZ alul a2u1 a2u1
La-5H%5=0-5

=(1-— + +
c c atf'Z C'Z axr2 a.yI'Z 8212 3

1 62u'_62u' 'y’ o'u'

= + + .
CZ atr2 axl2 ayrl? 6212

2. Muestre que las matrices ortogonales 2x2 forman un grupo sobre la multiplicacién de
matrices.

Solucién
Sabemos que la propiedad de las matrices ortogonales es

00" =1.
Ahora, si tomamos dos elementos cualesquiera del conjunto de matrices ortogonales, a saber

0, y O,, entonces
EL 19



0=0,0,,

By
00" = 0,0, (O,.OJ.)T,
00" =0,0,0,70,",
00" =00,
00" =1.
Se tiene que las matrices satisfacen la asociatividad del producto, es decir
(0,0)0, =0,(0,0,).
Para este conjunto de matrices el elemento neutro es la identidad, a saber
o
0 1)
Para determinar la inversa, es inmediato de la propiedad de matrices ortogonales, es decir de

00" =1,
se tiene que

Por lo tanto, las matrices ortogonales 2x2 forman un grupo sobre la multiplicacién de matrices.

3.  Enel caso de los grupos de Lie, dada las siguientes representaciones, determine en cada
caso, los generadores de grupo:

1 0 0
R(p) = [cosqﬁ - sengﬁ] R(g)=|0 cos¢g seng |.
L 0 —seng cosg

Solucion
Determinando la derivada R(¢), es decir

dR(p) (- seng —cos¢
de i cosg —seng )’
pero

dR .
2 #=0=ic,

{01
o= "
1 0
De la misma manera, se tiene ﬁ

donde o es el generador, entonces
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1.7.1

0 0 0
S=10 0 =i
0 i 0

Problemas propuestos

Muestre que las matrices unitarias de orden » forman un grupo sobre la operacion de
multiplicaciéon de matrices.

Dado los siguientes conjuntos y leyes de composicion. Determine si son grupos v, si no,
identifique que propiedad de grupo no es satisfecha.

a) Los nimeros racionales, excluyendo el cero, en la operaciéon de multiplicacion.

b) Los enteros no negativos en la operacion de adicion.

¢) Las raices n de la unidad, es decir ™"

de multiplicacion. _
d) El conjunto de los nimeros complejos en la operacion de multiplicacion.

,para m=0,1,2....,n-1, en la operacion

‘Sea w(x,y,z) la funcién que caracteriza un estado fisico de un sistema. Se efectiia una

rotacion infinitesimal d¢ de dicha funcidn alrededor del eje z . Determine el generador
de rotaciones.
oy h% a?w

La ecuacion de Schrodinger para una particula libre de masa m es i B = e A
{ Zn1 ox”

Mostrar que esta ecuacion es covariante sobre la transformacion y — ' = ¢y , donde
aeR. )



CAPITULO 11
TEORIA CLASICA DE CAMPOS
2.1 INTRODUCCION

En la actualidad existe un gran numero de particulas fundamentales, es decir, ademas del
electron, proton, neutrén y fotéon son conocidas muchas otras. Una caracteristica mas notable
del comportamiento y hoy aceptada es la dualidad onda-particula. Esto quiere decir que en
algunos aspectos ellas se comportan como ondas y en otros como particulas. Aunque los
aspectos corpusculares fueron estudiadas en primer lugar y posteriormente con la aparicion de
la teoria cuantica las propiedades de onda. Sin embargo, en el casc del fotén fue en orden
contraria, pues ya era conocida la teoria del campo electromagnético cuando se comprendio
que ciertas propiedades de las mismas pueden ser explicadas si se acepta la existencia de
entidades discretas llamadas fotones.

Por otro lado, cuando se desarrolla un estudio tedrico del comportamiento de las referidas
particulas, es mas productivo considerar en primer lugar la descripcién ondulatoria y luego la
corpuscular. En este contexto, el caso ondulatorio exige el desarrollo de una teoria clasica de
campos, después sobre las consideraciones de la teoria cuédntica es posible hacer una
interpretacion corpuscular.

La Teoria Clasica de Campos es una teoria fisica que trata sobre el estudio de la interaccion de
uno o mas campos clasicos con la materia. Las ramas de la fisica donde estan presentes los
campos cléasicos son, por ejemplo: Relatividad General; Electromagnetismo; teoria de Yang-
Mills y materia condensada; ¢n consecuencia la teoria clasica de campos considera los casos no
relativistico, asi como también el relativistico. La dinamica de los fendmenos fisicos, asociados
con campos clasicos, es descrita por un campo fisico.

La idea de un campo fisico es asignarle a una cantidad fisica una funcién en cada punto del
espacio-tiempo (generalmente de una manera continua). Es decir, ademas de evolucionar
temporalmente en el tiempo, presentan variacion en el espacio. Esas caracteristicas hacen que
los campos fisicos sean considerados como sistemas con un numero infinito de grados de
libertad. Las peculiaridades que presentan estos campos hacen que sus ecuaciones de
‘movimiento sean dadas en términos de derivadas parciales en lugar de las ecuaciones
diferenciales ordinarias. El término “teoria clasica de campos™ es cominmente reservado para
describir las teorias fisicas como electromagnetismo y gravitacion, dos de las fuerzas
fundamentales de la naturaleza.

Asimismo, la idea de un campo continuo es introducida con el fin de evitar el concepto de
“Accion a Distancia” entre las particulas. Las fuentes de los campos son las cargas que tienen
las particulas. La idea es extrapolada hasta el punto de considerar que el campo existe sobre
alguna forma, mismo en ausencia de particulas. Es decir, suponemos que los campos estan
asociados a otros tipos de particulas fundamentales. de la misma manera que el campo
electromagnético esta asociado a los fotones. Estos campos no tienen necesariamente ¢l mismo
grado de complejidad que el campo electromagnético; algunos son mucho mas simples. La
hipotesis fundamental es que el comportamiento ondulatorio de cualquier tipo de particula
puede ser resumido en un sistema de ecuaciones de campos, con una o mas variable de campo.
Adicionalmente las ecuaciones deben ser invariantes en las transformaciones de Lorentz.

(o]
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obedeciendo de esta manera el requisito relativista de que todas las leyes de la naturaleza
presentan la misma forma en todos los sistemas de referencia.

2.2 ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

Para desarrollar la teoria clasica de campos, es conveniente considerar la formulacién
lagrangiana. Debido a que la dindmica del sistema es descrita por una funcién, conocida como
la lagrangiana. Luego tomando en cuenta el principio variacional aplicado a la lagrangiana se
obtienen las ecuaciones de movimiento, las cuales gobiernan la evolucién del sistema. Ademas,
dos razones importantes justifican el hecho de considerar la formulacién lagrangiana, a saber:

1. La lagrangiana o la integral de la densidad lagrangiana sobre el espacio-tiempo, debe ser
invariante frente a todas las simetrias de la teoria en estudio. Este aspecto es el mas aceptado
por las teorias relativistas, debido a que permite tratar el espacio y el tiempo de la misma
manera, en contraste a otras aproximaciones donde la descripcion es para una evolucion
temporal.

2. Indicada por Dirac y desarrollada por Feynman; es que permite la formulacion de integrales
de camino de la mecéanica cuantica. De tal forma que el operador de evolucién para una
funcién de onda de la mecanica cuantica pueda ser expresado como una suma sobre todos los
caminos.

Para introducir los conceptos bésicos de la formulacion lagrangiana es conveniente iniciar
desde la mecanica clésica. Para esto, consideremos un sistema de n particulas de igual masa.
Su movimiento clasico es descrito en términos de las g,(r) (i = 1,2,3,...,n) coordenadas. Estas
3n coordenadas describen una trayectoria en el espacio-tiempo. De acuerdo a la ley de
Newton, tenemos

mg, (1) = F(1).

Que para el caso de fuerzas conservativas, se tiene que
o dav

dg; ’

donde V es el potencial que perturba a las particulas.

Dado el valor de las coordenadas g,(t) y las velocidades ¢,(¢) en un tiempo dado, las leyes de

Newton permiten construir la trayectoria completa en términos de las funciones de coordenadas
g,(t) . Alternativamente, se puede determinar inicamente una trayectoria especificando el valor

de las coordenadas g,(t) en dos tiempos diferentes, es decir g;, = g,(f,) Yy g;, = g,(t,) . De esta
manera, de la infinita variedad de maneras en la cual el sistema fisico puede moverse desde g,

hasta g,,, la ecuacién de Newton considera unicamente una trayectoria particular.

Ahora supongamos que un numero real identifica cada trayectoria entre g,, y g,,. Un objeto
que asigna un numero a una funcién es una Funcional y se denota por S[q,(t)]. Es posible
definir una funcional, llamada ACCION, tal que el niimero asignado al camino fisico entre g,

Yy g, es predicho por la ley de Newton correspondiente a un valor estacionario de esta

7,



funcional. En otras palabras, existen dos aproximaciones alternativas al problema, el cual
tienen resultados equivalentes:

1. Solucionar las ecuaciones de Newton.

2. Encontrar la trayectoria para el cual la funcional accién tiene un minimo.

Con la finalidad de desarrollar la segunda alternativa, vamos a definir la funcional accién
A [q,(t)], que sera la integral temporal de la lagrangiana L(g,,q;), es decir

Sla. (0] = [dt Lig,(),4,(t)) - @1

Observe que (2.1) es una funcional, asigna un nimero a cada trayectoria dada, descrito por
g,(t). Por otro lado, el principio variacional dice que la trayectoria seguida por un sistema

fisico es aquella para la cual S[q,.(t)] tiene un extremo, es decir -

8Slg,(0]=0, 22)

para todas las trayectorias ¢,(f) que tienen los puntos extremos en f=¢ y f=t,. Este
principio variacional es conocido como PRINCIPIO DE HAMILTON.

Independientemente de la forma de la lagrangiana, se puede mostrar que las soluciones del
principio de Hamilton satisface la llamada ecuacién de Euler-Lagrange, también conocida
como ecuacioén de movimiento, dada por

i[i) P (2.3)
dt\ 6g, ) 9q

Por tanto, el movimiento cldsico de un sistema de particulas se obtiene del principio de
Hamilton e inversamente cualquier solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange corresponde
a un punto estacionario de la funcional accién.

Ahora, si la lagrangiana es conocida, el siguiente paso es construir constantes de movimiento,
es decir, cantidades que permanecen invariantes en el tiempo. Por ejemplo, cuando L no

depende explicitamente de g,, caso en el cual se tiene que a 0, el momento generalizado

g,

p;, definido como p, = Z—{‘, es una constante. Este resultado es inmediato de (2.3). Estas
constantes son llamadas las integrales de momento de las ecuaciones de movimiento. De esta
manera, podemos indicar que la ventaja de la formulacién lagrangiana radica que considera
una funcién escalar, “la lagrangiana”, la cual puede ser definida para cualquier conjunto de

coordenadas generalizadas ¢,(¢). Si la teoria en estudio tiene simetria, entonces la accién debe
ser invariante sobre esa simetria. En ese caso, se puede mostrar que las correspondientes
ecuaciones de Euler-Lagrange son invariante en el sentido que las transformaciones de simetria
aplicada a una solucion dada de estas ecuaciones llevaran a otras soluciones. La propiedad de
invariancia es algunas veces todo lo que se necesita de manera de deducir la accién ara un

sistema dado. %

24



Hasta aqui hemos tratado con un sistema finito de grados de libertad. La transicién a un
numero infinito de grados de libertad es necesario para el tratamiento de sistemas continuos, tal
como un solido vibrando, desde que su movimiento es descrito especificando las coordenadas
de posicién de todos los puntos. El caso continuo puede ser aproximado tomando el limite
apropiado de un sistema con un nimero finito de coordenadas discretas. Asi, se considera una

funcion ¢(x,t) y sus derivadas parciales 0, ¢(x,f) y 0,¢(x,f), pero puede ser facilmente
generalizada. Una relacion importante es la accion, la cual puede ser escrita como:

Sloce.n)= [t [del(g(x.0.9(x.0.0,6(5.0).

Las ecuaciones de Hamilton para ¢(x,#) se obtienen del principio de Hamilton. Para una
transformacion infinitesimal:

$(x,0) = p(x, 1) + 5 P(x,1) ,

0,4(x.1) = 0,4(x,1) +§5¢(x,r),

2 $(x.1) - B,4(x,1) +~§;5¢(x, D,

entonces,

5 S[p(x, 1)) = S[p(x,0) + 8 p(x,0)] - S[p(x.1)],

ol ol
8 S[p(x.0)]= Id’j‘f"(a¢( 5 O ¢(x,t) mg( P(x, 1)) + ma—( P(x f))]’
pero
" ol @ 6
e Soma®" a(a 5% J a\ 2 ¢>)§¢
’ a o o al
dx — J Bl ,
;[ 3(0,¢) ox = 3(5 ¢5) ¢| 1[ Ox \5(3x¢)J§¢
asi

; 1) 0t 0(0,¢(x,1))  Ox O(0.4(x,1))
la igualdad a cero es por (2.2), de esta expresion se obtiene:

5 S[p(x.0)]= jdtjdx5¢[a¢( _8_ot o 9 ]:-0

ol & al 0 ol B
og(x,t) o1 0(0,¢(x,1)) 0Ox 6(0,4(x,1))
es la ecuacion de Euler-Lagrange para un sistema continuo.

La generalizacidén para sistemas continuos en mds dimensiones es ahora obvio, y se puede
extender simplemente las definiciones de la densidad lagrangiana y las ecuaciones de Euler-

lagrange.
ﬁ ,
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2.2.1 Formalismo lagrangiano de la teoria clasica de campos

A continuacion, vamos a considerar tipos arbitrarios de campos, sin especificar los grados de
libertad que ellos describen. Estos campos seran funciones del 4-vector del espacio-tiempo

X, = (%05 %15 %, %, ) = (ct=x,~y,—2) 0 x* = (x",x‘,xz,x3)= (ct,x,y,2).

En este caso, la densidad lagrangiana depende de los campos y sus primeras derivadas, es decir
£=1{(p,0,4). También se puede considerar que el campo interactiia con una fuente externa de

esta manera describe un sistema no cerrado. Por ejemplo, cuando se quiere estudiar los campos
eléctricos y magnéticos producidos por una distribucién de corriente eléctrica. Esto es posible
describir considerando una fuente externa en la densidad lagrangiana, cuya dependencia de la

fuente es £ = £(4,0,4,x") .
Por otro lado, definimos la funcional acciéon como
S = [dlp.a,6.5" 'x. (2.5)

Supongamos, que el campo ¢ estd definido en una region R del espacio-tiempo, con frontera
OR . Ahora considerando las variaciones en las coordenadas x“ y en el campo ¢, variaciones

estas que se anulan en la frontera 6R ,es decir 59 =0y &“ =0,
o x=x"+6x", (2.6)
#(x) = ¢'(x) = §(x) + 5 #(x). (2.7)

La densidad lagrangiana (2.5) depende explicitamente de las coordenadas x”. Lo cual sucede
cuando el campo ¢ interactia con una fuente externa. Definimos la variacion total como

P'(x) = p(x) + Ad(x),
donde A¢(x) en primera orden de &x” es

Ap(x) = Sp(x)+ (0 ,9)0 x*.
La variacion de la accién es dada por

58 = [tlg',0,¢"x"" Ji*x' - [tlp.0,.x" Ji'x,
donde d*x' = J(x',x)d*x y J(x',x) es el Jacobiano de la transformacién x' — x.
De (2.6) se tiene

y

Jx )= det[zxxi ) =1+, (&").

Considerando solo términos hasta segunda orden, tenemos |
58 =[tlp,0,0.x f1+0,(5x ) x~[d(p,0,6,5 'x,
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5S={loe+20,5x))'x, (2.8)

donde

ot Y, o .,
5= a—¢5¢ + P 5@, 9+ 8x". (2.9)

También de la ecuacion (2.7), tenemos .
5(2,8)=20,0(4). (2.10)

Sustituyendo las relaciones (2.9) y (2.10) en (2.8) y colocando
635“"—63—5" £0, (6x"
p( x )_8x“ x* + ﬂ( b 19
obtenemos la siguiente expresion:

58S = i[s—iags + B(Z;) 8,(54)+ 6#(E§x“)Jd4x. 2.11)

El tercer término es una divergencia total. El segundo término puede ser escrito como

ot ot ol
3 5 =a 5 _a 5 ’
20,9 " ? “(a(aﬂm ¢J “[a(am)J f

donde el primer término también es una divergencia total.

Podemos escribir las divergencias totales como las integrales sobre la frontera dR (Teorema de
Gauss). De esta manera (2.11) se escribe como

or of i of )
5S _1(5_6"[6(6,,@]}%61 x+i{a(aﬂ¢)a¢+fax Jdaﬂ. (2.12)

Por hipotesis ¢ =0 y &* =0 sobre OR, asi el segundo término en (2.12) se anula y la
condicion de accion estacionaria, 6 S = 0, implica las ecuaciones de Euler-Lagrange:

2|2 _lug, 2.13)
a6 2@, |

2.3 TEOREMA DE NOETHER

Vamos a estudiar otras consecuencias del uso del principio variacional. Es decir, usando las
simetrias de la accion se derivara principios de conservacion. Por ejemplo, en mecénica clasica,
s1 el hamiltoniano es independiente del tiempo, entonces la energia es conservada. De la misma

e



manera, si el hamiltoniano es invariante frente a transformaciones de traslacidn entonces el
momento es conservado.

Independencia Temporal implica conservacion de la energia.
Independencia de traslacion implica conservacion del momento.
Independencia rotacional implica conservacién del momento angular orbital.

En teoria de campos y fisica de particulas un teorema importante es el Teorema de Noether, el
cual dice: si la accién es invariante por una reparametrizacén de transformaciénen x* y ¢, es

decir, es invariante si la accién es invariante sobre algtiin grupo de transformaciéon en x“ y ¢,

entonces existe una o mas cantidades conservadas, es decir, combinaciones de campos y sus
derivadas son invariantes sobre las transformaciones.

El Teorema de Noether considera las conservaciones de energia, momento, momento angular y
otros numeros cuanticos (isospin, extrafieza, ...) el cual la particula poseen, como carga
isospin, color, etc.

o o ‘ ot R
& = ![%-aﬂ[a(w)nwd x+a£(a(a#¢) 5p+15x Ja’o# =

jaf a[ o }5¢d4x+j[ i 56 +18c* + i 8,4)8 x" — }
og o(0,9) = 0(C,9) 0(0,9) 5(5 $)

i [ [a(a ¢)D5¢ d'x+

(8,4)6 x* E&”JJda#. (2.14)

+a£[a(a 9 [6(6 9

Por otro lado, como
x> x""=x"+6x",

p(x) > ¢'(x) = §(x) + 5 §(x),

podemos definir una variacion total en ¢, Ag por
¢'(x") = p(x) + Ag(x),
Ap(x) = ¢'(x") - p(x) +d(x") - 9(x"),
= ¢'(x") - 9(x') +4(x") - ¢(x),
= 0¢(x) +#(x") - §(x).

De esta manera, se tiene ' y
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BH) = B +5c") =(x") + 8 $(x* )"
$(x) - $(x) = (0,6 )5~

Por lo tanto,

A(x) = 3¢(x) + (8,$)5 "

Asi reemplazando en (2.14), tenemos

& ot i o0,
Js_l[a_a"[a(amﬂm ”.;iaamf"” 9"}"% @15)

.ot
" 9(0,9)

donde

(8,8)- 540, (2.16)

Ahora, vamos a considerar que la accion S es invariante sobre un grupo de transformaciones
infinitesimales en x* y @, el cual para transformaciones infinitesimales son de la forma

Ax* =X S, (2.17)

Ap=@, 50", (2.18)

donde @* es un parametro infinitesimal. De esta manera, del segundo termino de (2.15),
tenemos

j[&cpv —@;’,‘Xf)éa)” do, =0,
R 0(0,9)

y como d®" es arbitrario, entonces se obtiene

[Jtdo, =0,
érR
donde
" ot _ "X
Coees T

Por otro lado, usando el Teorema de Green para pasar la integral de superficie a una integral de
volumen, se tiene
H - 1% L T—
[r4do, = [8,/1d*x==0,
ik R
por lo tanto,

o
0,J=0. (2.19)
Es decir, tenemos una corriente .J/' conservada. La existencia de esta corriente se obtuvo de la

invariancia de la accion sobre las transformaciones (2.17) y (2.18). Ademaés de (2.19), se tiene
para un instante del tiempo
7.



[ aid’x+ [ aJid% =0, (2.20)
Vv 4

y usando el Teorema de Gauss en el segundo término de la expresion anterior, es decir
[ 80.d’x = [Jido, =0,
Vv av

sobre la consideracion que los campos se anulan en la superficie. De esta manera, (2.20) se
reduce a

iIJOa”x-O
dy T

Si ahora definimos, para ¢ constante
0, =j de3x,
4

entonces

d
“0.=0,
9

es decir, se tiene una carga conservada. Resumiendo, la simetria de la accion implica la
conservacion de una corriente, el cual lleva a un principio de conservacion.

2.3.1 Tensor energia-momento y momento angular

Continuando con el estudio realizado en el capitulo anterior referente al Tensor de energia-
momento &/, es necesario estudiar sus componentes, asi de

oL

o = 0,8)-61'L, (2.21)
o(0,9)
se tiene:
. H=0yv=0 7
oL
CHE @,8)- 8L,
Po@) T
Q) = %éﬂ -L,
o¢
ademas, como
H = ZP: Qr - L
i=0
4
_oL
)

entonces ©; es una densidad de energia y para

. H=0yv=0 ﬁ
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oL

o = o —5°L,
» = a0 P
o =L .9~ 5°C.

o¢
Por otro lado, para el caso de una translacion infinitesimal respecto del origen del espacio-
tiempo, es decir,

At =k, (2.22)
Agp=0, (2.23)
asi,
K* = XC 8 =E%, (2.24)
entonces
KL =g
De la misma manera, de
Ap=D, s0" =0, (2.25)
tenemos que
®,=0
y como la corriente es dada por,
J¥ = 6 @ —0LX,
0(2,9)

entonces
o aNen _ Hoen _ H
. ——@,,XV ——@,, 5,, =-0/,

asi, parael caso £ =0y v #0, se tiene que J' =-0O° y como

4 | $d*x=0
dey v
obtenemos que
ij@ﬁ d’x=0.
dts,

De esta manera, G)S es una cantidad que se conserva, en analogia con la mecanica clasica, serd

el 4-momento o energia-momento del campo ¢(x). Por lo tanto, (2.21) puede ser llamado un
tensor de energia—momento. Por ejemplo, si consideramos la siguiente densidad lagrangiana:

L= %(aﬂﬂaw)—%w, | (2.26)
se tiene que
o g 50009,

asi, en (2.21) tenemos
O} =(0"g)8,4) -5 L,
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0" =05 =" (0"9)0,4)-8" 5, L,
O =(0"4)@"9)-g"" L.

Por lo tanto, este tensor es simétrico en x4 y v. De esta manera, para el campo escalar, el
tensor energia-momento es simétrico. Sin embargo, en general no es claro que (2.21) sea
simétrico. Ademas, no es Unico, es decir, es posible adicionar un término de la forma &, f Aar

donde f** =-f** entonces

a,ua,?, fa{.tlv - aia# fil,uv :_a}la# f,uﬂv =_ap64 f/l,uv’
luego, si hacemos u <> 4, se tiene
8,9, % =0, (2.27)

De esta manera, definimos un nuevo tensor de la forma:

T =@" +9,f*, (2.28)
tal que, usando (2.27) se obtiene

0,T* =0,0",

ycomo J) =-0)y d,J) =0,entonces 0,0 =0, asi

avo

0, T =0,
es decir, este nuevo tensor de energia-momento es conservado como el anterior, la adicién de
este tensor extra al tensor energia-momento no afecta la energia y el momento, el cual son

cantidades medibles. Este tensor 7% es llamado tensor de energia-momento candnico.

Existe otra razon para que 7" sea simétrico, el cual surge cuando consideramos el momento
angular. En este caso, se exige que la accidon sea invariante frente a rotaciones espaciales, es
decir

e’ = ix (2.29)

& ==¢7, (2.30)
donde i,j =1,2,3 y &'/ es una matriz antisimétrcia que describe las rotaciones.
Ahora, como el grupo de rotacion es un subgrupo del grupo de Lorentz, es posible generalizar
(220

Ox* =ftyb, (2.31)
con £ =& De esta manera, (2.31) puede ser escrito como:

Sxt = XK P (2.32)
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o _ sH A av o _ Vi u B S
donde X = d, x,. Ademds, como £ =& entonces X es antisimétrico en po, €s

decir X%, =X% . En este caso, para encontrar la corriente de Noether conservada usamos

JH = oL
9(9,9)
el cual para @, =0 y sustituyendo 7" por ®*" se ticne que

D, =BLX L,

J# =-T*X1.

Sin embargo, en este caso X no es de dos indices, si no de tres, es decir
J#P" = _T#X'?W
i .

Por otro lado, como £7° es antisimétrico en p y o, solamente la parte de X antisimétrica en
sus indices inferiores contribuyen en (2.32), asi podemos tener de:

4 _ywH gpo
dxt=X0 &
haciendo p & o
‘ uo_ p pop
oxt ==X &%,
luego sumando estas expresiones, se obtiene:

o Mz 32,

de esta manera, si definimos

X* =%(x;, -x4 )

po

entonces

JHee = _%(Tnﬂxflﬂf’ —T:XW‘D),

y si usamos X% =dJ, x,, tenemos que
J#° = —%(T;‘é”" x? =Tré™ x"’),
i 1 i) a o .
JH = ——E(T”’x ~T# x*). (2.33)

Ahora, para u =0 se tiene que:

J = ——%(T""x" g )i

Ademas, anteriormente encontramos que T% es el 4-momento del campo ¢ entonces
podemos definir la densidad de momento angular del campo ¢, como:

ml)pv = (TO,uxv _ Tvap ),
y el momento angular es dado por
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M = ([T o),

o podemos escribirlo de la forma:
M* = [ M d’x.
Por otro lado, para estudiar si es una cantidad conservada, hacemos
o, M™ =5 (T7x)-0 (T7x*),
o, m™ (0,17 k" +T*(5,%")-(6,77 " -7 {3, %),
O ME =F%g, —~TD s

O, M =T" -T"",
es decir, si la densidad del momento angular del campo ¢(x) es conservada debe tener que

T =T

Por tanto, la conservacion del momento angular exige que el tensor de energia-momento sea
simétrico. Ademas, se tiene para un instante del tiempo que

[o, M d’x = (o, M dx+ [o,M* d*x =0,
4 v Vv

[oo M d’x+ [M*do, =0,
v av

y como en las fronteras el campo es nulo, entonces el segundo término del lado izquierdo es
nulo, asi tenemos que

i M dix=0.
dt)

Si ahora definimos, para ¢ constante

0, = [M™d’x,
V
entonces
d
=0, =0,
dt Q

es decir, encontramos una carga conservada. Por lo tanto, existen tres componentes del
momento angular del campo ¢ que son componentes espaciales de M**, es decir M, M?

y M*'. Tres componentes tipo espacio-tiempo M”, M*® y M® que estin relacionados con
el centro de masa del sistema y son conservadas en virtud de la invariancia puramente de las

transformaciones de Lorentz.
y
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24 CAMPOS ESCALARES

Como mencionamos anteriormente un campo es una funcion de las coordenadas del espacio-
tiempo, tal que es invariante sobre las transformaciones de Lorentz. En particular el estudio de
los campos escalares es muy didactico toda vez que ellos estan asociados a particulas que no
tienen carga y espin cero caso en el cual es descrito por un campo escalar real, o en el caso que
tenga carga es descrito por un campo escalar complejo. A continuacién presentamos el estudio
de estos dos tipos de campos.

2.4.1 Campo escalar real
La ecuaciéon de Klein-Gordon es una ecuacién de ondas relativista, descubierta por Erwin

Schrddinger, como alternativa relativista a la ecuacién con su nombre. La densidad lagrangiana
es

1 gy M o
L=-(0,010")-"

Ahora para determinar la ecuacién de movimiento del campo ¢, usamos Euler-Lagrange, es

decir
8L _g# oL 1,
op(x) (0 ,9(x))

oL 1 0
ole,4) 20,4

y de (2.26), tenemos

e @.0)0.9).
5”56 B 0.7 51 6.0)

o) 5079+ 29)=0s.

aﬂ[ oL ]=—aﬂ(a”¢(x>),

(0 ,9(x))
oL
2= m(x),
dp(x)
entonces la ecuaciéon de movimiento para ¢ sera:
(6“6, + m*)p(x) = 0. (2.34)

Reconocemos que estas son las ecuaciones de movimiento tipo Klein-Gordon, para el campo
¢(x) . Ademas, se puede determinar el tensor energia-momento, es decir

©F = (2"9)0,8) -5, L,
£



" =g 05 =g" (0"9)0,4)-8" 5, L.,

0" =(0"¢)0"¢)-g"" L.
Donde observamos que este tensor es simétrico en x4 y v. De esta manera, para el campo
escalar, el tensor energia-momento es simétrico. Asimismo, es posible mostrar que la densidad
lagrangiana L, es invariante sobre la transformacion de gauge.

De la expresion anterior se puede determinar la densidad de energia asociada, a saber

0" =(8°¢)2°¢)-g" L,
o%=¢ -L,
00 _ '2__1_ P ﬁ 2
6" =¢ 2(5a¢)(5 P+ > ¢,

2 2 2

: 1- 1= m
O®=¢p ——¢ +-V¢+—g¢°,

b6+ Vh T

.2 2
@“=%¢+le+fL

2
2 2¢’

el cual es definida positiva.

2.4.2 Campo escalar complejo

El campo escalar tiene dos componentes reales ¢,(x) y @,(x). Asi, podemos escribirlo como:

)= mj;(cm (x)+ig, (1))

# ()= %(cél.(x) —ig, (%)),

donde los campos ¢(x) y ¢" (x) son independientes.

De esta manera, la densidad lagrangiana

L (p(0,0,600:8 (0,0°¢" () )= (0,60)0%8" @) -m6)6" (), (235

es real, lo cual puede ser verificado si hacemos

(0,8)076" ()= 7=(0,8,(0+10,4, () 1=(0"9, () -10"6, ),



0,4)o%8" ()= (0,40No )~ 0,8, )o 8, )+
+i(0,4,(0)04,(0))+ 0,8, ()04, ().

(6p¢<x))(6“¢'(x))=%(6,,¢] (x)Xa”¢l(x>)+%(a,,mx))(a"m ).

asimismo,
2
~mP(x) ¢’ (x) = —-”;—(cél (x)+id, N, (¥) - i (%)),
- (04" () = =4 ()~ i, () () + i, (04, (5) + 67 (),
—m2¢(x)¢'(x)=—”'7¢.’(x>—”'7¢§(x>,
asi,

2

£ {6,2.0,4,%:¢,(0,04,(9)- %(% (o4, ()= "4 () +%(8y¢2 ()0 4,(0))- -

es decir, la densidad lagrangiana es una suma de densidades lagrangianas de los campos
escalares reales. Ahora, si queremos determinar la ecuacién de movimiento del campo ¢ y ¢',

usamos Euler-Lagrange. Por ejemplo, para ¢" consideramos

oL —a"[ oL J=0,
o0 0@ )

y de (2.35), tenemos
oL .,
a(ﬁ‘(X) =-m ¢(JC),
oL
A ——————|=-012 §
(a(aw (x))) o,#)
y la ecuacion de movimiento para ¢ sera:
(0“0, + m? )p(x) =0. (2.36)

De la misma manera se puede obtener la ecuacién de movimiento para el campo ¢°, dada por:
(60, +m*)¢" (x)=0. (2.37)

Reconocemos que estas son las ecuaciones de movimiento tipo Klein-Gordon, para los campos

independientes ¢(x) y ¢°(x). Por otro lado, es posible mostrar que la densidad lagrangiana

L, es invariante sobre las transformacion de gauge, dada por %
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p(x) > e " g(x) =y (x), (2.38)

$ () > e () =y (%), (2.39)
donde A es una constante real. Las relaciones (2.38) y (2.39) son llamadas “Transformacion

de Gauge Global” o de “primer tipo”. Es posible mostrar que (2.35) es invariante sobre estas
transformaciones, para esto hacemos:

L lp(),0, 0w (0.0 (0 )= 0,0 @)0"y" 0)-muxy @),
L ly),0, w v’ (0,00 (0)= 0, e 9(0)0* (9" (0)- m* e () e 0" (),
L 0.0, w00 (0,0"y (0 )= (0,0))0"" () md(0) 4" (x).

Llp0),0, w00 (6,8°0 (00 )= L [p(0),0 92156 (),0°8" (%)),
es decir, la densidad lagrangiana (2.35) es invariante sobre las transformaciones de gauge

global. Por otro lado, para el caso de A pequefio (parametro de transformacién infinitesimal),
la transformacion, es su forma infinitesimal, es dada por:

W) = e g(x) = l—iA-%Tw%—---}»(x),

W () =g (x) = 1+fA—%—z‘A——---]¢‘(x>,-

y como A es pequefio, podemos despreciar términos del tipo A?, A, ... frente a A, de esta
manera las expresiones anteriores se reducen a la forma:

p(x) = e g(x) = (1 - iAJp(x) = $(x) —iAp(x), (2.40)
yi(x)=etg () =(1+iA)" () =g () +iAg' (x). (241)
Ademas, como
p(x) = p(x)+ 6 9(x), (2.42)
pr(x)=¢"(x)+54"(x), (2.43)
entonces comparando (2.40) con (2.41) y (2.42) con (2.43), se obtiene que:
S P(x) = —iAg(x), (2.44)
8¢ (x)=iAg (x). (2.45)

De la misma manera, tenemos:
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5(6,8(0)=10,(66(x)) = -in(@,9(x)),

5(074" (x))= 8" (69" (0))=iAl6"4" (x)).

Debemos observar que como las transformaciones (2.40) y (2.41) no consideran el espacio-
tiempo, tenemos que es solamente interno, es decir, transformaciones solo sobre el propio

#(x) . Si ahora consideramos el grupo de transformaciones infinitesimales en x* y #(x), el
cual para transformaciones infinitesimales son de la forma

Axt = XA So” (2.46)

Ag(x) =D (x)J 0”, (2.47)
donde @* es un pardmetro infinitesimal, se tiene que X% =0 y en consecuencia Ax* =0. Sin

embargo, para las transformaciones infinitesimales en ¢(x) y ¢’ (x), dadas por (2.44) y (2.45),

respectivamente, se tiene que al comparar con (2.46) y (2.47) el parametro infinitesimal @* es
Ay
D, (x)=~ig(x), (2.48)

D' (x)=ig"(x). (2.49)

Por otro lado, considerando el Teorema de Noether, se tiene que la corriente conservada, el
cual es dada por:

oL
(2 ,9(x))

]
v

D, (x)-0,X],

y como X7 =0 entonces
P oL

J oo @ :
=y

Pero como en este caso los indices internos de ¢(x) tiene que ser sumados, de esta manera se

tiene contribuciones de ¢(x) y ¢ (x), es decir:

= L DO(x)+ B—L:, 0}
0(0,4(x)) 30,4 (x))
y usando (2.48) y (2.49), obtenemos

]

(),

oL

. oL
88" ¢’ ()

e (ig" (), (2.50)

(- ig(x))+
mas aun de

L 161,000 (0,0"6" (%) )= (0,6())0"¢" (1)) - m?6(x) " (),

tenemos que

oL
... R i
sy L

£,



oL .
= - :
NG B

asi (2.50) se escribe como:
T4 =i(¢" (x) 0" g(x) - p(x)0"¢" (x)). 2.51)

Ahora para estudiar si de esta expresion podemos obtener cantidades conservadas hacemos:
5,0* =ilp, (0" (0)0"9(0)-0, w2 s" ()},

8,7 =il6,8" @0 0()+ ¢" (1)8,0p(x) - (0,8 N0"¢" (%))~ $(x)2,,0"4" (x)],
y usando (2.36) y (2.37), tenemos que
8,J" =0,

es decir, la 4-divergencia de J* es nula. En este caso la cantidad conservada para un instante
del tiempo viene dada por

[ spd’x+ [ 0 Jid'x =0,
14 4
y usando el Teorema de Gauss en el segundo termino de la expresion anterior, es decir

[ 8u1id’x = [Jida, =0, (2.52)
¥V av

ademas sobre la consideracion que los campos se anulan en la superficie. De esta manera,
(2.52) se reduce a:

ij Jd’x=0.
dry

Si ahora definimos, para ¢ constante
0, = Jid,
12
entonces se tiene
d
E;Qv =0,
donde Q =jj(¢'(x)6°¢(x) - ¢(x)8°¢*(x))dV , es la cantidad conservada y se identificara con

la carga eléctrica.

Debemos mencionar que esta cantidad identificada con la carga eléctrica no contiene la carga
e del electron. Es una expresion clasica debido a que no contiene 7. No estd cuantizado, es
decir, no se encuentra de acuerdo con el hecho que las cargas eléctricas real todas parecen ser

multiplos de una cantidad basica. Ademas observe que si el campo es real ¢(x)=¢ (x), O es
nulo y no existe cantidad conservada. Por tanto, identificamos una cantidad conservada Q,
como resultado de la invariancia de la accién sobre una transformacion de gauge
p(x) >e™p(x) vy ¢ (x) >4 (x). En este caso como A es una constante estas
transformaciones deben ser las mismas en todos los puntos del espacio-tiempo, es una
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transformacion global. Sin embargo, este requerimiento no es posible, debido a que de acuerdo
con la relatividad, debe existir un tiempo minimo igual al tiempo de viaje de la luz, es decir, la
transformacion de gauge global contradice la relatividad. Por esta razén, la consideracion de
que A sea una constante debe ser modificada.

2.5 CAMPOS ESPINORIALES

Otro campo importante que debemos tomar en cuenta es el campo espinorial, el cual considera
los campos vectoriales y tensoriales. Como es conocido mediante campos tensoriales se pueden
representar algunas magnitudes fisicas inclusive también considerando campos espinoriales
dichas magnitudes fisicas pueden ser representadas. Sin embargo, existen casos donde lo
contrario no es posible, es decir, algunos campos espinoriales no tienen sus analogos
tensoriales. En este contexto los campos espinoriales son mas generales que los campos
vectoriales y tensoriales.

En teoria cudntica de campos una particula se encuentra asociada con un campo. Asimismo,
como las dos grandes familias de particulas conocidas son los bosones y fermiones, siendo las
primeras descritas por los campos vectoriales o tensoriales y las segunda por campos
espinoriales. En este caso la descripcion es mediante los espinores de Weyl, es decir w, y ¥, ,

de tal manera que los 4-vectores de Lorentz pueden ser escritos como
WO Wy,

. Wi W,
donde o* =(1,6) y * =(1,-&). Asimismo, la densidad lagrangiana, es dada por:

e .
L=iy;c"0,y,,
la consideracion de i asegura que la lagrangiana sea hermitica. Para determinar sus ecuaciones
de movimiento y como y, y y; son independientes, dos ecuaciones de Euler-Lagrange deben
ser determinadas, a saber
—u —
c“dw, =0,

(6,—0c'8,)y, =0,
que es la ecuacién de Weyl para i, y se observa que es equivalente a la ecuacién de Klein-
Gordon para una particula no masiva. De la expresion anterior, tenemos que

B, =00,
dov, =V,
Por otro lado, el tensor de energia-momento es
e~ =T§fﬁ(aﬂ%)'ng’

0¥ =iy;5%8%y,,
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asi, la densidad de energia es
H=0% =iy;5'd,,

H=iydy,.
Asimismo, la ecuacion de Euler-Lagrange para y, es
0“0y, =0,

0y +0'0 )y, =0,

que es la ecuacién de Weyl para y, y se observa que es equivalente a la ecuacién de Klein-
Gordon para sus dos componentes. De la expresion anterior, tenemos que

Opp =—0'0p,
OoWr =V
También, el tensor de energia-momento es

w _ OL

=———(0"w,)-g%

00.y.)

0% =iyo 0%y,
asi, la densidad de energia es

H=0% =iyic"8 "y,
H =iyd"y,.

2.6 CAMPO ELECTROMAGNETICO

L,

Como es conocida las Transformaciones de Lorentz trata de la misma manera los cambios de
las coordenadas del espacio y del tiempo. De esta manera, en las ecuaciones de Maxwell las
coordenadas x, = (xo,x_,,xz,xj) = (ct,—x,—y,—z) deben aparecer en una forma simétrica, asi las

referidas ecuaciones deben ser rescrita en funcion de rotacionales y divergencias en cuatro
dimensiones. Una formulacion de las ecuaciones de Maxwell que trata las coordenadas del
espacio y tiempo de manera equivalente se llama Formulacién Covariante. En este contexto,
iniciamos nuestro estudio considerando las ecuaciones de Maxwell, las cuales son dadas por:

(2.53)

ity (2.54)

V.E =4np,
5512 _tn;
c Ot ¢

#.



VB =0, (2.55)

1 6B
+___

VxE =0. (2.56)
c ot

Siendo la primera la Ley de Gauss, (2.54) la Ley de induccion de Faraday, la tercera indica que

no existen cargas magnéticas aisladas y la cuarta representa la Ley de Ampere.

Es posible determinar la ecuacion de contmuldad (conservacion de la carga local), para esto de
(2.53) y (2.54) se tiene

0 (= = X,
—\V.E)]=4zx—p, 2.5
az( ) ot (&1
V(VXE)— Vﬁ=4—nv j,
c Ot c
14(9-E) = =5 5 (2.58)
c Ot c
igualando las expresiones (2.57) y (2.58), obtenemos
%,9.5=0. (2.59)

ot

Por otro lado, recordando que el caso del campo electromagnético se puede estudiar de dos
maneras, una de ellas es considerando los potenciales, a saber escalar ¢ y vectorial 4 o en

términos de los campos eléctrico £ y magnético B. Si tomamos en cuenta los potenciales,
entonces de (2.55), tenemos

B=Vx4, (2.60)
el cual sustituyendo en (2.56) -

entonces

E= ————v¢. (2.61)

De esta manera, los campos eléctrico y magnético se encuentran escritos en términos de los
potenciales ¢ y 4. En este sentido el conocimiento de ellos, permitird determinar £ y B.

F-.

Asi, para precisar la dinamica de ¢ y 4, estas pueden ser obtenidas a partir de



c ot c

reemplazando (2.60) y (2.61) en la expresion anterior, tenemos

Ademas, en

o o w 18w, 184, s
Vx(VxA)—;E(—V;zS——E):TEJ,

= = = a,-= 10z 1 8*°4 4r -
V(V-A)-VA4+-=Vd+— =
(V-4) c ot ¢ ct ot ¢
-
—1-55 f+V(ﬁ A la—)—€722=4—”J.
c” ot ot c
V.E=4np,
6.(—1@ ~Vé)=4dnp,
c ot

190, 3y -a%a.
c Ot ¢ P

(2.62)

(2.63)

Ahora, observando las ecuaciones (2.62) y (2.63) tenemos que los potenciales estan acoplados.
Antes de continuar, debemos indicar que ¢ y 4 no determinan univocamente £ y B, pues las
transformaciones de gauge considerando una funcién escalar A arbitraria dejan invariante

dichos campos, a saber

entonces,

De igual manera,

A'=A+VA,
B =Vx4,

B'=Vx(A+VA),
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120 1 8A

E'=———(A+VA) V(¢————)
co
Ez_l%_liv/\ -V + ,_Vg/l
cot cot Bt
E'=—16—A-13w\ Vo + _EVA,
cot cot c ot
E':—la—A—w,
c Ot
E'=E.

Asi, como A es arbitraria entonces existe infinitas funciones escalares que satisfacen

A'=A4A+VA,
IBA
et cor

Regresando a la ecuacion (2.62) y considerando el gauge de Lorentz, es decir

B P (2.64)
¢ ot
se reduce a
1 8*4 -,- 4rm-

y considerando (2.63)

— =L _Vg=4znp. (2.66)

Por otro'lado, recordando que en la métrica

ds? =c’dt? —dx® —-dy* —dz*,
el D alembertiano es definida por

0o 19 o
c? o’ ’
entonces, (2.66) y (2.65) se pueden escribir como /%7
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4
og=—-:(pc),
C

- 4 -
nAd="27.
C

Ahora si definimos el 4-potencial 4% =(#,A) y la 4-corriente J* = (cp,J), las expresiones
anteriores se unifican en

ad® =% je. (2.67)
[

conocida como ecuacion de los potenciales. En este mismo sentido, la ecuacion de continuidad
es escrita como

0.0 =i, (2.68)
y el gauge de Lorentz
0,4 =0. (2.69)

Es decir, tenemos expresiones (2.67), (2.68) y (2.69) escritas de forma covariante.

2.6.1 Ecuaciones de Maxwell covariante

Para obtener las ecuaciones de Maxwell en su forma covariante, vamos a comenzar
considerando las componentes de

Bt 5
c ot ¢

es decir,
E, 104, 0J¢
¢ ot Ox

z

£ - 16Ay o

Y ooc ot oy

b

g o lod _0p
c ot 0Oz

y como la,=60, 0, =(0,,V), ¢=4, y (-4,,—A4,,-4,)=(4,,4,,4;), entonces las
"

expresiones anteriores son rescritas de la siguiente manera:
E, =0,4,-0,4,,
E,=0,4,-0,4,,

E, =0,4, —8,4,.
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Estas relaciones tienen una forma de “rotacional” en ¢. Asimismo, de B=V x A se tiene que
las componentes del campo magnético representan un rotacional. Asi, podemos concluir que £

y B forman el rotacional 4-dimensional de 4% . Ademas, observe de las expresiones anteriores
que dos indices se deben considerar y que de la inversion de los mismos se tiene

E =08,4, 0,4, = (0,4, -0,4,)=E,,
E; =08,4, -0,4, =—(8,4, -0,4,)) = E,,

E; = asAo —50/13 =—(0,4, —33A0) = Es’
es decir, el rotacional aplicado a un vector produce un tensor antisimétrico. Ahora, en 4
dimensiones un tensor antisimétrico tiene 6 componentes independientes. De esta manera,
definimos el tensor campo electromagnético F como

F% = 0% 4% — 3% 4°, (2.70)
con F¥ = -F#=,

De acuerdo con la definicion (2.70) algunas componentes del tensor antisimétrico del campo
electromagnético, son dadas por
Fﬁl zaOAl _alAﬂ

Fo-104 00 _ _p __po
c ot oOx ) ’

FRapgd =l A,

Foz—l%..;__a,ﬂ

=_E :_F20
c ot oy ’
F03 =BOA3 _a3A0

F03 :1%4_%:_‘5'1 =-‘F3U,
c Ot 0Oz :

F'lZ =aIA2 _a'ZAl

Fl!__% %___B:__FZI’
Fl3 _alABl 53441,
04, 0A,
F”:—§+ = =B, =-F",

F23=82A3_63A2 %
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04, 04
+

Asi, F'** es dada por
0 =B =& =E

E,. 0 -B. B

y

E, B, 0 -B,
E, -B, B, 0
z y x
donde F® =0, F' =0, F2 =0y F® =0.

F? =

?

Ahora, considerando las ecuaciones de Maxwell no homogéneas, a saber dadas por (2.53) y
(2.54), vamos a escribirlas en su forma covariante. Para esto escribimos (2.53) de la siguiente
manera

= - 4r
V.E=—(p0),

ycomo F®=E , F® =E, y F* =E_, entonces

x?

10 ) 0 ° 4z

VE=——F*+ —_F"4+—F®+_F*=22)0,
c ot ox oy 0z c
g.F™ = 37 yo. : (2.71)
C
Del mismo modo, de
S L
c ot &

tenemos

) 4z
(2,8, ~8,B,~8,E..,0.8B <0.B, -0,E,,0,B,-0,B, —08,E )= 7(J,,J?,J“,) "

4r
0,B,-0.B,-0,E, = TJ"
0,8, -0,B, -d,E, _4—”Jy,
&
4z
0,B,-0,B —0,E, = —C—J_
Para el primer caso, tenemos
8,F" +0,F" +3,F" =3 1 |
é

y como F'' =0, entonces | %
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4%

. Ft=—J.
c
De la misma forma, se tiene:
aaFO(Z = E'ZEJZ ,
¢
o Fo = p.
¢

Estas expresiones conjuntamente con (2.71) pueden ser unificadas en

At , (2.72)
c

que representan las ecuaciones de Maxwell no homogéneas en su forma covariante.

8,F” =

Para el caso de las ecuaciones de Maxwell homogéneas, a saber dadas por (2.55) y (2.56), y
siguiendo un procedimiento similar, se tiene para (2.55)

0,B,+9,B,+8.B. =0,
0,B, +08,B, +0,B,=0,

0,(0,4; —0,4,) +8,(0,4, —8,4;) +0,(0,4, —0,4,) =0,

0, Fy; 48,5, +0,F, =0. (2.73)
De la misma manera,
N Bl N
c ot

8,E, -0,E, +0,B,,0,E, ~0,E, +0,B,,0,E, ~0,E, +3,B,)=0,
(0,Fy, 83 Fyy + 8y Fyys03Fy — 8, Foy +8yF 13,0, Fop — 8, Fy +8,Fyy) =0,
8, Fy, +8,Fyy +3,Fy =0,

8,F, +8,F, +8,F, =0,

O, Fy, +0,F 1y +0,F; =0.
Unificando las expresiones anteriores con (2.73), se obtiene

8,F,, +0,F, +8,F, =0. (2.74)

Por otro lado, considerando el tensor de Levi-Civita £ cuya propiedad son 'si dos indices se
repiten es nulo y si la permutacidon de indices es par es uno, se puede escribir las ecuaciones

homogéneas en una forma similar a las no homogéneas. Para esto definimos: | :
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1
*paf _ afys
=g Fﬁ,

donde "F es el tensor dual de F ;. Asi, considerando %5"’"’5 en (2.74), es decir

%e"ﬁ";BYFaﬁ +-;—5“”’56‘,Fﬂ, +%8""“’55‘ﬂFm =,

a(%g”ﬁﬁw)+Qgés”ﬁﬁmy+qﬂégﬂwﬁ#):0,

4

1 1 1
agagﬂwﬁw)+@458ﬁﬁﬁwy+aggaﬂmﬁg)=0,

8,"F” +8,"F*” +8,"F# =0,

8, F” =0. (2.75)

Asi, las ecuaciones de Maxwell son dadas en su forma covariante por (2.72) y (2.75).

2.7 PROBLEMAS

1.  Determine la densidad lagrangiana para un campo complejo la cual sea invariante frente
a transformacion de gauge local, es decir: ¢ — ¢’ =e ™™g y ¢" — ¢'* = “Vg".

Solucién
De acuerdo con el enunciado del problema, tenemos

p(x) > e () =y (x), (2.76)
P () > =y (), (2.77)

donde A(x) es una funcion de las coordenadas del espacio-tiempo. Sobre esta transformacién
la densidad lagrangiana

L£(0(,0,600: (5,29 (0) )= (6,60)0"6" ()~ m?9(x)¢" (),

se transforma de la siguiente manera:
L p@.0,w 05 0.0 (0)= 0,000 " @)= my @y ),
L lpx),0 w0 (0,0"y (0)= 8, (74 04(x))04(e 06" (1)) - m* D404 (),

£ lp),0, w0 (0,0%0 (0)= (167498, (AGDF(x) +e7 93, (BN

A,



(e 00" (AP (x) + €4 P0% (¢ ()| me™ "D Vg(x)" (3),

L lp),0, p 0w (0,00 (0)=(0,60)0°¢" ()~ m*e(x)¢" (1) +

(2, A@N* AP () -i{0,AX))6 8" ()px) +il0* Ax) 2, ().,

L (0.0, 1y (00" (0 )= L (p).0,80:8 (0,06 )+

(2, A" A B¢ ()-8, A0 8 (O P +ig g, (2, AN $() P (x)

y como g¥g w =0 4, y luego haciendo A = u se tiene:

L (.0 wxy (0,0"w (0 )= L (p(x).0,9(x);6" (x),0"¢ () )+

(0, AN e“ A (8" (x)+ (0, , AP ()8 $(x) - $(x)8"$" (%)),

L ly(0,0,p00 (0,0°w (0 )= L [p(x),8 ()36 (),6"¢" )+ (0,

A,

donde J* es la corriente del campo ¢(x) . Observe que en este caso la densidad lagrangiana no
es invariante sobre las transformaciones de gauge local. De esta manera, la siguiente tarea es
obtener una densidad lagrangiana que sea invariante frente a transformacion de gauge local.
Con este proposito, para el caso de A(x) pequefio (pardmetro de transformacion infinitesimal),

consideramos la transformacion, es su forma infinitesimal, dada por:

2 3
w(x)=e " Pg(x) = [1 —iA(x) - —Az( .x Loi A;f“) - "Jfﬁ(x),
2 3
w'(x)=e"¢ (x) = [] + iA(x)—A—z(-'x—) - i% - ---]gz&‘(x),

y como A(x) es pequefio, podemos despreciar términos del tipo A’(x), A’(x),
A(x), de esta manera las expresiones anteriores se reducen a la forma:

w(x) = e Pg(x) = (1 - iA () (x) = $(x) ~IA(x)¢(x),

w (x)=e™08"(x) = (1 +iIAX)W (x) = ¢" (x) +iA(X)¢" (x).

Ademas, como
w(x)=@(x)+59(x),

p(x)=¢"(x)+54 (x),
entonces comparando (2.78) con (2.80) y (2.79) con (2.81), se obtiene que:

8 §(x) = ~iIA(x)¢(x),
8¢ (x) =iA(x)¢" (x),

... frente a

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)



y ademas de (2.80) y (2.82) se obtiene,

8, w(x) =8, (p(x) - iA(X)P(x) = 2,0(x) - 5, A P(x) — A (0,4(x),  (2.84)

asimismo, de (2.80) tenemos

0,(60(x))=2,(w(x) - ()= 6, (x)-08,(x), (2.85)
y usando (2.84) asi como el hecho que &, permuta con la variacién &, la expresién anterior es
escrita de la siguiente forma:

8(0,000)= -0 ,A()p(x) - iA(x) (0,4(x)). (2.86)

Similarmente, considerando (2.81) y (2.83) se tiene:
(014" (x))= 0" A’ (x) +in(x) (44" (x)). (2.87)

Observamos que las expresiones (2.86) y (2.87) tienen términos extras ~i{o, AP Y

f(a"A(x)};s‘(x), respectivamente. Estos términos extras hacen que la Accién no sea invariante
sobre transformaciones de gauge local, como mostramos a continuacion.

La variacidn de la densidad lagrangiana es

ak; oL 3
8L = d —_— , o10* >
a¢(>¢“_®]?(“)(¢”) a¢()¢” g )Y )

ahora usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos ¢(x) y ¢ (x), es decir

oL a( oL J= "
op(x) " 20 ,4(x))

oL a*{ oL J: "
04" (x) &0 9" (x))
en el primer y tercer término del lado derecho de la expresion anterior, se tiene

oL

ok : oL ,
= 2 : :_5(0°6" (v))-
"["‘a # ”J 0+ g O (a(w ik O g )

Luego, considerando los términos de variaciones para ¢(x) y ¢ (x) dadas por (2.82), (2.83),
asi como sus derivadas respectivas (2.86) y (2.87), se obtiene

a N oLl " o
6L=3 (6(6 - ))J( AR+ 5 m)[ 12,400 )p00-in) 0 ﬂ¢(x)]]+

u oL : . aL f A1 * . y7, * J
0 (—a(w(mj(m(xw (x))+5(a,,¢—m)({a A +in@(0° )

4
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oL : . oL
oL =0 p [m ¢(.’C)J(— iA(X))-' IW((aﬂA(I)]¢()¢)) +

H aL od i . 6[. H % )
? [6(aﬂ¢‘(x»¢ (x)J( AG) HW{(a A(x))¢ ()

los términos [_ﬁQL__M x)] y a“[ oL ¢-(x)j son divergencias totales que no contribuyen

(3 ,6(x)) 3(6%¢" (x))
a la variacion de la accion. Ademads, como

oL
———=0 »
AT AR
oL .
e A ,
B0 W

entonces

5L =-i(6"¢" (0o, A B(x) +i(0, 6@ e * AW’ (x),
L = -i(0"9" ()6, A P(x) +ig,,(0%6(x) e (B,Ax)" (),
SL = -i(0"" ()2, AC)(x) +i6” (07 4(x) N0 , A" (),
5L =i(0,Am g ()0"p(0)-9)(0*4" ()

5L =(, A", (2.87)

donde J* =i (¢‘ (x)8*d(x) - p(x)0%¢" (x)) es la corriente del campo escalar complejo. De esta
manera, la accion no es invariante sobre transformacion de gauge local. Para hacer que dicha
Accion sea invariante, vamos a introducimos un nuevo cuadrivector 4,(x) que se acoplara

con la corriente J*, asi la densidad lagrangiana £ tendrd un término extra, dado por:

L= —eJ*4,(x). (2.88)
Més atn, vamos a imponer que sobre la transformacion de gauge local, el campo 4, (x) se
transforme como:

; 1
A,(x) > A, (x)=A4,(x) +;6#A(x) =A4,(x)+d4,(x), (2.89)
llamada transformacién de gauge. Ahora la variacion de L, es

oL, =—el57%)a, (;)—J”(é’A(x))= —e(57%)a, (x)—J”(laﬂA(x)J,
e

8L, =—el5.7% )4, (x) - T (2 ,A()). (2.90)

De esta expresion el término —J# (a ﬂA(x)) lleva a que 8L en (2.88) sea nula, sin embargo,

ahora se tiene un término extra, —e(é‘#.f “ )A# (x), el cual se debe anular. Con este proposito, y

.



considerando la corriente J* =i (¢‘(x)a#¢(x)e¢(x)af'¢'(x)) asi como las transformaciones
(2.82), (2.83), (2.86) y (2.87), obtenemos

87" =i8(p" (x)0°(x) - p()3“4" (x),
57" =i((5p" (0))0"p(x) + 4" (6@ 9(x)) - (54(0))0*8" () — p(x)(6(@8" (x)))).
8% = i(iA(x)P" ())0"9(x) + ig" (¥)(- 10" AC)P(x) ~IN(x)(0p(x))) -
i(~ A (X)P(x))0"9" (x) - ig()i(@" A" (x) +iIA(x)(0"8" (),
SJ* =24(x)¢" (00" A(x)). (2.91)
De esta manera, considerando (2.88), (2.90) y (2.91) tenemos que
SL+6L, = 2ed(x)¢" (0)0*AX))4, (x). (2.92)
Como ocurrié anteriormente, observamos que existe un término extra en la variacion de la
densidad lagrangiana £+ £, , asi con el objetivo de que (2.92) sea nula, vamos adicionar un
término, dado por:
L, =e"4,(x)4"(x)¢(x) ¢ (x).

Nuevamente debemos calcular la variacién de L,, teniendo en cuenta la transformacion de
gauge para 4, (x) dada por (2.89), asi como (2.82) y (2.83), se tiene que

OL, = e* (34, (0))4* (x) §(x)¢" (x) + €24, (x)(34* (x) ()¢ (x) +

e2 4, (x)4* (x) SR’ (x) + € 4, () 4* (X)$(x)(06" (),
o1 . ) ] .
6L, =e (; BﬂA(x))A'" (¥)p(x)p (x)+e’ 4, (x)[; B”A(x));é(x)gﬁ (x)+

¢4, (x) 4" (1)~ AP (¥) +€* 4, () 4" (PP’ (),
8L, = (0, A())4* (x) p(x)p" () + ed, (0" AP0 (),
SL, =g, (0" A(D))g” 4,(x)p(x)p" (x) + e, (" AP’ ().
8L, = 8”2 (0" A)d, (%) §(x)9" (x) + e, (ME* A () ().

8L, =2ed(x)¢" (x)(E* A, (x). (2.93)



Observemos que este término es igual a (2.92) pero con el signo cambiado, asi de (2.92) y
(2.93), tenemos que:
SL+ 6L, + 6L, =0.

Por lo tanto, la nueva densidad lagrangiana total, dada por £+ £, + £,, es ahora invariante
sobre transformacion de gauge local. Por otro lado, como introducimos un campo extra A4, (x)

el cual se acopla a la corriente .J*, necesitamos tener en la densidad lagrangiana total una que
contenga solo al campo de gauge 4 (x) y que ademas sea invariante de gauge, es decir, sin

acoplamientos con los campos @(x) y ¢ (x). De esta manera, definimos el rotacional del
campo A,(x) como:
F,,=0,4,(x)-0,4,(x)- (2.94)

Es inmediato verificar que esta expresion es invariante sobre (2.89), es decir

F;:v = a,uA:f(x) - av-AL (x) s
Faw = 6,,(Av(x) + lé‘vA(:c)] —a,(Aﬂ(x) +::~5,1A(x)]:
€

Fl, =0,4,(x)-8,4,(x)

F, =F

uv uv '’

Considerando la definicion (2.94) construimos la densidad lagrangiana asociada al campo
A,(x) como:

L =-1F"F

MY 2

(2.95)

donde el factor —1es necesario porque permite obtener las ecuaciones de Maxwell no

homogeéneas a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. De esta manera, sumando todas las
densidades lagrangianas, obtenemos la densidad lagrangiana total, dada por:

L, =(0,0(0))0"¢ (x)-m*¢(x)4" (x) - e/ 4, (x) + €2 4, () A* () () § (x) - L F*'F,,,

que se puede reescribir como
L, =(0,60)0"8" ()~ m*p(x)¢" (x) - ei(p" (x)0"4(x) - $(x)0"4" ()4, (x) +
& A,(x)4" (x) $(x)§' (x) - L F*"F,,,
L, =(0,00)0°8" ()~ m*80) ¢ (x) —eig” () 27 (2, (1)) 2, 4° () +
ied(0)(0"9" (W4, (x) + €24, (x)4* () ()¢’ (¥) -+ F*F,,
L, =(0,6(x))0"¢" (0)-m*d(x)¢" (x) - ei5 59" ()(2,4(x)) 4” (x) +

iep(x)(0"¢" (W))4, (x) + €24, () 4" (x) p(x)¢" (x)~} F*F,,

¥



L,

(0,8(x) +ied, (x)6(x)J0"9" (x) ~ied" (x)¢" (1))~ m*$(x)§" (¥) = L F**F,,,.

Para que la densidad lagrangiana sea mas general posible, vamos a considerar fuentes externas
jy j* acopladas a los campos ¢ (x) y @(x), respectivamente, y el campo de gauge A L (x)

acoplado a j, por lo tanto se tiene
L, =(6,8(x) +ied, (x) §(x) f0"4" (x) - ied" (x) §" (x))- m*$(x) " (x) -+ F**F,, —

J ()~ jo(x) = j*4,(x). (2.96)

Por otro lado, si consideramos la densidad lagrangiana original, es decir

L (50,0 008" (0,0"8 ) )= (6,6(0)0*9" ()~ m*6(x)¢" (),
con (2.96) observamos que J,4(x) es reemplazado por J,4(x)+ied,(x)@(x), asi podemos
definir:
D,$(x) =8 ,4(x) +ied, (x) §(x) = (2, +ied, (x))p(x) ,
y de la misma manera,

D¢’ (x) = 04" (x) ~ied” (x) ¢" (x) = (0" —ied* (x))g" (x).

Estas expresiones son conocidas como el Acoplamiento minimo o Derivada covariante de los
campos #(x) y ¢ (x), respectivamente. Debemos mencionar que diferente de 2 By

o"¢’(x), D LX)y D*¢'(x) se transforman en forma covariante sobre una transformacién de

gauge local, es decir
S(D,$(x)=~iA(x) D,4(x),

5(D"¢’ (x))=iA(x) D¥4" (x).

De esta manera, la densidad lagrangiana total e invariante frente a transformacion de gauge
local, es dada por:

L, =(D,g())D“¢’ (x)- m*p(x)§" (x)— L F*F,,  j'$(x) ~ jo(x) - j* 4, (x).

2. Demuestre la ecuacion (2.3) si q,(t) = g () +dq,(t), ¢.(1) = ¢ (t)+54,() y, 54q.(t,)=0
y 6q,t,)=0.

Solucién

Determinando la variacion de la accidn, a saber

8 Slg, (0] = S[g, (0 +54,(0]-S[g. )],

56



slan]= [dt( qma a.()+ a—a%diaqmj. @97)

dfaL .\ ad, dfa
Bl = 5g == Loy +
dt(ag'g Q‘J oo di dt(aqqu’()
oL d d{aL d(aL
B8 B et S | S e ey
dg dt d:(ag,. q’] dr[aq,] %ile
entonces (2.97) es dado por
t oL oL d( oL
5S[g,(0]= [ar — 5q dt 5q |
[2,(0)] J [6%(0 0 dt(a (OJ ()] fa (a o q‘]

oL  d{ oL oL .
58 = |dr i P L
16 I (am df(af?.(f)D O+l

ycomo 6¢,(t)=0, 8q/(t,) =0y &gq,(t) es arbitrario, se obtiene:

dfaL) oL _
i\ og,) oq

pero como

tenemos que

2.7.1 Problemas propuestos

1. Considere que la densidad lagrangiana para un campo escalar es dada por
=2 0.8k9)-v ey donde v g g
a. derive la ecuacion de movimiento para el campo ¢,
b. grafique el potencial ¥(g) y determine el valor de ¢ =¢, con ¢ >0 el cual es un -

minimo de estabilidad de ¥ (g),
c. derive expresiones para ¢l tensor energia-momento y la densidad Hamiltoniana.

2. Considere la densidad lagrangiana L = (¢ a,¢— (0,8 );b) (8 ¢ Xa ).

a. Encuentre la ecuacidn de movimiento.
b. Encuentre el tensor energia-momento.

3 .- . .
3. Demuestre que é® _ o 9® 9°® o corresponde a la ecuacion de movimiento para un

ot ox ox

campo escalar ¥ cuya densidad lagrangiana es f, = _q: ¥ +Z qﬂ __t{ﬂ donde m_%
2

4. Dada las transformaciones infinitesimales para el campo y las coordenadas,

@'(x) = ¢(x)+ 8p(x) y x'* = x* + 5 x*, demuestre
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o 4

a. Ad(x)=d¢(x)+ (6 #¢)§x", donde Ag(x)=¢'(x")—¢(x) es la variacion total del
campo,
b. 8,=0,.

Para un campo escalar real ¢, que satisface la ecuaciéon de Klein-Gordon en la ausencia de
- - 1 a moa ) .

cualquier interaccion L= E(a #¢Xa ¢)— Tqﬁ -V(¢)— j¢, donde j es una constante,

derive las ecuaciones de movimiento.

Para las siguientes densidades lagrangianas derive las ecuaciones de movimiento:

a. Para un campo escalar real ¢, que satisface la ecuacion de Klein-Gordon en la ausencia
de cualquier interaccién L(¢,6 3 j)= E((a ,,¢Xa#¢)— m*¢*)-V(4)- jé, donde j es

una constante.
2
»

G G

Il

b. Para un campo escalar complejo ¢ L(¢,6#¢,¢°,6“¢')

Consideremos una densidad lagrangiana con dos fuentes externas j y j* acopladas con
los campos ¢ y ¢ respectivamente y el campo de gauge A4 acoplado con j. Si

L= (aﬁ¢ + ieAu¢X6”¢‘ —ieA”¢')<p2¢¢' - %FM,F“” -j'¢—j¢ —j“4,, encuentre las

ecuaciones de movimiento de los campos ¢ y ¢ .

#
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CAPITULO 111
CUANTIZACION DE CAMPOS LIBRES

3.1 INTRODUCCION

La necesidad de estudiar fenémenos cudnticos relacionados con la radiacion, llevo a la idea de
cuantizar los campos, siendo histéricamente el primero de ellos el campo electromagnético. La
teoria que se obtuvo es conocida como electrodinamica cuantica y el cuanto de radiacion
asociado con el campo electromagnético es el fotéon. En la actualidad todas las particulas
elementales pueden ser descritas en términos de cuantos de sus campos asociados. Existen dos
formas: de realizar la cuantizacion de los campos, la primera es considerando las relaciones de
conmutacion conocidas de la mecanica cuantica y la segunda via las integrales de camino.

En la naturaleza existen dos tipos de familias de particulas bien diferenciadas, a saber los
llamados bosones y fermiones. El primero de ellos son particulas cuyo espin es entero y los
segundos espin semientero. Asi, cuando se va a cuantizar bosones se consideran las relaciones
de relaciones de conmutacion de Heisenberg. Para e! caso de fermiones se consideran las
relaciones de anticonmutacion.

Cuando se consideré la ecuacién relativista de Klein-Gordon para que describa el
comportamiento de una sola particula se encontraron ciertas dificultades, aparecen soluciones
de energia negativa y la corriente de probabilidad no es definida positiva, tal como ocurre en la
mecanica cudntica. Por estas razones la ecuacién relativista de Klein-Gordon fue dejada de
lado, en realidad debido a estas problemas fue el motivo por la cual Dirac dedujo la ecuacion
que lleva su nombre. Posteriormente, la dificultad presentada fue solucionada por Dirac,
descubriendo que cada particula tiene asociada una antiparticula.

En la cuantizacion de los campos el modelo que se toma en cuenta es del oscilador armoénico.
En ella, una nueva interpretacion de los campos clasicos es realizada, a saber ellos son
considerados como operadores de campo, de tal manera que ahora los coeficientes de las
soluciones son interpretados como operadores, siendo uno el de creacion de particula y el otro
de aniquilacion de las mismas, o en caso contrario pueden ser operadores de creacion y
aniquilacion de las antiparticulas. Este procedimiento es conocido como Segunda
Cuantizacion. |

3.2 CAMPOS ESCALARES

En esta seccion vamos a considerar la ecuacion de Klein-Gordon descrita por un campo escalar
real ¢(x). Como estudiamos en el capitulo anterior, para determinar la dinamica del referido

campo, consideramos la densidad lagrangiana

1 N om .
L=2(0,0f0"0)-"¢". (.1)
cuya ecuacion de movimiento es dada por (2.34), es decir
‘(6'“6# + n13)¢(x) ={. (3.2)



Asimismo, para determinar la energia del campo de Klein-Gordon, se puede obtener a partir
del tensor energia-momento, definido en el capitulo anterior, a saber

O™ = (2"¢)0"¢)-g" L,

y la densidad de energia es dada por

1 2 1= g mZ 5

=—¢ +=Vip+—¢°.

2 ¢ 2 ¢ 2 4
Por otro lado, como la energia (hamiltoniano) es

H = [6"d’x,
entonces,

H= J’%((aogys)2 +Vig+m’¢*)dx.

Observe que la energia es definida positiva. En este caso no surge el problema de soluciones
con energia negativa.

La solucion de la ecuacion (3.2) es

(x) = j(2 Ty (ae™ +be™),

donde los coeficientes de la expansion son arbitrarios, @, = vk’ +m” y la medida en el
integrando es elegida de tal manera que sea un invariante relativista.

Como mencionamos anteriormente, en el método de segunda cuantizacion una nueva

interpretacion tiene el campo escalar #(x), a saber es un operador de campo, en consecuencia

como la bases, dadas por las exponenciales, no pueden tener esta caracteristica, son los
coeficientes que tendran el cardcter de operadores, asi la solucion es dada por

b0 =[--4 K o )2 ((kye™ +a" (k)e™). (3.3)

A continuacién imponemos las relaciones de conmutacion:
[p(z.0. 2" = 18" x - %),
pz.0.6G".0]=0,
[r(z.0.72(x,0)]=

donde 7(x,t) es el momento conjugado candnico del campo ¢(x) definido por
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que para el caso de la densidad lagrangiana dada por (3.1) es

7(x) = §(x).

A continuacién debemos determinar los operadores de creacién y aniquilacion, para esto
definimos

HiG)= ;ye""“ , (3.4)
(27) 2w,)"

el cual forma un conjunto ortonormal, es decir,

[ 72 @)ido fum)d’x = 8k - k), (3.5)
donde, se ha definido:

[ ()8 f(x) = £ ()@, f (X)) = (B0 f (XN f(%).

De esta manera, sustituyendo (3.4) en (3.3) tenemos que

k) £, K f ,
b= J—%(a( ) () +a" (R)f; (3))

para determinar, a partir de esta expresion, los operadores de creacién y aniquilacion,
consideramos (3.5) y obtenemos las siguientes relaciones:

a(k) = [ dx\J@ny 20, £ (9)iB,9(x),
a* (k') = [d’x'\27) 20, §(x)id, fi (x) .

Continuando con la cuantizacién de campos libres y recordando que estamos considerando el
caso del campo de Klein-Gordon, cuya hamiltoniana es dada por

H :j%((aogﬁ)z + V2% mi )
y el campo escalar es
—ik.x+befkt ,
4= |2k e ) - )
donde los coeficientes de la expansién, a y b, son arbitrarios; @, =Vk>+m’ =k, y la

medida en el integrando es elegida de tal manera que sea un invariante relativista.

Ademds, en la segunda cuantizacion el campo escalar ¢(x) tiene una nueva interpretacion, a

saber es un operador de campo. Asi, como las exponenciales no pueden tener esta
caracteristica, son los coeficientes que tendran el cardcter de operadores, asi tenemos

1,



d’k

S (a(k)e™ +a" (k)e™). (3.3)

)=

A continuacion imponemos las relaciones de conmutacion:
[6(E.0,7(F )] =18 (% - %),
[¢(E= I‘),¢(f',f)] =0 s

[7(x,0),7(%',6)]=0,
donde 7 (%,t) es el momento conjugado candnico del campo ¢(x) definido por

oL
7(x) =~ L
m(x) = §(x).

Asimismo, en una teoria cuantica es necesario definir el tamafio de los vectores, el cual es
obtenido a través de un producto interno en el espacio vectorial de las soluciones de la
ecuacion de Klein-Gordon, dada por

(f.8) = [ /" (x)id,g(x)d’%,

con
1 .
Sl =™,
27y’ 20 )%
(3.4)
i)y = o™

e
l
(27)20;) "
el cual forma un conjunto ortonormal, es decir,

[ £ )8y fo(x)d’x = 5% (k - k'), (3.5)
donde, se ha definido:

S@8 f(X) = 1)@, f (XN = (@, f" () f(x).

De esta manera, sustituyendo (3.4) en (3.3) tenemos que

A d’k . e ;
$(x) = [ ———==(ak) £, (x) +a" (k) f; (x)),
V(27) 20,
para determinar, a partir de esta expresién, los operadores de creacién y aniquilacion,
consideramos (3.5) y obtenemos las siguientes relaciones:
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a(k) = [dx27) 20, £ (0iBH(x).
a" (k') = [d*x'\J(27) 20, §(x")iB, £ (x) .
4k = [d*x(21)° 20, ; (DiBo(x).
a* (k') = [d’x'\J(27) 20, §(x")id, £, (x") .

De las expresiones anteriores, vamos a determinar las relaciones de conmutacién de a(k) y

a* (k), es decir
lak.a” )= [@*xf@n) 20, £ (0)i3,p(0) | dx'\[(27) 20, 6(x")iB o (x') -
[d*x' @) 20, (xid, £, () | &2 27) 20, £ (%)iB o9 (x),
latky,a* (0))= [d*x\J@n) 20, £ ()idp(0) [ d*x'J27Y 20, $(x')iB, f (x') -
[a*x\@x) 20, 8B, £ ([ 2 C) 20, £ (i34,
latky,a* (k)= ~n)* [ d*xd*x' [A0,0, 1; (N@opGNHNE, o () +
+Qn) [ @ xd’x' \J40,0, §(x)Bo fr (XN i ()3eh(x),
[608, 8 (k)= ~(20)* [ @ xd*x' By 11 CXBoBEI SN0 fo ()
lao.a* (k)] = ~@n)* [ d*xd*x' [4w,0, x
/e ()@eh (1))~ @0 1 (NP, ()3, fi (2) = (@o#xN ()
latky.a* (k)= ~2) [*xd*x' 40,0, {[f; (63 @ep(0). 906 1 (2]
s @06, (0op ) fo ()|~ [@o £ D). $x)30 £1o ()] + (B0 17 (0B, @ugxN) 1 ()]},
latey,a* (k0] = ~@n [ &5’ Jaw,0, {1 (0)[0,9().9(x)]06 £ () -
1 00:8(x), 0,8/ () - 00 7 (B, 9o fie () + 8, £ (0[B(x), 808(x)] fio (x)},

#s

 law.a )= -@ay [ xdx Jro,0, {f; @) r().66:)10, £ () -



1o ), 2N f () = 8, £ ([B(x), 8NPy £ () + 8, £ ()[B(x), 2(x)] fio ()},

y COmo
[z, 7(F.0]=i8°(F-%),
[6(z.0),6(z",0)]=0,
[#G.0),2(z,0]=0,
entonces,

), a* (k)= @x)’ [ &*xdx' Ao, £ 8o fe (D[P, 7)),
latk).a* (k)= @2y [d*xd’x' Jaw,0, £ (3o f, ()i (3 -5,

la(k).a" (0)]= @2y A0, [dx £ @B, fo (0).
ademas, recordando que Kk =k, —m®, entonces cuando k'=k; -m’ y como

o, =JK* +m® ,asipara k = k' se tiene que @, = @, Y asi se obtiene que
lak).a° (1)) = @2)’20,8° (k- F").
Similarmente se puede mostrar que
-~ [ate.agkn)=o0,
la* (k),a" (k)] =0.
Ahora, construimos el operador numero de particulas, definida como
N(k) = a* (k)a(k).
De este modo, se obtiene que
¥k, Nk = [~ wack).a (kha),
[k, Wk = a* olaky.a R0k + & a0far e,k fck)
W), 50k |= & olack. a* ey facky - & nfac.a* k),
[y, Mk | = & (k) 2m)* 200,8° (& - R)a(k'y - & (k') 27) 200,87 (k - K)a(k),

1.

Ry, (k| = a* () 27) 20,a(k) - & (k) 27)* 20,4(K),



[V k), N (k)= 0.

En consecuencia, los autoestados de los operadores N(k) y N(k') se pueden considerar como
una base. Pero es necesario determinar sus autovalores, los cuales vamos a llamar n(k), asi

N(K)|n(k)) = n(k)| n(k)) .

Ademis, se puede mostrar las siguientes relaciones:
Wky,a° ()= [a- 0acky.a* (),

Wk ar )= a* wlack),a* )+ 6 e ®e),
[Wk).a(0]=a* wlak.a* @),

¥y, (k)| = a* (k).
De igual manera,

K (k), a(k)| = ~ack) .
Podemos encontrar

(N(k)a* (k)-a* (k)N (k)| n(k)) = a* (k)| n(k)) ,
N(kya (0)|n(k)) - a* ()N (k)| n(k)) = & (k)| n(k))
N(k)a™ (k)| n(k)) - n(k)a* (k)| n(k)) = & (k) n(k))

N(kya* (k)| n(k)) = (n(k) + Da* (k)| n(k)) .

La interpretacidn de esta expresion dice que si |n(k)) es autoestado de N (k) con autovalor

n(k), entonces a(k)|n(k)) también autoestado de N(k) con autovalor (n(k)+1). De la

misma manera,

(N(k)a(k) - a(k)N (k)| n(k)) = —a(k)| n(k)),
N(k)a(k)|n(k)) - a(k)N (k)| n(k)) = -ak)| n(k)),
N(kya(k)|n(k)) — n(k)a(k)| n(k)) = —a(k)| n(k))

N(BYak)| n(k)) = (n(k) - Dak)| n(k)) ,



entonces, si |n(k)) es autoestado de N(k) con autovalor n(k), entonces a(k)|n(k)) también

autoestado de N (k) con autovalor (n(k)-1).

Por otro lado, si interpretamos a N(k) como un operador nimero de particula entonces su
autovalor (k) representa el nimero de particulas, asi a” (k)jn(k)) tiene una particula més, es
decir crea una particula. Para el otro caso, &(k)|n(k)) disminuye en uno el numero de

particulas, a saber (n(k)-1). Por esta razon a a*(k) y a(k) se les llama operadores de
creacion y aniquilacion de particulas, respectivamente.

Ahora, debemos determinar el espectro de energia, dada por

i = [ @@y + 9400 990 + mig lax

y como
~ikx A4 ikx
$(x) = jmz (a(kye™ +a" (k)e™),
entonces
2 —ikx At . ikx
2y (x) = j(z 20, G Cik)e™ + 8 (R)(ky)e™),
@.6(x)* = DKy iy )e ™ + 8 Rk, ) %
: (27)* 20, : .
d3k’ SN (il N ik At gL INETT N L ik
Im(a(k)( ik e+ a* (k')(ik] )e™™),
37 4310
@B = [ =2kl akyach (kyky e + GG K'Yy )e ™0 +

@n 4,0,
&+(k)a(k’) (kok‘;)el'(k—k')x _ &1— (k)a+ (kv)(kok;})e:'(kfk')x },

d*kd’ k' (k,k})
(2m)° 40,0,

@ofx))’” = | {-a(atkye™ 0" + atk)a (ke ™" +

a’ (k)a(k')ei(k-k')x -at (k)a+ (kr)ei(k+k’)x }’

Vé(x) = j(z i (a(k)(—if?)e"“+a*(k)w’c')e"’“),

jdk

By, SRR +2 AR )

V(x)-V(x)

7.



aﬁk’ a~ ' 3oy =ik A4 W W

/ TErmadiias it U

.
d’kd’k'(kk")

(AR e 1 G(k)G" (k')e * R 4
(27)* 40,0, ratkack) (k)a* (k')

V) =

&+ (k)a(k:)ei(k—k')x —-at (k)ﬁ“’ (kr)e:(k+k')x },

G =[5 amye™ +a* k™) [ LK —(agkye™ +a° (ke
(27)* 2w, (27)’ 20, ’

2 d’kd’k’ - - ; "

2 A ~ikx A+ kg neg ty ,—lk At 0y ik

($(x)) “I_—“_(zz)%a)kwk. (a(k)e™ +a" (k)e™ Na(kye™ +a" (k")e™),
2 d3kd3k' A Acpoy =ilk+k)x | A ~ ey, —i(k=k")x
B = [ 5t o iR 0" R (e 4
_i_aq-(k)&(kr)ef(k-k')x +&+(k)a+(kr)ei(k+k‘).t}’
A’k d’k'(k,k,

I(aogg(x))zd% =I ){7fl(k)&(k’)je"“”k')"d3x+ a(k)a* (k').[ewi(kfk’)dex_'_

Qn) 4,0,
A4 ArgF i(k—&")x 33 At At ilk+k")x 33
+a" (AR [ 4 d '+ ()" K) [ dPx),

&k d’k'(k k)
(271)° 4,0,

I(aocz?(x))2 d’x = j {— a(kyalk'ye ™ Sk + k) + ak)a* (ke Sk — k') +

+a" (K)alk)e ™™ Sk k') +a* (k)a* (ke "™ 5(k + k'),

d*kk,

Gy e BOE B+ B},

[@ugx)d’x = |

d*kd’k'(kk")

A ATt —i(k+k")x 73 A At gt =i(k=k")x 33
. {—a(k)a(k )je d’x+a(k)a’ (k)[e d’x+

[y ax=|
a* (k)a(kt)jei(k—!;‘)xdi’:x —at (k)a+ (k')'[e"(k*""‘de},

d*kd*k'(kk")

- {—a(k)a(k')e“‘*o**é"a(ic" +k)+a(k)at (kNe %Sk — k") +
27) 400,

7,

[(Vép?ax=|

a* (kyak"ye ™™ "5k — k" - a* (k)a* (k')e'®*" 5(k + 1?)},



[(Tgeyax=] (2" . ’;k G ey +&* (rato)}
G a5 = [—FETE Lo ae) [ @0 a5 + a(0a" () [e a5 +
(2n)’ 40,0,

+a" (R)a(k)[ e a5 +a" (k)a" (k) et g,

d’kd’k

——ﬁﬂ_{&(k)&(k')e"“‘“”‘a)’é(i? +kY+a(k)a* (ke © RSk -k +
7)) 4o,

[@eya’s=]

+ " (R)a(kNe ' S(k - k") +a" (k)a* (k)e'* ™" 5(k + k")),

d’k k, . )
= [ Gy a0 00+ (i),
3 d’kk,
A= [ e € 00+,

de esta manera, obtenemos la energia para el caso del campo de Klein-Gordon, que en términos
del operador numero de particulas es dado por:

o[ 4Fk,
B (2 Y2k, ara Bw+

3.3 CAMPOS DE ESPIN %

En la seccion anterior estudiamos la cuantizacién de un campo escalar para particulas de espin
cero. Sin embargo, en la naturaleza existen particulas que tienen un momento angular
intrinseco, llamado espin.

El estudio de los campos de espin ¥ considera particulas las cuales satisfacen el principio de
exclusion de Pauli, es decir obedece la estadistica de Fermi-Dirac, dichas particulas son
llamados de fermiones. De esta manera, queremos determinar el espectro de energia asociado
con los campos de Dirac.

Comenzamos considerando la solucidn de la ecuacion de Dirac, es decir

(;”; 2 Y @, Ry (Rye ™ b Ry (e,
0 =12
Lk M 5 e By (Bye™ + aZ (B (B)e ™),

@) k
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donde #"? y v®? son los espinores de energia positiva y negativa, respectivamente.
Asimismo, &_ (k) es un operador de aniquilaciéon y b*(k) es un operador de creacién. El

hamiltoniano es

szdjxj‘ﬁ

H=[dzy’ (x)f—w(x)

k15 @2y Bre™ + b, (B (Bre™) x

H=i|d’x
@) kyan

d-”i{" m - L et [ N T @ Tt ik
I(zﬂ)fv F Z(aa'(k )u (k )(—lko)e x +bn‘(k )V (k )(Iko)ek ),
0 a'=12

3 dkdsk m I N+ TN T cp 0y _i(k—k"x
H=i[dx[ <5 oy kks“z_lga (Bya, (B (yu® (B)(=ikl)e' e +

a (k)b (k' (yv™ (R')(ik)e' ™ + b, (k) a, (kv (k™ (k') (—ik})e

b, ()b, (k"= (B)v™ (R")iky)e ",

37 3317 21t I
_ j-d kd 6r‘c m o {a; (E)aa.(I?)u*“ (Fyu® (B")e'ttetox J‘ A5 FOF _
(2m) koko a.a'=12

a (k)b (k )u“’(k)v (k )er(ko+"o)tj'd34~ l(k+k)x +ba(fc')aa'(}")v+a(E)ua'(i('f)e—i(kﬁk&):Idzfe_,(;prk)x

_b (k)b+ (k )V+a(k)v (k )e_’(kn_"o)f-[df*— —i{k~ k)—x}

I’k m'k - . oy
(22Y &k o lijd’”(" k"al (k) a, (K (k™ (k)e

[ Rsk + Rna (k) b (k= (v (e ™ + [ dPRS(k + kb, () a (K™ (Ryu (k)™

= J d*k'S(k kb, (k)b (W (k)v® (ke oo },

a’k m'k] - - g oo
= - a.(kya, (k)™ (kyu® (k) -
I(Zﬁ)?' kok{) r:r,a'-:l.i

as (kyb: (kY™ (kW™ (=k)e*™ + b (k)a_(~k)** (ku™ (=k)e™ — b, (k) b’ (k)v*e (k)v*™ (E)}

@&
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_ f d’k m’k,

Y oy i
“(K)a,(k)—46,, —b (k)b (k)—6,, ¢,
(271_)3 kok(; a)a'zl’z{aa( )aa( )m oo a( ) ar( )m aa}

(277)3 ko a=1,2 a'=1,2 a'=1,2

- d’k_mE {a;(fz) >, (k)8 . =, (k) Zbi'(’z)%}’

= é,:; "5 3 {ar (Bra, (B) b, (BB ()}

Sin embargo, observamos que esta expresion no es definida positiva, debido a que el término
b, (k)b: (k) contribuye en forma negativa. Para obtener que la contribucidn sea positiva,
vamos a definir el producto normal fermiénico, a saber

b, (F)b: (k) =—b} ()b, (k),

entonces,
3= + " a
H=[d%:p" ()i y(x):,
0
d’k mk, e _ - ~
'—'{(272')3 ko gz{aa(k)aa(k) +ba (k)ba'(k)}:

el cual es definida positiva.
3.4 CAMPO ELECTROMAGNETICO

En esta seccién, vamos a presentar la cuantizacién del campo electromagnético. Las
componentes de los campos magnético y eléctrico se encuentran definidos en un tensor
antisimétrico

FP =347 5P 4.

En general cuantizar campos sin masa presenta dificultades, como es el caso del campo
electromagnético, el cual tiene dos componentes independientes, sin embargo es descrito

covariantemente por un 4-vector A,. Cuando se escoge dos de estas componentes y se

cuantizan, se pierde la covariancia requerida. Sin embargo, para mantener la covariancia, se
tendria dos componentes mas.

A continuacioén presentamos, en analogia a la cuantizacion del campo escalar, la cuantizacion
del campo electromagnético en dos gauge, a saber de Radiacion y de Lorentz.

GAUGE DE RADIACION

En este caso, se tiene que [
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¢=Os
V.-4=0.

Ademas, los momentos conjugados de los campos son

7’ =£=0,
04,
7 =‘i‘=-A"—5"A° =E',
04,

donde L=-—»3~FWF # es la densidad lagrangiana del campo electromagnético. Ahora,

imponemos las relaciones de commutacion usuales:
|4 ®.0,E/ (%' ,1)|=-is" 8%z - 7). (3.6)

Sin embargo, observe que no es consistente con la condicién de radiacion V-4 =0, toda vez
que

lo.4' G0, B/ (=,1)|= -i0,6"5° (- %),
l6,4' x.0),E' =',1)|=-ie’ 5* % - %),
|6, 4 (%,0, £ (=',0)]% 0.

Por esta razén, debemos reformular las relaciones de commutacién (3.6). Para esto, vamos a
sustituir J, por un tensor A, de segunda orden, simétrica. Con este fin, escribimos & F#-%)

en su forma integral, asi (3.6) es dada por

A'(Z,0,E/(,1)|=-is" e ENPE
4 G0, E/ &) =
Ahora, colocando &; dentro de la integral y sustituyéndolo por A, , tenemos
, , 1 PR
A x0,E(X.D|=-i——= Nk, 3.7
4 .0, B/ (%.0)] S (3.7)

tomando la divergencia

[v-4,0.E (7,0))=-i (2;)3 I(Z ko Je"‘?"””d’k‘ :

y como el lado izquierdo es nulo, entonces el derecho solo se anula con la condicién de
transversalidad para A, es decir
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iklﬂf =
i=1

Para determinar A’ observe que el es un tensor y es funcién de las componentes & ;- Por otro

lado, tenemos que el tensor mas general posible de segundo orden, formado con las
componentes de £ es del tipo

N = A(k*)8" + Bk k'K .
Ahora imponiendo la condicion de transversalidad, obtenemos

p =gt EE

kZ

(3.8)

Reemplazando (3.8) en (3.7), la relacion de conmutacion es

Q= =t .1 i k'l ik(Z-%" T
[A (x,t),f‘if(:w:,f)1=—1(27[)3 (5’— = Je"( ‘d’k,

ademas, tenemos las reglas de conmutacién usuales
|4 (7.0),4 (70| =0,

|E=.0,E/ (7.0)|=

Como el gauge de radiacion, que es un subgauge del gauge de Lorentz, entonces por la
condicién de Lorentz

0,4 =0,
tenemos que las ecuaciones de Maxwell no homogéneas en el vacio

A -8 (8,4°)=0,

son escritas como

nd" =0.
Ademads, en este gauge, se tiene que
¢=0,
entonces,
04=0

De esta manera, tenemos una ecuacion de Klein-Gordon sin masa. Podemos escribir sus
soluciones como una combinacion lineal de ™ y e™. Los coeficientes deben ser vectores,
jlamados de polarizacién que denotaremos por &* (k), donde & =1y 2. Por la tanto,

3 E@ (k)@@ (k)e™ +a " (kye™), (3.9)

t.

(2 ) 2koa12



y como en el gauge de radiacién V - 4 = 0, entonces se tiene

k-89 k) =0.

T . K e
Por lo tanto, para una direccién de propagacién l——_— , los vectores £ (k) son transversales, y
g
pueden ser escogidos ortonormales, es decir

Ry k) =6,

Como hicimos en le caso de Klein-Gordon, definimos las funciones de base (f,,f,) ¥

determinamos los coeficientes @ (k) y a'®* (k) en términos de las funciones f, (x). Asi,
(3.9) es escrita de la siguiente manera

% d3i£ --.a a ayt =
A(x)=| g > E k)@ (k) fo (x)+a @ (k) £ (%)) (3.10)

ky =12

y como (f;, f,) forma un conjunto completo ortonormal, podemos obtener
a? (k) = jd’f,/(znfzko S (0)id,E@ (k) A(x),

a™* (k) =~ [ d’%,27)’ 2K, £, (1)iB,E @ (k) - A(x)

A partir de estas expresiones se obtienen las relaciones d.e conmutacién, dadas por

[ (k.0 (k)] = (27)* 28,5, 6% (B - k"),

e (k),a (k" |=0,
la@* (k),a@> (k)] =0.
Para determinar la energia del campo, consideramos
le, =0 = B _ _
H =§[(152 +B2)d3x=5j(,41 +(VxA)2)d3x,

y como

(VX 2)2 = —/-‘i VEE
entonces

1 = B, N
H:—z—j(Az—A-V Ad’% . (3.11)

Reemplazando (3.10) en (3.11), obtenemos
% 13



Z J (zk ;lfk (@@ (k)a" (k) +a' " ()a' (k).

=1,2

Ademads, con la finalidad de evitar la divergencia de la energia del vacio, hacemos un
ordenamiento normal de los operadores, asi el hamiltoniano se reduce a

- k,d*k L@ (g
Ezj(z v, @ ®aO@,

que representa la‘energia total del campo electromagnético.
GAUGE DE LORENTZ

En este caso, la covariancia es mantenida. Asi, las 4 componentes de 4, y II, son

consideradas y obedecen las siguientes relaciones de conmutacion covariante

[4,(0),11, (x)]=—ig,,8* (- %), (3.12)
|4,(x),4,(:H]=0,

[T, (0,11, () | =

donde g, es el tensor métrico de Minkowski,

Por otro lado, el campo A4, es dado por
| ikt e
4,(x)= F(k)a* (k)™ +a* (k)e™),
I(2 )’ 2k, aqz;'f
en este caso los cuatro 4-vectores de polarizacion £, &, &® y &
O £@y £9 son tipo espacio que satisfacen:

{0) (2 (3

son invariantes de
Lorentz, & es tipo tiempo y £
e gl =gt

Ahora, suponemos que €l foton se mueve en la direccion del eje z, asi £* =(k,0,0,k) y

£ =

o o o -

con
e =0
Los fotones con polarizacién £ son llamados tipos escalares, con £ longitudinal y con
™y £ transversales. Ahora, el momento canénico para z =0, es
’ i 74
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¥ :FVO il a Aa :
3 A) g (0,4%)
ypara v=0y v =i, se tiene
7' =-A4"+V.4 (3.13)
=04 -4 (3.14)

Por otro lado, de la relacion de conmutacion (3.12) para v =0 y (3.13) obtenemos:

[4, 0TI, #0)] = ig,08° F- %),

|4, .0, 4 (7',0)) = ~ig,,8° (- %) . (319
Para v =i y usando (3.14), tenemos

[4,E0,10,%.0)]=ig,6°®-%),

4,0, 4'(%.0)|=-ig,,6° @-%). (3.16)

Por lo tanto, de (3.15) y (3.16) se tiene una relaciéon mas general, a saber

|4, (&0, 4,(7.0)|=ig,,8° @-%).

Por otro lado, como (f,, f,) forman un conjunto completo ortonormal, obtenemos

a® (k) = Zslj.dgfwf(br)??ko fe(0)idye ™ (k) 4, (%),
a=0)

a (k) = =3 [d 5@ 2k, £, (X)iBos P ()4, (3).
a=0

Las relaciones de conmutacién de los operadores a‘® (k) y a'®” (k) , son dadas por
[ k.0 (k)] =227 k8% 8 (k - B,
@ k), (k") =0,
la (k),a“™ (k)= 0.

Los operadores de aniquilacion y creacion a(k) y a™ (k) para a =1,2,3, es decir, los fotones

longitudinales y transversales, no presentan problemas y se procede de la manera usual. Sin
embargo, la relacién de conmutacién para fotones escalares es
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[0 (k).a" (k)= 227) k53 (k- F7).

Asimismo, la energia para el foton escalar es

H = [(4,(&)1* (x) - Lx))’%,

H == [(4,4" +(0,4,)0" 4" )%,
H= ‘[M_i(a(flﬁ (k)a(a) (k)_a(l))+ (k)a(O) (k))

2z )3 2k, amt

3.5 PROBLEMAS

L

L2

Considerar un campo de Klein-Gordon real.

a. Obtener las expresiones de los operadores de 4-momento P* y momento
angular M* en términos de los operadores de creacion y aniquilacion.

b. Comprobar que P* y M* satisfacen las reglas de conmutacion de los
generadores del grupo de Poincaré.

Suponer que la cuantizacién del campo de Klein-Gordon real, se realiza con
relaciones de anticonmutacion, en lugar de las relaciones de conmutacién candnica.

Demostrar que dado dos puntos espacios-temporales x* e y“ separados

espacialmente (x—y)* <0, [#(x),4(»)]#0, {#(x),6(»)}#0 y por lo tanto no se
satisface en principio de microcausalidad.

Considerar un campo de Dirac libre. Demostrar que en términos de los operadores de
creacion y aniquilacion, el Hamiltoniano es dado por

H =7 k'(a; (k)a,(k)—b,(k)b/ (k)).

Interpretar fisicamente el resultado suponiendo que se cuantiza con conmutadores o
anticonmutadores.

Comprobar que el operador de densidad de corriente de la ecuacion de Dirac
JA(x) = (x)y*w(x), satisface la relacién lJ )L y)] =0,si (x-y)’ <0, como
requiere ¢l principio de microcausalidad para dos observables situados en puntos del
espacio-tiempo que no estan conectados causalmente.

Para la cuantizacion del campo electromagnético en el gauge de radiacién, derive las
siguientes expresiones:

a@ (k) = j A>3 (7)Y 2k, £, (x)iB 8@ (k) - A(x)
a'™* (k) = —Id’fJ@n)ﬁko " (0)i0,E@ (k) A(x) .
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6. Para la cuantizacion del campo electromagnético en el gauge de Lorentz, derive la
siguiente expresion:

- (2k ;i;k i( @ (k)a" (k)= a" (k)a® (k).

A
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CAPITULO IV
INTERACCIONES DE CAMPOS
41 INTRODUCCION

Hasta ahora estudiamos la teoria cudntica de los campos libres. Sin embargo. un estudio mas
real debe considerar que los campos se encuentran en interaccion. En este caso, las particulas
pueden ser dispersadas, creadas o aniquiladas. De esta manera, las ecuaciones de campo que se
deben solucionar son no lineales.

En la electrodinamica cuéntica, por ejemplo, es muy dificil la solucion de ecuaciones de campo
rio homogéneo. No obstante, una solucioén aproximada puede ser obtenida a parir de la teoria de
perturbacion en la representacion de interaccion, donde el hamiltoniano del sistema es dividido
en dos partes, una corresponde a los campos libres y la otra a la parte de interaccion. El término
de interaccion es considerado como una perturbacion, si la interaccion es suficientemente débil.

42 LA MATRIZS

Como mencionamos para estudiar la interaccién de los campos vamos a .considerar la
representacion de interaccion y obtener una solucion en serie de perturbacién que permita
describir procesos de colision. Esta solucion es conocida como la expansion de la matriz S.
Dicha expansion tiene mucha importancia toda vez que contiene la informacion relacionado
con los procesos de colision, a partir del cual se puede obtener la amplitud de transicion para
un proceso determinado a cualquier orden de la teoria reperturbacion. -

A continuacion consideramos la interaccion de campos, para el cual

H=H,+H

int ?

donde

m

Hy = [y ()% ==[1,, (x)d’%.
Para determinar la amplitud de transicion desde un estado inicial a otro final, determinamos

(blatz,)) = (ple™""|a),

luego, considerando el limite cuando (7, —#,) — o, obtenemos

(b|S|a) =lim, _, ., (b|"7mw")|a) .

la amplitud de transicion de un estado inicial a otro final.
43 TEORIA DE PERTURBACIONES

Recordando que para estudiar la evolucion temporal de un estado, es posible efectuarla a través
del operador de evolucion temporal U(7.4,), que satisface la siguiente ecuacion
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L Ule,)=-iH, OUG,),
cuya solucién es

U(t,ty) =1—i[ H, (6 U (8,1, ), .

Ahora, para solucionar esta ecuacién, vamos a considerar el método de iteracién, a saber

U(,t,) =1 “inf(tl)dtl(l _i‘l[H!(t2 Wit ty)dty),

continuando

Ultoty) = 1= H, (0t + (=i [ H, (0 )dl [ H, )ty =i H, ()0 500,)dty).

) fo o

Generalizando, se puede obtener la siguiente expresion:

U(t,ty) =1=1[ H, (t)dt, +(=i)* [ H, (¢,)at, | H, (t,)dt, +-+-

+ (=i [, [ty [t H, () H, 1) H, 1)+ @1

i3 i &
Para obtener una forma mas conveniente, vamos a estudiar la siguiente expresion:

I, = [dn [ H,(t)H, (t,)dt, ,

fo fo

entonces,

jdt']H’ (1) H, (1,)d, =_‘[d“2]1.dtle (t,)H, (1),

fh f fo 1

y si definimos

jdtszz‘l = j-dfz_’[dﬁ@(rz ~t),

1y fy ) fo

donde ©(r, —¢,) es una funcién paso, asi obtenemos

jdtzifdtl =jd:]jd:2,

fy fy fy fy

por lo tanto

1, =jdtle,(f,)H,(!2)dI; Zjdrlel(fz)Hf(tl)dtz ’

fy iy ) f /
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jdth(z)H(r)dr_ J‘der(r)H(t)dH jd:jH(r)H(:)dr (4.2)

h b fo f . 'o Ul

Esta expresion puede ser escrita en forma mas compacta. Para esto introducimos el Producto-T
u Ordenador Temporal, el cual es definido para Bosones y Fermiones, respectivamente, como

i [PO0.9GN, six, > 5,
T{¢(x),¢5(x )} - {¢(x'),¢(x), SExy > %

o [PO0.0(), sixg >
T{p(x).4(x")} = {_ S, alst

Considerando la primera integral en (4.2), del lado derecho tenemos para f, > ¢,

H, (0)H, (6) =T{H, (0)H, ()}
y para la segunda integral cuando ¢, ¢,

H,(t,)H, (1) =T{H, (t,)H,{1,)}.

Asi, (4.2) es escrito como

jdt,]LH,(tl)H,(tz)drz j d, ITH () H, (t,)kdt, + j T{H,(t,)H,t)}d, |.  (4.3)

h 1 fy fi

Sin embargo, es obvio que para el caso de los bosones 7T’ {H JOH, ()} = T{H L()H, (1)} El
caso de los fermiones no representa problemas, debido a que los hamiltoniannos f,(¢) en
general tienen siempre pares de fermiones. De esta manera, el intercambio en las posiciones de
H,(t) siempre tiene un numero par de signos negativos. Por lo tanto, tenemos que (4.3), puede
ser escrita como

jdr] }IH, (t)H, (t,)dt, = %jdtl jT{H, (t)H, (t,)}dt, .

fy fa t
Esta formula puede ser generalizada para n factores del hamiltoniano de interaccion, a saber
!
jdt jdr jdt H,(1)-H,(t,)= jdt jdr fat, T{H, ) H,(1,)},
10

iy

donde f, > 1, >z‘3 D St

ne

Usando los resultados anteriores, (4.1) puede ser escrita como

Ultiy) -lnxfdtTH(t) S Jdr Idrzf{H;(r])H,(rz)}Jw +

¢,



n!
f fy

+ )’ j‘dh_r[dtz ."jdtnT{HI () H, (t")}+m

o podemos expresarla de la siguiente manera

U(tt,)=T| 1+ g (D) tdtl dtz---‘dt,,{H,(r,)H,(tz)---H,(t,,)} , (4.4)
n=1 ! t, t {

n.

En forma mds compacta, es dada por

=i iHi {1y )tif,

U(t,t,)=Te * : (4.5)

Asimismo, podemos rescribir la forma de U(#,f,) en términos de la densidad hamiltoniana de

interaccion A, (x), es decir

H, = [h (x)d’z

donde la integracion es sobre todo el espacio.

Luego en (4.4), tenemos

(*n} :l'dtl;fdtl . -jdr,. U705 [ 1y ()%, - [y (e )d’s, }}

Ut,t,) :T(H—i

n=l1

Uttt = T[l * i(—_;?—nj‘d"xljld‘xz ---jd“xn {h (x )b, (x,) by (x, )}] . (4.6)

con d'x=d’x3dt .

Por lo tanto (4.5) puede ser escrita como

. -r[h, (x)d*x

Uut)=Te °

Por otro lado, si el estado inicial es fijado para #, — « y el estado final para ¢ = oo, entonces

la amplitud de probabilidad para que el sistema realice una transicion de un estado inicial a un
estado final, es dada por

S, ={f|U(c0,~0)|i},
llamada amplitud de dispersion o elemento de matriz S, la cual es obtenida de (4.6)

o g

[atx [d'x, - [d*x, T (c)h () by (x,)} . (4.7)

}Si

§=U(-m,w)=1+3 (_’T

n

—a0



En esta ecuacién podemos observar que la matriz S contiene el término llamado de autoenergia
correspondiente al primer término 1, el cual estd presente mismo en el caso de particulas que
no se encuentran en interaccion.

4.4 DESARROLLO DE LA MATRIZ S

La ecuacion (4.7) con producto temporal no es adecuado para realizar calculos de dispersion.
Una manera descubierta por Wick es descomponer los productos temporales ordenados en
producto normalmente ordenados, en el cual todos los operadores de interaccion se encuentran

a la derecha de todos los operadores de creacion.

La identidad ma4s trivial es

T{¢A (x, )} =0,(x):,

Para obtener un producto de tiempo ordenado de dos campos, multiplicamos la expresion
anterior por la derecha por un operador de campo arbitrario ¢,(x,), esto es

T{¢A (xl)}¢s (x,)= T{¢A (%), (x, )} =9,(x):95(x;),

Pero como cualquier campo ¢(x) puede ser escrito como

¢(x)=¢"(x)+¢"(x),

entonces

T{6, ()5 (x,)} = 8 (x5 (x2) + 3 ()85 (x,) + 45 (308, (%) + 5 ()5 (x,) . (4.8)

donde todos los términos excepto ¢} (x,)¢ 5(x,) estdn ordenados normalmente

Este término puede ser ordenado normalmente conmutando (o anticonmutando) ¢, (x,) con

¢, (x,), usando las relaciones

16 )85 ). = 85 ()85 (5) £ 65 (5,085 () 4.9)

donde el signo (-) es usado para el caso de bosones y (+) para fermiones.

Observemos que (4.9) es una funcion c-nimero, porque puede ser expresado en términos del
valor esperado del vacio del ordenamiento temporal de los campos ¢, (x,) y @z(x,), es decir

para f, >, , tenemos

165 (e85 ()L = (0178, (x84 ()] 0). (4.10)
Sustituyendo (4.9) en (4.8), obtenemos

T{, (x)8 ()} = 65 (x5 (%) + 63 (x5 (%) +18] (60,5 (5. 25 ()85 () + 5 (5 (1) »

0O

T{¢A (x; )@, (x, )} =0,(x)dp(x,): +(0|T{¢A (x)d5 (xz)}| O) . (4.11)
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En la ecuacién (4.11) podemos permutar ¢,(x,) y #,(x,), pero por la definicion de los
productos ordenados normal y temporal esta ecuacion es invariante sobre permutacién, por lo
tanto (4.11) es una relacion valida en general.

Para obtener la descomposicién del producto-T, de T{¢A (x )5 (x,)0 (x3)} multiplicamos
(4.11) por la derecha por ¢.(x;) y considerando ¢, >¢, >¢,, obtenemos la siguiente expresion:

T{6 ()85 ()80 (%)} == 6, (585 (x,) : b (x,) + (O[T {6, (5085 (x,)] 0 (x,)

Descomponiendo ¢.(x,) en sus partes de frecuencias positivas y negativas, y sustituyendo en
el primer término del lado derecho de la ecuacién anterior, obtenemos

T{¢A (%, )¢5 (x,)4c (xa)} =0, (x)P5 (%,) 1 87 (x3)+: 8, (X, )5 (x,) 2 B (x5) +

(OIT{¢A (%)@ (x, )H 0)5?5(: (x;).

El primer término del lado derecho esta ordenado normalmente, pero el segundo término no.
Para que sea ordenado normalmente, conmutamos (o anticonmutamos) sucesivamente g. (x, )

T4, (505 (5 (%)} = 6 (5, )y (5 ) (53) : +6, (5, O[T, (5, )e ()] 0) +

85 (O[T 18, ()8 ()] 0) + 8 (x5, YOI, ()8 (x,)§0),

para f, >t, >1,.

De esta manera, podemos generalizar para » factores, a saber

T{¢A (x;)P5(x,) Py (x, )} =0, (x)05(x,) 0y (x,) : +8,(x) -8y (x, )<O'iT{¢3 (%) (x5 )}i 0) +

830527~y (2 YOI 1, (5 )6 (5] 0) + 6 (x3)-+ 6y (5, XOIT g (v )65 (5D} 0) - (4.12)

Es decir, la suma del lado derecho contiene todos los posibles conjuntos entre pares
de operadores. Esta relacion es llamada el Teorema de Wick.

45 PROBLEMAS
1. Demuestre el Teorema de Wick (ecuacién (4.12)).

2. Demuestre que el operador de evolucién en la representacion de interaccion, es
dado por

Ult,ty)=1- fjdt,T{H, t)}+ (;32 idt, ]LdtzT{H, (t)H, (t,)}+--+

f ity oty £
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+ (—’2 jdtljdrz ...;I:dt"T{H[(r])...H[ @)+

3. Determine el Teorema de Wick en términos de productos normales con una
contraccion, con dos contracciones, con tres contracciones, y asi sucesivamente.
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CAPITULO V
DIAGRAMAS DE FEYNMAN
5.1 INTRODUCCION
En este capitulo vamos a estudiar graficos que permiten describir interacciones en la
electrodinamica cudntica, a saber, los diagramas de Feynman. Desarrollado por Richard

Feynman, permite estudiar las interacciones y propiedades de las particulas subatomicas.

Con este fin, estudiamos los propagadores para los campos complejos de Klein-Gordon, el
campo de Dirac y el campo electromagnético.

5.2 PROPAGADOR DE FEYNMAN
5.2.1 Propagador del campo complejo de Klein-Gordon
El campo complejo de Klein-Gordon, que describe particulas cargadas, es descrito por los

siguientes campos:

do =[Sk o )2 _(a(k)e™ +5 (B)e™),

§ ()= or )2 e (bye™ +a* (ke

donde a(k), a*(k), b(k) y b* (k) son los operadores de creacion y aniquilacién de particulas
y antiparticulas, respectivamente.

‘Los campos ¢(x) y é* (x) pueden ser descompuestos partes de frecuencias positivas y
negativas, es decir

§'(x)= f(z Gy 2w BV, (5.1)
§ (x)= J‘m‘—b (k)e™, (5.2)
" (x)= j(z Ty h(kye ™ (5.3)
$ (%)= j(z) it (kye™. (5.4)

Por otro lado, los operadores a(k), a” (k). b(k) y b* (k) satisfacen las siguientes relaciones
de commutacion:




lacey.a ()= 21 200,5° (& - &1, (5.5)

b).5* (k)|= (27)° 20,8 (k - &, (5.6)
lace),ace)=o, (5.7)
la=(ey.a ()=, (5.8)
b).6kn]=0, (5.9)
B+ &), 5+ &= 0. (5.10)

Usando las relaciones ((5.1)-(5.10)), podemos obtener las relaciones de commutacién
siguientes:

7+ + T - ds’k- —iwg (xg—x5) ik {Z-%'
b (x),9" (x )=IW #(H0730) g HAX=T) (5.11)
k
7~ +¥ ¢ . d3E iwy (x9—%h)  =ik-(F-3'
[¢ (X)g¢ (x )-Z—I—_(2”)320J e k(%o “O)e k(. ), (512)
k
B8 x)]=0,
.67 0]=0.
Introduciendo las siguientes definiciones
+ N s dSE —iwy (xp=xp) _ik-(Z-F")
A (x—x)-—:jme N (5.13)
- P SN i, TR PO Fu
A(x—x)::jme Ml WY (5.14)
podemos expresar (5.11) y (5.12) como
[g?*(x),gs*‘ (x')]= i (x—x"), (5.15)
b .8 @))=in -x). (5.16)

Ademas, haciendo uso de las definiciones (5.13) y (5.14), podemos obtener otra relacién de
conmutacidn, a saber

dslz h(%-%)
CrYo, .
k

Si hacemos uso de la siguiente definicion, 4

eo.é* )= sen(@, (x, - ), (5.17)
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4312 eiE-(R—f')
(2”)35’);:

A(x-x)=-| sen(w, (%, ~ %)), (5.18)

entonces (5.17) se reduce a

b(0).8* (x| = in(x-x).

Observamos que A(x—x") es una funcion impar, que satisface la relacion de commutacién

[ﬁ(x),;ﬁ(x’)]. Ademas, A(x—x") es una solucion de la ecuacién de Klein-Gordon, a saber
@,0" +m)A(x-x)=0.
De (5.18) para tiempos iguales tenemos el siguiente resultado:

Alx-x)=A(Z-%",0)=0. (5.19)
y como A(x-x") es una funcioén invariante de Lorentz, se puede verificar que la ecuacién
(5.19) es valido para todo el intervalo tipo espacio-tiempo, es decir para (x—x')? <0 ¢ indica
que los dos campos, con este intervalo de tiempo, conmutan. De esta manera, si el campo es un

observable fisico, las medidas de los campos en dos puntos, con una separacion tipo espacio no
deben interferir, lo cual es conocido como Principio de Causalidad.

—ta; (xg—%5)
Por otro lado, considerando las ecuaciones (5.13) y (5.14), se puede expresar =
a)k

como una integral de contorno en un plano complejo %,, para lo cual se toma en cuenta el
teorema de residuos de Cauchy, es decir:

—ioy (xg—-x3) 1 —ikg (xg—x5)

- [E dk,,
20, 27 c.(ky — @, )k, + @)

donde el contorno C*, es dado por la Figura 5.1:

FIGURA 5.1
CONTORNO C*.

4 Im Kk,

kn=‘? P X

&/ Re X,

io:c

Fuente: Autoria propia. '

2
k-0l =k>-m*. %
1
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Por lo tanto, A" (x —x") se expresa como:

. , 1 e—r'k(.r—x")
A (x-x)=-—7F [5—d'k.
(Qr)" k" -m

Asimismo, para el caso A™(x —x'), se obtiene la siguiente expresion:

1 g k(="

@2n)* d k? —m?

ANx-x)=- d‘k,

donde el contorno C~ se presenta en la Figura 5.2:
: FIGURA 5.2

CONTORNO C".
& In ko

Fuente: Autoria propia.

También, debemos mencionar que la funciéon A(x — x") puede ser representada por la siguiente

integral
1 e—ik(x—x")

Alx=x)=-—= *k,
( ) (2z)* ¢ k' —-m’
siendo el contorno C, dado por
FIGURA 5.3
CONTORNO C,.
llh h'
o
-0, +o, Re k,

- Fuente: Autoria propia. %
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A continuacién, vamos a estudiar la funcién (o propagador) de Feynman A, , la cual es de

mucha importancia en la teoria cudntica de campos, debido a la utilidad en el desarrollo de la
teoria de perturbacién covariante.

Por otro lado, de (5.15) se puede observar que A™(x—x") puede ser escrita como el valor
esperado del vacio de un producto de dos operadores de campos, es decir:

iA" (x-x') = (0}6(x) 6" (] 0)..
De la misma manera, de (5.16) tenemos que A (x —x") es dado por:

iA (x —x") = —(0|p" (x)$(x)]0).

Ahora, si definimos el Ordenador Temporal o Producto-T como (para bosones)

oy [#EETE), six, > x;
T{¢(x);¢ ( ')}_ L}*(x')qﬁ(x): Si x(', > X ,

donde esta definicién implica que los operadores son colocados de manera cronologica, con el
tiempo creciente de la derecha para la izquierda.

También, considerando la funcion de paso:

- ’
L, si xy>x,

B(x, —xa)={

el Producto-T puede ser escrito como:

. ' ’
0; 81 % >

T{p(x). 8" (¥)} = O(x, — x))(x)$" (') + O(x, — xo )¢ () $(x) .

Con estas consideraciones, podemos definir el propagador de Feynman A, como el valor
esperado del vacio del Producto-T, a saber

iAy(x—x) = (0T p(x) 87 ()] 0). (5.20)
Por lo tanto:
AF(J‘:_x,):{A"(Jn:—-x'), 8 %, Seach . (5.21)
-AN(x-x"), six;<x

SIGNIFICADO DE A, (x —x')

Observemos de (5.20) que para x, >x,, el valor esperado del vacio es dado por

(Ol 4" (x)
que fue creada en x', propagindose- hasta x, donde es aniquilada. En este mismo
razonamiento, para x, <x;, se tiene que el valor esperado del vacio es dado por

0) . De esta manera, se puede pensar que esta expresion representa una particula

<0|¢*(x')¢(x)| 0), la cual se puede interpretar de manera semejante, es decir, crea una

antiparticula en x se propaga hasta x" donde es aniquilada.
&



Estos eventos se pueden representar mediante la siguiente Figura:
FIGURA 5.4
(A, mxgs (Dxg 2%,

Trempo

v

Fuente: Autoria propia.

Las lineas punteadas representan la propagacion de la particula en la direccion de la flecha, a
saber, de x’ hasta x o viceversa. Por lo tanto A, (x—x"), o el valor esperado del vacio, se

puede comprender como un propagador que es conocido como el Propagador de Feynman para
las particulas del campo complejo de Klein-Gordon.

Por otro lado, también es posible representar A, (x —x”) en su forma integral, es decir:

1 —ik(x-x")
A (x—x")= d*k, 5.22
2 ) @) C'[k2 -m? ( )
donde el contorno C. es el siguiente:
FIGURA 5.5
CONTORNO C,.
L) i .l'.o
c’
~ % ,__('\ ’ "
YRS Re k,

Fuente: Autoria propia.

Para verificar que (5.22) lleva a (5.20), completamos en el caso x, > x; el contorno C;. con el

semiplano inferior y por tanto vamos a obtener que A, (x—x")=A"(x—x"). Lo mismo sucede

a



si x, <x,, para la cual completamos el contorno C, con el semiplano superior y obtenemos
A(x—xN)=A(x~x").

Debemos mencionar que existe la otra posibilidad, en lugar de deformar el contorno como en la
Figura 5.6, podemos desplazar los polos una distancia infinitesimal £ del eje real y después
que la integracion fuera realizada, se toma ¢ —> 0. Asi, se tiene que

k*-m?=kl -0l -in,
donde 7 =2w,¢ es una cantidad infinitesimal. La figura en este caso, es dada por:

FIGURA 5.6
POLOS DESPLAZADOS.

4

hlmk‘,

(2

Fuente: Autoria propia.

de donde
1 J' e—ik(x—x") dd
Ar(x=x")= k.
B ) @m)' Lk —~m’ +in
Ahora, si definimos
1
K omi iy o

tenemos

Ap(x—x')= Ie""‘("‘*")AF(k)d“k,

Cr

@)

donde A, (k) es el Propagador de Feynman en el espacio de momento.

5.2.2 Propagador del campo de Dirac

El campo de Dirac describe particulas de espin % , y es descrito por los siguientes campos:

K



(j ’; ]'c" Z(b (K)u® (k)e™ +d; (k)v* (k)e™),

d k m ik —_ —ikx
(b, (k)u® (k)e™ +d, (k)v* (k)e™),
(2 ) ko azll2
donde u“? y v son los espinores de Dirac de energia positiva y negativa, respectivamente.
En este caso, los campos y(x) y ¥ (x) pueden ser descompuestos en sus partes de frecuencias

positivas y negativas, es decir

d’k m
@7)’ k, Z]b (B (e ™

d’k m e
Gy b, 2la B

—_—

d’k m
2k azud (k)v* (k)e™

d’k m o
27 szl:zb (W (Be™.

Ahora, usando las siguientes relaciones de anticonmutacion:

{b, (k),b5 (k)= 27) “a(k ~E8,,,

{a, (k),d2 (k)= (2z)’f;5(k 6.,

b, (k),b,, (k)} =0,

{d, k)., k)}=0,

{2 (k3,53 (k) =0,

{d: (0.4 (k}=0.
Determinamos los siguientes anticonmutadores:

m

i @7 b= 2

I
y como los espinores de Dirac, satisfacen:
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Zuf’(k)ﬁf’(k){” "‘*’"j ,

a=12

-]

a=1,2

va’(k)ﬁ"(k){”‘j‘m]

entonces (5.23) es dado por:

-
d'k o~k (x=%)

i .77 )= i7", +m), [

L

Ademas, la integral de la ecuacidén anterior, puede ser reemplazada por la ecuacién (5.13), es
decir:

{Wf+ (). (x')}z (i}’ﬂa,u T m)ijA+ (x-x).
Si generalizamos, obtenemos:

{wr .7, @ =is" (-2, (5.24)
donde

S (x-x")= (i}f”B# + m)A"(x -x").
De la misma manera, usando (5.14), obtenemos para v (x) y ' (x") el siguiente resultado:

.7 ()}=is"(x-x), (5.25)
con

S'(x—x')=(iy“6” +m)A’(x—x').

También, se puede mostrar que

v @.7 (")=0,

{y* 0.7 (}=0.
Los resultados anteriores, permiten obtener la siguiente relacion, a saber:

{w ), (x)}=iS(x-x",
donde
’ S(x=x)=S"(x-x)+S (x-x').

Asi, sustituyendo en esta ecuacion las formas explicitas de S*'(x—-x") y S (x—x'),

obtenemos:
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S(x—x")=(iy"d, +mA(x-x).
Sus formas integrales de S*(x—x") y S™(x~x") son:

' Yk +m .
S*(x—x)=- 14 [a ("2'“ Z)e‘“"”,

(27)" S k" —m

' “k +m .
S (x=x")=- 1 _..d"k(yz‘” z)e"‘(”),

(27)*

con los contornos C* y C~ siendo los mismos del caso de Klein-Gordon.

4 k®—m

Por otro lado, para el Propagador Fermionico de Feynman, definimos S, de la siguiente

manera:
iS; (x =x") = (O[T {y ()7 (x)}0).
Ademas, el Producto-T del campo de Dirac es definido por:

o TR, six > x;
Ll {- T, sixy>x,

y considerando, nuevamente la funcién paso, tenemos:

Tl (07 (x)} = ©(x, — x5 () (x) + O(x}, = x 7 (x V() -

Asimismo, de (5.25) observamos que

iS* (x —x") = (0l (x)7 (x")|0).
De la misma manera, para S (x —x") de (5.24) se tiene:

iS™(x —x") = —{0|7 (x" )y (x)]0).
Por lo tanto, usando (5.27), (5.28) y (5.29) en (5.26) obtenemos:

Se(x—x")= (fy"a# +m)AF(x-—x'),
y su forma integral es:

b

1 J'dnlk (y#k.ﬂ G m) e-ik(x-x')

Sp(x-x")=
l=ah Qn)' s K -m’+in

donde la integracion es sobre el eje real — o < k, < +c0, como en la Figura 5.

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

La integral (5.30) es conocida como el Propagador de Dirac, y en la Figura 7 se presenta el

Propagador del campo de Dirac en términos de los diagramas de Feynman.

A.



FIGURA 5.7
(@) x, >x,, PROPAGACION DEL ELECTRON DE x’ HASTA x

(b) x| > x,, PROPAGACION DEIL POSITRON DE x HASTA x'.

Trempo

v

Fuente: Autoria propia.

Si x, > x;, entonces el propagador (5.26) se convierte en (5.28) que puede ser interpretado

como la creaciéon de un electron en x’, propagandose hasta x donde es aniquilado. De la
misma manera, si x, < x;, entonces el propagador (5.26) se convierte en (5.29), y puede ser

interpretado como la emision de un positron en x, propagandose hasta x', donde es
aniquilado.

Observe, en estos diagramas, que la flecha sobre la linea del fermion esta dirigido del punto
asociado al campo ¥ en x' hasta el punto asociado a ¢ en x, es decir, se encuentra en la

misma direccidon del tiempo para los electrones y direccidn opuesta para los positrones.
5.2.3 Propagador del campo electromagnético

El campo electromagnético, el cual describe campos de radiacion, es descrito por el siguiente
campo:

(2 7 2k“§2§ (k)a (k)e™ +a*" (k)e™),

cuyas partes de frecuencias positivas y negativas son dadas por:

: d’k
4= | o )2k04§23 (ka* (k™ (5.31)

O P WA O (532)

2z’ 2k0 401,23

Ahora, usando las siguientes relaciones de conmutacion:

[a*(k),a*“* (k;)] :"—2(2”)3 kog™ 8% (k -k,



la* (k),a* (k)] =0,

la/h- (k)’az'(.‘+ (kr)J =0 ,
asi como las ecuaciones (5.31) y (5.32), tenemos

35
d k e—ik(x—x')

(40, 45 )= 2, T

[4; 0, 43 ()= g [ —— oy 2a),, fr)

l4; ), 45 ()=
|42 (), 45 (x| =0.

De esta manera, tomando en cuenta estas definiciones, tenemos que

[4, (50, 4, ()= igp [ —a— (2) D seno, (3, ). (5.33)

Mas ain, considerando (5.18) la expresion anterior puede ser escrita como:

|4, (x), 4,(x)] =D,y (x~ %7,
donde

D (x—x")=-g,Alx-x"). (5.34)
Ademas, como la representacién integral de A(x —x") es dado por

. 1 e—t’k(x—x")
A(Jc—x'):—(2 i ~d'k,
T & -—m

pero en este caso la masa del campo electromagnético, el foton tiene masa cero, asi (5.34) es:

D,y (x~x") = [im (-8 A~ x').

m->{

Ahora, siguiendo la metodologia de los casos anteriores, definimos le propagador de Feynman
del foton de la siguiente manera:

iAo (x = x) = (O[T {4, ()4, (x)]0).
Por lo tanto, siguiendo el mismo procedimiento para el calculo del propagador de Feynman en
el caso del campo complejo de Klein-Gordon, tenemos que:
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DF&,B (x-x")= lim(_gaﬁAF(x_x’))a

m—0

donde A (x—x") es dado por

A (x-x")=

—ik(x-x") 4
T Cj e A (k)d'k,

asi Ap,;(x—x") puede ser expresado como:

1

"~ 4  —ik{x-x"
Dyop(x=x") = G [d*ke™ D, k),
con
=~ 8ap
Dy, (k) = ,
rp (k) kK’ +in

conocido como el propagador del foton en el espacio de momento.

La interpretacion fisica es similar al caso del campo complejo de Klein-Gordon y en este caso
el propagador de fotén es representado graficamente por:
FIGURA 5.8
PROPAGADOR DEL FOTON.

(‘fl"xf\f\kf\fv(m

Fuente: Autoria j)ropia.

5.3 CAUSALIDAD

En la seccién anterior estudiamos los propagadores de Feynman para el campo complejo de
Klein-Gordon, el campo de Dirac y el campo electromagnético. Ademas, como dichos
propagadores son amplitudes de probabilidades de que una particula se crea en x’
propagandose hasta x donde es aniquilado. Asi, si suponemos que x, > x;, entonces,

Ap(x=x)=(0p" (.67 ()] 0) = (0] ()™ ()]0},
implica que surge un problema, a saber, que la probabilidad de propagacion de una particula
desde x’ hasta x con (x—x")? <0, es decir fuera de su cono de luz, no es cero sino que cae
exponencialmente para distancias grandes.

Por otro lado, es conocido que el principio de causalidad se cumple si €]l conmutador de dos
campos considerados en puntos separados por un intervalo espacial se anula, es decir
conmutan. Como ejemplo, vamos a determinar el conmutador para el caso del campo complejo

de Klein-Gordon cuando (x —x")? <0, a saber:

d3’; . I dSE.-

(27)’ 20,7 (27)* 2w, [(a(’z)e"fh +b"(iz)e”“‘),(b(k)e-:kx+a+(iz)eih)]’

&,

b6 )= |



{[a(E), 0" (E)]e—ik(x—x’) " [b+ ), b(E)kik(xﬂ") }’

d’k I d’k’

[¢(x), ¢ (x)] = J- 2r) 20,7 27) 20,

[0, ()] = (0} ()47 (x]0) — (0] () $(x)]0),
[#(),8(x)] = A —x) - A - ). (5.35)

Esta expresion indica que A(x —x") es la amplitud de probabilidad que una particula creada en
x' se propague hasta x, mientras que A(x'—x) es la amplitud de probabilidad de que una
antiparticula creada en x se propague hasta x’. Asi, si no existieran las antiparticulas se
violaria el principio de causalidad. Es decir, las dos contribuciones son necesarias y. como
tienen valores idénticos el conmutador (5.35) pueden anularse fuera del cono de luz, de tal
manera que no hay correlacion entre observaciones no conectadas causalmente.

También, debemos indicar que este resultado ha sido posible por que los campos escalares
satisfacen relaciones de conmutacién y no de anticonmutacién, de lo contrario el principio de
causalidad no se habria cumplido. Para el caso de los campos fermidnicos, ellos deben
anticonmutar para asegurar la causalidad.

54 TEOREMA DE WICK

Como estudiamos en el capitulo 4, el desarrolio de la matriz S llevo a la relacion (4.12), la cual
es conocida como el Teorema de Wick. Este muestra que se puede escribir los productos
temporales de campos como suma de ciertos productos normales de los mismos campos. De
esta manera se puede expandir el operador S en una suma de productos normales, que permite
desarrollar el célculo de sus elementos de matriz.

La expresion encontrada para el Teorema de Wick en el caso de N campos, es dada por:

T4, (608, () By (%)} = B4 (5B () By (5, 48, (%))~ (2, XOIT 16, (x,)d (x,)0) +

85 (6,)- By (5, O[T 18, (2D (x,)§0) + B (x5)-+ By (x, JOT {6, (%) (x,)JO) -+ (5.36)

Es decir, el producto temporal de N campos es igual al producto normal de estos campos, mas
la suma de los productos normales donde se ha hecho una contraccién entre cualesquiera dos
de los campos, mas la suma de los productos normales con dos contracciones entre
cualesquiera dos parejas de campos etc. Sin embargo, como estudiamos en la seccion (5.1), las
expresiones dadas para los valores esperados en el vacio representan los propagadores de
Feynman. De esta manera, si se considera un proceso donde intervienen campos complejos de
Klein-Gordon, o el campo de Dirac o del campo electromagnético, los valores esperados deben
ser sustituidos por los correspondientes propagadores de dichos campos.

5.5 DIAGRAMAS DE FEYNMAN

En el capitulo 4 se obtuvo la expansion de la matriz S en términos de valores esperados en el
vacio de productos de campos en la imagen de interacciébn ordenados temporalmente.
Asimismo, en la seccion anterior €l Teorema de Wick, es decir expresar los términos de la

"



expansion S como una suma de productos normal, fue expresado en términos de productos de
propagadores de particulas entre puntos espacios temporales distintos x, # x;. En esta seccién

vamos a calcular el elemento de matriz para un cierto orden de la teoria de perturbacion, lo cual
lleva a los conocidos diagramas de Feynman, es decir una manera de interpretar los términos
~ en la expansion de Wick.

Por ejemplo, del Teorema de Wick para el caso de dos campos, tenemos que

T{¢A (x)8, (xz)} =10, (%, )d5(x;): +(0|T{¢A (x,)¢5 (x, )HO) > (5.37)
y como vimos anteriormente la amplitud (0|T{4,(x,)4,(x,)]0) es interpretado como el
propagador de Feynman, es decir:

(OIT {84 (x) 85 ()] 0) = iA 1 (3, — x,),
que describe una particula creada en x;, propagandose hasta x,, donde es aniquilada. Asi
(5.37) es escrita como

T{64(x )85 (52} =04 (305 () 4B (5, = ,),
ademas, observando que la diferencia entre T{¢ (%) 05 (xz)} y :¢,(x)¢#;(x,): es una funcion
numero-c dado por /A (x, —x,) entonces si tomamos los valores esperados ambos miembros
en (5.37), tenemos que

(0]: 4,(x )8, (x,):|0) =0,

asi,
(O[T {8, (x,)85 (x,)]0) = iA . (x, — x,).
De esta manera, una representacion grafica de la expresion anterior es:

<0|T{¢A (x;) 85 (xz)}IO) =y WS R e X, |

Para el caso de tres campos, tenemos
.T{¢A (%)@ (x5)9 (x, )} =10,(x))P5 (X)) (x5) 1+, (x, )(O[T{¢B (x,)8 (x; )}I O> +

85 (O[T 18, ()8 ()] 0) + b (2, YOIT 18, (x, )y (x,)]0).

para t, >t, > 1.

Ahora, tomando los valores esperados ambos miembros, tenemos que

<O1T{¢A (x))85(x)P: (x4 )}| 0> = (O| (9, (x5 (%) (x3) |O> + (0|¢A (x, )I O><OIT{¢ﬂ (x,)0c (x; )}‘ 0)

+ (016, (e, ] O)XOIT {8, (x)c (x:)]0) + (0] (x,)] 0)(OIT {6, (5, )iy ()} 0). y
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<0lT{¢A (x)@ (x3)0c (x4 )}1 0> =0,

es decir, en este caso de tres campos no presenta diagramas de Feynman.

Para el caso de cuatro campos, tenemos

746 (5 )85 (5 )0 (5200 (5 )} = B4 (50 )5 (5 )0 () (0 )+, (5 )85 (5 XOIT e (5,0, (2} 0)
+ 85 (62 (2 )OI, ()0 (55)] 0) + 85 ()8 (x; XOIT 16 . ()8 (x,)] 0)
46,65 (E (O[T {65 (2 ) (50 0)+ 8, (58 (2, (O[T {6, ()6, ()] 0)
+ (e )5 (2 )(OIT W () ()] 0) + (O[T 16 (e )5 (5| )OI {9 ()8, (2} 0)
(O[T 16, ()0 (53) | ONOIT {5 (x, )8 ()} 0) + (O[T 4, (3 )8, () O)O T {5 (3, )6 (33} 0) .
asi, tomando los valores esperados ambos miembros, se tiene que
(OIT {60 (x )8 () ()8, (x)]0) = (O[T 16, (5, )5 (1) | OXOT {6 (58, (x, ) O)

(0T {6, (%, )80 () | OXOIT {8, ()8, ()} 0) + (O[T {8, () (3 )] ONO|T 4, (x,) (x;)]0)

o términos de los propagadores de Feynman:
(0|T{¢,q (x)85(x,)Pc (x3)8, (x, )}I 0) =TA L (X =X, iAo (X3 —x, )+ 1A L (X, —x3))iA (x, — X,)

+IAL (%) =% )iB (X, —X5),
cuya representacion grafica es

(OIT 16,50 (x:)c (38, (x,)]0) =

- x = n A x
A
= + . ]
i E " ‘

e x x, p A X Xy

En el ultimo grafico las lineas se cruzan pero no se intersecan. De esta manera, se puede
continuar y obtener los diagramas de Feynman considerando mds campos. Estos son los

diagramas de Feynman en el espacio de posiciones.
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5.6 REGLAS DE FEYNMAN

En la seccién anterior presentamos la interpretacion de los propagadores en términos de los
diagramas de Feynman, a saber, para el caso de cuatro campos, cuya representacion grafica es
sencilla. Sin embargo, para determinar los elementos de matriz de orden » se debe considerar
todos los diagramas de Feynman posibles de »n vértices. En este sentido, el célculo
perturbativo es muy complejo pero se puede obtener una forma sistemadtica a través de las
reglas de Feynman.

La mejor manera de entender es con un ejemplo sencillo. Ahora bien, como vimos, para el caso
de cuatro campos, se tiene

(O|T{¢A(xl )85 (X,)8:(x3)8) (%)}‘0) = iAFh(xl — X WAL (xy =X ) +iA (X — X3)iA (X, —X,)

+ibp (% =%, )iA p (x; = x3),
que representa una suma del producto de dos propagadores de Feynman.

De esta manera, siguiendo con la interpretacion de que el propagador representa la propagacion
de una particula, el tercer término del lado derecho se puede entender como un diagrama en el

que todos los puntos x; (i=1,2,3,4) estdn conectados a través del punto de interaccion. Si

continuamos a ordenes superiores observariamos que solo algunos términos contribuyen, y de
nuevo corresponderian a diagramas en los que todos los puntos estdn conectados entre si a
través de interacciones. Es decir, solo los diagramas conexos contribuyen a los procesos de
dispersion. En efecto, el patréon que emerge es que las contribuciones a la amplitud de
dispersion se pueden construir orden a orden en los diagramas de Feynman, donde solo
diagramas conexos contribuyen. Las conexiones internas corresponden con las interacciones y
se conocen como vértices. Estos vértices se unen con propagadores para formar el diagrama
completo. Es preferible considerar el espacio de momentos. Siendo mas explicitos, en el caso
que estamos estudiando las reglas en el espacio de momentos son:

a. Dibujar un diagrama hecho a partir de lineas que se juntan en vértices con estrictamente 4
segmentos.

b. Asignar un momento £, a cada linea.

c. En cada vértice entran 4 momentos. Imponer conservacién del momento en cada vértice y
afiadir un factor i4. '

d. Por cada linea interna afiadir un propagador de Feynman con el momento correspondiente

1

As(k)= :
r () k* —m® +in

e. Por cada lazo cerrado (loop) afiadir una integral al momento corriendo en el loop

1
G [d'k.
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f.  Multiplicar por el factor de simetria.

En resumen, siguiendo estas reglas podemos calcular en principio a un orden arbitrario en A,
ya que cada término en la expansion de la matriz S le corresponde un diagrama.

5.7 PROBLEMAS

1. Determine, en términos de los propagadores de Feynman, el ordenamiento temporal
para cinco y seis campos respectivamente.

2. Muestre, para el caso de los campos fermiénicos, que ellos satisfacen el principio de
causalidad. ’

3. Considerando las reglas de Feynman, grafique los diagramas de Feynman para el caso
de seis campos. ‘
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CAPITULO VI
PROCESOS ELEMENTALES EN ELECTRODINAMICA CUANTICA
6.1 INTRODUCCION

En este capitulo, comenzamos la aplicacion en Electrodinamica Cudntica, es decir el estudio de
las interacciones entre el electrén, su antiparticula el positron y el foton. De esta manera, el
proposito del presente capitulo es estudiar los procesos elementales de interacciones entre las
particulas antes referidas en el régimen relativista. Para lo cual, debemos considerar los
diagramas de Feynman.

6.2 REGLAS DE FEYNMAN DE LA ELECTRODINAMICA CUANTICA

Como estudiamos en el capitulo anterior, para determinar los elemenios de matriz de orden n
de la matriz S debemos considerar todos los diagramas de Feynman posibles de » vértices
que tengan como lineas externas al lado izquierdo las que correspondan a las particulas
presentes en el estado inicial y que tengan como lineas externas al lado derecho las que
corresponden a las particulas en el estado final y a continuacion tomar en cuenta las reglas de
Feynman. :

Siguiendo las reglas de Feynman, las consideraciones que se deben tener en cuenta para
obtener los diagramas de Feynman cuando se estudian procesos en Electrodindmica cudntica
son:

a.  Para cada vértice considerar un factor iey“.

b. Para cada linea de foton interno, se debe considerar el factor,

—-grxﬂ
k* i

+in

1D, (k)y=1

asi como un momento &, es decir.

(@ k
LIS T (ﬁ)

¢.  Para cada linea interna del fermion, considerar el factor,

iSp(p)=i——e——,
P,y —m+in
ademas, un momento p, a saber:
P
L » [

d. Para cada linea externa, considerar:



e Para cada electron inicial: u,(p),

P » -

e Para cada electrdn final: %, (p),

e Para cada positrén inicial: v, (p),

A
[ ]

P

e Para cada positron final: v,(p),

e Para cada foton inicial: ¢, (k)

(@)
| YAV VAW Way

e Para cada fotén final: £, (k)

(. aVaVaVaWaWd

Los factores de espinores para cada linea de fermion son ordenados, de tal manera que de
derecha a izquierda, ellos aparecen en la misma secuencia de la linea del fermién en la
direccién de la flecha.

Para cada loop cerrado de fermidn, se toma en cuenta la traza y se le multiplica por un
factor (-1).

Los 4-momentos asociados con las tres lineas que se encuentran en cada vértice satisface
la conservacion de energia-momento.
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h.  Multiplicar la expresion por un factor de fase &, el cual es igual a +1 (-1) si el namero de

intercambios es par (impar) en la vecindad de los operadores de fermiones requerida para
escribir los operadores de fermiones en el orden normal correcto.

6.3 PROCESOS ELEMENTALES

En esta seccion iniciamos la aplicacion del Teorema de Wick en la expansion de perturbacién
que llevaré al conjunto de todos los posibles elementos (f|S|i) de la matriz S, para una

hamiltoniana de interaccion dada.

Para la Electrodindmica Cuantica la hamiltoniana de interaccidn es dada por:
H =—e:y(x)y“4,(x)y(x):.

De (4.7) consideramos la matriz S expandida como:

§=¥'8",
n=0

donde

§'= (:2 -La”xl_-‘;)ddx2 "'_'dean{H;(xJH; (x)++ H, (x,)}.

Para el caso #» =1, tenemos:

St = Td“x,T{H, (x)}

St = _Td"x,T{— ey (x) )y A, (x yw(x) }
Considerando el Teorema de Wick, tenemos que:
_Td“xﬁ{— e T )" A, (W) = e [ d*x, -7 ) A, (e wx,) -
A continuacion escribiendo cada campo en sus frecuencias positivas y negativas, obtenemos:

S'=—e[d'x g (0" 4 (x ) () +e [dxy ™ ()T (%) 4 (x,)
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_eJd4x1A;(x1)¥7+(xl)7#W+(xl)+ eJ-d"xlA;(xt o)y et (x)
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—eId“xltﬁ'(xl)}/‘fA;(xl)t,u*(xl)—eId4x|'/7_(x|)Y#W_(xl)A;(xl)

= eJ‘d“xl‘/?“(xl)A; (xrfy ™ (x) - ejd‘xll;—/-(xl )7”1‘1; (x)w ™ (x))

Ahora, considerando los resultados anteriores, se debe hacer la interpretacion de cada una de
estas integrales, los cuales nos llevaran a los diagramas de Feynman. De esta manera, tenemos:

Primera integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
positrén, un electrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

_ FIGURAG6.1
ANIQUILACION DE UN FOTON Y UN PAR.

Fuente: Autoria propia.

Segunda integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
»ositrén, un fotdn y se crea un positron. El diagrama correspondiente es:

_ FIGURAG62 '
ANIQUILACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN POSITRON.

4 X

Fuente: Autoria propia.

Tercera integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
positron, un electrén y se crea un fotén. El diagrama correspondiente es:
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, FIGURA 6.3 ,
CREACION DE UN FOTON Y ANIQUILACION DE PARES.

Fuente: Autoria propia.

Cuarta integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x; se aniquila un
positron, se crea un positron y un fotén. El diagrama correspondiente es:

, FIGURA 64 ’
CREACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN POSITRON.

X1 Y

Fuente: Autoria propia.

Quinta integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
electron, un fotdén y se crea un electrén. El diagrama correspondiente es:

- FIGURA 6.5 ’
ANIQUILACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN ELECTRON.

X
Fuente: Autoria propia.

Sexta integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
fotén y se crea un electrén y un positrén. El diagrama correspondiente es: /{Q
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, FIGURA 6.6 ,
ANIQUILACION DE UN FOTON Y CREACION DE PARES.

€

Fuente: Autoria propia.

Sétima integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
electrén y se crea un electrén y un foton. El diagrama correspondiente es:
FIGURA 6.7
ANIQUILACION Y CREACION DE UN ELECTRON Y UN FOTON.

Fuente: Autoria propia.

Octava integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se crea un

positrén, un electrén y un foton. El diagrama correspondiente es:
~ FIGURA 6.8
CREACION DE UN FOTON Y UN PAR.

+

e
Fuente: Autoria propia.

Debemos indicar que todos los procesos descritos anteriormente no suceden en la naturaleza,
toda vez que ninguno de ellos conserva la energia y el momento del proceso fisico, en la cual

se tiene que k% =0 para un fotény p® = m® para fermiones. De esta manera, tenemos que

(8] =o. | 7%



A continuacidn, vamos a considerar el término a segunda orden en la matriz S, es decir

( ’)2 Td X, _[d4x2 H ey e

2
i
i ) I d'x, j d‘x,T {-ew(xl)yu (e W )X —e T ()7 Ay (2 (5,)}
Usando el Teorema de Wick, en la expresion anterior obtenemos:

2 =™ o
—e P 7 .o
§* == [d'x [d'x T O)r " A, Ow DT )Y Ay (e () -

i 2@ %2

Zei ja”x] Id4x2 :!17(3‘71)7#14# (xw (x) ¥ (x, )}’ﬁA,g () w(x,) -
—e’ % 4 I 4 — — 8

ot [t )y 4, w ()T )y Ag (e )y (32 -
—82 2 4 4
T2 [t [, 7 00r A, G IT )y Ay (e () -
—e’ T 4 N 4 — — B

ot [t Oy A, o w ()T Gy Ay () () 1 -
—e’ 7 4 ° 4 — _— 8

[ Ty A, 0w DT )y Ay Gy (x3)

g

—_ 2 e
=[x, [dh, Ty A, )W () Ty Ay () (x,) 1 -

5 2]
v

ot [t ) A, e )T ) Ay () (6)
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La interpretacion de estos términos, nos lleva a concluir que para el primer caso no representa
ningin proceso real, de la misma manera que los procesos descritos para n=1, con la
diferencia que ahora es en dos puntos independientes, a saber x, y x,.

La segunda y tercera integral son términos idénticos, el cual se prueba permutando los
operadores

7067 A, (6w (e )T (e )y Ay (e () =

w(xy)y" A, (x,)w(x,) ¥ (x, )}/ﬁAﬂ (x )y (x,).

Haciendo x, <> x, en la tercera integral y sumando el resultado con la segunda integral, se
obtiene

S =—e? [d'x, [d*x, 767" 4, (e w ()T ()y” Ay (e (x,) -

—c0

Esta relacion tiene una contraccion de fermiones, que es dada por el propagador de Feynman
para el campo de Dirac y corresponde a un fermion virtual.

Para hacer una interpretacion de la expresion anterior, consideramos primero £, </, caso en €l
cual podemos imaginar un electron virtual que se propaga de x, hasta x,. Ahora, para 1, <7,,
indica que un positrén virtual se propaga de x, hasta x,. Si unimos estos dos casos, tenemos
un fermién virtual que se propaga de x, (asociado a i ) hasta x, (asociado a ). Ademas,

tiene dos operadores de fermiones y fotones contraidos. Estos aniquilan o crean particulas en
los estados iniciales y finales, llamados particulas externas.

A continuacién escribiendo los campos w(x), w(x) y A(x) en sus partes de frecuencias
positivas y negativas, obtenemos:

7 () )P A, (e D (x)T (3P Ay (3w (x,) =
S
v (x, )7‘”14; (%, )J’ﬂA;; (e ™ (% )iS g (x, —x;) —
()Y (x, )?’”A; (x, ):VﬁA;J (x,)iS 5 (x) —x,) +
+ 7P Ay (e ) A ()T ()" (6)iS e (%, = x,) =
-y (x, )7ﬂA;z(x1)‘/7+ (x))7" A, (x)iSe (%, —x,) +
P A G A G ) G (6, (5, — ) -

—w ()" 4, (x, )’7*(%)?’!’1‘13 (% )iSp (x, — x,) +
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+ 71 A, (x)y? Ap ()T (e T (IS g (3, —x,) =
— (2 AL ()77 AR (6,7 (3)iS e (3, — x,) +
+ @ () AL (x )y P AL ()T (x)iS s (3, — x,) +
+ 7 () A (x))y A (3)iS e (3 — x,) +
+ 7 (x)y 7 Ag (e )y AL (e T (6,)iS g (6 — %) +
7 () (x)p7 Ay ()" Ay (%)iSp (%, = x,) +
+ @ ()" A, ()P Ap ()" (%,)iS 5 (x = x,) +
+ () AL ) () P AL ()i (3 — ;) +
S ) A e ()i ( — )+
7 (X7 AL (27 Ay (e (3,)iS (35— %,) +

T ()7 AL ()P A5 (e (IS 2 (%, — x,) (6.2)

Como es 16gico, vamos a escoger de estas expresiones aquellos que describen procesos fisicos
reales.

DISPERSION COMPTON.

Para estudiar este proceso considerainos ! estado inicial ’le' ,1y>. Ademas, debemos tomar en

cuenta la parte de frecuencia positiva de w(x,), ¢l cual aniquila el electrén inicial y de la parte
de frecuencia negativa de y(x,) que crea el electron final. Lo mismo para 4, (x,} y 4;(x;).

De esta manera, los términos que contribuyen son dados por las siguientes expresiones:

S, == [d'x, [d'x,7 (x)r"iSe (x, = x,)7" 4, (=) 4, (e 0" (%),

Sy = e’ Id4x1 J‘ddlej_ (x )7 iSg (x, — xz)}’ﬁA,; (x )A; (v (x,).

-

Los correspondientes diagramas son:
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FIGURA 6.9
DISPERSION COMPTON.

~

Y

¥
Fuente: Autoria propia.

DISPERSION COMPTON PARA POSITRONES.

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial }Ie+ ,1}/). Ademas, debemos tomar en

cuenta la parte de frecuencia positiva de {7 (x,), el cual aniquila el positrén inicial y de la parte
de frecuencia negativa de w(x,) que crea el positron final. Lo mismo para 4, (x) y 4,(x,).

De esta manera, los términos que contribuyen son dados por las signientes expresiones:

Sy = e J.d4x1 fd“xzw’(x. )J’ﬂisr (x, - xz)J’ﬂA;(xl)A; (x)7 " (x,),

Sy ==e [d'x, [d*x,p (e)p"iSp (v, =3, 07" A, (x) AL (27 (%)

Los correspondientes diagramas son: %
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~ FIGURAG.10
DISPERSION COMPTON PARA POSITRONES.

532
A

Fuente: Autoria propia.

ANIQUILACION DE PARES

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial }le* ,1e’> ;

El término que contribuye es dado por la siguiente expresion:

0

S, = - Iddx, Id"sz;(x, YW HiS e (x, — x, )7”,4; (x ) ()" (x,),

-0

El correspondiente diagrama es:

13
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FIGURA 6.11
ANIQUILACION DE PARES.

Fuente:* Autoria propia.

CREACION DE PARES

Para estudiar este proceso consideramos ¢l estado inicial [I ¥, y) :
El término que contribuye es dado por la siguiente expresion:

Sy = =€ [d'x, [d* 5,7 (0 "iS - (x, ~ 007" (1) AL (x) 45 (x,).

El correspondiente diagrama es:

FIGURA 6.12
CREACION DE PARES.
i
A
Sy = Xy
e+
v

Fuente: Autoria propia. /@
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A continuacion consideramos el cuarto término de (6.1), a saber:

2 ® -]
o [t ) A, Oy )T () Ay (e xa) -

85 =

Observemos que esta expresion tiene cuatro operadores de fermiones no contraidos, de esta
manera el proceso que describe es dispersion fermidén-fermidén. Asimismo, el término de
contraccion foton-foton es el propagador de fotén.

Como en el caso anterior, escribimos los campos ¥ (x), w(x) y A(x) en sus partes de
frecuencias positivas y negativas, es decir:

W (x )}’#Ap L(x1 W (%) (x, )71;14%(3‘2 W(x;)=

T ()" ()T (27w (2,)iDp (x, — %,) —
—y ()P T )T () (x))iDg (%, — X,) +
7Oyt e Oy ()iD g (1 — X)) +
+ T (x)y W (e (37w (3D, (%, — X,) -
—y ()T ()T (x)y P (0,)iD e (x5 = X,) =
—y ()Y ()T () (15D, (1 — X,) +

W)y "y )P )y w T (%,)iDg,p (xy —x,) +

w7 )W () (6D, (xy - xy) +

7 )Py ()T )y "y (6,)iDg, (x5, = %,) +

7 () ) () ()iDp (5 = ;) =
~F T )Y (x0)y Y (6D (3, — x,) +

V)7 T )T )y y (0)iDg,, (1 = xy) +
7 (x)r"w e (x)y Py (%,)iDg, 5 (x, = X,) —

¥
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- (xDriv (v (x, )7ﬂ¢’7+ (x, )iDF,uﬂ (x, —x,)+
Wn(xl)y#w-(xl)J_(xZ)yﬂW+(x2)iDFpﬂ (% —x;) =

-y (x )7#':7-(x1)'f7-(x2)7ﬁ!/j-(x2)fDF,uﬂ(xl — %)

De estas expresiones, escogemos aquellos donde los términos contribuyen a procesos fisicos
reales, por ejemplo:

DISPERSION DE MOLLER

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial |le‘ e~ ) :

En este caso, el término que contribuye es: -
ez @© . 0 . k
S :E J.d Xy jd Xz‘/f_(xl)i"uv/_(Iz)y/+(xl)y’gy/+(x2)fDm8(xl -X,).

Ahora, debido a que los electrones son particulas idénticas, vamos a identificar a los electrones
iniciales y finales como 1,2 y 1',2"respectivamente. De esta manera, de la expresion anterior

tenemos cuatro términos que contribuyen al proceso, sin embargo estas cuatro contribuciones
constituyen dos pares que son diferentes por el intercambio de las variables x, <> x,. Por lo

tanto, considerando solo uno de estos pares y multiplicando el resultado por 2, tenemos que los
términos que contribuyen son: '

* 2 © ©
e . . R . .
S, = Pl _[d4x1 Id4x2§1’|' (x)7 "Wy (x)y, (x{)?’ﬂ‘ffz (%3 01D, (X, — X35,

2 ©
€ S— J— + + 5
Sy = _E Id4x1 Id4x2¥’1' ()7 Wy (x))w, (xl)}’ﬂ(f/:z (x,)iDg,p(x, — x;) .

Donde, el signo negativo es debido a la estadistica de Fermi, en la cual los campos son
antisimétricos, con la permutaciéon de los electrones finales. De esta manera, los
correspondientes diagramas son:

£
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Sin embargo, la segunda y tercera integral constituyen un par que son diferentes solo por el
intercambio de las variables de integracién x, <> x,, es decir, representan un mismo diagrama.

Lo mismo sucede con las otras dos integrales. De esta manera, consideramos solo S, y S,,,

las cuales serdn, multiplicadas por 2, obteniéndose:

Sy ==e* [d'x, [d*x, 7 (x)r"y ™ )T (5)r"y " (6)iDp (x, - x,),

Sy = [d'x, [d' %7~ )"y ()T ()7 w* (6,)iDyp (x, — x,).

-0

Asi, los correspondientes diagramas son:
FIGURA 6.14

DISPERSION DE BHABA.

Fuente: Autoria propia.

DISPERSION POSITRON - POSITRON

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial \le" ,le*) .

En este caso, el término que contribuye es:

2 © o
e - - —— — .
§ = Y] Id“xl Id4le// )7 W ()T (x )" (x2)iD 5 (%, = X5) .



Este caso es similar al estudiado en la dispersion de Moller, de este modo los términos que
contribuyen son:

Sy = —e’ Id4x1 jdd-x;zwl7 (xDy w o () (xl)},ﬁy72+ (xz)iDFyﬁ (X, =x,),

-

Sy = +e’ Id4x1 jd4x2§”;(xz)7ﬂv/§ (xDw (%, )7'6‘7; (x; )iDF'.uﬁ'(xl —-X).

-

Asi, los correspondientes diagramas son:
~ FIGURA 6.15 '
DISPERSION POSITRON - POSITRON.
1!

Sy =

Fuente: Autoria propia.

A continuacién, vamos a considerar el quinto y sexto término de (6.1). Este caso, es similar al
del segundo y tercer término, por lo tanto tenemos el siguiente resultado:

Sz = ¢ [a'x, [d'x, (e A, W ()T ()7 4y (e () (6.3)

N

g

Esta expresion tiene dos operadores de fermiones no contraidos, por el cual se tiene dos
procesos, es decir, un fermion en el estado inicial y final, que puede ser un electrén o un
positron.

Del integrando de (6.3), tenemos _ %
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iy (x)r" A, (x)y(x, )W(xz)}'ﬁAﬂ () (x,) =

|

n's

‘?/ﬂ(xl)?#isﬁ (x, _xz)YBW+(xz)iDFyﬁ (x, —x,) -
=y (x)r"iS, (x, _x2)7p’7+(xl)iDFpﬁ(xl -x;)+
¥ (x))y"iS e (x, -x,)7%w " (x, NDp 5 (x, —x,) +

v (x)y"iSp(x, —x, )7)6'/’7 (x,)iDyg,p (x; —x;).
Como antes, de estas expresiones escogemos ¢l término que contribuye al siguiente proceso:

AUTOENERGIA DEL ELECTRON

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial lle’) . Este caso, se tiene:

Sy == [d'x, [d' %, (e)p"iSy (5 = x,)7 W (2,)iDp,p (%, — %)

La interpretacion de esta expresion, indica que las propiedades de un electréon libre se
modifican debido a la interaccién con el campo electromagnético. Una consecuencia de esta
interaccion, el electron libre se convierte en un electrén fisico. En esta situacién, la masa del
electrén fisico es diferente respecto del electron libre, razén por la cual, la energia del sistema
cambia.

El diagrama correspondiente es:
FIGURA 6.16 )
AUTOENERGIA DEL ELECTRON.

e X, X e
Fuente: Autoria propia.

Considerando ahora el sétimo término de (6.1), tenemos:

ol G LA Y A EA T CO AR HENZENES

S3 =

— -
—

del cual, se obtiene: . /Q
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Wy (x )},ﬂA,u(."xl W (%) (x, )}’ﬁAﬁ (x )y (x,) =

% ]
g

— 08 (x; = %, )7"iS (%, = %, )y Aj (%)) 4] (x,) -
— S (%, — x )y iSp (%, — x,)y” A5 (x,) A4} (x,) -
—i8 (X, = x, )y "iS o (x, —xz)y”A;(ic])A; (xy)~
=Sy (2, = %,)r*iSp (%, = %)y " 4, ()45 (x,).

El término que contribuye a un proceso fisico es:

AUTOENERGIA DEL FOTON O POLARIZACION DEL VACIiO

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial |1 }/).

Este caso, se tiene de las expresiones anteriores que el segundo y tercer término contribuyen a
este proceso. Ademas, observe que dichos términos son diferentes por el cambio de variables
de x, <> x,, en otras palabras, representan el mismo diagrama. De este modo, tenemos:

Sy =€ [d*x, [d'x,iSp (x, - %)7"iSp (x, - %,)7" 4, (x,) 45 (x,). (6.4)

Debemos indicar, de acuerdo con (6.4), que el fotén puede crear un par virtual electron-
positréon, que luego es aniquilado, como consecuencia de la interaccion del campo
electromagnético con el campo del electron-positron.

El correspondiente diagrama es:
FIGURA 6.17 )
POLARIZACION DEL VACIO.

Fuente: Autoria propia.

Para terminar el estudio de la aplicacion de la matriz S a segunda orden, vamos a considerar el
octavo término de (6.1), es decir:

2 ® ©

e — s

S:; = Y _l.d4x; Id4x2 :W(xl)}’#A,u(xl)V/(x1)U/(x2)7pAg(xz)W(xz):-
t-m -0

[ v
v

: g
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Como se concluye inmediatamente de esta expresidn, no existen lineas externas en
consecuencia, no produce ninguna transicion. Ademas, el estado inicial es '0), razén por la

cual al diagrama correspondiente se le denomina del vacio. Asi, de la expresion anterior, se
tiene:

2 = @
e ' ' -
S = 2! 'I-d4xl J.daleSF (xy =x)7"iD,5 (% =X, )?’ﬂISF (0 = Js

cuyo diagrama es:
FIGURA 6.18
DIAGRAMA DEL VACIO.

Fuente: Autoria propia.
6.4 EL PROPAGADOR Y LOS ESTADOS DE POLARIZACION

En el proceso de cuantizacién del campo electromagnético de manera covariante se
consideraron cuatro estados de polarizacion, dados por los vectores £“(k,A) los cuales
satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad y completitud:

£)(k, Ae" (k,A'y=-1,5,,,
donde 5, =-1lyn =1,n,=1,n, =1,

n.e" (k, e” (£, ) = ~g" .
Asimismo, sea 6* un vector tipo temporal, el cual satisface 8,0 =1y 6° >0. Asi,

" (k,0)=6*,
representa el vector de polarizacion escalar. En lo que sigue llamaremos £*(k,3) el estado de
polarizacién longitudinal en el plano & -k si ¢, (k,3)0* =0 y &y (k,3)e* (k,3) =—1, de este
modo:
k* —(k&)0"

JkOY -k

Los otros dos vectores de polarizacion, a saber los transversales, £#(k.1) y ”(k,2) vamos a

e (k3) =

considerarlos ortogonales entre si y perpendiculares al plano 8 -k, tal que

e, (k,De* (k,A)=~6 .,
donde =12y A'=12.
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6.5 POLARIZACIONES DE LOS BOSONES VECTORIALES

En los procesos de la electrodindmica cuantica estudiados, esta presente el foton, el cual es un
boson vectorial no masivo, posee dos estados de polarizacion transversales. Si por ejemplo, se

considera un sistema de referencia tal que £ = (®,0,0,®), se tiene que
g“(k,1)=(0,1,0,0),

| £*(k,2) =(0,0,1,0),
son lineales, mientras que

g*(k,L) = (0,cos8,isend,0),

g” (E,R) = (0,cos8,—isend, ),
son elipticas.

Ahora si sumamos sobre los estados de polarizacién, obtenemos:

> e, (k,De, (k,A)=-g,, +4,,

A

donde,
1 00 O
0 00 O
A, = 3
2 0 00 O
0 0 0 -1

- Asi, debido a la invariancia de gauge, 4, puede ser dejado de lado, de tal manera que la

amplitud en un proceso de electrodindmica cudntica donde se tome en cuenta un fotén externo
de momento k puede escribirse como:

Mk, A)=e (k, ))M*(k) .

~ Para el caso de un boson vectorial masivo, tiene tres estados de polarizacion, a saber uno
longitudinal y dos transversales. En este caso el sistema de referencia que se elige es en reposo,

es decir £* =(m,0,0,0) y los estados de polarizacion son dados por
g” (k,1) = (0,1,0,0),
g*(k,2) =(0,0,1,0),
£*(k,3)=(0,0,0,1).

Del mismo modo, al caso anterior si sumamos sobre los estados de polarizacion, obtenemos:

A
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2, B (k, e, (k,A) = -8, +4,,,
A
donde,

v

o o o =~
o o o <9
o o o @
oo o ©

en el sistema de referencia en reposo.

6.6 LA SIMETRIiA DE CROSSING Y LAS VARIABLES DE MANDELSTAM

En los procesos estudiados de la electrodindmica cudntica, se presentaron casos de integrales
que tienen la misma contribucién por el cambio de variable x, <> x,. Similarmente se tiene
que existen elementos de matriz que estdn relacionados mediante la simetria de crossing, es

decir la matriz S es la misma reemplazando los momentos convenientemente.

Por otro lado, para poder describir la cinemética de los procesos de dos cuerpos es conveniente
definir las variables de Mandelstam, las cuales permitiran la aplicacién de la simetria crossing.

Por ejemplo, si tenemos dos procesos descritos por:

1+2->3+4,
. 1+3 52 +4,
se tiene que
ki,k, = p,, Py,
y considerando la simetria crossing, tenemos
ky,—p, = —k,, p,.

Ahora, definiendo las variables:
s =(k '*']‘72)2 =_(p1 + P_z)z,
t=(k, _Pl)z =(p, _kz)z’

u=(k _p2)2 =(p, _kz)z,

entonces, haciendo k, <> —p,, se obtiene de la simetria croossing:

(s,t.u) <> (t,5,u).

De esta manera, se puede comprobar que s+¢+u es igual al cuadrado de las masas de las

cuatro particulas externas.

Vg

124



Por ejemplo, de los procesos anteriormente estudiados tenemos que la dispersion Bhabha tiene
simetria de crossing con la dispersién de Moller, es decir:

6.7

Bhabha: e*e™ —» e*e” por simetria crossing s <> u se tiene Moller: e"¢” —>e7e”,

Otro caso, es la dispersion de Compton con aniquilacion de pares, es decir:

Compton: e”y —» ey por simetria crossing s <> ¢ se tiene Aniquilacion: e'e™ — yy .
PROBLEMAS

Para cada uno de los procesos estudiados, en segunda orden de la teoria de perturbaciones,
en la electrodindmica cuéntica, encontrar las amplitudes de transicion de un estado inicial a

otro final.

Siguiendo la metodologia para el estudio de procesos en electrodinamica cuéantica a
segunda orden, determine los diagramas de Feynman para cuarta orden.

Discuta si para los procesos elementales estudiados para electrodindmica cuantica, existe
simetria de crossing.

125



CAPITULO VII
CORRECCIONES RADIATIVAS
7.1 INTRODUCCION

En este capitulo, se estudia los métodos de regularizacion sobre las integrales divergentes
consecuencias de la teoria de perturbaciones aplicada a los procesos de la electrodinamica
cuantica en las interacciones entre el electron, su antiparticula el positréon y el foton.

7.2 CORRECCIONES CUANTICAS: LOOPS

Para estudiar los diferentes procesos en la electrodinamica cuantica, se considerd teoria de
perturbaciones en la representacion de interaccién. Esto llevo a interpretar integrales en los
diagramas de Feynman. El desarrollo perturbativo se realizo en la carga del electron. Sin
embargo, la teoria de perturbaciones también puede ser realizada en términos de la constante
de planck, es decir de %, lo cual permite estudiar efectos cudnticos.

Para justificar esta afirmacion, debemos recordar que cuando se realiza la cuantizacién de

campos escalares, la relacién de conmutacién de los operadores de creacion y aniquilacion es
dada por:

latp).a* (p)]= @2 ns* (p- Y.

De la misma manera, cuando se determine los propagadores de Feynman, se obtiene:

1 ih .
S (x-x")= d* g PleF)
r( ) (27:)45[ pl-m’+in

Ademds, en cada vértice de interaccion de los diagramas de Feynman se debe introducir una
potencia de 7, debido a que la accidn tiene dimensiones de # y de esta manera el operador de

evolucion en el argumento de la exponencial tiene un término 47" .

En este contexto, cada propagador introduce una potencia de 4 y cada vértice un %', Asi, el
estudio del nimero de loops se puede discutir en términos de las potencias de # en un
diagrama de Feynman. De esta manera, en un diagrama que tiene / lineas internas y V
vértices, entonces si L representa el numero de loops, la relacion entre ellos es:

L=1-V+1.

Asi, como cada propagador tiene una potencia de % y cada vértice de %', entonces en un

diagrama conexo con L loops, la dimensién tiene orden de %™ =#"". De esta manera, un
desarrollo considerando loops, corresponde a un desarrollo en potencias de 7.

7.3 DIVERGENCIAS ULTRAVIOLETAS

Una consecuencia de considerar teoria de perturbaciones en la Electrodindmica Cudntica es el
surgimiento de las divergencias ultravioletas o de grandes momentos. Para esto observemos
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que en el estudio de los diagramas de Feynman los propagadores tienen las siguientes
expresiones:

“k,4m)y .
SF(x_xr)z l - Iddk (i,_ ﬂ'2 ) e—rk(X—X),
(2r)" ¢ kT -m +in
' 1 —ik(x-x"
Dy (x—x") = S [d‘ke ™D, (K),
donde
Pra )= 3 sin

Ahora, en cualquiera de los casos y como los momentos toman valores desde cero hasta el
infinito, entonces para grandes momentos (k — <) estas integrales no son bien definidas, es

decir se tendran integrales divergentes.

Este es un tema de controversia para la teoria perturbativa de la Electrodindmica Cudntica. Una
solucion a esta dificultad de la teoria es el tratamiento de regularizacién, que veremos en la
siguiente seccidn.

7.4 REGULARIZACION DE DIAGRAMAS DIVERGENTES

En la seccion anterior se observo las dificultades surgidas de considerar teoria de
perturbaciones en la Electrodindmica Cuéntica, a saber integrales divergentes. En esta seccion,
vamos a presentar métodos que van a permitir, de algun modo, que estas integrales divergentes
sean finitas introduciendo un pardmetro de regularizacién. Este procedimiento matematico no
es unico, en realidad existe una variedad de métodos de regularizacion, y las integrales
regularizadas dependen del formalismo considerado. Sin embargo, cuando la teoria original es
restablecida, los resultados fisicos finales seran independientes del método de regularizacion
utilizado.

En general, una vez que se obtienen las integrales regularizadas se observa que las mismas no
estdn de acuerdo con las exigencias de invariancia, como son la de Lorentz, de Gauge,
rotacional, etc. En consecuencia, un criterio tomado en cuenta para obtener una regularizacién
adecuada es aquella que preserva tantas simetrias fisica cuantas posibles.

En lo que sigue vamos a presentar tres métodos de regularizacion: Método de Cut-Off (corte),
Método de Pauli-Villars y de Regularizacion Dimensional, para un caso especifico: la
polarizacidn del vacio, en la aproximacion de un loop.

METODO DE CUT-OFF (CORTE)

Este método es el procedimiento mas simple y méas antiguo, en el cual la regidon de grandes
momentos es aislada en las integrales divergentes. En este caso, la invariancia de traslacién es
quebrada y en consecuencia un cambio del momento en la integral modifica el resultado.
Ademas, la invariancia de Gauge no se preserva en este procedimiento de regularizacion.
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El caso de la polarizacion del vacio, fue estudiado en el capitulo anterior. Ademas, recordando
que la amplitud de transicion desde un estado inicial a otro final, es dado por:

3

M | (7.1)

(fI8*(r = nfi)=(2m) 5(k—k)(2 5 (2k )2

donde

2

Tri(p+m)y®(p—k+m)y”
M =clk )[ Jatp— Tt mr -k rmy’] Js;}(k), 72)
@2r)* (p" —m” +in)(p—-k)" -m" +in)
es llamada la amplitud de Feynman para el proceso de polarizacion del vacio.

Observemos que la integral es cuadraticamente divergente cuando p — «, debido a que la

integral puede ser expresada aproximadamente como:
2 g4

pdp ..

j ——=limp

p—ro

El método indica que una manera de regularizar esta integral es multiplicandola por le factor de

convergencia:
2

2 2y =X 2
il

donde A es el pardmetro de cut-off. Observe que para grandes valores pero finitos de A la
4

dp
6

integral se comporta aproximadamente como j y de este modo para p grande es bien

definida y convergente, pues:

Por otro lado, definiendo

. Tr((p+m)y®(p -k +m)y”’
Rﬁ(k2)=J‘d4p 2_((}Z .);V (P_ A )}2’ )' ,
(p"—m” +im)((p-k)* —m* +in)
se tiene que:
2
e A (k)R (k?)ek (k)-
Asimismo, vamos a definir, la expresion

N =Tr((p+m)yy*(p-k+my”),
N? =4(p™(p” —-k’)- g% p-(p—-k)+ p" (p™ —k*) + m*g™).

De esta manera, la expresion regularizada es dada por: E
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of _sa ¢
pr(kz):.[ddp 2 2 ad 2 2, . ( -,-A 2] :
(p"-m" +im(p-k)" —-m" +in)\ p~-A

Ahora, usando la expresion:

1
(a, +(a, —ay)x+(a, —a,)y+(a, —al)z)‘t ’

L _ra | dxj dyfdz.
0 0

a,4,4,a, °
con g, =((p-k)' -m*), a, =(p* -m’), a, =(p* -A’) y a; = (p” - A’), se obtiene:

Naﬂ
pt =2pk(l -x) “kix+ kP —-mt +(m? - A)y)* '

R¥ (k%)= A‘r(4)|[dxj dyfdzjd‘ P

A continuacién hacemos el cambio de variable:

p'=p-k(l-x),
y debido a la isotropia y homogeneidad del proceso en el espacio-tiempo, tenemos entonces:

" 1 [} ]' aj f &
pep? =78 2 (o).

Asi,

(-48%p? =2k kP x(1 - x) + g¥x(1 - x)k* + m*g™)

e
(P’ +k*x(1 - x)+ m* —(m* = AH)y)* (7.3)

R (k%)= 4A‘F(4>i dxj dyT azfd*p
o 0o 0

Observe que la integral en p’ tiere dos singularidades en el plando complejo de p,. Para evitar
esta dificultad hacemos una rotacién de 90° alrededor del origen del plano complejo de py,

conocida como la rotacién de Wick. En este contexto se tiene que py =ip,, d*p'=id‘p’ y

paz - _p;2 )
Usando,
j‘ dp = in? I'(n-2) ] T ity
( ) +t+in)" I'(n) (t—qz)”'z’ =9, .
P Pq
[ Bl _ jpI0-D_ a4 (1.5)
( 242 +t+in)" I"(n) (r—qz)”""‘ : s
P Pq
J prptd’p _;2T(n=3)2n-3)4"q" +U-q)e” ., (54
(p? +2pg+t+in)" 2T () (-7 . on2
Se tiene,
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—ic Tr((p+ A" (p—E+A)r")
(PP - +in(p-k) - AL +in)
donde los A, son las correspondientes masas de los campos fermidnicos considerados.
Ademés, deben satisfacer las siguientes relaciones, que aseguran que el integrando puede ser
expresado como #

€ +€; =1,
C,A +C,A, =m’.

Ahora, como en el método anterior:

R“”(k’)-jd‘ i
: P —m rin(p-ky -m* +in)’
y usando:
1
= [a
b1 (b+(a b)x)?’
entonces,

N
? - 2pkx+ k*x—-m?)? '

|
PE™= | de)d’
R()'([I "o

A continuacion hacemos el cambio de variable:

p'=p-kr,
y nuevamente debido a la isotropia y homogeneidad del proceso en el espacio-tiempo, tenemos
entonces:

pep'’ = 43”(p3{

Asi, se obtiene que

4(-Lg®p? —2k°k’x(1-x)+ g¥x(1 - x)k* + m*g*)
(p"? +k2x(1-x) - m?)> '

1
R (k)= [ax[d*p’
0
Haciendo una rotacion de Wick y considerando coordenadas esféricas en el espacio

cuadridimensional, se tiene que

9? X
(m* —k*x(1 - x))

1
R¥ (k*) = ghn(szijdx(—(k“k” - g”%kHx(1-x)In
0

+ -;—6?2 ~ %g“ﬁkzx(l —x)-—%ng"ﬁ +2x(1-x)k%k?)).

Por'lo tanto,
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92
(m* —k*x(1-x))

1
R (k*) = lim(87 (k" k* -g“ﬂkz)j‘x(l — x)dxIn
0

6* 8

=~ s ~Cg i —eory
(AT —k"x(1-x)) (A5 =k x(1-x))

)

Asi, tenemos que

Arii ; m
R (k*)y=——(k*k? — g% k*)(—6| x(1 — x)dx1 +
k) =——( g¥k*X !ﬂ L oy

2 2
+C,In A, +C, !nA—,)s
m- m-
0
47’ AP m’
RP (k) =——(k°k” - g k*)(In— - 6| x(1 - x)dxIn ; (7.4)
(k) ="~ gk Y(in— !ﬂ R — i)

Observe que el factor (k°k” — g®k?) garantiza la invariancia de Lorentz. Como en el caso anterior

el término divergente sera absorbido por los llamados contra términos en el proceso de
renormalizacion.

REGULARIZACION DIMENSIONAL

La idea de este método, es manteniendo el integrando fijo, una integral multiple se puede
convertir en convergente si se reduce el numero de integrales. Por e¢jemplo, las integrales
cuadridimensionales linealmente divergentes pueden ser finitas, si el espacio-tiempo fuera de
dos dimensiones. En esta regularizacion la dimension del espacio-tiempo es fijadaen D <4 y
luego se sustituye en la integral cuadridimensional divergente por una integral D dimensional
convergente.

Este método de regularizaciéon no viola ninguna invariancia fisica excepto que el espacio-
tiempo no es cuadridimensional.

Continuando con el ejemplo de la polarizacion del vacio, tenemos que

Tr((p+m)y*“(p-k+m)y”) :
(p* -m* +in)((p-k)* —m* +in)

Raf:‘(kZ):Idap

N =4(p*(p” k")~ g“ p-(p-K) + p* (p* ~ k") + m’g™).

En este caso, para regularizar consideramos la siguiente integral:

Wy 8
Rlaﬁ(kl):“'dﬂp T"((P"‘"’-‘)?’ (P E+m)?)

(PP -m?* +in)(p-k)* —m® +in) %
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Usando:

L-fa
ab (b+(a (b+(a-byx)?’

]
entonces,

N¥
(p® —2pkx + k?x—m*)?

1
R (k*)=[dx[d”p
Q
A continuacion hacemos el cambio de variable:
p=p-kx,
pep?=—g% (),

se obtiene:

2

1 af
Q, 2g [+d r p
RP (k) =4[ (F=—-g*)dx[d"
7 (k%) {« 58| e e

—x(1 - Zkakﬂ’ aﬂk 2 _af !) ! P'z . 78
+ (=x(1 - x)( N s O

Para reducir estas expresiones, usamos:

J' q'd"q :i(—l)“"ﬂ'%A%H—a QF(a——g—l) (7.9)

(q° - A)° , 2 @

d’q a DI(@-3) -9
—t = (] ; 7.10
e - e
y obtenemos, '
R,"ﬁ(k2)= W(k aph _ aﬂkz)jdx 2x(1 - x) = (7.11)
@) o (—k’x(-x)+m*)"7

Ahora, para la expresién regularizada, restamos del integrando de la relacion anterior el
término con &k =0, es decir:

4:1' iT2-2)

Raﬁ kz =
, (k°)= rQ).

2 (k°k” - k%) x,

1 ]
(~k2x(1-x) + m>)*F  (m?)**

x ij(I — x)dix(
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y usando la siguiente relacidn, para expandir la expresion entre paréntesis, a saber

2 3
(xlna) +i(xlr;a) .

a*=l+xlna+

]

obtenemos para D =4:

kzx(lz— x))‘
m

1
R? (k*)=8in* (k°k” - g""kz)jxa ~ x)dxIn(1 -
0

Debemos indicar que esta expresion no presenta términos adicionales como en los dos casos
anteriores. De esta manera, podemos decir que el método de regularizacion dimensional es el
mas adecuado para la regularizacién de la divergencia ultravioleta en el caso de la polarizacion
del vacio.

7.5 RENORMALIZACION DE LA ELECTRODINAMICA CUANTICA

En la seccion anterior presentamos tres procedimientos de regularizacion para el caso de la
polarizacién del vacio. Observamos que dos de los métodos estudiados presentan en las
expresiones regularizadas términos adicionales divergentes, como mencionamos ellos son
absorbidos en un proceso de renormalizacion.

La idea de esta técnica, renormalizacidn, es aislar las divergencias, que posteriormente son
reinterpretadas como redefiniciones de no observables o renormalizaciones de la masa, la carga
y constantes de acoplamiento de la teoria. Debemos indicar que esto no puede ser realizado en
todas las teorias de campos cudnticos.

Tales teorias, en el cual todas las divergencias pueden ser absorbidas en la renormalizacion de
la masa, carga y constantes de acoplamiento son conocidas como teorias de campos
renormalizables.

7.6 PROBLEMAS

1. Demostrar a partir de la relacion (6.4) que la amplitud de transicion desde un estado inicial
a otro final, es dado por (7.1).

2. Demostrar la relacion (7.7) a partir de (7.3), considerando (7.4), {7.5) y (7.6).

3. Demostrar la relacion (7.11) a partir de (7.8), considerando (7.9) y (7.10).
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Contiene Figuras que han sido elaborados por el autor del proyecto, segun se indica:
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e Figura5.7:
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e Figura6.4:
e Figura 6.5:
e Figura 6.6:
e Figura 6.7
e Figura 6.8:
e Figua 69

VI. APENDICE

Contorno C*.
Contorno C~.

Contorno C,.
(a) x, > xy,  (B) xy > X,
Contorno C,..

Polos desplazados.

(@) x, > x;, Propagacion del electron de x' hasta x

(b) xy > x,, Propagacion del positrén de x hasta x'.
Propagador del Foton.

Aniquilacion de un fotén y un par.

Aniquilacién de un fotén y dispersion de un positron.
Creacion de un foton y aniquilacion de pares.
Creacion de un foton y dispersion de un positron.
Aniquilacion de un foton y dispersion de un electron.
Aniquilacién de un foton y creacion de pares.
Aniquilacion y creacion de un electrén y un foton.
Creacion de un foton Y un par.

Dispersion Compton.

e Figura 6.10: Dispersion Compton para Positrones.

e Figura 6.11: Aniquilacion de pares.

e Figura 6.12: Creacion de pares.

o Figura 6.13: Dispersion de Moller.



Figura 6.14: Dispersion de Bhabha.

Figura 6.15: Dispersion Positron - Positron.

Figura 6.16: Autoenergia del electrén.
Figura 6.17: Polarizacion del vacio.

Figura 6.18: Diagrama del vacio.
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VIL. ANEXOS

Contiene Tabla de los propagadores de Feynamn considerados en el dcsérfol!o del presente
proyecto de investigacion, segun se indica:

+ Tabla 1.1. Propagadores de Feynman.
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Tabla 1.1: Propagadores de Feynman.

Propagador de
Feynman del
campo complejo
de Klein-

Gordon

1
(2n)*

Ie-r‘k(x-«x")AF(k)ddk

A(x-x)=
. Ci

Propagador de
Feynman del

campo de Dirac

1 J‘d4k (yﬂk,u +m) e—z‘k(x—x’)

Se(x—x")=
A Cm* " TR -m’+in

Propagador del
campo

electromagnético

1
@n)’

Dyp(x=x") = [d ke D, (k)
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II. PROLOGO

La Teoria Cuantica de Campos constituye en la actualidad una teoria muy importante pues
a través de ella se puede estudiar las propiedades e interacciones de las particulas
fundamentales, por ejemplo, de electrones, positrones y fotones, es decir en el dmbito de la
Electrodinamica Cuantica. En este contexto, la Teoria Cuéntica de Campos es la base

fundamental para el entendimiento de los fendmenos en la naturaleza.

En este texto se toma en cuenta los conceptos, leyes y principios basicos de la Teoria
Cuantica de Campos. Ademas, con la finalidad de tener una mejor comprension del
comportamiento de las particulas elementales, como electrones, positrones y fotones, se

consideran las interacciones entre ellas, las cuales llevan a los diagramas de Feynman.

Se ha elaborado un texto de naturaleza tedrico-practico, redactado en lenguaje simple. En

cada capitulo se exponen de manera clara, directa y concisa las definiciones y formulaciones de

A

los temas considerados.



HI. INTRODUCCION

En el presente texto se desarrolla la cuantizacién de los campos libres muy importante en el
estudio de las interacciones de campos, los diagramas de Feynman. Asimismo, se estudia los
procesos elementales en la Electrodindmica Cudntica y correcciones radiativas onsiderando

diferentes métodos de regularizacion.

En el texto se consideran, en el Capitulo 1 el estudio de las simetrias de Lorentz y Poincaré
en la teoria cuantica de campos. En el Capitulo II se presenta la teoria clasica de campos. En el
Capitulo III se estudia la cuantizacion de campos libres. En el Capitulo IV se consideran las
interacciones de los campos. En el Capitulo V se presentan lo sdiagramas de Feynman. En el
Capitulo VI se estuciian los procesos clementales en la Electrodindmica Cuéantica. En el

Capitulo VII se aborda el tema de las correcciones radiativas.

La importancia del texto radica en el hecho de que constituye un instrumento que permite
facilitar el proceso ensefianza-aprendizaje, de acuerdo con los objetivos y contenidos de los
programas oficiales, de la asignatura Teoria Cuéantica de Campos 1 que se imparte en las
carreras de ciencias. Asimismo, debido a su enfoque predominantemente método inductivo-
deductivo a través del cual ha sido posible mostrar el desarrollo del formulismo que describen
los conceptos descritos, asi como también, el analisis de las demostraciones desarrolladas,

prepara al estudiante para el estudio de la mecénica cuantica a nivel mas avanzado.
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CAPITULO I
SIMETRIAS DE LORENTZ Y POINCARE EN TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

1.1 INTRODUCCION

En la actualidad para realizar investigaciones en muchas areas de la fisica, la Teoria Cuantica
de Campos es muy importante debido a que permite estudiar las propiedades e interacciones de
las particulas fundamentales desde el andlisis de las propiedades microscopicas de solidos y
liquido. En este sentido el texto que se va desarrollar comprende la exposicion de los
fundamentos de la Teoria Cudntica de Campos basado en el rigor matematico de las
definiciones y formulaciones de los temas considerados, esta orientado a los estudiantes
interesados en realizar investigacion en Electrodinamica Cudntica, asi como en Fisica de
Particulas Elementales, aunque por los temas tratados resultan también de interés a otras areas
como Fisica Nuclear, Fisica Estadistica y Materia Condensada. Asimismo, para una mejor
comprension de los nuevos conceptos en cada capitulo se resolverdn problemas de aplicacion.

Por otro lado, como es conocido, historicamente, los avances en la fisica han sido obtenidas a
través de considerar simetrias en las leyes fisicas. Aunque no siempre estas simetrias fueron
descubiertas de manera directa, muchas veces el descubrimiento de nuevas leyes fisicas
posibilitd considerar nuevas simetrias. Asimismo, el Teorema de Noether dice que toda
cantidad fisica “conservada” en un sistema fisico proviene de una simetria.

Una manera de estudiar simetrias es a través de la aplicacion de transformaciones en las leyes
fisicas. En este sentido, la teorfa de grupos es la herramienta adecuada para formular y
desarrollar los principios de simetrias propias en la Fisica. En dicha teoria se desarrollan las
caracteristicas que presentan los sistemas fisicos y que provienen de las simetrias. De esta
manera, el estudio de la teoria de grupos, es muy fundamental para solucionar diferentes de la
fisica. La teoria de grupos juega un rol fundamental en la llamada teoria de representaciones, la
cual permite clasificar los objetos fisicos segin la simetria que subyace al sistema de interés.
La teoria de grupos es un campo muy amplio. Este capitulo, considera dicha teoria como
introductorio.

Asi en lo que sigue de este capitulo, vamos a presentar la definicién de grupos. Un grupo es un
conjunto de elementos G = {gl,gQ,g3____} que satisfacen una ley de composicion y que dos

elementos g, y g, que pertenecen a G se le asigna otro elemento g,g, que cumplen los
siguientes axiomas: '

Propiedad de Clausura

El primer axioma de la teoria de grupos, de clausura, debe ser valido para cualquier par de
elementos en el grupo y el resultado de la operacién debe ser otro elemento del grupo.

Si g, v g, pertenecena G entonces g, o g, también pertenecena G .

Propiedad Asociativa )
Este axioma indica que la operacion de grupo debe ser asociativa.

Si g, g, ¥ g;pertenecen a G entonces se cumple que (g, °g,)og; =g, °(g,°&;)-

&
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Elemento Identidad
Un grupo debe tener un elemento identidad.

Existe un elemento e del grupo tal que para todo elemento g,, donde i =123, -, se cumple
que g, ce=¢e-g, =§;.

Elemento Inverso
Un grupo debe tener un elemento inverso para cada elemento.

Para cualquier elemento g, donde i=123,---, existe un elemento g;' tal que se cumple

g, og =eyg og =e.

Grupo Abeliano
Algunas veces los grupos son llamados de Abeliano. Si g, y g,, donde i,j =123,

pertenecen a G entonces se cumple que g,0g, =g, °g,.

Existen un gran numero de ejemplos de grupos. Los mas familiares son los aritméticos. Los
enteros forman un grupo sobre la operacion de adicién. Similarmente los nameros reales y los
numeros complejos forman grupo sobre la operacién de adicion. Otro grupo importante es
llamado el grupo Euclideano que considera todas las transformaciones del plano que dejan
invariante las distancias. Por ejemplo una transformacion del plano lleva un punto (x,y) a otro

punto (x’,y") y si la distancia entre los dos puntos transformados es la misma que la distancia
entre los puntos originales entonces la transformacion se llama de simetria.

Por otro lado, una clase importante de subgrupos del grupo Euclideano son los grupos de
simetrias. Es decir, dado una figura geométrica en el plano el grupo de simetria de la figura
consiste de todas las simetrias que transforman puntos de la figura a puntos de la figura. Por
ejemplo, si la figura es un circulo centrado en el origen, entonces la simetria que preserva el
circulo considera rotaciones alrededor del origen y reflexiones de cualguier linea que atraviesa
el origen. De la misma manera, si la figura es un cuadrado entonces el grupo de simetria
incluye rotaciones de 0°, 90°, 180° y 270" alrededor del centro del cuadrado y reflexiones a -
través de las dos diagonales del cuadrado asi como también reflexiones de las dos lineas de
simetria que pasan por el centro y paralelo a un lado. Este es un ejemplo de un grupo finito. En
este caso tiene 8 elementos y es no abeliano.

Asimismo, se pueden clasificar a los grupos de orden infinito, como grupos discretos infinitos,
es decir si sus elementos pueden enumerarse, o bien grupos continuos, en cuyo caso, sus
clementos pueden considerarse puntos de un espacio continuo, asi los elementos de un grupo
continuo G pueden parametrizarse mediante un conjunto de variables reales
g(x,,x,,+-,x,) = g(x). En lo que sigue vamos a estudiar un subconjunto de estos grupos, que

tiene un papel preponderante en diversos campos de la fisica.
1.2 GRUPOS DE LIE

Como mencionamos los grupos continuos tienen uno O mas parametros que varian
continuamente dentro de un intervalo dado, por ejemplo el grupo SO(2) cuyos elementos son

dados por las matrices R(g). Ahora de los diferentes grupos continuos existe una clase de
particular interés conocida como grupos de Lie. Una propiedad de los grupos de Lie es que los

#.,



parametros de un elemento producto son funciones analiticas de los parametros de los factores.
Esta caracteristica analitica de las funciones en los grupos de Lie, permite introducir el
concepto de generador del grupo. '

1.2.1 Generadores

Suponga que R(J¢p) representa la matriz de una rotacién infinitesimal Jp del sistema de
coordenadas:

R(5¢) = [
ademas, como Jdp es infinitesimal, entonces

R(5¢)—( L%
k= 1)

(1 &) (1o 0 1
{4 S el )

R(6¢) =1+i0,0¢,
donde o, es una de las matrices de Pauli. De esta manera, una rotacién &g infinitesimal puede

ser representada con la ayuda de una matriz de Pauli. Ademds o, es el generador de la
rotacion.

cosdp sendg
—sendp cosdp )

Para el caso de la rotacion finita se obtiene por la aplicacion sucesiva de rotaciones
infinitesimales, asi ¢ = Nd@ cuando N — . De esta manera, tenemos que

R(p) = lim(R(5p))" ,

R(p) = lim(1 +ic,60)"

. io,50\"

R(p) = lim| 1+ 222 |
(@) lm{. 3 )

R(@)=e".

Ejemplos de grupos de Lie son:

SO(2) grupo de las matrices ortogonales de orden 2 cuyo determinante es 1,
O(3) grupo de matrices ortogonales de orden 3,

U(1) grupo de matrices unitarias de orden 1.

1.3 GRUPO DE LORENTZ

Otro grupo de interés en la fisica, son las transformaciones de Lorentz, por ejemplo las
ecuaciones de Maxwell son invariantes frente a estas transformaciones.
% 12



Para determinar dichas transformaciones en el contexto de la teoria de grupos, vamos a
considerar que la velocidad v que relaciona los referenciales S° y S esel eje x, inicialmente

es v << c¢. En este caso, las transformaciones de Lorentz se reducen alas transformaciones de
Galileo, asi con la finalidad de obtener el generador de este grupo, vamos a considerar de inicio
las transformaciones de Galileo para una velocidad infinitesimal &v.

De esta manera, se tiene que:
X, =X, —tov,

’
X, =X —X,08,
v .. . ;
donde x, =ct y f =-. Asimismo, por simetria tenemos
c

! —
Xo =Xo — %08,
lo cual asegura que
2 2 2 2
Xo =% =Xy —X,

es decir, la invariancia de la magnitud ds’, exigida en la relatividad especial.

Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas de la siguiente manera:

(o D)oty o))
() o-owol)

0 1
donde o, eslamatriz de Pauli (l OJ .

Para obtener la transformacion finita se aplica N veces la transformacion infinitesimal
(1-8f0o,). Asi, haciendo N — <, tenemos que

R(B) =1im(R(5P))",
R(B) =lim(1-,88)",
R(ﬁ)=1im( —%ﬁ) ,

con p = NJf . De esta manera, se obtiene

R(B)=e"".



A continuacion vamos a expandir e #7' | es decir:

2 4 3 5
e“PO'l :l[l+p_+p_+..]_0-](p+£_+.}9_+...J,
21 4 35

e =1cosh p—osenhp,

(x?J =(lcosh p — o senhp) [xo J 5
A *
xg| _Jfcoshp 0 0 senhp\|(x,
x ) 0 coshp) (senhp 0O x, )
x| coshp —senhp)| [ x,
x ) |\ -senp cosh p x, )
x, = cosh px, —senhpx,

x, =—senhpx, +cosh px,.

Para determinar los coeficientes cosh p y senhp hacemos x| =0 y obtenemos

v
ighp=—=p,
C

asi el factor de Lorentz es

Ademaés de
senh’p =cosh? p-1,

senh’p=y® -1,
senhp = By .
Por lo tanto, las transformaciones de Lorentz en la direccion del eje x son:

x' = y(x-vt),



Asimismo, la expresion
R(p)=e"",
es la representacion del referido grupo y o, es el generador de grupo debido a las

transformaciones para el movimiento relativo en la direccion x. Ademas, las transformaciones
de Lorentz en x son:

X=y(x-vt), Y=y, 2=z y t’=y(r-%2x).

Que pueden ser representadas como

y = 0 0

- 0 0
pey=| 7 .

0 0 1 0

0o 0 0 1

Este procedimiento presentado puede ser extrapolado para considerar las coordenadas y y z,
tal que las transformaciones de las coordenadas del espacio-tiempo se escriben como

x* o x" = ANpx?,
donde x* = (x° xl x? %} )= (ct,x,y,2). Asi, la representacién de grupo es dado por

Aop=e?%,
1.4 REPRESENTACIONES TENSORIALES Y ESPINORIALES

En la seccion anterior se estudio la representacién del grupo de Lorentz en cuatro dimensiones.
Debemos indicar que dicha representacién es irreductible y no es la mas de dimension
pequeiia. Para el caso de la representacion vectorial de Lorentz, dada por:

1 ap
— W)

ANp=e? ,
donde W, y J “ son los pardmetros y generadores de grupo, respectivamente. En este

contexto, la transformacion de un 4-vector es
VH = A ﬁVﬂ ,
_A B
V,=AV,.

A partir de estas representaciones se pueden construir en dimensiones superiores considerando
el producto tensorial. Las representaciones resultantes se llaman tensoriales y sus vectores son
tensores de diferentes indices, conocidos como orden. Por ejemplo un tensor de dos indices

contravariantes 7, se transforma como
T = A%, A 5T7 .

Esta representacion producto tensorial es reducible. El tensor 7,, puede ser simétrico o

antisimétrico, en esos casos en las transformaciones mantienen su simetria. La traza es un



invariante escalar. Asimismo, los tensores de orden dos pueden ser escritos como una suma
directa de subespacios invariantes e irreductibles, es decir:

T =%g”ﬁT+A"" +8%,

donde
T= gaﬂT”” =T,

4% =@ -T%),

5% =%(T"" T i

De esta manera, tensores 1 5 Taﬂ . 7 4 y 7 son representaciones equivalentes, es decir
af a P
reductibles, del grupo de Lorentz.

Debido a que las transformaciones de Lorentz considera el subgrupo de rotaciones y sus
generadores son las matrices de Pauli, entonces en las representaciones vectoriales o
tensoriales estan contenidas la representacién de espin entero. En principio el caso de espin
semientero no debe ser considerada debido a que (por ejemplo espin del electrén 1/2) en la
transformacion de rotacion para el espin, se tiene que

R¥2(0) % R (27) = -1.
Sin embargo, si recordamos en mecanica cuantica los observables son cuadraticos en la funcién
de onda, asi un signo negativo global puede ser aceptado. El grupo de las rotaciones
fisicamente importante es SU(2) que significa el grupo de matrices unitarias de orden 2 cuyo
determinante es la unidad. En este caso, la representacion elemental de SU(2) tiene dimension
2 y se llaman representacion espinorial o espinor. Sus generadores son dados por

donde

son las matrices de Pauli.

Ademads, como las representaciones de SU(2) se obtienen a partir del producto tensorial de
espinores, en particular las representaciones (S,,S,) del grupo de Lorentz se pueden construir

a partir del producto tensorial de las representaciones espinoriales (%,0) y (0,%) que tiene



dimensién (28, +1)(2S, +1) =2 y sus vectores son llamados de espinores de Weyl y tienen
dos componentes.

1.5 REPRESENTACIONES SOBRE CAMPOS

Recordando que un campo es una funcion de las coordenadas del espacio-tiempo, tal que es
invariante sobre la transformaciones de Lorentz, es decir si

x* 5 x" = Apx?
que para el caso infinitesimal
X' = x® 4 de?,
el campo ¢(x) satisface
¢(x) = ¢'(x").
Es decir, se buscan teorias donde los campos son invariantes sobre transformaciones de
Lorentz. Asi, para hallar las respectivas representaciones en este espacio de funciones,
consideramos las siguientes variaciones:

o> x"=x"+6x",

#(x) = ¢'(x) = p(x) + 5 §(x).
A partir de!l cual, se tiene
Op(x) =¢'(x) - 9(x),
0¢(x) =¢'(x" - &) - §(x),

8p(x) = ¢'(x") - #(x) - 8 ,9(x" )",

59(x) = §'(x) =) + W,y (U )7 3,6(3),

0p(x) = ¢'(x") - 9(x) + % Wosd 7 $(%),

donde J ,“ﬁ son los generadores de la representacién infinitesimal del grupo de Lorentz sobre
el campo ¢(x).

1.6 GRUPO DE POINCARE

Como es conocido en las leyes fisicas se exige que las mismas sean invariantes sobre:
e Translaciones espaciales y temporales (homogeneidad del espacio y del tiempo).
e Rotaciones (isotropia del espacio). '

e Transformaciones de Lorentz (exigencia de la relatividad especial).

Todas estas transformaciones juntas forman el Grupo de Poincaré, también llamado grupo no
homogéneo de Lorentz. En este caso las coordenadas de espacio-tiempo se transforman como:

x*=x*+a".

Si consideramos el caso infinitesimal a¢” = £*, entonces
% 17



x' % =x" +E,

x"=(1 —i&'ﬂP‘g ) b ol
se tiene que
=¥ = —igﬁPﬁx’“,

donde P? =id”.

De esta manera, los generadores del grupo de Poincaré para unan translacion infinitesimal son

dados por las componentes del 4-momento P? . Asi, la representacién de () se puede escribir
como :

~ia PP
T=e ™ .

Por otro lado, como los campos forman representaciones de dimension infinita del grupo de .
Lorentz, cuyos generadores son:
J¥ =I® + 89,

donde L% =i(x*0® —x?8%) y S depende si el campos es escalar, vectorial, tensorial o
espinorial. A continuacién, determinemos cual es la representacion de translacién. Para esto,
consideremos que

x'H* =x" +g”,
b

#(x) =¢'(x").

Entonces, haciendo una translacién infinitesimal a* =¢”, se tiene
5p(x) =¢'(x) = $(x),
6p(x) =9'(x' ~ £) - $(x),
Sp(x) = ¢'(x") — §(x) — £70 ,4(x),

5p(x) = —£”3 ,p(x)
Ahora, si comparamos con
] —i(—£ 4 ] !
$(x'—e)=e " g(x),
tenemos que
Sp(x)=ie, P §(x),
asi, P” =i3”, 1o cual es consistente con el resultado anterior.

1.7 PROBLEMAS
1 &u 0w du du
o a ot e

transformacién de Lorentz, en la direccion x.

1.  Muestre que la ecuacién de onda es invariante frente a la

Solucion
Considerando las transformacion de Lorentz, a saber

18



Comenzando del hecho que #'(x', ¥, 2",y =u(x, y, z,t}, tenemos

Ou

ou _ ou' ox' + ou' 6_?’
& ' éx o o
Oou _ ou' v ou'
= o R
8% 0% _.v 0%
Bk mag v 4wl
ox ox ¢ ot
De la misma manera, se tiene
32u .2 azu' 2.3 azu’
ot Ut T e
’u o™
» o7
d'u o’u'
2
Asi, tenemos
. ﬁaZur }/2‘)2 aZul my:z a2uf +}’2 ﬁaZui .\ alul azua
CZ arrZ C2 aer axrll 6'4 atd ayrl azrl 2
v: o' v: 8w o' 0%
—2_(1__ '2 :(I_T) r2+ r2+ 12 ?
c ot ¢ ok oy 0z
Lazu' B o%u' . 'y’ o'u'
CZ atr2 axl2 ayrl? 6212 :

2. Muestre que las matrices ortogonales 2x2 forman un grupo sobre la multiplicacién de

matrices.

Solucion

Sabemos que la propiedad de las matrices ortogonales es

0, y O,, entonces

00" =1.
Ahora, si tomamos dos elementos cualesquiera del conjunto de matrices ortogonales, a saber

EL 19



0=0,0,,

By
00" = 0,0, (O,.OJ.)T,
00" =0,0,0,70,",
00" =00,
00" =1.
Se tiene que las matrices satisfacen la asociatividad del producto, es decir
(0,0)0, =0,(0,0,).
Para este conjunto de matrices el elemento neutro es la identidad, a saber
o
0 1)
Para determinar la inversa, es inmediato de la propiedad de matrices ortogonales, es decir de

00" =1,
se tiene que

Por lo tanto, las matrices ortogonales 2x2 forman un grupo sobre la multiplicacién de matrices.

3.  Enel caso de los grupos de Lie, dada las siguientes representaciones, determine en cada
caso, los generadores de grupo:

1 0 0
R(p) = [cosqﬁ - sengﬁ] R(g)=|0 cos¢g seng |.
L 0 —seng cosg

Solucion
Determinando la derivada R(¢), es decir

dR(p) (- seng —cos¢
de i cosg —seng )’
pero

dR .
2 #=0=ic,

{01
o= "
1 0
De la misma manera, se tiene ﬁ

donde o es el generador, entonces

20



1.7.1

Problemas propuestos

Muestre que las matrices unitarias de orden » forman un grupo sobre la operacion de
multiplicaciéon de matrices.

Dado los siguientes conjuntos y leyes de composicion. Determine si son grupos v, si no,
identifique que propiedad de grupo no es satisfecha.

a) Los nimeros racionales, excluyendo el cero, en la operaciéon de multiplicacion.

b) Los enteros no negativos en la operacion de adicion.

¢) Las raices n de la unidad, es decir ™"

de multiplicacion. _
d) El conjunto de los nimeros complejos en la operacion de multiplicacion.

,para m=0,1,2....,n-1, en la operacion

‘Sea w(x,y,z) la funcién que caracteriza un estado fisico de un sistema. Se efectiia una

rotacion infinitesimal d¢ de dicha funcidn alrededor del eje z . Determine el generador
de rotaciones.
oy h% a?w

La ecuacion de Schrodinger para una particula libre de masa m es i B = e A
{ Zn1 ox”

Mostrar que esta ecuacion es covariante sobre la transformacion y — ' = ¢y , donde
aeR. )



CAPITULO 11
TEORIA CLASICA DE CAMPOS
2.1 INTRODUCCION

En la actualidad existe un gran numero de particulas fundamentales, es decir, ademas del
electron, proton, neutrén y fotéon son conocidas muchas otras. Una caracteristica mas notable
del comportamiento y hoy aceptada es la dualidad onda-particula. Esto quiere decir que en
algunos aspectos ellas se comportan como ondas y en otros como particulas. Aunque los
aspectos corpusculares fueron estudiadas en primer lugar y posteriormente con la aparicion de
la teoria cuantica las propiedades de onda. Sin embargo, en el casc del fotén fue en orden
contraria, pues ya era conocida la teoria del campo electromagnético cuando se comprendio
que ciertas propiedades de las mismas pueden ser explicadas si se acepta la existencia de
entidades discretas llamadas fotones.

Por otro lado, cuando se desarrolla un estudio tedrico del comportamiento de las referidas
particulas, es mas productivo considerar en primer lugar la descripcién ondulatoria y luego la
corpuscular. En este contexto, el caso ondulatorio exige el desarrollo de una teoria clasica de
campos, después sobre las consideraciones de la teoria cuédntica es posible hacer una
interpretacion corpuscular.

La Teoria Clasica de Campos es una teoria fisica que trata sobre el estudio de la interaccion de
uno o mas campos clasicos con la materia. Las ramas de la fisica donde estan presentes los
campos cléasicos son, por ejemplo: Relatividad General; Electromagnetismo; teoria de Yang-
Mills y materia condensada; ¢n consecuencia la teoria clasica de campos considera los casos no
relativistico, asi como también el relativistico. La dinamica de los fendmenos fisicos, asociados
con campos clasicos, es descrita por un campo fisico.

La idea de un campo fisico es asignarle a una cantidad fisica una funcién en cada punto del
espacio-tiempo (generalmente de una manera continua). Es decir, ademas de evolucionar
temporalmente en el tiempo, presentan variacion en el espacio. Esas caracteristicas hacen que
los campos fisicos sean considerados como sistemas con un numero infinito de grados de
libertad. Las peculiaridades que presentan estos campos hacen que sus ecuaciones de
‘movimiento sean dadas en términos de derivadas parciales en lugar de las ecuaciones
diferenciales ordinarias. El término “teoria clasica de campos™ es cominmente reservado para
describir las teorias fisicas como electromagnetismo y gravitacion, dos de las fuerzas
fundamentales de la naturaleza.

Asimismo, la idea de un campo continuo es introducida con el fin de evitar el concepto de
“Accion a Distancia” entre las particulas. Las fuentes de los campos son las cargas que tienen
las particulas. La idea es extrapolada hasta el punto de considerar que el campo existe sobre
alguna forma, mismo en ausencia de particulas. Es decir, suponemos que los campos estan
asociados a otros tipos de particulas fundamentales. de la misma manera que el campo
electromagnético esta asociado a los fotones. Estos campos no tienen necesariamente ¢l mismo
grado de complejidad que el campo electromagnético; algunos son mucho mas simples. La
hipotesis fundamental es que el comportamiento ondulatorio de cualquier tipo de particula
puede ser resumido en un sistema de ecuaciones de campos, con una o mas variable de campo.
Adicionalmente las ecuaciones deben ser invariantes en las transformaciones de Lorentz.
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obedeciendo de esta manera el requisito relativista de que todas las leyes de la naturaleza
presentan la misma forma en todos los sistemas de referencia.

2.2 ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

Para desarrollar la teoria clasica de campos, es conveniente considerar la formulacién
lagrangiana. Debido a que la dindmica del sistema es descrita por una funcién, conocida como
la lagrangiana. Luego tomando en cuenta el principio variacional aplicado a la lagrangiana se
obtienen las ecuaciones de movimiento, las cuales gobiernan la evolucién del sistema. Ademas,
dos razones importantes justifican el hecho de considerar la formulacién lagrangiana, a saber:

1. La lagrangiana o la integral de la densidad lagrangiana sobre el espacio-tiempo, debe ser
invariante frente a todas las simetrias de la teoria en estudio. Este aspecto es el mas aceptado
por las teorias relativistas, debido a que permite tratar el espacio y el tiempo de la misma
manera, en contraste a otras aproximaciones donde la descripcion es para una evolucion
temporal.

2. Indicada por Dirac y desarrollada por Feynman; es que permite la formulacion de integrales
de camino de la mecéanica cuantica. De tal forma que el operador de evolucién para una
funcién de onda de la mecanica cuantica pueda ser expresado como una suma sobre todos los
caminos.

Para introducir los conceptos bésicos de la formulacion lagrangiana es conveniente iniciar
desde la mecanica clésica. Para esto, consideremos un sistema de n particulas de igual masa.
Su movimiento clasico es descrito en términos de las g,(r) (i = 1,2,3,...,n) coordenadas. Estas
3n coordenadas describen una trayectoria en el espacio-tiempo. De acuerdo a la ley de
Newton, tenemos

mg, (1) = F(1).

Que para el caso de fuerzas conservativas, se tiene que
o dav

dg; ’

donde V es el potencial que perturba a las particulas.

Dado el valor de las coordenadas g,(t) y las velocidades ¢,(¢) en un tiempo dado, las leyes de

Newton permiten construir la trayectoria completa en términos de las funciones de coordenadas
g,(t) . Alternativamente, se puede determinar inicamente una trayectoria especificando el valor

de las coordenadas g,(t) en dos tiempos diferentes, es decir g;, = g,(f,) Yy g;, = g,(t,) . De esta
manera, de la infinita variedad de maneras en la cual el sistema fisico puede moverse desde g,

hasta g,,, la ecuacién de Newton considera unicamente una trayectoria particular.

Ahora supongamos que un numero real identifica cada trayectoria entre g,, y g,,. Un objeto
que asigna un numero a una funcién es una Funcional y se denota por S[q,(t)]. Es posible
definir una funcional, llamada ACCION, tal que el niimero asignado al camino fisico entre g,

Yy g, es predicho por la ley de Newton correspondiente a un valor estacionario de esta
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funcional. En otras palabras, existen dos aproximaciones alternativas al problema, el cual
tienen resultados equivalentes:

1. Solucionar las ecuaciones de Newton.

2. Encontrar la trayectoria para el cual la funcional accién tiene un minimo.

Con la finalidad de desarrollar la segunda alternativa, vamos a definir la funcional accién
A [q,(t)], que sera la integral temporal de la lagrangiana L(g,,q;), es decir

Sla. (0] = [dt Lig,(),4,(t)) - @1

Observe que (2.1) es una funcional, asigna un nimero a cada trayectoria dada, descrito por
g,(t). Por otro lado, el principio variacional dice que la trayectoria seguida por un sistema

fisico es aquella para la cual S[q,.(t)] tiene un extremo, es decir -

8Slg,(0]=0, 22)

para todas las trayectorias ¢,(f) que tienen los puntos extremos en f=¢ y f=t,. Este
principio variacional es conocido como PRINCIPIO DE HAMILTON.

Independientemente de la forma de la lagrangiana, se puede mostrar que las soluciones del
principio de Hamilton satisface la llamada ecuacién de Euler-Lagrange, también conocida
como ecuacioén de movimiento, dada por

i[i) P (2.3)
dt\ 6g, ) 9q

Por tanto, el movimiento cldsico de un sistema de particulas se obtiene del principio de
Hamilton e inversamente cualquier solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange corresponde
a un punto estacionario de la funcional accién.

Ahora, si la lagrangiana es conocida, el siguiente paso es construir constantes de movimiento,
es decir, cantidades que permanecen invariantes en el tiempo. Por ejemplo, cuando L no

depende explicitamente de g,, caso en el cual se tiene que a 0, el momento generalizado

g,

p;, definido como p, = Z—{‘, es una constante. Este resultado es inmediato de (2.3). Estas
constantes son llamadas las integrales de momento de las ecuaciones de movimiento. De esta
manera, podemos indicar que la ventaja de la formulacién lagrangiana radica que considera
una funcién escalar, “la lagrangiana”, la cual puede ser definida para cualquier conjunto de

coordenadas generalizadas ¢,(¢). Si la teoria en estudio tiene simetria, entonces la accién debe
ser invariante sobre esa simetria. En ese caso, se puede mostrar que las correspondientes
ecuaciones de Euler-Lagrange son invariante en el sentido que las transformaciones de simetria
aplicada a una solucion dada de estas ecuaciones llevaran a otras soluciones. La propiedad de
invariancia es algunas veces todo lo que se necesita de manera de deducir la accién ara un

sistema dado. %
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Hasta aqui hemos tratado con un sistema finito de grados de libertad. La transicién a un
numero infinito de grados de libertad es necesario para el tratamiento de sistemas continuos, tal
como un solido vibrando, desde que su movimiento es descrito especificando las coordenadas
de posicién de todos los puntos. El caso continuo puede ser aproximado tomando el limite
apropiado de un sistema con un nimero finito de coordenadas discretas. Asi, se considera una

funcion ¢(x,t) y sus derivadas parciales 0, ¢(x,f) y 0,¢(x,f), pero puede ser facilmente
generalizada. Una relacion importante es la accion, la cual puede ser escrita como:

Sloce.n)= [t [del(g(x.0.9(x.0.0,6(5.0).

Las ecuaciones de Hamilton para ¢(x,#) se obtienen del principio de Hamilton. Para una
transformacion infinitesimal:

$(x,0) = p(x, 1) + 5 P(x,1) ,

0,4(x.1) = 0,4(x,1) +§5¢(x,r),

2 $(x.1) - B,4(x,1) +~§;5¢(x, D,

entonces,

5 S[p(x, 1)) = S[p(x,0) + 8 p(x,0)] - S[p(x.1)],

ol ol
8 S[p(x.0)]= Id’j‘f"(a¢( 5 O ¢(x,t) mg( P(x, 1)) + ma—( P(x f))]’
pero
" ol @ 6
e Soma®" a(a 5% J a\ 2 ¢>)§¢
’ a o o al
dx — J Bl ,
;[ 3(0,¢) ox = 3(5 ¢5) ¢| 1[ Ox \5(3x¢)J§¢
asi

; 1) 0t 0(0,¢(x,1))  Ox O(0.4(x,1))
la igualdad a cero es por (2.2), de esta expresion se obtiene:

5 S[p(x.0)]= jdtjdx5¢[a¢( _8_ot o 9 ]:-0

ol & al 0 ol B
og(x,t) o1 0(0,¢(x,1)) 0Ox 6(0,4(x,1))
es la ecuacion de Euler-Lagrange para un sistema continuo.

La generalizacidén para sistemas continuos en mds dimensiones es ahora obvio, y se puede
extender simplemente las definiciones de la densidad lagrangiana y las ecuaciones de Euler-

lagrange.
ﬁ ,
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2.2.1 Formalismo lagrangiano de la teoria clasica de campos

A continuacion, vamos a considerar tipos arbitrarios de campos, sin especificar los grados de
libertad que ellos describen. Estos campos seran funciones del 4-vector del espacio-tiempo

X, = (%05 %15 %, %, ) = (ct=x,~y,—2) 0 x* = (x",x‘,xz,x3)= (ct,x,y,2).

En este caso, la densidad lagrangiana depende de los campos y sus primeras derivadas, es decir
£=1{(p,0,4). También se puede considerar que el campo interactiia con una fuente externa de

esta manera describe un sistema no cerrado. Por ejemplo, cuando se quiere estudiar los campos
eléctricos y magnéticos producidos por una distribucién de corriente eléctrica. Esto es posible
describir considerando una fuente externa en la densidad lagrangiana, cuya dependencia de la

fuente es £ = £(4,0,4,x") .
Por otro lado, definimos la funcional acciéon como
S = [dlp.a,6.5" 'x. (2.5)

Supongamos, que el campo ¢ estd definido en una region R del espacio-tiempo, con frontera
OR . Ahora considerando las variaciones en las coordenadas x“ y en el campo ¢, variaciones

estas que se anulan en la frontera 6R ,es decir 59 =0y &“ =0,
o x=x"+6x", (2.6)
#(x) = ¢'(x) = §(x) + 5 #(x). (2.7)

La densidad lagrangiana (2.5) depende explicitamente de las coordenadas x”. Lo cual sucede
cuando el campo ¢ interactia con una fuente externa. Definimos la variacion total como

P'(x) = p(x) + Ad(x),
donde A¢(x) en primera orden de &x” es

Ap(x) = Sp(x)+ (0 ,9)0 x*.
La variacion de la accién es dada por

58 = [tlg',0,¢"x"" Ji*x' - [tlp.0,.x" Ji'x,
donde d*x' = J(x',x)d*x y J(x',x) es el Jacobiano de la transformacién x' — x.
De (2.6) se tiene

y

Jx )= det[zxxi ) =1+, (&").

Considerando solo términos hasta segunda orden, tenemos |
58 =[tlp,0,0.x f1+0,(5x ) x~[d(p,0,6,5 'x,
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5S={loe+20,5x))'x, (2.8)

donde

ot Y, o .,
5= a—¢5¢ + P 5@, 9+ 8x". (2.9)

También de la ecuacion (2.7), tenemos .
5(2,8)=20,0(4). (2.10)

Sustituyendo las relaciones (2.9) y (2.10) en (2.8) y colocando
635“"—63—5" £0, (6x"
p( x )_8x“ x* + ﬂ( b 19
obtenemos la siguiente expresion:

58S = i[s—iags + B(Z;) 8,(54)+ 6#(E§x“)Jd4x. 2.11)

El tercer término es una divergencia total. El segundo término puede ser escrito como

ot ot ol
3 5 =a 5 _a 5 ’
20,9 " ? “(a(aﬂm ¢J “[a(am)J f

donde el primer término también es una divergencia total.

Podemos escribir las divergencias totales como las integrales sobre la frontera dR (Teorema de
Gauss). De esta manera (2.11) se escribe como

or of i of )
5S _1(5_6"[6(6,,@]}%61 x+i{a(aﬂ¢)a¢+fax Jdaﬂ. (2.12)

Por hipotesis ¢ =0 y &* =0 sobre OR, asi el segundo término en (2.12) se anula y la
condicion de accion estacionaria, 6 S = 0, implica las ecuaciones de Euler-Lagrange:

2|2 _lug, 2.13)
a6 2@, |

2.3 TEOREMA DE NOETHER

Vamos a estudiar otras consecuencias del uso del principio variacional. Es decir, usando las
simetrias de la accion se derivara principios de conservacion. Por ejemplo, en mecénica clasica,
s1 el hamiltoniano es independiente del tiempo, entonces la energia es conservada. De la misma
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manera, si el hamiltoniano es invariante frente a transformaciones de traslacidn entonces el
momento es conservado.

Independencia Temporal implica conservacion de la energia.
Independencia de traslacion implica conservacion del momento.
Independencia rotacional implica conservacién del momento angular orbital.

En teoria de campos y fisica de particulas un teorema importante es el Teorema de Noether, el
cual dice: si la accién es invariante por una reparametrizacén de transformaciénen x* y ¢, es

decir, es invariante si la accién es invariante sobre algtiin grupo de transformaciéon en x“ y ¢,

entonces existe una o mas cantidades conservadas, es decir, combinaciones de campos y sus
derivadas son invariantes sobre las transformaciones.

El Teorema de Noether considera las conservaciones de energia, momento, momento angular y
otros numeros cuanticos (isospin, extrafieza, ...) el cual la particula poseen, como carga
isospin, color, etc.

o o ‘ ot R
& = ![%-aﬂ[a(w)nwd x+a£(a(a#¢) 5p+15x Ja’o# =

jaf a[ o }5¢d4x+j[ i 56 +18c* + i 8,4)8 x" — }
og o(0,9) = 0(C,9) 0(0,9) 5(5 $)

i [ [a(a ¢)D5¢ d'x+

(8,4)6 x* E&”JJda#. (2.14)

+a£[a(a 9 [6(6 9

Por otro lado, como
x> x""=x"+6x",

p(x) > ¢'(x) = §(x) + 5 §(x),

podemos definir una variacion total en ¢, Ag por
¢'(x") = p(x) + Ag(x),
Ap(x) = ¢'(x") - p(x) +d(x") - 9(x"),
= ¢'(x") - 9(x') +4(x") - ¢(x),
= 0¢(x) +#(x") - §(x).

De esta manera, se tiene ' y
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BH) = B +5c") =(x") + 8 $(x* )"
$(x) - $(x) = (0,6 )5~

Por lo tanto,

A(x) = 3¢(x) + (8,$)5 "

Asi reemplazando en (2.14), tenemos

& ot i o0,
Js_l[a_a"[a(amﬂm ”.;iaamf"” 9"}"% @15)

.ot
" 9(0,9)

donde

(8,8)- 540, (2.16)

Ahora, vamos a considerar que la accion S es invariante sobre un grupo de transformaciones
infinitesimales en x* y @, el cual para transformaciones infinitesimales son de la forma

Ax* =X S, (2.17)

Ap=@, 50", (2.18)

donde @* es un parametro infinitesimal. De esta manera, del segundo termino de (2.15),
tenemos

j[&cpv —@;’,‘Xf)éa)” do, =0,
R 0(0,9)

y como d®" es arbitrario, entonces se obtiene

[Jtdo, =0,
érR
donde
" ot _ "X
Coees T

Por otro lado, usando el Teorema de Green para pasar la integral de superficie a una integral de
volumen, se tiene
H - 1% L T—
[r4do, = [8,/1d*x==0,
ik R
por lo tanto,

o
0,J=0. (2.19)
Es decir, tenemos una corriente .J/' conservada. La existencia de esta corriente se obtuvo de la

invariancia de la accion sobre las transformaciones (2.17) y (2.18). Ademaés de (2.19), se tiene
para un instante del tiempo
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[ aid’x+ [ aJid% =0, (2.20)
Vv 4

y usando el Teorema de Gauss en el segundo término de la expresion anterior, es decir
[ 80.d’x = [Jido, =0,
Vv av

sobre la consideracion que los campos se anulan en la superficie. De esta manera, (2.20) se
reduce a

iIJOa”x-O
dy T

Si ahora definimos, para ¢ constante
0, =j de3x,
4

entonces

d
“0.=0,
9

es decir, se tiene una carga conservada. Resumiendo, la simetria de la accion implica la
conservacion de una corriente, el cual lleva a un principio de conservacion.

2.3.1 Tensor energia-momento y momento angular

Continuando con el estudio realizado en el capitulo anterior referente al Tensor de energia-
momento &/, es necesario estudiar sus componentes, asi de

oL

o = 0,8)-61'L, (2.21)
o(0,9)
se tiene:
. H=0yv=0 7
oL
CHE @,8)- 8L,
Po@) T
Q) = %éﬂ -L,
o¢
ademas, como
H = ZP: Qr - L
i=0
4
_oL
)

entonces ©; es una densidad de energia y para

. H=0yv=0 ﬁ
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oL

o = o —5°L,
» = a0 P
o =L .9~ 5°C.

o¢
Por otro lado, para el caso de una translacion infinitesimal respecto del origen del espacio-
tiempo, es decir,

At =k, (2.22)
Agp=0, (2.23)
asi,
K* = XC 8 =E%, (2.24)
entonces
KL =g
De la misma manera, de
Ap=D, s0" =0, (2.25)
tenemos que
®,=0
y como la corriente es dada por,
J¥ = 6 @ —0LX,
0(2,9)

entonces
o aNen _ Hoen _ H
. ——@,,XV ——@,, 5,, =-0/,

asi, parael caso £ =0y v #0, se tiene que J' =-0O° y como

4 | $d*x=0
dey v
obtenemos que
ij@ﬁ d’x=0.
dts,

De esta manera, G)S es una cantidad que se conserva, en analogia con la mecanica clasica, serd

el 4-momento o energia-momento del campo ¢(x). Por lo tanto, (2.21) puede ser llamado un
tensor de energia—momento. Por ejemplo, si consideramos la siguiente densidad lagrangiana:

L= %(aﬂﬂaw)—%w, | (2.26)
se tiene que
o g 50009,

asi, en (2.21) tenemos
O} =(0"g)8,4) -5 L,
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0" =05 =" (0"9)0,4)-8" 5, L,
O =(0"4)@"9)-g"" L.

Por lo tanto, este tensor es simétrico en x4 y v. De esta manera, para el campo escalar, el
tensor energia-momento es simétrico. Sin embargo, en general no es claro que (2.21) sea
simétrico. Ademas, no es Unico, es decir, es posible adicionar un término de la forma &, f Aar

donde f** =-f** entonces

a,ua,?, fa{.tlv - aia# fil,uv :_a}la# f,uﬂv =_ap64 f/l,uv’
luego, si hacemos u <> 4, se tiene
8,9, % =0, (2.27)

De esta manera, definimos un nuevo tensor de la forma:

T =@" +9,f*, (2.28)
tal que, usando (2.27) se obtiene

0,T* =0,0",

ycomo J) =-0)y d,J) =0,entonces 0,0 =0, asi

avo

0, T =0,
es decir, este nuevo tensor de energia-momento es conservado como el anterior, la adicién de
este tensor extra al tensor energia-momento no afecta la energia y el momento, el cual son

cantidades medibles. Este tensor 7% es llamado tensor de energia-momento candnico.

Existe otra razon para que 7" sea simétrico, el cual surge cuando consideramos el momento
angular. En este caso, se exige que la accidon sea invariante frente a rotaciones espaciales, es
decir

e’ = ix (2.29)

& ==¢7, (2.30)
donde i,j =1,2,3 y &'/ es una matriz antisimétrcia que describe las rotaciones.
Ahora, como el grupo de rotacion es un subgrupo del grupo de Lorentz, es posible generalizar
(220

Ox* =ftyb, (2.31)
con £ =& De esta manera, (2.31) puede ser escrito como:

Sxt = XK P (2.32)
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o _ sH A av o _ Vi u B S
donde X = d, x,. Ademds, como £ =& entonces X es antisimétrico en po, €s

decir X%, =X% . En este caso, para encontrar la corriente de Noether conservada usamos

JH = oL
9(9,9)
el cual para @, =0 y sustituyendo 7" por ®*" se ticne que

D, =BLX L,

J# =-T*X1.

Sin embargo, en este caso X no es de dos indices, si no de tres, es decir
J#P" = _T#X'?W
i .

Por otro lado, como £7° es antisimétrico en p y o, solamente la parte de X antisimétrica en
sus indices inferiores contribuyen en (2.32), asi podemos tener de:

4 _ywH gpo
dxt=X0 &
haciendo p & o
‘ uo_ p pop
oxt ==X &%,
luego sumando estas expresiones, se obtiene:

o Mz 32,

de esta manera, si definimos

X* =%(x;, -x4 )

po

entonces

JHee = _%(Tnﬂxflﬂf’ —T:XW‘D),

y si usamos X% =dJ, x,, tenemos que
J#° = —%(T;‘é”" x? =Tré™ x"’),
i 1 i) a o .
JH = ——E(T”’x ~T# x*). (2.33)

Ahora, para u =0 se tiene que:

J = ——%(T""x" g )i

Ademas, anteriormente encontramos que T% es el 4-momento del campo ¢ entonces
podemos definir la densidad de momento angular del campo ¢, como:

ml)pv = (TO,uxv _ Tvap ),
y el momento angular es dado por
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M = ([T o),

o podemos escribirlo de la forma:
M* = [ M d’x.
Por otro lado, para estudiar si es una cantidad conservada, hacemos
o, M™ =5 (T7x)-0 (T7x*),
o, m™ (0,17 k" +T*(5,%")-(6,77 " -7 {3, %),
O ME =F%g, —~TD s

O, M =T" -T"",
es decir, si la densidad del momento angular del campo ¢(x) es conservada debe tener que

T =T

Por tanto, la conservacion del momento angular exige que el tensor de energia-momento sea
simétrico. Ademas, se tiene para un instante del tiempo que

[o, M d’x = (o, M dx+ [o,M* d*x =0,
4 v Vv

[oo M d’x+ [M*do, =0,
v av

y como en las fronteras el campo es nulo, entonces el segundo término del lado izquierdo es
nulo, asi tenemos que

i M dix=0.
dt)

Si ahora definimos, para ¢ constante

0, = [M™d’x,
V
entonces
d
=0, =0,
dt Q

es decir, encontramos una carga conservada. Por lo tanto, existen tres componentes del
momento angular del campo ¢ que son componentes espaciales de M**, es decir M, M?

y M*'. Tres componentes tipo espacio-tiempo M”, M*® y M® que estin relacionados con
el centro de masa del sistema y son conservadas en virtud de la invariancia puramente de las

transformaciones de Lorentz.
y
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24 CAMPOS ESCALARES

Como mencionamos anteriormente un campo es una funcion de las coordenadas del espacio-
tiempo, tal que es invariante sobre las transformaciones de Lorentz. En particular el estudio de
los campos escalares es muy didactico toda vez que ellos estan asociados a particulas que no
tienen carga y espin cero caso en el cual es descrito por un campo escalar real, o en el caso que
tenga carga es descrito por un campo escalar complejo. A continuacién presentamos el estudio
de estos dos tipos de campos.

2.4.1 Campo escalar real
La ecuaciéon de Klein-Gordon es una ecuacién de ondas relativista, descubierta por Erwin

Schrddinger, como alternativa relativista a la ecuacién con su nombre. La densidad lagrangiana
es

1 gy M o
L=-(0,010")-"

Ahora para determinar la ecuacién de movimiento del campo ¢, usamos Euler-Lagrange, es

decir
oL Py oL 1,
op(x) 3(0,4(x)
y de (2.26), tenemos
oL 1 0
ol av (5 av 1
30.6)" 2 a(aﬁ)(g (0.4)@.4))
oL _1F o 5 o sa
W = 5(8 5.(0,8)+g™ 5; (aycf’)),
aL 1 M H —_ M
W_E(G p+0g)=0"g,
oL
,| ——— |=-0,19* ;
“[a(am(x»J )
’ L
2 2
el —m P(x),
entonces la ecuaciéon de movimiento para ¢ sera:
(6“6, + m*)p(x) = 0. (2.34)

Reconocemos que estas son las ecuaciones de movimiento tipo Klein-Gordon, para el campo
¢(x) . Ademas, se puede determinar el tensor energia-momento, es decir

©F = (2"9)0,8) -5, L,
£



" =g 05 =g" (0"9)0,4)-8" 5, L.,

0" =(0"¢)0"¢)-g"" L.
Donde observamos que este tensor es simétrico en x4 y v. De esta manera, para el campo
escalar, el tensor energia-momento es simétrico. Asimismo, es posible mostrar que la densidad
lagrangiana L, es invariante sobre la transformacion de gauge.

De la expresion anterior se puede determinar la densidad de energia asociada, a saber

0" =(8°¢)2°¢)-g" L,
o%=¢ -L,
00 _ '2__1_ P ﬁ 2
6" =¢ 2(5a¢)(5 P+ > ¢,

2 2 2

: 1- 1= m
O®=¢p ——¢ +-V¢+—g¢°,

b6+ Vh T

.2 2
@“=%¢+le+fL

2
2 2¢’

el cual es definida positiva.

2.4.2 Campo escalar complejo

El campo escalar tiene dos componentes reales ¢,(x) y @,(x). Asi, podemos escribirlo como:

)= mj;(cm (x)+ig, (1))

# ()= %(cél.(x) —ig, (%)),

donde los campos ¢(x) y ¢" (x) son independientes.

De esta manera, la densidad lagrangiana

L (p(0,0,600:8 (0,0°¢" () )= (0,60)0%8" @) -m6)6" (), (235

es real, lo cual puede ser verificado si hacemos

(0,8)076" ()= 7=(0,8,(0+10,4, () 1=(0"9, () -10"6, ),



0,4)o%8" ()= (0,40No )~ 0,8, )o 8, )+
+i(0,4,(0)04,(0))+ 0,8, ()04, ().

(6p¢<x))(6“¢'(x))=%(6,,¢] (x)Xa”¢l(x>)+%(a,,mx))(a"m ).

asimismo,
2
~mP(x) ¢’ (x) = —-”;—(cél (x)+id, N, (¥) - i (%)),
- (04" () = =4 ()~ i, () () + i, (04, (5) + 67 (),
—m2¢(x)¢'(x)=—”'7¢.’(x>—”'7¢§(x>,
asi,

2

£ {6,2.0,4,%:¢,(0,04,(9)- %(% (o4, ()= "4 () +%(8y¢2 ()0 4,(0))- -

es decir, la densidad lagrangiana es una suma de densidades lagrangianas de los campos
escalares reales. Ahora, si queremos determinar la ecuacién de movimiento del campo ¢ y ¢',

usamos Euler-Lagrange. Por ejemplo, para ¢" consideramos

oL —a"[ oL J=0,
o0 0@ )

y de (2.35), tenemos
oL .,
a(ﬁ‘(X) =-m ¢(JC),
oL
A ——————|=-012 §
(a(aw (x))) o,#)
y la ecuacion de movimiento para ¢ sera:
(0“0, + m? )p(x) =0. (2.36)

De la misma manera se puede obtener la ecuacién de movimiento para el campo ¢°, dada por:
(60, +m*)¢" (x)=0. (2.37)

Reconocemos que estas son las ecuaciones de movimiento tipo Klein-Gordon, para los campos

independientes ¢(x) y ¢°(x). Por otro lado, es posible mostrar que la densidad lagrangiana

L, es invariante sobre las transformacion de gauge, dada por %
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p(x) > e " g(x) =y (x), (2.38)

$ () > e () =y (%), (2.39)
donde A es una constante real. Las relaciones (2.38) y (2.39) son llamadas “Transformacion

de Gauge Global” o de “primer tipo”. Es posible mostrar que (2.35) es invariante sobre estas
transformaciones, para esto hacemos:

L lp(),0, 0w (0.0 (0 )= 0,0 @)0"y" 0)-muxy @),
L ly),0, w v’ (0,00 (0)= 0, e 9(0)0* (9" (0)- m* e () e 0" (),
L 0.0, w00 (0,0"y (0 )= (0,0))0"" () md(0) 4" (x).

Llp0),0, w00 (6,8°0 (00 )= L [p(0),0 92156 (),0°8" (%)),
es decir, la densidad lagrangiana (2.35) es invariante sobre las transformaciones de gauge

global. Por otro lado, para el caso de A pequefio (parametro de transformacién infinitesimal),
la transformacion, es su forma infinitesimal, es dada por:

W) = e g(x) = l—iA-%Tw%—---}»(x),

W () =g (x) = 1+fA—%—z‘A——---]¢‘(x>,-

y como A es pequefio, podemos despreciar términos del tipo A?, A, ... frente a A, de esta
manera las expresiones anteriores se reducen a la forma:

p(x) = e g(x) = (1 - iAJp(x) = $(x) —iAp(x), (2.40)
yi(x)=etg () =(1+iA)" () =g () +iAg' (x). (241)
Ademas, como
p(x) = p(x)+ 6 9(x), (2.42)
pr(x)=¢"(x)+54"(x), (2.43)
entonces comparando (2.40) con (2.41) y (2.42) con (2.43), se obtiene que:
S P(x) = —iAg(x), (2.44)
8¢ (x)=iAg (x). (2.45)

De la misma manera, tenemos:

2.



5(6,8(0)=10,(66(x)) = -in(@,9(x)),

5(074" (x))= 8" (69" (0))=iAl6"4" (x)).

Debemos observar que como las transformaciones (2.40) y (2.41) no consideran el espacio-
tiempo, tenemos que es solamente interno, es decir, transformaciones solo sobre el propio

#(x) . Si ahora consideramos el grupo de transformaciones infinitesimales en x* y #(x), el
cual para transformaciones infinitesimales son de la forma

Axt = XA So” (2.46)

Ag(x) =D (x)J 0”, (2.47)
donde @* es un pardmetro infinitesimal, se tiene que X% =0 y en consecuencia Ax* =0. Sin

embargo, para las transformaciones infinitesimales en ¢(x) y ¢’ (x), dadas por (2.44) y (2.45),

respectivamente, se tiene que al comparar con (2.46) y (2.47) el parametro infinitesimal @* es
Ay
D, (x)=~ig(x), (2.48)

D' (x)=ig"(x). (2.49)

Por otro lado, considerando el Teorema de Noether, se tiene que la corriente conservada, el
cual es dada por:

oL
(2 ,9(x))

]
v

D, (x)-0,X],

y como X7 =0 entonces
P oL

J oo @ :
=y

Pero como en este caso los indices internos de ¢(x) tiene que ser sumados, de esta manera se

tiene contribuciones de ¢(x) y ¢ (x), es decir:

= L DO(x)+ B—L:, 0}
0(0,4(x)) 30,4 (x))
y usando (2.48) y (2.49), obtenemos

]

(),

oL

. oL
88" ¢’ ()

e (ig" (), (2.50)

(- ig(x))+
mas aun de

L 161,000 (0,0"6" (%) )= (0,6())0"¢" (1)) - m?6(x) " (),

tenemos que

oL
... R i
sy L

£,



oL .
= - :
NG B

asi (2.50) se escribe como:
T4 =i(¢" (x) 0" g(x) - p(x)0"¢" (x)). 2.51)

Ahora para estudiar si de esta expresion podemos obtener cantidades conservadas hacemos:
5,0* =ilp, (0" (0)0"9(0)-0, w2 s" ()},

8,7 =il6,8" @0 0()+ ¢" (1)8,0p(x) - (0,8 N0"¢" (%))~ $(x)2,,0"4" (x)],
y usando (2.36) y (2.37), tenemos que
8,J" =0,

es decir, la 4-divergencia de J* es nula. En este caso la cantidad conservada para un instante
del tiempo viene dada por

[ spd’x+ [ 0 Jid'x =0,
14 4
y usando el Teorema de Gauss en el segundo termino de la expresion anterior, es decir

[ 8u1id’x = [Jida, =0, (2.52)
¥V av

ademas sobre la consideracion que los campos se anulan en la superficie. De esta manera,
(2.52) se reduce a:

ij Jd’x=0.
dry

Si ahora definimos, para ¢ constante
0, = Jid,
12
entonces se tiene
d
E;Qv =0,
donde Q =jj(¢'(x)6°¢(x) - ¢(x)8°¢*(x))dV , es la cantidad conservada y se identificara con

la carga eléctrica.

Debemos mencionar que esta cantidad identificada con la carga eléctrica no contiene la carga
e del electron. Es una expresion clasica debido a que no contiene 7. No estd cuantizado, es
decir, no se encuentra de acuerdo con el hecho que las cargas eléctricas real todas parecen ser

multiplos de una cantidad basica. Ademas observe que si el campo es real ¢(x)=¢ (x), O es
nulo y no existe cantidad conservada. Por tanto, identificamos una cantidad conservada Q,
como resultado de la invariancia de la accién sobre una transformacion de gauge
p(x) >e™p(x) vy ¢ (x) >4 (x). En este caso como A es una constante estas
transformaciones deben ser las mismas en todos los puntos del espacio-tiempo, es una
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transformacion global. Sin embargo, este requerimiento no es posible, debido a que de acuerdo
con la relatividad, debe existir un tiempo minimo igual al tiempo de viaje de la luz, es decir, la
transformacion de gauge global contradice la relatividad. Por esta razén, la consideracion de
que A sea una constante debe ser modificada.

2.5 CAMPOS ESPINORIALES

Otro campo importante que debemos tomar en cuenta es el campo espinorial, el cual considera
los campos vectoriales y tensoriales. Como es conocido mediante campos tensoriales se pueden
representar algunas magnitudes fisicas inclusive también considerando campos espinoriales
dichas magnitudes fisicas pueden ser representadas. Sin embargo, existen casos donde lo
contrario no es posible, es decir, algunos campos espinoriales no tienen sus analogos
tensoriales. En este contexto los campos espinoriales son mas generales que los campos
vectoriales y tensoriales.

En teoria cudntica de campos una particula se encuentra asociada con un campo. Asimismo,
como las dos grandes familias de particulas conocidas son los bosones y fermiones, siendo las
primeras descritas por los campos vectoriales o tensoriales y las segunda por campos
espinoriales. En este caso la descripcion es mediante los espinores de Weyl, es decir w, y ¥, ,

de tal manera que los 4-vectores de Lorentz pueden ser escritos como
WO Wy,

. Wi W,
donde o* =(1,6) y * =(1,-&). Asimismo, la densidad lagrangiana, es dada por:

e .
L=iy;c"0,y,,
la consideracion de i asegura que la lagrangiana sea hermitica. Para determinar sus ecuaciones
de movimiento y como y, y y; son independientes, dos ecuaciones de Euler-Lagrange deben
ser determinadas, a saber
—u —
c“dw, =0,

(6,—0c'8,)y, =0,
que es la ecuacién de Weyl para i, y se observa que es equivalente a la ecuacién de Klein-
Gordon para una particula no masiva. De la expresion anterior, tenemos que

B, =00,
dov, =V,
Por otro lado, el tensor de energia-momento es
e~ =T§fﬁ(aﬂ%)'ng’

0¥ =iy;5%8%y,,
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asi, la densidad de energia es
H=0% =iy;5'd,,

H=iydy,.
Asimismo, la ecuacion de Euler-Lagrange para y, es
0“0y, =0,

0y +0'0 )y, =0,

que es la ecuacién de Weyl para y, y se observa que es equivalente a la ecuacién de Klein-
Gordon para sus dos componentes. De la expresion anterior, tenemos que

Opp =—0'0p,
OoWr =V
También, el tensor de energia-momento es

w _ OL

=———(0"w,)-g%

00.y.)

0% =iyo 0%y,
asi, la densidad de energia es

H=0% =iyic"8 "y,
H =iyd"y,.

2.6 CAMPO ELECTROMAGNETICO

L,

Como es conocida las Transformaciones de Lorentz trata de la misma manera los cambios de
las coordenadas del espacio y del tiempo. De esta manera, en las ecuaciones de Maxwell las
coordenadas x, = (xo,x_,,xz,xj) = (ct,—x,—y,—z) deben aparecer en una forma simétrica, asi las

referidas ecuaciones deben ser rescrita en funcion de rotacionales y divergencias en cuatro
dimensiones. Una formulacion de las ecuaciones de Maxwell que trata las coordenadas del
espacio y tiempo de manera equivalente se llama Formulacién Covariante. En este contexto,
iniciamos nuestro estudio considerando las ecuaciones de Maxwell, las cuales son dadas por:

(2.53)

ity (2.54)

V.E =4np,
5512 _tn;
c Ot ¢

#.



VB =0, (2.55)

1 6B
+___

VxE =0. (2.56)
c ot

Siendo la primera la Ley de Gauss, (2.54) la Ley de induccion de Faraday, la tercera indica que

no existen cargas magnéticas aisladas y la cuarta representa la Ley de Ampere.

Es posible determinar la ecuacion de contmuldad (conservacion de la carga local), para esto de
(2.53) y (2.54) se tiene

0 (= = X,
—\V.E)]=4zx—p, 2.5
az( ) ot (&1
V(VXE)— Vﬁ=4—nv j,
c Ot c
14(9-E) = =5 5 (2.58)
c Ot c
igualando las expresiones (2.57) y (2.58), obtenemos
%,9.5=0. (2.59)

ot

Por otro lado, recordando que el caso del campo electromagnético se puede estudiar de dos
maneras, una de ellas es considerando los potenciales, a saber escalar ¢ y vectorial 4 o en

términos de los campos eléctrico £ y magnético B. Si tomamos en cuenta los potenciales,
entonces de (2.55), tenemos

B=Vx4, (2.60)
el cual sustituyendo en (2.56) -

entonces

E= ————v¢. (2.61)

De esta manera, los campos eléctrico y magnético se encuentran escritos en términos de los
potenciales ¢ y 4. En este sentido el conocimiento de ellos, permitird determinar £ y B.

F-.

Asi, para precisar la dinamica de ¢ y 4, estas pueden ser obtenidas a partir de



c ot c

reemplazando (2.60) y (2.61) en la expresion anterior, tenemos

Ademas, en

o o w 18w, 184, s
Vx(VxA)—;E(—V;zS——E):TEJ,

= = = a,-= 10z 1 8*°4 4r -
V(V-A)-VA4+-=Vd+— =
(V-4) c ot ¢ ct ot ¢
-
—1-55 f+V(ﬁ A la—)—€722=4—”J.
c” ot ot c
V.E=4np,
6.(—1@ ~Vé)=4dnp,
c ot

190, 3y -a%a.
c Ot ¢ P

(2.62)

(2.63)

Ahora, observando las ecuaciones (2.62) y (2.63) tenemos que los potenciales estan acoplados.
Antes de continuar, debemos indicar que ¢ y 4 no determinan univocamente £ y B, pues las
transformaciones de gauge considerando una funcién escalar A arbitraria dejan invariante

dichos campos, a saber

entonces,

De igual manera,

A'=A+VA,
B =Vx4,

B'=Vx(A+VA),
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120 1 8A

E'=———(A+VA) V(¢————)
co
Ez_l%_liv/\ -V + ,_Vg/l
cot cot Bt
E'=—16—A-13w\ Vo + _EVA,
cot cot c ot
E':—la—A—w,
c Ot
E'=E.

Asi, como A es arbitraria entonces existe infinitas funciones escalares que satisfacen

A'=A4A+VA,
IBA
et cor

Regresando a la ecuacion (2.62) y considerando el gauge de Lorentz, es decir

B P (2.64)
¢ ot
se reduce a
1 8*4 -,- 4rm-

y considerando (2.63)

— =L _Vg=4znp. (2.66)

Por otro'lado, recordando que en la métrica

ds? =c’dt? —dx® —-dy* —dz*,
el D alembertiano es definida por

0o 19 o
c? o’ ’
entonces, (2.66) y (2.65) se pueden escribir como /%7
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4
og=—-:(pc),
C

- 4 -
nAd="27.
C

Ahora si definimos el 4-potencial 4% =(#,A) y la 4-corriente J* = (cp,J), las expresiones
anteriores se unifican en

ad® =% je. (2.67)
[

conocida como ecuacion de los potenciales. En este mismo sentido, la ecuacion de continuidad
es escrita como

0.0 =i, (2.68)
y el gauge de Lorentz
0,4 =0. (2.69)

Es decir, tenemos expresiones (2.67), (2.68) y (2.69) escritas de forma covariante.

2.6.1 Ecuaciones de Maxwell covariante

Para obtener las ecuaciones de Maxwell en su forma covariante, vamos a comenzar
considerando las componentes de

Bt 5
c ot ¢

es decir,
E, 104, 0J¢
¢ ot Ox

z

£ - 16Ay o

Y ooc ot oy

b

g o lod _0p
c ot 0Oz

y como la,=60, 0, =(0,,V), ¢=4, y (-4,,—A4,,-4,)=(4,,4,,4;), entonces las
"

expresiones anteriores son rescritas de la siguiente manera:
E, =0,4,-0,4,,
E,=0,4,-0,4,,

E, =0,4, —8,4,.
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Estas relaciones tienen una forma de “rotacional” en ¢. Asimismo, de B=V x A se tiene que
las componentes del campo magnético representan un rotacional. Asi, podemos concluir que £

y B forman el rotacional 4-dimensional de 4% . Ademas, observe de las expresiones anteriores
que dos indices se deben considerar y que de la inversion de los mismos se tiene

E =08,4, 0,4, = (0,4, -0,4,)=E,,
E; =08,4, -0,4, =—(8,4, -0,4,)) = E,,

E; = asAo —50/13 =—(0,4, —33A0) = Es’
es decir, el rotacional aplicado a un vector produce un tensor antisimétrico. Ahora, en 4
dimensiones un tensor antisimétrico tiene 6 componentes independientes. De esta manera,
definimos el tensor campo electromagnético F como

F% = 0% 4% — 3% 4°, (2.70)
con F¥ = -F#=,

De acuerdo con la definicion (2.70) algunas componentes del tensor antisimétrico del campo
electromagnético, son dadas por
Fﬁl zaOAl _alAﬂ

Fo-104 00 _ _p __po
c ot oOx ) ’

FRapgd =l A,

Foz—l%..;__a,ﬂ

=_E :_F20
c ot oy ’
F03 =BOA3 _a3A0

F03 :1%4_%:_‘5'1 =-‘F3U,
c Ot 0Oz :

F'lZ =aIA2 _a'ZAl

Fl!__% %___B:__FZI’
Fl3 _alABl 53441,
04, 0A,
F”:—§+ = =B, =-F",

F23=82A3_63A2 %
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04, 04
+

Asi, F'** es dada por
0 =B =& =E

E,. 0 -B. B

y

E, B, 0 -B,
E, -B, B, 0
z y x
donde F® =0, F' =0, F2 =0y F® =0.

F? =

?

Ahora, considerando las ecuaciones de Maxwell no homogéneas, a saber dadas por (2.53) y
(2.54), vamos a escribirlas en su forma covariante. Para esto escribimos (2.53) de la siguiente
manera

= - 4r
V.E=—(p0),

ycomo F®=E , F® =E, y F* =E_, entonces

x?

10 ) 0 ° 4z

VE=——F*+ —_F"4+—F®+_F*=22)0,
c ot ox oy 0z c
g.F™ = 37 yo. : (2.71)
C
Del mismo modo, de
S L
c ot &

tenemos

) 4z
(2,8, ~8,B,~8,E..,0.8B <0.B, -0,E,,0,B,-0,B, —08,E )= 7(J,,J?,J“,) "

4r
0,B,-0.B,-0,E, = TJ"
0,8, -0,B, -d,E, _4—”Jy,
&
4z
0,B,-0,B —0,E, = —C—J_
Para el primer caso, tenemos
8,F" +0,F" +3,F" =3 1 |
é

y como F'' =0, entonces | %
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4%

. Ft=—J.
c
De la misma forma, se tiene:
aaFO(Z = E'ZEJZ ,
¢
o Fo = p.
¢

Estas expresiones conjuntamente con (2.71) pueden ser unificadas en

At , (2.72)
c

que representan las ecuaciones de Maxwell no homogéneas en su forma covariante.

8,F” =

Para el caso de las ecuaciones de Maxwell homogéneas, a saber dadas por (2.55) y (2.56), y
siguiendo un procedimiento similar, se tiene para (2.55)

0,B,+9,B,+8.B. =0,
0,B, +08,B, +0,B,=0,

0,(0,4; —0,4,) +8,(0,4, —8,4;) +0,(0,4, —0,4,) =0,

0, Fy; 48,5, +0,F, =0. (2.73)
De la misma manera,
N Bl N
c ot

8,E, -0,E, +0,B,,0,E, ~0,E, +0,B,,0,E, ~0,E, +3,B,)=0,
(0,Fy, 83 Fyy + 8y Fyys03Fy — 8, Foy +8yF 13,0, Fop — 8, Fy +8,Fyy) =0,
8, Fy, +8,Fyy +3,Fy =0,

8,F, +8,F, +8,F, =0,

O, Fy, +0,F 1y +0,F; =0.
Unificando las expresiones anteriores con (2.73), se obtiene

8,F,, +0,F, +8,F, =0. (2.74)

Por otro lado, considerando el tensor de Levi-Civita £ cuya propiedad son 'si dos indices se
repiten es nulo y si la permutacidon de indices es par es uno, se puede escribir las ecuaciones

homogéneas en una forma similar a las no homogéneas. Para esto definimos: | :
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1
*paf _ afys
=g Fﬁ,

donde "F es el tensor dual de F ;. Asi, considerando %5"’"’5 en (2.74), es decir

%e"ﬁ";BYFaﬁ +-;—5“”’56‘,Fﬂ, +%8""“’55‘ﬂFm =,

a(%g”ﬁﬁw)+Qgés”ﬁﬁmy+qﬂégﬂwﬁ#):0,

4

1 1 1
agagﬂwﬁw)+@458ﬁﬁﬁwy+aggaﬂmﬁg)=0,

8,"F” +8,"F*” +8,"F# =0,

8, F” =0. (2.75)

Asi, las ecuaciones de Maxwell son dadas en su forma covariante por (2.72) y (2.75).

2.7 PROBLEMAS

1.  Determine la densidad lagrangiana para un campo complejo la cual sea invariante frente
a transformacion de gauge local, es decir: ¢ — ¢’ =e ™™g y ¢" — ¢'* = “Vg".

Solucién
De acuerdo con el enunciado del problema, tenemos

p(x) > e () =y (x), (2.76)
P () > =y (), (2.77)

donde A(x) es una funcion de las coordenadas del espacio-tiempo. Sobre esta transformacién
la densidad lagrangiana

L£(0(,0,600: (5,29 (0) )= (6,60)0"6" ()~ m?9(x)¢" (),

se transforma de la siguiente manera:
L p@.0,w 05 0.0 (0)= 0,000 " @)= my @y ),
L lpx),0 w0 (0,0"y (0)= 8, (74 04(x))04(e 06" (1)) - m* D404 (),

£ lp),0, w0 (0,0%0 (0)= (167498, (AGDF(x) +e7 93, (BN

A,



(e 00" (AP (x) + €4 P0% (¢ ()| me™ "D Vg(x)" (3),

L lp),0, p 0w (0,00 (0)=(0,60)0°¢" ()~ m*e(x)¢" (1) +

(2, A@N* AP () -i{0,AX))6 8" ()px) +il0* Ax) 2, ().,

L (0.0, 1y (00" (0 )= L (p).0,80:8 (0,06 )+

(2, A" A B¢ ()-8, A0 8 (O P +ig g, (2, AN $() P (x)

y como g¥g w =0 4, y luego haciendo A = u se tiene:

L (.0 wxy (0,0"w (0 )= L (p(x).0,9(x);6" (x),0"¢ () )+

(0, AN e“ A (8" (x)+ (0, , AP ()8 $(x) - $(x)8"$" (%)),

L ly(0,0,p00 (0,0°w (0 )= L [p(x),8 ()36 (),6"¢" )+ (0,

A,

donde J* es la corriente del campo ¢(x) . Observe que en este caso la densidad lagrangiana no
es invariante sobre las transformaciones de gauge local. De esta manera, la siguiente tarea es
obtener una densidad lagrangiana que sea invariante frente a transformacion de gauge local.
Con este proposito, para el caso de A(x) pequefio (pardmetro de transformacion infinitesimal),

consideramos la transformacion, es su forma infinitesimal, dada por:

2 3
w(x)=e " Pg(x) = [1 —iA(x) - —Az( .x Loi A;f“) - "Jfﬁ(x),
2 3
w'(x)=e"¢ (x) = [] + iA(x)—A—z(-'x—) - i% - ---]gz&‘(x),

y como A(x) es pequefio, podemos despreciar términos del tipo A’(x), A’(x),
A(x), de esta manera las expresiones anteriores se reducen a la forma:

w(x) = e Pg(x) = (1 - iA () (x) = $(x) ~IA(x)¢(x),

w (x)=e™08"(x) = (1 +iIAX)W (x) = ¢" (x) +iA(X)¢" (x).

Ademas, como
w(x)=@(x)+59(x),

p(x)=¢"(x)+54 (x),
entonces comparando (2.78) con (2.80) y (2.79) con (2.81), se obtiene que:

8 §(x) = ~iIA(x)¢(x),
8¢ (x) =iA(x)¢" (x),

... frente a

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)



y ademas de (2.80) y (2.82) se obtiene,

8, w(x) =8, (p(x) - iA(X)P(x) = 2,0(x) - 5, A P(x) — A (0,4(x),  (2.84)

asimismo, de (2.80) tenemos

0,(60(x))=2,(w(x) - ()= 6, (x)-08,(x), (2.85)
y usando (2.84) asi como el hecho que &, permuta con la variacién &, la expresién anterior es
escrita de la siguiente forma:

8(0,000)= -0 ,A()p(x) - iA(x) (0,4(x)). (2.86)

Similarmente, considerando (2.81) y (2.83) se tiene:
(014" (x))= 0" A’ (x) +in(x) (44" (x)). (2.87)

Observamos que las expresiones (2.86) y (2.87) tienen términos extras ~i{o, AP Y

f(a"A(x)};s‘(x), respectivamente. Estos términos extras hacen que la Accién no sea invariante
sobre transformaciones de gauge local, como mostramos a continuacion.

La variacidn de la densidad lagrangiana es

ak; oL 3
8L = d —_— , o10* >
a¢(>¢“_®]?(“)(¢”) a¢()¢” g )Y )

ahora usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos ¢(x) y ¢ (x), es decir

oL a( oL J= "
op(x) " 20 ,4(x))

oL a*{ oL J: "
04" (x) &0 9" (x))
en el primer y tercer término del lado derecho de la expresion anterior, se tiene

oL

ok : oL ,
= 2 : :_5(0°6" (v))-
"["‘a # ”J 0+ g O (a(w ik O g )

Luego, considerando los términos de variaciones para ¢(x) y ¢ (x) dadas por (2.82), (2.83),
asi como sus derivadas respectivas (2.86) y (2.87), se obtiene

a N oLl " o
6L=3 (6(6 - ))J( AR+ 5 m)[ 12,400 )p00-in) 0 ﬂ¢(x)]]+

u oL : . aL f A1 * . y7, * J
0 (—a(w(mj(m(xw (x))+5(a,,¢—m)({a A +in@(0° )

4
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oL : . oL
oL =0 p [m ¢(.’C)J(— iA(X))-' IW((aﬂA(I)]¢()¢)) +

H aL od i . 6[. H % )
? [6(aﬂ¢‘(x»¢ (x)J( AG) HW{(a A(x))¢ ()

los términos [_ﬁQL__M x)] y a“[ oL ¢-(x)j son divergencias totales que no contribuyen

(3 ,6(x)) 3(6%¢" (x))
a la variacion de la accion. Ademads, como

oL
———=0 »
AT AR
oL .
e A ,
B0 W

entonces

5L =-i(6"¢" (0o, A B(x) +i(0, 6@ e * AW’ (x),
L = -i(0"9" ()6, A P(x) +ig,,(0%6(x) e (B,Ax)" (),
SL = -i(0"" ()2, AC)(x) +i6” (07 4(x) N0 , A" (),
5L =i(0,Am g ()0"p(0)-9)(0*4" ()

5L =(, A", (2.87)

donde J* =i (¢‘ (x)8*d(x) - p(x)0%¢" (x)) es la corriente del campo escalar complejo. De esta
manera, la accion no es invariante sobre transformacion de gauge local. Para hacer que dicha
Accion sea invariante, vamos a introducimos un nuevo cuadrivector 4,(x) que se acoplara

con la corriente J*, asi la densidad lagrangiana £ tendrd un término extra, dado por:

L= —eJ*4,(x). (2.88)
Més atn, vamos a imponer que sobre la transformacion de gauge local, el campo 4, (x) se
transforme como:

; 1
A,(x) > A, (x)=A4,(x) +;6#A(x) =A4,(x)+d4,(x), (2.89)
llamada transformacién de gauge. Ahora la variacion de L, es

oL, =—el57%)a, (;)—J”(é’A(x))= —e(57%)a, (x)—J”(laﬂA(x)J,
e

8L, =—el5.7% )4, (x) - T (2 ,A()). (2.90)

De esta expresion el término —J# (a ﬂA(x)) lleva a que 8L en (2.88) sea nula, sin embargo,

ahora se tiene un término extra, —e(é‘#.f “ )A# (x), el cual se debe anular. Con este proposito, y

.



considerando la corriente J* =i (¢‘(x)a#¢(x)e¢(x)af'¢'(x)) asi como las transformaciones
(2.82), (2.83), (2.86) y (2.87), obtenemos

87" =i8(p" (x)0°(x) - p()3“4" (x),
57" =i((5p" (0))0"p(x) + 4" (6@ 9(x)) - (54(0))0*8" () — p(x)(6(@8" (x)))).
8% = i(iA(x)P" ())0"9(x) + ig" (¥)(- 10" AC)P(x) ~IN(x)(0p(x))) -
i(~ A (X)P(x))0"9" (x) - ig()i(@" A" (x) +iIA(x)(0"8" (),
SJ* =24(x)¢" (00" A(x)). (2.91)
De esta manera, considerando (2.88), (2.90) y (2.91) tenemos que
SL+6L, = 2ed(x)¢" (0)0*AX))4, (x). (2.92)
Como ocurrié anteriormente, observamos que existe un término extra en la variacion de la
densidad lagrangiana £+ £, , asi con el objetivo de que (2.92) sea nula, vamos adicionar un
término, dado por:
L, =e"4,(x)4"(x)¢(x) ¢ (x).

Nuevamente debemos calcular la variacién de L,, teniendo en cuenta la transformacion de
gauge para 4, (x) dada por (2.89), asi como (2.82) y (2.83), se tiene que

OL, = e* (34, (0))4* (x) §(x)¢" (x) + €24, (x)(34* (x) ()¢ (x) +

e2 4, (x)4* (x) SR’ (x) + € 4, () 4* (X)$(x)(06" (),
o1 . ) ] .
6L, =e (; BﬂA(x))A'" (¥)p(x)p (x)+e’ 4, (x)[; B”A(x));é(x)gﬁ (x)+

¢4, (x) 4" (1)~ AP (¥) +€* 4, () 4" (PP’ (),
8L, = (0, A())4* (x) p(x)p" () + ed, (0" AP0 (),
SL, =g, (0" A(D))g” 4,(x)p(x)p" (x) + e, (" AP’ ().
8L, = 8”2 (0" A)d, (%) §(x)9" (x) + e, (ME* A () ().

8L, =2ed(x)¢" (x)(E* A, (x). (2.93)



Observemos que este término es igual a (2.92) pero con el signo cambiado, asi de (2.92) y
(2.93), tenemos que:
SL+ 6L, + 6L, =0.

Por lo tanto, la nueva densidad lagrangiana total, dada por £+ £, + £,, es ahora invariante
sobre transformacion de gauge local. Por otro lado, como introducimos un campo extra A4, (x)

el cual se acopla a la corriente .J*, necesitamos tener en la densidad lagrangiana total una que
contenga solo al campo de gauge 4 (x) y que ademas sea invariante de gauge, es decir, sin

acoplamientos con los campos @(x) y ¢ (x). De esta manera, definimos el rotacional del
campo A,(x) como:
F,,=0,4,(x)-0,4,(x)- (2.94)

Es inmediato verificar que esta expresion es invariante sobre (2.89), es decir

F;:v = a,uA:f(x) - av-AL (x) s
Faw = 6,,(Av(x) + lé‘vA(:c)] —a,(Aﬂ(x) +::~5,1A(x)]:
€

Fl, =0,4,(x)-8,4,(x)

F, =F

uv uv '’

Considerando la definicion (2.94) construimos la densidad lagrangiana asociada al campo
A,(x) como:

L =-1F"F

MY 2

(2.95)

donde el factor —1es necesario porque permite obtener las ecuaciones de Maxwell no

homogeéneas a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. De esta manera, sumando todas las
densidades lagrangianas, obtenemos la densidad lagrangiana total, dada por:

L, =(0,0(0))0"¢ (x)-m*¢(x)4" (x) - e/ 4, (x) + €2 4, () A* () () § (x) - L F*'F,,,

que se puede reescribir como
L, =(0,60)0"8" ()~ m*p(x)¢" (x) - ei(p" (x)0"4(x) - $(x)0"4" ()4, (x) +
& A,(x)4" (x) $(x)§' (x) - L F*"F,,,
L, =(0,00)0°8" ()~ m*80) ¢ (x) —eig” () 27 (2, (1)) 2, 4° () +
ied(0)(0"9" (W4, (x) + €24, (x)4* () ()¢’ (¥) -+ F*F,,
L, =(0,6(x))0"¢" (0)-m*d(x)¢" (x) - ei5 59" ()(2,4(x)) 4” (x) +

iep(x)(0"¢" (W))4, (x) + €24, () 4" (x) p(x)¢" (x)~} F*F,,

¥



L,

(0,8(x) +ied, (x)6(x)J0"9" (x) ~ied" (x)¢" (1))~ m*$(x)§" (¥) = L F**F,,,.

Para que la densidad lagrangiana sea mas general posible, vamos a considerar fuentes externas
jy j* acopladas a los campos ¢ (x) y @(x), respectivamente, y el campo de gauge A L (x)

acoplado a j, por lo tanto se tiene
L, =(6,8(x) +ied, (x) §(x) f0"4" (x) - ied" (x) §" (x))- m*$(x) " (x) -+ F**F,, —

J ()~ jo(x) = j*4,(x). (2.96)

Por otro lado, si consideramos la densidad lagrangiana original, es decir

L (50,0 008" (0,0"8 ) )= (6,6(0)0*9" ()~ m*6(x)¢" (),
con (2.96) observamos que J,4(x) es reemplazado por J,4(x)+ied,(x)@(x), asi podemos
definir:
D,$(x) =8 ,4(x) +ied, (x) §(x) = (2, +ied, (x))p(x) ,
y de la misma manera,

D¢’ (x) = 04" (x) ~ied” (x) ¢" (x) = (0" —ied* (x))g" (x).

Estas expresiones son conocidas como el Acoplamiento minimo o Derivada covariante de los
campos #(x) y ¢ (x), respectivamente. Debemos mencionar que diferente de 2 By

o"¢’(x), D LX)y D*¢'(x) se transforman en forma covariante sobre una transformacién de

gauge local, es decir
S(D,$(x)=~iA(x) D,4(x),

5(D"¢’ (x))=iA(x) D¥4" (x).

De esta manera, la densidad lagrangiana total e invariante frente a transformacion de gauge
local, es dada por:

L, =(D,g())D“¢’ (x)- m*p(x)§" (x)— L F*F,,  j'$(x) ~ jo(x) - j* 4, (x).

2. Demuestre la ecuacion (2.3) si q,(t) = g () +dq,(t), ¢.(1) = ¢ (t)+54,() y, 54q.(t,)=0
y 6q,t,)=0.

Solucién

Determinando la variacion de la accidn, a saber

8 Slg, (0] = S[g, (0 +54,(0]-S[g. )],
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slan]= [dt( qma a.()+ a—a%diaqmj. @97)

dfaL .\ ad, dfa
Bl = 5g == Loy +
dt(ag'g Q‘J oo di dt(aqqu’()
oL d d{aL d(aL
B8 B et S | S e ey
dg dt d:(ag,. q’] dr[aq,] %ile
entonces (2.97) es dado por
t oL oL d( oL
5S[g,(0]= [ar — 5q dt 5q |
[2,(0)] J [6%(0 0 dt(a (OJ ()] fa (a o q‘]

oL  d{ oL oL .
58 = |dr i P L
16 I (am df(af?.(f)D O+l

ycomo 6¢,(t)=0, 8q/(t,) =0y &gq,(t) es arbitrario, se obtiene:

dfaL) oL _
i\ og,) oq

pero como

tenemos que

2.7.1 Problemas propuestos

1. Considere que la densidad lagrangiana para un campo escalar es dada por
=2 0.8k9)-v ey donde v g g
a. derive la ecuacion de movimiento para el campo ¢,
b. grafique el potencial ¥(g) y determine el valor de ¢ =¢, con ¢ >0 el cual es un -

minimo de estabilidad de ¥ (g),
c. derive expresiones para ¢l tensor energia-momento y la densidad Hamiltoniana.

2. Considere la densidad lagrangiana L = (¢ a,¢— (0,8 );b) (8 ¢ Xa ).

a. Encuentre la ecuacidn de movimiento.
b. Encuentre el tensor energia-momento.

3 .- . .
3. Demuestre que é® _ o 9® 9°® o corresponde a la ecuacion de movimiento para un

ot ox ox

campo escalar ¥ cuya densidad lagrangiana es f, = _q: ¥ +Z qﬂ __t{ﬂ donde m_%
2

4. Dada las transformaciones infinitesimales para el campo y las coordenadas,

@'(x) = ¢(x)+ 8p(x) y x'* = x* + 5 x*, demuestre
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o 4

a. Ad(x)=d¢(x)+ (6 #¢)§x", donde Ag(x)=¢'(x")—¢(x) es la variacion total del
campo,
b. 8,=0,.

Para un campo escalar real ¢, que satisface la ecuaciéon de Klein-Gordon en la ausencia de
- - 1 a moa ) .

cualquier interaccion L= E(a #¢Xa ¢)— Tqﬁ -V(¢)— j¢, donde j es una constante,

derive las ecuaciones de movimiento.

Para las siguientes densidades lagrangianas derive las ecuaciones de movimiento:

a. Para un campo escalar real ¢, que satisface la ecuacion de Klein-Gordon en la ausencia
de cualquier interaccién L(¢,6 3 j)= E((a ,,¢Xa#¢)— m*¢*)-V(4)- jé, donde j es

una constante.
2
»

G G

Il

b. Para un campo escalar complejo ¢ L(¢,6#¢,¢°,6“¢')

Consideremos una densidad lagrangiana con dos fuentes externas j y j* acopladas con
los campos ¢ y ¢ respectivamente y el campo de gauge A4 acoplado con j. Si

L= (aﬁ¢ + ieAu¢X6”¢‘ —ieA”¢')<p2¢¢' - %FM,F“” -j'¢—j¢ —j“4,, encuentre las

ecuaciones de movimiento de los campos ¢ y ¢ .

#
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CAPITULO 111
CUANTIZACION DE CAMPOS LIBRES

3.1 INTRODUCCION

La necesidad de estudiar fenémenos cudnticos relacionados con la radiacion, llevo a la idea de
cuantizar los campos, siendo histéricamente el primero de ellos el campo electromagnético. La
teoria que se obtuvo es conocida como electrodinamica cuantica y el cuanto de radiacion
asociado con el campo electromagnético es el fotéon. En la actualidad todas las particulas
elementales pueden ser descritas en términos de cuantos de sus campos asociados. Existen dos
formas: de realizar la cuantizacion de los campos, la primera es considerando las relaciones de
conmutacion conocidas de la mecanica cuantica y la segunda via las integrales de camino.

En la naturaleza existen dos tipos de familias de particulas bien diferenciadas, a saber los
llamados bosones y fermiones. El primero de ellos son particulas cuyo espin es entero y los
segundos espin semientero. Asi, cuando se va a cuantizar bosones se consideran las relaciones
de relaciones de conmutacion de Heisenberg. Para e! caso de fermiones se consideran las
relaciones de anticonmutacion.

Cuando se consideré la ecuacién relativista de Klein-Gordon para que describa el
comportamiento de una sola particula se encontraron ciertas dificultades, aparecen soluciones
de energia negativa y la corriente de probabilidad no es definida positiva, tal como ocurre en la
mecanica cudntica. Por estas razones la ecuacién relativista de Klein-Gordon fue dejada de
lado, en realidad debido a estas problemas fue el motivo por la cual Dirac dedujo la ecuacion
que lleva su nombre. Posteriormente, la dificultad presentada fue solucionada por Dirac,
descubriendo que cada particula tiene asociada una antiparticula.

En la cuantizacion de los campos el modelo que se toma en cuenta es del oscilador armoénico.
En ella, una nueva interpretacion de los campos clasicos es realizada, a saber ellos son
considerados como operadores de campo, de tal manera que ahora los coeficientes de las
soluciones son interpretados como operadores, siendo uno el de creacion de particula y el otro
de aniquilacion de las mismas, o en caso contrario pueden ser operadores de creacion y
aniquilacion de las antiparticulas. Este procedimiento es conocido como Segunda
Cuantizacion. |

3.2 CAMPOS ESCALARES

En esta seccion vamos a considerar la ecuacion de Klein-Gordon descrita por un campo escalar
real ¢(x). Como estudiamos en el capitulo anterior, para determinar la dinamica del referido

campo, consideramos la densidad lagrangiana

1 N om .
L=2(0,0f0"0)-"¢". (.1)
cuya ecuacion de movimiento es dada por (2.34), es decir
‘(6'“6# + n13)¢(x) ={. (3.2)



Asimismo, para determinar la energia del campo de Klein-Gordon, se puede obtener a partir
del tensor energia-momento, definido en el capitulo anterior, a saber

O™ = (2"¢)0"¢)-g" L,

y la densidad de energia es dada por

1 2 1= g mZ 5

=—¢ +=Vip+—¢°.

2 ¢ 2 ¢ 2 4
Por otro lado, como la energia (hamiltoniano) es

H = [6"d’x,
entonces,

H= J’%((aogys)2 +Vig+m’¢*)dx.

Observe que la energia es definida positiva. En este caso no surge el problema de soluciones
con energia negativa.

La solucion de la ecuacion (3.2) es

(x) = j(2 Ty (ae™ +be™),

donde los coeficientes de la expansion son arbitrarios, @, = vk’ +m” y la medida en el
integrando es elegida de tal manera que sea un invariante relativista.

Como mencionamos anteriormente, en el método de segunda cuantizacion una nueva

interpretacion tiene el campo escalar #(x), a saber es un operador de campo, en consecuencia

como la bases, dadas por las exponenciales, no pueden tener esta caracteristica, son los
coeficientes que tendran el cardcter de operadores, asi la solucion es dada por

b0 =[--4 K o )2 ((kye™ +a" (k)e™). (3.3)

A continuacién imponemos las relaciones de conmutacion:
[p(z.0. 2" = 18" x - %),
pz.0.6G".0]=0,
[r(z.0.72(x,0)]=

donde 7(x,t) es el momento conjugado candnico del campo ¢(x) definido por
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que para el caso de la densidad lagrangiana dada por (3.1) es

7(x) = §(x).

A continuacién debemos determinar los operadores de creacién y aniquilacion, para esto
definimos

HiG)= ;ye""“ , (3.4)
(27) 2w,)"

el cual forma un conjunto ortonormal, es decir,

[ 72 @)ido fum)d’x = 8k - k), (3.5)
donde, se ha definido:

[ ()8 f(x) = £ ()@, f (X)) = (B0 f (XN f(%).

De esta manera, sustituyendo (3.4) en (3.3) tenemos que

k) £, K f ,
b= J—%(a( ) () +a" (R)f; (3))

para determinar, a partir de esta expresion, los operadores de creacién y aniquilacion,
consideramos (3.5) y obtenemos las siguientes relaciones:

a(k) = [ dx\J@ny 20, £ (9)iB,9(x),
a* (k') = [d’x'\27) 20, §(x)id, fi (x) .

Continuando con la cuantizacién de campos libres y recordando que estamos considerando el
caso del campo de Klein-Gordon, cuya hamiltoniana es dada por

H :j%((aogﬁ)z + V2% mi )
y el campo escalar es
—ik.x+befkt ,
4= |2k e ) - )
donde los coeficientes de la expansién, a y b, son arbitrarios; @, =Vk>+m’ =k, y la

medida en el integrando es elegida de tal manera que sea un invariante relativista.

Ademds, en la segunda cuantizacion el campo escalar ¢(x) tiene una nueva interpretacion, a

saber es un operador de campo. Asi, como las exponenciales no pueden tener esta
caracteristica, son los coeficientes que tendran el cardcter de operadores, asi tenemos

1,



d’k

S (a(k)e™ +a" (k)e™). (3.3)

)=

A continuacion imponemos las relaciones de conmutacion:
[6(E.0,7(F )] =18 (% - %),
[¢(E= I‘),¢(f',f)] =0 s

[7(x,0),7(%',6)]=0,
donde 7 (%,t) es el momento conjugado candnico del campo ¢(x) definido por

oL
7(x) =~ L
m(x) = §(x).

Asimismo, en una teoria cuantica es necesario definir el tamafio de los vectores, el cual es
obtenido a través de un producto interno en el espacio vectorial de las soluciones de la
ecuacion de Klein-Gordon, dada por

(f.8) = [ /" (x)id,g(x)d’%,

con
1 .
Sl =™,
27y’ 20 )%
(3.4)
i)y = o™

e
l
(27)20;) "
el cual forma un conjunto ortonormal, es decir,

[ £ )8y fo(x)d’x = 5% (k - k'), (3.5)
donde, se ha definido:

S@8 f(X) = 1)@, f (XN = (@, f" () f(x).

De esta manera, sustituyendo (3.4) en (3.3) tenemos que

A d’k . e ;
$(x) = [ ———==(ak) £, (x) +a" (k) f; (x)),
V(27) 20,
para determinar, a partir de esta expresién, los operadores de creacién y aniquilacion,
consideramos (3.5) y obtenemos las siguientes relaciones:
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a(k) = [dx27) 20, £ (0iBH(x).
a" (k') = [d*x'\J(27) 20, §(x")iB, £ (x) .
4k = [d*x(21)° 20, ; (DiBo(x).
a* (k') = [d’x'\J(27) 20, §(x")id, £, (x") .

De las expresiones anteriores, vamos a determinar las relaciones de conmutacién de a(k) y

a* (k), es decir
lak.a” )= [@*xf@n) 20, £ (0)i3,p(0) | dx'\[(27) 20, 6(x")iB o (x') -
[d*x' @) 20, (xid, £, () | &2 27) 20, £ (%)iB o9 (x),
latky,a* (0))= [d*x\J@n) 20, £ ()idp(0) [ d*x'J27Y 20, $(x')iB, f (x') -
[a*x\@x) 20, 8B, £ ([ 2 C) 20, £ (i34,
latky,a* (k)= ~n)* [ d*xd*x' [A0,0, 1; (N@opGNHNE, o () +
+Qn) [ @ xd’x' \J40,0, §(x)Bo fr (XN i ()3eh(x),
[608, 8 (k)= ~(20)* [ @ xd*x' By 11 CXBoBEI SN0 fo ()
lao.a* (k)] = ~@n)* [ d*xd*x' [4w,0, x
/e ()@eh (1))~ @0 1 (NP, ()3, fi (2) = (@o#xN ()
latky.a* (k)= ~2) [*xd*x' 40,0, {[f; (63 @ep(0). 906 1 (2]
s @06, (0op ) fo ()|~ [@o £ D). $x)30 £1o ()] + (B0 17 (0B, @ugxN) 1 ()]},
latey,a* (k0] = ~@n [ &5’ Jaw,0, {1 (0)[0,9().9(x)]06 £ () -
1 00:8(x), 0,8/ () - 00 7 (B, 9o fie () + 8, £ (0[B(x), 808(x)] fio (x)},

#s

 law.a )= -@ay [ xdx Jro,0, {f; @) r().66:)10, £ () -



1o ), 2N f () = 8, £ ([B(x), 8NPy £ () + 8, £ ()[B(x), 2(x)] fio ()},

y COmo
[z, 7(F.0]=i8°(F-%),
[6(z.0),6(z",0)]=0,
[#G.0),2(z,0]=0,
entonces,

), a* (k)= @x)’ [ &*xdx' Ao, £ 8o fe (D[P, 7)),
latk).a* (k)= @2y [d*xd’x' Jaw,0, £ (3o f, ()i (3 -5,

la(k).a" (0)]= @2y A0, [dx £ @B, fo (0).
ademas, recordando que Kk =k, —m®, entonces cuando k'=k; -m’ y como

o, =JK* +m® ,asipara k = k' se tiene que @, = @, Y asi se obtiene que
lak).a° (1)) = @2)’20,8° (k- F").
Similarmente se puede mostrar que
-~ [ate.agkn)=o0,
la* (k),a" (k)] =0.
Ahora, construimos el operador numero de particulas, definida como
N(k) = a* (k)a(k).
De este modo, se obtiene que
¥k, Nk = [~ wack).a (kha),
[k, Wk = a* olaky.a R0k + & a0far e,k fck)
W), 50k |= & olack. a* ey facky - & nfac.a* k),
[y, Mk | = & (k) 2m)* 200,8° (& - R)a(k'y - & (k') 27) 200,87 (k - K)a(k),

1.

Ry, (k| = a* () 27) 20,a(k) - & (k) 27)* 20,4(K),



[V k), N (k)= 0.

En consecuencia, los autoestados de los operadores N(k) y N(k') se pueden considerar como
una base. Pero es necesario determinar sus autovalores, los cuales vamos a llamar n(k), asi

N(K)|n(k)) = n(k)| n(k)) .

Ademis, se puede mostrar las siguientes relaciones:
Wky,a° ()= [a- 0acky.a* (),

Wk ar )= a* wlack),a* )+ 6 e ®e),
[Wk).a(0]=a* wlak.a* @),

¥y, (k)| = a* (k).
De igual manera,

K (k), a(k)| = ~ack) .
Podemos encontrar

(N(k)a* (k)-a* (k)N (k)| n(k)) = a* (k)| n(k)) ,
N(kya (0)|n(k)) - a* ()N (k)| n(k)) = & (k)| n(k))
N(k)a™ (k)| n(k)) - n(k)a* (k)| n(k)) = & (k) n(k))

N(kya* (k)| n(k)) = (n(k) + Da* (k)| n(k)) .

La interpretacidn de esta expresion dice que si |n(k)) es autoestado de N (k) con autovalor

n(k), entonces a(k)|n(k)) también autoestado de N(k) con autovalor (n(k)+1). De la

misma manera,

(N(k)a(k) - a(k)N (k)| n(k)) = —a(k)| n(k)),
N(k)a(k)|n(k)) - a(k)N (k)| n(k)) = -ak)| n(k)),
N(kya(k)|n(k)) — n(k)a(k)| n(k)) = —a(k)| n(k))

N(BYak)| n(k)) = (n(k) - Dak)| n(k)) ,



entonces, si |n(k)) es autoestado de N(k) con autovalor n(k), entonces a(k)|n(k)) también

autoestado de N (k) con autovalor (n(k)-1).

Por otro lado, si interpretamos a N(k) como un operador nimero de particula entonces su
autovalor (k) representa el nimero de particulas, asi a” (k)jn(k)) tiene una particula més, es
decir crea una particula. Para el otro caso, &(k)|n(k)) disminuye en uno el numero de

particulas, a saber (n(k)-1). Por esta razon a a*(k) y a(k) se les llama operadores de
creacion y aniquilacion de particulas, respectivamente.

Ahora, debemos determinar el espectro de energia, dada por

i = [ @@y + 9400 990 + mig lax

y como
~ikx A4 ikx
$(x) = jmz (a(kye™ +a" (k)e™),
entonces
2 —ikx At . ikx
2y (x) = j(z 20, G Cik)e™ + 8 (R)(ky)e™),
@.6(x)* = DKy iy )e ™ + 8 Rk, ) %
: (27)* 20, : .
d3k’ SN (il N ik At gL INETT N L ik
Im(a(k)( ik e+ a* (k')(ik] )e™™),
37 4310
@B = [ =2kl akyach (kyky e + GG K'Yy )e ™0 +

@n 4,0,
&+(k)a(k’) (kok‘;)el'(k—k')x _ &1— (k)a+ (kv)(kok;})e:'(kfk')x },

d*kd’ k' (k,k})
(2m)° 40,0,

@ofx))’” = | {-a(atkye™ 0" + atk)a (ke ™" +

a’ (k)a(k')ei(k-k')x -at (k)a+ (kr)ei(k+k’)x }’

Vé(x) = j(z i (a(k)(—if?)e"“+a*(k)w’c')e"’“),

jdk

By, SRR +2 AR )

V(x)-V(x)

7.



aﬁk’ a~ ' 3oy =ik A4 W W

/ TErmadiias it U

.
d’kd’k'(kk")

(AR e 1 G(k)G" (k')e * R 4
(27)* 40,0, ratkack) (k)a* (k')

V) =

&+ (k)a(k:)ei(k—k')x —-at (k)ﬁ“’ (kr)e:(k+k')x },

G =[5 amye™ +a* k™) [ LK —(agkye™ +a° (ke
(27)* 2w, (27)’ 20, ’

2 d’kd’k’ - - ; "

2 A ~ikx A+ kg neg ty ,—lk At 0y ik

($(x)) “I_—“_(zz)%a)kwk. (a(k)e™ +a" (k)e™ Na(kye™ +a" (k")e™),
2 d3kd3k' A Acpoy =ilk+k)x | A ~ ey, —i(k=k")x
B = [ 5t o iR 0" R (e 4
_i_aq-(k)&(kr)ef(k-k')x +&+(k)a+(kr)ei(k+k‘).t}’
A’k d’k'(k,k,

I(aogg(x))zd% =I ){7fl(k)&(k’)je"“”k')"d3x+ a(k)a* (k').[ewi(kfk’)dex_'_

Qn) 4,0,
A4 ArgF i(k—&")x 33 At At ilk+k")x 33
+a" (AR [ 4 d '+ ()" K) [ dPx),

&k d’k'(k k)
(271)° 4,0,

I(aocz?(x))2 d’x = j {— a(kyalk'ye ™ Sk + k) + a(k)a* (ke ™ Sk — k') +

+a" (K)alk)e ™™ Sk k') +a* (k)a* (ke "™ 5(k + k'),

d*kk,

Gy e BOE B+ B},

[@ugx)d’x = |

d*kd’k'(kk")

A ATt —i(k+k")x 73 A At gt =i(k=k")x 33
. {—a(k)a(k )je d’x+a(k)a’ (k)[e d’x+

[y ax=|
a* (k)a(kt)jei(k—!;‘)xdi’:x —at (k)a+ (k')'[e"(k*""‘de},

d*kd*k'(kk")

- {—a(k)a(k')e“‘*o**é"a(ic" +k)+a(k)at (kNe %Sk — k") +
27) 400,

7,

[(Vép?ax=|

a* (kyak"ye ™™ "5k — k" - a* (k)a* (k')e'®*" 5(k + 1?)},



[(Tgeyax=] (2" . ’;k G ey +&* (rato)}
G a5 = [—FETE Lo ae) [ @0 a5 + a(0a" () [e a5 +
(2n)’ 40,0,

+a" (R)a(k)[ e a5 +a" (k)a" (k) et g,

d’kd’k

——ﬁﬂ_{&(k)&(k')e"“‘“”‘a)’é(i? +kY+a(k)a* (ke © RSk -k +
7)) 4o,

[@eya’s=]

+ " (R)a(kNe ' S(k - k") +a" (k)a* (k)e'* ™" 5(k + k")),

d’k k, . )
= [ Gy a0 00+ (i),
3 d’kk,
A= [ e € 00+,

de esta manera, obtenemos la energia para el caso del campo de Klein-Gordon, que en términos
del operador numero de particulas es dado por:

o[ 4Fk,
B (2 Y2k, ara Bw+

3.3 CAMPOS DE ESPIN %

En la seccion anterior estudiamos la cuantizacién de un campo escalar para particulas de espin
cero. Sin embargo, en la naturaleza existen particulas que tienen un momento angular
intrinseco, llamado espin.

El estudio de los campos de espin ¥ considera particulas las cuales satisfacen el principio de
exclusion de Pauli, es decir obedece la estadistica de Fermi-Dirac, dichas particulas son
llamados de fermiones. De esta manera, queremos determinar el espectro de energia asociado
con los campos de Dirac.

Comenzamos considerando la solucidn de la ecuacion de Dirac, es decir

(;”; 2 Y @, Ry (Rye ™ b Ry (e,
0 =12
Lk M 5 e By (Bye™ + aZ (B (B)e ™),

@) k
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donde #"? y v®? son los espinores de energia positiva y negativa, respectivamente.
Asimismo, &_ (k) es un operador de aniquilaciéon y b*(k) es un operador de creacién. El

hamiltoniano es

szdjxj‘ﬁ

H=[dzy’ (x)f—w(x)

k15 @2y Bre™ + b, (B (Bre™) x

H=i|d’x
@) kyan

d-”i{" m - L et [ N T @ Tt ik
I(zﬂ)fv F Z(aa'(k )u (k )(—lko)e x +bn‘(k )V (k )(Iko)ek ),
0 a'=12

3 dkdsk m I N+ TN T cp 0y _i(k—k"x
H=i[dx[ <5 oy kks“z_lga (Bya, (B (yu® (B)(=ikl)e' e +

a (k)b (k' (yv™ (R')(ik)e' ™ + b, (k) a, (kv (k™ (k') (—ik})e

b, ()b, (k"= (B)v™ (R")iky)e ",

37 3317 21t I
_ j-d kd 6r‘c m o {a; (E)aa.(I?)u*“ (Fyu® (B")e'ttetox J‘ A5 FOF _
(2m) koko a.a'=12

a (k)b (k )u“’(k)v (k )er(ko+"o)tj'd34~ l(k+k)x +ba(fc')aa'(}")v+a(E)ua'(i('f)e—i(kﬁk&):Idzfe_,(;prk)x

_b (k)b+ (k )V+a(k)v (k )e_’(kn_"o)f-[df*— —i{k~ k)—x}

I’k m'k - . oy
(22Y &k o lijd’”(" k"al (k) a, (K (k™ (k)e

[ Rsk + Rna (k) b (k= (v (e ™ + [ dPRS(k + kb, () a (K™ (Ryu (k)™

= J d*k'S(k kb, (k)b (W (k)v® (ke oo },

a’k m'k] - - g oo
= - a.(kya, (k)™ (kyu® (k) -
I(Zﬁ)?' kok{) r:r,a'-:l.i

a’ (k)b (k™ (B (—k)e™ +b, (k) a, (~k W= (k™ (~k)e ™ — b, (k) b, (kv (k)v™ ()}

7.



_ f d’k m’k,

Y oy i
“(K)a,(k)—46,, —b (k)b (k)—6,, ¢,
(271_)3 kok(; a)a'zl’z{aa( )aa( )m oo a( ) ar( )m aa}

(277)3 ko a=1,2 a'=1,2 a'=1,2

- d’k_mE {a;(fz) >, (k)8 . =, (k) Zbi'(’z)%}’

= é,:; "5 3 {ar (Bra, (B) b, (BB ()}

Sin embargo, observamos que esta expresion no es definida positiva, debido a que el término
b, (k)b: (k) contribuye en forma negativa. Para obtener que la contribucidn sea positiva,
vamos a definir el producto normal fermiénico, a saber

b, (F)b: (k) =—b} ()b, (k),

entonces,
3= + " a
H=[d%:p" ()i y(x):,
0
d’k mk, e _ - ~
'—'{(272')3 ko gz{aa(k)aa(k) +ba (k)ba'(k)}:

el cual es definida positiva.
3.4 CAMPO ELECTROMAGNETICO

En esta seccién, vamos a presentar la cuantizacién del campo electromagnético. Las
componentes de los campos magnético y eléctrico se encuentran definidos en un tensor
antisimétrico

FP =347 5P 4.

En general cuantizar campos sin masa presenta dificultades, como es el caso del campo
electromagnético, el cual tiene dos componentes independientes, sin embargo es descrito

covariantemente por un 4-vector A,. Cuando se escoge dos de estas componentes y se

cuantizan, se pierde la covariancia requerida. Sin embargo, para mantener la covariancia, se
tendria dos componentes mas.

A continuacioén presentamos, en analogia a la cuantizacion del campo escalar, la cuantizacion
del campo electromagnético en dos gauge, a saber de Radiacion y de Lorentz.

GAUGE DE RADIACION

En este caso, se tiene que [
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¢=Os
V.-4=0.

Ademas, los momentos conjugados de los campos son

7’ =£=0,
04,
7 =‘i‘=-A"—5"A° =E',
04,

donde L=-—»3~FWF # es la densidad lagrangiana del campo electromagnético. Ahora,

imponemos las relaciones de commutacion usuales:
|4 ®.0,E/ (%' ,1)|=-is" 8%z - 7). (3.6)

Sin embargo, observe que no es consistente con la condicién de radiacion V-4 =0, toda vez
que

lo.4' G0, B/ (=,1)|= -i0,6"5° (- %),
l6,4' x.0),E' =',1)|=-ie’ 5* % - %),
|6, 4 (%,0, £ (=',0)]% 0.

Por esta razén, debemos reformular las relaciones de commutacién (3.6). Para esto, vamos a
sustituir J, por un tensor A, de segunda orden, simétrica. Con este fin, escribimos & F#-%)

en su forma integral, asi (3.6) es dada por

A'(Z,0,E/(,1)|=-is" e ENPE
4 G0, E/ &) =
Ahora, colocando &; dentro de la integral y sustituyéndolo por A, , tenemos
, , 1 PR
A x0,E(X.D|=-i——= Nk, 3.7
4 .0, B/ (%.0)] S (3.7)

tomando la divergencia

[v-4,0.E (7,0))=-i (2;)3 I(Z ko Je"‘?"””d’k‘ :

y como el lado izquierdo es nulo, entonces el derecho solo se anula con la condicién de
transversalidad para A, es decir
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iklﬂf =
i=1

Para determinar A’ observe que el es un tensor y es funcién de las componentes & ;- Por otro

lado, tenemos que el tensor mas general posible de segundo orden, formado con las
componentes de £ es del tipo

N = A(k*)8" + Bk k'K .
Ahora imponiendo la condicion de transversalidad, obtenemos

p =gt EE

kZ

(3.8)

Reemplazando (3.8) en (3.7), la relacion de conmutacion es

Q= =t .1 i k'l ik(Z-%" T
[A (x,t),f‘if(:w:,f)1=—1(27[)3 (5’— = Je"( ‘d’k,

ademas, tenemos las reglas de conmutacién usuales
|4 (7.0),4 (70| =0,

|E=.0,E/ (7.0)|=

Como el gauge de radiacion, que es un subgauge del gauge de Lorentz, entonces por la
condicién de Lorentz

0,4 =0,
tenemos que las ecuaciones de Maxwell no homogéneas en el vacio

A -8 (8,4°)=0,

son escritas como

nd" =0.
Ademads, en este gauge, se tiene que
¢=0,
entonces,
04=0

De esta manera, tenemos una ecuacion de Klein-Gordon sin masa. Podemos escribir sus
soluciones como una combinacion lineal de ™ y e™. Los coeficientes deben ser vectores,
jlamados de polarizacién que denotaremos por &* (k), donde & =1y 2. Por la tanto,

3 E@ (k)@@ (k)e™ +a " (kye™), (3.9)

t.
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y como en el gauge de radiacién V - 4 = 0, entonces se tiene

k-89 k) =0.

T . K e
Por lo tanto, para una direccién de propagacién l——_— , los vectores £ (k) son transversales, y
g
pueden ser escogidos ortonormales, es decir

Ry k) =6,

Como hicimos en le caso de Klein-Gordon, definimos las funciones de base (f,,f,) ¥

determinamos los coeficientes @ (k) y a'®* (k) en términos de las funciones f, (x). Asi,
(3.9) es escrita de la siguiente manera

% d3i£ --.a a ayt =
A(x)=| g > E k)@ (k) fo (x)+a @ (k) £ (%)) (3.10)

ky =12

y como (f;, f,) forma un conjunto completo ortonormal, podemos obtener
a? (k) = jd’f,/(znfzko S (0)id,E@ (k) A(x),

a™* (k) =~ [ d’%,27)’ 2K, £, (1)iB,E @ (k) - A(x)

A partir de estas expresiones se obtienen las relaciones d.e conmutacién, dadas por

[ (k.0 (k)] = (27)* 28,5, 6% (B - k"),

e (k),a (k" |=0,
la@* (k),a@> (k)] =0.
Para determinar la energia del campo, consideramos
le, =0 = B _ _
H =§[(152 +B2)d3x=5j(,41 +(VxA)2)d3x,

y como

(VX 2)2 = —/-‘i VEE
entonces

1 = B, N
H:—z—j(Az—A-V Ad’% . (3.11)

Reemplazando (3.10) en (3.11), obtenemos
% 13



Z J (zk ;lfk (@@ (k)a" (k) +a' " ()a' (k).

=1,2

Ademads, con la finalidad de evitar la divergencia de la energia del vacio, hacemos un
ordenamiento normal de los operadores, asi el hamiltoniano se reduce a

- k,d*k L@ (g
Ezj(z v, @ ®aO@,

que representa la‘energia total del campo electromagnético.
GAUGE DE LORENTZ

En este caso, la covariancia es mantenida. Asi, las 4 componentes de 4, y II, son

consideradas y obedecen las siguientes relaciones de conmutacion covariante

[4,(0),11, (x)]=—ig,,8* (- %), (3.12)
|4,(x),4,(:H]=0,

[T, (0,11, () | =

donde g, es el tensor métrico de Minkowski,

Por otro lado, el campo A4, es dado por
| ikt e
4,(x)= F(k)a* (k)™ +a* (k)e™),
I(2 )’ 2k, aqz;'f
en este caso los cuatro 4-vectores de polarizacion £, &, &® y &
O £@y £9 son tipo espacio que satisfacen:

{0) (2 (3

son invariantes de
Lorentz, & es tipo tiempo y £
e gl =gt

Ahora, suponemos que €l foton se mueve en la direccion del eje z, asi £* =(k,0,0,k) y

£ =

o o o -

con
e =0
Los fotones con polarizacién £ son llamados tipos escalares, con £ longitudinal y con
™y £ transversales. Ahora, el momento canénico para z =0, es
’ i 74
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. oL

¥ :FVO il a Aa :
3 A) g (0,4%)
ypara v=0y v =i, se tiene
7' =-A4"+V.4 (3.13)
=04 -4 (3.14)

Por otro lado, de la relacion de conmutacion (3.12) para v =0 y (3.13) obtenemos:

[4, 0TI, #0)] = ig,08° F- %),

|4, .0, 4 (7',0)) = ~ig,,8° (- %) . (319
Para v =i y usando (3.14), tenemos

[4,E0,10,%.0)]=ig,6°®-%),

4,0, 4'(%.0)|=-ig,,6° @-%). (3.16)

Por lo tanto, de (3.15) y (3.16) se tiene una relaciéon mas general, a saber

|4, (&0, 4,(7.0)|=ig,,8° @-%).

Por otro lado, como (f,, f,) forman un conjunto completo ortonormal, obtenemos

a® (k) = Zslj.dgfwf(br)??ko fe(0)idye ™ (k) 4, (%),
a=0)

a (k) = =3 [d 5@ 2k, £, (X)iBos P ()4, (3).
a=0

Las relaciones de conmutacién de los operadores a‘® (k) y a'®” (k) , son dadas por
[ k.0 (k)] =227 k8% 8 (k - B,
@ k), (k") =0,
la (k),a“™ (k)= 0.

Los operadores de aniquilacion y creacion a(k) y a™ (k) para a =1,2,3, es decir, los fotones

longitudinales y transversales, no presentan problemas y se procede de la manera usual. Sin
embargo, la relacién de conmutacién para fotones escalares es
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[0 (k).a" (k)= 227) k53 (k- F7).

Asimismo, la energia para el foton escalar es

H = [(4,(&)1* (x) - Lx))’%,

H == [(4,4" +(0,4,)0" 4" )%,
H= ‘[M_i(a(flﬁ (k)a(a) (k)_a(l))+ (k)a(O) (k))

2z )3 2k, amt

3.5 PROBLEMAS

L

L2

Considerar un campo de Klein-Gordon real.

a. Obtener las expresiones de los operadores de 4-momento P* y momento
angular M* en términos de los operadores de creacion y aniquilacion.

b. Comprobar que P* y M* satisfacen las reglas de conmutacion de los
generadores del grupo de Poincaré.

Suponer que la cuantizacién del campo de Klein-Gordon real, se realiza con
relaciones de anticonmutacion, en lugar de las relaciones de conmutacién candnica.

Demostrar que dado dos puntos espacios-temporales x* e y“ separados

espacialmente (x—y)* <0, [#(x),4(»)]#0, {#(x),6(»)}#0 y por lo tanto no se
satisface en principio de microcausalidad.

Considerar un campo de Dirac libre. Demostrar que en términos de los operadores de
creacion y aniquilacion, el Hamiltoniano es dado por

H =7 k'(a; (k)a,(k)—b,(k)b/ (k)).

Interpretar fisicamente el resultado suponiendo que se cuantiza con conmutadores o
anticonmutadores.

Comprobar que el operador de densidad de corriente de la ecuacion de Dirac
JA(x) = (x)y*w(x), satisface la relacién lJ )L y)] =0,si (x-y)’ <0, como
requiere ¢l principio de microcausalidad para dos observables situados en puntos del
espacio-tiempo que no estan conectados causalmente.

Para la cuantizacion del campo electromagnético en el gauge de radiacién, derive las
siguientes expresiones:

a@ (k) = j A>3 (7)Y 2k, £, (x)iB 8@ (k) - A(x)
a'™* (k) = —Id’fJ@n)ﬁko " (0)i0,E@ (k) A(x) .
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6. Para la cuantizacion del campo electromagnético en el gauge de Lorentz, derive la
siguiente expresion:

- (2k ;i;k i( @ (k)a" (k)= a" (k)a® (k).

A
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CAPITULO IV
INTERACCIONES DE CAMPOS
41 INTRODUCCION

Hasta ahora estudiamos la teoria cudntica de los campos libres. Sin embargo. un estudio mas
real debe considerar que los campos se encuentran en interaccion. En este caso, las particulas
pueden ser dispersadas, creadas o aniquiladas. De esta manera, las ecuaciones de campo que se
deben solucionar son no lineales.

En la electrodinamica cuéntica, por ejemplo, es muy dificil la solucion de ecuaciones de campo
rio homogéneo. No obstante, una solucioén aproximada puede ser obtenida a parir de la teoria de
perturbacion en la representacion de interaccion, donde el hamiltoniano del sistema es dividido
en dos partes, una corresponde a los campos libres y la otra a la parte de interaccion. El término
de interaccion es considerado como una perturbacion, si la interaccion es suficientemente débil.

42 LA MATRIZS

Como mencionamos para estudiar la interaccién de los campos vamos a .considerar la
representacion de interaccion y obtener una solucion en serie de perturbacién que permita
describir procesos de colision. Esta solucion es conocida como la expansion de la matriz S.
Dicha expansion tiene mucha importancia toda vez que contiene la informacion relacionado
con los procesos de colision, a partir del cual se puede obtener la amplitud de transicion para
un proceso determinado a cualquier orden de la teoria reperturbacion. -

A continuacion consideramos la interaccion de campos, para el cual

H=H,+H

int ?

donde

m

Hy = [y ()% ==[1,, (x)d’%.
Para determinar la amplitud de transicion desde un estado inicial a otro final, determinamos

(blatz,)) = (ple™""|a),

luego, considerando el limite cuando (7, —#,) — o, obtenemos

(b|S|a) =lim, _, ., (b|"7mw")|a) .

la amplitud de transicion de un estado inicial a otro final.
43 TEORIA DE PERTURBACIONES

Recordando que para estudiar la evolucion temporal de un estado, es posible efectuarla a través
del operador de evolucion temporal U(7.4,), que satisface la siguiente ecuacion
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L Ule,)=-iH, OUG,),
cuya solucién es

U(t,ty) =1—i[ H, (6 U (8,1, ), .

Ahora, para solucionar esta ecuacién, vamos a considerar el método de iteracién, a saber

U(,t,) =1 “inf(tl)dtl(l _i‘l[H!(t2 Wit ty)dty),

continuando

Ultoty) = 1= H, (0t + (=i [ H, (0 )dl [ H, )ty =i H, ()0 500,)dty).

) fo o

Generalizando, se puede obtener la siguiente expresion:

U(t,ty) =1=1[ H, (t)dt, +(=i)* [ H, (¢,)at, | H, (t,)dt, +-+-

+ (=i [, [ty [t H, () H, 1) H, 1)+ @1

i3 i &
Para obtener una forma mas conveniente, vamos a estudiar la siguiente expresion:

I, = [dn [ H,(t)H, (t,)dt, ,

fo fo

entonces,

jdt']H’ (1) H, (1,)d, =_‘[d“2]1.dtle (t,)H, (1),

fh f fo 1

y si definimos

jdtszz‘l = j-dfz_’[dﬁ@(rz ~t),

1y fy ) fo

donde ©(r, —¢,) es una funcién paso, asi obtenemos

jdtzifdtl =jd:]jd:2,

fy fy fy fy

por lo tanto

1, =jdtle,(f,)H,(!2)dI; Zjdrlel(fz)Hf(tl)dtz ’

fy iy ) f /
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jdth(z)H(r)dr_ J‘der(r)H(t)dH jd:jH(r)H(:)dr (4.2)

h b fo f . 'o Ul

Esta expresion puede ser escrita en forma mas compacta. Para esto introducimos el Producto-T
u Ordenador Temporal, el cual es definido para Bosones y Fermiones, respectivamente, como

i [PO0.9GN, six, > 5,
T{¢(x),¢5(x )} - {¢(x'),¢(x), SExy > %

o [PO0.0(), sixg >
T{p(x).4(x")} = {_ S, alst

Considerando la primera integral en (4.2), del lado derecho tenemos para f, > ¢,

H, (0)H, (6) =T{H, (0)H, ()}
y para la segunda integral cuando ¢, ¢,

H,(t,)H, (1) =T{H, (t,)H,{1,)}.

Asi, (4.2) es escrito como

jdt,]LH,(tl)H,(tz)drz j d, ITH () H, (t,)kdt, + j T{H,(t,)H,t)}d, |.  (4.3)

h 1 fy fi

Sin embargo, es obvio que para el caso de los bosones 7T’ {H JOH, ()} = T{H L()H, (1)} El
caso de los fermiones no representa problemas, debido a que los hamiltoniannos f,(¢) en
general tienen siempre pares de fermiones. De esta manera, el intercambio en las posiciones de
H,(t) siempre tiene un numero par de signos negativos. Por lo tanto, tenemos que (4.3), puede
ser escrita como

jdr] }IH, (t)H, (t,)dt, = %jdtl jT{H, (t)H, (t,)}dt, .

fy fa t
Esta formula puede ser generalizada para n factores del hamiltoniano de interaccion, a saber
!
jdt jdr jdt H,(1)-H,(t,)= jdt jdr fat, T{H, ) H,(1,)},
10

iy

donde f, > 1, >z‘3 D St

ne

Usando los resultados anteriores, (4.1) puede ser escrita como

Ultiy) -lnxfdtTH(t) S Jdr Idrzf{H;(r])H,(rz)}Jw +

¢,



n!
f fy

+ )’ j‘dh_r[dtz ."jdtnT{HI () H, (t")}+m

o podemos expresarla de la siguiente manera

U(tt,)=T| 1+ g (D) tdtl dtz---‘dt,,{H,(r,)H,(tz)---H,(t,,)} , (4.4)
n=1 ! t, t {

n.

En forma mds compacta, es dada por

=i iHi {1y )tif,

U(t,t,)=Te * : (4.5)

Asimismo, podemos rescribir la forma de U(#,f,) en términos de la densidad hamiltoniana de

interaccion A, (x), es decir

H, = [h (x)d’z

donde la integracion es sobre todo el espacio.

Luego en (4.4), tenemos

(*n} :l'dtl;fdtl . -jdr,. U705 [ 1y ()%, - [y (e )d’s, }}

Ut,t,) :T(H—i

n=l1

Uttt = T[l * i(—_;?—nj‘d"xljld‘xz ---jd“xn {h (x )b, (x,) by (x, )}] . (4.6)

con d'x=d’x3dt .

Por lo tanto (4.5) puede ser escrita como

. -r[h, (x)d*x

Uut)=Te °

Por otro lado, si el estado inicial es fijado para #, — « y el estado final para ¢ = oo, entonces

la amplitud de probabilidad para que el sistema realice una transicion de un estado inicial a un
estado final, es dada por

S, ={f|U(c0,~0)|i},
llamada amplitud de dispersion o elemento de matriz S, la cual es obtenida de (4.6)

o g

[atx [d'x, - [d*x, T (c)h () by (x,)} . (4.7)

}Si

§=U(-m,w)=1+3 (_’T

n

—a0



En esta ecuacién podemos observar que la matriz S contiene el término llamado de autoenergia
correspondiente al primer término 1, el cual estd presente mismo en el caso de particulas que
no se encuentran en interaccion.

4.4 DESARROLLO DE LA MATRIZ S

La ecuacion (4.7) con producto temporal no es adecuado para realizar calculos de dispersion.
Una manera descubierta por Wick es descomponer los productos temporales ordenados en
producto normalmente ordenados, en el cual todos los operadores de interaccion se encuentran

a la derecha de todos los operadores de creacion.

La identidad ma4s trivial es

T{¢A (x, )} =0,(x):,

Para obtener un producto de tiempo ordenado de dos campos, multiplicamos la expresion
anterior por la derecha por un operador de campo arbitrario ¢,(x,), esto es

T{¢A (xl)}¢s (x,)= T{¢A (%), (x, )} =9,(x):95(x;),

Pero como cualquier campo ¢(x) puede ser escrito como

¢(x)=¢"(x)+¢"(x),

entonces

T{6, ()5 (x,)} = 8 (x5 (x2) + 3 ()85 (x,) + 45 (308, (%) + 5 ()5 (x,) . (4.8)

donde todos los términos excepto ¢} (x,)¢ 5(x,) estdn ordenados normalmente

Este término puede ser ordenado normalmente conmutando (o anticonmutando) ¢, (x,) con

¢, (x,), usando las relaciones

16 )85 ). = 85 ()85 (5) £ 65 (5,085 () 4.9)

donde el signo (-) es usado para el caso de bosones y (+) para fermiones.

Observemos que (4.9) es una funcion c-nimero, porque puede ser expresado en términos del
valor esperado del vacio del ordenamiento temporal de los campos ¢, (x,) y @z(x,), es decir

para f, >, , tenemos

165 (e85 ()L = (0178, (x84 ()] 0). (4.10)
Sustituyendo (4.9) en (4.8), obtenemos

T{, (x)8 ()} = 65 (x5 (%) + 63 (x5 (%) +18] (60,5 (5. 25 ()85 () + 5 (5 (1) »

0O

T{¢A (x; )@, (x, )} =0,(x)dp(x,): +(0|T{¢A (x)d5 (xz)}| O) . (4.11)
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En la ecuacién (4.11) podemos permutar ¢,(x,) y #,(x,), pero por la definicion de los
productos ordenados normal y temporal esta ecuacion es invariante sobre permutacién, por lo
tanto (4.11) es una relacion valida en general.

Para obtener la descomposicién del producto-T, de T{¢A (x )5 (x,)0 (x3)} multiplicamos
(4.11) por la derecha por ¢.(x;) y considerando ¢, >¢, >¢,, obtenemos la siguiente expresion:

T{6 ()85 ()80 (%)} == 6, (585 (x,) : b (x,) + (O[T {6, (5085 (x,)] 0 (x,)

Descomponiendo ¢.(x,) en sus partes de frecuencias positivas y negativas, y sustituyendo en
el primer término del lado derecho de la ecuacién anterior, obtenemos

T{¢A (%, )¢5 (x,)4c (xa)} =0, (x)P5 (%,) 1 87 (x3)+: 8, (X, )5 (x,) 2 B (x5) +

(OIT{¢A (%)@ (x, )H 0)5?5(: (x;).

El primer término del lado derecho esta ordenado normalmente, pero el segundo término no.
Para que sea ordenado normalmente, conmutamos (o anticonmutamos) sucesivamente g. (x, )

T4, (505 (5 (%)} = 6 (5, )y (5 ) (53) : +6, (5, O[T, (5, )e ()] 0) +

85 (O[T 18, ()8 ()] 0) + 8 (x5, YOI, ()8 (x,)§0),

para f, >t, >1,.

De esta manera, podemos generalizar para » factores, a saber

T{¢A (x;)P5(x,) Py (x, )} =0, (x)05(x,) 0y (x,) : +8,(x) -8y (x, )<O'iT{¢3 (%) (x5 )}i 0) +

830527~y (2 YOI 1, (5 )6 (5] 0) + 6 (x3)-+ 6y (5, XOIT g (v )65 (5D} 0) - (4.12)

Es decir, la suma del lado derecho contiene todos los posibles conjuntos entre pares
de operadores. Esta relacion es llamada el Teorema de Wick.

45 PROBLEMAS
1. Demuestre el Teorema de Wick (ecuacién (4.12)).

2. Demuestre que el operador de evolucién en la representacion de interaccion, es
dado por

Ult,ty)=1- fjdt,T{H, t)}+ (;32 idt, ]LdtzT{H, (t)H, (t,)}+--+

f ity oty £
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+ (—’2 jdtljdrz ...;I:dt"T{H[(r])...H[ @)+

3. Determine el Teorema de Wick en términos de productos normales con una
contraccion, con dos contracciones, con tres contracciones, y asi sucesivamente.
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CAPITULO V
DIAGRAMAS DE FEYNMAN
5.1 INTRODUCCION
En este capitulo vamos a estudiar graficos que permiten describir interacciones en la
electrodinamica cudntica, a saber, los diagramas de Feynman. Desarrollado por Richard

Feynman, permite estudiar las interacciones y propiedades de las particulas subatomicas.

Con este fin, estudiamos los propagadores para los campos complejos de Klein-Gordon, el
campo de Dirac y el campo electromagnético.

5.2 PROPAGADOR DE FEYNMAN
5.2.1 Propagador del campo complejo de Klein-Gordon
El campo complejo de Klein-Gordon, que describe particulas cargadas, es descrito por los

siguientes campos:

do =[Sk o )2 _(a(k)e™ +5 (B)e™),

§ ()= or )2 e (bye™ +a* (ke

donde a(k), a*(k), b(k) y b* (k) son los operadores de creacion y aniquilacién de particulas
y antiparticulas, respectivamente.

‘Los campos ¢(x) y é* (x) pueden ser descompuestos partes de frecuencias positivas y
negativas, es decir

§'(x)= f(z Gy 2w BV, (5.1)
§ (x)= J‘m‘—b (k)e™, (5.2)
" (x)= j(z Ty h(kye ™ (5.3)
$ (%)= j(z) it (kye™. (5.4)

Por otro lado, los operadores a(k), a” (k). b(k) y b* (k) satisfacen las siguientes relaciones
de commutacion:




lacey.a ()= 21 200,5° (& - &1, (5.5)

b).5* (k)|= (27)° 20,8 (k - &, (5.6)
lace),ace)=o, (5.7)
la=(ey.a ()=, (5.8)
b).6kn]=0, (5.9)
B+ &), 5+ &= 0. (5.10)

Usando las relaciones ((5.1)-(5.10)), podemos obtener las relaciones de commutacién
siguientes:

7+ + T - ds’k- —iwg (xg—x5) ik {Z-%'
b (x),9" (x )=IW #(H0730) g HAX=T) (5.11)
k
7~ +¥ ¢ . d3E iwy (x9—%h)  =ik-(F-3'
[¢ (X)g¢ (x )-Z—I—_(2”)320J e k(%o “O)e k(. ), (512)
k
B8 x)]=0,
.67 0]=0.
Introduciendo las siguientes definiciones
+ N s dSE —iwy (xp=xp) _ik-(Z-F")
A (x—x)-—:jme N (5.13)
- P SN i, TR PO Fu
A(x—x)::jme Ml WY (5.14)
podemos expresar (5.11) y (5.12) como
[g?*(x),gs*‘ (x')]= i (x—x"), (5.15)
b .8 @))=in -x). (5.16)

Ademas, haciendo uso de las definiciones (5.13) y (5.14), podemos obtener otra relacién de
conmutacidn, a saber

dslz h(%-%)
CrYo, .
k

Si hacemos uso de la siguiente definicion, 4

eo.é* )= sen(@, (x, - ), (5.17)
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4312 eiE-(R—f')
(2”)35’);:

A(x-x)=-| sen(w, (%, ~ %)), (5.18)

entonces (5.17) se reduce a

b(0).8* (x| = in(x-x).

Observamos que A(x—x") es una funcion impar, que satisface la relacion de commutacién

[ﬁ(x),;ﬁ(x’)]. Ademas, A(x—x") es una solucion de la ecuacién de Klein-Gordon, a saber
@,0" +m)A(x-x)=0.
De (5.18) para tiempos iguales tenemos el siguiente resultado:

Alx-x)=A(Z-%",0)=0. (5.19)
y como A(x-x") es una funcioén invariante de Lorentz, se puede verificar que la ecuacién
(5.19) es valido para todo el intervalo tipo espacio-tiempo, es decir para (x—x')? <0 ¢ indica
que los dos campos, con este intervalo de tiempo, conmutan. De esta manera, si el campo es un

observable fisico, las medidas de los campos en dos puntos, con una separacion tipo espacio no
deben interferir, lo cual es conocido como Principio de Causalidad.

—ta; (xg—%5)
Por otro lado, considerando las ecuaciones (5.13) y (5.14), se puede expresar =
a)k

como una integral de contorno en un plano complejo %,, para lo cual se toma en cuenta el
teorema de residuos de Cauchy, es decir:

—ioy (xg—-x3) 1 —ikg (xg—x5)

- [E dk,,
20, 27 c.(ky — @, )k, + @)

donde el contorno C*, es dado por la Figura 5.1:

FIGURA 5.1
CONTORNO C*.

4 Im Kk,

kn=‘? P X

&/ Re X,

io:c

Fuente: Autoria propia. '

2
k-0l =k>-m*. %
1
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Por lo tanto, A" (x —x") se expresa como:

. , 1 e—r'k(.r—x")
A (x-x)=-—7F [5—d'k.
(Qr)" k" -m

Asimismo, para el caso A™(x —x'), se obtiene la siguiente expresion:

1 g k(="

@2n)* d k? —m?

ANx-x)=- d‘k,

donde el contorno C~ se presenta en la Figura 5.2:
: FIGURA 5.2

CONTORNO C".
& In ko

Fuente: Autoria propia.

También, debemos mencionar que la funciéon A(x — x") puede ser representada por la siguiente

integral
1 e—ik(x—x")

Alx=x)=-—= *k,
( ) (2z)* ¢ k' —-m’
siendo el contorno C, dado por
FIGURA 5.3
CONTORNO C,.
llh h'
o
-0, +o, Re k,

- Fuente: Autoria propia. %
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A continuacién, vamos a estudiar la funcién (o propagador) de Feynman A, , la cual es de

mucha importancia en la teoria cudntica de campos, debido a la utilidad en el desarrollo de la
teoria de perturbacién covariante.

Por otro lado, de (5.15) se puede observar que A™(x—x") puede ser escrita como el valor
esperado del vacio de un producto de dos operadores de campos, es decir:

iA" (x-x') = (0}6(x) 6" (] 0)..
De la misma manera, de (5.16) tenemos que A (x —x") es dado por:

iA (x —x") = —(0|p" (x)$(x)]0).

Ahora, si definimos el Ordenador Temporal o Producto-T como (para bosones)

oy [#EETE), six, > x;
T{¢(x);¢ ( ')}_ L}*(x')qﬁ(x): Si x(', > X ,

donde esta definicién implica que los operadores son colocados de manera cronologica, con el
tiempo creciente de la derecha para la izquierda.

También, considerando la funcion de paso:

- ’
L, si xy>x,

B(x, —xa)={

el Producto-T puede ser escrito como:

. ' ’
0; 81 % >

T{p(x). 8" (¥)} = O(x, — x))(x)$" (') + O(x, — xo )¢ () $(x) .

Con estas consideraciones, podemos definir el propagador de Feynman A, como el valor
esperado del vacio del Producto-T, a saber

iAy(x—x) = (0T p(x) 87 ()] 0). (5.20)
Por lo tanto:
AF(J‘:_x,):{A"(Jn:—-x'), 8 %, Seach . (5.21)
-AN(x-x"), six;<x

SIGNIFICADO DE A, (x —x')

Observemos de (5.20) que para x, >x,, el valor esperado del vacio es dado por

(Ol 4" (x)
que fue creada en x', propagindose- hasta x, donde es aniquilada. En este mismo
razonamiento, para x, <x;, se tiene que el valor esperado del vacio es dado por

0) . De esta manera, se puede pensar que esta expresion representa una particula

<0|¢*(x')¢(x)| 0), la cual se puede interpretar de manera semejante, es decir, crea una

antiparticula en x se propaga hasta x" donde es aniquilada.
&



Estos eventos se pueden representar mediante la siguiente Figura:
FIGURA 5.4
(A, mxgs (Dxg 2%,

Trempo

v

Fuente: Autoria propia.

Las lineas punteadas representan la propagacion de la particula en la direccion de la flecha, a
saber, de x’ hasta x o viceversa. Por lo tanto A, (x—x"), o el valor esperado del vacio, se

puede comprender como un propagador que es conocido como el Propagador de Feynman para
las particulas del campo complejo de Klein-Gordon.

Por otro lado, también es posible representar A, (x —x”) en su forma integral, es decir:

1 —ik(x-x")
A (x—x")= d*k, 5.22
2 ) @) C'[k2 -m? ( )
donde el contorno C. es el siguiente:
FIGURA 5.5
CONTORNO C,.
L) i .l'.o
c’
~ % ,__('\ ’ "
YRS Re k,

Fuente: Autoria propia.

Para verificar que (5.22) lleva a (5.20), completamos en el caso x, > x; el contorno C;. con el

semiplano inferior y por tanto vamos a obtener que A, (x—x")=A"(x—x"). Lo mismo sucede
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si x, <x,, para la cual completamos el contorno C, con el semiplano superior y obtenemos
A(x—xN)=A(x~x").

Debemos mencionar que existe la otra posibilidad, en lugar de deformar el contorno como en la
Figura 5.6, podemos desplazar los polos una distancia infinitesimal £ del eje real y después
que la integracion fuera realizada, se toma ¢ —> 0. Asi, se tiene que

k*-m?=kl -0l -in,
donde 7 =2w,¢ es una cantidad infinitesimal. La figura en este caso, es dada por:

FIGURA 5.6
POLOS DESPLAZADOS.

4

hlmk‘,

(2

Fuente: Autoria propia.

de donde
1 J' e—ik(x—x") dd
Ar(x=x")= k.
B ) @m)' Lk —~m’ +in
Ahora, si definimos
1
K omi iy o

tenemos

Ap(x—x')= Ie""‘("‘*")AF(k)d“k,

Cr

@)

donde A, (k) es el Propagador de Feynman en el espacio de momento.

5.2.2 Propagador del campo de Dirac

El campo de Dirac describe particulas de espin % , y es descrito por los siguientes campos:

K



(j ’; ]'c" Z(b (K)u® (k)e™ +d; (k)v* (k)e™),

d k m ik —_ —ikx
(b, (k)u® (k)e™ +d, (k)v* (k)e™),
(2 ) ko azll2
donde u“? y v son los espinores de Dirac de energia positiva y negativa, respectivamente.
En este caso, los campos y(x) y ¥ (x) pueden ser descompuestos en sus partes de frecuencias

positivas y negativas, es decir

d’k m
@7)’ k, Z]b (B (e ™

d’k m e
Gy b, 2la B

—_—

d’k m
2k azud (k)v* (k)e™

d’k m o
27 szl:zb (W (Be™.

Ahora, usando las siguientes relaciones de anticonmutacion:

{b, (k),b5 (k)= 27) “a(k ~E8,,,

{a, (k),d2 (k)= (2z)’f;5(k 6.,

b, (k),b,, (k)} =0,

{d, k)., k)}=0,

{2 (k3,53 (k) =0,

{d: (0.4 (k}=0.
Determinamos los siguientes anticonmutadores:

m

i @7 b= 2

I
y como los espinores de Dirac, satisfacen:
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Zuf’(k)ﬁf’(k){” "‘*’"j ,

a=12

-]

a=1,2

va’(k)ﬁ"(k){”‘j‘m]

entonces (5.23) es dado por:

-
d'k o~k (x=%)

i .77 )= i7", +m), [

L

Ademas, la integral de la ecuacidén anterior, puede ser reemplazada por la ecuacién (5.13), es
decir:

{Wf+ (). (x')}z (i}’ﬂa,u T m)ijA+ (x-x).
Si generalizamos, obtenemos:

{wr .7, @ =is" (-2, (5.24)
donde

S (x-x")= (i}f”B# + m)A"(x -x").
De la misma manera, usando (5.14), obtenemos para v (x) y ' (x") el siguiente resultado:

.7 ()}=is"(x-x), (5.25)
con

S'(x—x')=(iy“6” +m)A’(x—x').

También, se puede mostrar que

v @.7 (")=0,

{y* 0.7 (}=0.
Los resultados anteriores, permiten obtener la siguiente relacion, a saber:

{w ), (x)}=iS(x-x",
donde
’ S(x=x)=S"(x-x)+S (x-x').

Asi, sustituyendo en esta ecuacion las formas explicitas de S*'(x—-x") y S (x—x'),

obtenemos:
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S(x—x")=(iy"d, +mA(x-x).
Sus formas integrales de S*(x—x") y S™(x~x") son:

' Yk +m .
S*(x—x)=- 14 [a ("2'“ Z)e‘“"”,

(27)" S k" —m

' “k +m .
S (x=x")=- 1 _..d"k(yz‘” z)e"‘(”),

(27)*

con los contornos C* y C~ siendo los mismos del caso de Klein-Gordon.

4 k®—m

Por otro lado, para el Propagador Fermionico de Feynman, definimos S, de la siguiente

manera:
iS; (x =x") = (O[T {y ()7 (x)}0).
Ademas, el Producto-T del campo de Dirac es definido por:

o TR, six > x;
Ll {- T, sixy>x,

y considerando, nuevamente la funcién paso, tenemos:

Tl (07 (x)} = ©(x, — x5 () (x) + O(x}, = x 7 (x V() -

Asimismo, de (5.25) observamos que

iS* (x —x") = (0l (x)7 (x")|0).
De la misma manera, para S (x —x") de (5.24) se tiene:

iS™(x —x") = —{0|7 (x" )y (x)]0).
Por lo tanto, usando (5.27), (5.28) y (5.29) en (5.26) obtenemos:

Se(x—x")= (fy"a# +m)AF(x-—x'),
y su forma integral es:

b

1 J'dnlk (y#k.ﬂ G m) e-ik(x-x')

Sp(x-x")=
l=ah Qn)' s K -m’+in

donde la integracion es sobre el eje real — o < k, < +c0, como en la Figura 5.

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

La integral (5.30) es conocida como el Propagador de Dirac, y en la Figura 7 se presenta el

Propagador del campo de Dirac en términos de los diagramas de Feynman.

A.



FIGURA 5.7
(@) x, >x,, PROPAGACION DEL ELECTRON DE x’ HASTA x

(b) x| > x,, PROPAGACION DEIL POSITRON DE x HASTA x'.

Trempo

v

Fuente: Autoria propia.

Si x, > x;, entonces el propagador (5.26) se convierte en (5.28) que puede ser interpretado

como la creaciéon de un electron en x’, propagandose hasta x donde es aniquilado. De la
misma manera, si x, < x;, entonces el propagador (5.26) se convierte en (5.29), y puede ser

interpretado como la emision de un positron en x, propagandose hasta x', donde es
aniquilado.

Observe, en estos diagramas, que la flecha sobre la linea del fermion esta dirigido del punto
asociado al campo ¥ en x' hasta el punto asociado a ¢ en x, es decir, se encuentra en la

misma direccidon del tiempo para los electrones y direccidn opuesta para los positrones.
5.2.3 Propagador del campo electromagnético

El campo electromagnético, el cual describe campos de radiacion, es descrito por el siguiente
campo:

(2 7 2k“§2§ (k)a (k)e™ +a*" (k)e™),

cuyas partes de frecuencias positivas y negativas son dadas por:

: d’k
4= | o )2k04§23 (ka* (k™ (5.31)

O P WA O (532)

2z’ 2k0 401,23

Ahora, usando las siguientes relaciones de conmutacion:

[a*(k),a*“* (k;)] :"—2(2”)3 kog™ 8% (k -k,



la* (k),a* (k)] =0,

la/h- (k)’az'(.‘+ (kr)J =0 ,
asi como las ecuaciones (5.31) y (5.32), tenemos

35
d k e—ik(x—x')

(40, 45 )= 2, T

[4; 0, 43 ()= g [ —— oy 2a),, fr)

l4; ), 45 ()=
|42 (), 45 (x| =0.

De esta manera, tomando en cuenta estas definiciones, tenemos que

[4, (50, 4, ()= igp [ —a— (2) D seno, (3, ). (5.33)

Mas ain, considerando (5.18) la expresion anterior puede ser escrita como:

|4, (x), 4,(x)] =D,y (x~ %7,
donde

D (x—x")=-g,Alx-x"). (5.34)
Ademas, como la representacién integral de A(x —x") es dado por

. 1 e—t’k(x—x")
A(Jc—x'):—(2 i ~d'k,
T & -—m

pero en este caso la masa del campo electromagnético, el foton tiene masa cero, asi (5.34) es:

D,y (x~x") = [im (-8 A~ x').

m->{

Ahora, siguiendo la metodologia de los casos anteriores, definimos le propagador de Feynman
del foton de la siguiente manera:

iAo (x = x) = (O[T {4, ()4, (x)]0).
Por lo tanto, siguiendo el mismo procedimiento para el calculo del propagador de Feynman en
el caso del campo complejo de Klein-Gordon, tenemos que:
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DF&,B (x-x")= lim(_gaﬁAF(x_x’))a

m—0

donde A (x—x") es dado por

A (x-x")=

—ik(x-x") 4
T Cj e A (k)d'k,

asi Ap,;(x—x") puede ser expresado como:

1

"~ 4  —ik{x-x"
Dyop(x=x") = G [d*ke™ D, k),
con
=~ 8ap
Dy, (k) = ,
rp (k) kK’ +in

conocido como el propagador del foton en el espacio de momento.

La interpretacion fisica es similar al caso del campo complejo de Klein-Gordon y en este caso
el propagador de fotén es representado graficamente por:
FIGURA 5.8
PROPAGADOR DEL FOTON.

(‘fl"xf\f\kf\fv(m

Fuente: Autoria j)ropia.

5.3 CAUSALIDAD

En la seccién anterior estudiamos los propagadores de Feynman para el campo complejo de
Klein-Gordon, el campo de Dirac y el campo electromagnético. Ademas, como dichos
propagadores son amplitudes de probabilidades de que una particula se crea en x’
propagandose hasta x donde es aniquilado. Asi, si suponemos que x, > x;, entonces,

Ap(x=x)=(0p" (.67 ()] 0) = (0] ()™ ()]0},
implica que surge un problema, a saber, que la probabilidad de propagacion de una particula
desde x’ hasta x con (x—x")? <0, es decir fuera de su cono de luz, no es cero sino que cae
exponencialmente para distancias grandes.

Por otro lado, es conocido que el principio de causalidad se cumple si €]l conmutador de dos
campos considerados en puntos separados por un intervalo espacial se anula, es decir
conmutan. Como ejemplo, vamos a determinar el conmutador para el caso del campo complejo

de Klein-Gordon cuando (x —x")? <0, a saber:

d3’; . I dSE.-

(27)’ 20,7 (27)* 2w, [(a(’z)e"fh +b"(iz)e”“‘),(b(k)e-:kx+a+(iz)eih)]’

&,

b6 )= |



{[a(E), 0" (E)]e—ik(x—x’) " [b+ ), b(E)kik(xﬂ") }’

d’k I d’k’

[¢(x), ¢ (x)] = J- 2r) 20,7 27) 20,

[0, ()] = (0} ()47 (x]0) — (0] () $(x)]0),
[#(),8(x)] = A —x) - A - ). (5.35)

Esta expresion indica que A(x —x") es la amplitud de probabilidad que una particula creada en
x' se propague hasta x, mientras que A(x'—x) es la amplitud de probabilidad de que una
antiparticula creada en x se propague hasta x’. Asi, si no existieran las antiparticulas se
violaria el principio de causalidad. Es decir, las dos contribuciones son necesarias y. como
tienen valores idénticos el conmutador (5.35) pueden anularse fuera del cono de luz, de tal
manera que no hay correlacion entre observaciones no conectadas causalmente.

También, debemos indicar que este resultado ha sido posible por que los campos escalares
satisfacen relaciones de conmutacién y no de anticonmutacién, de lo contrario el principio de
causalidad no se habria cumplido. Para el caso de los campos fermidnicos, ellos deben
anticonmutar para asegurar la causalidad.

54 TEOREMA DE WICK

Como estudiamos en el capitulo 4, el desarrolio de la matriz S llevo a la relacion (4.12), la cual
es conocida como el Teorema de Wick. Este muestra que se puede escribir los productos
temporales de campos como suma de ciertos productos normales de los mismos campos. De
esta manera se puede expandir el operador S en una suma de productos normales, que permite
desarrollar el célculo de sus elementos de matriz.

La expresion encontrada para el Teorema de Wick en el caso de N campos, es dada por:

T4, (608, () By (%)} = B4 (5B () By (5, 48, (%))~ (2, XOIT 16, (x,)d (x,)0) +

85 (6,)- By (5, O[T 18, (2D (x,)§0) + B (x5)-+ By (x, JOT {6, (%) (x,)JO) -+ (5.36)

Es decir, el producto temporal de N campos es igual al producto normal de estos campos, mas
la suma de los productos normales donde se ha hecho una contraccién entre cualesquiera dos
de los campos, mas la suma de los productos normales con dos contracciones entre
cualesquiera dos parejas de campos etc. Sin embargo, como estudiamos en la seccion (5.1), las
expresiones dadas para los valores esperados en el vacio representan los propagadores de
Feynman. De esta manera, si se considera un proceso donde intervienen campos complejos de
Klein-Gordon, o el campo de Dirac o del campo electromagnético, los valores esperados deben
ser sustituidos por los correspondientes propagadores de dichos campos.

5.5 DIAGRAMAS DE FEYNMAN

En el capitulo 4 se obtuvo la expansion de la matriz S en términos de valores esperados en el
vacio de productos de campos en la imagen de interacciébn ordenados temporalmente.
Asimismo, en la seccion anterior €l Teorema de Wick, es decir expresar los términos de la
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expansion S como una suma de productos normal, fue expresado en términos de productos de
propagadores de particulas entre puntos espacios temporales distintos x, # x;. En esta seccién

vamos a calcular el elemento de matriz para un cierto orden de la teoria de perturbacion, lo cual
lleva a los conocidos diagramas de Feynman, es decir una manera de interpretar los términos
~ en la expansion de Wick.

Por ejemplo, del Teorema de Wick para el caso de dos campos, tenemos que

T{¢A (x)8, (xz)} =10, (%, )d5(x;): +(0|T{¢A (x,)¢5 (x, )HO) > (5.37)
y como vimos anteriormente la amplitud (0|T{4,(x,)4,(x,)]0) es interpretado como el
propagador de Feynman, es decir:

(OIT {84 (x) 85 ()] 0) = iA 1 (3, — x,),
que describe una particula creada en x;, propagandose hasta x,, donde es aniquilada. Asi
(5.37) es escrita como

T{64(x )85 (52} =04 (305 () 4B (5, = ,),
ademas, observando que la diferencia entre T{¢ (%) 05 (xz)} y :¢,(x)¢#;(x,): es una funcion
numero-c dado por /A (x, —x,) entonces si tomamos los valores esperados ambos miembros
en (5.37), tenemos que

(0]: 4,(x )8, (x,):|0) =0,

asi,
(O[T {8, (x,)85 (x,)]0) = iA . (x, — x,).
De esta manera, una representacion grafica de la expresion anterior es:

<0|T{¢A (x;) 85 (xz)}IO) =y WS R e X, |

Para el caso de tres campos, tenemos
.T{¢A (%)@ (x5)9 (x, )} =10,(x))P5 (X)) (x5) 1+, (x, )(O[T{¢B (x,)8 (x; )}I O> +

85 (O[T 18, ()8 ()] 0) + b (2, YOIT 18, (x, )y (x,)]0).

para t, >t, > 1.

Ahora, tomando los valores esperados ambos miembros, tenemos que

<O1T{¢A (x))85(x)P: (x4 )}| 0> = (O| (9, (x5 (%) (x3) |O> + (0|¢A (x, )I O><OIT{¢ﬂ (x,)0c (x; )}‘ 0)

+ (016, (e, ] O)XOIT {8, (x)c (x:)]0) + (0] (x,)] 0)(OIT {6, (5, )iy ()} 0). y

99



<0lT{¢A (x)@ (x3)0c (x4 )}1 0> =0,

es decir, en este caso de tres campos no presenta diagramas de Feynman.

Para el caso de cuatro campos, tenemos

746 (5 )85 (5 )0 (5200 (5 )} = B4 (50 )5 (5 )0 () (0 )+, (5 )85 (5 XOIT e (5,0, (2} 0)
+ 85 (62 (2 )OI, ()0 (55)] 0) + 85 ()8 (x; XOIT 16 . ()8 (x,)] 0)
46,65 (E (O[T {65 (2 ) (50 0)+ 8, (58 (2, (O[T {6, ()6, ()] 0)
+ (e )5 (2 )(OIT W () ()] 0) + (O[T 16 (e )5 (5| )OI {9 ()8, (2} 0)
(O[T 16, ()0 (53) | ONOIT {5 (x, )8 ()} 0) + (O[T 4, (3 )8, () O)O T {5 (3, )6 (33} 0) .
asi, tomando los valores esperados ambos miembros, se tiene que
(OIT {60 (x )8 () ()8, (x)]0) = (O[T 16, (5, )5 (1) | OXOT {6 (58, (x, ) O)

(0T {6, (%, )80 () | OXOIT {8, ()8, ()} 0) + (O[T {8, () (3 )] ONO|T 4, (x,) (x;)]0)

o términos de los propagadores de Feynman:
(0|T{¢,q (x)85(x,)Pc (x3)8, (x, )}I 0) =TA L (X =X, iAo (X3 —x, )+ 1A L (X, —x3))iA (x, — X,)

+IAL (%) =% )iB (X, —X5),
cuya representacion grafica es

(OIT 16,50 (x:)c (38, (x,)]0) =

- x = n A x
A
= + . ]
i E " ‘

e x x, p A X Xy

En el ultimo grafico las lineas se cruzan pero no se intersecan. De esta manera, se puede
continuar y obtener los diagramas de Feynman considerando mds campos. Estos son los

diagramas de Feynman en el espacio de posiciones.
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5.6 REGLAS DE FEYNMAN

En la seccién anterior presentamos la interpretacion de los propagadores en términos de los
diagramas de Feynman, a saber, para el caso de cuatro campos, cuya representacion grafica es
sencilla. Sin embargo, para determinar los elementos de matriz de orden » se debe considerar
todos los diagramas de Feynman posibles de »n vértices. En este sentido, el célculo
perturbativo es muy complejo pero se puede obtener una forma sistemadtica a través de las
reglas de Feynman.

La mejor manera de entender es con un ejemplo sencillo. Ahora bien, como vimos, para el caso
de cuatro campos, se tiene

(O|T{¢A(xl )85 (X,)8:(x3)8) (%)}‘0) = iAFh(xl — X WAL (xy =X ) +iA (X — X3)iA (X, —X,)

+ibp (% =%, )iA p (x; = x3),
que representa una suma del producto de dos propagadores de Feynman.

De esta manera, siguiendo con la interpretacion de que el propagador representa la propagacion
de una particula, el tercer término del lado derecho se puede entender como un diagrama en el

que todos los puntos x; (i=1,2,3,4) estdn conectados a través del punto de interaccion. Si

continuamos a ordenes superiores observariamos que solo algunos términos contribuyen, y de
nuevo corresponderian a diagramas en los que todos los puntos estdn conectados entre si a
través de interacciones. Es decir, solo los diagramas conexos contribuyen a los procesos de
dispersion. En efecto, el patréon que emerge es que las contribuciones a la amplitud de
dispersion se pueden construir orden a orden en los diagramas de Feynman, donde solo
diagramas conexos contribuyen. Las conexiones internas corresponden con las interacciones y
se conocen como vértices. Estos vértices se unen con propagadores para formar el diagrama
completo. Es preferible considerar el espacio de momentos. Siendo mas explicitos, en el caso
que estamos estudiando las reglas en el espacio de momentos son:

a. Dibujar un diagrama hecho a partir de lineas que se juntan en vértices con estrictamente 4
segmentos.

b. Asignar un momento £, a cada linea.

c. En cada vértice entran 4 momentos. Imponer conservacién del momento en cada vértice y
afiadir un factor i4. '

d. Por cada linea interna afiadir un propagador de Feynman con el momento correspondiente

1

As(k)= :
r () k* —m® +in

e. Por cada lazo cerrado (loop) afiadir una integral al momento corriendo en el loop

1
G [d'k.
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f.  Multiplicar por el factor de simetria.

En resumen, siguiendo estas reglas podemos calcular en principio a un orden arbitrario en A,
ya que cada término en la expansion de la matriz S le corresponde un diagrama.

5.7 PROBLEMAS

1. Determine, en términos de los propagadores de Feynman, el ordenamiento temporal
para cinco y seis campos respectivamente.

2. Muestre, para el caso de los campos fermiénicos, que ellos satisfacen el principio de
causalidad. ’

3. Considerando las reglas de Feynman, grafique los diagramas de Feynman para el caso
de seis campos. ‘
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CAPITULO VI
PROCESOS ELEMENTALES EN ELECTRODINAMICA CUANTICA
6.1 INTRODUCCION

En este capitulo, comenzamos la aplicacion en Electrodinamica Cudntica, es decir el estudio de
las interacciones entre el electrén, su antiparticula el positron y el foton. De esta manera, el
proposito del presente capitulo es estudiar los procesos elementales de interacciones entre las
particulas antes referidas en el régimen relativista. Para lo cual, debemos considerar los
diagramas de Feynman.

6.2 REGLAS DE FEYNMAN DE LA ELECTRODINAMICA CUANTICA

Como estudiamos en el capitulo anterior, para determinar los elemenios de matriz de orden n
de la matriz S debemos considerar todos los diagramas de Feynman posibles de » vértices
que tengan como lineas externas al lado izquierdo las que correspondan a las particulas
presentes en el estado inicial y que tengan como lineas externas al lado derecho las que
corresponden a las particulas en el estado final y a continuacion tomar en cuenta las reglas de
Feynman. :

Siguiendo las reglas de Feynman, las consideraciones que se deben tener en cuenta para
obtener los diagramas de Feynman cuando se estudian procesos en Electrodindmica cudntica
son:

a.  Para cada vértice considerar un factor iey“.

b. Para cada linea de foton interno, se debe considerar el factor,

—-grxﬂ
k* i

+in

1D, (k)y=1

asi como un momento &, es decir.

(@ k
LIS T (ﬁ)

¢.  Para cada linea interna del fermion, considerar el factor,

iSp(p)=i——e——,
P,y —m+in
ademas, un momento p, a saber:
P
L » [

d. Para cada linea externa, considerar:



e Para cada electron inicial: u,(p),

P » -

e Para cada electrdn final: %, (p),

e Para cada positrén inicial: v, (p),

A
[ ]

P

e Para cada positron final: v,(p),

e Para cada foton inicial: ¢, (k)

(@)
| YAV VAW Way

e Para cada fotén final: £, (k)

(. aVaVaVaWaWd

Los factores de espinores para cada linea de fermion son ordenados, de tal manera que de
derecha a izquierda, ellos aparecen en la misma secuencia de la linea del fermién en la
direccién de la flecha.

Para cada loop cerrado de fermidn, se toma en cuenta la traza y se le multiplica por un
factor (-1).

Los 4-momentos asociados con las tres lineas que se encuentran en cada vértice satisface
la conservacion de energia-momento.
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h.  Multiplicar la expresion por un factor de fase &, el cual es igual a +1 (-1) si el namero de

intercambios es par (impar) en la vecindad de los operadores de fermiones requerida para
escribir los operadores de fermiones en el orden normal correcto.

6.3 PROCESOS ELEMENTALES

En esta seccion iniciamos la aplicacion del Teorema de Wick en la expansion de perturbacién
que llevaré al conjunto de todos los posibles elementos (f|S|i) de la matriz S, para una

hamiltoniana de interaccion dada.

Para la Electrodindmica Cuantica la hamiltoniana de interaccidn es dada por:
H =—e:y(x)y“4,(x)y(x):.

De (4.7) consideramos la matriz S expandida como:

§=¥'8",
n=0

donde

§'= (:2 -La”xl_-‘;)ddx2 "'_'dean{H;(xJH; (x)++ H, (x,)}.

Para el caso #» =1, tenemos:

St = Td“x,T{H, (x)}

St = _Td"x,T{— ey (x) )y A, (x yw(x) }
Considerando el Teorema de Wick, tenemos que:
_Td“xﬁ{— e T )" A, (W) = e [ d*x, -7 ) A, (e wx,) -
A continuacion escribiendo cada campo en sus frecuencias positivas y negativas, obtenemos:

S'=—e[d'x g (0" 4 (x ) () +e [dxy ™ ()T (%) 4 (x,)
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—eId“xltﬁ'(xl)}/‘fA;(xl)t,u*(xl)—eId4x|'/7_(x|)Y#W_(xl)A;(xl)

= eJ‘d“xl‘/?“(xl)A; (xrfy ™ (x) - ejd‘xll;—/-(xl )7”1‘1; (x)w ™ (x))

Ahora, considerando los resultados anteriores, se debe hacer la interpretacion de cada una de
estas integrales, los cuales nos llevaran a los diagramas de Feynman. De esta manera, tenemos:

Primera integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
positrén, un electrén y un fotén. El diagrama correspondiente es:

_ FIGURAG6.1
ANIQUILACION DE UN FOTON Y UN PAR.

Fuente: Autoria propia.

Segunda integral: La interpretacién de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
positrén, un fotdn y se crea un positron. El diagrama correspondiente es:

_ FIGURAG62 '
ANIQUILACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN POSITRON.

4 X

Fuente: Autoria propia.

Tercera integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
positron, un electrén y se crea un fotén. El diagrama correspondiente es:
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, FIGURA 6.3 ,
CREACION DE UN FOTON Y ANIQUILACION DE PARES.

Fuente: Autoria propia.

Cuarta integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x; se aniquila un
positron, se crea un positron y un fotén. El diagrama correspondiente es:

, FIGURA 64 ’
CREACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN POSITRON.

X1 Y

Fuente: Autoria propia.

Quinta integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
electron, un fotdén y se crea un electrén. El diagrama correspondiente es:

- FIGURA 6.5 ’
ANIQUILACION DE UN FOTON Y DISPERSION DE UN ELECTRON.

X
Fuente: Autoria propia.

Sexta integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
fotén y se crea un electrén y un positrén. El diagrama correspondiente es: /{Q
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i

, FIGURA 6.6 ,
ANIQUILACION DE UN FOTON Y CREACION DE PARES.

€

Fuente: Autoria propia.

Sétima integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se aniquila un
electrén y se crea un electrén y un foton. El diagrama correspondiente es:
FIGURA 6.7
ANIQUILACION Y CREACION DE UN ELECTRON Y UN FOTON.

Fuente: Autoria propia.

Octava integral: La interpretacion de esta integral indica que en el punto x, se crea un

positrén, un electrén y un foton. El diagrama correspondiente es:
~ FIGURA 6.8
CREACION DE UN FOTON Y UN PAR.

+

e
Fuente: Autoria propia.

Debemos indicar que todos los procesos descritos anteriormente no suceden en la naturaleza,
toda vez que ninguno de ellos conserva la energia y el momento del proceso fisico, en la cual

se tiene que k% =0 para un fotény p® = m® para fermiones. De esta manera, tenemos que

(8] =o. | 7%



A continuacidn, vamos a considerar el término a segunda orden en la matriz S, es decir

( ’)2 Td X, _[d4x2 H ey e

2
i
i ) I d'x, j d‘x,T {-ew(xl)yu (e W )X —e T ()7 Ay (2 (5,)}
Usando el Teorema de Wick, en la expresion anterior obtenemos:

2 =™ o
—e P 7 .o
§* == [d'x [d'x T O)r " A, Ow DT )Y Ay (e () -

i 2@ %2

Zei ja”x] Id4x2 :!17(3‘71)7#14# (xw (x) ¥ (x, )}’ﬁA,g () w(x,) -
—e’ % 4 I 4 — — 8

ot [t )y 4, w ()T )y Ag (e )y (32 -
—82 2 4 4
T2 [t [, 7 00r A, G IT )y Ay (e () -
—e’ T 4 N 4 — — B

ot [t Oy A, o w ()T Gy Ay () () 1 -
—e’ 7 4 ° 4 — _— 8

[ Ty A, 0w DT )y Ay Gy (x3)

g

—_ 2 e
=[x, [dh, Ty A, )W () Ty Ay () (x,) 1 -

5 2]
v

ot [t ) A, e )T ) Ay () (6)
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La interpretacion de estos términos, nos lleva a concluir que para el primer caso no representa
ningin proceso real, de la misma manera que los procesos descritos para n=1, con la
diferencia que ahora es en dos puntos independientes, a saber x, y x,.

La segunda y tercera integral son términos idénticos, el cual se prueba permutando los
operadores

7067 A, (6w (e )T (e )y Ay (e () =

w(xy)y" A, (x,)w(x,) ¥ (x, )}/ﬁAﬂ (x )y (x,).

Haciendo x, <> x, en la tercera integral y sumando el resultado con la segunda integral, se
obtiene

S =—e? [d'x, [d*x, 767" 4, (e w ()T ()y” Ay (e (x,) -

—c0

Esta relacion tiene una contraccion de fermiones, que es dada por el propagador de Feynman
para el campo de Dirac y corresponde a un fermion virtual.

Para hacer una interpretacion de la expresion anterior, consideramos primero £, </, caso en €l
cual podemos imaginar un electron virtual que se propaga de x, hasta x,. Ahora, para 1, <7,,
indica que un positrén virtual se propaga de x, hasta x,. Si unimos estos dos casos, tenemos
un fermién virtual que se propaga de x, (asociado a i ) hasta x, (asociado a ). Ademas,

tiene dos operadores de fermiones y fotones contraidos. Estos aniquilan o crean particulas en
los estados iniciales y finales, llamados particulas externas.

A continuacién escribiendo los campos w(x), w(x) y A(x) en sus partes de frecuencias
positivas y negativas, obtenemos:

7 () )P A, (e D (x)T (3P Ay (3w (x,) =
S
v (x, )7‘”14; (%, )J’ﬂA;; (e ™ (% )iS g (x, —x;) —
()Y (x, )?’”A; (x, ):VﬁA;J (x,)iS 5 (x) —x,) +
+ 7P Ay (e ) A ()T ()" (6)iS e (%, = x,) =
-y (x, )7ﬂA;z(x1)‘/7+ (x))7" A, (x)iSe (%, —x,) +
P A G A G ) G (6, (5, — ) -

—w ()" 4, (x, )’7*(%)?’!’1‘13 (% )iSp (x, — x,) +
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+ 71 A, (x)y? Ap ()T (e T (IS g (3, —x,) =
— (2 AL ()77 AR (6,7 (3)iS e (3, — x,) +
+ @ () AL (x )y P AL ()T (x)iS s (3, — x,) +
+ 7 () A (x))y A (3)iS e (3 — x,) +
+ 7 (x)y 7 Ag (e )y AL (e T (6,)iS g (6 — %) +
7 () (x)p7 Ay ()" Ay (%)iSp (%, = x,) +
+ @ ()" A, ()P Ap ()" (%,)iS 5 (x = x,) +
+ () AL ) () P AL ()i (3 — ;) +
S ) A e ()i ( — )+
7 (X7 AL (27 Ay (e (3,)iS (35— %,) +

T ()7 AL ()P A5 (e (IS 2 (%, — x,) (6.2)

Como es 16gico, vamos a escoger de estas expresiones aquellos que describen procesos fisicos
reales.

DISPERSION COMPTON.

Para estudiar este proceso considerainos ! estado inicial ’le' ,1y>. Ademas, debemos tomar en

cuenta la parte de frecuencia positiva de w(x,), ¢l cual aniquila el electrén inicial y de la parte
de frecuencia negativa de y(x,) que crea el electron final. Lo mismo para 4, (x,} y 4;(x;).

De esta manera, los términos que contribuyen son dados por las siguientes expresiones:

S, == [d'x, [d'x,7 (x)r"iSe (x, = x,)7" 4, (=) 4, (e 0" (%),

Sy = e’ Id4x1 J‘ddlej_ (x )7 iSg (x, — xz)}’ﬁA,; (x )A; (v (x,).

-

Los correspondientes diagramas son:
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FIGURA 6.9
DISPERSION COMPTON.

~

Y

¥
Fuente: Autoria propia.

DISPERSION COMPTON PARA POSITRONES.

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial }Ie+ ,1}/). Ademas, debemos tomar en

cuenta la parte de frecuencia positiva de {7 (x,), el cual aniquila el positrén inicial y de la parte
de frecuencia negativa de w(x,) que crea el positron final. Lo mismo para 4, (x) y 4,(x,).

De esta manera, los términos que contribuyen son dados por las signientes expresiones:

Sy = e J.d4x1 fd“xzw’(x. )J’ﬂisr (x, - xz)J’ﬂA;(xl)A; (x)7 " (x,),

Sy ==e [d'x, [d*x,p (e)p"iSp (v, =3, 07" A, (x) AL (27 (%)

Los correspondientes diagramas son: %
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~ FIGURAG.10
DISPERSION COMPTON PARA POSITRONES.

53
A

Fuente: Autoria propia.

ANIQUILACION DE PARES

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial }le* ,1e’> ;

El término que contribuye es dado por la siguiente expresion:

0

S, = - Iddx, Id"sz;(x, YW HiS e (x, — x, )7”,4; (x ) ()" (x,),

-0

El correspondiente diagrama es:

13
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FIGURA 6.11
ANIQUILACION DE PARES.

Fuente:* Autoria propia.

CREACION DE PARES

Para estudiar este proceso consideramos ¢l estado inicial [I ¥, y) :
El término que contribuye es dado por la siguiente expresion:

Sy = =€ [d'x, [d* 5,7 (0 "iS - (x, ~ 007" (1) AL (x) 45 (x,).

El correspondiente diagrama es:

FIGURA 6.12
CREACION DE PARES.
i
A
Sy = Xy
e+
v

Fuente: Autoria propia. /@

14



A continuacion consideramos el cuarto término de (6.1), a saber:

2 ® -]
o [t ) A, Oy )T () Ay (e xa) -

85 =

Observemos que esta expresion tiene cuatro operadores de fermiones no contraidos, de esta
manera el proceso que describe es dispersion fermidén-fermidén. Asimismo, el término de
contraccion foton-foton es el propagador de fotén.

Como en el caso anterior, escribimos los campos ¥ (x), w(x) y A(x) en sus partes de
frecuencias positivas y negativas, es decir:

W (x )}’#Ap L(x1 W (%) (x, )71;14%(3‘2 W(x;)=

T ()" ()T (27w (2,)iDp (x, — %,) —
—y ()P T )T () (x))iDg (%, — X,) +
7Oyt e Oy ()iD g (1 — X)) +
+ T (x)y W (e (37w (3D, (%, — X,) -
—y ()T ()T (x)y P (0,)iD e (x5 = X,) =
—y ()Y ()T () (15D, (1 — X,) +

W)y "y )P )y w T (%,)iDg,p (xy —x,) +

w7 )W () (6D, (xy - xy) +

7 )Py ()T )y "y (6,)iDg, (x5, = %,) +

7 () ) () ()iDp (5 = ;) =
~F T )Y (x0)y Y (6D (3, — x,) +

V)7 T )T )y y (0)iDg,, (1 = xy) +
7 (x)r"w e (x)y Py (%,)iDg, 5 (x, = X,) —

¥
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- (xDriv (v (x, )7ﬂ¢’7+ (x, )iDF,uﬂ (x, —x,)+
Wn(xl)y#w-(xl)J_(xZ)yﬂW+(x2)iDFpﬂ (% —x;) =

-y (x )7#':7-(x1)'f7-(x2)7ﬁ!/j-(x2)fDF,uﬂ(xl — %)

De estas expresiones, escogemos aquellos donde los términos contribuyen a procesos fisicos
reales, por ejemplo:

DISPERSION DE MOLLER

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial |le‘ e~ ) :

En este caso, el término que contribuye es: -
ez @© . 0 . k
S :E J.d Xy jd Xz‘/f_(xl)i"uv/_(Iz)y/+(xl)y’gy/+(x2)fDm8(xl -X,).

Ahora, debido a que los electrones son particulas idénticas, vamos a identificar a los electrones
iniciales y finales como 1,2 y 1',2"respectivamente. De esta manera, de la expresion anterior

tenemos cuatro términos que contribuyen al proceso, sin embargo estas cuatro contribuciones
constituyen dos pares que son diferentes por el intercambio de las variables x, <> x,. Por lo

tanto, considerando solo uno de estos pares y multiplicando el resultado por 2, tenemos que los
términos que contribuyen son: '

* 2 © ©
e . . R . .
S, = Pl _[d4x1 Id4x2§1’|' (x)7 "Wy (x)y, (x{)?’ﬂ‘ffz (%3 01D, (X, — X35,

2 ©
€ S— J— + + 5
Sy = _E Id4x1 Id4x2¥’1' ()7 Wy (x))w, (xl)}’ﬂ(f/:z (x,)iDg,p(x, — x;) .

Donde, el signo negativo es debido a la estadistica de Fermi, en la cual los campos son
antisimétricos, con la permutaciéon de los electrones finales. De esta manera, los
correspondientes diagramas son:

£
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Sin embargo, la segunda y tercera integral constituyen un par que son diferentes solo por el
intercambio de las variables de integracién x, <> x,, es decir, representan un mismo diagrama.

Lo mismo sucede con las otras dos integrales. De esta manera, consideramos solo S, y S,,,

las cuales serdn, multiplicadas por 2, obteniéndose:

Sy ==e* [d'x, [d*x, 7 (x)r"y ™ )T (5)r"y " (6)iDp (x, - x,),

Sy = [d'x, [d' %7~ )"y ()T ()7 w* (6,)iDyp (x, — x,).

-0

Asi, los correspondientes diagramas son:
FIGURA 6.14

DISPERSION DE BHABA.

Fuente: Autoria propia.

DISPERSION POSITRON - POSITRON

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial \le" ,le*) .

En este caso, el término que contribuye es:

2 © o
e - - —— — .
§ = Y] Id“xl Id4le// )7 W ()T (x )" (x2)iD 5 (%, = X5) .



Este caso es similar al estudiado en la dispersion de Moller, de este modo los términos que
contribuyen son:

Sy = —e’ Id4x1 jdd-x;zwl7 (xDy w o () (xl)},ﬁy72+ (xz)iDFyﬁ (X, =x,),

-

Sy = +e’ Id4x1 jd4x2§”;(xz)7ﬂv/§ (xDw (%, )7'6‘7; (x; )iDF'.uﬁ'(xl —-X).

-

Asi, los correspondientes diagramas son:
~ FIGURA 6.15 '
DISPERSION POSITRON - POSITRON.
1!

Sy =

Fuente: Autoria propia.

A continuacién, vamos a considerar el quinto y sexto término de (6.1). Este caso, es similar al
del segundo y tercer término, por lo tanto tenemos el siguiente resultado:

Sz = ¢ [a'x, [d'x, (e A, W ()T ()7 4y (e () (6.3)

N

g

Esta expresion tiene dos operadores de fermiones no contraidos, por el cual se tiene dos
procesos, es decir, un fermion en el estado inicial y final, que puede ser un electrén o un
positron.

Del integrando de (6.3), tenemos _ %
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iy (x)r" A, (x)y(x, )W(xz)}'ﬁAﬂ () (x,) =

|

n's

‘?/ﬂ(xl)?#isﬁ (x, _xz)YBW+(xz)iDFyﬁ (x, —x,) -
=y (x)r"iS, (x, _x2)7p’7+(xl)iDFpﬁ(xl -x;)+
¥ (x))y"iS e (x, -x,)7%w " (x, NDp 5 (x, —x,) +

v (x)y"iSp(x, —x, )7)6'/’7 (x,)iDyg,p (x; —x;).
Como antes, de estas expresiones escogemos ¢l término que contribuye al siguiente proceso:

AUTOENERGIA DEL ELECTRON

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial lle’) . Este caso, se tiene:

Sy == [d'x, [d' %, (e)p"iSy (5 = x,)7 W (2,)iDp,p (%, — %)

La interpretacion de esta expresion, indica que las propiedades de un electréon libre se
modifican debido a la interaccién con el campo electromagnético. Una consecuencia de esta
interaccion, el electron libre se convierte en un electrén fisico. En esta situacién, la masa del
electrén fisico es diferente respecto del electron libre, razén por la cual, la energia del sistema
cambia.

El diagrama correspondiente es:
FIGURA 6.16 )
AUTOENERGIA DEL ELECTRON.

e X, X e
Fuente: Autoria propia.

Considerando ahora el sétimo término de (6.1), tenemos:

ol G LA Y A EA T CO AR HENZENES

S3 =

— -
—

del cual, se obtiene: . /Q
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Wy (x )},ﬂA,u(."xl W (%) (x, )}’ﬁAﬁ (x )y (x,) =

% ]
g

— 08 (x; = %, )7"iS (%, = %, )y Aj (%)) 4] (x,) -
— S (%, — x )y iSp (%, — x,)y” A5 (x,) A4} (x,) -
—i8 (X, = x, )y "iS o (x, —xz)y”A;(ic])A; (xy)~
=Sy (2, = %,)r*iSp (%, = %)y " 4, ()45 (x,).

El término que contribuye a un proceso fisico es:

AUTOENERGIA DEL FOTON O POLARIZACION DEL VACIiO

Para estudiar este proceso consideramos el estado inicial |1 }/).

Este caso, se tiene de las expresiones anteriores que el segundo y tercer término contribuyen a
este proceso. Ademas, observe que dichos términos son diferentes por el cambio de variables
de x, <> x,, en otras palabras, representan el mismo diagrama. De este modo, tenemos:

Sy =€ [d*x, [d'x,iSp (x, - %)7"iSp (x, - %,)7" 4, (x,) 45 (x,). (6.4)

Debemos indicar, de acuerdo con (6.4), que el fotén puede crear un par virtual electron-
positréon, que luego es aniquilado, como consecuencia de la interaccion del campo
electromagnético con el campo del electron-positron.

El correspondiente diagrama es:
FIGURA 6.17 )
POLARIZACION DEL VACIO.

Fuente: Autoria propia.

Para terminar el estudio de la aplicacion de la matriz S a segunda orden, vamos a considerar el
octavo término de (6.1), es decir:

2 ® ©

e — s

S:; = Y _l.d4x; Id4x2 :W(xl)}’#A,u(xl)V/(x1)U/(x2)7pAg(xz)W(xz):-
t-m -0

[ v
v

: g
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Como se concluye inmediatamente de esta expresidn, no existen lineas externas en
consecuencia, no produce ninguna transicion. Ademas, el estado inicial es '0), razén por la

cual al diagrama correspondiente se le denomina del vacio. Asi, de la expresion anterior, se
tiene:

2 = @
e ' ' -
S = 2! 'I-d4xl J.daleSF (xy =x)7"iD,5 (% =X, )?’ﬂISF (0 = Js

cuyo diagrama es:
FIGURA 6.18
DIAGRAMA DEL VACIO.

Fuente: Autoria propia.
6.4 EL PROPAGADOR Y LOS ESTADOS DE POLARIZACION

En el proceso de cuantizacién del campo electromagnético de manera covariante se
consideraron cuatro estados de polarizacion, dados por los vectores £“(k,A) los cuales
satisfacen las siguientes relaciones de ortonormalidad y completitud:

£)(k, Ae" (k,A'y=-1,5,,,
donde 5, =-1lyn =1,n,=1,n, =1,

n.e" (k, e” (£, ) = ~g" .
Asimismo, sea 6* un vector tipo temporal, el cual satisface 8,0 =1y 6° >0. Asi,

" (k,0)=6*,
representa el vector de polarizacion escalar. En lo que sigue llamaremos £*(k,3) el estado de
polarizacién longitudinal en el plano & -k si ¢, (k,3)0* =0 y &y (k,3)e* (k,3) =—1, de este
modo:
k* —(k&)0"

JkOY -k

Los otros dos vectores de polarizacion, a saber los transversales, £#(k.1) y ”(k,2) vamos a

e (k3) =

considerarlos ortogonales entre si y perpendiculares al plano 8 -k, tal que

e, (k,De* (k,A)=~6 .,
donde =12y A'=12.
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6.5 POLARIZACIONES DE LOS BOSONES VECTORIALES

En los procesos de la electrodindmica cuantica estudiados, esta presente el foton, el cual es un
boson vectorial no masivo, posee dos estados de polarizacion transversales. Si por ejemplo, se

considera un sistema de referencia tal que £ = (®,0,0,®), se tiene que
g“(k,1)=(0,1,0,0),

| £*(k,2) =(0,0,1,0),
son lineales, mientras que

g*(k,L) = (0,cos8,isend,0),

g” (E,R) = (0,cos8,—isend, ),
son elipticas.

Ahora si sumamos sobre los estados de polarizacién, obtenemos:

> e, (k,De, (k,A)=-g,, +4,,

A

donde,
1 00 O
0 00 O
A, = 3
2 0 00 O
0 0 0 -1

- Asi, debido a la invariancia de gauge, 4, puede ser dejado de lado, de tal manera que la

amplitud en un proceso de electrodindmica cudntica donde se tome en cuenta un fotén externo
de momento k puede escribirse como:

Mk, A)=e (k, ))M*(k) .

~ Para el caso de un boson vectorial masivo, tiene tres estados de polarizacion, a saber uno
longitudinal y dos transversales. En este caso el sistema de referencia que se elige es en reposo,

es decir £* =(m,0,0,0) y los estados de polarizacion son dados por
g” (k,1) = (0,1,0,0),
g*(k,2) =(0,0,1,0),
£*(k,3)=(0,0,0,1).

Del mismo modo, al caso anterior si sumamos sobre los estados de polarizacion, obtenemos:

A
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2, B (k, e, (k,A) = -8, +4,,,
A
donde,

v

o o o =~
o o o <9
o o o @
oo o ©

en el sistema de referencia en reposo.

6.6 LA SIMETRIiA DE CROSSING Y LAS VARIABLES DE MANDELSTAM

En los procesos estudiados de la electrodindmica cudntica, se presentaron casos de integrales
que tienen la misma contribucién por el cambio de variable x, <> x,. Similarmente se tiene
que existen elementos de matriz que estdn relacionados mediante la simetria de crossing, es

decir la matriz S es la misma reemplazando los momentos convenientemente.

Por otro lado, para poder describir la cinemética de los procesos de dos cuerpos es conveniente
definir las variables de Mandelstam, las cuales permitiran la aplicacién de la simetria crossing.

Por ejemplo, si tenemos dos procesos descritos por:

1+2->3+4,
. 1+3 52 +4,
se tiene que
ki,k, = p,, Py,
y considerando la simetria crossing, tenemos
ky,—p, = —k,, p,.

Ahora, definiendo las variables:
s =(k '*']‘72)2 =_(p1 + P_z)z,
t=(k, _Pl)z =(p, _kz)z’

u=(k _p2)2 =(p, _kz)z,

entonces, haciendo k, <> —p,, se obtiene de la simetria croossing:

(s,t.u) <> (t,5,u).

De esta manera, se puede comprobar que s+¢+u es igual al cuadrado de las masas de las

cuatro particulas externas.

Vg
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Por ejemplo, de los procesos anteriormente estudiados tenemos que la dispersion Bhabha tiene
simetria de crossing con la dispersién de Moller, es decir:

6.7

Bhabha: e*e™ —» e*e” por simetria crossing s <> u se tiene Moller: e"¢” —>e7e”,

Otro caso, es la dispersion de Compton con aniquilacion de pares, es decir:

Compton: e”y —» ey por simetria crossing s <> ¢ se tiene Aniquilacion: e'e™ — yy .
PROBLEMAS

Para cada uno de los procesos estudiados, en segunda orden de la teoria de perturbaciones,
en la electrodindmica cuéntica, encontrar las amplitudes de transicion de un estado inicial a

otro final.

Siguiendo la metodologia para el estudio de procesos en electrodinamica cuéantica a
segunda orden, determine los diagramas de Feynman para cuarta orden.

Discuta si para los procesos elementales estudiados para electrodindmica cuantica, existe
simetria de crossing.
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CAPITULO VII
CORRECCIONES RADIATIVAS
7.1 INTRODUCCION

En este capitulo, se estudia los métodos de regularizacion sobre las integrales divergentes
consecuencias de la teoria de perturbaciones aplicada a los procesos de la electrodinamica
cuantica en las interacciones entre el electron, su antiparticula el positréon y el foton.

7.2 CORRECCIONES CUANTICAS: LOOPS

Para estudiar los diferentes procesos en la electrodinamica cuantica, se considerd teoria de
perturbaciones en la representacion de interaccién. Esto llevo a interpretar integrales en los
diagramas de Feynman. El desarrollo perturbativo se realizo en la carga del electron. Sin
embargo, la teoria de perturbaciones también puede ser realizada en términos de la constante
de planck, es decir de %, lo cual permite estudiar efectos cudnticos.

Para justificar esta afirmacion, debemos recordar que cuando se realiza la cuantizacién de

campos escalares, la relacién de conmutacién de los operadores de creacion y aniquilacion es
dada por:

latp).a* (p)]= @2 ns* (p- Y.

De la misma manera, cuando se determine los propagadores de Feynman, se obtiene:

1 ih .
S (x-x")= d* g PleF)
r( ) (27:)45[ pl-m’+in

Ademds, en cada vértice de interaccion de los diagramas de Feynman se debe introducir una
potencia de 7, debido a que la accidn tiene dimensiones de # y de esta manera el operador de

evolucion en el argumento de la exponencial tiene un término 47" .

En este contexto, cada propagador introduce una potencia de 4 y cada vértice un %', Asi, el
estudio del nimero de loops se puede discutir en términos de las potencias de # en un
diagrama de Feynman. De esta manera, en un diagrama que tiene / lineas internas y V
vértices, entonces si L representa el numero de loops, la relacion entre ellos es:

L=1-V+1.

Asi, como cada propagador tiene una potencia de % y cada vértice de %', entonces en un

diagrama conexo con L loops, la dimensién tiene orden de %™ =#"". De esta manera, un
desarrollo considerando loops, corresponde a un desarrollo en potencias de 7.

7.3 DIVERGENCIAS ULTRAVIOLETAS

Una consecuencia de considerar teoria de perturbaciones en la Electrodindmica Cudntica es el
surgimiento de las divergencias ultravioletas o de grandes momentos. Para esto observemos
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que en el estudio de los diagramas de Feynman los propagadores tienen las siguientes
expresiones:

“k,4m)y .
SF(x_xr)z l - Iddk (i,_ ﬂ'2 ) e—rk(X—X),
(2r)" ¢ kT -m +in
' 1 —ik(x-x"
Dy (x—x") = S [d‘ke ™D, (K),
donde
Pra )= 3 sin

Ahora, en cualquiera de los casos y como los momentos toman valores desde cero hasta el
infinito, entonces para grandes momentos (k — <) estas integrales no son bien definidas, es

decir se tendran integrales divergentes.

Este es un tema de controversia para la teoria perturbativa de la Electrodindmica Cudntica. Una
solucion a esta dificultad de la teoria es el tratamiento de regularizacién, que veremos en la
siguiente seccidn.

7.4 REGULARIZACION DE DIAGRAMAS DIVERGENTES

En la seccion anterior se observo las dificultades surgidas de considerar teoria de
perturbaciones en la Electrodindmica Cuéntica, a saber integrales divergentes. En esta seccion,
vamos a presentar métodos que van a permitir, de algun modo, que estas integrales divergentes
sean finitas introduciendo un pardmetro de regularizacién. Este procedimiento matematico no
es unico, en realidad existe una variedad de métodos de regularizacion, y las integrales
regularizadas dependen del formalismo considerado. Sin embargo, cuando la teoria original es
restablecida, los resultados fisicos finales seran independientes del método de regularizacion
utilizado.

En general, una vez que se obtienen las integrales regularizadas se observa que las mismas no
estdn de acuerdo con las exigencias de invariancia, como son la de Lorentz, de Gauge,
rotacional, etc. En consecuencia, un criterio tomado en cuenta para obtener una regularizacién
adecuada es aquella que preserva tantas simetrias fisica cuantas posibles.

En lo que sigue vamos a presentar tres métodos de regularizacion: Método de Cut-Off (corte),
Método de Pauli-Villars y de Regularizacion Dimensional, para un caso especifico: la
polarizacidn del vacio, en la aproximacion de un loop.

METODO DE CUT-OFF (CORTE)

Este método es el procedimiento mas simple y méas antiguo, en el cual la regidon de grandes
momentos es aislada en las integrales divergentes. En este caso, la invariancia de traslacién es
quebrada y en consecuencia un cambio del momento en la integral modifica el resultado.
Ademas, la invariancia de Gauge no se preserva en este procedimiento de regularizacion.
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El caso de la polarizacion del vacio, fue estudiado en el capitulo anterior. Ademas, recordando
que la amplitud de transicion desde un estado inicial a otro final, es dado por:

3

M | (7.1)

(fI8*(r = nfi)=(2m) 5(k—k)(2 5 (2k )2

donde

2

Tri(p+m)y®(p—k+m)y”
M =clk )[ Jatp— Tt mr -k rmy’] Js;}(k), 72)
@2r)* (p" —m” +in)(p—-k)" -m" +in)
es llamada la amplitud de Feynman para el proceso de polarizacion del vacio.

Observemos que la integral es cuadraticamente divergente cuando p — «, debido a que la

integral puede ser expresada aproximadamente como:
2 g4

pdp ..

j ——=limp

p—ro

El método indica que una manera de regularizar esta integral es multiplicandola por le factor de

convergencia:
2

2 2y =X 2
il

donde A es el pardmetro de cut-off. Observe que para grandes valores pero finitos de A la
4

dp
6

integral se comporta aproximadamente como j y de este modo para p grande es bien

definida y convergente, pues:

Por otro lado, definiendo

. Tr((p+m)y®(p -k +m)y”’
Rﬁ(k2)=J‘d4p 2_((}Z .);V (P_ A )}2’ )' ,
(p"—m” +im)((p-k)* —m* +in)
se tiene que:
2
e A (k)R (k?)ek (k)-
Asimismo, vamos a definir, la expresion

N =Tr((p+m)yy*(p-k+my”),
N? =4(p™(p” —-k’)- g% p-(p—-k)+ p" (p™ —k*) + m*g™).

De esta manera, la expresion regularizada es dada por: E
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of _sa ¢
pr(kz):.[ddp 2 2 ad 2 2, . ( -,-A 2] :
(p"-m" +im(p-k)" —-m" +in)\ p~-A

Ahora, usando la expresion:

1
(a, +(a, —ay)x+(a, —a,)y+(a, —al)z)‘t ’

L _ra | dxj dyfdz.
0 0

a,4,4,a, °
con g, =((p-k)' -m*), a, =(p* -m’), a, =(p* -A’) y a; = (p” - A’), se obtiene:

Naﬂ
pt =2pk(l -x) “kix+ kP —-mt +(m? - A)y)* '

R¥ (k%)= A‘r(4)|[dxj dyfdzjd‘ P

A continuacién hacemos el cambio de variable:

p'=p-k(l-x),
y debido a la isotropia y homogeneidad del proceso en el espacio-tiempo, tenemos entonces:

" 1 [} ]' aj f &
pep? =78 2 (o).

Asi,

(-48%p? =2k kP x(1 - x) + g¥x(1 - x)k* + m*g™)

e
(P’ +k*x(1 - x)+ m* —(m* = AH)y)* (7.3)

R (k%)= 4A‘F(4>i dxj dyT azfd*p
o 0o 0

Observe que la integral en p’ tiere dos singularidades en el plando complejo de p,. Para evitar
esta dificultad hacemos una rotacién de 90° alrededor del origen del plano complejo de py,

conocida como la rotacién de Wick. En este contexto se tiene que py =ip,, d*p'=id‘p’ y

paz - _p;2 )
Usando,
j‘ dp = in? I'(n-2) ] T ity
( ) +t+in)" I'(n) (t—qz)”'z’ =9, .
P Pq
[ Bl _ jpI0-D_ a4 (1.5)
( 242 +t+in)" I"(n) (r—qz)”""‘ : s
P Pq
J prptd’p _;2T(n=3)2n-3)4"q" +U-q)e” ., (54
(p? +2pg+t+in)" 2T () (-7 . on2
Se tiene,
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—ic Tr(p+ A" (p—E+A)r")
(PP - +in(p-k) - AL +in)
donde los A, son las correspondientes masas de los campos fermidnicos considerados.
Ademés, deben satisfacer las siguientes relaciones, que aseguran que el integrando puede ser
expresado como #

€ +€; =1,
C,A +C,A, =m’.

Ahora, como en el método anterior:

R“”(k’)-jd‘ i
: P —m rin(p-ky -m* +in)’
y usando:
1
= [a
b1 (b+(a b)x)?’
entonces,

N
? - 2pkx+ k*x—-m?)? '

|
PE™= | de)d’
R()'([I "o

A continuacion hacemos el cambio de variable:

p'=p-kr,
y nuevamente debido a la isotropia y homogeneidad del proceso en el espacio-tiempo, tenemos
entonces:

pep'’ = 43”(p3{

Asi, se obtiene que

4(-Lg®p? —2k°k’x(1-x)+ g¥x(1 - x)k* + m*g*)
(p"? +k2x(1-x) - m?)> '

1
R (k)= [ax[d*p’
0
Haciendo una rotacion de Wick y considerando coordenadas esféricas en el espacio

cuadridimensional, se tiene que

9? X
(m* —k*x(1 - x))

1
R¥ (k*) = ghn(szijdx(—(k“k” - g”%kHx(1-x)In
0

+ -;—6?2 ~ %g“ﬁkzx(l —x)-—%ng"ﬁ +2x(1-x)k%k?)).

Por'lo tanto,
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92
(m* —k*x(1-x))

1
R (k*) = lim(87 (k" k* -g“ﬂkz)j‘x(l — x)dxIn
0

6* 8

=~ s ~Cg i —eory
(AT —k"x(1-x)) (A5 =k x(1-x))

)

Asi, tenemos que

Arii ; m
R (k*)y=——(k*k? — g% k*)(—6| x(1 — x)dx1 +
k) =——( g¥k*X !ﬂ L oy

2 2
+C,In A, +C, !nA—,)s
m- m-
0
47’ AP m’
RP (k) =——(k°k” - g k*)(In— - 6| x(1 - x)dxIn ; (7.4)
(k) ="~ gk Y(in— !ﬂ R — i)

Observe que el factor (k°k” — g®k?) garantiza la invariancia de Lorentz. Como en el caso anterior

el término divergente sera absorbido por los llamados contra términos en el proceso de
renormalizacion.

REGULARIZACION DIMENSIONAL

La idea de este método, es manteniendo el integrando fijo, una integral multiple se puede
convertir en convergente si se reduce el numero de integrales. Por e¢jemplo, las integrales
cuadridimensionales linealmente divergentes pueden ser finitas, si el espacio-tiempo fuera de
dos dimensiones. En esta regularizacion la dimension del espacio-tiempo es fijadaen D <4 y
luego se sustituye en la integral cuadridimensional divergente por una integral D dimensional
convergente.

Este método de regularizaciéon no viola ninguna invariancia fisica excepto que el espacio-
tiempo no es cuadridimensional.

Continuando con el ejemplo de la polarizacion del vacio, tenemos que

Tr((p+m)y*“(p-k+m)y”) :
(p* -m* +in)((p-k)* —m* +in)

Raf:‘(kZ):Idap

N =4(p*(p” k")~ g“ p-(p-K) + p* (p* ~ k") + m’g™).

En este caso, para regularizar consideramos la siguiente integral:

Wy 8
Rlaﬁ(kl):“'dﬂp T"((P"‘"’-‘)?’ (P E+m)?)

(PP -m?* +in)(p-k)* —m® +in) %
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Usando:

L-fa
ab (b+(a (b+(a-byx)?’

]
entonces,

N¥
(p® —2pkx + k?x—m*)?

1
R (k*)=[dx[d”p
Q
A continuacion hacemos el cambio de variable:
p=p-kx,
pep?=—g% (),

se obtiene:

2

1 af
Q, 2g [+d r p
RP (k) =4[ (F=—-g*)dx[d"
7 (k%) {« 58| e e

—x(1 - Zkakﬂ’ aﬂk 2 _af !) ! P'z . 78
+ (=x(1 - x)( N s O

Para reducir estas expresiones, usamos:

J' q'd"q :i(—l)“"ﬂ'%A%H—a QF(a——g—l) (7.9)

(q° - A)° , 2 @

d’q a DI(@-3) -9
—t = (] ; 7.10
e - e
y obtenemos, '
R,"ﬁ(k2)= W(k aph _ aﬂkz)jdx 2x(1 - x) = (7.11)
@) o (—k’x(-x)+m*)"7

Ahora, para la expresién regularizada, restamos del integrando de la relacion anterior el
término con &k =0, es decir:

4:1' iT2-2)

Raﬁ kz =
, (k°)= rQ).

2 (k°k” - k%) x,

1 ]
(~k2x(1-x) + m>)*F  (m?)**

x ij(I — x)dix(

/%133



y usando la siguiente relacidn, para expandir la expresion entre paréntesis, a saber

2 3
(xlna) +i(xlr;a) .

a*=l+xlna+

]

obtenemos para D =4:

kzx(lz— x))‘
m

1
R? (k*)=8in* (k°k” - g""kz)jxa ~ x)dxIn(1 -
0

Debemos indicar que esta expresion no presenta términos adicionales como en los dos casos
anteriores. De esta manera, podemos decir que el método de regularizacion dimensional es el
mas adecuado para la regularizacién de la divergencia ultravioleta en el caso de la polarizacion
del vacio.

7.5 RENORMALIZACION DE LA ELECTRODINAMICA CUANTICA

En la seccion anterior presentamos tres procedimientos de regularizacion para el caso de la
polarizacién del vacio. Observamos que dos de los métodos estudiados presentan en las
expresiones regularizadas términos adicionales divergentes, como mencionamos ellos son
absorbidos en un proceso de renormalizacion.

La idea de esta técnica, renormalizacidn, es aislar las divergencias, que posteriormente son
reinterpretadas como redefiniciones de no observables o renormalizaciones de la masa, la carga
y constantes de acoplamiento de la teoria. Debemos indicar que esto no puede ser realizado en
todas las teorias de campos cudnticos.

Tales teorias, en el cual todas las divergencias pueden ser absorbidas en la renormalizacion de
la masa, carga y constantes de acoplamiento son conocidas como teorias de campos
renormalizables.

7.6 PROBLEMAS

1. Demostrar a partir de la relacion (6.4) que la amplitud de transicion desde un estado inicial
a otro final, es dado por (7.1).

2. Demostrar la relacion (7.7) a partir de (7.3), considerando (7.4), {7.5) y (7.6).

3. Demostrar la relacion (7.11) a partir de (7.8), considerando (7.9) y (7.10).
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VI. APENDICE

Contiene Figuras que han sido elaborados por el autor del proyecto, segin se indica:
. Figﬁra 5.1: Contorno C*.

e Figura 5.2: Contorno C".

e Figura 5.3: Contorno C,.

e Figura$54: (a) x, > x5, (b) x5 > x,

e Figura 5.5: Contorno C,..

o Figura 5.6: Polos desplazados.

e Figura 5.7: (a) x, >x,, Propagacion del electron de x’ hasta x |
(b) x| > x,, Propagacion del positron de x hasta x'.

e Figura 5.8: Propagador del Foton.

e Figura 6.1: Aniquilacién de un fotén y un par.

e Figura 6.2: Aniquilacion de un fotén y dispersion de un positron.
¢ Figura 6.3: Creacion de un fotdn y aniquilacion de pares.

e Figura 6.4: Creacion de un fotdn y dispersion de un positron.

» Figura 6.5: Aniquilacion de un fotén y dispersion de un electron.
e Figura 6.6: Aniquilacion de un foton y creacion de pares.

e Figura 6.7: Aniquilacion y creacion de un electrén y un foton.

e Figura 6.8: Creacion de un foton Y un par. |

* i?igﬁfa 6.9: Dispersion Compton.

e Figura 6.10: Dispersion Compton para Positrones.

e Figura 6.11: Aniquilacion de pares.

e Figura 6.12: Creacion de pares.

o Figura 6.13: Dispersion de Moller.



Figura 6.14: Dispersion de Bhabha.

Figura 6.15: Dispersion Positron - Positron.

Figura 6.16: Autoenergia del electrén.
Figura 6.17: Polarizacion del vacio.

Figura 6.18: Diagrama del vacio.
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VIL. ANEXOS

Contiene Tabla de los propagadores de Feynamn considerados en el desarrollo del presente
proyecto de investigacion, segun se indica:

+ Tabla 1.1. Propagadores de Feynman.
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Tabla 1.1: Propagadores de Feynman.

Propagador de
Feynman del
campo complejo
de Klein-

Gordon

1
(2n)*

Ie-r‘k(x-«x")AF(k)ddk

A(x-x)=
. Ci

Propagador de
Feynman del

campo de Dirac

1 J‘d4k (yﬂk,u +m) e—z‘k(x—x’)

Se(x—x")=
A Cm* " TR -m’+in

Propagador del
campo

electromagnético

1
@n)’

Dyp(x=x") = [d ke D, (k)
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