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RESUMEN

En la presente investigacion se ha disefiado un texto que oriente adecuadamente el
desarrollo teérico-practico para-el curso de Dinamica no Lineal el mismo que es el
primer curso del area curricular de Fisica Teodrica Computacional correspondiente a
la Escuela Académico Profesional de Fisica de la Facultad de Ciencias Naturales y
Matematicas de la Universidad Nacional del Callao es por ello que este trabajo de
investigacion persigue los siguientes objetivos:

a) Desarrollar un texto de ‘DINAMICA NO LINEAL Teoria y Problemas con
programas computacionales”, en forma didactica y sistematica que permita al
estudiante aplicar 1a Dinamica no Lineal a diferentes sistemas. ‘

b) Complementar los conocimientos teéricos adquiridos en la asignatura de
Dinamica no Lineal, y ampliar su aplicacion al estudio de los fendmenos regulares y
cadticos usando los métodos inductivo, deductivo y sintético.” ,

c) Darle al alumno la mejor preparaciéon actualizada con técnicas que le permitan
distinguir si un sistema tiene un comportamiento regular o caético.

d) Iniciar a los alumnos al método cientifico de comprobacién de hipétesis, a traves
de las aplicaciones practicas con el uso de un ordenador, y familiarizarse en el uso
de métodos computacionales.

Por otro lado en este trabajo de investigacion se usa el método inductivo al usar
programas computacionales, los resultados de comportamientos de sistemas no
lineales en el tiempo. Asimismo se uso el método deductivo, sintético.

En los resultamos encontramos que no solamente la teoria basta, si no presentar
aplicaciones con programas computacionales, !a dinamica de sistemas no lineales
presentan estructuras fractales que es mejor abordarlo dinamicamente y no
geométricamente. |
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MARCO TEORICO

El Caos Determinista se presenta en diferentes ramas de la Fisica, como la
Dinamica de Fluidos, Dinamica de cuerpos rigidos, Mecanica Cuantica,
Electrodinamica, Mecanica Estadistica, entre otros.

En los textos que tratan sobre el Caos Determinista o la Dinamica no Lineal tal

como Eugene J. Saletan(1998) en su libro Classical and Dynamics: A
Comtemporary Approach , solo nos proporciona fundamentos teéricos de sistemas
dinamicos no lineales compuestos por arreglos de muelles desde el enfoque clasico,
mas no presenta otros tipos de aplicacion.

Por otro lado Antonio Rafiada (1990) nos presenta los fundamentos teéricos muy
resumido , con aplicaciones sencillas y con resultados graficos, sin detallar o hacer
mencion a las técnicas numéricas usadas.

Robert Hilborn(2000) en su obra Chaos and Nonlinear Dynamics: an introduction for
scientists and engineers, solo nos presenta aplicaciones con resultados graficos sin
ningin programa computacional. Otros autores también desarrollan solo la parie
tedrica de los sistemas no lineales sin que presenten los programas

computacionales disefiados en el lenguaje cientifico fortran.



MATERIALES Y METODOS

Materiales

En el presente trabajo se ha hecho desarrollo tedrico de los fundamentos de la
Dinamica no Lineal, asi como también la simulacién computacional de casos
concretos; razon por to cual, se ha utilizado los siguientes materiales:

= Software cientifico Fortran 90

= Software Matlab versién R2007b

= Textos especializados

= Articulos Cientificos.

s Computador Pentium IV

Métodos

Los métodos usados en la discusion de los temas en cada capitulo son:

-Inductivo porque establecido los signos pruebas de Caos se puede determinar si
un sistema dinamico tiene comportamiento regular o caético.

-El deductivo, cuando simulamos el comportamiento lineal para periodo de tiempo
relativamente corto, podemos deducir la conducta regular del sistema para intervalos
de tiempos grandes. _ _ N

-Aplicamos el método sintético, porque se analiza el sistema no lineal con los
- diferentes métodos, como son espectro de potencia, exponente de Lyapunov,
funcién de correlacion en cada una de ellas aplicamos técnicas computaciones y
luego integramos los resultados para finalmente concluir si presenta-
comportamiento regular o cadético el sistema. |




CAPITULO 1: Movimiento Regular y Caético, y Teoria de 1a Estabilidad.

El plano de fase dado un sistema dinamico compuesto de dos estados:

dx1
E' = f]_(Xl,xZ) !xl(o) = x01
dx2
r i fo(x1,x2) ,x,(0) = x0,

La simulaciéon dinamica del sistema producira como resultado dos vectores x1(f) y
x2(f). Si en vez de graficar x1 6 x2 contra el tiempo, graficamos x1 contra x2 (siendo
en este caso el tiempo un parametro) obtendremos el asi llamado, diagrama de fase,
‘tal como se muestra en la figura 1 para el caso del oscilacién de un péndulo , como
para la oscilacion de un péndulo amortiguado.[4]
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Figura N°01: Diagrama de Fase de Osciladores Lineales. Saletan Eugene



= N

i

\‘l—

hY

.'l -\ n

Y Yo

En este caso la unica curva que presenta el diagrama anterior corresponda a la
@ ae S IR CEEI | . 5 Pw ot = ut . e e s ;
evolucién dinamica de x1 y x2 partiendo de una sola-condicién inicial -representada

por xo1 y x02. El dlagrama de fase ésta’ compuesto por una familia de’ curvas tales

. -‘I' - ‘,

como las descntas antenormente
Para completar el diagrama de fase se debé simular-él!sistema original de
ecuaciones partiendo, en ‘¢ada caso: de ‘condicionés iniciales 'diferentes: x(0), y
graficando 1a'respuésta obtenida: En (a figlra 2 se muestra un ejemplo d& un'posible
diagrama de fase. ' B

En esta grafica el punto”" representa las coordenadas asociadas a‘cada condicion:
inicial; la punta de flecha sobre las trayectorias represénta el sentido de la evolucion
dinamica dé los sistema. El diagrama ‘anterior podria representar, por ejemplo, la
evolucién dinamica de un sistema que posee un Unico estado estacionario (el cual
esta localizado en el origen de coordenadas).[4]
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Figura N°02: Diagrama de Fase con un tnico punto de equilibrio. Fernadez, Carlos

El dlagrama de fase de L;g sustemﬂaﬂd:‘rl?!n;oo_'qg\ hneal que presenta 3 estados
estacionarios podna estar representado por una figura como Ia mostrada en [a fi igura
3; donde los estados estacionarios del sistema estan representados por los puntos
1,2 y 3.Puede observarse claramente que los estados estacionarios 1 y 3 son

estables; mientras que el estado estacionario 2 es inestable. Dependiendo del punto
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Figura N° 4: Espacio de Fase para el Oscilador no Lineal. Saleman, Eugene.
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CAPITULO 2: Sistemas Integrables y no Integrables

2.1. SISTEMA REGULAR Y CAOTICO

En el desarrolio del presente curso se demostrara que un sistema reguiar es aquel
que no es sensible a la variacion de las condiciones iniciales. En este tipo de
sistema, establecidas las condiciones iniciales se puede determinar sus estados
futuros o pasados. Contrariamente, el sistema irregular o caédtico es aquel que es

sensible a la variaciéon de las condiciones iniciales.
2.2. TEORIA DE LA ESTABILIDAD

Se entiende como estabilidad de los sistemas dinamicos cuando se aplica pequernas
variaciones en las condiciones iniciales o en cualquiera de las variables que
intervienen en la ecuacibn del movimiento producen un comportamiento
suficientemente similar al comportamiento sin dichas perturbaciones, es decir no es
sensible a las variaciones de las condiciones iniciales. Para sistemas deterministas
descritos por ecuaciones diferenciales la estabilidad del dicho sistema de ecuaciones

obviamente implica la estabilidad del sistema.[1]

Como se sabe un sistema dinamico auténomo es descrito por un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma:

Xu = u (%), k=1,..,m

De modo que m = 2n, si es que corresponde a un sistema de n grados de libertad.

12



Caso de los Sistemas Autéonomos Lineales

La estabilidad de puntos fijos de r ecuaciones diferenciales lineales autébnomas
puede ser analizado el usar los valores propios de la transformacion lineal

correspondiente.

Dado un campo lineal del vector en Rn entonces el vector nulo sera:

» asintético w-estable si y solamente si para todo el A de los valores propios de
A:Re(A) <0

« asintético a-estable si y solamente si para todo el A de los valores propios de
A:Re(A)>0

« inestable si existe un A del valor propio de A con los res (A) > 0

Los valores propios de una transformacion lineal son las raices del polinomio
caracteristico de la matriz correspondiente. Un excedente del polinomio 'R en una
variable se llama a Polinomio de Hurwitz si la parte real de todas las raices es
negativa. Criterio de la estabilidad de Routh-Hurwitz es una condicién necesaria y
suficiente para que un polinomio sea un polinomio de Hurwitz y se puede utilizar asi
decidir a si el vector nulo para una ecuacion diferencial auténoma linear dada es

asintotico w-estable.[1]
Caso de los Sistemas Auténomos no Lineales

La estabilidad de puntos fijos de ecuaciones diferenciales autébnomas les puede ser
analizada por la linealizaciéon del sistema si el campo asociado del vector es

suficientemente liso.

Dada C1-campo del vector en Rn con el punto fijo p y dejando que J(F) denote una
Matriz de Jacobian de F en el punto p, entonces p es:

« asintotico w-estable si y solamente si para todo el A de los valores propios de
J(F): Re(A) <0

13



« asintotico a-estable si y solamente si para todo el A de los valores propios de
JF):Re(A)>0

2.3. SISTEMAS INTEGRABLES Y NO INTEGRABLES

Se entiende como sistema integrable a aquel cuya ecuacion de movimiento es
reducible a cuadraturas, en otras palabras es posible encontrar fa solucién general
del sistema realizando un namero finito de integraciones e inversiones de funciones.
Tenemos por ejemplo el sistema compuesto por una particula sometida a un

potencial central, entre otros.

Opuesto a los sistema integrables, estan los sistemas no integrables, los cuales
tienes tienen como ecuaciones de movimiento a aquellas que no se pueden reducir
a cuadraturas. Sin embargo, no es facil afirmar que un sistema es no integrable,
porque a veces sucede que por el hecho de no conocer el método de reducir su
ecuacion de movimiento a cuadraturas no significa que no exista. De todas maneras
podemos afirmar que existen sistemas que no son integrables.

Debe precisarse que lo genéricos son los sistemas no integrables y los integrables
solo son una parte pequefia del universo de las ecuaciones de movimiento. De ahi la
importancia de la Dinamica no Lineal. [2]

Tipos de comportamiento

Los dos tipos de sistemas dinamicos sefialados refleja diferencias profundas en la
estructura de las soluciones en cada caso. Consecuentemente, hay dos tipos de
comportamiento:

a) En este primer caso estan los sistemas cuya ecuacion de movimiento tienen
solucién general exacta 0 aquellos sistemas cuya ecuacion de movimiento se
puede conocer con cierto margen de precision en todas las variables para
cierto tiempo t. En este ultimo caso el esfuerzo para determinar la solucién no
depende de t.
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b) En este segundo tipo de comportamiento es completamente diferente, porque
para encontrar la solucién aproximada de la ecuacion diferencial de un
sistema no integrable no se encuentra un algoritmo finito, es decir el nimero
de operaciones para determinar la solucién numeérica crece con el tiempo N(t),
creciendo también el error de calculo mas de prisa que t. Todo ello ocurre
cuando la inestabilidad juega un papel importante de modo que mantener una
precision cuesta cada vez mas esfuerzo de calculo numérico.{2]

Ejemplo de aplicacion

Simular computacionalmente un péndulo simple, con una masa suspendida de
m=0.05 kg y una longitud de 0.5 m. Al péndulo se lo hace oscilar desde un angulo
inicial theta= 45° = (45w /180°) radianes y con una velocidad angular inicial omega=
0 rad/s. Determinar los diferentes estados por el cual pasa la masa hasta el tiempo
t=10 seg. Representar los primeros datos numéricos y sus graficas para lo

siguiente:.
a.- La graficathetavst, yomegavst
b.- La grafica Energia total vs tiempo.
c.- La grafica de la trayectoria de la masa.
Solucién:
v
n i
—r X
15 ;
m=0.5 Ke

Figura N2 05: Péndulo . Saletan Eugene
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De lo expresado en el enunciado del problema se tiene que la masa mencionada
tendra una posicion inicial como la que se muestra en la figura. Por lo tanto,
determinaremos las ecuaciones de movimiento del cuerpo utilizando las ecuaciones

de Lagrange, las cuales son:

donde, J=1,2,...,n ( n es el numero de grados de libertad) y L=T-V es la Lagrangiana
del sistema. Asi, para nuestro caso, la energia cinética T y la energia potencial V de
la masa, es:

T =-m(@+y?); V=mgy

Las coordenadas de la posicion y sus derivadas, para cualquier instante, en forma

implicita, son:
x = Isen®; % = 10cosO
y = —lcos; ¥y = 18sen®

Por tanto, la Lagrangiana en términos de la coordenada generalizada g = 8 queda

expresada de la siguiente forma:

"1 :
L(8,8) = Emlzez ~ mglcos@
La ecuacioén de Lagrange para la unica coordenada 8, por ser el pénduifo simple un
sistema de un solo grado de libertad, es:

doL oL _

dtgg, a6;

Lo que nos conduce a determinar la ecuacion de movimiento para el péndulo simplie,
sin ninguna restriccion para el angulo inicial. Esta es:

16



9+%sen8 =0

Para resolver numéricamente esta ecuacion diferencial hay que realizar en ella un
cambio de variable que lo convierta en un sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden. Tal cambio es:
f=ow
W= —%sen@

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas, donde la
variables dependientes a determinar seran 8 y w. Aqui la variable independiente t
aparece implicitamente.

La solucion numérica de este sistema de ecuaciones se obtendra utilizando el
método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden. Para ello, se utilizaran las rutinas
rkd.for, rkdumb.for. Asimismo, se usara el programa principal xrkdumb.for el cual
utiliza la rutina derivs.

La primera rutina no ha sufrido modificacion alguna. A la segunda solo se le ha
cambiado el valor del parametro NSTPMX, el cual a tomado el valor de 1000 en
lugar de 200. El valor numérico de este parametro define el nimero de pasos
maximo en la integracién. Asimismo, este parametro debe coincidir con el valor de
columnas de! arreglo bidimensional y(50,1000). Lo mismo sucede para los arreglos
unidimensionales x (1000), xx (1000}, yy (1000) y E (1000), todos ellos deben tener
el numero de componentes igual a NSTPMX. Todo ello garantiza el funcionamiento
de las rutinas con su programa principal que se presenta a continuacion. Si se desea
variar el numero de pasos de integracion hay que maodificarlos en todos ellos y

deben ser iguales.

El sistema de ecuaciones sera programadas en ia rutina derivs, donde se debe

tener en cuenta lo siguiente:

17



dydx(1) : Representa la primera derivada de la primera variable, respecto a
la variable independiente (en nuestro caso 8 = Z—‘:).

dydx(2) : Representa la segunda derivada de la segunda variable, respecto a
la variable independiente (en nuestro caso w = %‘:—).

y(1): Representa el valor de la primera variable (en nuestro caso 6)
y(2) : Representa el valor de la segunda variable (en nuestro caso w)
x: Representa la variable independiente (en nuestro caso t)

Dado que nuestro sistema e ecuaciones no depende explicitamente del tiempo, en la
rutina derivs se ha considerado x=x, a fin de que esta variable se use y no genere
conflicto. También dentro de esta rutina se ha definido los valores numeéricos de g y
L

Por otro lado, en el programa principal, xrkdumb se ha definida NVAR, que no es
otra cosa que el numero de ecuaciones diferenciales de primer orden que compone
el sistema a resolver. En nuestro caso alcanza el valor 2, porque nuestro sistema
esta compuesto por 2 ecuaciones. Asimismo, se han definido las siguientes
variables:

x1: Representa el vator inicial de la variable independiente (en nuestro caso t;)
x2: Representa el valor final de la variable independiente (en nuestro caso t)

vstart(1): Representa el valor inicial de la primea variable dependiente (en nuestro
caso 6)

vstart(2): Representa el valor inicial de la segunda variable dependiente (en
nuestro caso w)

h: Representa el paso de integracion (en nuestro caso h=0.01)

18



EL PROGRAMA COMPUTACIONAL

PROGRAM xrkdumb
INTEGER NSTEP,NVAR
PARAMETER(NVAR=2)
INTEGER i
REAL x(1000),x1,x2,y(50,1000),vstart{NVAR)
REAL xx(1000),yy(1000),E(1000),m,l,g,h
COMMON /path/ x,y
EXTERNAL derivs
OPEN(5,FILE="archiv.dat)
OPEN(10,FILE="trayectoria.dat
OPEN(15,FILE='Energia.dat’)
x1=0.0 ! Tiempo inicial
vstart(1)=3.416"45./180. ! Theta inicial
vstart(2)=0.0
h=0.01
x2=5.0 :
NSTEP=(x2-x1)/h 'Numero de pasos o numero de pares de valores
call rkdumb(vstart, NVAR,x1,x2, NSTEP derivs)
write(5,'(/1x,19,a,117 a,t31,a/)") ', Theta','Omega’
m=0.05
I=0.5
g=98.8
do i=1,NSTEP
=i
E(j)=0.5"m™((1I"2)*(y(2.j)**2))-m*g""cos(y(1.J))
XX(J)=r"sin{y(1.)))
YY(J)=t"cos(y(1.)))
write(5,'(1x,f10.4,2x,2f12.6)") x(j),y(1.)).y(2.))
write(10,'(1x,§10.4,2x,f12.6) )xx(i),yy (i)
write(15,'(1x,f10.4,2x,f12.6))x(j).E(j)
end do
END

SUBROUTINE derivs(x,y,dydx)
REAL x,y(*),dydx(*).g,!

X=X

g=9.8

1=0.5

dydx(1)=y(2)
dydx(2)=-g"sin(y(1))/

return

END

SUBROUTINE rkdumb(vstart,nvar,x1,x2,nstep,derivs)
INTEGER nstep,nvar, NMAX,NSTPMX

PARAMETER (NMAX=50,NSTPMX=1000)

REAL x1,x2,vstart(nvar),xx(NSTPMX),y(NMAX , NSTPMX)

19
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EXTERNAL derivs
COMMON /path/ xx.y

INTEGER i,k
REAL h,x,dv{iNMAX), v(NMAX)
do 11 i=1,nvar
v(i)=vstart(i)
y(i,1)=v(i)
continue
xx(1)=x1
x=x1
h=(x2-x1)/nstep
do 13 k=1,nstep
call derivs(x,v,dv)
call rk4(v,dv,nvar,x,h,v,derivs)
if(x+h.eq.x)pause 'stepsize not significant in rkdumb’

x=x+h

xx(k+1)=x

do 12 i=1,nvar

y(i,k+1)=v(i)

continue
continue
return
END

SUBROUTINE rk4(y,dydx,n,x,h,yout,derivs)
INTEGER n,NMAX
REAL h,x,dydx(n),y(n),yout(n)
EXTERNAL derivs
PARAMETER (NMAX=50)
INTEGERi
REAL h6,hh,xh,dym(NMAX),dyt(NMAX) yt(NMAX)
hh=h*0.5
h6=h/6.
xh=x+hh
do11i=1,n
yt(i)=y(i)+hh*dydx(i)
continue
call derivs(xh,yt,dyt)
do12i=1,n
yt(i)=y(i)+hh*dyt(i)
continue
call derivs(xh,yt,dym)

20



do 13i=1,n
yt(i)=y(i)+h*dym(i)
dym(i)=dyt(i)+dym(i)
13 continue
call derivs(x+h,yt,dyt)
do 14 i=1,n ‘
yout(i)=y(i)+h6*(dydx(i)+dyt(i)+2.*dym(i))
14 continue
Return
END

21



X(m) Y(m)
0.2695 | -0.42113
0.2693 | -0.421273
0.2686 | -0.421699 -
0.2675 | -0.422405
0.266 | -0.423389
0.264 | -0.424641
0.2615 | -0.426155
0.2586 | -0.42792
0.2553 | -0.429925
0.2515 | -0.432155
0.2472 | -0.434596
0.2425 | 043723
0.2374 | -0.440039
E(J) t(s)

0 -0.206354
0.01 -0.206354
0.02 | -0.206354
0.03 | -0.206354
0.04 | -0.206354
0.05 | -0.206354
0.06 | -0.206354
0.07 -0.206354
0.08 | -0.206354
0.09 | -0.206354
0.10 | -0.206354
0.11 -0.206354
0.12 | -0.206354

RESULTADO DE LA SIMULACION

Trayectoria: X VS Y
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Figura N°06: Resultado de X vs Y. Alva,

Rolando.
Energia vs tiempo
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Figura N°07: Resultado de Energia vs Tiempo.
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CAPITULO 3: Fenomenologia del Movimiento Cadtico

3.1. FENOMENOLOGIA DEL MOVIMIENTO CAGTICO
L. . w g

De's‘pués de 1963, fecha en que Lorentz presento su trabajo sobre conveccién
atmosférica, ‘se /han ido descubriendo muchos sistemas en Ios cuales se ha
demostrado que presentan caos En diferentes campos entre otros se encuentra
sistemas con comportamlento caétlco ta!es como

- Mecanica Celeste -

- Fluidos

- Sistemas épticos no Iin_t.aales‘

- Solidos

- Aceleradores cie l-"’.a.rticurla\s ‘ 7. : -

- Reacciones quimicas

’ . -
- - -

- Dinamica de poblaciones
- Sistemas biol6gicos
3.2.SIGNOS DE CAOS EN UN SIS‘TEMA

Dado que no se puede definir el caos, en vez de ello se presentara .un método
descriptivo analizaremos sus caracteristicas mas importantes de su comportamiento
de un sistema.[1]

A)EIl aspecto de la Sefial

En adelante nos referimos como senal a una vanable x(t) que puede ser obtentda
de forma expenmental de un snsterné o bien puede ser obtenido numéricamente de
la simulacién de un smtema. El comportamiento de la sefal es extrafo y erratico es

24




Solucioén:

:

- - ——

¥
-l

Figura N° 0S : Péndulo con resorte. Saletan, Eugene

Por lo tanto, determinaremos las ecuaciones de movimiento del cuerpo utilizando las
ecuaciones de Lagrange, las cuales son:

daL oL _

— —— — —

dtdq, dq;

donde, J=1,2,....n ( n es el numero de grados de libertad) y L = T-V es la
Lagrangiana del sistema. Estas ecuaciones son desdobladas para el caso n=2 de la
siguiente forma:

doL _dL _
dtdr, dr
daL oL _
dtag, 06,
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Asi, para nuestro caso, la energia cinética Ty la energia potencial V de la masa,

es!
T= %m(fcz +y2); V= m.gy—‘h-,i;l\'.ﬂu?c2

Las coordenadas de la posicion y sus derivadas, para cualquier instante, en forma

implicita, son:
x = rsenf; x =tsen8 +rfcosd
© y=—rcosf;, y=—Tcos 8+ r@send.
Por tanto, la Lagrangiana en términos de la coordenada generalizada q = 6 queda

expresada de la siguiente forma:

1 : 1
L(6,0) = Em(r2+r292) — mglcosO + ~2-k(r —Ta)*

Lo que nos conduce a determinar la primera ecuacion de movimiento para el

péndulo elastico, sin ninguna restriccion para el radio. Esta es:
mi — mrf? — mgcos® + k(r —ry) = 0

Para resolver numéricamente esta ecuacioén diferencial hay que realizar en ella un
cambio de variable que lo convierta en un sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden. Tal cambio es:

Ff=w

. k
w = 8% + gcosf __n-{(r )

Analogamente, determinamos la segunda ecuacion de movimiento para el péndulo

elastico, sin ninguna restriccion para el angulo. Esta es:
mri¥ + 2mri-8 + mgrsenf = 0
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También para resolver numéricamente esta segunda ecuacién diferencial hay que
realizar en ella un cambio de variable que lo convierta en un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Tal cambio es:

0=z
7 = —Zlé—gsenﬁ
r r

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas, donde la
variables dependientes a determinar seran: r, w, 8§ y z. Aqui la variable
independiente t también aparece de forma implicita.

Nuevamente, la solucibn numeérica de este sistema de ecuaciones se obtendra
utilizando el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden. Para ello, se
utilizaran las rutinas rk4.for, rkdumb.for. Asimismo, se usara el programa principal
xrkdumb.for el cual utiliza la rutina derivs.

La primera rutina no ha sufrido modificacion aiguna. A la segunda solo se le ha
cambiado el valor del parametro NSTPMX, el cual a tomado el valor de 1000 en
lugar de 200. El valor numérico de este parametro define el nimero de pasos
maximo en la integracion. Asimismo, este parametro debe coincidir con el valor de
columnas del arreglo bidimensional y(50,1000). Lo mismo sucede para los arreglos
unidimensionales x (1000), xx (1000), yy (1000) y E (1000), todos ellos deben tener
el niumero de componentes igual a NSTPMX. Todo elio garantiza el funcionamiento
de las rutinas con su programa principal que se presenta a continuacion. Si se desea
variar el nimero de pasos de integracion hay que modificarlos en todos ellos y
deben ser iguales.

El sistema de ecuaciones sera programadas en la rutina derivs, donde se debe
tener en cuenta lo siguiente:

dydx(1) : Representa la primera derivada de la primera variable, respecto a
la variable independiente (en nuestro caso r = g).
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dydx(2) : Representa la primera derivada de la segunda variable, respecto a
la variable independiente (en nuestro caso w = ‘;—f).

dydx(3) : Representa la primera derivada de la tercera variable, respecto a la
variable independiente (en nuestro caso 6 = ;Et).

dydx(4) : Representa la primera derivada de la cuarta variable, respecto a la
variable independiente (en nuestro caso z = %).

¥(1): Representa el valor de la primera variable (en nuestro caso r)
¥(2) : Representa el valor de la segunda variable (en nuestro caso w)
y(3): Representa el valor de {a tercera variable (en nuestro caso 8)
y(4) : Representa el valor de la cuarta variable (en nuestro caso z)

x: Representa la variable independiente (en nuestro caso t)

Dado que nuestro sistema e ecuaciones no depende explicitamente del tiempo, en la
rutina derivs también se ha considerado x=x, a fin de que esta variable se use y no
genere conflicto. Dentro de esta rutina se ha definido los valores numéricos de g, k

Y 7o

Finalmente, en el programa principal, xrkdumb se ha definida NVAR, que no es otra
cosa que e! numero de ecuaciones diferenciales de primer orden que compone el
sistema a resolver. En este nuevo caso alcanza el valor 4, porque nuestro sistema
esta compuesto por 4 ecuaciones. Asimismo, se han definido las siguientes
variables:

x1: Representa el valor inicial de la variable independiente (en nuestro caso t;)

x2: Representa el valor final de la variable independiente (en nuestro caso ;)

Las condiciones iniciales planteadas se representada a través de las siguientes
variables:

vstart(1): Representa el valor inicial de la primea variable dependiente (en
nuestro caso r)

vstart(2): Representa el valor inicial de la segunda variable dependiente (en
nuestro caso w)
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vstart(3): Representa el valor inicial de la tercera variable dependiente (en
nuestro caso 8)

vstart(4): Representa el valor inicial de la cuarta variable dependiente (en nuestro
caso z)

Y por uitimo:

h: Representa el paso de integracion (en nuestro caso h=0.01).
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EL PROGRAMA COMPUTACIONAL

PROGRAM PENDELAS

INTEGER NSTEP,NVAR

PARAMETER(NVAR=4)

INTEGER i}

REAL x(1000),x1,x2,y(50,1000),vstart(NVAR)

REAL xx(1000),yy(1000),E(1000),m,ro,g,h,k

COMMON /path/ x,y

EXTERNAL derivs
OPEN(5,FILE="archiv.dat’) I archivo donde se depositan ry w
OPEN(10,FILE="archivi.dat’) ! archivo donde se depositan thetay z
OPEN(15,FILE="trayectoria.dat’} ! archivo donde se depositan xe y
OPEN(20,FILE='Energia.dat’) ! archivo donde se depositan la energia
x1=0.0 ! Tiempo inicial

vstart(1)=0.5 ! r inicial

vstart(2)=0.5 ! w inicial

vstart(3)=0.5 | Theta inicial

vstart(4)=0.5 ! z inicial

h=0.01 ! paso de integracion

x2=5.0 ! tiempo final

NSTEP=(x2-x1)/h INumero de pasos o numero de pares de valores
call rkdumb(vstart, NVAR,x1,x2, NSTEP derivs)
write(5,'(/1x,19,a,t117,a,t31,a/)’') 't',' Theta','Omega’

m=0.05 ! masa del péndulo

ro=0.5 I longitud natural del péndulo
k=20. ! constante elastica

g=9.8 | gravedad

do i=1,NSTEP

J=

E()=0.5"m*(y(2,j)"*2+y(1,))**2*y(4.j)""2)-m*g*y(1,j}*cos(y(3,J))+0.5"k*(y(1,j)}-ro)**2
ICaicula la energia

XX(J)=y(1,)*sin(y(3,j)) !calcula la coordenada x

YY(J)=-y(1,))*cos(y(3,j)) ! calcula la coordenada y

write(5,'(1x,f10.4,2x,2f12.6)") x(i).y(1.)),¥(2,j) lescribe ryw

write(10,'(1x,f10.4,2x,2f12.6)") x(j),v(3,j),y(4,)) lescribe thetay z

write(15,'(1x,f10.4,2x,f12.6)")xx(j),yy(j) 'escribe la coordenada x e y

write(20,'(1x,f10.4,2x,f12.6)")x(j),E(j) 'escribe la energia

end do
END

!
SUBROUTINE derivs(x,y,dydx)
REAL x,y(*),dydx(*),g,ro,k,m
X=X ! variable tiempo
g=9.8 ! gravedad
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ro=0.5 ! longitud natural del resorte

k=20. I constante elastica del resorte
m=0.05 ! masa del pendulo

dydx(1)=y(2)
dydx(2)=y(1)"y(4)**2+g*cos(y(3))-k*(y(1)-ro)/m
dydx(3)=y(4)
dydx(4)=-2."y(2)*y(4)/y(1)-g*sin(y(3))/y(1)
return

END

. SUBROUTINE rkdumb(vstart,nvar,x1,x2,nstep,derivs)

INTEGER nstep,nvar, NMAX,NSTPMX

PARAMETER (NMAX=50,NSTPMX=1000)

REAL x1,x2,vstart(nvar), xx(NSTPMX),y(NMAX,NSTPMX)
EXTERNAL derivs

COMMON /path/ xx,y

I USES rk4

INTEGER ik

REAL h,x,dv(NMAX),v(NMAX)
do 11 i=1,nvar

v(i)=vstari(i)

y(i,1)=v(i)

11 continue

xx(1)=x1
x=x1
h=(x2-x1)/nstep
do 13 k=1,nstep
call derivs(x,v,dv)
call rk4(v,dv,nvar,x,h,v,derivs)
if(x+h.eq.x)pause 'stepsize not significant in rkdumb'
x=x+h
xx(k+1)=x
do 12 i=1,nvar
y(i.k+1)=v(i)

12 continue
13 continue

return
END
k4 .for

* SUBROUTINE rk4(y.dydx,n,x,h,yout,derivs)

INTEGER n,NMAX

REAL h,x,dydx(n),y(n),yout(n)

EXTERNAL derivs

PARAMETER (NMAX=50)

INTEGER i

REAL h8,hh,xh,dym(NMAX),dyt(NMAX),yt(NMAX)
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hh=h*0.5
h6=h/6.
xh=x+hh
do 11i=1,n
yi(i)=y(i)+hh*dydx(i)
11 continue
call derivs(xh,yt,dyt)
do 12 i=1,n
yt(i)=y(i)+hh*dyt(i)
12 continue
call derivs(xh,yt,dym)
do13i=1,n
yi(i)=y(i)+h*dym(i)
dym(i)=dyt(i)+dym(i)
13 continue
call derivs(x+h,yt,dyt)
do 14 i=1,n
yout(i)=y(i)+h6*(dydx(i)+dyt(i)+2.*dym(i))
14 continue
return
END
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x(m) y{m)
0.2397 | 0.438791
0.2443 -0.44244
0.2488 | -0.446878

0.253 -0.451895
0.2569 | 0.457266
0.2603 | 0.462764
0.2631 -0.468164
0.2652 | 0.473254
0.2665 | 0.477844
0.2668 0.48177
0.2662 | {0.484905
0.2645 0.48716
0.2618 | -0.488489
0.2581 -0.48889
0.2534 | -0.488406
0.2477 | 0.487122

Tiempo | Energla

(s) (J)

0 -0.207195
0.01 0.207195
0.02 -0.207195
0.03 | -0.207195
0.04 | -0.207195
0.05 0.207195
0.06 -0.207195
0.07 -0.207195
0.08 0.207195
0.09 0.207195

0.1 -0.207195
0.11 -0.207195
0.12 -0.207195
013 -0.207195
0.14 | -0.207195

RESULTADO DE LA SIMULACION

Trayectoria: x vs y

[

Y(m)

2
N

Figura N°10: Resultado. Alva, Rolando.

-0.007194

-0.057194

-0.107194

Energia (J)

-0.157194

-0.207194

-0.257194

Energia vs tiempo

f
(ll 1 2 3 4 5

Tiempo (s)

Figura N°11: Energia vs tiempo. Alva, Rolando.
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CAPITULO 4: E! Signo de Caos Fractales y Atractores Extrafios

4.1. EL SIGNO DE CAOS FRACTALES Y ATRACTORES EXTRANOS

A) El Mapa de Poincare

Ofra técnica que nos da signo de caos es la propuesta por Poicare el consiste en
reducir el nimero de variables independientes que interviene en un sistema
Hamiltoniano utilizando las constantes de movimiento del sistema. En general las

ecuaciones de movimiento para un sisterna Hamiltoniano puede escribirse como:

X = W (%), k=1,2,3,4; ((xl,xz,x3.x4) = (X, ¥, 0= Dy)

Como la energia se conserva en un sistema Hamiltoniano, se tiene que

H(x,p) =E

De modo que el espacio de fases donde se evoluciona el sistema es tridimensional.
La constante de movimiento reduce en un grado de libertad. Es decir solo se usara
las coordenadas x;, x, x5 y la cuarta coordenada x, queda determinada a partir de la

condicion de la energia H = E.
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Figura N° 12: Grafica de intercepto de planos.Ranada, Antonio

Si denominamos S al plano para y=0 con coordenadas x, px . La trayectoria sobre
este plano corta en los puntos Zy, 21, Z2, Z3, ..., Z, para los cuales p,>0. La
distribucion de los puntos sobre el plano S donde la trayectoria del sistema lo corta

se conoce como mapa o seccion de Poincare.

Si 1a solucion es periodica la curva se cierra en el espacio de fases, por o que el
numero de puntos donde corta la trayectoria es finito y se va repitiendo
periodicamente. En el caso mas simple hay un solo punto donde la trayectoria corta
asS.

En general se puede afirmar que si la distribucion de puntos de corte no guarda
ningun orden lo que demuestra que la trayectoria se entrecruza lo cual nos indicaria
que existe caos. Un ejemplo de distribucion de puntos Z, con esta carateristica se
presenta acontinuacion:[2],[1]
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Figura N° 13: Mapa de Poincare Saletan, Eugene

B) Los Exponentes de Liapunov

Oftra indicador de la presencia 0 no de caos son los exponentes de Liapunov,
cantidades que caracterizan cuando las trayectorias se separan entre si. Para

comprenderlo mejor consideremos un sistema discreto definido como:

Xns1 = f(xn) = ax,, (lal > 1)

Si iteramos a la ecuacién anterior, tendremos como consecuencia que 10s puntos
proximos se separan. Es decir que la separacién inicial |x, — y,| = € entonces la
separacion en la n esima iteracion es |x, — y,| = |a|™|x, — y,|. Para &l caso de una
funcién general f(x), se puede escribir

|f"(xo + €) — f™(x0)] = € exp (nA(x,))

Lo que, en el limite n — %, conduce a .[2],[4]
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f(xo +€) — f(x)
€

1
Alxp) = llm lim —-log

g0

que equivale a

arx
Alxo) = lim log f d; o)
0

Las dos ultimas ecuaciones anteriores son la definicion del exponente de Liapunov,
que nos da una medida de la separacion exponencial de dos trayectorias proximas.

Utilizando [a regla de la cadena a la derivada en la dltima ecuacion se tiene Io
siguiente:

df?(x)

- =f '(x1)f '(xo)

Y en general

df B (x)

= f On-1)f Gin-2)e . f ()f (%0)

de lo cual obtenemos

n=1

ﬂ fex)

A(xg) = hm —Iog

= llm —Z loglf (x,)|

Esta Ultima ecuacion se utiliza para determinar el exponente de Liapunov
numéricamente. Esta claro que un exponente de Liapunov positivo es una condicién
necesaria para la presencia de caos, pero no suficiente, dado que se hace necesario
la presencia de plegado. En otras palabras la expansién debe estar acompafiada de
plegado.
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Para el caso en que el sistema es de orden m, x,,,, = f(x,), entonces hay m
exponentes distintos de Liapunov y se definen como

1
n—1 ]'ﬁ'

valores propios 1_1 J(xp)
0

[expAiexpA,, ..., expA,]) = lim [
n—w

donde

0(fr, for o) fim) )

a(xlaxZ» vy xm) (x)

J(x) = det(

Es el Jacobiano de la transformacion
C) Fractales y Atractores Extrafios

Se conoce que un espacio vectorial es de dimension n, si existen n vectores
linealmente independientes v,, donde k= 1,2,..., n, de tal manera que todo elemento
del espacio puede escribirse de modo Unico en la forma }; a,v,, es decir como una
combinacion lineal de ellos, con coeficientes numericos.

Sin embargo existen conjuntos que no pueden caracterizarse por dimensiones
enteras. Asi ocurre con el conjunto de Cantor. A los conjuntos con dimension no
entera se llaman fractales, termino acunado pro B. Mandelbrot. En dinamica, los

fractales suelen aparecer como atractores.

La existencia de un atractor manifiesta un cierto grado de estabilidad de un sistema,

ya que este tiende a funcionar en zonas determinadas del espacio de las fases. En
el caso de sistemas dinamicos continuos de primero o segundo orden, el flujo es
necesariamente regular, pues en los espacios de las fases de una o dos
dimensiones las trayectorias no pueden entremezclarse, [0 que es necesario para
que haya caos. {1},[4]
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El teorema Poincare-Bendixon, afirma que, bajo condiciones muy generales, 10s
atractores de sistemas de segundo orden solo pueden ser de dos clases: puntos y
ciclos limites. Pero, si el espacio de las fases tiene mas de dos dimensiones, puede
ocurrir que un conjunto A atraiga todas las trayectorias de una cuenca y sea, por
ello, un conjunto estable, pero que el movimiento sea inestable y cadtico en el. Se
habla entonces de atractores extraifios, cadticos o anémalos que son objetos de
gran complejidad que combinan estabilidad (ya que los movimientos préoximos
tienden a ellos) con inestabilidad {(pues el movimiento es estocastico y hay efecto
mariposa en su interior).

Como wuna aplicacion sobre la visualizacion de atractores se resolvera
numéricamente un sistema de ecuaciones correspondiente a flujo atmosférico en el
cual se puede observar el atractor de Lorentz.

FRACTALES DE CANTOR, KOCH.

Podriamos decir que un ejemplo de fractal seria una fotografia donde hay una
persona mostrando una fotografia de esa misma persona mostrando una fotografia
ya si sucesivamente. ES decir un fractal es un objeto geométrico que tiene
autosimilaridad a cualquier escala. Esta autosimilaridad a veces es exacta y a veces
solo en apariencia. Hemos visto en el diagrama de bifurcaciones del mapa logistico
que habia fractalidad al agrandar una partecita de una ventana. Los atractores
extrafios también tienen estructura de fractal. Los fractales se dan mucho en la
naturaleza. Basta pensar en un arbol. Este tiene un tronco del cual salen ramas. A
Su vez cada rama tiene otras ramitas que salen en forma casi autosimilar al tronco y
sus ramas mencionado. Luego cada ramita tiene otras ramitas... incluso si llegamos
a la hoja volvemos a ver ramificacion en sus nervaduras. El fractal de Cantor es un
segmento al que se le saca el tercio central. (se saca un abierto, o sea 1/3 y 2/3
pertenecen al fractal). Luego a los dos pedazos que quedan se le vuelve a sacar el
tercio central y asi sucesivamente al infinito. Ver figura. [1],[4],[5]
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Figura N° 14: Fractal de Cantor. Saletan, Eugene

Es facil probar que este fractal de Cantor tiene medida cero y que contiene un
numero infinito de puntos. También puede verse que se trata de un infinito no
contable (9).E! fractal de Koch se construye de la siguiente forma (figura 2):[5]

>__/\__> < Ny
A SRS ST T
EFER
}é::“t..n_r) Ly <.,;zz
A“wﬂw "'w,j 47‘1'_,-._#"1_,..;;\_,6‘ :{M“Lﬁ_
}
Koch

Figura N°15 : Fractal de Koch. Saletan, Eugene
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La fongitud de la curva de Koch tiende a infinito. La forma mas sencilla de definiir la
dimensioén de un fractal es como sigue (9).Sea el siguiente fractal simple (figura 3):

m=4 m=9

r=2 r=3

Figura N°16: Determinacion de una dimension fractal. Alva, Rolando

m = niimero de copias, r = factor de escala

g = Inm
In r

Estas myrcumplenque: m=r" En los casos vistos 4 =2% y 9 = 3% donde 2 es
la dimension del cuadrado. Usando la ecuacién, m =r?, definimos dimension de un
fractal:

Aplicando esta férmula al fractal de Cantor tendremos, d = In(2) / In( 3) ~ 0,63 .Es
decir tiene menos dimension que un segmento pero mayor que cero.Para la curva de
Koch d=In(4) In(3)=1,26.

Es decir una curva que tiende a una longitud infinita termina por tener una dimensiéon
que esta entre 1y 2. [1],[4],[5]
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Ejemplo de Aplicacion

Simular computacionalmente el movimiento de atmosférico producto de la
conveccion de Rayleigh que se describe por las siguientes ecuaciones diferenciales

ordinarias
X =—-0X+ oY
Y=-X2+rX-Y
Z=XY-bZ
Solucién:

Para resolver numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
acopladas no es necesario aplicar un cambio de variables dado que se aplica
directamente el método de Runge-Kuta.

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas, donde

la variables dependientes a determinar seran: XY y Z. Aqui la variable
independiénte t también aparece de forma implicita.

Nuevamente, la solucibn numérica de este sistema de ecuaciones se obtendra
utilizando el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden. Para elio, se
utilizaran las rutinas rk4.for, rkdumb.for. Asimismo, se usara el programa principal
xrkdumb.for el cual utiliza la rutina derivs.

La primera futina no ha sufrido modificacion alguna. A la segunda solo se le ha
cambiado el valor del parametro NSTPMX, el cual a tomado el valor de 1000 en
lugar de 200. El valor numérico de este parametro define el nimero de pasos
maximo en la integracion. Asimismo, este parametro debe coincidir con el valor de
columnas del arreglo bidimensional y(50,1000). Lo mismo sucede para los afreglos
unidimensionales x (1000), xx (1000), yy (1000) y E (1000), todos ellos deben tener
el numero de componentes igual a NSTPMX. Todo ello garantiza el funcionamiento
de las rutinas con su programa principal que se presenta a continuacion. Si se desea
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variar el nimero de pasos de integracion hay que modificarios en todos éllos y

deben ser iguales.

El sistema de ecuaciones sera programadas en la rutina derivs, donde $& debe
tener en cuenta lo siguiente:

dydx(1) : Representa la primera derivada de la primera variable, respecto a
la variable independiente (en nuestro caso X = %).

dydx(2) ! Representa la primera derivada de la segunda variable, respecto a
la variable independiente (en nuestro caso Y = Z—:).

dydx(3) : Representa la primera derivada de la tercera variable, respecto a ia
variable independiente (en nuestro caso Z = %f—).

y(1): Representa el valor de la primera variable (en nuestro caso X)
y(2) : Representa el valor de la segunda variable (en nuestro caso Y)
y(3): Representa el valor de la tercera variable (en nuestro caso Z)

X: Representa la variable independiente (en nuestro caso t)

Dado que nuestro sistema e ecuaciones no depende explicitamente del tiempo, en la
rutina derivs también se ha considerado x=Xx, a fin de que esta variable se use y no
genere conflicto. Dentro de esta rutina se ha definido los valores numéricos de g, K

y 1.

Finalmente, en el programa principal, xrkdumb seé ha definida NVAR, que no és otra
cosa que el numero de ecuaciones diferenciales de primer orden que compone el
sistema a resolver. En este nuevo caso alcanza el valor 3, porque nuestro sistema
esta compuesto por 3 ecuaciones diferenciales ordinarias. Asimismo, se han definido
las siguientes variables:

x1: Representa el valor inicial de la variable independiente (en nuestro caso
to)
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x2: Representa el valor final de la variable independiente (en nuestro caso ty)

Las condiciones iniciales planteadas se representada a través de las siguientes
variables:

vstart(1): Representa el valor inicial de la primea variable dependiente (en
nuestro caso X,)

vstart(2): Representa el valor inicial de la segunda variable dependiente (en
nuestro ¢aso Yp)

vstart(3): Representa el valor inicial de la tercera variable dependiente (en
nuestro ¢aso Z,) .Y por ultimo:

h: Representa el paso de integracion (en nuestro caso h=0.01).
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EL PROGRAMA COMPUTACIONAL

PROGRAM xrkdumb
driver for routine rkdumb
INTEGER NSTEP,NVAR
PARAMETER(NVAR=3)
INTEGER ij
IREAL bessj,bessj0,bessj1
REAL x(10000),x1,x2,y(50,10000),vstart(NVAR)
COMMON /path/ x,y
EXTERNAL derivs
open(1 file='archiv.dat’)
open(2.file="archivX.dat’)
open(3,file="archivY.dat')
open(4.file="archivZ.dat")
open(5.file="archivt.dat’)
write(*,*)'ingrese el valor inicial para X'
read(*,*)vstart(1)
write(*,*)'ingrese el valor inicial para y'
read(*,*)vstart(2)
write(*,*)ingrese el valor inicial para 2'
read(*,*)vstart(3)
write(*,*)'ingrese los valores inicial y final del tiempo en segundos '’
read(*,*)x1,x2
h=0.01
NSTEP=(x2-x1)/h
call rkdumb(vstart, NVAR,x1,x2, NSTEP, derivs)
Iwrite(1,'(/1x,19,a,t17,a,t31,a/)") 'tiempo’,'x')'y','2’
do 11 i=1,NSTEP
J=
write(1,'(1x,£10.4,2x,312.6)") x(j),y(1.j),y(2.)).y(3.j)
write(2,'(1x,12.6)") y(1,j)
write(3,'(1x,f12.6)") y(2,j)
write(4,'(1x,f12.6)") y(3.j)
write(5,'(1x,f10.4,2x,3f12.6)") x(j)

continue
END

SUBROUTINE derivs(x,y,dydx)
REAL x,y(*),dydx(*),r,b,sigma
X=X

sigma=10.

r=28.

b=8./3.
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dydx(1)=sigma*(y(2)-y(1))
dydx(2)=r*y(1)-y(2)-y(1)*y(3)
dydx(3)=y(1)*"y(2)-b"y(3)
return

END

SUBROUTINE rk4(y,dydx,n,x,h,yout,derivs)
INTEGER n,NMAX
REAL h,x,dydx(n),y(n),yout(n)
EXTERNAL derivs
PARAMETER (NMAX=50)
INTEGER i
REAL h6,hh,xh,dym(NMAX),dyt(NMAX),yt(NMAX)
hh=h*0.5
h6=h/6.
xh=x+hh
do 11i=1,n
yt())=y(i)+hh*dydx(i)
11 continue
call derivs(xh,yt,dyt)
do12i=1,n
yt(i)=y(i)+hh*dyt(i)
12 continue
call derivs(xh,yt,dym)
do 13i=1,n
yt(i)=y(i)+h*dym(i)
dym(i)=dyt(i)+dym(i)
13 continue
call derivs(x+h,yt,dyt)
do 14 i=1,n
yout(i)=y(i)+he*(dydx (i) +dyt(i)+2.*dym(i))

14 continue
return
END

SUBROUTINE rkdumb(vstart,nvar,x1,x2,nstep,derivs)
INTEGER nstep,nvar, NMAX,NSTPMX
PARAMETER (NMAX=50,NSTPMX=10000)
REAL x1,%2,vstart(hivar) xx(NSTPMX),y(NMAX,NSTPMX)
EXTERNAL derivs
COMMON /path/ xx,y
| USES k4
INTEGER i,k
REAL h,x,dv(NMAX),v(NMAX)
do 11 i=1,nvar
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v(i)=vstart(i)
y(i,1)=v(i)
11 continue
xx(1)=x1
x=x1
h=(x2-x1)/nstep
do 13 k=1,nstep
call derivs(x,v,dv)
call rk4(v,dv,nvar,x,h,v,derivs)
if(x+h.eq.x)pause 'stepsize not significant in rkdumb’
x=x+h
xx(k+1)=x
do 12 i=1,Avar
y(i,k+1)=v(i)
12  continue
13 continue
return
END
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RESULTADO DE LA SIMULACION

3
Figura N°17: El Atractor de Lorentz calculado para r=28, 0=10, b=8/3, Xo=5, Yo=5,
Z,=5, to=0 hasta t=35seg. Alva, Rolando. ' ‘

Figura N°18: Coordenada X(t) de una solucién del modelo de Lorentz. Se observa
rotaciones en torno a C y C’, sin ninguna pauta reconocible. Alva, Rolando.
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DISCUSION

El presente trabajo de investigacion contribuye a mejorar el proceso de ensefianza-
aprendizaje del estudio de los fendbmenos no lineales al presentar en forma
didactica con ejemplos resueltos aplicacion de la teérica. Se muestra la solucién de
la ecuacién no lineal con los valores numeéricos determinados los mismos que se
pueden visualizar el comportamiento de {a solucién en el espacio de fase; con ello
se puede determinar el estado del sistema en el tiempo.

En el texto Classical and Dynamics: A Comtemporary Approach de Eugene Saletan,
desarrollan la teoria sobre los sistemas no lineales o mas bien dicho presenta una
recopilacion muy general sobre el analisis de sistemas no lineales desde un punto
de vista de la mecanica clasica, en el trabajo de investigacién no solamente puede
aplicarse desde el punto de vista clasico, sino también de la moderna mecanica
cuantica . Los programas de programacion se aplican a ambos.

El libro Dinamica Clasica de Rafiada, presenta la teoria demasiado resumido, esto
contrasta con lo didactico al no presentar desarroliado tanto la teoria como los
ejemplos ; nuestro trabajo de investigacion mejora la forma didactica de presentar el
tema complejo del comportamiento de los sistemas no lineales ya que no solo
desarrolia la teoria si no también aplica , como se ve en los ejemplos .

De igual forma Chaos: an introduction to dynamical systems de Alligood , Chaos
and nonlinear dynamics : an introduction for scientists and engineers de
Hilborn, inside demasiado en los fractales desde un punto de vista de la
geometria , no muesira que a partir de sistemas no lineales se puede llegar a una
estructura fractal, como es el caso de la ecuacion logistica , visto en el capitulo

cuatro del presente trabajo de investigacion.
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