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. RESUMEN �034

En la .presente investigacion se ha dise}401adoun texto que oriente adecuadamente el �030

desarrollo teérico-préctico para �024elcurso de Dinémica no Lineal el mismo que es ._el

primer curso del area curricular de Fisica Teérica Computacional correspondiente a

la Escuela Académico Profesional de Fisica de la Facultad de Ciencias Naturales y

Mateméticas de la Universidad Nacional del Callao e_s~ por ello que este 'trabajo de

investigacién persigue los siguientes objetiyo_s:_ . -. » » *

a) Desarrollar un texto de �034DINAMICANO LINEAL. Teoria y Problemas con �030

programas computacionales�035,en forma didéctica y sistemética que permita al

estudiante aplicar Ia Dinémica no Lineal a diferentes sistemas.

b) Complementar .|os oonocimientos teéricos adquiridos en la asignatura de

Dinémica no Lineal, y ampliar su aplicacién al estud_io de los fenémenos regulares y

cabticos usando los métodos inductivo, deductivo y sintético; A 1

c) Darle al alumno la mejor preparacién actualizada con técnicas que Ie permitan

distinguir si un sistema tiene un comportamiento regular 0 caétioo.

d) lniciar a los alumnos al método cienti}401code comprobacién de hipétesis, a través

de Ias aplicaciones précticas con el uso de un ordenador, y familiarizarse en el uso

de métodos computacionales. I

Por otro Iado en este trabajo de investigacibn se usa el método inductivo al usar

programas computacionales, los resultados de comportamientos de sistemas no 1

Iineales en el tiempo. Asimismo se uso el método deductivo, sintético.

En los resultamos encontramos que no solamente Ia teoria basra. si no presentar {

aplicaciones con programas computacionales, la dinémica de sistemas no Iineales

presentan estructuras fractales que es mejor abordarlo dinémicamente y no '

geométricamente. I �030

.

I
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' MARCO TEORICO

�031 El Caos Determinista se presenta en diferentes ramas de la Fisica, como la

Dinémica de Fluidos. Dinémica de cuerpos rigidos. Mecénica Cuéntica,

Electrodinémica, Mecénica Estadistica, entre otros.

En los textos que tratan sobre el Caos Determinista o la Dinémica no Lineal tal

como Eugene J. Saletan(1998) en su libro Classical and Dynamics: A

Comtemporary Approach , solo nos proporciona fundamentos teéricos de sistemas

dinémicos no Iineales compuestos por arreglos de muelles desde el enfoque clésico,

mas no presenta otros tipos de aplicacién.

Por otro Iado Antonio Ra}401ada(1990) nos presenta los fundamentos teoricos muy

resumido , oon aplicaciones sencillas y con resultados gré}401cos,sin detallar�031o hacer

%_ mencion a las técnicas numéricas usadas.

Robert Hilborn(2000) en su obra Chaos and Nonlinear Dynamics: an introduction for

scientists and engineers, solo nos presenta aplicaciones con resultados graficos sin

ningtin programa computacional. Otros autores también desarrollan solo Ia parte

teorica de los sistemas no Iineales sin que presenten los programas

computacionales dise}401adosen el lenguaje cienti}401cofortran.
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MATERIALES Y METODOS

Materiales

En el presente trabajo se ha hecho desarrollo teérico de los fundamentos de la

Dinamica no Lineal, asi como también la simulaclén computacional de casos

concrelos; razén por lo cual, se ha utilizado los sigulentes materiales:

- Software cientl}401coFonran 90 .

- Software Matlab versién R2007b _

- Textos especializados

- Articulos Cienti}401cos. ~

I Computador Pentium IV V - V

% Métodos ll

Los métodos usados en la discuslén de los temas en cada capitulo son:

-lnduclivo porque establecido los signos pruebas de Caos se puede determinar si

un sistema dinamico tiene componamlento regular 0 caético.

-El deductivo, cuando simulamos el comportamiento lineal para periodo de tiempo

relatlvamente oorto, �030podemosdeducir la conducta regular del sistema para intervalos

de tiemposgrandes. V

-Aplicamos el método sintético, porque se analiza el sistema no lineal con los

diferentes métodos, como son espectro de potencia, exponente de Lyapunov,

funcién de correlacién en cada una de ellas aplicamos técnicas computaciones y V

luego integramos los resultados para }401nalmenteconcluir si presenter.

comportamiento regular 0 caético el sistema. z �030
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CAPITULO 1: Movimiento Regular y Caético, y Teoria de la Estabilidad.

El plano de fase dado un sistema dinémico compuesto de dos estados:

dx1
�024dt�024= f1(x1,x2) ,x,(0) = 2:01

d 2
% = fZ(x1,x2) ,x2(0) = x0;

La simulacién dinémica del sistema produciré como resultado dos vectores x1(t) y

x2(t). Si en vez de gra}401carx1 6 x2 contra eI tiempo, gra}401camosx1 contra X2 (siendo

en este caso el tiempo un parémetro) obtendremos el asi Ilamado, diagrama de fase,

'taI como se muestra en la }401gura1 para el caso del oscilacién de un péndulo , como

para la oscilacién de un péndulo amortiguado.[4]

»§  :3:~I%f32§:§:I*
\ \

\ \

0 b 0 C
\\%_/=7 tg

VELDGIDAD VELOCIDAD

POSOCION < § § ; posgcpon .

Figura N°01: Diagrama de Fase de Osciladores Lineales. Saletan Eugene
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I�030 En este caso la (mica curva que presenta el diagrama anterior corresponda a Ia

�034' evdluéién dinérni�030i:é'de7x1 �030yx2 par}401éhdbdé una solarébndiéién inicial representada

.�030 por ')'(o'1 �034y'xo2.El dia§jra'm'é de ?asé' éisfé9�254:brnpuesfo'p6r"un'a fémi|'ia�031i1e'cur\;astalés
" .�030~ ; cf -. _. ,1 ' _ �030_ J�031�030 r

V oomo Ias descntas antenorm'énte. ' �030

�030-- Péra cor'h'p|et-ar "el 'di'agrarr'1a" d'e" "f'é'ée' Se delié simu|ar'E| �031sisiemabriginal de

�024 écuaciohes partiéndb, eh Eaéia�030}401baéé}de 'cdn'dicion§§: iniciévléé �030diférehtés:x(0), y

1�030. gra}401bandb�030la�030réspUé§taobtEnid5I�031*'Ehfa }401gijra-V2.�031ser'ri'ué§tr'é un ejerriplb 65 un'bdsibIe

' diagrama de fase. ' �030 '

._ �030Enesta gra'fica el p'u'nto"-" represénta laéiicordenédaé a�030éo�034ciadas�030a"cada Cohdicibrr

_ inicialj la bunta de }402échésobre [as trayécfdriés're;5res}§'}401�030fael�031§e'n�031t�030idode la évolucién

�030v di�031nér�030ri'iéa'dé los-sistema". El dia§Fam§�031§nté}4016rpodria representar, por ejemplo, Ia
I

' evolucién dinémica de un sistema que posee un unico estado estacionario (el cual

' esté Iocalizado en el origen de coordenadas).[4]

l__

�030_ .\�030_, E

1\�024- V.-\_\ �030'\

. - "�030\_ �030-X //4

H . . -�024--_,\�030 lg�031/./if

F ,/;:-�030z'~;;;'~ - .\-
,�030 U:/' / /' ,' ?_ 1

: ."\ �030\____

T ', \_ '�030�030=<~.

�030-3 \"

,1 . ,

\' - . . . . . .

1- Figure N°02: Dragramade Fase con un unuco punto de equmbno. Fernadez, Carlos

1-

'; El diagrama de fase de un sistema dinémioo no lineal que presenta 3 estados

�030 ' , ._ " _. 2:�030: :r::.Vs*t:.~�030r�030.'~o~,..--2.}. - ..'

F�030 estacronanos podna estar representado por una }401guracomo la mostrada en la }401gura

r 3; donde los estados estacionarios del sistema estén representados por los puntos

"_ 1,2 y 3.Puede observarse claramente que los estados estacionarios 1 y 3 son

': estables; mientras que el estado estacionario 2 es inestable. Dependiendo del punto

K: 8
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/ ;- �030

 "�034�034TI?�030x« ' ' 2.�024v'�030'" \

"�031, >,._.- E

 /�031*2:s�030\» +
// .~ \ x \ 329�030 /�030_ A S , /

K .�031 H�031!/K17-�0355i:.\�030.\,�030*.\,»�030J.�0302, ' f TI�030

~ \ x:\c~  1 \k X

- \.\1:-~ �030:1 . 5: �030L ' «. . '
,/,_�030~\ ~..._- N . ____. _ \ W _ k

~»..___g_, ,. �024«~~ ; / x, , %
...« ~*" ' V ' R'\ 1/ h�031 �030N-.. _.;. _x u 1 , x a

Figure N° 4: Espacio de Fase para el Oscilador no Lineal. Salegnan, Eugene.
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CAPITULO 2: Sistemas Integrables y no Integrables

2.1. SISTEMA REGULAR Y CAOTICO

En el desarrollo del presente curso se demostrara que un sistema regular es aquel

que no es sensible a la variacibn de Ias condiciones iniciales. En este tipo de

sistema, establecidas las condiciones iniciales se puede determinar sus estados

fuluros o pasados. Contrariamente, el sistema irregular o caético es aquel que es

sensible a la variacibn de las condiciones iniciales. �030

2.2. TEORIA DE LA ESTABILIDAD

Se entiende como estabilidad de los sistemas dinémicos cuando se aplica peque}401as

variaciones en las condiciones iniciales 0 en cualquiera de las variables que

intervienen en la ecuacién del movimiento producen un comporlamiento

suficientemente similar al comporlamiento sin dichas perturbaciones, es decir no es

sensible a las variaciones de las condiciones iniciales. Para sislemas deterministas

descritos por ecuaciones diferenciales Ia estabilidad del dicho sistema de ecuaciones

obviamente implica la estabilidad del sistema.[1]

Como se sabe un sistema dina'mico auténomo es descrito por un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden de la fonna:

in. = uk(x), k = 1,...,m

De modo que m = 2n , si es que corresponde a un sistema de n grados de libertad.
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Caso de los Sistemas Auténomos Lineales

La estabilidad de puntos }401josde r ecuaciones diferenciales Iineales auténomas

puede ser analizado el usar los valores propios de la transformacién lineal

correspondiente.

Dado un campo lineal del vector en Rn entonces el vector nulo seré:

. asintétioo w-estable si y solamente si para todo el A de los valores propios de

A: Re(A) < 0

- asintético cx�024estab|esi y solamente si para todo el A de los valores propios de

A: Re (A) > 0

- inestable si existe un A del valor propio de A con los res (A) > 0 '

Los valores propios de una transformacién lineal son Ias raices del polinomio

caracteristico de la matriz correspondiente. Un excedente del polinomio 'R en una

variable se llama a Polinomio de Hurwitz si la parte real de todas las raioes es

negativa. Criterio de la estabilidad de Routh-Hunrvitz es una condicién necesaria y

su}401cientepara que un polinomio sea un polinomio de Hurwitz y se puede utilizar asi

decidir a si el vector nulo para una ecuacién diferencial auténoma linear dada es

asintético w-estable.[1]

Caso de los Sistemas Auténomos no Lineales

La estabilidad de puntos }401josde ecuaciones diferenciales auténomas les puede ser

analizada por la linealizacién del sistema si el campo asociado del vector es

suficientemente liso.

Dada C1-campo del vector en Rn con el punto }401jop y dejando que J(F) denote una

Matriz de Jacobian de F en el punto p, entonces p es:

- asintético u)-estabie si y solamente si para todo el A de los valores propios de

J(F) : Re(A) < 0
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. asintotico cl-estable si y solamente si para todo el A de los valores propios de

J(F) : Re (A) > 0

2.3. SISTEMAS INTEGRABLES Y NO INTEGRABLES

Se enliende como sistema integrable a aquel cuya ecuacién de movimiento es

reducible a cuadraluras. en otras palabras es posible encontrar la solucion general

del sistema reaiizando un numero }401nilode integraciones e inversiones de funciones.

Tenemos por ejemplo el sistema compuesto por una particula somelida a un

polencial central, entre otros.

Opuesto a los sistema integrables, estén los sistemas no integrables, los cuales

tienes tienen como ecuaciones de movimiento a aquellas que no se pueden reducir

a cuadraturas. Sin embargo, no es facil a}401nnarque un sistema es no integrable,

porque a veces sucede que por ei hecho de no conocer el método de reducir su

% ecuacién de movimiento a cuadraturas no signi}401caque no exista. De todas maneras

podemos a}401nnarque existen sislemas que no son integrables.

Debe precisarse que lo genéricos son los sistemas no integrables y los integrables

solo son una parte peque}401adel universo de las ecuaciones de movimiento. De ahl la

importancia de la Dinémica no Lineal. [2]

Tipos de comportamiento

Los dos tipos de sislemas dinémicos se}401aladosre}402ejadiferencias profundas en la

eslructura de las soluciones en cada caso. Consecuentemente, hay dos tipos de

comporlamiento:

a) En este primer so eslén los sistemas cuya ecuacion de movimiento tienen

solucion general exacta o aquellos sistemas cuya ecuacion de movimiento se

puede conocer con cierlo margen de precision en todas las variables para

cierto tiempo t. En este }401ltimocaso el esfuerzo para determinar Ia solucién no

depende de t.
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b) En este segundo tipo de comportamiento es completamente diferente, porque

para encontrar la solucién aproximada de la ecuacién diferencial de un

sistema no integrable no se encuentra un algoritmo finito. es decir el n}402mero

de operaciones para determinar Ia solucién numérica crece con el tiempo N(t),

creciendo también el error de célculo mas de prisa que t. Todo ello ocurre

cuando Ia inestabilidad juega un papel importante de modo que mantener una

precisién cuesta cada vez més esfuerzo de célculo numérico.[2]

Ejemplo de aplicacién

Simular computacionalmente un péndulo simple, con una masa suspendida de

m=0.05 kg y una Iongitud de 0.5 m. AI péndulo se lo hace oscilar desde un éngulo

inicial theta= 45° = (451r /180°) radianes y con una velocidad angular inicial omega=

O rad/s. Determinar los diferentes estados por el cual pasa la masa hasta el tiempo

t=10 seg. Representar los primeros datos numéricos y sus gra}401caspara lo

k siguientez.

a.- La gré}401catheta vs I. y omega vs t.

b.- La gréfica Energia total vs tiempo.

c.- La gra}401cade la trayectoria de la masa.

Soluciénz

V

_ x

15

m=0.5 Ks

Figura N9 05: Péndulo . Saletan Eugene
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De Io expresado en el enunciado del problema se tiene que la masa mencionada

tendré una posicién inicial como la que se muestra en la }401gura.Por lo tanto,

determinaremos Ias ecuaciones de movimiento del cuerpo utilizando Ias ecuaciones

de Lagrange, Ias cuales son:

d 6L 6L _ 0

dt aq', aq,-

donde, J=1,2,...,n ( n es el numero de grados de Iibertad) y L=T-V es la Lagrangiana

del sistema. Asi, para nuestro caso, la energia cinética T y la energia potencial V de

la masa. es:

T = $771022 + J�035);V = my

Las coordenadas de la posicién y sus derivadas, para cualquier instante, en forma

implicita, son:

% x = lsene; it = l9cos6

y = �024lcos9;�030y= 1-Bsena

Por tanto, la Lagrangiana en términos de la coordenada generalizada q = 0 queda

expresada de la siguiente forma:

�0301 .
L(0,9) = §ml202 �024mglcase

La ecuacién de Lagrange para la unica coordenada 6. por ser el péndulo simple un

sistema de un solo grado de Iibertad, es:

d 6L 0L _ 0

dt 60', 09,. _ '

Lo que nos conduce a determinar Ia ecuacién de movimiento para el péndulo simple,

sin ninguna restriccién para el angulo inicial. Esta es:

16



g + %sen0 = 0

Para resolver numéricamente esta ecuacién diferencial hay que realizar en ella un

cambio de variable que lo convierta en un sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden. Tal cambio es:

6' = w

(1) = �024%sen0

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas, donde la

variables dependientes a determinar serén 0 y a). Aqui la variable independienle t

apareoe implicitamente.

La solucion numérica de este sistema de ecuaciones se obtendra utilizando el

método numérico de Runge-Kutta de cuano orden. Para ello, se utilizaran Ias rutinas

rk4.for, rkdumb.for. Asimismo, se usara el programa principal xrkdumb.for el cual

utiliza la rutina derivs�030

La primera rutina no ha sufrido modi}401caciénalguna. A la segunda solo se Ie ha

cambiado el valor del parémetro NSTPMX, el cual a tornado el valor de 1000 en

Iugar de 200. El valor numérico de este parémetro de}401neel niiimero de pasos

méximo en la integracién. Asimismo, este parémetro debe coincidir con el valor de

columnas del arreglo bidimensional y(50,1000). Lo mismo sucede para los arreglos

unidimensionales x (1000), xx (1000), yy (1000) y E (1000), todos ellos deben tener

el numero de componentes igual a NSTPMX, Todo ello garantiza el funcionamiento

de las rutinas con su programa principal que se presenta a continuacién. Si se desea

variar el mimero de pasos de integracién hay que modi}401carlosen todos ellos y

deben ser iguales.

El sistema de ecuaciones seré programadas en la rutina derivs, donde se debe

tener en cuenla lo siguiente:
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dydx(1) : Representa la primera derivada de la primera variable, respecto a

la variable independiente (en nuestro caso (9 = 2%).

dydx(2) : Representa la segunda derivada de la segunda variable, respecto a

la variable independiente (en nuestro caso a�031)= '17�030:-).

y(1): Representa el valor de la primera variable (en nuestro caso 9)

y(2) : Representa el valor de la segunda variable (en nuestro caso w)

x: Representa la variable independiente (en nuestro caso t)

Dado que nuestro sistema e ecuaciones no depende explicitamente del tiempo, en la

rutina derivs se ha considerado x=x, a fin de que esta variable se use y no genere

con}402icto.También dentro de esta rutina se ha definido los valores numéricos de g y

1.

Por otro Iado, en el programa principal, xrkdumb se ha de}401nidaNVAR, que no es

otra cosa que el numero de ecuaciones diferenciales de primer orden que compone

�031 el sistema a resolver. En nuestro caso alcanza el valor 2, porque nuestro sistema

esté compuesto por 2 ecuaciones. Asimismo, se han de}401nidoIas siguienles

variables:

x1: Representa el valor inicial de la variable independiente (en nuestro caso to)

x2: Representa el valor }401nalde la variable independiente (en nuestro caso tf)

vstart(1): Representa el valor inicial de la primea variable dependiente (en nuestro

caso 9)

vsturt(2): Representa el valor inicial de la segunda variable dependiente (en

nuestro caso w)

h: Representa el paso de integracién (en nuestro caso h=0.01)

18



EL PROGRAMA COMPUTACIONAL

PROGRAM xrkdumb

INTEGER NSTEP,NVAR

PARAMETER(NVAR=2)

INTEGER i,j

REAL x(1000),x1,x2,y(50,1000)_vstart(NVAR)

REAL xx(1000),yy(1000),E(1000),m,|,g,h

COMMON lpathl x,y

EXTERNAL derivs

0PEN(5,F|LE='archiv.dat')

OPEN(10,FlLE='trayecloria.dat')

OPEN(15,F|LE=�030Energia.dat')

x1=0.0 ! Tiempo inicial

vstart(1)=3.416�03445.l180.! Theta inicial

vstart(2)=0.0

h=0.01

x2=5.0 '

NSTEP=()a�024x1)Ih!Numero de pasos o numero de pares de valores

call rkdumb(vstart,NVAR,x1,X2,NSTEP,derivs)

write(5,'(l1x,t9,a,t17,a,t31.a/)') 't','Theta','Omega'

m=0.05

I--0.5

g=9.8

do i=1 ,NSTEP

J=|

E(J')=0.5"m'((!'*2)*(y(2.J)�0342)%m�0309*|*c°S(v(1.J))

XX(J)=|"sin(v(1.i))

YY(J)=-|*°0s(y(1J))
write(5,'(1x.f10.4,2x,2f12.6)') x(j),y(1,j),y(2,j)

write(10,'(1x,f10.4,2x,f12.6)')xx(j),yy(j)

write(15.'(1x,f10.4,2x,f12.6)')x(j).E(j)

end do

END

SUBROUTINE derivs(x,y.dydx)

REAL x,y(�030),dydx(*),g,|

x=x

g=9.8

|=0.5

dYdX(1)=y(2)

dvdx(2)=<_:�030sin(y(1))/I

return

END

SUBROUTINE rkdumb(vstart.nvar,x1.x2.nstep,derivs)

lNTEGER nstep,nvar,NMAX,NSTPMX

PARAMETER (NMAX=50,NSTPMX=1000)

REAL x1 ,x2,vstart(nvar),xx(NSTPMX),y(NMAX,NSTPMX)
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EXTERNAL derivs

COMMON /path! xx,y

INTEGER i.k

REAL h,x,dv(NMAX),v(NMAX)

do 11 i=1.nvar

v(i)=vsIan(i)

y(i,1)=V(i)
11 continue

xx(1)=x1

x=x1

h=(x2-x1)/nstep

do 13 k=1,nstep

ca|| derivs(x.v.dv)

call rk4(v,dv.nvar,x,h,v,derivs)

if(x+h.eq.x)pause 'stepsize not signi}401cantin rkdumb'

x=x+h

xx(k+1)=x

do 12 i=1,nvar

y(i.k+1)=V(i)

12 continue

13 continue

return

END

SUBROUTINE rk4(y,dydx,n,x,h,yout,derivs)

INTEGER n,NMAX

REAL h,x,dydx(n),y(n),youI(n)

EXTERNAL derivs

PARAMETER (NMAX=50)

INTEGER i

REAL h6_hh,xh,dym(NMAX),dy1(NMAX),yI(NMAx)

hh=h'0.5

h6=h,64

xh=x+hh

do 11 i=1,n

yt(i)=y(i)+hh*dydx(i)

11 continue

call denvs(xh,yt,dyt)

do 12 i=1,n

Y1(i)=y(i)+hh"d¥1(i)

12 continue

call derivs(xh,yI,dym)
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do 13 i=1,n

vt(i)=y(i)+h*dYm(i)

dym(i)=dyt(i)+dvm(i)
13 continue

call den'vs(x+h,yt,dyt)

do 14 i=1,n

yout(i)=y(i)+h6*(dydx(i)+dy�031((i)+2.'dym(i))

14 continue

Return

END

21



RESULTADO DE LA SIMULACION
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Figura N°07: Resultado de Energia vs Tiempo.
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CAPITULO 3: Fenomenologia del Movimiento Caético

. . . , �031 , _. 5 ' 5.} :_

3.1. FENOMENOLOGIA DEL MOVIMIENTO CAOTICO
1.. . v �031

Désvpués de 1963, fecha en que Lorentz presento su trabajo sobre conveccién

gatmosférica, 'se [han ido descubriendo muchos sistemas en los cuales se ha

demostrado que presentan caos. En diferentes campos, entre otros, se encuentra

sistenias con comp�030ortamiento(ca6tFic'o,talés como: �034

- Mecénica Celeste » , V ;

- Fluidos ' �030 �030

- Sistemas épticos no Iineales

- Sélidos

}401- Aceleradores de Particulqs _ , -. .

- Reacciones q�034u�031i"n1ica's �031 " �034 " A

- Dinémica de poblaciongs _ _ V . . i �030 t . V

- Sistemas biologicos �030�030 �030 �030

3.2.SlGNOS DE CAOS EN UN SIQTEMA A�031

Dado que no se Quene gie}401nirel caoslen vez dg elln sg presentara..yn métodou _

descriptivo analizaremos sus caracteristicas més imponantes de su comportamiento

de un sistema.[1] .

A)El aspecto de la Se}401al

En adelante nos referimos como sénal a una v'afiéb|eAx(t) que puede ser obtenida

de fonna experimental de un sistemé olbieln puéde sér obtenido numéricamente de

la simulacién de un sistema. El comportamiento de la se}401ales extra}401oy errético es
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Figura N° 09 2 Péndulo con resorte. Saletan, Eugene

% Por Io tanto, determinaremos Ias ecuaciones de movimiento del cuerpo utilizando Ias

ecuaciones de Lagrange. Ias cuales son: _

�030 d 6L BL _ 0

(it 64, Oqj I

donde, J=1,2,... ,n ( n es el numero de grados de Iiberlad) y L = T-V es la

Lagrangiana del sistema. Estas ecuaciones son desdobladas para el caso n=2 de la

siguiente forma:

d g 6L _ 0

dt Br�030,67', _ t

d BL BL _ 0

dt 09, 60, ' V
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Asi, para nuestro caso, Ia energia cinética T y la energia potencial V de la masa,

es:

T = §m(A't2 + 3'/Z); V = mgy+.%kAx2

Las coordenadas de la posicién y sus derivadas, para cualquier instante, en forma

implicita, son:

x = rsen}401;it = fsen 9 + récos}402

' y = �024rcos9;)7 = �024fcos0 + r9sen0.

Por tanto, ia Lagrangiana en términos de la coordenada generalizada q = 0 queda

expresada de la siguiente forma:

' 1 _ . 1
L(6, 8) = §m(rz+r262) - mglcos}402+ §k(r �024r(,)2

% Lo que nos conduce a determinar la primera ecuacién de movimiento para el

péndulo eléstico, sin ninguna restriccibn para el radio. Esta es:

mi�030~ mréz �024mgcos(-) + k(r �024r0) = 0

Para resolver numéricamente esta ecuacibn diferencial hay que realizar en eila un

cambio de variable que lo convierta en un sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden. Tal cambio es:

1" = w

. .2 k
w = r0 +gcos6 �024�024(r�024r.,)

m

Analogamente, detenninamos Ia segunda ecuacién de movimiento para el péndulo

eléstico, sin ninguna restriccién para el énguio. Esta es:

mrzi�030+ 2mrr"6.+ mgrsen0 = 0
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También para resolver numéricamente esta segunda ecuacién diferencial hay que

realizar en ella un cambio de variable que lo convierta en un sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden. Tal cambio es:

9 = z

2' = -219 �024gsenl9

r r

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas, donde la

variables dependientes a determinar serén: r, w, 0 y z. Aqui la variable

independiente t también aparece de forma implicita.

Nuevamente, la solucién numérica de este sistema de ecuaciones se obtendré

utilizando el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden. Para ello, se

utilizaran Ias rutinas rk4.for, rkdumb.for. Asimismo, se usara el programa principal

xrkdumb.for el cual utiliza la rutina derivs.

La primera rutina no ha sufrido modi}401cacionalguna. A la segunda solo se le ha

cambiado el valor del parémetro NSTPMX, el cual a tornado el valor de 1000 en

Iugar de 200. El valor numérico de este parémetro define el numero de pasos

méximo en la integracion. Asimismo, este parémetro debe coincidir con el valor de

columnas del arreglo bidimensional y(50,1000). Lo mismo sucede para los arreglos

unidimensionales x (1000), xx (1000), yy (1000) y E (1000), todos ellos deben tener

el mimero de componentes igual a NSTPMX. Todo ello garantiza el funcionamiento

de las rutinas con su programa principal que se presenla a continuacién. Si se desea

variar el numero de pasos de integracion hay que modi}401carlosen todos ellos y

deben ser iguales.

El sistema de ecuaciones sera' programadas en la rutina derlvs, donde se debe

tener en cuenta Io siguiente:

dydx(1) : Representa la primera derivada de la primera variable, respecto a

la variable independiente (en nuestro caso r�030= if).
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dydx(2) : Representa la primera derivada de la segunda variable, respecto a

la variable independiente (en nuestro caso W = �030fi�024�030:).

dydx(3) : Representa la primera derivada de la tercera variable, respecto a la

variable independiente (en nuestro caso 0' = -E).

dydx(4) : Representa la primera derivada de la cuarta variable, respecto a la

variable independiente (en nuestro caso z' = %).

y(1): Representa el valor de la primera variable (en nuestro caso r)

y(2) : Representa el valor de la segunda variable (en nuestro caso w)

y(3): Representa el valor de la tercera variable (en nuestro caso 9)

y(4) : Representa el valor de la cuarla variable (en nuestro caso z)

x: Representa la variable independiente (en nuestro caso t)

Dado que nuestro sistema e ecuaciones no depende explicilamente del tiempo, en la

rutina derlvs también se_ha considerado x=x. a }401nde que esta variable se use y no

genere con}402icto.Denlro de esta rutina se ha de}401nidolos valores numéricos de g, k

Y 70-

Finalmente, en el programa principal, xrkdumb se ha de}401nidaNVAR, que no es otra

cosa que el numero de ecuaciones diferenciales de primer orden que compone el

sistema a resolver. En este nuevo caso alcanza el valor 4, porque nuestro sistema

esta compuesto por 4 ecuaciones. Asimismo, se han de}401nidolas siguienles

variables:

x1: Representa el valor inicial de la variable independiente (en nuestro caso to)

x2: Representa el valor }401nalde la variable independiente (en nuestro caso tf)

Las condiciones iniciales planteadas se representada a través de las siguientes

variables:

vstart(1): Representa el valor inicial de la primea variable dependiente (en

nuestro caso r)

vstart(2): Representa el valor inicial de la segunda variable dependienle (en

nuestro caso w)
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vs£art(3): Representa el valor inicial de la tercera variable dependiente (en

nuestro caso 9)

vstart(4): Representa el valor inicial de la cuarta variable dependiente (en nuestro

caso 2)

Y por ultimo:

h: Representa el paso de integracién (en nuestro caso h=0.01).
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EL PROGRAMA COMPUTACIONAL

PROGRAM PENDELAS

INTEGER NSTEP,NVAR

PARAMETER(NVAR=4)

INTEGER i,j

REAL x(1000),x1,x2,y(50,1000),vstart(NVAR)

REAL xx(1000),yy(1000),E(1000),m,ro,g,h,k

COMMON Ipathl x,y

EXTERNAL derivs

OPEN(5,F|LE='archiv.dat') ! archlvo donde se depositan r y w

OPEN(10,FlLE='archiv1.dat') ! archivo donde se depositan theta y z

OPEN(15,F|LE='trayectoria.dat�030)I archivo donde se depositan x e y

OPEN(20,FlLE=�030Energia.dat')I archivo donde se depositan la energia

x1=0.0 l Tiempo inicial

vstart(1)=0.5 ! r inicial

vstatt(2)=0.5 ! w inicial

vstaIt(3)=0.5 ! Theta inicial

vstaI1(4)=0.5 I z inicial

h=0.01 ! paso de integracién

x2=5.0 ! tiempo }401nal

NSTEP=(x2-x1)/h !Numero de pasos o numero de pares de valores

call rkdumb(vstar1,NVAR,x1,x2.NSTEP,derivs)

write(5,�030(/1x,t9,a,t17,a,t31,a/)')'t'.'Theta','Omega'

m=0.05 ! masa del péndulo

ro=O.5 ! longitud natural del péndulo

k=20. ! constante elastlca

g=9.8 ! gravedad

do i=1,NSTEP

Fl

E(D=0-5"m*(Y(2J)**2+Y(1J)**2*V(4J)**2)-m*9"Y(1J)*00S(Y(3:J))"�0300-5*k*(Y(1J)'T0)'"'2
!Calcula la energia

XX(J)=y(1,j)*sin(y(3,j)) ! calcula la coordenada x

YY(J)=-y(1.j)''cos(y(3,j)) ! calcula la coordenada y

write(5,'(1x,f10.4,2x,2f12.6)�031)x(j),y(1,j),y(2,j) !escribe r y w

write(10,'(1x,f10.4,2x,2f12.6)') x(j),y(3,j),y(4,j) !escribe theta y z

write(15,'(1x,f10.4,2x,f12.6)')xx(j),yy(j) !escribe la coordenada x e y

write(20,'(1x,f10.4,2x,f12.6)')x(j),E(j) !escribe la energia

end do

END

l..._._._...-.___..._-__.._..--........_.-

SUBROUTINE derivs(x,y,dydx)

REAL x,y(*),dydx("),g,ro,k,m

x=x ! variable tiempo

g=9.8 ! gravedad
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ro=0.5 ! Iongitud natural del resorte

k=20. I constante elastica del resorte

m=0.05 I masa del pendulo

dydx(1)=y(2)

dydx(2)=v(1)"v(4)*�0312+9*c0s(y(3))-k*(y(1)-r0)/m

dydX(3)=y(4)

dvdX(4)=-2-�030y(2)*y(4)/v(1)-9*sin(y(3))/y(1)
return

END

I_.....____-__.__-_.......--.._-_--_--------_-_--..---.

SUBROUTINE rkdumb(vstart,nvar,x1,)(2,nstep,derivs)

INTEGER nstep,nvar,NMAX,NSTPMX

PARAMETER (NMAX=50.NSTPMX=1000)

REAL x1 ,x2,vstart(nvar),xx(NSTPMX),y(NMAX,NSTPMX)

EXTERNAL derivs

COMMON Ipathl xx,y

I USES rk4

INTEGER i,k

REAL h,x,dv(NMAX),v(NMAX)

do 11 i=1,nvar

v(i)=vstarl(i)

y(i.1)=v(i)
11 continue

xx(1)=x1

x=x1

h=(x2-x1 )/nstep

do 13 k=1,nstep

call derivs(x,v,dv)

call rk4(v,dv,nvar,x,h,v,derivs)

if(x+h.eq.x)pause 'stepsize not signi}401cantin rkdumb'

x=x+h

xx(k+1)=x

do 12 i=1,nvar

v(i.k+1)=v(i)
12 continue

13 continue

return

END

! rk4.for�024------�024�024----------------------�024�024---------

SUBROUTINE rk4(y.dydx.n.x,h,yout,derivs)

INTEGER n,NMAX

REAL h.x,dydx(n).y(n),yout(n)

EXTERNAL derivs

PARAMETER (NMAX=50)

INTEGER i

REAL h6,hh.xh,dym(NMAX),dyt(NMAX),yt(NMAX)
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hh=h*0.5

h6=h/6.

xh=x+hh

do 11 i=1,n

v1(i)=y(i)+hh*dydX(i)
11 continue

call derivs(xh,yt,dyt)

do 12 i=1,n

yt(i)=y(i)+hh*dyt(i)
12 continue

call den'vs(xh.yt,dym)

do 13 i=1,n

yt(i)=y(i)+h*dym(i)

dym(i)=dyt(i)+dym(i)
13 continue

call derivs(x+h.yt,dyt)

do 14 i=1,n

yout(i)=v(i)+h6�030(dydX(i)+dvt(i)+2-*dym(i))
14 continue

return

END
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RESULTADO DE LA SIMULACION
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Figura N°10: Resultado. Alva, Rolando.
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Figura N°11: Energia vs tiempo. Alva, Rolando.
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CAPITULO 4: El Signo de Caos Fractales y Atractores Extra}401os

4.1. EL SIGNO DE CAOS FRACTALES Y ATRACTORES EXTRANOS

A) El Mapa de Poincare

Otra técnica que nos da signo de caos es la propuesta por Poicare el consiste en

reducir el n}402merode variables independientes que interviene en un sistema

Hamiltoniano utilizando Ias constantes de movimiento del sistema. En general Ias

ecuaciones de movimiento para un sistema Hamiltoniano puede escribirse como:

 7'51: = uk(x)v k=1v2«3:4§ ((x1:x2,x3,x4) = (X-MP;-Py)

Como Ia energia se conserva en un sistema Hamiltoniano, se tiene que

H (x, p) = E

�030 De modo que el espacio de fases donde se evoluciona el sistema es tridimensional.

La constante de movimiento reduce en un grado de libertad. Es decir solo se usara

Ias coordenadas x1,xz,x3 y la cuarta coordenada x4 queda determinada a partir de la

condicién de la energia H = E4
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Figura N° 12: Gra}401cédé ihtéfcératé dé pI§}4010é.Ré}401éd5.A}401té}401ié

% Si denominamos 3 al plano para y=0 con coordenadas x, p, . La trayectoria sobre

este plano corta en los puntos Z0, Z1 , Z2 , Z3, 2,, para los cuales p,,>0. La

distribucion de los puntos sobre el plano S donde la trayectoria del sistema lo coda

se conoce como mapa o seccion de Poincare.

Si Ia solucio}401es périodica Ia curva se cierra en el espacio de fases, por lo que el

numero de puntos donde coda la trayectoria es }401nitoy se va repitiendo

periodicamente. En el caso mas simple hay un solo punto donde Ia trayectoria corta

a S.

En general se puede afirmar que si la distribuclon de puntos de cone no guarda

ningun orden lo que demuestra que la trayectoria se entrecruza lo cual nos indicaria

que existe caos. Un ejemplo de distrlbucion de puntos 2, con esta carateristica se

presenta acontinuacion:[2],[1]
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Figura N�03413: Mapa de Poincare Saletan, Eugene

B) Los Expo}401entesde Llapunov

Otra indicador de la presencia o no de caos son los exponentes de Liapunov,

cantidades que caracterizan cuando Ias trayectorias se separan entre si. Para

oomprenderlo mejor consideremos un sistema discreto de}401nidocomo:

xn+1 = f(xn) = axnv > 1)

Si iteramos a la ecuacion anterior, te}401dremoscomo consecuéncia que los pu�030r1t6§

préximos se separan. Es decir que la separacién inicial Ixo �024yol = e entonces Ia

separacién en la n esirna iteracién es |x,, �024ynl = |a|"|x., �024yol. Para el caso dé una

funcién general f(x), se puede escribir

Um(xo + 5) �031Im(xo)l = 5 EXP (n)~(Xo))

L0 que, en el llmite n �024>66, conduce a .[2],[4]

�030 .
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. . 1 f(x +6)�024f(x)

�034*0= .�030:2w£1;�030°9

que equivale a

, _ df"(xo)

�034"0�024BB1 �034�031-�0307Hrl

Las dos ultimas ecuaciones anteriores son Ia de}401niciéndel exponente de Liapunov,

que nos da una medida de la separacién exponencial de dos trayectorias préximas.

Utilizando Ia regla de la cadena a la derivada en la }402ltlmaecuacién se tiene Io

siguiente:

df�031(x), .
§ �024E�024= r(x1>r (xo)

Y en general

df"(x) ., ,�030.,_ .

-75- = f(xn�0241)f(x,.-z)---f(x1)f (xo)

de lo cual obtenemos

1 n-=1 1 n=1

2<x.,) = ,lli_r3}_;l09 r'(x.~)| = 53:;;; log|f'(x:)|

Esta Liltima ecuacion se utiliza para determinar el exponente de Liapunov

numéricamente. Esta�031claro que un exponente de Liapunov positivo es una condicién

necesaria para la presencia de caos, pero no su}402clente,dado que se hace }401écesafio

ia presencia de plegado. En otras palabras la expansion debe estar acompa}401adade

plegado.
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Para el caso en que el sistema es de orden m, x,,+1 = f (x..), entonces hay m

exponentes distintos de Liapunov y se de}401nencomo

1

11-1 E

[expA1exp}.2, ...,expl,,,] = lim �034valorespropios l�0241](x;)�035
n-W

0

donde

0(f1.f2....,fm)
(x) = det (�024�024�024�024�024�024�024�024�024�024x

I 0(x1,xz, ...,x,,,)( )

Es el Jacobiano de la transforrnacion

C) Fractales y Atractores Extra}401os

Se conoce que un espacio vectorial es de dimension n, si existen n vectores

Iinealmente lndependlentes v,,, donde k= 1,2,.... n, de tal manera que todo elemerito

del espacio puede escribirse de modo }402nicoen la forma Eakvk. es decir como una

comblnacion lineal de ellos, con coe}401clentesnuméricos.

Sin embargo existen conjuntos que no pueden caracterizarse por dimensiones

enteras. Asi ocurre con el conjunto de Cantor. A los oonjuntos con dimension no

entera se llaman fractales, termino acunado pro B. Mandelbrot. En dinémica, los

fractales suelen aparecer como atractores�030

La éxistencla dé U}401atractor mani}402estaun cierto grado de estabilidad de u}401sistema.

ya que este tiende a funcionar en zonas determinadas del espacio de Ias fases. En

e1 caso de sistémas dlnérnicos cominuos de prirnero o segunda orden, el flujo es

necesariamente regular, pues en los espacios de Ias fases de una o dos

dimensiones Ias trayectorias no pueden entremezclalse. lo que es necesario para

que haya caos. [1],[4]
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El teorema Poincare-Bendlxon, aflrma que, bajo condiciones muy generales, los

atractores de sistemas de segunda orden solo pueden ser de dos clases: puntos y

ciclos limites. Pero, sl el espacio de Ias fases tiene mas de dos dimensiones, puede

ocurrir que un conjunto A atraiga todas las trayectorias de una cuenca y sea, por

ello, un conju}401tééstable, hero que el movimiento Sea inestable y caético e}401él. Se

habla entonces de atractores extra}401os,caéticos o anémalos que son objetos de

gran complejidad que combinan estabilidad (ya que los movimientos préximos

�030 tienden a ellos) con inestabilidad (pues el movimiento es estocéstioo y hay efecto

r}401ariposaen su interior).

Como una aplicacién sobre la visualizacién de atractores se resolvera

numéricamente un sistema de ecuaciones correspondiente a }402ujoatmosférico en el

cual se puede observar el atractor de Lorentz.

FRACTALES DE CANTOR, KOCH.

% Podrlamos decir que un ejemplo de fractal serla una fotografia donde hay una�030

persona mostrando una fotografia de esa misma persona mostrando una fotografia

ya Si sucesivamente. Es decir un fractal es un objeto geométrlco que tiene

autosimilaridad a cualquier escala. Esta autosimilaridad a veces es exacta y a veces

selo en aparie}401cia.Heme-S vista en el diagrama de bifurcaciones del mapa Iéglstico '

que habia fractalidad al agrandar una panecita de una ventana. Los atractores

extra}401ostambién tienen estructura de fractal. Los fractales se dan mucho en la

naturaleza. Basta pensar en un arbol. Este tiene un tronco del cual salen ramas. A

su vez cada rama tiene otras famitas que salen en forma casi autésimilar al tro}401coy

sus ramas mencionado. Luego cada ramita tiene otras ramitas... incluso si llegamos

a la hoja volvemos a ver rar}401ificaclénen sus nervaduras. El fractal de Cantor es uh

segmento al que se Ie saca el tercio central. (se saca un abierto, 0 sea 1/3 y 2/3

. penenecen al fractal). Luego a los dos pedazos que que-dan se Ie vuelve a saca!�030el

tercio oentral y asi sucesivamente a| in}401nito.Ver }401gura.[1],[4],[5]
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Figura N° 14: Fractal de Cantor. Saletan, Eugene

Es fécil probar que este fractal de Cantor tiene medida cero y que contiene un

numero in}401nitode puntos. También puede verse que se trata de un in}401nitono

g contable (91.51 fractal de Koch se construye de la siguiente forma (}401gura2):[5]

>:> <-< $
_A_7�031%./\_> ?.,_> 1/_

§.>~<,§ <§.,.»~L§

..)"g...5�030:~b�034-�030<.._>�030-L,\>l;�0303>*c{.,%;)~�031�034�030-czwm
1

Koch

Figura N°15 : Fractal de Koch. Saletan, Eugene
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La longitud dé Ia curva de Koch tiende a in}402nito.La forma mas sencilia de de}401nirla

dimension de un fractal es como sigue (g1.Sea el siguiente fractal simple (}401gura3):

m = 4 m = 9

,. = 2 r = 3

Figura N°16: Determination de una dimension fractal. Alva, Rolando

m = numero de copias, r = factor de escala

ln m
d = a�031�024

In r

Estas m y r cumpien que: m = r�030�030Enios casos vistos 4 = 22 y 9 = 3�031donde 2 es

la dimension del cuadrado. Usando Ia ecuacion, m = r�030, de}401nimosdimension de un

fractal;

Aplicando esta formula ai fractal de Cantor tendremos, d = |n(2) I In( 3) z 0.63 .Es

decir tiene menos dimension que un segmento pero mayor que cero.Para la curva de

Koch d = In (4 )/ In( 3) ~ 1,26.

Es decir una curva que tiende a una Iongiiud In}401nitetermina por tener una dimension _

que esta entre 1 y 2. [1],[4],[5]
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Ejernplo de Aplicaclén

Simular computacionalmente el movimiento de atmosférico producto de la

oonveccién de Rayleigh que se describe por las siguientes ecuaciones diferenciales

ordinarias

X = �024oX+ av

Y -2 �024XZ+ rX �024Y -

Z = xv �024bZ

Soluciénz

Para resolver numérlcamerité este sistema de ecuaciones diferenciales ordi}401arias

aoopladas no es necesario aplicar un cambio de variables dado que se aplica

directamente él método de Runge-Kuta.

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas, donde

% Ia variables dependientes a detenninar serén: X,Y y 2. Aqui Ia variable

i}401dependientet también aparece de forma irnplicita.

Nuevamente, la solucién numérica de este sistema de ecuaciones se obtendré

utilizando el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden. Para ello, se

utilizaran Ias rutinas rk4.for, rkdumb.for. Asimismo, se usara el programa principal

xrkdumb.for el cual utiliza la rutina derivs.

La primera rutina no ha sufrido modl}401cacionalguna. A la segunda solo se Ie ha

cambiado el valor del parémetro NSTPMX. el cual a tornado el valor de 1000 en

Iugar de 200. El valor numérico de este parémetro deflne el numero de pasos :

méximo en la integracion. Asimismo, este parémetro debe coincidir con el valor de

columnas del arreglo bidimensional y(50,1000). Lo mismo suoede para los arreglos

unidimensionales x (1000), xx (1000). yy (1000) y E (1000), todos ellos deben tener

el }401}401merode componentes igual a NSTPMX. Todo ello garamlza el funcionamiento

de las rutinas con su programa principal que se presenta a continuacién. Si se desea
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variar el numero de pasbs de integraciéri hay que modi}401carlosen todos ellos y

deben ser iguales.

El sistema de ecuaciones sera programadas en la rutina derivs, donde se debe

tener en cuenta lo siguiente:

dydx(1) 5 Representa la primera derivada de la primera variable. respecto a

la variable independiente (en nuestro caso X = fl�024}:).

dydx'(2) : Representa la primera derivada de la segunda variable, respecto a

la variable independiente (en nuestro caso }" = �030;�024:).

dydx(3) : Representa la primera derivada de la tercera variable, respecto a la

variable independiente (en nuestro caso Z = g).

y(1): Representa el valor de la primera variable (en nuestro caso X)

y(2) : Representa el valor de la segunda variable (en nuestro caso Y)

y(3): Representa el valor de la tercera variable (en nuestro caso Z)

X: Representa la variable independiente (en nuestro caso t)

Dado que nuestro sistema e ecuaciones no depende expllcltamente del tiempo, err Ia

mtina derivs también se ha considerado x=x, a }401nde que esta variable se use y no

genere con}402icto.Dentro de esta rutina Se ha deflnldo los valores numérico: de g, k

Y 704

Flnalmente, e}401el programa principal, xrkdumb se ha de}401nidaNVAR_ que no es otra

cosa que el numero de ecuaciones diferenciales de primer orden que compone el

sistema a resolver. En este nuevo caso alcanza el valor 3, porque nuestro sistema

esta compuesto por 3 ecuaciones diferenciales ordinarias. Asimismo, se han de}401nido

Ias slguientes variables:

x1: Representa el valor inicial de la variable independiente (en nuestro caso

to)
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x2: Réprééé}401tael valor }401nalde la variablelr1dépendiente(en nuestro césé tf)

Las condiciones iniciales planteadas se representada a través de Ias siguientes

variables:

vstart(1): Representa el valor inicial de la primea variable dependiente (en

nuestro caso X0)

vstart(2): Representa el valor inicial de la segunda variable dependiente (en

nuestro caso Yo)

vstart(3): Representa el valor inicial de la tercera variable dependiente (en

nuestro caso Z0) .Y por ultimo: '

h: Representa el paso de integracién (en nuestro caso h=0.01).
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EL PROGRAMA COMPUTACIONAL

PROGRAM xrkdumb

! driver for routine rkdumb

INTEGER NSTEP,NVAR

PARAMETER(NVAR=3)

INTEGER i,j

IREAL bessj,bessjO,bessj1

REAL x(10000),x1,x2,y(50.10000),vstart(NVAR)

COMMON Ipathl x,y

EXTERNAL derivs

6pé}401(1,}402|eE'archIv.dat')

open(2,}401le='archivX.dat')

open(3,}401|e='archivY.dat')

6pen(4,}401Ie='archivZ.dat')

open(5,}401le='archivt.dat')

wn�030te(*,*)'ingreseel valor inicial para x�030

réad(*,*)V§tart(1)

write(*,*)'ingrese el valor inicial para y�030

read(*,*)vstart(2)

wrIte(*.*)'i}401greseel valor inicial para 2'

read(*,*)vstar1(3)

write(',*)'ingrese los valores inicial y }401naldel tiempo en segundos �030

read(*,")x1,x2

h=0.01

. NSTEP=(x2-x1)/h

call r1(dumb(vstart,NVAR,x1,x2,NSTEP,dérivs)

!write(1,'(/1x.t9,a,t17,a,t31.a/)') 'tiempo',�030x�030,'y�030,'z�030

do 11 i=1,NSTEP

i=1
write(1,'(1x,f10.4,2x,3f12.6)') x(j),y(1,j),y(2,j),y(3,j)

write(2,'(1x,f12.6)') y(1,j)

write(3.'(1x.f12.6)�030)y(2,j)

wn'te(4,'(1x,f12.6)') y(3,j)

write(5,'(1x.f10.4,2x,3f12.6)') x(j)

11 continue

END

SUBROUTINE derIvs(x,y,dydx)

REAL x.y(�034),dydx(*).r.b.sigma

x=x

sigma510.

r=28.

b=8./3.
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dvdx}402)Esigma*(y(2)-v(1))

dvdX(2)=r*y(1)-y(2)-y(1)*v(3)

dydX(3)=y(1)*y(2)-b*y(3)
return

END

SUBROUTINE rk4(y,dydx,n,x,h,yout,dérivs)

INTEGER n,NMAX

REAL h,x,dydx(n),y(n),yout(n)

EXTERNAL derivs

PARAMETER (NMAX=50)

INTEGER i

REAL h6,hh,xh.dym(NMAX),dyt(NMAX),yt(NMAX)

hh=h*0.5

h6=h/6.

xhix+hh

do 11 i=1,n

yt(i)=v(i)+hh"dydX(i)
11 continue

call derivs(xh,yt,dyt)

do 12 i=1,n

Y1(i)E�031y�030(i)+hh�031dYt(i)
12 continue

% call derivs(xh,yt,dym)

do 13 i51,}401

yt(i)=y(i)+h"dvm(i)

dym(i)=dyt(i)+dym(i)
13 continue

call derivs(x+h,yt,dyt)

do 14 i=1,n

yout(i)Ey(i)+h6*(dydx(i)+dyt(i)+2.*dym(i))

14 continue

return

END

SUBROUTINE rkdumb(vstart,I1vaI',x1 ,x2,I1step,derivs)

INTEGER nstep,nvar,NMAX,NSTPMX

PARAMETER (NMAX=50,NSTPMX=1000O)

REAL X1,x2,vstart(r1var),xx(NSTPMX).y(NMAX,NSTPMX)

EXTERNAL derivs

COMMON Ipathl xx,y

I USES rk4

INTEGER i,k

REAL h,x,dv(NMAX),v(NMAX)

do 11 I21,rwar
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v(i)Evstart(i)

v(i.1)=V(i)
11 continue

�030x'x(1)5x1

x=x1

h=(x2-x1 )/nstep

do 13 k=1,nstep

call derivs(x,v,dv)

call rk4(v,dv,nvar.x,h,v,derivs)

if(x+h.éq�031.3<')pause'stepsize not signi}401cantIn rkdumb'

x=x+h

xx(k+1)=x

d6 12 i=1,nvar

v(i.k+1)=V(i)
12 continue

13 continue

return

END
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RESULTADO DE LA SIMULACION
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Figura N°17: El Atractor de Lorentz calculado para r=28, o=10, b=8/3, Xo=5, Yo=5,

Zo=5, to=0 hasta t=35seg. Alva, Rolando. ' �030
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Figura N°18: coordenada X(t) de una solucion del modelo de Lorentz. Se observa

rotaciones en torno a C y C�031,sin ninguna pauta reconocible. Alva. Rolando.
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DISCUSION

El presente lrabajo de investigacién contribuye a mejorar el proceso de ense}401anza-

aprendizaje del estudio de los fenomenos no lineales al presentar en forma

didéctica con ejemplos resueltos aplicacién de la teérica. Se muestra Ia solucién de

la ecuacién no lineal con los valores numéricos determinados los mismos que se

pueden visualizar el componamiento de la solucién en el espacio de fase; con ello

se puede determinar el estado del sistema en el tiempo.

En el texto Classical and Dynamics: A Comtemporary Approach de Eugene Saletan,

desarrollan la teoria sobre los sistemas no lineales o mas bien dicho presenta una

recopilacion muy general sobre el analisis de sistemas no lineales desde un punto

de vista de la mecénica clésica, en el trabajo de investigacién no solamente puede

aplicarse desde el punto de vista clésico, sino también de la moderna mecanica

§ cuéntica . Los programas de programacion se aplican a ambos.

El libro Dinémica Clasica de Ra}401ada, presenta la teoria demasiado resumido, esto

contrasta con Io didéctico al no presentar desarrollado tanto la teoria como los

ejemplos ; nuestro trabajo de investigacion mejora la forma didactica de presentar el l

tema complejo del comportamiento de los sistemas no lineales ya que no solo

desarrolla la teoria si no también aplica . como se ve en los ejemplos .

De igual fonna Chaos: an introduction to dynamical systems de Alligood , Chaos

and nonlinear dynamics : an introduction for scientists and engineers de

Hilbom, inside demasiado en los fractales desde un punto de vista de la

geometria , no muestra que a partir de sistemas no lineales se puede llegar a una

estructura fractal, como es el caso de la ecuacién Iogistica , visto en el capitulo

cuatro del presente trabajo de investigacién.
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