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RESUMEN
“CARACTERIZACION DE LA CLASE DE
OPERADORES HILBERT-SCHMIDT Y
DETERMINANTE REGULARIZADA”

Victor Robinson Barrial Sandoval
Setiembre - 2018
Asesor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrcy

Titulo obtenido: Licenciado en matemética

En el presente trabajo haremos el estudio de la clase de operadores Hilbert-Schmidt,
mostrando que €s un espacio de Hilbert y un subalgebra sumergida con la propiedad
de aproximacién. Todo esto es posible usando propiedades no triviales de los
numeros singulares.

Lo siguiente es prestar nuestra atencion en el problema de extender continuamente
el determinante det,(/+.) a ciertas subalgebras normadas de L(B) desde F(B),
con B un espacio de Banach.

Finalmente, diferentes caracterizaciones de esta clase de operadores son mostradas
y en el contexto de operadores integrales enunciaremos algunos ejemplos.

Palabras Claves

®  Espacios de Banach.

¥ Operadores de rango finito

®  Operadores compactos

®  Operadores De Hilbert — Schmidt.
¥

®  Teorema Espectral para operadores compactos auto adjuntos.

®  Nicleo del operador integral.



ABSTRACT

"CHARACTERIZATION OF THE CLASS
OF HILBERT-SCHMIDT OPERATORS

AND REGULARIZED DETERMINANT"
Victor Robinson Barrial Sandoval
September 2018
Advisor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey

Degree obtained Bachelor of Mathematics

In the present work we will study the class of Hilbert-Schmidt operators, showing

that it is a Hilbert Space and an embedded subalgebra with the approximation

property. All this is possible using nontrivial properties of the singular numbers.

Furthermore, we devote our attention to the problem of extending continuously the

determinant det,(I+.) to certain normed subalgebras of L(B) from F(B), where

B is a Banach space.

Finally, different characterizations of this class of operators are proven and in the

context of ‘integral operators we will state some examples.

K’eyworfis

Banach Spaces.

Finite range operators

Compact operators

Hitbert - Schmidt Operators

Spectral theorem for self-adjoint compact operators.

Kernel of the integral operator’



CAPITULO1
PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1. Identificacién del problema

En lo que sigue del trabajo, H denotara un espacio de Hilbert. Se sabe que si T €
L(Hy; Hy) es un operador compacto, entonces existe una sucesién de nimeros
reales no negativos S, (T) 28Tz 2S5,T)=2+20 y sistemas
ortonormales {@, )n=q de Hy ¥ {n}n=1 de H tal que Tx = Y30y 5, (THX; @ndén
(teorema de representacidn espectral Hilbert -Schmidt)

Donde los {S,(T)}n»1 son llamados numeros singulares y r111_1.1;1o 5.(T)=0. Con

estos nimeros singulares se define y denota el espacio de los operadores de clase

traza como:
S;(H) ={A € L(H) / Aescompactoy Z Sx(A) < 00}
n=1
Luego se definen los operadores Hilbert — Schmidt como:
S;(H)={A€eK(H)/A*AE S}
Lo natural es estudiar como caracterizar esta clase de operadores, definir y extender
continuamente la traza y el determinante de los operadores de rango finito a esta

clase de operadores, también estudiar el operador integral en el contexto de los

operadores Hilbert - Schmitd.

1.2. Formuiacion del problema

>

¢Seré posible caracterizar a la clase de operadores Hilbert — Schmitd?

i Sera pos'ible definir un determinante sobre esta clase de operadores?

O w

:Qué condiciones hay que imponer a un operador integral para que pertenezca

a esta clase de operadores?



1.3.

Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivos generales

1.

Caracterizar a la clase de operadores Hilbert — Schmitd

2. Definir un determinante sobre esta clase de operadores.

3.

Imponer condiciones a un operador integral para que pertenczca a esta clase

de operadores.

1.3.2. Objetivos especificos

1.

2.

1.4.

Familiarizarse con los métodos del andlisis funcional que se usaran para
definir una traza y determinante para esta clase de operadores.
Mostrar la importancia del teorema de descomposicion espectral para

operadores compactos autoadjuntos.

Importancia y justificacion de la investigacion

El presente trabajo estd inmerso en la linca del Andlisis Funcional —

QOperadores sobre espacios de Hilbert.

Un trabajo no trivial es definir una traza y determinante sobre un ideal de
operadores, el trabajo se justifica ya que aborda el estudio extender
continuamente el determinante det, (/+.) a ciertas subalgebras normadas de

L(B) desde F(B), con B un espacio de Banach.

Definir det,(/+.) paraT e S;(H) se justifica ya que existe una estrecha

relacion entre este funcional y los autovalores de 7.

Se justifica también porque este proyecto adicionalmente mostrara, como
ejemplo, las condiciones para que un operador integral este contenido en la

clase de operadores Hilbert — Schmitd.



CAPITULO I

MARCO TEORICO

2.1 Espacios de Banach

Espacios Normados.
Definicion 2.1.1:

Consideremos un espacio vectorial (X;+;K;.)donde K =RoC. Una norma es una
aplicacion

I.l:Xx-Rr

Que satisface:
i lixlz0vxeX Alixli=0<x=0
i. llex|ll=lalllxk vxeX;aeK=RoC
ii.  fx+yl<hxll+Hiyvll v yeX

El par (X; || .]) se llama espacio normado.

Ejemplo 2.1.2:

X = R" sea x € R™ entonces: X = (xy; X3,X3; ..} X,) Luego se definen las normas
s flxlly = gl
1
o ixll = &, x)z
o |xllpax = max{lxli = 1;2;3; .50}

Entonces: (R™ 1. 1l.); (B0 .10 (B™ 1. (lnax) SON espacios normados.

Ejemplo 2.1.3:
X=¢°R) = {(@n)nen / 10| <k VneNy para algun k >0}

Con la narma:

o |l(an)llsup = {lank; n € N}
Luego: (£=(R);|l.|lsup) €8 un espacio normado
Ejemplo 2.1.4:
X = Ciapj = {F: [@;b] = R/ f es continua} Luego se definen las normas

o fllmae = max{lf (o)l x € [a: bl}

o Al = SifGoldx
Entonces: (Cia - lhmax )i (Ciasppi Il - 1) sOP espacios normados



Definiciéon 2.1.5 (convergencia)

Sea (X;[l.1] } un espacio normado ¥ (a,)new ©X una sucesién. Decimos que {a,),en
converge a x € X si:
Ve >0;3ngeN/la, —xll <& ¥nzn,

Notacion: ,fﬂ.“m a, =x
Ejemplo 2.1.6:

Sea EN(R) ={{a,)nen © R/ a, =0, ¥n >k, para algunk € N} es liamado el espacio
de las sucesiones casi nulas.

Claramente CN(R) c £7(R). Ademas CN(R) es un subespacio vectorial de #~(R).
Ahora consideremaos:
v a,=(1;0;0;0;0; ...;0; ..} E CN(R)
1
v gy =(1:3:0,0:0;..:0; ) € CN(R)

v o =(11500.50.) e CNR)

P _(q4.2.1, [} T |
Y consideremos x = (1,2,3, i )
Afirmacion; lim a, =x
n-—00
En efecto:
— - - - ] L J— 1 L — 1 3
By =% = (0;0:0; .5 0; === — ;..

Luego lla, — xllsp = ﬂl: — 0 por fanto: ﬂh_l}}oan =x.

En este contexto
+ La sucesitn (a,),cy converge a x en £*(R)

e Lasucesion (a,),ey NO converge en CN{R), pues x ¢ CN(R).



Espacios de Banach.

Definicion 2.1.7 {sucesidén de Cauchy)

Sea (X;||.11) un espacio normado y (a,)ney © X una sucesion, decimos que (a,)nen €S
de Cauchy si y solo si.

Ve >0 3neEN/llay —anll <5 Vrmzng
Definicion 2.1.8 (Espacio de Banach)

Sea (X; 1.1l ) un espacio normado. (X;|.ll ) es lamado espacio de Banach si y solo si
toda sucesion de Cauchy es convergente.

Ejemplo 2.1.9: (¢*(R); |l .1lsup) €S un espacio de Banach
Demostracién:

Sea (x™),nex UNa sucesion de Cauchy en £2(R); x™ = (xI x3% i xp..)

Luego
Ve >0 AneN/Vvrmzng — lx™ —x"lg, <¢
Pero:
ll£™ — 2" lsup = sup{|x* ~ 27|/ j €N} < &
De donde:

[ — x| < 2™ — x"||sup < &, IUEGO (") men €5 de Cauchy en R que es completo.

Por tanto existe x; € R / x[" - x; cuandom -

Ahora definamos x = (x,; x5: x3; 1 %p5..)

Afirmacién 1: x € £2(R)
En efecto:
vkeN; x' = x,;m-— o SiysolosivVe >0,3ny, =ngr{e) €N

Talquesi: m >ng, = |x" — x| <&

Por otro lado: como (x™) ey < #°(R) 3 My € Rtal que |x| <M, Vi EN
Ahora:
| = | — 2" + 1| < Jg = 2| + {27 < &+ M
Donde: ¢ + M,, no depende de j.
Luego: ?:n?ﬂx’l JJEN} S+ M, <+

Con lo cual x = (x5 %23 X3; ... X55.. ) € £2(R).

10



Afirmacion 2: x,, — x cuandom — o
En efecto:
Como (x™)...x s sucesion de Cauchy en £ (R)

Entonces
Ve >0 AngeN/vnman, = |x™ — x| <c

De donde:

Jx = 1] < ™ — x™up = sup{|ef” ~x|/jeN} <e
Ahora:

’lll_'r{_ajlx}" — x| = |x}" ——Al_rg::}’“ =|x"—x|<e

= 2™ ~ x| sup = sup{|x]" - x|/ jEN} < &

Esto es:

rr{i_r_'nm x™ =xen £*(R)
Por lo tantc toda sucesién de Cauchy (x™),.x en £°(R) es convergente, asi
(£=(R); || . {lsup) €5 un espacio de Banach
Ejemplo 2.1.10:

Sea (jap) = {f: [a; ] — R/ f es continua } con la norma [|f llmax = {If ()1 x € [a; b1}

Entonces: (Cia.py; Il - lmax) €8 UN €spacio de Banach.
Demostracion:

Sea (fidnew una sucesién de Cauchy en Clap)  ©ntonces

£
Ve >0;3n eEN/Ynm2=2n "‘"‘"fu_fm"max<z

Ahora fijando un ¢, € Cig,p} € tiene |f,(tp) — fn(todl < |Ifm — fullmax

De donde ia sucesion (f,{t))nen ©8 Una sucesion de Cauchy en R

Por tanto It €ER / nh—'& falta) =f(te) € R
Como t, € Cp,.) @8 arbitrario, tenemos definida la funcion

f:la;b] — R dado por: f(t) = Jgr:o fa(®)
Y esta convergencia es puntual, hora observemos que ¥ m;n = n, se tiene
alt) = fn(®] € Sup lfn(®) = S <5 oo ®
ast<b

Resultado (de anilisis real)

Si f,: [a; b)] — R es una sucesitn de funciones continuas que converge uniformemente a

una funcién f:[a; b] — R, entonces "f" es continua.

11



En (*) fjando 3m € N y tomando limite cuando n — oo se tiene:
Ve >0;3n, €N Talque
sinmzng = Mm@ - O] = [fn® = lIm L0 = fa®) - fOI <5 <e

Portanto se tieneve >0; 3y N/ m=ny, — Sug 1£nlt) — F(B) < 2, Esto es (fi)nen
me
astsh

Converge uniformemente para f:[a; b] — Ry por el resultado (de analisis real) fe (i,

con lo cual se demuestra que (Cig,p; Il - imax) €5 UN espacio de Banach.
[

Teorema 2.1.11: Toda sucesion convergente en un espacio normado es de Cauchy.

Demostracion: inmediato de la Definicion.

OBSERVACION: EL. RECIPROCO DEL TEOREMA ES FALSO.

En efecto:
Consideremos el espacio normado (C[o;l]; H. l|1). aqui definamos la sucesion de funciones
1
0, x < E
& =9 4 2n 1 AneN
nt2 nyz 2>¥s1AnE
Grafica (Véase figura 2.1.1):
1
n
A
19 — T —
I
| £, |
I [
] 1
] [
»
0 1 1
2
Figura 2.1.1

Afirmaciéon 1: (f,)n.x ©€s de Cauchy.

En efecto: sean <m = i.:i.

12



Figura 2.1.2

1

: =Lt i ion (X
Luego: \If, — fuli = < -+ o Como la sucesién (Zn)

2n 2m ~ 2n

también lo es () nen €N Cloy-

Afirmacion 2: ,,l‘_’f}n fo=f

|
|
|
N
1

0, 05x<1
Donde: f(x)= . 2
1, ; <x<1
f
1 — -o——[
]
i I
I f
: :
B 4
0 1 1
2
Figura 2.1.3
En efecto:

Claramente: f € () ademas [If, — fll, = % — 0 cuando n = o,

Por tanto {Cjo.1; ll - 1l;) no es de Banach.

Lema 2.1.12: (De la combinacién lineal)

Sea {x;; x3; ..;x,} un conjunto linealmente independiente de vectores en un

espacio vectorial normado (E; || . I}) de dimensidn arbitraria.

Entonces:

Existe un numero ¢ > 0 tal que para cualquier coleccién de escalares o; o;; ...

tenemos:

flec, x; +0¢y x4+ Xall 2 clloey] + |ocaf + -+ Jocg ).

13
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Demostracion:
1er caso: Consideremos s = (o, | + |o;f + - Joc,| = 1 luego la desigualdad se convierte
en
fle<y 2, oty xa+.. 4o, Xl 2 €
Probaremos que para toda coleccion de escalares 8;; fiz; ...; B, tal que
18, + 18] + = 18] = 1 Se verifica [|B,x;, + Box2+.. +B.Xufl = ¢ para algin ¢ > 0.
Veamos por reduccion al absurdo
Negando: ¥ ¢ > 0; 3 B;; Bs; ...; By, escalares tal que |8, + B, ]+ [Pl =1y
181, + Boxa+.. +Baxall < c
Haciendo ¢ = -;-;k €N. 385 B¥; ..; BX escalares [ ||BFx, + Bxy 4+ Bixa|| < i
Llamando
Vi = Blxy + BEx; + o+ BEx, se tiene: [ly,l] < 7 luego iyl » 0 cuando k - w
Y como |gF| + |B¥] + -+ 18] =1entonces ||Bf]| <% vj=12..,n
Por tanto la sucesion (,[?}‘),‘EN esacotadaen RV j = 1,2, ... ,n y por el teorema de Bolzano
Woiersstras existe una subsucesion convergente

Es decir: para cada j = 12,...,n la sucesion (gf) . tiene una subsucesién (,6‘1,!‘"‘)7“6N

convergente a un escalar que le llamaremos §;.
Sea (i dmen = (Bi™xy + Ba™2, + 4 BA™Xn)men SUbsucesion de (Ym)men
Luego
Vi, = BE™xy + BE™x, + - + BEmx, Donde |Bi™| + |8y + -+ B =1
Ademas
ﬁf”‘ = B, cuandom — o
ﬁ;"“ - B, cuando m — co

ﬁ,’f"" - B, cuando m -
Entonces:
Vi 2V = By + ﬂzx_z"'-- +Buxa A 1B + 1Bk + Bl = 1
Esto es,
No todos los fy; 8;; ...; B, 30N ceros simultAneamente y como {xy; x3;..;x,} es L.l
Setiene que y = Bix; + faxo+.. +fpx, # 0
Por otro lado

Yk, = ¥ Entonces: ||y,,m|| = Iyl pero |ly:ll = 0 cuando k - o entonces y = 0 (=«)

14



2do caso: sea s = |oq | + Jec;| + -+ |, | tenemos:
s Sis =0 no hay nada que probar.

¢ Si: s # 0 consideremos:

a2 e

Bi=—ib="imi b=
Es claro que |8,} + |B2] + - |B.f = 1 y por el caso anterior Existe un nimero ¢ > 0 tal que

a a3 ay

! —x + 2 "'+'s'x2H >c
Luego
llec, 2y 405 x4, 40, xpll 2 €5 = c{fogy | + [ocz| + - |y |)

Teorema 2.1.13: Todo espacio normado de dimensién finita es de Banach.

Demostracion:
Sea “E” un espacio normado de dimension finita “n” luego consideremos  {e;; €;;...; e,}
una base de E.

Ahora consideremos (¥, )y . y UNa sucesion de Cauchy,

Entonces para cada k ¢ N cada y, tiene representacion Onica de la forma:

¥ = afe, +ake; + ... + ake,
Por ser (y),)y . n Una sucesion de Cauchy
VE>03neN/kir 2 ng=lyr—»l < €

Entonces:

Iy — %t = J(afe, +ake; + ... +afe,) — (ale; +afe, + ... + are.)|| =

(et — aDe, + (af ~ afde; + -+ (af — apdes|| < E.

Por el Lema 2.1.12 (de ia combinacién fineal)
3c >0/ (jaf ~afl +|af —a5| + ~+]af —af)lc <l —wil < €
Por tanto:
laf - af] <§ Vi=12..;n
Con lo cual (a})y ¢y €s de Cauchy en R
Sea oy; ®y;..; Ky [ af =0 cuandok » oo Vi=1;2; .. ;i n
Liamemos y =o; e; +% e; + -+ X e, € E

Y se tiene:

n n

n n
-yl =l Y ate |- Y ¢ = D (ak—esf] < ) laf~exile]
j=1 j=1

i=1 j=1

15



Comao a}‘ - cuando k — oo, Vi=1;2; ..;n Entonces: y, = ycuando k —+ o
Por tanto queda probado que toda sucesion de Cauchy, en un espacio de dimension finita
es convergente. Por lo tanto es de Banach.

|

Operadores lineales acotados.

Definicion 2.1.14: Sea (X;||. 1) ¥ (¥;ll.|ly) dos espacios normados y una aplicacion
T:X - Y que satisface:
i. Tx+y)=Tx}+Ty) vYx;yeX
ii. T(ex)=aT(x) vx€X A a €K= RoC
“T* asi definido se llama operador lineal.

Definicion 2.1.15: Sea (X;||.U) v (Y: 1 .lly) dos espacios normados y T:X—»Y un
operador lineal tal que (Txlly < MllxllxV x € X,paraalgun M >0, *T" es llamado

operador lineal acotado.

Ejemplo 2.1.16:
SeaT: (C{a;b1: I .IIW) - R
fo T =[] fxdx
» Esclaro que “T" es lineal

» Vamos que “T” es acotado
Sea f € Cjq,p, luego

b b b
T = < [ 1feoldx < [ max{f()/ x € fa;bla = [ Wtz

b
ff(x)dx

b
= Wlmas [ €% = (5= @ llma

De donde: |T(f)| < (b — a)lifllmax luego “T" es acotado.

Observacion: Sea (X; |l.llx) ¥ (¥: |l . lly) dos espacios normados y T:X — ¥ un operador
lineal acotado, luego |ITx|ly < Milxllx ¥ x € X,para algun M > 0, ahora para x # 0 se

tiene '—'"T;”u—‘% < M y por tanto el conjunto {Hur:ult X E 0} es acotado superiormente y asl existe
SU supremo.

Notacién: £(X;Y) = {T:X = Y /"T" es un operador lineal acotado },
Luego (L(X;Y); ) .1l.) es un espacio vectorial normado, con la norma:

Il = Sup [--m"u’:;'i: x # o}

16



Teorema 2.1.17: Sea (X,il lI.); (Y.l ll,) dos espacios normados sobre el cuerpo "K"
y T € L(X;Y) y denotemos por: X* = {f: X — K/ f es lineal y acotado}.
Sea T*:Y* = X" tal que T*(f{{x) = f(T(x)), entonces:

a) T"eLl(y"x"

b) HT*k =TI
Prueba:
Como T € L{X;Y)} entonces T(x) =y €Y, ahora

T Yy — )&
YK » T{frX-K
T(x) — f(T(x)); x+— TN

Luego definimos: T*(f)}(x) = f(T(x))
Afirmacidn 1: T* es lineal
En efecto:

o Dadof; g € X" entonces:

T*(f + 9)(x) = (f + (T () = F{T(x)) + g(T(x))
=T'(f)x) + T (g)x) = (T () + T*(g)(x)
De donde: T*(f + g} =T*(fH + T*(9)

« Dado a € K, entonces: T*(af)(x) = (af)(T(x)) = a(f(T(x))) = aT*(f)(x)
De donde: T*(af) = aT*(f)

Afirmacion 2: T* es acotada

En efecto:
PO < Uy iylly = By TGy < AF = Tl
Ahora:
O Iy Tl il = 2O < il
Hxlx
Enfonces:
IT* Ut 17 Pl
Ll = L2 <l T
De donde:
IT* Ly < NFN=NTH

Luego:

T* e LY X A KT < 1TIle
Afirmacion 3: ||T*ll =TI,
71l = Sup{IT*(Fllxs Wfllys < 13 = Sup(T"F L flxll < L flly < 1}
= sup{|f (T)]: Uxll < 1; Ifllys < 1) = SuplGF@@): lixh < L 1y < 1)
= Sup{|T(0)ly; lIxlt < 13 =||T}|
G
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2.2 Espacios de Hilbert

Espacios pre Hilbert.
Definicién 2.2.1: (producto interno)

Consideremos un espacio un espacio vectorial (£; +; K;.) Donde K es R o €. Un producto
interno es una aplicacion:
{.; . "ExE—-K

Tal que se cumple:

i. Definida positiva {(x;x) 20VxEE A{x})=0¢<=X =0
ii.  Linealenla primera variable: {(ax + By;z) = alx;2) + B{y:z) Vx, .2 € E Aa,f K
itk Es hermitica {x;¥) = {y;x}V¥x,yE€E

Observacién: el producto interno es conjugado lineal en la segunda variable.
Seaxy,z€EE Aa,f ek luego:
{x;ay + Bz} = {ay + Bz;x) = {ay;x) + {Bz;x) = aly;x} + B{z;x)
=aly:x) +f zx) = alay) +B(xz2)

Teorema 2.2.2: (Desigualdad de Cauchy - schwartz) Sea E un espacio pre hilbertiano,
entonces: |{x; ¥)| < (x; x)1/%{y; ¥}/ V¥ x,y € E, la igualdad se cumple cuando x e y son
lineaimente independientes.

Demaostracion:
Denotemos por: 4 = (x;y) iuego:
0<{x—Ay;x — Ay} = {x;x — Ay) — A{y; x — Ay)
= {5 x) - A y) — A xy+A.40ny)
=(;x) - LA- LA+ 1My y)

= (oo x) = 21412 A2 Y)Y e e ()
Caso 1: si y = 0 el resultado es inmediato.
Caso2:siy# 0= (y;y) # 0

a) Si{y;y) = 1reemplazando en (*) se tiene:
0 ={(i;x) — A2 = 1A% £ (%) = (6] < ()2 = ()2 (y; y)H?

b) Si{y;y)# 1; denotamos por x = {y; ¥)/? ¢ R luego tiene sentido denotar: z = i y

Entonces y = uz ahora: {z;z) = (i y;iy) = %(y; yy =1

Y usando el caso anterior |{x; z)}| < {x; x)}/? = |(x;iy)| < (x; x)1/2
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= ;Etf(x: M < G207 = [ ) < o 002
Por lo tanto: |{(x; ¥}l < {x; x)2(y; y)*/2.
[
Corolario 2.2.3 Sea "E” un espacio vectorial con un producto interno definido { ; ).
Entonces: |lxi| = {x; x)}*/?, x ¢ E define una norma.
Prueba: parax € E y a €C se tiene:

llaxi| = {ax; ax)!/* = Jo. & (x;x) =/ joc2|x )2 = focflix]l

Ademasesclaroque |lx}i=0 & {(x;x) =0 «>x = 0.

Desigualdad triangular {|lx + ¥|I? = (x + yix + ¥} = (2} + (o y) + Gy + (5 9)
= [ix}[? + 2Re({x; y)) + |I¥II?
< |lxli? + 214 ) + HiyviI?
< fixll? + 2{l= iyl + lyi? = (lxlf + yi)?
De donde: |ix + yli < llyli + llyll.

Definicion 2.2.4 Llamamos espacio pre - hilbertiano a un espacio vectorial “E" normado,
cuya norma esta definida a partir de un producto interno en la forma:

Hxll = {x; x)*/2
Definicién 2.2.5 Un espacio de Hilbert es un espacio pre hilbertiano completo con la

norma definida a partir de su producto interno.

Teorema 2.2.6 {Desigualdad de Bessel) Sea “H” un espacio pre-Hilbert, {e;; e5; ...; €n; ...}
un conjunto ortonormal de H, x € H arbitrario. Entonces:

Dl enl? < lixl?
n=1

Prueba: Sea o¢,= {x:¢,), i € N luego:

n n
0<{x— Zoc;e,-;x— Z«iei)
i=1

i=1
n

n n n n
= ||z} - Z o lepx) — ) X {x;iep) +Z z . & {e.e)) = |Ix[I? —Zlmil2
i=1 i=1

=1 =1 1=1
De donde: 0 < [|x]|? — - locd® = Tie, lol® < x|

Tomando limite:

Nl < P = D lews e < fxile.
i=1

i=1
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Teorema 2.2.7 Sea “H” un espacio de Hilbert, {e,; ¢,; ...; &,; ... } un conjunto ortonormal de
H. Entonces:

a) Laserie ¥, o« e, converge siy 5010 8i Yo, |? < +oo.

b} Si¥g-: Xy er =x = Xp (% ep)ep = x.

c) Laserie Y ,{x;ex)e, converge Vx € H.

Prueba:
a) Sean las sumas parciales
S, =008 Hog e + o+ ey
te = loy |2+ loc]? 4 e 4 Jocy|?

Paran>m

1S = Sll? = 1Cne1 Emas +Ximiz Emaz + - +Xp i
= (K41 Bmar T%maz Emez T+ €05 Kinyy iy FXmyy Epyy + o FK, €4)
= 10ty 1|® + [mpal? + e oty = |tn —
Por completitud:

La serie )z, o € converge

b) Sea
Sﬂ. =°(1.81 +“2.€2 + - +°(n.E,n

Entonces: {5,; ¢) =x; ademdas {S,;¢;) — (x; ) cuandon — oo

de donde: ;= (x;¢;)

c) Poria parte (a). La serie $§_, «, e, converge siy solo si Yi_,|x,{* converge.
Luego si x € H. por la desiguatdad de Bessel.

¥ s eal? < lxl?
n=1

Corolario 2.2.8 Sea "H” un espacio de Hilbert, {e,; e5; ...; ey; ...} una base ortonormal de M.

-]
x= Z(x; ey
k=1

Entonces: vx € H se tiene
Prueba: vx € H se tiehe

oo
x= Z Brex
k=1

Luego: B, = {x; &) por lo tanto se da el resultado.
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Operadores de rango finito — Operadores compactos.

Definicién 2.2.9: Sean H,; H, dos espacios de Hilbert, T € L(H,; H;), “T" es de rango finito
si y s6lo si: dim(imT) < w©

Notacién: F(H,;H;)} = {T € L(H}; H,) /T es de rangafinito}

Teorema 2.2.10: F(H,; H.) es un subespacio vectorial de L(H,; H,).
Prueba:
» SeaT,T, € F(H;H,) = dimim(T, + T;) S dim Im(Ty} +dimIm(T;) <o
Portanto T, + T, € F(Hy; Hy).
» Esobvioquex T, € F(H;;H,) Vxe K.
Ohservaciones:
» SiTeL(H;H) AdimH, <o = T € F(H,;; H,).
» La composicién de dos operadores de rango finito es de Rango finito.

Definicién 2.2.11: Sean H,; H, dos espacios de Hilbert, T € L{H;; H;) “T" es compacto si
y solo si para toda sucesion acotada (x,),eny C H; existe una subsucesion de (Tx,)pen C

H, convergente.
Notacion: K(Hy; H,) = {T € L(H,;H;) / T es compacto}

Teorema 2.2.12: K (H;; H,) es un subespacio vectorial de L(H;; H;).

Prueba:
» Sea T, T, € K(HjH) A(xpnen © H; una sucesion acotada entonces
I(Xydnen € (X nen acotada tal que (Tx,Jnen © H, convergente
Como T, es compacto entonces 3(x, Jneny € (Xn)nen 18l Que (Txy Jpen < Ha
convergente
Luego (T, + T2)(x.~) es convergente Por tanto Ty + T, € K(Hy; Hy).
> EsobvioguexT, € K(H;;H,) Y€ K.

Observacion: L(H) es un algebra sobre el cuerpo K = R o C con las operaciones de suma
puntuat y composicion.
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Teorema 2.2.13: K(H) = K(H; H) es un ideal Bilatero del algebra L(H).
Prueba: sea T € L{H) AR € K(H} por demostrar que

1) TR € K(H)
2) RT € K(H)
En efecto:

1) Sea (x,)ney © H sucesién acotada entonces 3(x, Jpen © (Xn)nen acotada tal que
Rx,- — r como “T" es continua se tiene TRx, — Tr por tanto TR es compacto.

2) Sea (x,)nen SUCesiOn acotada = (Tx,),ey €S acotada = I(xydnew © Kndnew
Tal que (RTx, )hen €S convergente.

Teorema 2.2.14: Sea X un espacio de Banach
dimX < o0 ¢ ¥{x,)pen © Xacotada (x,)pen € {(Xp)nen tal que x, — x.
Prueba:
{=) Sea dimX =n A {e,;e5;...; &,} una base para X
Consideremos: (x*).ey X una sucesién acotada = 3 M > Otalque [x*| S MVke N
xl =x) g, +xd ep + - +x} ey
x? =o? e, +oct ey + - +ock gy
o = ey +od, e; + - +od, ey; fijlando j € N
Por el teorema de la combinacion lineal:
3¢; > 0 Tal que (|, | + Jocz| + -+, ) < [[x/ <M jEN

= [oc“ < logy | 4 {egy| + - + |ocy| s-EPara 1<psn
= (oc’;',)i _ S una sucesion acotada en R

=3(e) (ocL)jeN Convergente, luego x>, cuando k - o

Definamos: x =, e, +o; e; + -+, e, €X
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e =k ) +od e, + - +ocf¥ e, Claramente: (x/<)gen < (x/)jen
Ademas [lx/k —x|| = X2, (od o0, de || < B2, |ocft—xx, | |le, ]| - 0 cuando k — e

= lim 2k = x
k=

(<) Supongamos que dimX =

o Seax,€X/lxll=1yseaf, =L{x,}; fy = f, cerradoen X
Por el lema de Riesz

Para 6 =13x, X /|, -x 28 =7 Al =1
Sea f, = L{x,;x,}; f» = f» cerrado en X

Por el lema de Riesz

3% €X /x5~ 2l 20 =5 VxEf A lixll =1

En particular: {|x; — x,|| 2-;— Al — xl :3%

Siguiendo inductivamente: obtenemos una sucesion (x,)ney en B(0;1)
Tal que |jx, — x,ll 2 % de donde (x,).cy NO tiene subsucesion convergente, lo
cual contradice la hipétesis.

Como consecuencia directa del teorema 2.2.14 se tiene:

Corolario 2.2.15: Se cumple

a) F(Hlj Hz) o K(Hl: Hz) c L(Hj_; Hz)
b) SiT € L(H,H,) A dimH, < oo =>T € K(Hy; Hy).

Definicidn 2.2.16 Sea “H” un espacio de Hilbert y (e, )i, una sucesién de elementos de
H. Decimos que (e,)2., es una base ortonormat (no es base algebraica) o base Hilbertiana
si;

I lef=1vi ENAfeseg)=0Vi#]

. L{eﬁ [ 3 -1*H } =H

Observacion: Yx € H tenemos x = X, o, ¢, lo que implica x = Yi.(x; ex)eyx
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Teorema 2.2.17: Sea H espacio de Hilbert, entonces:

a) SiH es separable, cada conjunto ortonormal en H es numerable.
b) Si H contiene una base Hilbertiana, entonces H es separable.

Prueba: la demostracién de este resultado lo podemos apreciar en {2] Teorema 3. 6 - 4.
Forma Sesquilineal acotada.

Definicion 2.2.18: Si E, F, G son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo escalar K|
una aplicacién ¢:E x F = G se llama sesquilineal si es fineal en la primera variable y
semilineal, o lineal conjugada, en la segunda.

» En el caso particular de que G = K, tal aplicacion se llama forma sesquilineal

Proposicién 2.2.19 (Identidad de polarizacién) Si E, F son espacios vectoriales y ¢: E x
E - F es sesquilineal, entonces

1
¢ (xy) =Z{¢(X+YaX+Y)-¢(X— yvx—y)+i[bx+iyx+iy) — b (x—iyx- iy)l}

Prueba: Fijados x, y € E, se tiene
¢E+yx+N=0xx)+¢EN+oFX+oGy)
Sustituyendo “y” en esta expresién sucesivamente por -y, iy, —iy encontramos que
px—yx-y=¢xx)-¢xy)-— o)+ (.y)
p(x +iyx +iy) = ¢(xx) - ip(y) +ig(nx) + ¢ (nY)
d(x —iyx —iy) = ¢(xx) + ip(xy) — ip(.x) + ¢ (.Y)
Por tanto:
P +yx+P-dx—yx—y) =20y +2¢ %) (%)
¢ x+ iyx+iy) — ¢ (x— iy, x—iy) = —2i¢ (x,¥) + 2i¢ (3, %)
ifpx+ipx+iy)—px—iyx—iy)] =2¢ (x,y) —2¢ (. x) e o . IO

De (*) y (*) (*) se obtiene la desigualdad deseada.
Consecuencia inmediata de éste resultado es el siguiente:

Proposicion 2.2.20 Si ¢:ExE—-F y :EXE—F son aplicaciones sesquilineal tales
que ¢ (x,x) =9 (x,x); (x € E), entonces ¢ (x,y) =¥ (xy)} (xy €E).

Definicion 2.2.21 Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Una forma sesquilineal
se dice
p: EXE =K
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Hemmiticasi ¢ (v.x) = ¢ (xy), (xy € E)

Proposicién 2.2.22 Una forma sesquilineal ¢ : E x E — Kes hermitica si, y solo si,
¢ (x,x) esreal paratodox € E.

Demostracion:
(=) Si ¢ es hermitica, para cada x € E se tiene ¢ (x,x) = ¢ (x,x), por lo que ¢ (x,x) es
real.

(<) Supongamos que ¢ (x, x) es real para todo x € E. Definimos ¢ (x,y) = ¢ (.x} (x,y €
E); entonces y es una forma sesquilineal en E x E, y, por hipotesis, {(xx) =
$ (x,x) (x € E) La Proposicién 2.2.20 prueba ahora que y = ¢ con ello que ¢ es
hermitica.

Definicién 2.2.23: Sea E, F, G son espacios normados, una aplicacién sesquilineat
$:EXF =G
Es acotada si existe una constante M > 0 tal que [l[¢(x ¥}l < Mlixlllivli(x € E,y € F).

s Si, ademas, G = K, ¢ se dice una forma sesquilineal acotadaenE x F.

Operador adjunto.

Teorema 2.2.24:
Todo funcional lineal f: H — K continua en un K - espacio vectorial de Hilbert H puede
ser representado en términos de producto intemo, en la siguiente forma: f (x) = {x; 2)
donde "z" depende de “f" y es determinado por "f" de manera unica, ademas iz} = Il
Prueba:

e Sif=0z=0pues f(x)=0={(x;0})Vx €EH

s Sif#0

Siexistieraz € H/ f(x) = (x; 2)

Si f(x) = 0; x € Ker(f) en este caso z € (Ker(f)*

Tenemos f # 0 = Ker(f) # H por tanto H = Ker (f)®(Ker(f))* y (Ker(f))* # {0}

Sea z, # 0, z; € (Ker(N)', definimos:

v = f(x)2zo — f(Zo)x; x € H Luego f(v) = 0 = v € Ker(f) y tenemos que

0 = (v; zp) = {f(x)zy — f(20)x; Zo)
= F()zg; 20) — f(20){x; 20) = F@IZ0lI* — Fzo){x; 2o)
De donde
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fx) =L (zu")‘;zz“’ = f(x) = (x; ﬁi 25} Denotando z = # (’ﬁz Zo
Zy

Unicidad: Suponga que existen z,, z, € Htalque f(x) = (x;z;) = (x;z,) Vx EH
Entonces: {x;z, —z,) = 0 parax = z; — z, se tiene |z, —zl| =0z -2, =0
=21 = %3
Igualdad de normas:
o Nzl =(z:2) = f(2) < lIflllizll = llzll < Il
¢ Por ofro lado
FEI = K 20 < llxllflzll = 1A < Hlz]l
Por tanto |iz]i = IIf|l.

Teorema 2.2.25 (Representacién de Riesz):
Sea H,; H, dos espacios de Hilbert y h: H,xH, - K una forma Sesquilineal acotada
[h(x; )| < clixllllyll para algine > 0
Entonces: "h" tiene la representacion h(x; y} = (Sx; y)
Donde: S: H, — H, es un operador lineal acotado.

Ademas “S” esta dnicamente determinado por h y [IS1] = ||All = {1;::;‘;)“!]

y:u

La prusba de este resultado se puede encontrar en {2] Teorema 3.8 — 4.

Teorema 2.2.26 (existencia y unicidad del operador adjunto)

Sean H,; H, dos espacios de Hilbert y consideremos T: H, - H, un operador lineal
acotado.

Entonces: existe un unico operador 7*: H, — H, lineal y acotado tal que:
{Tx; ) ={(x:T'y) A T =Tl
Prueba: Definamos h: H,xH, - K / h{x;y) = (y; Tx) una forma sesquilineal y acotada.

Ademas:

[hCe: ¥)| = Iy T < NyINTxH < yHITHIlcl = BTyl
= ||lall < IT|

_ | )Y _ I(y:Tx)I} {I(Tx;Tx)l}_
= ssp (esion ) = S oo = S e} =171

Luego por el Teorema 2.2.25 (representacion de Riesz):

También:
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3! T*: H, —» H, Operador lineal y acotado tal que: h(y;x) = (T*y;x) = (y;Tx) = (T"y; x}

Tomando conjugado, se tiene: (Tx;y) = (x:T"y) i
Definicién 2.2.26: Un operador lineal 7: H = H se dice autoadjunto si y solo si T=T"
donde H es un espacio de Hilbert.

Definicion 2.2.27: Consideremos un espacio de Hilbert “H” y un operador lineal acotado:
T:H—-H

Ei escalar 1 € K es un valor propio de T si y s6io si existe un vector no nulo x € H, tal

que T(x) = Ax.

Todo vector no nulo que satisfaga la condicién anterior se llama vector propio de T,
asociado al valor propio 4.

Toorema 2.2.28: Los autovalores de un operador Autoadjunto T € L(H) son nimeros
reales y autovectores correspondientes a distintos autovalores, son ortogonales.

Prueba: Sea T € L£(H) un operador auto adjunto = T =T* y sea A un autovalor de T,
correspondiente al autovector "V, entonces: Ty = Av

Ahora:
Av; ) = (A v) = (T v) = (0 T,) = (1 Av) = (v vy = L (v, v) = L (v;v)
De donde:
A=A
Por otro lado: Sean A, f autovalores diferentes y sus respectivos autovectores v; w
Entonces: Tv=Av; Tw = fw.
Ahora:

My w) = (Ar;w) = (Tv;w) = (v; Tw) = (v; fw) = B{v; w)
S A-Nwmwy=0Ad =8 {(rw=0

Teorema 2.2.29: Sea T un operador autoadjunto, entonces:
Y = Sup{i{Tx; )/ lixll = 1}
Prueba:
s Por la desigualdad de Cauchy - Schwartz:
1T = [y Tl < lylU Tl < Dy BIT il = AT

Parax =y, Iixll = 1setiene: |(Tx;x) < Tlllxlllxll = Tl

= Sup{[{Tx;x)|/ llxll = 1} < [ITll
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+ Porlado: denotemos por s = Supfl{T'x; x}|/ fix|| = 1}
Sea x;y € H entonces (T(x +y);x +y) —(T(x = )i x — ¥) = 4Re{Tx; y)
Aplicando desigualdad triangular y la identidad del paralelogramo, obtenemos:
HRe{Tx; YN < IT(x +yYix +y| +[T(x —y)ix —yl
< sClx +yl7 + llx = y12) = 2s(flx? + lylI*)
En particular, sitomamos x € H conllxl| =1y Tx # 0, y = ||ITx||"'Tx
Se obtiene

1
ITx1l = Re(Tx; [Tx||7'Tx) < Es(l +1) =35

Por lo tanto Obtenemos:
ITIl = Sup{KTx; e}/ llx|| = 1}.

28



2.3 Teoria Espectral elemental

Teorema 2.3.1: Sea H unespaciode Hilberty T € L(H) compacto y autoadjunto,
entonces: JiT}l o — |iT{| es un autovalor de T.

Prueba:
1ercaso: SiT=0setiene 1 = 0.

2do caso: Si T # 0, Como T es autoadjunto: ||T|} = Sup{{{Tx; x}|/ [lxil = 1}
Entonces: 3 (xp)nz; < H tal que ||Ix,ll = 1y KTx x0)| = T
Luego: ({Txn;x,))nz1 < R es acotada y por el teorema de Bolzano ~ Weierstrass
3 (x,) © (x,,) tal que {Txpix,} > AER
= [{Txn; %)l = 14| = [IT]| Dedonde A =Tl v 4 =—IIT]l.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A = |iT|l.

Ahora: 0. |7y = Tl P = T30l = 2UTIKT s 2r) + 1T
< 2ITI? — 2UTINT 2,05 241) = O

Luego: Tx, —|IT||lx,s = O
Por compacidad 3(x,») < (x,) tal queTx,, -y € H

= (ITlxpr) = ¥

De donde: x,» — ﬁ entonces Tx,» — Tﬁ =y

Por tanto: T(¥) = |T|ly de donde {|T|| es autovalor de “T"
Ademds ||yll=1IT|l# 0=y =0

Lema 2.3.2: Sea T € L{(H) y "M" un subespagcio invariante por “T" (T(M) < M)
Entonces: M+ es invariante por T".

Prueba:
Sea y € M+ entonces para cada x € M se tiene (x;T'y) = (Tx; ) = 0 (pues T(M) c M).
L.uego:

T'y € ML
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Teorema 2.3.3: (Espectral para operadores compactos autoadjuntos)
Sea T € L{H) un operador compacto Autoadjunto, entonces existe un conjunto ortonormal
[x1; X33 . Xp; ... } d& autovectores de T con autovalores correspondientes: 4;; 4; ... 4; ... tal

que para cada x € H, se tiene:

Tx= ) A (T)E X%
n=1

Si la sucesién (4,(T)) es infinita, entonces: 4,,(T) = 0 cuando n - «
Prueba:
Por el teorema 2.3.1 “T" admite un auto valor A, tal que |4,| = |iT|| . Sea x, un autovector
asociado a 4, tal que |ix, ]| = 1 {unitario).
Sea H, = (L{x, D1 . Como (L{x,})* es invariante por “T" entonces por ef Lema 2.3.2, H,
es invariante por T* =T, (T(H;) < Hy).
Ahora consideremos T, = T/H, es compacto y autoadjunto en H,, por el teorema 2.3.1
T, Admite un autovalor 4, con [A;| = Iz}, ademas |4;| = IT,[{ < IT]l = |44i.
Sea x, un autovector asociado a 4, tal que [ixl{ = 1 (ﬁnitario).

+ SiJ, =4, consideramos x; L x;

e Sil, #4; entonces x; 1 x;, por teorema.
Ahora sea H; = (L{x;; x;})* entonces porLema2.3.2 T(H;) cH;cH,c H; =H.
Ahora consideremos T; = T/H, es compacto y autoadjunto en H,.
Continuando con este proceso, tenemos una sucesion de autovalores (A,),;, Tal que
[Apes] € 14,0 ¥n € N, deT yun sistema ortonormal de vectores {x;; xz; ..; Xn; .. }

» Claramente si la sucesidn (1,21 ©s infinita, entonces ;nﬂ Ans1 =0.

Ahora veamos la representacion:
Caso 1:si T,,, =0paraalginn € N.
Sea

n
Ya=X— Z(x: X;)%; = Yo € Hpyy = (L{203 225 0 X, 1)F
=1

Tre1(n) = T} =0

=T (x - Z{x; xf)xj) =0=T(x) = Z(x; )T (x;)
J=1

=
n n
= T(x) = Z(x; xj)ijj,- = T(x) = Z}.j(x; Xj)XJ.
j=1 j=1

Caso2 T, #0,vne N
Sea:

n
In=X —Z(x; X)X Ya € (L{xy, %2, %3, .. X })* = Hpi
j=1
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n
= a1 Ol = [T = Y A 53] < Wl

j=1

Pero:
fn

Iyl = [[x = > s | < Ml

J=1

Por tanto:

n
T(x)} = ) A{xxp)xg|| < [Apaqlllxll - 0 cuandon —» oo

=1

o T(x) = Z)l,(x; xj)xj.

j=1

Teorema 2.3.4: (Espectral para operadores compactos)

Sea T € L(H,; H,) un operador compacto, entonces existe una sucesién de nimeros
reales no negativos STz S5M 2285 z25mM 220 y sistemas
ortonarmates (x,)n»1 € Hy; (Jn)ne1 © H, tal que para cada x € H, se tiene:

Tx = Z S T)E X3 A Sa(T) = 0 i (Sa(TY) es infinito

n=1
Prueba:
Sea T € L{H;H,) un operador compacto, entonces T'T € L(H,} es compacto ¥
autoadjunto luego por el teorema 2.3.3, tenemos un sistema ortonormal {x,; x,; ...} de
autovectores de T°T

T'Tx = Z A (T T X0 )2,
n=1

Ademas (T*Tx;x) = (Tx;Tx) = ||Tx|}> > 0. También del teorema anterior A,(T"T) =
An41(T°T) > 0.
Afirmacién:
Ker(T) = Ker(T*T)
(<) Directo
(@) Seax €Ker(T'T) = T'Tx = 0= (T"Tx;x) = 0= (Tx;Tx) = 0
= |Tx|l=0=>Tx=0 =x € Ker(T).

T,

Consideremos y, = T
i’}

{Txp:Txm} _ AT"Txpxm)

Luego O Ym) = i) (AT D)
_ (T DxpixXm) o {1; n=m
\/In(T*T)/l,-n(T*T) mn 0, neEm
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Como: H, = (Ker T) @ (Ker T)* A (Ker T)! =TmT Del Teorema 2.3.3: (Espectral
para operadores compactos autoadjuntos) tenemos que {x,; x,; ... } es una base

ortonormal para ImT

o
Tx = Zlk(x;xn)xn vxe H,.

K=1

Luego x € H, = (Ker T) @ ImT =>x=u+Z{x;x,,)x,,

n=1l
=Tx=Tu+ Z(x; x0Ty,
n=1
Pero Tu=0,pues u € KerT
De donde
Tx= Y ST D 1)
n=1
Llamando S, = /1, (T*T)
Se tiene;
Tx = Z S0 (T XYy e o e e e e (%)
n=1 __
Notacion:

e 5,(T) Es llamado el n — esimo numero singular de “T”

« Larepresentacion (*) es llamada la representacion Hilbert — Schmidt.

Corolario 2.3.4: F(H) = K(H)
Prueba: Sea T € K(H) entonces existe una sucesidén de numeros reales no negativos
S{TY = 5,(T) 2 2 85(T) 2 541 (T) Z =0y sistemas ortonormales (xp)nay © H,

(% )aee € H tal que para cada x € H se tiene:

Tx = Z S (THE: X0 A Sn(T) = O si (Sn(T)) es infinito
n=al

Definamos

k
Te= Y ST s%n)yn € F(H)
n=1

Ademas: T, = T cuando k& - oo por lo tanto T € F(H)

Corolario 2.3.5: Sea Bx = Y2, a,.{x; x,,)y, Donde (x,,), (,) son sistemas ortonormales
y {an)nx1 Una sucesion decreciente de nimeros no negativos que converge a cero,

Entonces: B es compacto y a,, = S,(T).
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Corolario 2.3.6: Sea Tx=3Y2,S.(T){xix,)y, Donde (x,), (;p.) son sistemas

ortonormales y S, = /4, (T*T) Entonces: T*x = X7 Sp (T){x; y)xp

Prueba:
Basta probar que: ({. ;x» )y)" = ({. ;¥ )"
Sea: R = {.; X,)yn = Rx = {x; %)), ahora (Rx;y) = ({x; xp)¥ni ¥) = (X X0 Myns ¥) =
{2; (¥ Yu)Xn) lUego: R'y = (¥;yn)xn = R* = (. ;¥n)%n
Observacion;
Como

Tx = Y Sy Yt = Sull) = S4(T)
n=1

Proposicion 2.3.7: si (T,,)n21 © F(H) tal que T,, » T cuando n — o« entonces: T € K(H}

Teorema 2.3.8 (teorema do MIN - MAX):
T

5:(T)= mi max ——
()= oin, D
x1M

Luego: S, (T) =TIl

Corolario 2.3.9: Sea “A” un operador compacto y “B” un operador acotado
Entonces:

5,(AB) < ||BlIS,(4)

5.(BA) < IIBIIS.(4)

Corolario 2.3.10: Sea "A” un operador compacto, B y C dos operadores Acotados
Entonces:

Sa(BAC) < ||BIISp(AC) < (IBY-IICI. $,.(4)

Teorema 2.3.11: Sea “A” un operador Compacto sobre H
Entonces: 5.8 =minf||A—Kil; K € L{H),Ran K < n—1}

Prueba: Sea RanK=m <n—1 =>dimKerT)* =m

También:
5,(4) 2 Sp1(A) = min _ max lAx] < max"Ax”- dimM=m
A = OmAI MY T dimM=n—1 220 ||x|| T x=0 ||x||
xlM xiM

33



Como

dim(Ker T)* =
En particular:
| Ax]| (A — K)x|l
S5.(4) £§, A<max— max —————<|[|A—K
( ) m+1( ) ”x” x£0 ”x” " ”
xEKerA xEKer A

L S5p{A) < |A — K| VK tal que RanK <n—1

= §,(A) < min{lA - K|; K € L(H),Ran K < n -1}
Por otro lado, como “A” es compacto

@

A=) 500 sxn

n=1

Y consideremos:

K, =ZSJ( Xy > RanKp=n-1
i=1
Probemos que:;
4 — K.}l < Sup 5;(4)
jen

En efecto:

c T S5 %)y,

A=Ky =D S0 i xayn = 14— Kall = Sup{” eS|
L il
S5i-llx =
< Sup[):_r N | "] ZS} Sups;
x+0 " " = fen
Luego:
l4 — Kull < Sup §; (A) < S,(A); RankK,=n-1
Jjen

Por lo tanto:

min{l|A - K|l; K € L(H},Ran K <n — 1} £ 5,,(4)

Corolario 2.3.12: Si A y B son operadores compactos, entonces:
1S, (A) = S, (B)| < ll4—Bll; vrEN
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DESIGUALDADES DE LOS NUMEROS SINGULARES
Mas desigualdades de los numeros singulares pueden ser encontradas en [8], [13] y [14}
entre los cuales resaltan:
1. Lema de WEYL.
ParacadaneR

o I 4@ T, 5@
o [T, |44 < I S5(4)
Otras desigualdades:
2. YL y@f sThis@l pz L

3. Sip 2 1setiene 31,[5a + B < ¥, (50 +5,8) .

4 (5B <Tk(sW) (s@) . p21.
5. [T, 5(AB) < [T, §;(4)5(8)

1 1

6. Sip 2 1setiene (T, (54 + B))p)% < (T (5@) ) + (S (s®) ).
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2.4 Trazas y Determinantes de Operadores de Rango finito

Definicion 2.4.1: Una traza "¢" sobre un ideal de operadores compactos "/" es un
funcionai ineal, unitariamente invariante
Esto es:
@] - C
T — @(T) Funcional linealy @(U*TU) = @(T); YT €],vU € L(H) unitario.

Teorema 2.4.2: Un funcional lineal ¢ sobre J es una traza si y solo si
@(AB) = p(BA);, YA €], VB € L(H)

Prueba:
(€) o(U(T) = p(U*WUMN) = e((U'UT) = (T)
(«<)} Usaremaos el siguiente resultado:

Sea

4

BeL(H)y=B= z a; U; donde U;e L(H) unitario, a;:escalares
1

Primero veamos que: @(UA) = @(AU); vA €],vU € L(H) unitario

En efecto:

p(UA) = o(U'UAU) = p(AU)
Ahora sea

4
BEL(H)=~B=ZaiU5
i=1

4

4 4 4
= p(4B) = rp(AZ aiui) =D apa) = ) apUi) = ¢ ((Z afm)A) = p(BA)
[E3] i=1

i=1 i=1

Lema 2.4.3 (Lema de Auerbach): Sea “X" un espacio normado de dimensién finita
(dim X= n), entonces:

Existen uy; uzi..lU, € X A fi; foi i fa € X* tal que

lwll =lfili=1 vi=1;..;n tambien f;(uj) = &y, ¥Vij=1,..;n

Prueba:

dimX =n = 3{e;; e;; ...;e,} una base de X

Ahora para cada x € X tiene una Unica representacién de la forma

n
X = Zl{ €
i=1

Dado una n —upla (x%;x%;...;x™) e X" paracadai=T;n

n
xi = ZAU Bj
=1
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De donde:
xl = 11131 + 11282 + -+ llﬂen

x% = Ajzey + Agze; + - + Angey,

x" = A6 + inzez + et Apnen
Definimos;
DXt - K

A o Aa
x= (x4 xM e DEx)=det]| i
Anp ’lrm

Recordemos: X: es de Banach < B(0,1) es compacta «> B(0,1) es cerrada y acotada
Sea B = B(0,1) xB(0,1)x ..xB(0,1) (n veces); luego “B” es compacto

Entonces:

Dfg:B - K

[ﬁu P
v=(1; 0.0 Diglu) =det| } i ]
ﬁnl Bﬂﬂ

El cual alcanza su maximo valoren B = 3 u = (u,;u,; ..} u,) € B tal que:

D/p(u) = D(uy; up; sy} = [D(xy; %55 s 20 )

Beal=liealemlienl=1

También:

D/g(u) # 0 Pues caso contrario uy; uy; ...; u, son L. D.

Ahora definimos:

D(uy; Ui oo Up_q; X5 Uppgs oy Up)
D{uy; uy; . ; Uy)

fiG) =

Claramente se cumple:

o Nl =lluzll = = llunll = 1

1 i=j
. flw)={y 12)= 0 Ademasifll=maxificol =1

¢ [ eslineal yacotado = f; € X*

Lema 2. 4. 4: Sea "B" un espacio de Banach y consideremos F € F(B), entonces B se
representa como la suma diretta

B =M@ N
Donde: F(Mz) c My y Ny < KerF
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Prueba: Sea {¢,; ©;; ..; ¥m} unabase de la ImF y sea {(¥;; ¥.; ...; ¥} un conjunto de
vectoresde Blalque Fip, =, (j = 1;...;m).
Denotemaos por {f;; ...; f,} un sistema biortogonal de funcionales
{@5; fi) = 8y (@ € B. i € BY)
Es claro que para cada x € B se tiene

m
Fx = Z{Fx;f})rpj
j=1
Esto es

m
F= Zcﬂ; ®g;. g;=Ff; (F/eselconjugadodeF).

=

Ahora definamos los conjuntos
m
My = span{@s; 02 - Omi¥s Yoi i ¥} ¥ Re = ﬂl{ergj.
j=1
Luego cada vector x € B puede ser representado en la forma x = u + v donde
m m
=x— Z(x; giW;€ER A V= Z(x; 9j; € Mp.
J=1 =1

Por tanto se tiene la igualdad
B = Mp + Ry
También
F{Mp) € Mg, Rp c KerF
Denotemos por Sy la interseccion Sy = M, NRe. Como dim$; < oo, Ry puede ser
representado por la suma directa R = Sy @ Nr.
Es claro que B = M; @ Ry es la suma directa de los subespacios Mgy R los cuales

satisfacen las condiciones del lema.
Rl

Definicién 2. 4. § (traza sobre F(B)): Por el lema anterior si F € F(B), entonces F se
puede representar como una matriz 2x2 de la siguiente forma:

R0 _(11+F1 0)
F_(O 0), 1+F=("5"

Donde:
Fo=Fyy 1= =Yy =,
Como:
F: Mz » Mg

Tenemos que Tr; det de F, estan bien definidos por el dlgebra lineal como sigue:

Tr(F,) = Z AR det( 4 F) = ﬂu + 4,(F))
=1 j=1
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Donde: n = dimM;
Luego con esto definamos: Tr(F) =TrF,
det( + f) = det(}, + F;)
Ademas esta definicion no depende de H, ya que los autovalores de F y F, coinciden
(contando multiplicidades) Por lo tanto tenemos:

Tr(F) = ) 4(F)
j=1

det(I + F) = l_[(1 +4(FY)
j=1

Linealidad de la traza
Teorema 2. 4.6
A Tr(F+ &) =Tr(F)+ Tr(G)
B) Tr(aF) =aTr(F)
Prueba
A) Porellema2.4.4
Sea F; G € F(H) entonces, existen H;; H, subespacio de H de dimension finita
tal que:
o F(H)) cH,; H{ cKer(F)
o G(H,)CH,; Hy < Ker(G)
Sea Hy = H, + H, entonces dim{(H,) < o y (F + G)(Hy) < Hy
Ademas: H} = Hi n H} < Ker(F) nKer(G) c Ker(F + &)
Por tanto tenemos:
Hg dim(H,) < o0; (F+G)(Hp) € Hy;  Ho™ < Ker(F +G)
Finalmente:

Tr(F+6)=Tr (F + G/Ho) =Tr (F/Hu + G/H‘,)

=7r(F/y,) + Tr{6/g,) = Tr(P) + Tr(6)

B) Inmediato de la definicién

Lema 2. 4. 7: Sea F € F(B) = |Tr(F)| < nl|F||, donde n = dim{Im(F))} = Ran(F)

Prueba:

Sea Ran(F)=n

Por el lema de Auerbach, existen x;; x,; Xs; .....; Xy € Im(F)

Existen fi: fu fir oo i fL € (11'??.(!"‘))'= tal que x|l =lifll=1y» f;(xj) = M = &

notacion

Tenemos que {x,; X,; X3; ...; X, forman una base de Im(F)

39



Luego:
(Fr:fy={() awx;f) =
=1

n
a;{x; i) = a;
f=1

Entonces:
n n
Fx = Z(Fx;f})xi = Z(x; F*fix;
i=1 i=1
Denotemos:
Tt
F*fi=g; A {6 g% = (x; ® g;)(x); entonces: F = Z x ® g
i=1
Afirmacion:

n n
si F =2§0,- ®g = Tr(F) =Z(¢::9f)
i=1 i=1

En efecto: BastaprobarquesiF=¢o ® g = Tr{F) = {g; g)
Caso (1): Si ¢ = 0 (Trivial)

Caso (2):Sipg20 =2 Flp)=(p@gl (@) ={p:g o

{@; g) es un autovalor de ¢ @ g, de donde Tr{p @ g) = (¢; g}
Regresando:

TP S ) 10t gl < )il gl
i=1

i=1

= DMl IF Al = D Al F° I 1fll = mlF
i=1 i=1

Teorema 2. 4. 8: Sea r: F(B) — C un funcional lineal tal que

1(F.F) =1(F,.F,) ¥ Fy; F, € F(B)Entonces 3 a € Ctal que t(F) = a.Tr(F),V F € F(B)
Ademés:

Si 1(Fy) = 4, (F) # 0 para F, de rango 1, entonces: r =Tr

Prueba:
Filemos ¢, € B A f, € B tal que {g,: fy) = 1
Sea k; = ¢y ® f, y denotemos a t{k;) = a
Sea F, un operador de rango 1, entonces F, =4, ® g
Definimos:
K, = y®fy K, = ¢,®g Ambos de rango 1
Entonces K, K(x) = K, (9:®8)x)) = K1 ({x; g}po) = W @f0) ((x; 9)0)
= {(x; 9)po; fol¥ = (x: goo: ol = (; g = (¥ B g)(x)
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Luego
KK, =¢yQ®g
Similarmente
KKy = (: 0X(90®f0)
Por Hipotesis
F.F) = 1(F,. F))

Entonces (¥ @ g) = 1({¥; gH0o®f1)) = (W5 9)7(pe®fy) Uamando a =1(p,®f) =

Y ®9) = aly;g)
En general: Si

n
F=) 9,8y
=

Se tiene:

w(F) = wpi®g) = ) alpigd =a ) (00 g) = aTr(F)
i=1 i=1

i=1

Por io tanto
©F) = a.Tr(F)
Finalmente:
Como ©(F) = aTr(F)} V F € F(B),ademas si Fy es derango 1tal que t(Fp) = 4, (Fp} # 0
Entonces: t(Fp) = alr(Fy) = L, (F) =al,(Fy) = a=1
Por tanto:

T=Tr

Teorema 2. 4.9: Dado F =3, ¢; ® f; € F(B) entonces

det(J + F) = det(8;, + {oy; fi})

m
jk=1

Prueba:
Consideremos los operadores X € L(B; C*) y Y € L(C"; B) dado por

Xo = (@ ikl f2) 4@ fn))

m

Y(a;az @ i@} = Z Py
k=1

Es claro que F = YX entonces det(l + F} = det(i + YX), pero ienemos
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(i “k((ﬂkiﬁ)\
k=1

a; al@ f2)
XY : =1} k=1

o

\2 o fo |
k=1

Por tanto det(l,, + XY) = det( + (9 fi )T

Ahora debemos verificar que det({ + YX) = det(/,, + XY)

En efecto:

I, —X)
Y |

Donde I,, I, son los operadores identidad en B y C™ respectivamente
Ahora notemos que A es de la forma | + G, donde G € F(BxC™) por tanto el detA esta

Dado A € BxC™ y definamos la siguiente matriz 4 = (

bien definido.
Ahara hacemos |la descomposicién del operador A como sigue:

I I T
=\v )5\« o nL+vx/lo o

_(12 X)(12+XY 0)(1, 0)
AV A o LI\r 1

det(4) = det(J + G} = det(! + ¥YX) = det(/ + XY)

Finalmente

Por lo tanto
det(/ + F) = det(8px + (053 o)),
Teorema 2. 4. 10: Sea d: ! + F(B) — € un funcional tal que
A+ FYI+FR)=d(l+F)d(I+F) Vv F;; F, €F(B)
Ademas: Sid{Ff,) = 1 + A,(F,) para F, de rango 1, enfonces: d = det

Prueba:

Por Lema 2. 4. 4 existen subespacios B, y B, de B tal que B = B, @ B, con dimB; <
ademas F(B,) c By y F(B,) = {0}

Supongamos que dimB, =m, escogemos en B, una base ¢,; ¢ ¢3i ....; @m del
operador F; que es la estriccién F, = F/B, del operador F

Sea {g,)™; c B/ un sistema biortogonal de funcionales {¢,:g.} = 8in ¥ fu = Flg,.
Entonces el operador F puede ser representado de la forma:
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m
F =ZF,,1 donde: F, = @, ®fn
n=t

Luego se tiene que Fi.F, = (@n: fidor ® fu = (Fon; gi)or @ fo, Para k > n, dado que {g,}
es una base del operador F, = F/B, entonces se tiene: Fo, = e{@n_1; gi} + M@nige) = 0
Asl:
FE=0para k>n
Por tanto se tiene que
U+EIT+ P Y +Fp ) U+ F)=1+Fp+Fpy++F=1+F
Por tanto:

Al +F) = nd(l YE) = l_[(1 +4(F)) = det(l + F).
j

n=1
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2.5 Extension continua de la traza y el Determinante

Definicién 5.5.1: Sea "X" un espacio de Banach y (x,) < X, decimos que (x;,) es una

base de Schauder si existen Unicos escalares {1,],en tal que vV x € X se tiene

L
w= 2
n=1

Teorema 2.5.2: Todo espacio de Banach con base de Schauder es separable.

Teorema 2.5.3: Son equivalentes:
A) (x,) c X es una base de Schauder
B) 3 (f,) < X* sistema biortogonal asociada a (x,,) tal que v x € X se tiene

x= ifn(x)xn

Teorema 2.5.4: Sea (x,) © Xuna base de Schauder, consideremos (f,,) = X/ por fi(x;) =

d;; y los operadores B, dado por:

PG =) £

Se tiene que:

Ay (fex
BY Cada B, es continuo
C) aM>0talque|lB|l<Mvne N (estoes: (|B)nen = Res acotada)

En general los funcionales Tr(.) y det(/+ .} no son continuos con la norma . li¢(s) para

esto veamos

Ejemplo 2.5.5: Sea B espacic de Banach con base de Schauder (w,,) luego por teorema
2.5.3 podemos encontrar un sistema biortogonal {(z,} < B*.
Definamos los operadores

n
1
Sﬂ = Z wj®xj A Fn = _Sn
= Vi

Ahora S, (x) = X}, (w;®x))(x) = Z}?=1(:a_'ti,-’)wj = T, vj(x)w; y por el Teorema 2.5.4 la
vy(x)

sucesion (||S, 1) © R es acotada, Luego [|F,]l = 0

Pero

1
o Trf, =-=TrS, = I W )

o det(] + F,) = det(d + % Wy Vi) T=1
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De donde
- Tan = % E=3 \/1_1 - 00
1 m 13"
o det (ajk + \E(%, vk))j’k=1 = (1 +ﬁ) — 00

Luego Tr y det(I+.) no son continuas con |} . |l z¢)-

Teorema 2.5.6: (Condicién de Lipschitz):
Sea (N; |i .|ly) un espacio normado complejo y sea f: N — C aplicacion lineal, tal que:

a) f(A+AB)esunafuncidnenterav A;B €N

b) Existe G:{0;0) — R mondtona no decreciente tal que {F(A)] < G(liAllx)
Entonces:

{F(4) = F(B)| < llA — Blly G(IAllx + By + 1).
Prueba:
¢ Si A= B obvio

e SiA =B, definamos g(1) = f (3(4+B) + A(4 - B))

Notemos que "g" es una funcion entera (holomorfa en todo el plano complejo}, ademas
1
a(3)=r@
1
a(~3)=r®

Luego:

HOESICIES |g (%) -4 (‘%)l

Por el teorema del valor medic
11
Jce (_E;E) tal que g/{c) =

Luego:

i -r@i=o(3)-a (-3 =ld@l< s Jgol

sts
2
Por otro tado pOor {a formula integral de Cauchy
1 1 g(;’ + t)
.- il /
Yp >0; 7 < < 2 Se tiene g/ (t) = 2m
[i=p
Luego:
1 E+0) 1
ool =—| [ L3 2a|<> Suplg(t + D55 Sw lg(h)
am Ii=p d P P s e
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Luego:

1
If(A) = f(B) < s Sup |g()

l).isp+§
Parap =4~ Bl y 2l <p+;

Tenemos:

1 1 1 1
58+ 8+ aca-m <504+ Blly+ 12114 - By < 514+ Blly + Go-+ A - Blly
N

N

(1A + Blly + [I4 — Blix) + pllA = Bllx

|

< 5 (14liy + Blly + 14lix + 1Bllx) + 1 = liAlly + IBlly + 1

Portanto si |A| < p +§

lg(A)] = lf(%(A +B) + A4~ B))‘ <G (”%(A +B) +AA- B)"N)
2 GUAlly + IBlly + 1)
Finalmente:

1 1
If(A) - F(B)l < ) Sup 1I.Q(R)I < EG("A“N +1IBlly +1) ={lA— BllxGUlAlly +1IBllx + 1)
[EAES pt3

= I£(4) = FB < (14— BlIyG(1Ally + 1Bl + 1).
Definicién 2.5.7:
Sea “D” un subaigebra de L£{B), se dice que D estd sumergida en L£(B) si existe una norma
en D tal que:
1) 3¢ >0; lAllye < cllAllp: VAED
2) 4B, = llAlip- 1Bl

Definicién 2.5.8: Sea “D” un subdlgebra sumergida de L{B), se dice que D tiene la

propiedad de aproximacién si: E;" o FEYn D! o =p

Teorema 2.5.9: Sea D c L(B) un subdlgebra sumergida con la propiedad de
aproximacion. Son equivalentes:
Ay Lafuncién det(f ++): F, = C admite una extension continuaeni |l a D
B) La funcién det(/ + -) definida en F,, es uniformemente continua en || - ||, en alguna
bola{G € Fp/llGll<r}deF,
C) Lafuncién det(! + ) definida en F, satisface la Condicién de Lipschitz en algunar -
bola de F,
D) Lafuncién det(J + -) definida en F, es continuaenF=0en|-[|p
E) Elfuncional lineal Tr es acotada en (Fy; || lip) estoes {Tr(F)l s cllFilp VFEFR,
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Definicién 2.5.10: Sea D c L{B) un subalgebra sumergida con la propiedad de
aproximacion que satisface (A}, (B), (C). (D} o (E} del Teorema 2.5.10

Entonces:

Esto nos permite definir Try; Detp(f + ) en D dado por:

o TrpF= %Ln;ao Tr E,
o det(J +F) =’1ir§°det(l +FE) VFeD

Donde ||E, —Fllp, ~0; F,€Fp

Teorema 2.5.11: Sea D c L{B) un subdlgebra sumergida con la propiedad de
aproximacion. Dado
6:[0; o = R Monoétona no decreciente tal que: |det(f + F)I < G(lIFllp)
VFeF,=FnD; F° =D
Entonces:
La funcion determinante det{i+ .) puede ser extendido de F, a D, ademas para 4, B € D
se tiene
|detp(I + A) ~ detp(I + B)| < |4 — BlloG(llAll, + 1Bl + 1)
Prueba:
Para F € F, definamos f(F) = det( + F)
Luego f(F + AK) = det(I + F + AK) es un polinomial para F,K € F, entonces por el
Teorema 2.5.6 se tiene
|det(7 + F) — det(! + K)l < [IF = KlipG(IFllp + IKllp + 1)
Por lo tanto la funcién det(/+ .) tiene una extension continua de Fp a D por el Teorema
259
Dado (Fnens {(Kndnew © Fptaique [|IF, —Allp >0 A |IK, = All, = 0
Luego
|det(J + F,) — det(J + K,)| £ IF, — Kallp. G(lIEllp + 1Kzl + 1)
Haciendo n - o
{detp(I + A) ~ dety (I + BY| < |4 — Bllp. G(HAl + (|1 B]l + 1)
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2.6 Operadores de Clase Traza y Operadores

Hilbert - Schmitd
Operadores de Clase Traza

Definicidén 2.6.1:
Sea “H" un espacio de Hilbert separable

Si(H)y= {A € L(H) / A es compacto A ZS,—(A) < oo]

=1
Un Operador A € S, (H) es llamado operador de clase traza.
Teorema 2.6.2:

il . Hly: S.(H) » R

A lAlly = ZS,-(A) es una norma
=1
Prueba:
1) Comolos §; 20, VjeEN =F7, 5(4)=20

Ademés [|All; = 532, 5(4) = 0 = 5,(4) = Il =0 = 4 =0

2) Seaa€R A AES

= llaal, = ;sj(aA) - Z /ajicaA)*(aA)] = ?: fa.y1404)
> lal [414°41 = |a|.;s,-u) = lal.llAll

j=1
3) 1A+ Blly = T2 5(A + B) < X7 5(4) + Zi2, 5(B) = il + [1Bll

Teorema 2.6.3: 5, (H) es completo en la norma § . [I;
Prueba:
Sea (A, )n=1 © S5,(H) una sucesion de Cauchy
= Ve>0,3meN mn =2 my = Ay -4, <«

Pero: [|Am — Arllcen = S1(Am — An) € 1An — Apll, <€ Luego: (Ap)ne, €5 Una
sucesion de Cauchy en L(H) el cual es completo = 3 A € L(H) tal que ||A,, — All g — 0
cuando m — o, ademas Como 4,, es compacto vm € N = A es compacto
También:

k
> 5(An = Am) < lMAn — Al < &

j=1
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Haciendo m — o, se tiene:

i
Z.S}-(An—-A)SE,V n>me > 1A — Al £ &Y n>mg

j=1
Luego:
A, - A, cuandon — co, Enlanorma || . I,
Teorema 2.6.4: §,(H) es un subdigebra sumergida de L(H) con lanorma || . |}, , con la

propiedad de aproximacién

Prueba:
1} lAllzgn = < [1Alls lo que verifica la parte 1 de la Definicién 2.5.7

2) De las desigualdades de los nimeros singulares se tiene:

Y s < (Zs,m)) (Z S,(B)) = (1481l < llAll,. Bl
7=1

=1 j=1
Ahora veamos la propiedad de aproximacion:
Tenemos que F(H) c 5,(H), las funciones de rango finito estan en 5,
Ahora sea 4 € S, (H) un operador de rango finito, entonces la representacién Hilbert —
Schmidt es:

A= 500 -0y

=1

Llamemos:

Ap = ) S(A( . ;0

=

Luego:

M= Al = . 5(4) > 0conlocudl FEEIAS; " =5,
j=n+1

Teorema 2.6.5: Sea A € 5,(H) A B, € € L(H) entonces:
BAC € 5,(H) A [IBACHly < 1Bl zn- AN UCH Gy
Prueba:
Se sabe que: 5;(BAC) < [IBllggn)- HCNgnSi(4) = BAC €S,
Ahora:

oo

o
Zsj (BAC) < 1Bl sy HCW iy ) Sp(A) = (IBACH: = 1IBlcgny- 1AM - HC N 2oy
J =1

J
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Teorema 2.6.7: Sea A € 5,(H) y sea (By)pas.(Co)n»y dos sucesiones de operadores
lineales acotados en “H" que convergen puntuaimente a B y C respectivamente, entonces:
B,AC, — BAC® en la norma de la clase traza.

Demostracién en [8] seccién IV teorema 11.3

Teorema 2.6.8: El funcional TrF definido en el conjunto de los operadores de rango finito
F(H) es continuaen F conlanorma |l |,.

Prueba:
N(F)

PRIG
=1

N{F)

|TrF| = < Z 5;(F) = iFll,
J=1

Definici6n 2.6.9: Como S, (H) es un subélgebra sumergida con la propiedad de
aproximacion, podemos definir Try; det, (I +-) en D dado por:
s Trn(M)= lil'{.lo TrE, YTE S

o det(/+T)= Tlll_fgo det(/+F,) VT € S,

Donde ||F, - Tll, - 0; F, € F(H).

Teorema 2.6.10: Sea A € L(H) un operador de clase traza y sea {¢,; ¢2; @3; w..; @i - }
una base ortonormal de “H” entonces:

o

Tr(A) = Z(A‘Pn; ©n)

n=1

Demostracién en [8] seccion IV teorema 5.6

Teorema 2.6.11 (de Lidskii): Sea A un operador de clase traza y sea
4,(A); A,(A); ...; A, (4); ... los autovalores no nulos de A (incluyendo multiplicidades)

Entonces:

A=) 1) A det(r - 4) = [ Ja -y
i i

Demostracién en [7] seccién |V teorema 6.1
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Operadores Hilbert - Schmidt

Definicién 2.6.12: Sea “H” un espacio de Hilbert separable y A e K(H) "A” Es llamado
operador Hilbert — Schmidt si y solo si A*A es un operador de clase traza.

Teorema 2.6.13: Sea H un espacio de Hilbert y A € K(H), los siguientes enunciados son
equivalentes:
a) “A” es un operador Hilbert - Schmidt.

b) Sea {¢; @z @P3; - : Pr; - } Una base ortonormal de “H”, Entonces: Z}";luA:pj"z <

c) Sea {@q; @3 @3; .. ; @n; .- } Una base ortonormat de “H”, entonces:

Z |(A¢’11‘Pk)lz <@

Jik=1

d) £2.(50) <o

Prueba:
Sea 1,(A°A),A,(A*A),4,(A"4),.. una sucesion de autovalores de A’A no nuios y
consideremos {ig, },»1 Una base ortonormal de H y por et teorema 2.6.10 se tiene:

Tr(aa) = Y LAA) = ) (AAwyi ) = ) (A0ji 4oy)
f=1 j=1 j=1

= Z"Agojﬂz = Z ( Z [{Ap;; rpk)|z) esto es por identidad de Parsebal .
=1

F=1 \jk=1

Esto garantiza la equivalencia (a), (b) y (d)

Por otro lado, por el teorema 2.3.3 existe un sistema ortonormal . P23, . } de

autovectores del operador A*A tal que
o
AA= Y AN P
k=1
Luego tenemos:

A Ags o) = () WA Db 05)

=1
=] oo . 2
= > L D v e o) = ) W@ Dl o
k=1 k=1
Se deduce que:

> atamlies vl

1 k=1

M=

.
1l

Y aagsiop =
j=1



= i A (AT A) (il(tpj; wk)lz) = i A (A*A) = i[sk(,q)]z
k=1 k=1 k=1 k=1

Definicion 2.6.14: Sea “H” un espacio de Hilbert separable, denctemos y definamos la

clase de operadores Hilbert — Schmitd
S,(H) = {A e K(H)/ "A" es un operador Hilbert — Schmidt}

Teorema 2.6.15: En 5,(H) definamos || . {l,: S;(H) - R§

- 1/2
A Al = (Z(SJ(A))Z) es una norma
j=1

Prusba:
1. Claramente ||4]l; = 0

2
Ademas: flAll; = 0 &= 5, (S;(4)) =0 5,(4) = llAllggn =0=A4=0
2. Seaae€R A A €S5,(H)

1
K

oo

1
2 o
lladll, = lz (sj(A))Z] = [Z‘(aA)'(aA)gp,: rp,)]
j=1

=

1 1
0 2 @ 2
= Za%A*Aw:rp;)] =|a|[Z<A*Arp,—:<o,)] = lal.Jll;
j:i j:]_

3. SeaA,B € 5,(H)

14+ BIE = Y (A +B) (4 + B)gjs 9)) = ) (A +B)gpys (4 +B)o))
=1

JET

o =] =3
= Z(Aqﬂj: Apj) + Z((Aqﬂj; By,) + (Byj; Ap))) + Z(prﬁ Bey)
= =1 =1

oo

SNAIE + ) 2(Rea(Ap;; Be)) + IBIS = A3 +2 ) Rea(B’Agj;o;) + B3

j=1 =1

<4l + ZZl(B‘AqD,-; o+ 1IBIIZ < HAllg + 2IIAll- 1Bl + 1BIE = (Aliz + 118]12)?

j=1
= |A + Bli; < llAllz + 1B,
Teorema 2.6.16: S (H) < 85;(H)
En efecto: Sea A € §;(H) = Lj.,5(4) < oo, ademas:

S A < 18 e S5(A) = 1All gy S;(A) = ) 5(4"A) < o

J=1

Luego: A*AES = A€ S,
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Teorema 2.6.17: Sean A, B  5;(H) entonces: AB € 5, (H) A [{4B]}; < ||Allz. |Bll;
Prueba:
De la desigualdad de Holder para sumatorias

Y 558 < [Z(s,-(A))z] . [Z(sj (B))zl
= = =

1/2

Ademas:

Z S/(4B) < Z 5,(4).5,(8)

j=1

= Zs,(AB) < [Z(S;(A)) ] [ (S-(B))Zl = AB €S, A [|4Bll; < lIAllz. Bl
Jj=1 j=1

Teorema 2.6.18:
I. El conjunto S,(H) es un subdlgebra sumergida de L(B) con la propiedad de
aproximacion en lanorma i . li,
It.  S,(H) es completo.
. Si"B" es Hilbert — Schmidt si y solo si B* es Hilbert - Schmidt.
V. (Sy {; Des un espacio de Hilbert donde (4; B} = tr(AB").

Prueba:

L
1 NAkeen = 5:1¢A) < lAll; lo que verifica la parte 1 de ia Definicion 2.5.7

2) Sean A, B € 5,(H) entonces de las desigualdades de los numeros singulares se

tiene:

Y (5uBY <) (@Y (S®)Y
=1

j=1

Ahora veamos la ||4B]|,

Z S?((4B). (4B)") = Z S?((AB). (B*A") = Z S2((4A"). (BB"))

=
k3
< Z S(AA").SP(BB") < Z S2(AA") Z S*(BB")
j=1 =1
Por tanto:

481" —Z%Z((AB) (4B)) < Zsf(AA)Zs (BB) = [I4I31BI3

j=1

De donde IABY2 < liAll2. 1B,
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Ahora veamos la propiedad de aproximacién:

Sea {¢y; ©2; ¢35 --; Pn -} UN Sistema ortonormal en "H" y consideremos

B,: Proyecci6n ortogonal del espacio extendido L{p,; ¢3; ¢3;...; ¢} ¥ definamos
F,=PA

Por demostrar que
YA€ H IR} c S;(H)talquellF,—All; » 0
AhoraE,—A € §, = (F, —~A)(E,—A)" € 5;(H#)
Pero:
(F, — AY(F, — A)* = (F, = A).(F; — A*) = FyF} — F, A" — AR} + AA°
= (RA)(RA) — (RAA — A(RA) + AL
= P,(AAY)P} — B AA* — AA'P, + AA”

Por ofro lado, como los P, son las proyeccidn ortogonal del espacio extendido
L{®:: @3 @35 @) setiene B, x o x Vx EHen|l .||,

Finalmente usando el Teorema 2.6.7 se tiene
|6 ~ Al = (B — AF. ~ Al > 0
Por lo tante
F,—=Aenl.l;

Por lo tanto 5, (H) es un subalgebra sumergida de L(H) con la propiedad de aproximacion.
Il. Sea {A,},>, Una sucesioén de Cauchy en S, = V¢ > 0; 3m, € N tal que

Am — Axllz< & Vmun >my
Pero
lAllen = S:(A) < HAll; = HAm — Anlloen € Am = Anll; < €

De donde {A,}.., una sucesion de Cauchy en L(H) el cuai es completo, entonces:
JA € L(H) talque [|A, — Allzgy = Ocuandon —»
Ademas
HARAL — AcArlly = | Ap Ay, — ALy + AL — A ARl = 1(A, — A4 + Ax(An — AL
< i(An — ADANL + 1AL (AL = A1 < 14n — Acll2NlAG 12 + HAK: 147 — ALl
= [|An — Acll2llA7 112 + NAl21lAR — Aliz > O cuandon;k = oo
Luego {AA}}nzy < Si(el cual es completo por Teorema 2.6.3) entonces existe lim A Ay

en 5, (H) y se tiene 71linr°1° A, AL = AA® con la norma de L(H) de donde AA* € 5, (H) por lo
tanto A € $,(H).

Ili. Como Sf (B) =4;(B*BY = 4 ((B*B)*) = 4;(BB") = AL((B*)'B*) = Sf((B‘)‘)
Por tanto

ZS]?(B') = ZSJ'Z(B) < w = B* € S,(H)
= =1
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IV.{4; B} = tr(AB*) es un producto interno en S,(H)

(A A) = tr(AA") = 52, 4 (AA") = T, SF(A) = Al
= (A4;A20 A (LAA=02A4=0

{a4; B) = tr((ad)B*) = T2, A,((ad)B*) = ¥jL, ak;(AB")

- a'z}ij(AB‘) = al4; B)
=

Andlogamente (4; aB) = a{4; B}

(4 +B;C) = tr((A + BYC*) = £2, L,(AC + BC?) = T2, L,(AC*) + L2, 4(BCY)
= tr(AC*) + tr(BC™) = {(4; C) + (B; C).
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2.7 Determinante regularizada

A diferencia del algebra de ios operadores de clase traza, el funcional Tr definido en el
conjunto de los operadores de rango finito no es continua en ja norma Hilbert — Schmidt.

Veamos un ejemplo:

2
Sea {@,,}men Una base ortonormal de H y consideremos £, = X5..1 1 /(@0n®@m).

Luego:

2y 2 1
o BRI = Tr(R R = Sy A(RR) = £y SR = Ty (n75) =7

1
De donde |IF.|l, =n"+ ; portanto [|F,ll; = 0; n—» o

2 _z 1
. TT(FH) = Z:‘lr-‘ln 8 ((pm; me) = 2:1’11'11'.:1"l 3=n3

De donde Tr(E,) < oo; n — ¢

PR
o det(f+F)=(1+n73) s noco

Teorema 2.7.1 Sea A € §,(H) Definamos R, = (I + A)exp(—A4) — I, entonces:

D=1

R =n=2 nl
Prueba: Sea
—A)? (—A4)3 —A)*
- =(I+A)[I+(—A)+( 2!) 4 3!) +"'+(.k!) .y
-4y (—4)3 —A)*
=°(RA),,=I+(—A)+(—Z,!)—+£3—!)+"'+( k!)
—_ z — 3 - k
+A+A(-A)+A(2f) +A(3f) +---+A(kf) -1
De donde
k oo
_1n+1 -1 _11‘H~1I -1
(Rd)kzzg_,_}_#p ._.>RA=Z( ) nfﬂ )An
n=2 n=2

Teorema 2.7.2 Sea A € $;(H) entonces R, = ({ + A) exp{(—A) ~1 € 5,(#)

Prueba: por induccién sobre n
2z
e Sin =2entonces: (Ry); = -5 € §;(H)
« Supongamos ciertoparan =1k y veamosparan =%k +1

VD)

(Radisr = o

n=2
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k+ 1!

Estaen S, (H)

_1yk+2 k1 -
_ (k)Ak+1+ZL}WA" € 5;(H)
n=2 )

Esta en S,(H)

- 1y
Porfanto Ry = lim(Ry), = T2, "D yn ¢ g (H
100 2 n!

Definicién 2.7.3 Sea F € F(H), entonces tenemos I + Ry = (I + Flexp(—F), definamos
det, (I + F) = det(l + F)exp(-TrF)

Teorema 2.7.3 Sea A; B € S5,(H) entonces:

o ldet,(f + )| < expG 1Al

o |dety(1 +A) — det, (1 + B} < ll4 = Blloexp (5 (14l + 1Bl + 1)?)

Prueba:
» Como F(H) es denso en 5,(H) entonces vamos a probar el resultado para A €
F(H}, por el Teorema 2.6.11 (de Lidskii)
N
exp (Z A (A))

k=1

N
|det, (I + A)] = |det(I + A) exp(~TrA)| = (H: 1+ ak(A)|)
k=1

N
exp (Z ~Ax (A))‘

N
< (]_[(1 + mk(A)D)

k=1 k=1
N N
< ]—[(explak(A)l)) exp (Z -Ak(A))
k=1 k=1

N N
= exp (;tak(A)l)exp (k —ak(A))

N N
= exp (Z (14(a)! - A;;(A))) < exp (% i (A))
k=1 k=1

N
1 1
<exp (EZ s,?(A)) < exp (5 l1413)
k=1

» Porel Teorema 2.5.11
Consideremos G:[0; o[ - R

G(x) = exp (—;xz) La cual es continua, mondtona no decreciente, de donde:

1
[dety 1 +4) = dety0 + B)] < 14— Blloexp (5 (IAll, + 1Bl + D?)
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Corolario 2.7.4 Sea A € 5,(H); {F,}nen © F(H) tal que ||F, — All, — 0 Entonces:
T{irga det,(I + E,) = det,(I + A)

Prueba:
Idet, (1 + Fy) = dety(I + A)| < IIF, — Allexp (5 (h4ll, + IFall; + 1?)
Haciendo n — oo se tiene ?llin;’ |det, (] + F,) —det,{{ + A)| =0

= lim det, (I + £,) = dety (I + A)

Parece naturat extender continuamente el determinante regularizado det,(/+.) de F{(B) a
su clausura con la norma uniforme en L(B). Pero esto es imposible porque existe F, € B
tal que [|F,[| = 0 pero det(I + F,) >
Veamos un gjemplo
Sea B un espacio de Banach con base de Schauder {w,,}. Sea {v,}" el correspondiente
sistema biortonormal en el espacio conjugado B/

{wive =8y (1=j;k <)

Denotemos por {F,}¥ una sucesién de operadores F, = %SH donde

n
Sn = Z Wj@”j
j=1

Es claro que la sucesion {||IF, ||} es acotada y ||E,|| — 0 sin embargo

i
det, (I + F,) = det(I + F) exp(=TrF,) = (1 +§_n_ mexp(~i3fn?)

i
= {det,(I + FI2 = (1+32)" = ; cuandon — o
Vn

Ahora tenemos que ver como extender continuamente el determinante det,(I+ .) a
ciertas subalgebra sumergidas de L(B) desde F(B)

Sea D un subélgebra sumergida de L(B) con la propiedad de aproximacion, supongamos
que el funcional lineal Tr(.)es continua en Fp :== F n D con respecto a la norma || i,
entonces por el Teorema 2.5.9 los funcionales Tr(.} y det{J 4+ . ) pueden ser extendidos
continuamente a D y por lo tanto el funcional det,(I+.) = det( +. ) exp(—Tr(.)) también
se puede extender continuamente hacia D.

Sin embargo existen algebras D tal que ambas funciones Tr(.) y det{(7 + . ) no admiten
extensiones continuas de F, a D, pero el funcional det,{/+.) permite admitir extension

continua.

58



Por ejemplo, Sea H un espacio de Hilbert separable y en S,(H) consideremos la sucesion
de operadores F, = “£"5, donde S, = L}, w;@v; y esta sucesion de operadores

esta en Fp, tenemos:

log?
IR ===~ 0

Pero

logny\"
TrE,=logn - y det(I +F) = (1 +T) - 0w

Este ejemplo muestra que Tr(.) y det(I+.) no pueden ser extendido de Fp hacia D
Si, en particular

logny\"
g ) "’1=det21

1
det,(I + F) = H(l +—

El siguiente teorema da la condicién necesaria y suficiente para la extension continua de
det,{I+ .)de F,a D.

Teorema 2.7.5 Sea D c L(B) un sub&lgebra sumergida con la propiedad de aproximacion.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) Elfuncional det,(I + . ): F, - K admite una extension continua en la norma . Ns
de FD ab.
b) El funcional det,(I + . ): F, - K es uniformemente continua en la norma || . i,

enalgunar~bola{G € F, / lIGllp <r}deF,

¢) Elfuncional det,(I + . ): Fp — K satisface la condicion de Lipschitz en alguna r -
bolaf{G € F, /|G, <7} de Fp

d) Elfuncional det,(I + . ): Fp — KK es continua con la norma |l . lpenF =0

e) El cuadrado de Tr(F?)es acotada en F, esto es, existe una constante ¢ > 0 tal
que [Tr(FH)| < cliFll3

f) El funcional bilineal Tr(F,F,) definido en FpxF, es acotado en la norma || . lip,
esto es:
Existe § > 0tal que |Tr(F F;) | < BlIAliplIF:ll, paratodo Fy; F, € Fp

Prueba en [8] Capitulo IX — teorema 2.1.

En particular se sabe que para D = S,(H) es un algebra sumergida de L(H) con la
propiedad de aproximacion pues F(H)! - b2 =D
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Entonces como

ITr(F*)| =

iﬁm
k=1

Luego por el Teorema 2.7.5 det, (! + F) se puede extender continuamente a todo S,(H)
en virtud de la Definicién 2.5.10.

< SHF) = IFI3
k=1

Definicién 2.7.6 Sea T € D = S,(H) entonces existe (T, )nen © Fp / T = T en la norma
il . li; luego definimos:
det,(I +T) = i’_ﬁ det,(1+T,)
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2.8 Ejemplos y caracterizacion de Operadores
Hilbert - Schmidt

Definicién 2.8.1 (operador integral}
Consideremos el operador:
A:L;la; b} = Ly[a; b]
f o= A

Definido por:
b
A = ] k(t; $)f(s)ds

b b
Donde: k € L,([a; b]x[a; b]) estoes: f j lk(t; 8)|?deds < oo
a a

Teorema 2.8.2 El operador "A" es lineal, acotado y compacto.
Prueba:

La linealidad de “A” es obvia, probemos la acotacién.

b b b 1/2
j k(t: $)f (s)ds| < f Ik(t:s)llf(S)ldSS(f Ik(t:s)lzds) AIfl,

MA@ =

Elevando al cuadrado e integrando

b b pb
2
[ lanelae<iriz, [ [ e syiasas
a a “a
Elevandc ala %
1

b b 2
"Af"l.zgllflll.z( f Ik(t:S)tzdsdt) = Iflle, ks,

a Ya

El operador A es Compacto.

>  Sea{@n}ay una base ortonormal de L,[a; b], probemos primero que {¢; f}ijz1 es una

base ortonormal de L,([a; blx[a: b]) donde ¢ ;(t; s) = @:(t). @;(s)
En efecto:

e Seag € Ly([a; blx[a; b]) A {g; ¢;;) = O probaremos que g = 0 c.t.p.

b pb
Como (g; ¢yj) = 0 = f J 9(t: )Py (G S)dtds = 0

b pb b_...._ b,__,_
= L L m-mg(t; s)dtds =0 = J; o,(s) £L o, (). g(t; s)dt) ds =0

his)

Luego:

b
f ZE.h()ds =02 (@) =0= h L g;; VjEN
a
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Como:
h= Z(h; el > h=0c.t.p
x

Luego existe un conjunto Z de medida nulatalque h(s) =0; Vs €2

Por otro lado
b
f g(t:s).9,()dt =0=>{g(iskie@)=0=>g(;s) L @;; Vi€N
a
Luego: g(.;s) =0c.t.p.de t A s€Z
b b
Asi: f f lg(t:s)Pdtds =0=|Igll,,=0=g=0c.t.p.
a a

{4);,«}i jo1 &5 ortonormal

b rb
(Buss Boun) = f f 1(t:5). B (5 Dt ds

a

b rb
- f f 01(0). 0 (PD). PrEVALdS = (@1: P ()i Ond = Biom. 61

Ahora veamos la compacidad de "A”

Como (cpu)‘ ey ESUN2 base ortonormal de L, ([a; b]x[a; b])
= k= ) (ki dy)y
i
Luego definimos:
n
kn = ) (ki by de donde llk = knlly, = 0
i

Definimos paracadan € N

An:Ly(fa; b]) = Ly([a; DD
b
Anf)y = f kn(t: S)F(s)dls

n b
= (4 = 9 ()00 [ @) )ds
ij a

Luego:

Im (A,) © L{@1; @2: .. n} = ran(A,) <

Finalmente [|A ~ 4, < llk — k,)} = 0 cuando n — o entonces A, = A cuandon = ®

Por tanto “A” es compacto.
|
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» Observacién: Supongamos que k(t; s} = k(s; t) c. t. p. entonces:

b b b
fig)= [ (anws@a = | U k(t:S)f(S)dSIg(_t)dt

Por el tearema de Fubini
b

=ff(s) [Lbk(t;s)f(_t_)_dt d,.w:=J:LL f(s) [medt}ds

b b b
- j ) [ ] ks; t)g(t)dt] ds = f £() D ds = (F; Ag)

~ Aes autoadjunto
Observaciones:
Tenemos definido el operador
ArLy[a; b] = Lo{a; b]

f = A(H)
Definido por:

b
4n® = [ ks Eds

Donde: k € Ly([a; b]x[a; B]) esto es: f: f;lk(t; $)|*dtds <

El cual es lineal, acotado y compacto. Ademds si k(t;s) = k(t;s) c. t. p. Entonces “A” es

autoadjunto, y por el teorema de descomposicién espectral

af =) ifione;
=1

Esta convergencia es en C.T.P.

Teorema 2.8.3 {De Hitbert - Schmidt)
Sea k Lebesgue medible en [a; b] tal que
1. k(t:s)=k(s;t)
2. Sup _f:lk(t; )|%ds < o
t
Entonces:

Vf € Ly((a; bl) se tieme (4F)y = Y Aifs o) 0 (D c.t.p.

J=1

Y la serie converge absolutamente y uniformemente en [a; b]
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Prueba:
k € Ly([a; bjx[a; b]) & likll; <

Sean>m

1 1
n n 2/ z
J=m j=m

j=m

Como
U = Y. WiF0) 01© = Ao = ) g0 9y(8) = Api(®) . ()
También - -
AP = f Kt ) (s)ds; denotando k(t: s) = ku(s)
Se tiene :

b
40D = [ K95 = Ui B e (D)

Luego de (*) y (*)(*) también la identidad de Parseval: E};ml(k,; fT,)|z = ||k, 13

A = k@) = Y e O = ) [ B = ol
j=m j=m

b b
zf ke (s)|?ds =j Jk(t; s)|Pds < c?
a a
Por otro lado
2
Yl ol < 111
=1
Dado £ > 0; 3N > 0 tal que

Zl{f:(ﬂ;ﬂz < (;)2 vyn>m=N

J=m

Finalmente en (#): Dado € > 0; 3 N > O tal que
1 1
n n 2 n F
2 €
> it oo o] < (Z 0] ) (Z k: cp;)l) Sci=g Vn>m2N
j=m j=m Jj=m

Teorema 2.8.4: Sea A: L, [a; b] - L,[a; b] el operador integral y K € L;([a; b]x[a; b]) tal que

k(t; s) = k(s;t) enc. t. p. Entonces:

b b i
"A" es un operdor Hilbert — Schmidt A f J’ |K(t; HiPdtds = Z 24
a a j=1
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Prueba: sea (¢;) base de L,[a; b] luego (¢;;) es una base de L,([a; b]x[a; b]) donde

By(t:5) = pu(DB,G) = k= ) (i by
8

b b
donde: (k; ¢;) =f j k(t; )¢, (t;s) dt ds

b b - b b
= f f k(t; s)p, (g (s) dids = f w(t) ( f k(t;s)rp;(S)dS)dt

(22,0)

b S
= f (49i(®) 0.(Odt = {Ap; @1

Asl:

b b
[ [ e syeac as = 1xig, = Yl gyl = ) s ol®
a “a ij

ij

identidad de Parsebal

Por el Teorema 2.6.13 se tiene que la serie ¥, ;[{(Ap; @;)|* es convergente y por tanto A
es un operador Hilbert — Schmitd, ademas

Y spay =) ) = ) ltAgi 0ol? = K,
j=1 j=1 ij :

De donde: (|All; = [IK1l3,

Teorema 2.8.5: Sea (M; u) un espacio de medida y H = L,(M; ), si existe una funcion
K € L,(MxM; du x dy) donde dyu x dp es la medida producto tal que
A:L,(M;p) = L(M; 1)
f=Af
Donde:
4N = [ K@ 0)dMe)

Entonces: 4 € L(H) es Hilbert — Schmitd si JJAll; = [f[K((x; ) ?du(x)du(y) <«
Prueba:
El operador A es lineal y acotado

La linealidad de “A" es obvia, probemos la acotacién.

(APl = | kw70 < [IkCsnIFOIdnG)

< ([ |e(t; SPApV 2 I fF NI du(¥))?  Por Cauchy - Schwartz

=( ] lk(E: s)lzdu(y))uz A2

Elevando al cuadrado e integrando

f AP duCo) < IFI% ﬂ kG ) Pdp()dute) = If 1% ki
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Elevando ala ¥

NAFH < WA= ll% 2

Por tanto [|Al} = l|ki,z. luego "A" es acotado.

Il. El operador A es de rango finito
*  Sea {¢,}n»1 una base ortonormal de L,(M; u), probemos primero que {¢U} ™~ es una
base ortonormal de L,(MxM; du x du) donde ¢;;(¢;5) = @:(2). ;(s)
En efecto:
Seag € Lo(MxM;du xdu) A (g;¢;) = 0 probaremos que g = 0 c.L.p.

Como

(gidy) =0 f f 906 )P Y du(x)du(y) = 0
= ﬂ @.(x). ¢, N g(x; y)du(x)du(x) = 0

= J’mu’ 0.0)-g(x; Y)d,u(x)) du(y) =0
h(y)

Luego:
[ 553 h0)du) = 0= (hig) =0 h L g vj €N
Como:

h= Z(h; oo = h=0ct.p
k

Luego existe un conjunto Z de medida nulataique h(y) = 0: ¥y € Z

Por otro lado

]y(x:y)-rp,(x)du(x) =0=(g(:yhe)=0=g(;s) L ¢; ViEN
Luego: g(x;¥v}=0c.t.p.de x A y€Z
Asi:

[[leGinrauedue) = 0= gl =0= g =0c.tp.

. {¢‘f}i,ja1 es ortonormal

(iji Boun) = f f 645 Y). B0 DA (X)du(y)

= [[ 0. 0,0Y0n . 5 V)
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= ([ 0:0- om0 ([ 0,012 GIUD)) = (0 0m). {053 00
= Gim- Ojn

Ahora veamos la compacidad de “A”

Como ((ﬁij)” o ©5 Una base ortonormal de L, (MxM: dy x du)
= k= Z(k: i )i
i
Luego para cada n € N definimos la sucesién:
mn
k, = Z(k; 1)y de donde fik — k2 > 0
i

Definimos paracadan E N

Ap:Ly(M;dp) — Ly (M: dp)

Uneey = f en G F ()Y

= U = | ) i 9)eu(®) 00N G)Au()
if

= (i(k; ¢U)(Pf(x)) (f (P;(J’)f()’)d!-‘(Y))
i

h(y)

= D phOIO () = Auf = ) (ki bi)h3Doy
ij i

Luego: Im (A,) © L{@y; @z; .- o} = ran(4,) < o

Con lo cual A, es de rangofinitovn €N

Finalmente f|A — Al < Ik — k,ll 2 = 0 cuando n — oo entonces
A, — A cuandon — o Portanto “A” es compacto

Finalmente:

A*A Es compacto (por ser ideal Bilatero)

TrA'A) = ) (A°Agu; @) = ) (Ani Aga) = ) I4gallz
n=1 n=1

n=1
= Z Z WA@.: @m)?  por la identidad de Parsebal

n=1lm=1

Ahora:

(An; @) = f (Apn) VPG () = j f k(X Y)0n )P du () dpe(y)

= f k(% V)P P AR (AU = U P
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Luego:

Tr(A*A) = Z D s b = lIKllz = ANz = Wl

n=1m=1

Teorema 2.8.6: Sea H = L,(M; 1) si A € L(H) es Hilbert — Schmidt, entonces existe una
funcibn k € Ly(MxM;dux du) tal que (A = [k(uy)fMNdu() vV f € Ly(M; p)
Ademas:

AN = f f ke Rdu(du)

Prueba:
Sea H = L,(M; i) y consideremos A € S,(H), por el teorema de descomposicién espectral

Af = D Sl fu)gn
n=]

Para algunos sistemas ortogonales {f,}; {g,}en L,(M; ) de modo que X7, S2(4) < o
Comoa

Isx@WhGIg I, = ﬂ ISw DTGV A )
= (S.(0)° f f Fa0)gn (O] du(x)dp(y)
= (Sa( @) I dmall?, = (S:(A))°

Luego la serie

N
(Z Sn(A)mgn(x)) es convergente en Ly(M; i)
=1

N>1

Denotemos por
N
KGsy) = lim " Sy 0)8m()
n=1
Ahora

1Kz, = Jim

N
PIERCAT AR
n=1

L2
1

N \?
= lim ( f f Z(Sn(A))zImgn(x)izdu(x)dum)

N 2
= Jim (;(snm))z I Iﬁ‘(y—)gn(x)Fdn(x)du(y))
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1 1

N z N P
= Jim (Z(s,,m))’ u¢>mnﬁz) = lim (Z(sn(A))z)
(Z(s @) ) Al

Por Gitimo definamos:

A = ) Su(ANfi fa)gn
n=1

Ahora
N
[ Ko = m 3 5:ax0 | Forr»iane)
= lim Z Sa(A)gaGFi fo) = Z S (A £)ga ) = (AF)(2)
Por tanto

(AN = f Kt »)f 0)du()

Caracterizacién de operadores Hilbert - Schmidt

Definicién 2.8.7: Sea E un espacio de Banach, un operador T € L(E) se dice p — sumable
si existe ¢ > 0 tal que para toda sucesion finita (x;}i=, € F se tiene

1 =
7 P
(Zurxm) <c|sup (Zlf(xi)l”) e (®)

IifII 1 M7
Definicion 2.8.8: al menor valor de la constante ¢ > 0 que cumple con (*) para cualquier
sucesién finita (x;)., c E se denota por m,(T)

Teorema 2.8.9: Sea n,(E) = {T € L(E)/ T es p — sumable} entonces:
a) n,(E) es un subespacio vectorial de L(E)
b) I Hp:mp(E) » RS
T = |IT|l, = n,(T) Es una norma
Prueba (a)
e SeaTemn,(E) = 3c>0talque

1
7 »
(Zurxmp) Sc|sup (Zlf(xolp)

IIfII 1 VT

{m=
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Parac e K

1 1
n P P
(Zuarxmr) |a|(anxtnr) < lale | Sup (Zlf(xa)l") = T € m,(E)
=

IIJ'II 1 V=
s SeaT,h €m,(E), entonces existen las constantes ¢, y ¢, positivas tal que

(anxnw) S Sup (Zlf(x)w)
i=1

lIfII-l f=1

" P
(Enhxmv) < e Sup (Zmnp)
= i \i= .

Para cualquier sucesion finita (x;)., c E, entonces

1 S 1
n P n P n P
(Zn(r ¥ h)xiup) = (anxi + hde) < (Z(nrxi I+ tlhxali)”)
=

=1 j=1

" 5/ ’
< (Z(nrx,-n)*’) + (Z(uhxur)F)
Jj=1 j=1
b >
<er [ Sup (Zv(x,)w) +ez| Sup (Zv(xi)p’)

IlfII 1 A1 Ilf!l-” =1

=

; L
T

1
P
= {6, +¢3) Sup ( E If(xt)lp)

e V71
Por tanto (T + h) € n,(E)
Prueba (b}
e DadoT € m,(F) tal que m,,(T) = 0 A x € E, entonces para |a sucesion x; = x se

tiene

1 P
(Z"Txllp) <0=2iTx||=0=2Tx=0 Vx €F

=1
DedondeT =0
e SealeKyad=0

L 1
n P

m(Zurxfuv) (Zlmxlu*’) < 1) | Sup (Zlf(x.)l”)
=

Iifll 1 M=

1
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o=

(Z“Tx*"”) g pl(l l'r) [,El.,li(fzimx‘)‘p)‘

mp(AT)
Ml

De donde

1,(T) < 222 o |Am,(T) < m,(AT)

: :
= IAlm,(T) l Sup (Z tf(n)l”)]

lIfII 1 \i=t

Por ofro lado:

v
( umx)np) <””(T)ls‘“’ (Z:f(Ax)w)
Iri=1 V=

= M, (AT) < |Almp(T)

Por 1o tanto:
7, (AT) = |47, (T)

¢ Desigualdad triangular
SeaT,h €m,(E), entonces:

(;nrxiup) <mp(T) | Sup (Zlf(xmv)

o=
J
-

=1 V=2
1 i 1
n r n P
(lehxsll") < my(h) SUP (Zlf(xi)l”)
i=t IifII 1 U=t ]

Para cualquier sucesion finita (x;)7-, < £, luego

1
r

n % L3 -7; n

(Zu T+ h)xinv) = (Zurxi + hxiup) < (Zcum I+ Ilhxilt)")
J=1 = =

< (Z(urxlu)v) (Z(Ilhxlll)”)

1

'% P
< mp(T) IS“P (ZV(’C:)IP) +m,(h) [ Sup (Zlf(x:)l")l

Fi=1 V=2 ||n| 1 V=

=

I B
= (’fp(T)Hrp(T)) Sup (Zlf(x:)l")]

uru 1 M7
Por tanto 7,(T + k) < m,(T)+1,(T)
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Teorema 2.8.10: Sea H un espacio de Hilbert separable, entonces se tiene m,(H) = S,(H)
Con igualdad de normas
Prueba:
o S(H)cm(H)
En efecto: Sea T € 5,(H) y consideremos un par de sistemas ortonormales {x,}i-1,

Dl em
=Tr= ) SMHGx A Y ST <o
n=1 n=1

Consideremos una sucesion finita de vectores {v;}., y consideremos
2

T = ) Sa(T) w020l = Tl =

:E:Sh(Tj(vﬁl%)yh
n=1

= O SuTHws )y D SuTHwis 2)3i) = ) SHDIws )2 paracada i = Lik
n=1 n=1 n=1

Ahora

infmv,-uhZ(i r)uv;,x,w) > [SZ(T)(Zlm.xnn )]

i= n=1 n=1
Definamos paracadan e N
fuH = K
x = fu(x) = (x:xp)

Luego: |f.(x)} = [{x; 2] < llxfllacnll = a2l < x| por tanto | £l < 1

Ahora
Zuvi.x,,nz Zlfn(v;)t’ < Sup (erm)iz)

HfII 1
Entonces:

ZIIT wlP < (Z SZ(T))(Sup (Zt f(,,i)lz))

T
Haciendo m — o y elevando a la 14 tenemos:

e {5 g B g 8]

!Ifll 1 IIfII 1
De donde

Tem(H} A m(T) <|ITl,
» m(H) cS5(H)
Sea T € n,(H) y sea {e,} una base ortonormal de H, entonces paracadan € N
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n L4
2 I7ef" < (ra(T)? Sup (Zlf(ef)l’)
j=1 =1 =1

Por ¢l Teorema 2.2.24:

f:H - K paracada y € H (fijo)
x= fO)=yh Ifl=Iyli<1

De donde
n n
2
Ylrepl =D kel < Iyl = w1
Jj=1 J:l
desigualdad de Bessl
Luego:

Y lrelf < Gamy?
J=1

Finalmente T € 5,

o o3 [++] L+ @
Y 50 =) 4 A) = ) (A Aeig) = ) (Aeide) = ) el
i=1 = =1 = =1

Por tanto:
HAllz = m2(T)
Ejemplo 2.8.11: Sea A: L,({0; 1]) — L,([0; 1])
f= A

Tal que (Af )x) = fol(l — 3xt) frdt
Definamos que k: [0; 1]x[0; 1] —» R donde k(s;t) =1 —3st
Afirmacion 1: k € L, ([0; 1]x[0; 11)

En efecto:
1 1 1 ‘Ji
klli, = f f (1 - 3st)’dsdt = 3 = IXll;, = >
o Jo

Ademas k(s; t) = k(t; 5) por tanto A es un operador compacto, autoadjunto
Por otro lado

1 1 1 1
Sup | lk(s;t)|?ds = Sup | (1 - 3st)?ds = Sup {3 (t —u) +—}
ost=l Jp

0st<€1 Jp O0st=1 2 3

Luego:

s (1) +1) <2
U —_ - —_—
osrgl 2 3 4

Por tanto A es un operador Hilbert — Schmidt, ademas:

C 1
Y sk = lkliz, =

n=1
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CAPITULO 111

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1. Variables de la investigacion
Nuestras variables a estudiar son una traza, denotada por Tr y las normas singulares.

3.2. Operacionalizaciéon de las variables

Variables | Definicién conceptual Dimensiones Indicadores

Un funcional lineal Tr
sobre un ideal de

Una traza operadores COmpaCtOS L] Sies igual a la suma
X es llamado una o Espectral de auto valores del
Tr . _ operador.
traza sl Tr(AB) = o Singular
Tr(BA) ,VA €

e Tr(F)=0,vFde
L(HYL,VBEK,con"H" rango finito.

un espacio da Hilbert.

» Casinulasi§= | Operadores de rango

0,¥j> N, para Finit
algun nf 9'
5.(T) 5.(1) = J4,(T°T) NEN + ‘T es Hilbert -
Schmitd.

o T Se(T'T)

3.3 Hipotesis general e hipotesis especifica

3.3.1. HIPOTESIS GENERAL

Si es posible caracterizar a los operadores Hilbert Schmidt

Si es posible definir un determinante sobre $,(H).

3.3.2. HIPOTESIS ESPECIFICA

Es posible y es util los métodos del andlisis funcional para definir una traza y determinante
en clase de operadores Hilbert — Schmidt.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA

4.1 TIPO DE INVESTIGACION

La investigacién es de tipo cientifico—teérico y la metodologia usada es de tipo
inductivo—deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada
demostracién.

4.2 DISENO DE LA INVESTIGACION

El presente trabajo de investigacion presentara la siguiente estructura:
Primero

Empezamos definiendo ios operadores lineales acotados.

Segundo

E! espacio de los operadores Hilbert - Schmitd sera denotado por S,(H), se probo
que S,(H) es un subdlgebra sumergida de L(H) con la propiedad de
aproximacion.

Tercero

Definiremos un determinante sobre el espacio de los operadores Hilbert - Schmitd
(5,(H)) con ciertas condiciones para la extension continGa de Tr y det, para esto
necesitaremos analizar la forma explicita de la traza y el determinante de un
operador de rango finito segan [4].

Cuarto

Por ultimo, Daremos condiciones al operador integral para que pertenezca a esta
esta clase de operadores.
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4.3. POBLACION Y MUESTRA

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que estudiar, sin
embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de L(E,F) con E,F
espacios de Banach.

4.4 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE DATOS

Para la realizacién de este trabajo de tesis se revisé bibliografia especializada y
recopilacion de informacién obtenida via internet relacionada al tema de interés.

4.5 PROCEDIMIENTOS DE RECOLECCION DE DATOS

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitd procedimientos de
recoleccién de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas web,
paper, etc.)

4.6. Procesamiento estadistico y andlisis de datos

Ninguno
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1)

2)

3)

4)

5)

CAPITULO V

Resultados

El teorema de representacidn espectral para operadores compactos
autoadjuntos garantiza ia existencia de un sistema ortonommal de vectores y
sus autovalores correspondientes forman una sucesién convergente a cero (si
es infinita).

S,(H) es un subalgebra sumergida de L(H) con la propiedad de aproximacién
y por el teorema 2.7.5, es posible extender continuamente det,(I+.) a los
operadores Hilbert — Schmidt desde el espacio de operadores de rango finito.

El operador integral es lineal, acotado y compacto. Ademas, si k(t;s) =
k(s:t) ¢ t. p entonces el operador es auto adjunto y se puede realizar su
representacion espectral.

Cuando la norma en L,([a, b]x[axb]) del nicleo del operador integral es finita
entonces la convergencia de la representacion espectral es absoluta y
uniforme.

Un operador integral sobre L,([a; b]) es un operador Hilbert - Schmidt si su
nlcleo K € L,([a; blx[a; b]) tal que k(t;s) = k(s;t) enc.tp.

La clase de operadores Hilbert — Schmidt se pueden caracterizar mediante la
clase de operadores p - sumables segln el teorema 2.8.10.
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CAPITULO VI
Discusiones

Si bien es cierto hemos podido extender de forma continua det;(/+.) a la
clase de operadores Hilbert — Schmidt, sin embargo no hemos calculado el
determinante para esta clase de operadores. El célculo del determinante de
esta clase de operadores en el contexto de operadores integrales es el
determinante de Hilbert - Carleman.

En el presente trabajo hemos dado condiciones adecuadas al operador
integral para gue pertanezca a la clase de operadores Hilbert ~ Schmidt sin
embargo también al operador integral se le puede dar condiciones para que
sea un operador de clase traza (Teorema de Mercer).

Segun el resultado obtenido, notamos que el teorema de descomposicién
espectral de Hilbert Schmitd, para operadores compactos, aplicado al
operador integral garantiza la convergencia en casi todo punto de ia serie (en
su representacion espectral) pero no garantiza la convefgencia uniforme. Por
ello nos vemos en la necesidad de imponer condiciones adicionales al ntcleo
del operador integral para que la representacion Hilbert- Schmidt garantice la

convergencia absoluta y uniforme.

Para la demostraciéon de la compacidad del operador integral tuvimos que
construir un sistema ortonormal para L,([a; blx{a; b]) el cual se hizo de forma
natural considerando un sistema ortonormal para L, ([a; b])

En el presente trabajo solo hemos mostrado una caracterizacion de la clase
de operadores Hilbert — Schmidt pero no garantizamos que sea la Unica

caracterizacion.
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CAPITULO VII

Conclusiones

1) Con ayuda de la representacion Hilbert-Schmidt de un operador compacto
puede definir diferentes clases de operadores entre las cuales resaltan los
operadores de clase traza y la nuestra.

2) det,(I+.) no define un determinante en L(B), pero se puede extender a ciertas
algebras sumergidas con la propiedad de aproximacion desde F(B).

3) Elteorema de Hilbert — Schmidt es una herramienta dtil para identificar si un
operador integral pertenece a la clase de operadores Hilbert-Schmidt; en el
contexto de operadores de clase traza el teorema de Mercer juega un papel
importante.

4) S,(H) c S,(H) y el contenido es estricto, ya que basta considerar el operador

o 1
T = -
E nxn®xn
n=1

Donde (x,,) es una base ortonormal de H.
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CAPITULO VIII

Recomendaciones

Dentro de un proyecto tan ambicioso como lo fue éste, siempre se desea que
haya una mejora continua del mismo; por lo tanto se recomienda a futuros
estudiantes que tengan interés en el proyecto, en la linea de investigacién y

en la teoria de trazas y determinantes.

El libro méas completo que trata la teoria de trazas y determinantes es Traces
and determinats of linear operators de Gohberg, Goldberg y Krupnik (véase
[8]), por lo cual es recomendable su lectura para el mejor entendimiento del

trabajo.

Es importante mencionar que existen trazas que no son extensiones de la
traza usual, es decir, extensiones de la traza sobre la clase de operadores de
clase traza; tales funcionales reciben el nombre de trazas singulares. Su
existencia sobre un ideal de operadores es un trabajo no trivial, el interesado
en su lectura puede ver [1], [3], [5] y sus aplicaciones en [4].
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ANEXOS

ANEXO 1: Matiriz de consistencia

Problema Objetivos Hipétesis Metodologia Poblacién
En lo que sigue del trabajo, H | Objetivos Hipétesis Tipo de investigacidn | Por ser
denotara un espacio de | gencrales general La investigacién es de | nuestro
Hilbert. Se sabe que si T € Si es posible | tipo cientifico ~— | trabajo
L(Hy;H;) es un operador | Caracterizar a | caracterizar a | tedrico y la | netamente
compacto, entonces existe una | fos operadores | los operadores | metodologia usada es } abstracto, no
sucesién de mimeros reales no | Hitbert — | Hilbert de ‘ tipo | existe
negativos  5,(T) 2 $2(T) 2 | Schmitd Schmidt. inductivo—deductivo | poblacién
25Tz z20 y tratando de ser lo mas | que estudiar,
sistemas ortonormales | Definir  una | $i es posible | exhaustivo posible en | sin
{0p)2y de Hy y {¢, )}, de H] traza y | definir  una | cada demostracidén. embargo,
tal que determinante | traza y un nuestro
Tx = T2, Sn(THX; @n)dn sobre esta | determinante Disefio de la | estudio se
(teorema dc representacion clase de ] sobre S,(H). investigaci6n encuentra
espectral Hilbert -Schmidt) operadores. El presente trabajo de | inmerso
Donde los {Sx(T)}nz1 son Hipbtesis investigacion dentro de los
liamados ndmeros singularcs Impo.nt?r especifica presentard 1a siguiente | espacios de
y 1!im 54(T) = 0. Con cstos cond:gmms al . " ;stmctma: Banach dy
e ‘| operador s posible y es | Primero espacios de
:;zzmzinsgpafg:e ‘;iﬁ“f Y | integral pare | il los | Empezamos Hilbert.
operadores de clase traza que métc?dos del | definiendo los
como: pertenezca a | andlisis operadores  linecales
. S,(H) = esta clase de | funcional para | acotados.
1 - .
A € L(H), compacto y operadores. definir  una | Segunde
o traza y | El espacio de los
Z'Sn(A) < o Objetivos determinante | operadores Hilbert -
= especificos en clase de | Schmitd serd denotado
Luego se definen los operadores por 5,(H), se probd
operadores Hilbert — Schmidt | Familiarizarse | Hilbert— que Sp(H) e un
como: con Tos | Schmidt. subélgebra sumergida
métodos  del de L(H) con la
S;(H)={A€K(H) /A'A€5,) | anslisis propiedad de
funcional que aproximacién.
Lo natural es estudiar como | se usaran para Tercero
caracterizar csta clase de | definir  una Definiremos una traza
operadores, definir y extender | traza y contifua y
continuamente la traza y cl | determinante determinante sobre el
determinante de  los | para esta clase espacio de  los
operadores de rango finilo a | de operadores. operadores Hilbert -
esta clase de operadores, Schmitd (S2) con
también estudiar el opcrador Mostrar la ciertas condiciones
integral en ¢l contexta de 108 | jmportancia para la- extension
operadores Hilbert - Schmitd. | del teorema de continia de Tr y det,
descomposici para esto
Formaulacién del problema 6n  espectral necesitaremos analizar
- ) . para 14 formn explivita de 1a
&Seréi posible caracterizar a 1a | operadores traza y ¢] determinante
clase de operadores Hilbert — | compactos de un operador de
Schmitd? autoadjuntos. rango finito,
) . Ciiario
+Seré posible definir una traza Por tltimo, Daremos
y determinante sobre esta condiciones al
clase de operadores? operador integral para
(Qué condiciones hay que que perienezca a csia
imponer al operador intcgral esta clase de
para que perlenczca a esta operadores.

clase de operadores?
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ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo

: Operadores Compactos y'operadores-
: ‘ de rango finito -

Operadores de clase trazay oparadores.
Hllbert Schmldt
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