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RESUMEN 

"CARACTERIZACIÓN DE LA CLASE DE 
OPERADORES HILBERT-SCHMIDT Y 
DETERMINANTE REGULARIZADA" 

Victor Robinson Barrial Sandoval 

Setiembre - 2018 

Asesor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey 

Titulo obtenido: Licenciado en matemática 

En el presente trabajo haremos el estudio de la clase de operadores Hilbert-Schmidt, 
mostrando que es un espacio dé Hilbéit y un sübalgebiá sumergidá coii la propiedad 

de aproximación. Todo esto es posible usando propiedades no triviales de los 

números singulares. 

Lo siguiente es prestar nuestra atención en el problema de extender continuamente 

el determinante det2(I+.) a ciertas subalgebras normadas de L(B) desde F(B), 

con B un espacio de Banach. 

Finalmente, diferentes caracterizaciones de esta clase de operadores son mostradas 
y en el contexto de operadores integrales enunciaremos algunos ejemplos. 

Palabras Claves 

-1  Espacios de Banach. 

Operadores de rango finito 

Operadores compactos 

Operadores De Hilbert — Schmidt. 

e 
Teorema Espectral para operadores compactos auto adjuntos. 

Núcleo del operador integral. 
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ABSTRACT 

"CHARACTERIZATION OF THE CLASS 
OF HILBERT-SCHMIDT OPERATORS 
AND REGULARIZED DETERMINANT" 

Victor Robinson Barrial Sandoval 

September 2018 

Advisor: Mg. Alfredo Sotelo Pejerrey 

Degree obtained Bachelor of Mathematics 

In the present work we will study the class of Hilbert-Sclunidt operators, showing 

ihat it is a Babea Space and an embedded subaigebra with the approximaiion 

property. Al! this is possible using nontrivial properties of the singular numbers. 
_ 
Furthermore, we devote our attention to the problem of extending continuously the 

determinant det 2(1+.) to certain normed subalgebras of L(B) from F(B), where 

B is a Banach space. 

Finally, different characterizations of this class of operators are proven and in the 

context of integral operators we will state some examples. 

Keywords 

Banach Spaces. 

Finite range operators 

Compact operators 

Hilbert — Schmidt Operators 

Spectral theorem for self-adjoint compact operators. 

Kernel of the integral operator 
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CAPÍTULO I 

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACIÓN 

1.1. Identificación del problema 

En lo que sigue del trabajo, H denotan un espacio de Hilbert. Se sabe que si T E 

L(111; H2) es un operador compacto, entonces existe una sucesión de números 

reales no negativos .52(T) 52(T) 	•• • Sn(T) 	••• 	O y sistemas 

ortonormales (9n},t1  de Hl  y {#,J,T=1  de H2  tal que Tx = Encti Sn(T)(x;9n)spn  

(teorema de representación espectral Hilbert -Schmidt) 

Donde los {,Sn(nink1  son llamados números singulares y Hm S(T) = O. Con 
it-409 

estos números singulares se define y denota el espacio de los operadores de clase 

traza como: 

Si(H) = [A E L(H) / A es compacto y ZSn(A) < COI 

n=1 

Luego se definen los operadores Hilbert — Schmidt como: 

S2(H) = {A E K(H) / A' A E Si) 

Lo natural es estudiar como caracterizar esta clase de operadores, definir y extender 

continuamente la traza y el determinante de los operadores de rango finito a esta 

clase de operadores, también estudiar el operador integral en el contexto de los 

operadores Habed - Schmitd. 

1.2. Formulación del problema 

¿Será posible caracterizar a la clase de operadores Hilbert — Schmitd? 

¿Será posible definir un determinante sobre esta clase de operadores? 

¿Qué condiciones hay que imponer a un operador integral para que pertenezca 

a esta clase de operadores? 
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1.3. Objetivos de la investigación 

1.3.1. Objetivos generales 

Caracterizar a la clase de operadores Hilbert — Schmitd 

Definir un determinante sobre esta clase de operadores. 

Imponer condiciones a un operador integral para que pertenezca a esta clase 

de operadores. 

1.3.2. Objetivos específicos 

Familiarizarse con los métodos del análisis funcional que se usaran para 

definir una traza y determinante para esta clase de operadores. 

Mostrar la importancia del teorema de descomposición espectral para 

operadores compactos autoadjuntos. 

1.4. Importancia y justificación de la investigación 

El presente trabajo está inmerso en la línea del Análisis Funcional — 

Operadores sobre espacios de Hilbert. 

Un trabajo no trivial es definir una traza y determinante sobre un ideal de 

operadores, el trabajo se justifica ya que aborda el estudio extender 

continuamente el determinante det2(1+.) a ciertas subalgebras normadas de 

L(B) desde F(B), con 8 un espacio de Banach. 

Definir det2(1 +.) para T e .92 (H) se justifica ya que existe una estrecha 

relación entre este funcional y los autovalores de T. 

Se justifica también porque este proyecto adicionalmente mostrará, como 

ejemplo, las condiciones para que un operador integral este contenido en la 

clase de operadores Hilbert — Schmitd. 
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CAPÍTULO II 

MARCO TEÓRICO 
2.1 Espacios de Banach 

Espacios Normados. 

Definición 2.1.1: 

Consideremos un espacio vectorial (X; +; K;.) donde K = Ro C. Una norma es una 

aplicación 

11.11:X —)R 

Que satisface: 

L 	114 ?. O Vx. eX A 114 = O 	= O 

U. 	Ilaxil = IaIIIxII YxeX; a EK=Roe 

+ yli 	+ 8y8 v x, y e X 

El par (X; fi .11) se llama espacio normado. 

Ejemplo 2.1.2: 

X = Ir sea x e Rn entonces: x = (x1; x2;x3; ...; xn) Luego se definen las normas 

11411 = 

11412 = 	xn1  

11x11„,„, = ntax[ixi l; i = 1; 2; 3; ...;n) 

Entonces (lan; fi.111); (111n; 11 • 112); (1ltn; IL limar) son espacios norrnados. 

Ejemplo 2.1.3: 

X = ec°(R) = gan)neu ion k V neRI y para algun k > 0)  

Con la norma: 

11(arinsup = {iani; ti E III} 

Luego: (r(R); fi  .11„p) es un espacio normado 

Ejemplo 2.1.4: 

X = Cfri;bi = if: [a; ti] 	R/ f es continua} Luego se definen las normas 

11f11„,„,, = max[i f (x)l; x tia; bli 

lIíIR = fab  I f (x)1 dx 

Entonces: (Cia;b1; fi Amar); (Cia;bi; II • 111) son espacios normados 
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Definición 2.1.5 (convergencia) 

Sea (X; 0. ) un espacio normado y (an )„EN  c X una sucesión. Decimos que (a„)„N  

converge axEX si: 

Ve > O; 3 no  111/ 	- xij < E; V n no  

Notación: 	x 
TI CO 

Ejemplo 2.1.6: 

Sea 	CA,  (R) = ga„)„EN 	a„,= O, v n > k, para algunk e N} es llamado el espacio 

de las sucesiones casi nulas. 

Claramente CN(R) c (R). Además CN(R) es un subespacio vectorial de "IR). 

Ahora consideremos: 

I 	a, = (1;0;0;0;0; ...; O; ...) E CN(R) 

1  

1 

1  

consideremos 

Afirmación: 

En efecto: En 

Luego ila,. - 

En este contexto 

x = (I.•-•-• 

Hm a„ = x 

1 
= — 	0 

n+1 

)Y -• 

n+1 	n+2 

por tanto: hm a,, = x. 
n—rco 

La sucesión (an)," converge a x en r(11) 

La sucesión (am)," no converge en CN( ), pues x CN(R). 
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Espacios de Banach. 

Definición 2.1.7 (sucesión de Cauchy) 

Sea (X; II .1 1 ) un espacio normado y (a„),EN  c X una sucesión, decimos que1 	es .aninEN -- 

de Cauchy si y solo si: 

V e > O; 3 no  E N/ Dan  — 	< E; V n,m no  

Definición 2.1.8 (Espacio de Banach) 

Sea (X; 	) un espacio normado. (X; II .11 ) es llamado espacio de Banach si y solo si 

toda sucesión de Cauchy es convergente. 

Ejemplo 2.1.9: (r"(R); fi.11p)  es un espacio de Banach 

Demostración: 

Sea (xm)„," una sucesión de Cauchy en r'(R); x'n  = (xr; x  

Luego 

VE > 0; 3n0  E N/ V n,m n0  --> Ilxm  — xniisup < E 

Pero: 

ilxm  — 	= suptixr — Xinli j E N} < E 

De donde: 

Ixr 	I < 	— xnlIsup < e, luego (4')„,e1,4  es de Cauchy en IR que es completo. 

Por tanto existe .x1  E R / 	—> xj cuando m —> 

Ahora definamos x = (xl; x2; x3; ...; 

Afirmación 1: x E t'°  (11k) 

En efecto: 

v k E DI; xr 	xk; rn 	si y solo si V e > 03 TLoy = no.k(e) E N 

Tal que sí: ni > 710,k 	14n  — Xkl < 

Por otro lado: como (xm)" c r°(R) 3 Mm  «11k tal que lx71 <Mm  Vj E N 

Ahora: 

= 	- xr + 	— + < e + Mm  

Donde: 	Mm  no depende del. 

Luego: 	SUptiXiin E- N} e + M, < +00 
jeN 

Con lo cual x = (xi; x2; x3; ...; xf ;..) E ic°010. 
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Afirmación 2: x,n  x cuando ni co 

En efecto: 

Como (xm),,,,i  es sucesión de Cauchy en e- (a) 

Entonces 

V e > 0; 3n0  E N/ V n,m no 	Ilxm  — xnllsup < e 

De donde: 

lar — 	< lixtm  — Xnfinip  = SUptiXr — xrin EN) < e. 

Ahora: 

Hm jxf — = 	— hm 	= 	— xl <E 

	

1 	n...0, I 

ilxtm — sullsup = SUptlXr — xlij EN) < E 

Esto es: 

Hm 	= x en r(R) 

Por lo tanto toda sucesión de Cauchy (xm),„,,,, en r(R) es convergente, así 

II .lisup) es un espacio de Banach 

Ejemplo 2.1.10: 

Sea Cra  = U: [a; te] ---> R/ f es continua} con la norma lif ll,, = f(x)l; x e [a; 61} 

Entonces: (C[am: II • liman) es un espacio de Banach. 

Demostración: 

Sea 	(h)nEN una sucesión de Cauchy en 	qa;b] entonces 

E 

	

Ve > 0; 3 no  E N/ V n,m no 	fifn  — Mima.%  < —
2 

Ahora fijando un to E C[a;b1 se tiene Ifn(to) — fm(to)l 	llfm — fnlimax 

De donde la sucesión (fn,  (tO )1 ,nnEN es una sucesión de Cauchy en R 

Por tanto 	3 f(t0)  E 51  jillÍn(to) = f(t0) E a 

Como 4 e Chz;b) es arbitrario, tenemos definida la función 

f: [a; --+ R dado por: f (t) = Hm f(t) 

Y esta convergencia es puntual, hora observemos que v mi n no  se tiene 

IMO —M01 SUP ifm(t) fn(01 <Í 	 (*) 

	

astlb 	 2  

Resultado (de análisis real) 

Si fni [a; 61 	R es una sucesión de funciones continuas que converge uniformemente a 

una función f: [a; b] —) 118, entonces "f" es continua. 
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En (*) fijando 3 rn E N y tomando limite cuando n —› OD se tiene: 

V e > O; 3 no  E N Tal que 

si n, tu no —> 2101.141(t) — fn(t)i ifm(t) — 	fn(01 = Ifm(t) f(01 < < E 

Por tanto se tiene V >0; 3n0  E11/ n k no 	Sup I f„,(0 — f (01 < e , Esto es (I '1nEN 
mEN 	

v  

agtEb 

Converge uniformemente para f: [a; b] --> R y por el resultado (de análisis real) f e Cra.bi 

con lo cual se demuestra que (Cia;bii ll • llmax) 

Teorema 2.1.11: Toda sucesión convergente en un espacio normado es de Cauchy. 

Demostración: inmediato de la Definición. 

OBSERVACIÓN: EL RECIPROCO DEL TEOREMA ES FALSO. 

En efecto: 

Consideremos el espacio normado (C[0,1]; O • IR). aquí definamos la sucesión de funciones 

1 
0, 

 
f(x) = 

4n 	2n 	1 

n+2x  n+2' 

Grafica (Véase figura 2.1.1) 

1 AnEN 

 

o 

Figura 2.1.1 

Afirmación 1: &n)ner  es de Cauchy. 

En efecto: sea n <tu 	1<?.  

es un espacio de Banach. 
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Figura 2.1.2 

1. 
Luego: Oh — frnII = 	— — + — Como la sucesión(I) es de Cauchy enR, 

2n 	2m 	2n 2m 	 2n nery 

también lo es (f.„)„eN  en 

Afirmación 2: lim fn  = f n—n:o 

0, 0<x<1  
Donde: f(x) = 	1 	

2 

I., 	—
2 
< X < 1 

Figura 2.1.3 

En efecto: 

Claramente: f q0;11  además tIh —f 111 = 	o cuando n ->w. 

Por tanto (C[0,1]; fi.  ili) no es de Banach. 

Lema 2.1.12: (De la combinación lineal) 

Sea {x1; x2;...; xj un conjunto linealmente independiente de vectores en un 

espacio vectorial normado (E; fi . II) de dimensión arbitraria. 

Entonces: 

Existe un número c > O tal que para cualquier colección de escalares 0:1; IX2; ...; %ti  

tenemos: 

Ilexi x1  +«2 x2+.• +0Cn xnfi 	c(logi + loc21+ ••• loznI). 

13 



Demostración: 

ler caso: Consideremos S = ICCi t + ICC 2 1+ ••• 10C n i = 1 luego la desigualdad se convierte 

en 

Hal  x1  +0(2  x2+.. +ccn  x„11 c 

Probaremos que para toda colección de escalares al; /32; ...; an  tal que 

11111 + 092 + —1/3.1 = 1 Se verifica 11/31x1 + /32z2+..+finznil c para algún c >0. 

Veamos por reducción al absurdo 

Negando: y C > 0; 3 /31; /32; ...; /3,, escalares tal que 11311+ bgkl+ •-iPnl = 1  Y 

Mi; + fl2x2+.. +13„xnli < c 

Haciendo c = 1k ; k EN. 3 fi;  /31; ...; fi  escalares / 110 +/3x2  + ••• + 

Llamando 

Yk = /4,x1+ Pt2C2 + ••• + PIXn  se tiene: llYkll < luego l'ya -> O cuando k --> co 

Y como 	+ 11311+ ••• + 141 = 1 entonces Will 	1; v j = 1,2, ... , n 

Por tanto la sucesión (pinkeN  es acotada en R V j = 1,2, ... ,n y por el teorema de Bolzano 

Weiersstras existe una subsucesión convergente 

Es decir: para cada j = 1,2, ... ,n la sucesión (finkEN  tiene una subsucesión (f37")mer4  

convergente a un escalar que le llamaremos pi. 

Sea (ykm )„,EN  = (11;.̀ "'xi  + fl:mx2  + •-• + j3;:mx,)„," subsucesión de (y,„),„EN  

Luego 

Ykm  = Pikmxi + /32kmx2 + + fikkmxk Donde 141 + 	+ + I Pnkm  I = 1  

Además 

pi. cuando m co 

fi2km 432 cuando m -> 00 

m n  cuando m •-• CO 

Entonces: 

Ykm 	Y = P1X1 + 132)2+..+13nxn A 11311 + 1/32i + ••• 1/3„1 = 1 

Esto es, 

No todos los ¡fi; 02; ....fi,,  son ceros simultáneamente y como (x1; xz; ...; x„) es L.I. 

Se tiene que y = fi1x1  + 432x2+..+13nxn  # 

Por otro lado 

Yk„, y Entonces: ilykmil -+ llYll Pero llYkll -) 0 cuando k --> 00 entonces y = O () 

14 



2do caso: sea s = cc1I + loc21 + ••• lc<ni tenemos: 

Si s = O no hay nada que probar. 

Si: s # O consideremos: 

Es claro que lId + 11121+ ••• IPnl = 1 y por el caso antenor Existe un número c >0 tal que 

Hal 	az 	az 
—x1 + —x2 + •••+--x2 ii k c 
s 

Luego 

110C1  xl  +0(2  X2+.. +0( Xn11 	C.S = C(1C(11 	1°C21 	*- 1 C(n1) 

Teorema 2.1.13: Todo espacio normado de dimensión finita es de Banach. 

Demostración: 

Sea "E" un espacio normado de dimensión finita "n" luego consideremos {el; e2 ; •••; en} 

una base de E. 

Ahora consideremos (yk)k, N una sucesión de Cauchy, 

Entonces para cada k eN cada yk  tiene representación única de la forma: 

yk  = alai + ale2 + + alen  

Por ser (yk)k , N una sucesión de Cauchy 

VE > O, 3 no  e N / k; r k fl=IIY—YII < E 

Entonces.  

- 3/711 = 	+ ale2  + + ale„) - (arel + crle2  + + 	= 

	

— afle, + (ale — aDe2  + ..• + 	— aDenil < E. 

Por el Lema 2.1.12 (de la combinación lineal) 

3c > O / ( 14 — 	+ 	— 	+ + 	— 	c Ilyk -Yril < E 

Por tanto: 
e 

kik  - Ger' <-
c 

V = 1; 2; ... ;n 

Con lo cual (apk eP4  es de Cauchy en R 

Sea oci; oc2;..; tx.n  / cif -->cci cuando k -+ co; Vj 	1; 2; ... ; n 

Llamemos y = e, +sx, e2  + + es, en  e E 

Y se tiene: 

IlYk Yll = 

n 	 n 

aikei)- 	oc el) 
1 

 In  (crik-09)9 
j=1 

5 	kik -ccjillejil 
j=i 
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Como aik  -.cc cuando k --> co; j =- 1;2; ... ; n Entonces: yk  -> y cuando k -> cc 

Por tanto queda probado que toda sucesión de Cauchy, en un espacio de dimensión finita 

es convergente. Por lo tanto es de Banach. 

Operadores lineales acotados. 

Definición 2.1.14: Sea (X; II .11x) y (Y; II.  Ily) dos espacios normados y una aplicación 

T: X -> Y que satisface: 

i. T(x + y) = T(x) + T(y) V x; y E X 

U. T(ax) aT(x) Vx€X A a €111= Roe 

"T" así definido se llama operador lineal. 

Definición 2.1.15: Sea (X; ll • Ilx) Y (Y; II • lly) dos espacios normados y T: X -> Y un 

operador lineal tal que 11Txily Milxlix y x e X, para algun Al > 0, "T" es llamado 

operador lineal acotado. 

Ejemplo 2.1.16: 

Sea T:(Cfam; II. 11.a.) • R  
f -+ T(f) = f (x)dx 

Es claro que "7" es lineal 

Vamos que "T" es acotado 

Sea f E Cla;b1, luego 

IT(f)1 = 	f (x)dx 
a 

 

L
f (x)idx 	maxjf (x)/ x E [a; b]idx = f II fil„,„dx 

L 	 a 

  

b 

= Ilfllm j dx = (b - a)11filmax 
a 

De donde: IT(f)I (b - a)lifil„„u  luego "T" es acotado. 

Observación: Sea (X; Ilx) y (Y; 11.11y) dos espacios normados y T: X -> Y un operador 

lineal acotado, luego IlTxlly Mlixlix  Y x E X, para algun M > 0, ahora para x * O se 

prxiir tiene — M y por tanto el conjunto 
Eorxily 

 11x1lx 
, x 01es acotado superiormente y así existe 

1141x 

su supremo 

Notación: .C(X; Y) = (T: X -> Y / "T' es un operador lineal acotado), 

Luego (L(X; Y); fi .11£) es un espacio vectorial normado, con la norma: 

IITIIL  = Sup 	, x 
11x1ix 
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Teorema 2.1.17: Sea (X, H 11x); (Y, 11 Ny) dos espacios normados sobre el cuerpo "K" 

y T E £(X; Y) y denotemos por: x. = {f: X -> K / f es lineal y acotado}. 

Sea T: Y' X" tal que T* (f)(x) = f(T(x)), entonces: 

r E AY.; X') 

fir H = II 

Prueba: 

Como T E AX; Y) entonces T(x) = y E Y , ahora 

T": 	Y* 	X" 

f:Y --> K 	T'(f): X -) K 

f(T(x)); x 	r(f)(x) 

Luego definimos: r (f)(x) = f(T(x)) 

Afirmación 1: r es lineal 

En efecto: 

Dado f;  g E X*  entonces: 

T .  (f + g)(x) = + g)(T(x)) = f (T(x))+ g(T(x)) 

= r(f)(x)+ (g)(x) = (f) + r (g))(x) 

De donde: T'(f + g) = r(f)+ r(g) 

Dado a E K, entonces.  r (af)(x) = (af)(T(x))= a(f(T(x)))= ar(f)(x) 

De donde: r(af) = ar (f) 

Afirmación 2: r es acotada 

En efecto: 

If(Y)1 	Ilf ir. IlYlly = 	 llf 	llxllx 

Ahora: 

If CY)I  

	

IttY)1 	Ilf 111,117'11z. 	 5 Ilf Ily.11711fr 
11x16 

Entonces.  

ire(f)(x)1 	if(T(x))1  < Ilf II r DTiiv  
iixiix 	fixiix 

De donde: 

Ilr (f )1Ix* 	Ilf 111,11711P 

Luego: 

	

11' E £(Y'; X') A HT*11 	Hile  

Afirmación 3: IIT'ii = liTtlE 

	

11711 = SuPtlir(Dllx.; Ilf lir 	= SUP(i 	(X)I; lid 5 1; fiar .5 1) 

Suptlf(T(x))1; 1141 5 1; °ny. 5 1) = Sup(lf(T)(x)1; 114 5 1; Ilf Ily. .5 1) 

= Sup(Inx)ly; 11x11 5 	= Dril 
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2.2 Espacios de Hilbert 

Espacios pre Hilbert. 

Definición 2.2.1: (producto interno) 

Consideremos un espacio un espacio vectorial (E; +; K;.) Donde K es R o (c. Un producto 

interno es una aplicación: 

( 	; 	): ExE -) 

Tal que se cumple: 

Definida positiva (x; x) ON/xEE A (x;x)=0 4=X =O 

Lineal en la primera variable: (ca + fly; z) = a(x; z) + fl(y; z)Vx,y, zEE A a, 13E K 

Es hermItica (x; y) = (y; x)Vx , y E E 

Observación: el producto interno es conjugado lineal en la segunda variable. 

Sea x,y,z E E A a,/3 E K luego: 

(x; ay + 13 z) = (ay + fiz;x) = (ay; x) + (13z; x) = a(y; x) + fl(z; x) 

= Ce(y; x) + fi (z; x) = Cr(x; y) + fi (x; z) 

Teorema 2.2.2: (Desigualdad de Cauchy - schwartz) Sea E un espacio pre hilbertiano, 

entonces: l(x; y)I (x; x)1/2(y; y)112 	x, y E E, la igualdad se cumple cuando x e y son 

linealmente independientes. 

Demostración: 

Denotemos por: A = (x; y) luego: 

O 	(x - Ay; x -2y) = (x; x - ay) - MY; x -ay) 
= (x; x) - i(x; y) - MY; 9 + 2. X.(y; y) 

= (x; x) - 	- 	+ 121 2(Y; Y) 

= (x; x) - 2IA12  + IM 2(Y; Y) ••• 

Caso 1: si y = O el resultado es inmediato. 

Caso 2: si y=0= (y;y)*0 

Si (y; y) = 1 reemplazando en (*) se tiene: 

O = (X; X) 1212 	1212  5 (X; X) 	I(x; y)i 	(x; x)112 =(x.;  x)1/2 (y;  y)1/2 

Si (y; y) # 1; denotamos por µ = (y; y)112  E R luego tiene sentido denotar: Z = -117 31 

Entonces y = pz ahora: (z;z) = (11, y;lo y) = (y; y) = 1 

Y usando el caso anterior l(x; 	(x; x)1/2  = l(x; 15)1 5 (x; x)312  
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1 
—1(x; 37)1 5 (x;x)7 	Ilx; y)i 	µ.(x;x)1/2  

Por lo tanto: l(x; y)l 	(x; x)112  (y; y)'/2. 

Corolario 2.2.3 Sea "E" un espacio vectorial con un producto interno definido ( ; ). 

Entonces: 1141 = (x; x)112  x e E define una norma. 

Prueba: para xEE y a et se tiene: 

ilaxil = (ax; ax)1  = cc. (x; x) = 

Además es claro gue 	= O <=> (x; x) = O c=> x = O. 

Desigualdad triangular ilx + y112  = (x + y; x + y) = (x; x) + (x; y) + (x; y) + (y; y) 

= 042  + 2Re((x; y)) + 11y112  

5 1142  21(4 Y)1 ± 113/12  

	

11X112 	21141 11Y11 	11Y112  = 	11Y11)2  

De donde: Ilx + ylj 5 ilyil + 

Definición 2.2.4 Llamamos espacio pre - hilbertiano a un espacio vectorial "E normado, 

cuya norma está definida a partir de un producto interno en la forma: 

llxli = (x;  x)112  

Definición 2.2.5 Un espacio de Hilbert es un espacio pre hilbertiano completo con la 

norma definida a partir de su producto interno. 

Teorema 2.2.6 (Desigualdad de Bessel) Sea "H" un espacio pre-Hilbert, (el; 62; —; en;...) 

un conjunto ortonormal de H, x E H arbitrario. Entonces: 
CO 

11(x;  en)12  __ 11412  
n=1 

Prueba: Sea ixir- (x; et ), i E N luego. 
n 	n 

o 'S (X — Z a I  e i  ; x — Z a i  e 1) 
i=i 	 t=1 

n 	 n 	 n n 	 n 

	

= 11x112  — Z oCi (e; x) — 	(x; e1) +ZZ eq.V5 (eg) = 11x112  —I I oci 12 

i=1 	 i=1 	 1=1 j=1 	 1=1 

De donde: O 5. 142  — 

Tomando limite: 

DX/12  I1412 	Il(x; e)12  5 1142. 

1012  ilx112  = 10111x11 

Erniicg12 	Ernilecii2  5 heir 
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Teorema 2.2.7 Sea "H" un espacio de Hilbert, {el; e2; ...; en; ...1 un conjunto ortonormal de 

H. Entonces.  

La serie ET=1  «k  ek  converge si y solo si ET-1.1«kl2  < +c« 

Si EL1  og, ek = x 	E'-1(x; ek)e k  = X. 

La serie Elec_ 1(x;  e k )e k  converge Vx E H. 

Prueba: 

Sean las sumas parciales 

sn  =cc, ei  +c 2. + • • • +t<n. en  

tu  = 'ocie + la212  + ••• + kni2  

Para n > ni 

— s.112 = 110c.+1 ent+i +cSn+2 em+2 + +«. en 

= (° m+1 em+1 +C(m+2 em+2 .— +°C,1 en; C(m+1 em+1+0 m+2 em+2 —• +C(n en) 

= lotm+1.12  + latm+212  + + I «n 2  = I tn - tm I 

Por completitud: 

La serie EZ.-.4  «k ek converge 

Sea 

Sn 	+0:2. e2  + • +an. en  

Entonces: 15„; 	=cci  además (4; el) --> (x; ei ) cuando n —› co 

de donde: cg=(x;e]) 

Por la parte (a): La serie E 1.3=1  «le  ek  converge si y solo si zritgzi2 converge. 

Luego si x e H. por la desigualdad de Bessel. 	

_i  

00 

I»; en)I2  
n=1 

Corolario 2.2.8 Sea II" un espacio de Hilbert, el; e2; ; en; ...} una base ortonormal de H. 

Entonces: Vx E ti se tiene 

x =Z(x; e k)ek  
k=i 

Prueba: vx E H se tiene 
CO 

x =I fikek  
k=i 

Luego: fik  = (x; ek) por lo tanto se da el resultado. 

20 



Operadores de rango finito — Operadores compactos. 

Definición 2.2.9: Sean Hl; H2  dos espacios de Hilbert, T E C(Hi;112), "res de rango finito 

si y sólo si: dim(/mT) <w 

Notación: F(111; 112)= {T E £(H4; 112)! T es de rango f inito} 

Teorema 2.2.10: F(H1: H2) es un subespacio vectorial de £(112; 1/2). 

Prueba: 

Sea Ti, T2  E F (Hl; 112) 	dim /m(T2  + T2) 5. dim 	+ dim Im(T2) < oo 

Por tanto T1  + T2 E F(111; 112). 

Es obvio que « Ti  e F(14;112 ) Y ccE K. 

Observaciones: 

Si T E Aiii; H2) A dim H2  < CO 	T K(Iii ; 112). 

La composición de dos operadores de rango finito es de Rango finito. 

Definición 2.2.11: Sean 1/2; H2  dos espacios de Hilbert, T E L(Hi; H2) "T" es compacto si 

y solo si para toda sucesión acotada (x,3„N  c 112  existe una subsucesión de (Tx,),EN  c 

112 convergente. 

Notación: K(1/ 2 ; H2) = {T E L(Hi; H2) / T es compacto} 

Teorema 2.2.12: K(1.11; H2) es un subespacio vectorial de £(14; 1/2). 

Prueba: 

S. 	Sea T1, T2  E K(Hi  j H2) A (x.)nEN c H1 una sucesión acotada entonces 

3 (xn•)nen  c (;,)„N  acotada tal que (Tx„-)," c H2  convergente 

Como T2  es compacto entonces 3(x.„..)," c (x„.)„ey, tal que (Tx„...)„ew  c 112  

convergente 

Luego (T1  + T2)(x,r) es convergente Por tanto T1  + T2  E K(111;112). 

Es obvio que CC T1  e K(Hi ; H2) ya E K. 

Observación: L(H) es un algebra sobre el cuerpo K= RoC con las operaciones de suma 

puntual y composición. 
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Teorema 2.2.13: K(H)= K(H; H) es un ideal Bilátero del álgebra £(11). 

Prueba: sea T E r(H) AREK(H) por demostrar que 

TR E K(H) 

RT e K(H) 

En efecto: 

Sea fx nEN c H sucesión acotada entonces 3(xn-)nery c (xn)ner4  acotada tal que 

Rx 	-) r como "T" es continua se tiene TRxn,  Tr por tanto TR es compacto. 

Sea (xn)nEN sucesión acotada (Txn)fles es acotada 3(xnliga a (xn)nEN 

Tal que (RTx,,)„" es convergente. 

Teorema 2.2.14: Sea X un espacio de Banach 

dimX < co4 V(xn),EN  c X acotada (x„,)neN  c (xn),EN  tal que x„ -) x. 

Prueba: 

() Sea dimX = n A fel; e2;...; en ) una base para X 

Consideremos: (x 1 kEN a X una sucesión acotada 3 M > O tal que lxki <MVk E N 

=cci 	e2  + ••• +cci el  

xz =al el  -Fc<1 e2  + ..• +04. ei  

=ccii 	+124 e2  + +ccii  el ; fijando j E N 

Por el teorema de la combinación lineal: 

3c1  > O Tal que (1«i I ± 10121 + ••• + lccnI)ci 	< M; j E N 

141 5 lord + loc21 + ••• + 	Para 1 p n ci  

(S) EN Es una sucesión acotada en R 
P J  

3(cciPlke N a  

Definamos: x =al  e1  +cc2  e2  + Fx„ e, E X 

(cCip) je  N Convergente, luego ccipk-ns, cuando k oo 
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rik =d el  +4 e2  + ••• 	el  Claramente: (x ik )kes c OrOJEN 

Además Ilxik — xil = 11Er,-1.(4 —ccp)epll 	EP-iiecink—xpi• iiepil o cuando k 

hm xik = X 
k-no 

() Supongamos que dimX = CO 

Sea x1  E X! 11x 111 = I. y sea fi  = C(x1}; f = Á cerrado en X 

Por el lema de Riesz  

Para O = -2 3 x2  E X/ IIX2  — 	= -2 A 11x211=1 

Sea f2  = £(2c1; x 2); h = f2  cerrado en X 

Por el lema de Riesz 

3 x3  E X / lix3  — xli 	Vx E f2  A lix211 = 1 

En particular: 11x3  — x211 k. 12  A 11X3 — x111 k 

Siguiendo inductivamente: obtenemos una sucesión (x„)„N  en 8(0; 1) 

Tal que 11x,, — xn11 	de donde (x,)„N  no tiene subsucesión convergente, lo 

cual contradice la hipótesis. 

Como consecuencia directa del teorema 2.2.14 se tiene: 

Corolario 2.2.15: Se cumple 

F(ll; H2) c K(I11; H2) c L(Hi; H2) 

Si T L(Hi; H2) A dimHi  < co 	T E K(Hi; H2). 

Definición 2.2.16 Sea "H" un espacio de Hubert y (en):11  una sucesión de elementos de 

H. Decimos que (e„);_.1  es una base ortonormal (no es base algebraica) o base Hilbertiana 

si: 

1. 	Dein = 	vi ENA (e1; 	= 0; Vi j 

II. 	Mei; e2; ;  

Observación: vx e H tenemos x = 	cck  ek  lo que implica x =E1,1).1(x;ek )ek  

23 



Teorema 2.2.17: Sea II espacio de Hilbert, entonces: 

Si II es separable, cada conjunto ortonorrnal en Y es numerable. 

Si H contiene una base Hilbertiana, entonces JI es separable. 

Prueba: la demostración de este resultado lo podemos apreciar en [2] Teorema 3. 6 —4. 

Forma Sesquilineal acotada. 

Definición 2.2.18: Si E, F, G son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo escalar K, 

una aplicación 4:$: E x F 	G se llama sesquilineal si es lineal en la primera variable y 

semilineal, o lineal conjugada, en la segunda. 

En el caso particular de que G = K, tal aplicación se llama forma sesquilineal 

Proposición 2.2.19 (Identidad de polarización) Si E, F son espacios vectoriales y cp: E x 

E —) F es sesquilineal, entonces 

1 
(x, y) = -4  (4,(x+ y, x + y) — (x — y, x — y) + [4. (x + iy, x + iy) — (x — iy, x — iy)11 

Prueba: Fijados x, y e E, se tiene 

4)(X+ y, x + y) = (x, x) + 4) (x, y) + (y, x) + 4) (y, y) 

Sustituyendo en esta expresión sucesivamente por —y, iy, —iy encontramos que 

(x - y, x - y) = (x x) - (x, y) -4)  (y, x) + 4) (y, y), 

(x + iy,x + iy) = (x,x) - 10 (x,y) + i0 (y,x) + (y, y), 

0 (x - iy,x - iy) = 0 (x,x) + 	(x,y) - i0 (y, x) + (y, y). 

Por tanto: 

(x + y,x + - (x - y, x - y) = 20 (x,y) + 20 (y,x) 	(*) 

(x + iy,x + iy)- 0 (x - iy,x - iy) = -210 (x, y) + 210 (ya) 

	

i[0 (x + iy, x + iy) - cp (x - iy, x - iy)] = 20(X ,  y) - 20 (y, x) 	(*)(*) 

De (*) y (*) (*) se obtiene la desigualdad deseada. 

Consecuencia inmediata de éste resultado es el siguiente: 

Proposición 2.2.20 Si 4): E x E —) F y xls: E x E F son aplicaciones sesquilineal tales 

que 	(x, x) = (x,x); (x E E ), entonces 43 (x, y) = (x, y) (x, y E E). 

Definición 2.2.21 Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Una forma sesquilineal 

se dice 

4):ExE-)1( 
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Hermitica si 4) (y , x) = 1:$ (x, y) , (x, y E E) 

Proposición 2.2.22 Una forma sesquilineal yr ExE 	K es hermitica si, y sólo si, 

(x,x) es real para todo x E E. 

Demostración: 

() Si y es hermitica, para cada x E E se tiene 4) (x,x) = (x,x), por lo que 4) (x,x) es 

real. 

() Supongamos que y (x, x) es real para todo x E E. Definimos y (x, = (y ,x) (x, y E 

E); entonces y es una forma sesquilineal en E x E, y, por hipótesis, y (x,x) = 

y (x,x) (z E E) La Proposición 2.2.20 prueba ahora que µI = 4) con ello que es 

herrnitica. 

Definición 2.2.23: Sea E, F, G son espacios normados, una aplicación sesquilineal 

4):ExF•G 

Es acotada si existe una constante M >0 tal que 114)(x, y)Il 	MIlxIlllyll (x E E, y E F). 

Si, además, G = K, 4) se dice una forma sesquilineal acotada en E x F. 

Operador adjunto. 

Teorema 2.2.24: 

Todo funcional lineal f:H K continua en un III - espacio vectorial de Hilbert 11 puede 

ser representado en términos de producto interno, en la siguiente forma: f(x)= (x; z) 

donde "z" depende de "f" y es determinado por "f" de manera única, además llzIl= uf II. 

Prueba: 

Si f = 0;z = O pues f (x) = O = (x; o)V x EH 

Si f * O 

Si existiera z E 	f (x)= (x; 

Si f (x)= 0; x e Ker(f) en este caso z E (Ker(f))1  

Tenemos f # O Ker(f) * H por tanto H = Ker(f).(Ker(f))1  y (Ker(f))1  (0) 

Sea zo  * 0, zo  E (Ker(f))', definimos: 

= f(x)z0  — f(z0 )x; x E H Luego f(v) =O* yEKer(f) y tenemos que 

O = (y; zo) = (f (x)zo  — f(z0 )x; zo ) 

= f (x)(zo; zo) — f (zo)(x; zo) = f (x)IIz 0112  — f (zo)(x; zo) 

De donde 
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=  (zoRx;20) 	feao) 
11z0112 	f (x) = (X 11 

, — Zo ) 
Zo112 	

Denotando z = &22-z. 
llzoil2  

Unicidad: Suponga que existen Z1, Z2  E /I tal que f (x) = (x; z1) = (x; z2 )Vx E H 

Entonces: (x; z1  — z2) = O para x = z1  - Z2  se tiene hz1  — z211 = o 	— z2  = o 

= Z2  

Igualdad de normas: 

1142  = (z; z) = f (z) 	Ilf 11 11z11 	11z11 5 Ilf 11 

Por otro lado 

If (z)I = I(z; z)I 	Ilzillizil 	Ilf II 5 11z11 

Por tanto lizll = llf11. 

Teorema 2.2.25 (Representación de Riesz): 

Sea H1 ; H2  dos espacios de Hilbeit y h: H1xH2  --> K una forma Sesquilineal acotada 

Ih(r; y)I 	para algún c> O 

Entonces: "h" tiene la representación h(x; y) = (Sx; y) 

Donde: S:H, H2  es un operador lineal acotado. 

Además "S" esta únicamente determinado por h y 11511 = 11h11 = sup f'mx;Y)1 . 	1 
toxiniyip 

yX0 

La prueba de este resultado se puede encontrar en [21 Teorema 3.8 - 4. 

Teorema 2.2.26 (existencia y unicidad del operador adjunto) 

Sean Hl  ; H2  dos espacios de Hilbert y consideremos T: 112  -> H2  un operador lineal 

acotado. 

Entonces: existe un único operador T": H2  -» Hi  lineal y acotado tal que: 

(Tx; y) = (x; T'y) A Vil = 

Prueba: Definamos h: 111xH2  -+ K / h(x; y) = (y; Tx) una forma sesquilineal y acotada. 

Además: 

1 h(x; y)I = l(y; Tx>1 	Ily1111Tx11 	Ily1111T1111x11 = 11T1111x1111y11 

11h11 

También: 

11h11 = Sup 
Ih(x;  y)( 	l(y; Tx)I1 	s 	(I(Tx; Tx)11 

— Sup 
z;y*t) 	 x;y*C1 { 114 Ilyll j 	rxusPollITx1111x111 

- 11T11 

Luego por el Teorema 2.2.25 (representación de R esz): 
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3! T.: H2 -> H1 Operador lineal y acotado tal que: h(y; x) = (7"y; x) 	(y; T x) = (T'y; x) 

Tomando conjugado, se tiene: (Tx; y) = (x: 7'y) 

Definición 2.2.26: Un operador lineal T: H —> 11 se dice autoadjunto si y sólo si T = I" 

donde H es un espacio de Hubert. 

Definición 2.2.27: Consideremos un espacio de Hilbert "H" y un operador lineal acotado: 

T:H—>H 

El escalar A E K es un valor propio de T si y sólo si existe un vector no nulo x E fi, tal 

que T (x) = Ax. 

Todo vector no nulo que satisfaga la condición anterior se llama vector propio de T, 

asociado al valor propio A. 

Teorema 2.2.28: Los autovalores de un operador Autoadjunto T E L(H) son números 

reales y autovectores correspondientes a distintos autovalores, son ortogonales. 

Prueba: Sea T e L(H) un operador auto adjunto T = 7" y sea A un autovalor de T, 

correspondiente al autovector "v", entonces: Tv  = Ay 

Ahora: 

A(v; v) = (Av; v) = (T,; v) = (v:T„) = (v: Av) -= (Av; v) = A. (v; v) = A. (v; v) 

De donde: 

A = X. 

Por otro lado: Sean A, 13 autovalores diferentes y sus respectivos autovectores y; W 

Entonces: 
	

Tv = Av ; Tw.  = Pw. 

Ahora: 

A(v; w) = (Av; w) = (Tv; w) = (v;Tw) = (v; 13w) = P(v:w) 

	

(A— 13)(v; w) = O A A * 13 	(v;w) = O 

Teorema 2.2.29: Sea T un operador autoadjunto, entonces: 

IITII = Suptl(Tx; x)1/ Dxii = 11 

Prueba: 

Por la desigualdad de Cauchy - Schwartz: 

1(Tx: Y)1 = RY: Tx)1 5 Ily1111Tx11 	11y1111T1111x11 = IIT1111x1111Y11 

Para x = y, Ilxil = 1 se tiene: 1(Tx; x)I 	U11114114 = IITII 

	

Supfi(Tx; x)1/ lx11 = 	5. ilTil 
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Parlado: denotemos por s = Sup{l(Tx; x)j/ 11xlj = 11 

Sea x; y E H entonces (7(x + y); x + y) — (T(x — y); x — y) = 4Re(Tx; y) 

Aplicando desigualdad triangular y la identidad del paralelogramo, obtenemos: 

4IRe(Tx; y)I IT (x + y); x + yi + IT(x — y); x — yl 

s(Ilx + Y112  + lix Yr) = 2sa1x112  + 111/112) 

En particular, si tomamos x E II con lid = 1 y Tx O, y = I1Tx1]-1Tx 

Se obtiene 

1 
IlTx11 = Re (T x; IlTxr iTx) < — s(1 + 1) = s 

— 2 

Por lo tanto Obtenemos: 

11711 = Supli(Tx; x),/ Ilxil = 11. 
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2.3 Teoría Espectral elemental 

Teorema 2.3.1: Sea H un espacia de Hilbert y T E ,C(H) compacto y autoadjunto, 

entonces: 11TII o - IlTil es un autovalor de T. 

Prueba: 

ler caso: Si T = Ose tiene A = 0. 

2do caso: Si T * 0, Como T es autoadjunto: IITII = Sup(I(Tx; x)il lixli = 1) 

Entonces: 3 (x.,)7‘11  c H tal que lixnli = 1 y 1(Txn; xn)1 -› 11711 

Luego: ((T ;en; xn))„z1  c Res acotada y por el teorema de Bolzano - Weierstrass 

3 (xn,) a (xn) tal que (Tx,„; x,) -. A E R 

1(Txn,; x,)I -› li.1 = IIT11 De donde A = fin y A = -11711. 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A = 11711. 

Ahora: O 	linixn1112  = IITXn'112  211711(TXW; Xn') ± 117112  

S. 211T112  - 211TII(Tz„,:zw) -.0 

Luego: Tx„,  - 	-) O 

Por compacidad 3(x„,,) a (x,y) tal que Txn„ -) y E H 

y 

De donde: znn 1- entonces Tx„,, 	= y 
IITII 

Por tanto: T (y) = IITIly de donde lITII es autovalor de "T" 

Además llyll = 1ITII # O 	y * 0 

Lema 2.3.2: Sea T E AH) y "M" un subespacio invariante por "T" (T(M) c M) 

Entonces: MI  es invariante por T. 

Prueba: 

Sea y E MI  entonces para cada x E M se tiene (x; T'y) = (Tx; y) = O (pues T(M) c M). 

Luego: 

ry E Mi.. 
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Teorema 2.3.3: (Espectral para operadores compactos autoadjuntos) 

Sea T E L(H) un operador compacto Autoadjunto, entonces existe un conjunto ortonormal 

{x2; x2; ... ; xn; ...) de autovectores de T con autovalores correspondientes: 24; 22; ... 	... tal 

que para cada X E II, se tiene: 

	

Tx = 	an(n(x; Xn)Xn 

n=i 

Si la sucesión (A,(T)) es infinita, entonces: 2.„(T) —) 0 cuando n —) 00 

Prueba: 

Por el teorema 2.3.1 "T" admite un auto valor 2.1  tal que ftI = lITO . Sea x1  un autovector 

asociado a A. tal que 11x111 = 1 (unitario). 

Sea H2  = (.0x2))1  . Como (L{x2})-L es invariante por "T° entonces por el Lema 2.3.2, H2  

es invariante por T* = T, (T(I12 ) c H2). 

Ahora consideremos T2 = T/H2 es compacto y autoadjunto en H2, por el teorema 2.3.1 

T2 Admite un autovalor 12 con 1221 = 11T211, además 1221 = IIT2ii iin = 141. 

Sea x2  un autovector asociado a 22 tal que 112:211 = 1 (unitario). 

Si ,1.2  = 22 consideramos x1  J. x2  

Si 2.2  * 2.2 entonces x11 X2, por teorema. 

Ahora sea 113 = (G{X2; X2})1  entonces por Lema 2.3.2 T(113 ) C 113 C 1/2 C 	= H. 

Ahora consideremos 1'3  = T/H3  es compacto y autoadjunto en H2. 

Continuando con este proceso, tenemos una sucesión de autovalores (2.„)„2  Tal que 

14+21 5 141 Vn E N, de T y un sistema ortonormal de vectores {x1; x2; ...; Xn; } 

> 	Claramente si la sucesión (A„)„21  es infinita, entonces IImÁ,11  = 0. 
n,= 

Ahora veamos la representación: 

Caso 1: si T„1  = O para algún n E N. 

Sea 

	

yn  = — Z(X; XJ)Xi 	Yn 11n+1 = (C{X1; X2; ••• ; XnDi  
i=1  

Tn+I(Yn) = T(y) = O 

T 	-Z(x; xi )xf )= O T(x) =Z(x; xj )T(xi ) 

1=1 	 jni 

T(x) = Ilx; 2021 	T(x) = 	ii (x; xi )xf . 

int 	 ini 

Caso 2 Tn  # 0,V n E N 

Sea: 

= x - Z(x; xj )xi  ; yn  E (4.X21  X2, X3, Xn))1 =14+1 

l=1  
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Luego 
(Txn;Txm ) 

(31/4,31m) = 
IT*Txn;xm)  

,14(r*T)..1,rn(rsT) Va4T•T)27n(T*T) 

 

= II Tn+i(v.)11 = T(x) - 	Aj(x; xi ),91 
r=1. 

5- 1171.11111A 

Pero: 

    

  

I

X —5_:(X;XI)X1 
j=1 

  

Por tanto: 

   

14+1 IIXII 	0 cuando n -4 Co 

  

Of 

T(x) =Zfli(x; xi)xt  

Teorema 2.3.4: (Espectral para operadores compactos) 

Sea T E .C(Hi; 112) un operador compacto, entonces existe una sucesión de números 

reales no negativos Si (T).?. 52(T) 	S(T) S 1(T) 	k 0 y sistemas 

ortonormales 	c Hl; (yn)nni  c 112  tal que para cada x E Hl  se tiene: 
CO 

Tx =ISn(T)(x;Xn)yrt  A S(T) -*0 si (Sn(T)) es infinito 

n=1 

Prueba: 

Sea T E L(Hi; 112) un operador compacto, entonces T*T e L(R) es compacto y 

autoadjunto luego por el teorema 2.3.3, tenemos un sistema ortonormal {x1; x2;...) de 

autovectores de T* T 
CO 

T*Tx = 	An(T*T)(x; xn)xn  
n=1 

Además (T*Tx; x) =- (Tx; Tx) = DTxIi2  > 0. También del teorema anterior 2.7 (T7) 

Ann(rT) > 0. 

Afirmación: 

Ker(T) = Ker(T*T) 

(c) Directo 

(D) Sea x E Ker(T*T) T*Tx = O (T*Tx; x) = O (Tx; Tx) = O 

=iiTxii0 Tx0 	x eKer(T). 

Txn  

Consideremos yn  - 	 
41(T:1) 

(T s  nx.„; x,,,) 
	 = 6 = 
A„(7"7). 4,(T*T) 

= 1. nm 
t mil 	(); n * m 
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Como: H1  = (Ker e (Ker 01  A (Ker T)1  = ImT Del Teorema 2.3.3: (Espectral 

para operadores compactos autoadjuntos) tenemos que (x1; x2;...) es una base 

ortonormal para ImT 
CO 

Tx = 	Ak(x; xn)x„ Yze /11. 
K=1 

CO 

Luego x E Hl  = (Ker e ItnT x = u +Z(x; xn)x„ 
n=1 

Tx = Tu 4- I(x; xn)Tx„, 
n=1 

Pero Tu = O, pues u E Ker T 

De donde 
CO 

Tx =IV An(T*T)(x; xn)y„.. 
n=1 

Llamando S, = 1,1„,(T*T) 

Se tiene: 

Tx = 	Sn(n(xl Xn)yn • 	 (*) 
n=1 

Notación: 

S(T) Es llamado el n - esimo numero singular de "T" 

La representación (*) es llamada la representación Hilbert - Schmidt. 

Corolario 2.3.4: F(H) = K(H) 

Prueba: Sea T E K (H) entonces existe una sucesión de números reales no negativos 

(T) 	S2(T) -• Sn(T) S +1(T) ••• ?: O y sistemas ortonormales (xn)nai  c H; 

CYn)nz1 C TI tal que para cada x E II se tiene: 
OD 

Tx = 	Sn(T)(x; xn)yn  A S(T) -. 0 si (S(T)) es infinito 

n=1 

Definamos 

Tk = 	Sn(T( ;x„)y„ € F(H) 
n=1 

Además: Tk T cuando k -> co por lo tanto T E F(H) 

Corolario 2.3.5: Sea Bx = 1.1 a„(x; xn)yn  Donde (xn), (ya) son sistemas ortonormales 

y (a.„)„1  una sucesión decreciente de números no negativos que converge a cero, 

Entonces.  B es compacto y a„ = S„(T). 
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Corolario 2.3.6: Sea Tx = EltiS„(T)(x; x„)Yo Donde (x„), (y„) son sistemas 

ortonormales y S„ = Á„(T*T) Entonces r x = EZ„i S„(T)lx; 

Prueba: 

Basta probar que: ((. ;xn)y,)* = (C Yn )xn)*  

Sea: R = ( • ; xn)Yn Rx = (x; xn)Yn ahora (Rx; y) = ((x; xn)yn; y) = (x; xn)lyn; y) = 

(x; (y; Yn)xn) luego: ry = (y; yn)x„ 	R" = (. ;Y)x,, 

Observación: 

Como 
CO 

x = 	S„(T)(x; Y„)x,, Sn(T) = 5„(T") 
n=1 

Proposición 2.3.7: si (Tn)n21 a FM tal que T„ -› T cuando n -) co entonces.  T E K(H) 

Teorema 2.3.8 (teorema de MIN - MAX) 

S(T) = mm 	max „ „ 
dim m =n-1 x20 lixil nig 

Luego: 51(T) = 111 1 

Corolario 2.3.9: Sea "A" un operador compacto y "B" un operador acotado 

Entonces: 

S(AB) 5_ Ilellsn (A) 

sn (13 A) 5 liBliSn(A) 

Corolario 2.3.10: Sea "A" un operador compacto, B y C dos operadores Acotados 

Entonces: 

mc) 	11B114(AC) 	11Bil• 11C11.4(A) 

Teorema 2.3.11: Sea "A" un operador Compacto sobre H 

Entonces: 	S„(A) = ~HA - Kil; K E L(H), Ran K n - 

Prueba: Sea Ran K = m n - 1 dim(Ker T)1  = m 

También: 

	

l'Axil 	l'Axil 
Sn(A) Sm+ i ( 4) 	ruin max— 5 max—, dim M = m 

	

dimM=n-1 x*0 11x11 	x*0 114 

	

xIM 	xIM 

IIT 

33 



Como 

dim(Ker T)-` = m 

En particular: 

HAxil 	H(A — K).4 

	

Sn(A) Sm+i(A)  5 max 	— max 	 IIA — KII 

	

x*o 	 114 
x EKer A 	xEKer A 

S„(A) 5_ HA — KII V K tal que RanK < n —1 

S„(A) min(HA — 	K E AH), Ran K 5_ n — 1) 

Por otro lado, como "A" es compacto 
03 

n=i 

Y consideremos: 

Probemos que: 

En efecto: 

t=1 

IIA 	Kn 	Sup Si (A) 
jan 

co 

A — K„ =ISi( . ; x fl)y„ = IIA — 	Sup I  lizzn mx; xibti 
 I Ud t 

00 7= .  sp lix  _ z  
sxuzff iixii 	j  - 	Sup Si  

Jan 
j=a 

Luego: 

hA — Knif Sup S (A) 5- Sn(A); Ran Kn  = n —1 
int 

Por lo tanto: 

~HA — KII; K e (H), Han K n — 	Se(A) 

Corolario 2.3.12: Si A y B son operadores compactos, entonces: 

IS„(A)— S„(B)I 5_ HA — 1311; Vn E N 
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DESIGUALDADES DE LOS NUMEROS SINGULARES 

Más desigualdades de los números singulares pueden ser encontradas en [8], [13] y [14] 

entre los cuales resaltan: 

1. Lema de WEYL. 

Para cada n E N 

E7.1121(A)1 E7.1.5)(A) 

117.1121(A)1 frbiSi(A) 

Otras desigualdades: 

i[Si(A)1P  , p 	1. 

Si p k 1 se tiene Ejn[Si (A + B)r 5E7=1(5)(A)+s,(8))P. 

Mi(S;(4/3))P  5_ E7.1  (Si  (A))P  (ME)), p 1. 

fly=151(A8) 117.151(A)Si(8) 

Si p 1 se tiene (ritsti (Si(A + B))7 5_ (E7.1(9.1(A))PY;  + (r1=, (.5)(B))7. 
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2.4 	Trazas y Determinantes de Operadores de Rango finito 

Definición 2.4.1: Una traza "9" sobre un ideal de operadores compactos "1" es un 
funcional lineal, unitariamente invariante 
Esto es: 

9:1 -› C 
T 	9(T) Funcional lineal y 9(U*TU) = 9(T); V T E J, V U E £(H) unitario. 

Teorema 2.4.2: Un funcional lineal 9 sobre J es una traza si y solo si 
9(AB) = 9(BA); V A E ,V 8 E L(H) 

Prueba: 
() 	9(I1*(TU))= 901* (UT)) = 9((trIDT) = 9(T) 
() Usaremos el siguiente resultado: 

Sea 
4 

B E L(H) E =Za Ui; donde the £(H)unitario, at: escalares 

Primero veamos que: 9(11A) = 9(A1J); V A E ,V U E L(H) unitario 
En efecto: 

9(UA) = 9(1711AU) = 9(AU) 
Ahora sea 

4 

B E L(H) E =Zai lli  
i=1 

4 	 4 	 4 	 4 

9(AB) r- 9 (AZ 	=Za1 9(Alli) = Za19(U1A) = tp
(( a

i Lli)A)= 9(BA) 
t=1. 

Lema 2.4.3 (Lema de Auerbach): Sea "X" un espacio normado de dimensión finita 

(dim X= n), entonces: 

Existen u1; u2; ...; u„E X n fi; h; ...; fn  EX' tal que 

11u111 = HhIf =1, V i = 1; ...; n tambien h(ui) = Sti, V j = 1; ...;n 

Prueba: 

	

dim X =n 	3(e; e2; ...; e„) una base de X 

Ahora para cada x E X tiene una única representación de la forma 

X = 	)14 et  
1=1 

Dado unan - upla (x'; x2  .... x") e X' para cada i = 1;n 
71 

Ati  9 
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J(x) = 
D(14; u2; 	; un.) 

D(ui; u2; ...; u1_1; 	ui+1; ...; Un) 

De donde: 

xl= anei  + 42e2 + ••• + Alnen 

x2  =¿ 12e1  + 222 e2 	'•' 	2.,,2e,, 

x" = Aniei + 2 2e2  + + 4„e„ 

Definimos:  

D: X" -> K 

[Ali - • aini 
x = (x1; x2; ...; xn) 1-> E) (x) = det 1 

kni — 4n 

Recordemos: X: es de Banach <=> 8(0,1) es compacta ‘=> 8(0,1) es cerrada y acotada 

Sea B = 8(0,1) x B(0,1)x 	(n veces); luego "B" es compacto 

Entonces.  

D/B:B -+ K 

FPI.' — Pin] 
V = ( 21;122; •••;12n) 1-41)/B(L) = det 	1 	%. 

141 	Pnn 

El cual alcanza su máximo valor en B 3 u = (u1; u2; ....u,3 E S tal que: 

D/B (u) = D(u1;u2; ...; 
un 	

max 	ID(xi; x2; ; x„)I) = 
lixl bilx211=-=lixnil=1 

También: 

D/3(u) * O Pues caso contrario u1; u2- un  son L. D. 

Ahora definimos: 

Claramente se cumple: 

Buil! = 11ti211 = ••• = IIu,,II = 1 

ñ(t) = 	* j 
= do  Además mil = 	= 1 

fi  es lineal y acotado 	fi  E r 

Lema 2. 4. 4: Sea "B" un espacio de Banach y consideremos F e F(B), entonces B se 

representa como la suma directa 

= M, e NE  

Donde: F(M) c ME  y NF  c KerF 
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Prueba: Sea (qi; 92; 	<Pm) una base de la ImF y sea @pi; 02; ...; tfr„.,} un conjunto de 

vectores de 8 tal que F-th = Ø (i = ......m). 

Denotemos por (fa;...; fn) un sistema biortogonal de funcionales 

I(Pi; Írá at-  Six.  (91 e 8, fk E 81) 

Es claro que para cada x E B se tiene 

Fx = Z(Fx; fi)9i 

Esto es 

In 

F =Iyei Vi, gj = fi  (FI es el conjugado de F). 

Ahora definamos los conjuntos 
nl 

hip = spant9i; 92; ...; 9.2;01; 4)2;...; *Pm Y RE = n Kergj. 
t=1 

Luego cada vector x E B puede ser representado en la forma x = u + y donde 

7n 	 In 

= x — Dx; gi)01  E RF  A y = I(x;gi)tpi  € M. 
i=1 

Por tanto se tiene la igualdad 

B = 14,, + 

También 

F(MF)C MF,RF  C KerF 

Denotemos por .5.„ la intersección S, = Mp n R. Como dimS, < on, Rp  puede ser 

representado por la suma directa RF  = 5,, (DM, 

Es claro que B -= M,, e Rp es la suma directa de los subespacios MF  y RF  los cuales 

satisfacen las condiciones del lema. 

Definición 2. 4. 5 (traza sobre F(B)): Por el lema anterior si F e F(B), entonces F se 

puede representar como una matriz 2x2 de la siguiente forma: 

F 	°) I + F = Ci+ Fi O 0; 	
) 

12) 

Donde: 

FI =F7 • — 	—11MF' • ='/N,, 11 	13' 	/ 	INF  

Como: Como: 

Mp 	Mp 

Tenemos que Tr; det de F1  están bien definidos por el álgebra lineal como sigue: 

Tr(Fi) = 	; det(J + F1) = n(i+a,,F,» 
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Donde: n = dimM 

Luego con esto definamos: 	Tr(F) TrF2  

det(I + f):= det(4 + E1) 

Además esta definición no depende de H1  ya que los autovalores de F y E1  coinciden 

(contando multiplicidades) Por lo tanto tenemos: 

Tr(F)=Iii(F) 
j=1 

det(/ + F) = H(1 + 

Linealidad de la traza 

Teorema 2. 4. 6 

Tr(F + G) = Tr(F)+ Tr(G) 

Tr(aF) = aTr(F) 

Prueba 

A) Por el Lema 2. 4. 4 

Sea F; G E F(H) entonces existen Hi ; H2 subespacio de fi de dimensión finita 

tal que: 

F(H2) c 	; Hg-  c Ker(F) 

G(H2) C H2 ; kl± c Ker(G) 

Sea Ho  = H + H2 entonces dim(110) < °3  Y (F + G)(110) 

Además: Hl = lit n H21.  c Ker(F) n Ker(G) c Ker(F + G) 

Por tanto tenemos: 

Ho; dim(Ho) < co; (F + G)(H0) c Ho; 	c Ker(F + G) 

Finalmente: 

= Tr(F /H0)+ Tr (911 )= Tr(F) + Tr(G) 

B) Inmediato de la definición 

Lema 2. 4. 7: Sea F E F(B) 	ITr(F)I n'In, donde n = dim(int(F)) = Ran(F) 

Prueba: 

Sea Ran(F) = n 

Por el lema de Auerbach, existen xi; x2; x3; .....; xn  E hm(F) 

Existen f1; f1; fi; ......; fi.  E (Im(F)).  tal que lixt il = 	= 1 y f(29) = (xi; fi) = t5Li  
notacion 

Tenemos que (x3; x2; x3; ; x,,} forman una base de ¡m(F) 
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Luego: 

(FX; fi) = 	ajXg; 	= 	at(xt; id= cti 

Entonces: 

Fx =I(Fx; ft); -=I(x; F*  ft)xi 

Denotemos: 

	

F*  ft = gt A (x; gi)xt = (xt 0 g)();  entonces: F = 	X 0gt 
1=1 

Afirmación: 

si F =Zipt ) gt = Tr(F) =Z(9t;qi) 

En efecto: Basta probar que si F = 	g Tr(F) = (9; y) 

Caso (1): Si 9 = O (Trivial) 

Caso (2): Si y) * 0 F(9) = (9 ® 11)(9) = (9; 9) 9 

(9; g) es un autovalor de 9 Ø g, de donde Tr(9 g) = (9; g) 

Regresando: 

lTr(F) I 5 I I (xi; gi )1 5 	llxi ll• llgi II 
i=1 

= X uxtu. llrfill 	llrll•lIfill = nlIFII 
i.t 

Teorema 2. 4. 8: Sea T: F(B) •-• e un funcional lineal tal que 

r(F1. F2) = r(F2. F1) y F1; F2 E F(B) Entonces 3 a E C tal que r(F) = a. Tr(F),Y F E F(B) 

Además: 

Si r(F0 ) = ,11.(F0) O para F0  de rango 1, entonces: r = Tr 

Prueba: 

Fijemos 990  EH A fo  E H.  tal que (490; fo) = 1 

Sea k0  = 90  e) fo y denotemos a r(k0)= a 

Sea F0  un operador de rango 1, entonces F0  =1,b0 0 9 

Definimos: 

= 111 (9f0; K2 = 90 0g Ambos de rango 1 

Entonces 141(2(r) = K1((9900g)()) = K1((r;g)90) = (11)0f0)((x; 8)90) 

= ((x; 9)90; fo)IP = (x; g)(90; fa» = (x; 9)11) = (P 0 11)(x) 
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Luego 

Similarmente 

Por Hipótesis 

KiK2  =®g 

K2I4 = (4); 8)(9o0fo) 

= r(F2. Fi) 

Entonces Top Ø  g) = r(ttP; g)(90€1f0 )) = (tp; g)r(900f0 ) Llamando 

TOP 9) = a(4'; 

En general: Si 

F = 	i09 t 
i=2 

Se tiene: 

a = T@PoOfo) 

r(F) = 	r(910g1) = 	a(9i; g i) = al(91; gi ) = aTr(F) 

i=2 

Por lo tanto 

r(F) = a. Tr(F) 

Finalmente: 

Como T(F) = aTr(F) y F eF(B), además si P0  es de rango 1 tal que T(F0) = 2.1(F0) # 

Entonces: r(F0 ) = aTr(FD ) /12 (F0 ) = a2.2(F0 ) 	a = 1 

Por tanto: 

T = Tr 

Teorema 2. 4. 9: Dado F = Er im Ø  fi  E F(B) entonces 

det(I + F) = det(dik  + 	fic) 1  

Prueba: 

Consideremos los operadores X E L(B; Cn) y Y e G(C"-; 8) dado por 

X9 = ((9; fi); (o; f2); ; (9; f.)) 

= ak9k  

k=1 

Es claro que F = Y X entonces det(/ + F) = det(I + YX), pero tenemos 
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/ 
Zae(9k; 
k=1 

TI% 

Z ae(9e; f2) 

k=1 

  

\ii cre(‹Pe; f7%) 

Por tanto det(I„, + XY) = det(6.10  + ((Pi; fe))57k=2 

Ahora debemos verificar que det(I + YX) = det(i,„ + XY) 

En efecto: 

12 
Dado A E Bxen  y definamos la siguiente matriz A = (y 

Donde 1,, /2  son los operadores identidad en B y Cm  respectivamente 

Ahora notemos que A es de la forma / + G, donde G E F(Bxe") por tanto el detA está 

bien definido. 

Ahora hacemos la descomposición del operador A como sigue: 

A  = ( IY2 —41 = (111  1°1)(111 12  +O  YX) (0 12 XI) 

=
(12 

I() ( ' 12 +0 XI'  MI/ 1  ?o 	 ) 

Finalmente 

Por lo tanto 

det(A) = det(I + G)= det(/ + YX) = det(I + XY) 

det(/ + F) = det(6j0  +19j; 

Teorema 2.4. 10: Sea d: ! + F(B) --• C un funcional tal que 

d((I + F1)(1 + F2)) = d(I + Fi)d(I + F2) y Fi; F2  E F(8) 

Además: Si d(F0) = 1 + ,11(F0) para F0  de rango 1, entonces: d = det 

Prueba: 

Por Lema 2. 4. 4 existen subespacios Bo  y 131  de 8 tal que B = 8 e 8, con dimBo  < 03 

además F(80) C 8, y F(81) = (0) 

Supongamos que dimBo  = m, escogemos en ; una base 91; 92; 93; 	 lom  del 

operador F0  que es la estricción Fo  = F/80  del operador F 

Sea (2„1_, c BI un sistema biortogonal de funcionales ((1k; 97%) = 8 frn Y f. = 

Entonces el operador F puede ser representado de la forma: 

I I  
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F = 	Fn  donde: Fn  = 9k  05) 

n=1 

Luego se tiene que Fiji, = (971; fk)<PkØ fn = (F9; 8)99kØ fn, Para k > n, dado que &N} 

es una base del operador F0  = F/80  entonces se tiene: FIN, = E(On-1;9k)+ /1(9n; 9k ) = O 

Así: 

Fk Fn  = O para k > n 

Por tanto se tiene que 

(/ + &XI + Fm-i)(/ + Fm-2)••• + 	= + Fm  + Fm_i  + ••• + = I + F 

Por tanto: 

d(1 + = 	d(I + Fn) = n (1+ Ai(F)) = det(/ + F). 

n=1 
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2.5 Extensión continua de la traza y el Determinante 

Definición 5.5.1: Sea "X" un espacio de Banach y (x) c X, decimos que (x.„) es una 

base de Schauder si existen únicos escalares (altinepi tal que vx EX se tiene 
CO 

x = 	Anx„ 
71=1, 

Teorema 2.5.2: Todo espacio de Banach con base de Schauder es separable. 

Teorema 2.5.3: Son equivalentes: 

A) (x) c X es una base de Schauder 

8) 3 (fa) c XI  sistema biortogonal asociada a (x,,) tal que Y x E X se tiene 
CO 

x = 
n=1 

Teorema 2.5.4: Sea (xn) c Xuna base de Schauder, consideremos (f„) c XI por Mxj ) = 

y los operadores P, dado por: 

P(x) =Z fi(x)xi 
fr.1 

Se tiene que: 

(fn ) c X* 

Cada Pn  es continuo 

3 M >0 tal que IlPnll M V n E N (esto es: (11PnlDnEN c Res acotada) 

En general los funcionales Tr( .) y det(I+ .) no son continuos con la norma fi• Ilco) para 

esto veamos 

Ejemplo 2.5.5: Sea B espacio de Banach con base de Schauder (w„) luego por teorema 

2.5.3 podemos encontrar un sistema biortogonal (va) c b". 

Definamos los operadores 
71 

1 

	

Sn  = 	witglxj A Fn  = 

/-1 

	

Ahora .1(x) = E7.1(wicSui)(x) = 	(x; vi) wi = E7.1 vi (x)wi y por el Teorema 2.5.4 la 
vi(x) 

sucesión (liSall) c R es acotada, Luego Wall -› 0 

Pero 

Tr Fn  =rTrS = * E7.1(wi; pi) 

det(I + Fn) = det(Sik + „+:7-i (wpvx))71=1 
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De donde 

TrFn  = = ./Tt —) 00 

det (6ik  + (wi; vk) 	= (1+ z,.7.7) 
) j,k=1 

Luego Tr y det(i+ .) no son continuas con . ¡ion. 

Teorema 2.5.6: (Condición de Lipschitz): 

Sea (N; • lIN) un espacio normado complejo y sea f: N -› e aplicación lineal, tal que: 

f (A + 22) es una función entera A: B E N 

Existe G:[0:co) -› R monótona no decreciente tal que IF(A)i GOIAIIN) 

Entonces: 

¡F(A)- B(B)I 	IIA - BIIN B(IIAIIN + IIBIIN + 1). 

Prueba: 

Si A = 8 obvio 

Si A B, definamos g(a) = f G(A + B) + A(A - B)) 

Notemos que "g" es una función entera (holomorfa en todo el plano complejo), además 

9  Gi ) = f (A)  

Luego: 

= 

Por el teorema del valor medio 

1) —  3 c E (-1:1) tal que g/ (c) = g  

1 	1 	-S 2) g  ( 2) 2' 2  

Luego: 

I f (A) - f (B)1 = ig G-1) - g (-1)1= ig/ (c)I 	Sup 

Por otro lado pOor la formula integral de Cauchy 

g 

p > 0; 

= 217T  

1 
— 	t 

g(e + t) 

1 1 g + t) 
Se tiene g/ (t) = 2ffi  

1 
— Sup Ig(t + 
P 	Iel=p 

1 
— 
P 

Z2 

Sup 19W 
I,111 

Luego. 

12 

111=P 
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Luego: 

1 
I f (A) — f (8)1 5 — SuP 10)1 

P lalSp4 

Para p = IIA — B117,71  y ¡al p 

Tenemos: 

11
-1(A + 	+ A(A B)II< —111A + BIIN +12111A — BIIN —1  IIA + 80N + (P + —1)IIA — BIIN 
2 	 N  — 2 	 2 	 2 

1 
= —2 

(HA + BIIN  + IIA — BIIN) + PIIA — BlIN 

1 
5- —2 

(liAiiN + iiBilN + ilAI1N + IIBIIN) + 1 = 	+ IIBIIN + 1 

Por tanto si 121 p 

	

ifiG1)1 = (-2
(A

1 	
B))15 G a1  

N 

+ 1131IN  + 1) 

Finalmente: 

1 

	

If (A) — f ()DI -— Stip 10 	
1

)1 5 — G(IIAIIN + 11811N + 1) = IIA — BlING(11AIIN + IIBIIN + 1) 
p 	1 	P lalgP+7  

if(A) —  f(E)1 5- IIA — BlING(11AIIN + IIBIIN + 1). 

Definición 2.5.7: 

Sea "D" un subálgebra de L(B), se dice que D está sumergida en £(13) si existe una norma 

en D tal que: 

1) 3 c >0; Milc(s) cliAilD; VAED 

2) 	IIABilo 	liAliv• lialip 

Definición 2.5.8: Sea "D" un subálgebra sumergida de L(B), se dice que D tiene la 

propiedad de aproximación si: FD II IlD  := "In n DII • II» = D 

Teorema 2.5.9: Sea O c L(8) un subálgebra sumergida con la propiedad de 

aproximación. Son equivalentes: 

A) La función det(/ +) : Fp 	C admite una extensión continua en •liD  a D 

8) La función det(/ +) definida en FD  es uniformemente continua en II•  IID  en alguna 

bola (G E FD / liGli r)de FD  

C) 	La función det(/ + .) definida en FE, satisface la Condición de Lipschitz en alguna r — 

bola de FD  

D) La función det(I + .) definida en FD  es continua en F = O en II • ¡ID 

E) 	El funcional lineal Tres acotada en (FD ; II • 11D) esto es ITr(F)I cliFilD  V F E FD 
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Definición 2.5.10: Sea D c £(8) un subálgebra sumergida con la propiedad de 

aproximación que satisface (A), (B), (C), (D) o (E) del Teorema 2.5.10 

Entonces: 

Esto nos permite definir TrD ; DetD(I + • ) en D dado por: 

TTDF=IimTr Ffl  

det(/ + F) = Hm det(/ + Fn) VFED 

Donde liFn  - FilD -> O ; FII FD 

Teorema 2.5.11: Sea O a £(8) un subálgebra sumergida con la propiedad de 

aproximación. Dado 

G: [O; co[ -) III Monótona no decreciente tal que: Idet(/ + F)I G(1IFIla) 

V F E FD = F n D; FDD  = D 

Entonces.  

La función determinante det(I+ .) puede ser extendido de FD a D, además para A, 8 E D 

se tiene 

IdetD(I + A)- detD(J + 8)1 IIA - BIIDGOIAIID + 11816 + 1) 

Prueba: 

Para F e FD  definamos f (F) det(/ + F) 

Luego f (F + .1K) = det(I + F + AK) es un polinomial para F,K e FD  entonces por el 

Teorema 2.5.6 se tiene 

Meg/ + F) - det(/ +K)1 IIF - KIIDG(IIFIle + 	+ 1) 

Por lo tanto la función det(/+ .) tiene una extensión continua de FD a D por el Teorema 

2.5.9 

Dado (4,),IEN; (n)nEN C FD tal que IlF„ - All i, -} O A 111(n  - AND  -4 0 

Luego 

Idet(i +Fn) — det(I +Kn)1 11Fn - Kap GalFnilD 1141ID + 1) 

Haciendo n 

icletD1j + A) - detD (I + 8)1 	11A - 811e. G (11All + 11811 + 1) 
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2.6 Operadores de Clase Traza y Operadores 

Hilbert - Schmitd 

Operadores de Clase Traza 

Definición 2.6.1: 

Sea "H" un espacio de Hilbert separable 

Si(H)= [A E £(H) ¡A es compacto A Z Si(A) < co 

1=1 

Un Operador A E 51(H) es llamado operador de clase traza. 

Teorema 2.6.2: 

Si (H) 

A E. BAlli  =ISi(A) es una norma 

Prueba: 

Como los Si  k O, VjEN Er=isi(A) k o 

Además lIAD1  = EltiSi(A) = O Si(A) = HADA») = O.=> A = O 

SeaaER A A E Si  

= 	Si(aA) = 	\frjr(aA)* (gA)] = 	.ja2  Ai [A* A] 

ZIG/ j'UVA] = lal.Z Si (A) = lal. 

llA + Bill = 	+ e) 5_ r51., si  (A) + Ey=i  sa) = VAL + 118112 

Teorema 2.6.3: Si(H) es completo en la norma II • lb 

Prueba: 

Sea (An)tt21 C Si(H) una sucesión de Cauchy 

v E > 0,9 my E N m, n 	 - Anill  < e 

Pero: IlAnt  &bit) = S1 (Am An) 114 — Antli < E Luego: (An)n>1  es una 

sucesión de Cauchy en L(H) el cual es completo 3 A E C(H) tal que IlAm  - 	O 

cuando m -› 03, además Como Am  es compacto vm E N A es compacto 

También: 

Am) 	-Amhhi  < E 
t.i 

CO 
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Haciendo in -) CO, se tiene: 

n > mo 	IIA„ - Alk s,V n > mo  

j=1 

Luego: 

An  -> A, cuando n -> oo, En la norma II • 111 

	

Teorema 2.64: Si(H) es un subálgebra sumergida de .C(H) con la norma It• 	, con la 

propiedad de aproximación 

Prueba: 

Vacuo = 	lo que verifica la parte 1 de la Definición 2.5.7 

De las desigualdades de los números singulares se tiene: 

Isms) (Z sio0)(E me)) 	5 11/1111. 118111 
J=1 	t-t 	t=t• 

Ahora veamos la propiedad de aproximación: 

Tenemos que F(H) c Si(H), las funciones de rango finito están en Si  

Ahora sea A E Si(H) un operador de rango finito, entonces la representación Hilbert - 

Schmidt es: 
CO 

Llamemos: 

Luego: 
CO 

11A71 -A111 = 	Si  (A) -> O con lo cual F (H) n I 
 Di 

= 

j=n+1 

Teorema 2.6.5: Sea A E S () AB, C E L(H) entonces: 

BAC e si( H) A IleacIli 5  lialicon• l'AL View 

Prueba: 

Se sabe que: Si (BAC) 11/3110/).11C11LooSi(A) BAC E Si  

Ahora: 

Si  (BAC) 11B1100.11C1100ISi(A) 	11BACIl1 
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Teorema 2.6.7: Sea A E Si(H) y sea (8 .1 natal,  .- (C n.n21 dos sucesiones de operadores 

lineales acotados en "H" que convergen puntualmente aByC respectivamente, entonces: 

13„AC; --+ BAC* en la norma de la clase traza. 

Demostración en [8] sección IV teorema 11.3 

Teorema 2.6.8: El funcional TrF definido en el conjunto de los operadores de rango finito 

F(H) es continua en F con la norma II IR 

Prueba: 

 

N(F) 

S3 (F) = 111111 ITrF I = 

   

Definición 2.6.9: Como 51(H) es un subálgebra sumergida con la propiedad de 

aproximación, podemos definir Tri; deti (I + • ) en D dado por: 

Tri(T) = lim Tr F„ V T E Si  

det(/ + = hm det(1 + Fn) V T E Si 

Donde IIF, — T'II  -40; Fn  E F(H). 

Teorema 2.6.10: Sea A E L(H) un operador de clase traza y sea @Pi; 92; 93; ; 19„; } 

una base ortonormal de "H" entonces: 
CO 

Tr(A) =Z(Acpn;mn) 
n=1 

Demostración en [8] sección IV teorema 5.6 

Teorema 2.6.11 (de Lidskii): Sea A un operador de clase traza y sea 

21(A); 22(A);...; 2.„(A); ... los autovalores no nulos de A (incluyendo multiplicidades) 

Entonces: 

tr A =Zdli (A) A det(/ — A) = n(1 _,„(A)) 

Demostración en [7] sección IV teorema 6.1 
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Operadores Hilbert - Schmidt 

Definición 2.6.12: Sea "H" un espacio de Hilbert separable y A E K(H) "A" Es llamado 

operador Hilbert — Schmidt si y solo si A" A es un operador de clase traza. 

Teorema 2.6.13: Sea H un espacio de Hilbert yAEK(H), los siguientes enunciados son 

equivalentes: 

"A" es un operador Hilbert — Schmidt. 

Sea {q1; 92; 493; ...; 9n; } una base ortonormal de "11", Entonces. 	1llA9412 <' 

Sea (91; 92; q' 3 ;...; (Pn; 	una base ortonormal de "H", entonces: 
GO 

1(mpi; (pi, )12  <" 

j;k=1 

E7.1(S1(A))2  < 

Prueba: 

Sea 	AJA* A)32 (A* A), A2(A* ... una sucesión de autovalores de A* A no nulos y 

consideremos (9,i)„,i  una base ortonormal de H y por el teorema 2.6.10 se tiene: 

Tr (M'A) =ZAi(A* = I(A*Arpi; pi ) =I(A9 j ; 

t=t 	 t=i 

CO 	CO 

=X 	l(Appitk)12) 
j=1 	j=1 j,k=1 

esto es por identidad de Parsebal . 

Esto garantiza la equivalencia (a), (b) y (d) 

Por otro lado, por el teorema 2.3.3 existe un sistema ortonormal (1'4'2''.....) de 

autovectores del operador A* A tal que 

A* A =I2.k(A*A)( . 
k=1 

Luego tenemos: 
CO 

(A*  119J; (Pi) = 	ilk(As  A)(9 j;IPk)11)k (PI) 

k=1 
co 

= 	ak(A"A)(9.1; k )(k; 4'j) =Z4(A'44)1(9 j; 0012  
k=1 	 k=1 

Se deduce que: 

Z(A.Ap <pi ) =ZZAk(A*  A)1(9i; lb 012  
.1=1 	 k=1 k=1 
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= Zelk" ()(ZI(9 91; 012 ) = Illk01.  A) =I[Sk(A)]2  
k=1 	k=1 	 k=1 	k=1 

Definición 2.6.14: Sea "H" un espacio de Hilbert separable, denotemos y definamos la 

clase de operadores Hilbert — Schmitd 

S2 (H) = E K(H)/ "A" es un operador Hilbert — Schmidt} 

Teorema 2.6.15: En 52(H) definamos ll • 112:S2(H) 

A 1-1 IlAil2 = (DSJ(A))2) 

Prueba: 

1. Claramente II.4112 	O 

.1=1 

1/2 

es una norma 

Además: 11All2  = o•:=1.Zti (S1(A))
2 
 = O Si(A) = 	= O A = O 

2. Sea aER AA E .92(H) 

1 

= 	(5(A))
2 
 I = Z((aA)"(a4)9j; 912  

1 

= 	a201519j; Tii)1 = lal I(A*A9j: 4501 = lal• IlAll2 

3 	Sea A, B 52(H) 

IIA + 1303 = Z((A +B)*(A + 13)91; <pi) = Z((A +B)9j ; (A + 8)9i) 

.1=1 

= Z(A(pi; Acpi  ) + Z((tlaii; B(pi) + (89i; Arpi)) + Z(Baii; Bpi) 

1=1 	 1=1 	 1=1  

5. l'AH +I2(Rea(Arpi; Boj )) + II8hI = IIAhI + 2 	Rea(13.249i; (pi) + hIBhI 

D3  
5 IIAIl + 2 Z1(8* Aip i; 	+ 118111 5 IIA111 + 211A112.11811 2 + 11B111 = ( I1A112 + 118112)2  

j=1 

hA + 8112 5 hAll2  + 118112 

Teorema 2.6.16: 	Si(H) C S2(H) 

En efecto: Sea A E Si(n) ET-2 SM) co, además: 
03 

%(AA) 11114  han. VA) = 	Si  (A) 4 ISM*A) o3 

j4. 

Luego: 	 A*AC.S1 AES2  
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Teorema 2.6.17: Sean A, Be52(H) entonces: AB E Si  (H) A IIABIli 	liB112 

Prueba: 

De la desigualdad de Holder para sumatorias 
1/2 n 	1/2 

XSi (A). Si (3) 5.0.Si (A))2I .[Z(B))21 

j=1 

Además: 

	

(AB) 	Si  (A). Si (8) 
j=1 

71 
	 1/2 	n 	11/2 

	

MAR) 	AB ESi  A HÁBIL IIAII2. IIBII2 

Teorema 2.6.18: 

El conjunto S2(H) es un subálgebra sumergida de L(B) con la propiedad de 

aproximación en la norma fi.  112  

S2(H) es completo. 

Si "B" es Hilbert — Schmidt si y solo si B es Hilbert — Schmidt. 

(52; 1 ; pes un espacio de Hilbert donde (A; 8) = tr (AB"). 

Prueba: 

1144110x) = .91(A) :5 HAII2 lo que verifica la parte 1 de la Definición 2.5.7 

Sean A, B E S2(H) entonces de las desigualdades de los números singulares se 

tiene: 

(.5i(ABT  

Ahora veamos la 11ABII2 

Si2 ((AB). (AB)*) = 	Si2 ((AB). (B`A")) = 	.91((AA*). (BE')) 

	

i=i 	 j=i 	 j=i 

(AN). (BB* ) 	51(AA")Z.512(BB") 

j=i 	 j=i 	1=1 

Por tanto: 

	

11A81122 = ISA(AB). (AB)') 	5 i2(AA.)I si(BB*) = MI11118111 

j=i 	 j=1 

De donde 	 IIABII2 	1142 

53 



Ahora veamos la propiedad de aproximación: 

Sea [(Fi; 92; 93; -; 92,1; ...) un sistema ortonormal en "Ir y consideremos 
Pa: Proyección ortogonal del espacio extendido L{;41; 1/2; 93; ...; qini y definamos 

Fn  = P„A 

Por demostrar que 
VA E H3 (Fa) c .52(H) tal que IlFn  - 24112  -.0 

Ahora Fa  - A E S2 	(4, - A)(Fn  -A) E S1(H) 
Pero: 

(Fn - A)(Pn  - A)* = (FT, - A). (F,i7 - A*) = FnF.; - FA * - AF + AA' 

= (PnA)01,0*  - (PA)A' - A(P„A)* + AA* 

= Pn(A,C)P; - PnAA* - AA* Pn  + 

Por otro lado, como los Pn  son las proyección ortogonal del espacio extendido 
A93; 92; q'3;...;  9n) se tiene P, x -› x Vx EHenII. 111  

Finalmente usando el Teorema 2.6.7 se tiene 

11Fn - AII = 11(F - A)(F, - A).111  -' O 

Por lo tanto 
Fn  -'A en • 112 

Por lo tanto S2  (H) es un subálgebra sumergida de L(H) con la propiedad de aproximación. 

Sea Ulakai  una sucesión de Cauchy en S2 = V E > O; 3 nt0  E N tal que 

IIAnc Anii2 < e Vm;n > mo 
Pero 

ilAii ego = Si(A) iiAi6 	11Am  - 	IlAna - 4,112  < e 

De donde (Ajan  una sucesión de Cauchy en £(H) el cual es completo, entonces: 

J A E L(H) tal que 11/17, - All ton  -› O cuando n -• co 

Además 

IlAA - AkALII1 = iiAnÁt - Ak A;, + Ak Al - AkALII1 = ii(An -An)rn Ak(Al - ADiii 

II(Aa  - Ak)A;t111 + Mal - 43111 iiAn - Ak112114.112 +11411211C - 4112 

= iiAn 	 iiAkii2iiAn Ak112 -10 cuando n; k 

Luego fAnAIlnw. C Mei cual es completo por Teorema 2.6.3) entonces existe iim AA, 

en 51(H) y se tiene hm An A;', = AA* con la norma de AH) de donde AA* e Si (H) por lo 
n-no 

tanto A E 52 (H). 

III. Como 5:12  (B) = 23(B.  B) = ((Ir B)') = 	B.) = ,11(0398.) = 51(037) 

Por tanto 

Z SJ2  (B.) =l5/(B) < co fls E S2  (11) 
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IV. (A; 8) = tr (A8') es un producto interno en 52 (H) 

(A; A) = tr (AA") = E7=1  AMA') = E7=1.91(A) = nal 

(A; A) O A (A; A) = O <=; A = O 

(aA; B) = tr((aA)B*) = Er=i  ((aA)B) = Erti  aMAB*) 

= aZ MAR') = a(A; B) 

• 	Análogamente (A; aB) = a(A; B) 

(A + 8; C) = tr“A + B)C.)= E7121(AC" + BC*) = E7=121(AC*) + 	Ai(BC*) 

= tr(AC") + KIK') = (A; C) + (8; C). 
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2.7 Determinante regularizada 

A diferencia del algebra de los operadores de clase traza, el funcional Tr definido en el 

conjunto de los operadores de rango finito no es continua en la norma Hilbert - Schmidt. 

Veamos un ejemplo: 

2 

Sea fo,,Jmnio una base ortonormal de H y consideremos Fn  =zr„=in—icep,n09m). 

Luego: 

• 

	

	jIjI = Tr(F:Fn) = rj.2 aj(FZEn) = E7=2 Si(Fn) = E7=1 el 3) = n 3  

De donde 'With = 	; por tanto IlF,J12  -> O; n 00  

1  • 	Tr(FA)= 	n-  ((pm; (pm) = 	n4  = 

De donde Tr(Fn) oo; n 00 

z n 
det(/ + F,i)= (1 + n-i) -) CO ; n 03  

Teorema 2.7.1 Sea A e S2(H) Definamos RA  = (1+ A) exp(-A) - 1, entonces: 

z (-1)n+1(n - 1)
An RA- 	  

n! 
n=2 

Prueba: Sea 

(-A)2  (-A)3 	(-A)" 
(RA)k  = (I + A)il + (-A) + — 

2! 	3! 
+ 	+ + 	 1 

k! 

(-A)2  (-A)3 	(-A)k  

	

+ 	+ + 	+ 
2! 	3! 	k! 

A(-A)2  A(-A)3 	A(-A)k  
+A + A(-A)+ 	+ 	+ + 	 1 

2! 	3! 	 k! 

De donde 
co 

(-1)n+1(n - 1) 
	 A" (RA)k = 	 An RA  = 

111 	 nl 
n=2 	 n=2 

Teorema 2.7.2 Sea A E S2  (H) entonces RA  = -I- A) exp(-A) -1 E Si(H) 

Prueba: por inducción sobre n 

• 	Sin = 2 entonces: (RA)2  = - 112-2  E S () 

• 	Supongamos cierto para n = k y veamos para n = k + 1 
k+1 

(-1)""(n — 1) 
(HA)k+1 = 	 A 

n! 
n=2 
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(1)"2(k) k+ 	(-1)n+1(n 

(k + 1)! A   + L 	n! 	A E S2 (10 
n-2 

Esta en S1(11) Esta en S1(1) 

Por tanto 	RA  = liM (RiOn  = rr-2 (-1)n+nl:n  An  E 51(H) 

Definición 2.7.3 Sea F' E F(H), entonces tenemos / + R = + nexp(-F), definamos 

det2(1 + F) = det(/ + F)exp(-TrF) 

Teorema 2.7.3 Sea A; B E .52  (H) entonces 

idet2(I + A)I exp( 

• 	idet2(/ + A) - det2(I + 8)1 5 11A - 8112exP ( (11A112 + 118112 + 1)2) 

Prueba: 

Y?. 	Como F(H) es denso en S2  (H) entonces vamos a probar el resultado para A E 

F(H), por el Teorema 2.6.11 (de Lidskii) 

N 

I det2(I + A)I = I det(1 + A) exp(-TrA)1 = (nul +.1k  (A)I) 
k=1 

(

N 	 N 

1-1(1 + I elk (A)l)) lexp 	--Ak(A)) 

k=1 	 k=1 
N 	 N 

(
11(explilk(A)1))exp 	-.1k(A)) 

k=1 	 k=1 

 

N 

exp -Ae(A))1 
k=1 

 

 

  

  

N 	 N 

= exp (ZiÁk(A)1) exp-Ak  (A)) 
k=1 	 k=1 

N 

= exp (Z(12,k(A)1 - (A))) exp (-21  2,1(A)) 
k=1 	 k=1 

N 
1 

exp(-
1  
2
I S

J
?(A)) exp (-2 

liA111) 
k=1 

> 	Por el Teorema 2.5.11 

Consideremos G: [0; 00[ R 

G(x) = exp (x2) La cual es continua, monótona no decreciente, de donde: 

ldet2(/ + A) - det2(! + 8)1 5- IlA - 8112exp ( amil2 + 118112 + 1)2) 
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Corolario 2.7.4 Sea A E S2  (H); (Fokos c F(H) tal que jI1, —Ah 2  —» O Entonces: 

lirn det2(1 +F) = det2(1 4- A) 
11-100 

Prueba 

Idet2(1+ Fn) — det2(J + A)1 11F, — All2exP Gamii2+0532+1,2) 

Haciendo n co se tiene lim Idet2 (1 + ni ) — det2(I + A)I = O 
n—no 

Hm  det2(1 +F) = det2(1 +A) 
n—no 

Parece natural extender continuamente el determinante regularizado det2(I+ .) de F(B) a 

su clausura con la norma uniforme en G(B). Pero esto es imposible porque existe Fn  E B 

tal que Pa —> Opero detz(/ + F„ ) co 

Veamos un ejemplo 

Sea 8 un espacio de Banach con base de Schauder twnr. Sea (vil° el correspondiente 

sistema biortonormal en el espacio conjugado 8/ 

(149; vk) = 8ik (1  5 ; k < c°). 

Denotemos por (Fiar una sucesión de operadores F2, = —24:1  Sn  donde 

Sn  = 	Wi CgiVi 
j= 

Es claro que la sucesión {II& 	es acotada y KV —) O sin embargo 

det2(1 + F,i) = det(/ + Fn)exp(—TrFn) = (1 +—)nexp(—i3VT22) 

Idet2(/ + F)12  = (1+-1./713 r CO; cuando n oo 

Ahora tenemos que ver como extender continuamente el determinante det 2(I + . ) a 

ciertas subálgebra sumergidas de G(8) desde F(B) 

Sea D un subálgebra sumergida de G(8) con la propiedad de aproximación, supongamos 

que el funcional lineal Tr(.)es continua en F0  := F n D con respecto a la norma ll ilD, 

entonces por el Teorema 2.5.9 los funcionales Tr (.) y det(1 + ) pueden ser extendidos 

continuamente a D y por lo tanto el funcional det 2(1+ .) = det(I +. ) exp(—Tr( )) también 

se puede extender continuamente hacia D. 

Sin embargo existen algebras D tal que ambas funciones Tr(.) y det(/ + . ) no admiten 

extensiones continuas de FD  a , pero el funcional det2(1+ .) permite admitir extensión 

continua. 
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Por ejemplo, Sea II un espacio de Hilbert separable yen S2(H) consideremos la sucesión 

de operadores F,, = 1-°32-:S donde S, = 	wieivi y esta sucesión de operadores 

esta en FD, tenemos: 

11F.115 = 
log2n 
	o 

Pero 

logn n  
TrF„ = logn • Do y det(I + Fn) = (1+)  

Este ejemplo muestra que Tr(.) y det(I+ .) no pueden ser extendido de FD  hacia D 

Si, en particular 

det2 (I + Fn) = (1+ 	)n  
n 	n 	

= det2I 

El siguiente teorema da la condición necesaria y suficiente para la extensión continua de 

det2(I + . ) de FD  a D. 

Teorema 2.7.5 Sea D c £(13) un subálgebra sumergida con la propiedad de aproximación. 

Los siguientes enunciados son equivalentes: 

El funcional det2(/ + . ):F2, -1K admite una extensión continua en la norma II. 

de FD  a D. 

El funcional det2 (I + . ): FD  Mes uniformemente continua en la norma Ij.  IlD  

en alguna r - bola (fi E FD  / IIGIID  r) de FD  

El funcional det2(I + . ): FD  111 satisface la condición de Lipschitz en alguna r - 

bola {G E FD liGilD rj de FI) 

El funcional det2 (/ + . ):FD  lid es continua con la norma 	IID en F = O 

El cuadrado de Tr(F 2 )es acotada en FD  esto es, existe una constante C > O tal 

que ITr(F2)I t'ye, 
O 	El funcional bilineal Tr(F1F2 ) definido en F,D zFD  es acotado en la norma II IID, 

esto es: 

Existe fi > 0 tal que ITr(F1F2) 	/311FIIIDI1F2IID  para todo Fl ; F2  E FD  

Prueba en [8] Capitulo IX - teorema 2.1. 

En particular se sabe que para D = S2(H) es un algebra sumergida de .C(H) con la 

propiedad de aproximación pues F (H)Il • lb = 
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Entonces como 

ITr(F2)1 = 	.S.1.F 	SZ(F) = IIFII 
k=1 	 k=1 

Luego por el Teorema 2.7.5 det2 (/ + F) se puede extender continuamente a todo S2(H) 

en virtud de la Definición 2.5.10. 

Definición 2.7.6 Sea T E D = S2 (H) entonces existe (Tn)nEN C FD Tn —) T en la norma 

II 	k luego definimos: 

det2 (I + T) = /int det2 (I + Tn) 
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2.8 Ejemplos y caracterización de Operadores 

Hilbert - Schmidt 

Definición 2.8.1 (operador integral) 

Consideremos el operador: 

A: L2  [a; b] 	L2  [a.: b] 

	

f 	A(f) 

Definido por: 

(AA° = k(t; s)f(s)ds 
a 

b b 

	

Donde: k E L2  ([a;  blx[a; 14) esto es: I 	I k (t; s)1 2dtds < 
L a 

Teorema 2.8.2 El operador "A" es lineal, acotado y compacto. 

Prueba: 

La linealidad de "A" es obvia, probemos la acotación. 

rb 	 1/2 

	

RAf)(01 "=" 	k(t; s)f (s)dsi 	lk(t; s)I If(s)Ids 	(I lic(t; 5)12  ds) 	• Ilf IlL2 
a 	 a 	 a 

Elevando al cuadrado e integrando 

ab 
	Lb 1(Af)(012dt 5 VII, 	I k(t; S)I 2dSdt L 

a 

Elevando a la 'A 

1 

	

b b 	 y 

ilAf iba  5  Ilf IlL, (1. 	ik(f:s)( 2dsch) = Ilf 111,211kIlL2  
a a 

El operador A es Compacto. 

Sea i(PnlInki  una base ortonormal de L2  [a: t], probemos primero que (001 	es una 

base ortonormal de L2  ([a; blx[a; 6]) donde 4)11(f: 	= 99i(0.99i(s) 

En efecto: 

Sea g E L2  ([a; b]x[a; hl) A (g; p,j ) = O probaremos que y --- O c. t. p. 

b b 

	

Como (g; chi) = O 1. 	g(t; s)4), j(t; s)dtds = O 
a a 

b b 	 

1I 9,(0. (s)g (t; s)dtds = O I 9,(t). g(t; s)dt)ds = O 

	

a 	 a 	a  

h(s) 

Luego: 

hl oí ; Vj E N 
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Como: 

h =Z(h; (P 09k h = O c. t. p. 

Luego existe un conjunto Z de medida nula tal que h(s) = O; kis EZ 

Por otro lado 

Lb 
g(t; s). 91(t)dt = O 	(g(.; s); 	= O g(.; s) 19t  ; Vi EN 

Luego: g (. ; s) = O c. t.p. de t A $eZ 

Así: 

b b 

fa 	
lg(t;s)12 dtds = O 	II9hIL2  = O 	y = O c. t.p. 

(4. ¡Aun es ortonormal 

b b 

= 
a 	a 
I Oii(t; s). 01,1„(s; t)dtds 

b b 
= 	1.  9,(t). i (s)0(t). 0„(s)dtds = (o,: tp„,). (91; tp,,) = 

a a 

Ahora veamos la compacidad de "A" 

Como (chi ) u  a  es una base ortonormal de L2  ([a; la]x[a; b]) 

k =Z(k; q511 )(fiti  
IJ 

Luego definimos: 

k„ =Z(k; cpil )(pii  de donde iik — knilL2 	O 

IJ 

Definimos para cada n E N 

	

L2([a; h]) 	L2([a; b]) 

(Ann(t) =kit (t; s)f (s)ds 
a 

b 
(din n (t) = Z(k; 00)(Pi(t) j <PM».  (s)ds 

ji 
 

Luego: 

int (An) c MO1; 92; ... rpn) ran(An) < co 

Finalmente HA — kifi iik — knji O cuando n co entonces A„ --> A cuando n —› co 

Por tanto "A" es compacto. 
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> 	Observación: Supongamos que k(t; s) = k(s;t) c. t. p. entonces: 

(A f; g) = (An 	= f b b  [c(t;wg(t)dt 	s)f (s)dslg(t) dt 
a 	 a 

Por el teorema de Fubini 

b 	 b 	 

= f 	

b 
f (s)Íj b  k(t; s)g(t)dtlds = j tb 

 f (s) I k(t; s)g(t)dtlds a  

a 	a 	 a 

b 

= I b  f (s)íf b  k(s;t1g(t)dtlds = I f (s)(Ag)(5)ds = (f; Ag) 
L 	a 	 a 

:. A es autoadjunto 

Observaciones: 

Tenemos definido el operador 

A: L2[a; hl -4  L2 [a; b] 

f 	A(f) 

Definido por: 

çb 

(A f)(t) =k(t; s)f (s)ds 
a 

Donde: k E L2 da; b]x[a; b]) esto es: f: ei lk(t; s)I 2dtds <w 

El cual es lineal, acotado y compacto. Además si k(t; s) = k(t; s) c. t. p. Entonces "A" es 

autoadjunto, y por el teorema de descomposición espectral 

CO 

Af =ZAM:(Pi)9t 
j=1 

Esta convergencia es en C.T.P. 

Teorema 2.8.3 (De Hilbert - Schmidt) 

Sea k Lebesgue medible en [a; 6] tal que 

k(t; s) = k(s;t) 

Sup 1b1k(t;s)I 2ds <oa 
t a 

Entonces: 

CO 

f E L2 aa; 14) se tiene (A f)(t ) = 	2(f; 	0.1(0 c. t. p. 

Y la serie converge absolutamente y uniformemente en [a; bl 
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Prueba: 

k E L2([a; b]x[a; b]) <=> 11kV2 < co 

Sea n > m 

laj(f; 49j)9j(01 5- 
.1== 

(12-'50.(t)i2) .1 

1 

(Z 1f; 9 )I) 	••• ••• 
i=n1 

Como 
Ce 

(Af)(0 = Aj(f; 9j)9j(t) 	(A9i)(c) = 	9J)9j(t) = 
i=1 	 J=1 

(*) 

También 

(Af)(0 = 	k(t; 	(S)dS ; denotando k(t; 	= k2(s) 
L 

Se tiene 

(449t)() = 	kt(E)9J(OELE = (kt;7p5) ..• 	(*)(*) 
L 

Luego de (*) y (*)(s) también la identidad de Parseval: E7,m1(kt; ni 2  = IIkII 

1119t(t) = (kt;TP) 	(012  = 	1(kt; 07)12 = likt113 

i=m 	 j=1,1 

Ikt(S)12 	Ik(t; s)I 2ds 5. c2  
ci 

Por otro lado 

Df;/912  

Dado e> 0; 3 IV > O tal que 

Rf; 012 5(D2 Vn >m> N 

1=nt 

Finalmente en (#): Dado s > 0; 3 N > O tal que 

2 

	

99.1)9i(01 5 (Z1219 (012)7  (t l(f • 	 = 
)1) < e s 	Vn >m>N 

c 
rin 	 1=nt 	 j=m 

Teorema 2.8.4: Sea A: 1,2 [a; b] —) L2 [a; 14 el operador integral y K E L2([a; b]x[a; bl) tal que 

k(t; s) = k(s; t) en c. t. p. Entonces: 

b 

a

b 

"A" es un operdor Hilbert — Schmidt A I 	IK (t; s)12dtds = 	11(A) L 
j=1 
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Prueba: sea ((pi ) base de L2 [a; b] luego (pu) es una base de L2 ([a; b]x[a; O]) donde 

(15ki (ti = 91(t)955(s) 	k = Dic; 00)95ij 

b b 

donde: (k; 	= 
a a 

k(t; s)0,1(t; s) dt ds 

b b 

= 	
a 	a 

k(t; s»,(00 j(s) dtds = b  9,(t) (f b  k(t; s)(pi(s)ds)dt 
a 	a 

(digo)) 

= 	(A9 j(t)) wi(t)dt = 	(pi) 
a 

Así: 

b b L L ik(t,$)I2dt ds = IIK111.2  = Zilk; 0012  =Z1(449i; 9t )12  

identidad de Parsebal 

Por el Teorema 2.6.13 se tiene que la serie Eiii(M9i; 00 es convergente y por tanto A 

es un operador Hilbert - Schmitd, además 

	

S? (A) = 	Á(A) = 	(
4

49i; 91)12  = 111(1112  

De donde: liAii2  = 

Teorema 2.8.5: Sea (M; µ) un espacio de medida y I/ = L2 (M; µ), si existe una función 

K E L2(MxM; dp x 4) donde 4 x 4 es la medida producto tal que 

A: L2(M; 	L2(M; 12) 

f 1-> A f 

Donde: 

(Af)(x) = K (x; 37)f CY)dPCY) 

Entonces: A e G(H) es Hilbert - Schmitd si 11All2  = ff IK ((x; y)124(x)4(y) < w 

Prueba: 

I. 	El operador A es lineal y acotado 

La linealidad de "A" es obvia, probemos la acotación. 

1(Af)(x)I = 	k(x:Y)f (Y)titt(Y)I 	Ik(x; y)Ilf (y)14(y) 

(f 11c(t; s)12dpo,))1/2(fif(y)isdnyv)u./2 

	

) 	Por Cauchy - Schwartz 

\ 1/2 

	

= 	k(t; S)124(3
)
) 
	.11fhlLz  

Elevando al cuadrado e integrando 

	

11(A f)(x) 1 2  dp(x) 	fifill2 	Ilc(x; y)I 2dµ(y)dp(x) = Ilf 1112. 
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Elevando a la 15 

IlAf 	11f II L2 IIktIL2 

Por tanto 11Ali 5. ilick2, luego "A" es acotado. 

El operador A es de rango finito 

Sea (9„)„,2  una base ortonormal de L2(M; µ), probemos primero que trpi2} 	es una 

base ortonormal de L2  (MxM; dp x 4) donde <pu  (t; s) = rp;  (t). cpi (s) 

En efecto: 

Sea g E L2  (MxM; clg x dg) A (,g; gni )= O probaremos que g = O c. t. p. 

Como 

(9; 410 = O if 9(x; My (x; Y)4(x)dP(Y) = O 

JJ
491(x). 91(Y)9(x; y)dµ(x)dµ(y) = O 

J 
9.1(x) . (1 	 g(x; y)dg(x)) dg(y) = O 

h(y) 

Luego: 

J
91(Y). h(y)dµ(y) = O = (h; <pi) = O h 1 9j  ; Vj E N 

Como: 

h = Z(h; 909t h = O c. t.p. 

Luego existe un conjunto Z de medida nula tal que h(y) = O; yy EZ 

Por otro lado 

9(x; Y)•9,(x)dit(x) = O (9 e; y); (pi) = O g(.; s) 1 ç; Vi € N 

Luego: g(x; y) = O c. t. p. de x A yEZ 

Así: 

19(x; y)( 2 dp(x)dg(y) = O 	11,g1d2  = O g= O c. t.p. 

{0E4 	es ortonormal 
i,jkl 

	

flbt,; 	= 	49ii (x; y). O.. (X; 3)4(X)C111(Y) 

	

= 	(Pi (X). 91  (Y)9m (X). 49n (Y)dP(X)dP(Y) 
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= (5 i(x)• 902(x)dµ(4) (5 <pi  (y). 9„(y)dµ(y)) = (91; pm ). (9 j ; Ion ) 

= atm. .5.in 

Ahora veamos la compacidad de "A" 

Como (dir id EN  es una base ortonormal de L2 (MXM; (IP X CIP) 

k 

Luego para cada n E N definimos la sucesión: 

ky, =I(k; 000 u de donde lik — kn ilLz —› O 

Definimos para cada n E N 

An : L.2 (fr 4) 	L2(M; cliz) 

nn (n) = 5 kn(x; y)f (y)dµ(y) 

(A„f)(n) 
=5 

 X(k; ti )(pi (x) (y) f (y)dµ(y) 
if 

= (I(k; bi j)49  i(x)) ( (Pj (Y) f CYMP(Y)) 

	

h(y) 	 

=»; u)«..31)(Mx) Anf = (k:(Pii)b(»Pi 
it 

Luego: 	hn (An) c 	92; —Ion) ran(An) <co 

Con lo cual An  es de rango finito V n E Pd 

Finalmente liA — An 	iik — kni1L2 —) O cuando n --> co entonces 

A„ —> A cuando n —› co Por tanto "A" es compacto 

Finalmente: 

AA Es compacto (por ser ideal Bilátero) 

Tr(A*A) = 	(A*  1449n; 9n) =Z(A99n; A9,,) = 	Ilhp.1112 

71=1 	 n=1 	 n=1 

= 	l(ArOn; 9m)12  por la identidad de Parsebal 
n=1 m=1 

Ahora: 

(A9„; (pm) = (A9„)(x)0,„(x)dµ(x) = 55 k(x;y)9„(y)9,„(x)dµ(x)dµ(y) 

= 	k(x; y)(P„,„(x; y)dµ(x)dp(y)= (k; 4)„,„) 
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11K112, = 	11 	sn (A)f.(y)9„ (x)1 
n=1 	 2 

N 

Luego: 

Tr 	*A) = 	I 1(k; 41,,n)12  = 11k1122 	114 112 = IlkIlL2 

n=1 tn=1 

Teorema 2.8.6: Sea II = La; µ) si A E L(H) es Hilbert — Schmidt, entonces existe una 

función k E L2(MxM; clp x d'O tal que (Af)(x) = f k(x;y)f (y)dg(y) Y f E L2(M; 

Además: 

j'AH = Hc(x:y)12dg(x)dg(y) 

Prueba: 

Sea H = L2 (M; y) y consideremos A E S2 (II), por el teorema de descomposición espectral 

Af =ZS,,(A)(f; fn)9n 
71=1 

Para algunos sistemas ortogonales {f„); (g„} en L2 (M; g) de modo que Ert., .94(A) c izo 

Como 

IIS„(A)f,,(y)g„(x)1121/2  = 	IS,i(A)f„(y)g„(x)12dµ(x)dg(y) 

= (sn(4))2 
J'J jfflñgfl(x)l2dx)dp@) 

= (Sn(4))2  110mn1112  = (Sn( 4))2  
1 

Luego la serie 

Denotemos por 

Ahora 

(

N 

ZS(A)fn(y)(x)) 

n=1 	 N>1 

N 

K(x; y) = hm ZSn(A)MY)gn(x) 
N-.03 

n=1 

es convergente en L2  (M; y) 

1 
N 

= lim (ff l(STI (A))2  if,t (y)9n(x)12c1µ(x)4(y))2  

n=1 

N 

= hi111 (B.Sn(A))2  if I 	fn(y)gn(X)12  dil(X)dp(y)) 
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1 
N 	 7 	N 

= 11111 0.911(A))2  110”1,21112) = liftl (I (Sn(A))2)2  
N->co 	 N4c0 

n=1 	 n=1 

	

= (
Z (sn(A))2) = 	I1A112 
n=1 

Por último definamos: 

Af = 	sn(A)(f; fn)fin 

Ahora 
N 

K (x; y) f (y)dp(y) = lim 	S(A)g(x) f fp(y)f (y)dµ(y) 
N -b COLa 

n=1 

N 	 co 

= 	Sp(A)gp(x)(f ; fp) =Z Sp(A)(f; fp)gp(x) = (Af)(x) 
N4=5  

n=1 	 n=1 

Por tanto 

(Af)(x) = f K (x; y)f (y)dp(y) 

Caracterización de operadores Hilbert - Schmidt 

Definición 2.8.7: Sea E un espacio de Banach, un operador T E ,C(E) se dice p — sumable 

si existe c > O tal que para toda sucesión finita (x1 )?_1  c E se tiene 
1 1 

n 	F 
IIP) 	c Sup 

(
If (x31P)1 ••• ••• ••• • • (*) 

EE" 
j=1 	 ibl ii=1  '1=1  

Definición 2.8.8: al menor valor de la constante c> O que cumple con (•) para cualquier 

sucesión finita (x37_,. c E se denota por ir(T) 

Teorema 2.8.9: Sea ir(E) = (T E L(E)/ T es p — sumable) entonces: 

u(E) es un subespacio vectorial de ,C(E) 

11 	Ilp: 1/p(E) 

T 	IITIl p  = u(T) Es una norma 

Prueba (a) 

Sea T E rr p(E) 	3 c > O tal que 

1 
i1"  

( 

Ir; IIP) 	c Sup 	if (xj) 

IP)] 
f EH* 

i=1 	 UO=1 J=1  
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Para a E K 

1 	 1 	 1 

n 

( 

	

	

1 	 n 

ZliaTxtr

31 

 = lal (In  liTxdr 5 lalc Sup ZIfixar 

j=1 	 j=1 	
Jet . 
Ilf 11=1  .1'1 	

I 

aT E Ira) 

Sea T ,h E ffp(E), entonces existen las constantes c1  y c2  positivas tal que 

1 1 
fn  

	

I1P) 	Sup 	(xi)IP)I 
fEE•  

j=1 	 lifii=1 

n 	in 

II hxi llP) 	c2 i Sup 
fEE•  

1=1 	
II/11=1 

Para cualquier sucesión finita (x1)1E1  c E, entonces 

n 	 n 	 n 

± /O; 	= DT.; + hxilic 	 + 

j=1 	 i=1 	 j=1 

1 	1 
n 

5 (Zar; 	+(ZalhxilDP)P  

J=1 	 Lti 

1 
/-1 

< C 	Sup (Zif (x1)1P)1 + c2 Sup 	If(xt)IP)1 
r  fE 	 RE* 

Ilf11=1 	 Ilf11-1 j=1  

1 

= 	+ C2) Sup (XV (Xt)IP  
Jet' 

11/11=1  '=. 

Por tanto (T + h) E ap(E) 

Prueba (b) 

Dado T E ir (E) tal que ir(T) = O A x e E, entonces para la sucesión X1 = X se 

tiene 
1 

(ZiiTxiiP ) 	O IlTx11 = O Tx =0 Vx EE 

De donde T = O 

Sea A E Ky,1#0 

F 

lal 	 =ir) 5 	75(.1T)[ Sup 
fEE•  

j=1 	 .1=1 	 II/11=i 

.1=1 
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1 1 

(ZIIT xtliP) 	
n  (ÁT) 

Sup 	I f (x)11 
1 21 	, 

j=1 	 II/11=1 •=1  

De donde 

np(T) •
np

121 	
I Ain p(T) 	p(AT) 

Por otro lado: 
1 1 

(IIIT(Ári)11P) 	75,(T) Sup 	f (Axi)IP)1 = lairrp(T) Sup (lit (x3 IP )1 

	

j'EH' 	 f Er , 1=1 11=1 J=1 	 Ilf 11=1 3=1  

7rp(An PI Irp(T) 

Por lo tanto: 

frpGin = lAlftp(T) 

Desigualdad triangular 

Sea T ,h E Tí(E), entonces: 

1 	 1 

	

I; ir 5 rcp(T) Sup 	(xj)IP 

[1E:1  ( 

r 	

1=1 

(I Ilhxt IP) 5- u p (h)[SuP (I IfOct)IP)1 
f Er 

ii f hl 1=1  

Para cualquier sucesión finita (x3r_1  c E luego 
i. 	 i. i 

( n 

XII (T + h)xiir) = DT xi + hxdr) 5 ZOITxili + Ilhxill)P)75  
( n ( n 

j=1 
1 	 1 

(

ZOITXLIDP) 	ZalhiCtilY)P  
j=1 	 j=1 

U

l
I

t 

 irp(T) Sup.  (ZI f dr)] + np(h) Sup.  (Zif (z )r)] 

1117116=1 1=1  

11 

 = (75,(T) -F15,(n)[SlIp.  (lit (X 01P) 

lif 	 11=1 
f EH 

Por tanto irp(T + 	ffp(n+Irp(T) 

ji 
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Teorema 2.8.10: Sea H un espacio de Hilbert separable, entonces se tiene ir2(H) = 52 (H) 

Con igualdad de normas 

Prueba: 

S2 	c n2(a) 

En efecto: Sea T E S2  (H) y consideremos un par de sistemas ortonormales fx,j1_1, 

(AMI en 
03 	 03 

Tx = 	Si, (T)(x; xn)y„ A 	S n(T) < 02 

n=1 	 n=1 

Consideremos una sucesión finita de vectores {vi}iLi  y consideremos 
2 

T,nvi  = 	Sn(T)(vi; xn)yn 	IIT„,1',112  =  
n=1 	 n=1 

= (Z 5„(T)Iv1:xn)%1:li  Sn  (T)(17¿; Xn)Yn) = 	StI(T)1(Vt; X71)12  para cada t = 1; k 

n=1 	 n=1 	 n=1 

Ahora 
k 

= 	

m 	

(7)106 Xn)12) = 	in(T) (»Vi; Xn)12)1 

i=1 	i=1 n=1 	 n=1 	i=1 

Definamos para cada n E N 

fn: H 	K 

x 	fu(x) = (x; xn) 

Luego: lf,i(x)i = 1(x; xn)I 	llx1111xnll 	Ifn(x)I 	por tanto lifil 	1 

Ahora 

Z I(12  1; Xn)I 2  = 	fu(v1)I2 5 SuP (Zif 002) 
i=1 	 1=1 	8! 11=1 ¿=1 

Entonces.  

It 

IlTmUj 	SZ(n)( Sup (Zif(vi)1 2)) 
fEH•  

i=1 	 n=1 	
11/11=1 •=1  

Haciendo m --> 00 y elevando a la % tenemos: 

1 
m k 	 \ 	k 	 k 

1 2  ill2) 	

( 	

Stl(T) (SUP 	0 i)12 )) = 117'112 (SUP 	(I 2  312 ))2  
f EH • 	 f EH' 

i=1 	 n=1 	 t=1 	 t=1 Ilf11.1 	 Uf 11=1 

De donde 

T E ir2(H) A ir 2  (T) 	117112 

71.2(H) c 52(H) 

Sea T e 71.2(H) y sea (en} una base ortonormal de JI, entonces para cada n E N 
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IlTeil 2  (7r2(7))2 Sup (XI! (g.)12 ) 
1=1 	 ler 

11 .111=1 J=1  

Por el Teorema 2.2.24: 

f: H —)K para cada y E H (fijo) 

x 1-> f (x) = (x; y); Uf U = bU 5 1 

De donde 

Zif(9)12  = Il(ej; Y)I2 	iiYii2  = 111.11 2  

desigualdad de Bessl 

Luego: 

Ir e j ir 5 (it2 (T))2  

Finalmente T E S2 
CO 	 00 	 00 	 00 	 03 

Si (A) = 	ii(A*  A) =Z(A* Aei; ei) =Z(Aei; Aej) 

Por tanto: 

t'Ah = 7T2  (T) 

Ejemplo 2.8.11: Sea A: L2 ([0; 11) L2 ([0; 1]) 

f A(f) 

Tal que (Af)(x) = fol(1  — 3x0f(x)dt 

Definamos que k: [o; 1]x[0; 	Ek donde k(s; t) = 1 — 3st 

Afirmación 1: k E L2 ([0; 1.[X[0; 1]) 

En efecto: 

N/2 
= 	— 3s0 	

1 
2dsdt = — 	fin. = 2 	 2 j a  jo  

Además k(s; t) = k(t; s) por tanto A es un operador compacto, autoadjunto 

Par otra lada 

Sup f Ik(s; 0i 2  ds = Sup INi — 3st) 2ds = Sup 13 (t —1)2 +1)  
05t11 	 05251 (1 	 05t51 	2 	3 

Luego: 

+5 4 

13 
Sup 13 (t — 

) 
\ 2  

05t51 	2 	9  

Por tanto A es un operador Hilbert — Schmidt, además: 

SZ(A) =
2 
 = — 

2 
n=1 

73 



CAPÍTULO III 

VARIABLES E HIPOTESIS 

3.1. Variables de la investigación 
Nuestras variables a estudiar son una traza, denotada por Tr y las normas singulares. 

3.2. O eracionalización de las variables 

Variables Definición conceptual Dimensiones Indicadores 

Tr 

Una trazaoperadores 

Un funcional lineal Tr 
sobre un ideal de 

compactos 
K es llamado una 
traza si Tr(AB) = 

Tr(BA) ,VA E 
£(10, vB E K, con "H" 
un espacio de Hilbert. 

Espectral 

Singular 

• 

• 

Si es igual a la suma 
de auto valores del 

operador. 

Tr (F) = 0,VFde 
rango finito. 

5„(T) 

• 

• 

Casi nula si Sj= 
O, Vj > N, para 

N E N 
E ri',.1  .5; (T* T) 

• Operadores de rango 
finito. 

"T" es Hilbert - 
Schmitd. 

algún
n(T)= S 	12.7,(T*T) 

3.3 Hipótesis general e hipótesis específica 

3.3.1. HIPÓTESIS GENERAL 
Si es posible caracterizar a los operadores Hilbert Schmidt 

Si es posible definir un determinante sobre S200. 

3.3.2. HIPÓTESIS ESPECÍFICA 
Es posible y es útil los métodos del análisis funcional para definir una traza y determinante 

en clase de operadores Hilbert — Schmidt. 
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CAP'ITULO IV 

METODOLOGÍA 

4.1 TIPO DE INVESTIGACIÓN 

La investigación es de tipo científico—teórico y la metodología usada es de tipo 

inductivo—deductivo tratando de ser lo más exhaustivo posible en cada 

demostración. 

4.2 DISEÑO DE LA INVESTIGACIÓN 

El presente trabajo de investigación presentará la siguiente estructura: 

Primero 

Empezamos definiendo los operadores lineales acotados. 

Segundo 

El espacio de los operadores Hilbert - Schmitd será denotado por S2 (H), se probó 

que 52(H) es un subálgebra sumergida de G(H) con la propiedad de 

aproximación. 

Tercero 

Definiremos un determinante sobre el espacio de los operadores Hubert - Schmitd 

(S2 (H)) con ciertas condiciones para la extensión continúa de Tr y det, para esto 

necesitaremos analizar la forma explícita de la traza y el determinante de un 

operador de rango finito según [4]. 

Cuarto 

Por último, Daremos condiciones al operador integral para que pertenezca a esta 

esta clase de operadores. 
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4.3. POBLACIÓN Y MUESTRA 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe población que estudiar, sin 
embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro de «E, F) con E, F 
espacios de Banach. 

4.4 TÉCNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCIÓN DE DATOS 

Para la realización de este trabajo de tesis se revisó bibliografía especializada y 

recopilación de información obtenida vía internet relacionada al tema de interés. 

4.5 PROCEDIMIENTOS DE RECOLECCIÓN DE DATOS 

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesitó procedimientos de 

recolección de datos más que la revisión de bibliografía (libros, páginas web, 

paper, etc.) 

4.6. Procesamiento estadístico y análisis de datos 

Ninguno 
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CAPÍTULO V 

Resultados 

El teorema de representación espectral para operadores compactos 

autoadjuntos garantiza la existencia de un sistema ortonormal de vectores y 

sus autovalores correspondientes forman una sucesión convergente a cero (si 

es infinita). 

S2(H) es un subalgebra sumergida de G(H) con la propiedad de aproximación 

y por el teorema 2.7.5, es posible extender continuamente det2(I + .) a los 

operadores Hilbert — Schmidt desde el espacio de operadores de rango finito. 

El operador integral es lineal, acotado y compacto. Además, si k(t; s) 

k(S; O c. t. p entonces el operador es auto adjunto y se puede realizar su 

representación espectral. 

Cuando la norma en L2 aa, blx[axbp del núcleo del operador integral es finita 

entonces la convergencia de la representación espectral es absoluta y 

uniforme. 

Un operador integral sobre L2 ([a; 61) es un operador Hilbert - Schmidt si su 

núcleo K E L2 ([a; blx [a; 14) tal que k(t; s) = k(s; t) en c.t.p. 

La clase de operadores Hilbert — Schmidt se pueden caracterizar mediante la 

clase de operadores p - sumables según el teorema 2.8.10. 
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CAPÍTULO VI 
Discusiones 

Si bien es cierto hemos podido extender de forma continua det2(1+ .) a la 

clase de operadores Hilbert — Schmidt, sin embargo no hemos calculado el 

determinante para esta clase de operadores. El cálculo del determinante de 

esta clase de operadores en el contexto de operadores integrales es el 

determinante de Hilbert - Carleman. 

En el presente trabajo hemos dado condiciones adecuadas al operador 

integral para que pertenezca a la clase de operadores Habón — Schnildt sin 

embargo también al operador integral se le puede dar condiciones para que 

sea un operador de clase traza (Teorema de Mercer). 

Según el resultado obtenido, notamos que el teorema de descomposición 

espectral dé Hilbert Sthriiitd, patá operadótet tórnpáttót, aplicado al 

operador integral garantiza la convergencia en casi todo punto de la serie (en 

su representación espectral) pero no garantiza la convergencia uniforme. Por 

ello nos vemos en la necesidad de imponer condiciones adicionales al núcleo 

del operador integral para que la representación Hilbert- Schmidt garantice la 

convergencia absoluta y uniforme. 

Para la demostración de la compacidad del operador integral tuvimos que 

construir un sistema ortonormal para L2 ([a; b]x[a; b]) el cual se hizo de forma 

natural considerando un sistema ortonormal para L2([a; b]) 

En el presente trabajo solo hemos mostrado una caracterización de la clase 

de operadores Hilbert — Schmidt pero no garantizamos que sea la única 

caracterización. 
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CAPÍTULO VII 

Conclusiones 

Con ayuda de la representación Hilbert-Schmidt de un operador compacto 

puede definir diferentes clases de operadores entre las cuales resaltan los 

operadores de clase traza y la nuestra. 

det2(I+.) no define un determinante en AB), pero se puede extender a ciertas 

algebras sumergidas con la propiedad de aproximación desde F(B). 

El teorema de Hubert — Schmidt es una herramienta útil para identificar si un 

operador integral pertenece a la clase de operadores Hilbert-Schmidt; en el 

contexto de operadores de clase traza el teorema de Mercer juega un papel 

importante. 

.11(H) c 52(H) y el contenido es estricto, ya que basta considerar el operador 

OD 

1 
T = 	-

n
Xn xn 

n=1 

Donde (x.„) es una base ortonormal de H. 
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CAPÍTULO VIII 

Recomendaciones 

Dentro de un proyecto tan ambicioso como lo fue éste, siempre se desea que 

haya una mejora continua del mismo; por lo tanto se recomienda a futuros 

estudiantes que tengan interés en el proyecto, en la línea de investigación y 

en la teoría de trazas y determinantes. 

El libro más completo que trata la teoría de trazas y determinantes es Traces 

and determinats of linear operators de Gohberg, Goldberg y Krupnik (véase 

[8]), por lo cual es recomendable su lectura para el mejor entendimiento del 

trabajo. 

Es importante mencionar que existen trazas que no son extensiones de la 

traza usual, es decir, extensiones de la traza sobre la clase de operadores de 

clase traza; tales funcionales reciben el nombre de trazas singulares. Su 

existencia sobre un ideal de operadores es un trabajo no trivial, el interesado 

en su lectura puede ver [1], [3], [5] y sus aplicaciones en [4]. 
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ANEXOS 
ANEXO 1: Matriz de consistencia 

Problema Objetivos Hipótesis Metodología Población 

En lo que sigue del trabajo, II Objetivos Hipótesis Tipo de investigación Por 	ser 

denotara 	un 	espacio 	de generales general La investigación es de nuestro 

Hilbert. Se sabe que si T E Si es posible tipo 	científico 	- trabajo 

.C(14; //2) 	es 	un 	operador Caracterizar a caracterizar 	a teórico 	y 	la netamente 

compacto, entonces existe una los operadores los operadores metodología usada es abstracto, no 

sucesión de números reales no Hilbert 	- Hilbert de 	 tipo existe 

negativos 	Si  (T) k .S2(T) k Sehmitd Schmidt. inductivo-deductivo población 

••• 	Sn(T) k. ..• 	O 	y 
sistemas 	ortonormales Definir 	una Si es posible 

tratando de Ser 10 más 

exhaustivo posible en 

que estudiar, 

sin 

(42}:=1  de Hl  y (0,11.1de H 

tal que 

traza 	y 

determinante 

definir 	una 

traza 	y 	un 

cada demostración, embargo, 

nuestro 

Tx = Ziff_ i  S, (T)(x; 99n)On  sobre 	esta determinante Diseno 	de 	la estudio 	se 

clase 	de sobre .52(H). investigación encuentra (teorema 	de 	representación 
operadores. El presente trabajo de inmerso al Hilbert -Schmidt) 

Donde 	los 	(S'„(T))„kt 	son Hipótesis investigación dentro de los 

llamados números singulares Imponer específica presentará la siguiente espacios de 

y hm S11(T) = O.  Con estos  
n...= 	 • 

números singulares se define y 

denota 	el 	espacio 	de 	los 

operadores 	de 	clase 	traza 

como: 

condiciones al 

operador 
. 
integral 	para 

que 

pertenezca 	a 

esta clase de 

Es posible y es 

útil 	los 

métodos 	del 

análisis 

funcional para 

estructura: 

Primero 

Empezamos 

definiendo 	los 

operadores 	lineales 

acotados. 

Banach 	y 

espacios de 

Hilbert. 

SI (H)= 

A E GCE), compacto y 
operadores. definir 	una 

traza 	y 

Segundo 

El 	espacio 	de 	los 

Objetivos determinante operadores Hilbert - 

específicos en 	clase 	de Schmitd será denotado 

Luego 	se 	definen 	los operadores por 52(H), se probó 

operadores Hilbert - Schmidt Familiarizarse }Liben- que Sz(H) 	es un 

corno: con 	los 

métodos 	del 

Schmidt. subálgebra sumergida 

de 	L(H) 	con 	la 

52(H) = (A E K(H) / A'A e Si) análisis 

funcional que 

propiedad 	de 

aproximación. 
Lo natural es estudiar como se usaran para Tercero 

caracterizar 	esta 	clase 	de definir 	una Definiremos una traza 
operadores, definir y extender traza 	Y continua 	y 
continuamente la traza y el determinante determinante sobre el 

determinante 	de 	los para esta  clase espacio 	de 	los 

operadores de rango finito a 

esta 	clase 	de 	operadores, 

también estudiar el operador 

de operadores. 

Mostrar 	la 

operadores Hilbert - 

Schmitd 	(Si) 	con 

ciertas 	condiciones 
integral en el contexto de los importancia para 	la- 	extensión 
operadores Hilbert - Schmitd. del teorema de 

descomposici 

continúa de Tr y det, 

para 	 esto 
Formulación del problema on 	espectral necesitaremos analizar 

- para la forma explícita dela 
¿Será posible caracterizar a la operadores traza y el determinante 
clase de operadores Hilbert - compactos de un operador de 

Schmltd? autoadjuntos. rango finito. 

Coba) 
¿Será posible definir una traza 

y 	determinante 	sobre 	esta 

clase de operadores? 

¿Qué condiciones hay que 

imponer al operador integral 

para que pertenezca a esta 

clase de operadores? 

Por último, Daremos 

condiciones 	al 

operador integral para 

que pertenezca a esta 

esta 	clase 	de 

operadores. 
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Operadores Compactos y operadores 

de rango finito 	• 

leona espectralulement4 , 

Operadores de clase traza y oparádores 

Flilberfj5Chmidt 

ANEXO 2: Mapa conceptual del trabajo 
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